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OLIVEIRA, J. L. A. Ordens quanticas em modelos exatamente soluveis. 2025. 68 f. Dissertagao
(Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2025.

RESUMO

Apds a descoberta de fases que nao sdo descritas por quebra espontanea de simetrias usuais,
uma nova classificacdo para o conceito de ordens da matéria foi necessaria para englobar um
novo conjunto de estados fisicos que dependem da topologia do sistema. As “ordens
quanticas” configuram um frutifero campo de estudo onde € possivel observar propriedades
exoticas como a emergéncia de quasiparticulas com estatistica e carga fracionada (anyons) e
com restri¢ao de mobilidade (fractons) em modelos de rede com propriedades topologicas. Além
disso, a degenerescéncia do estado fundamental, que outrora, em descrigdes classicas, dependia
exclusivamente da existéncia de simetrias, agora sdo determinadas por invariantes topologicos
medidos por operadores que descrevem curvas ndo triviais em modelos com condi¢des
periodicas de contorno. As excitagdes desses sistemas, as quais sdo identificadas como
quasiparticulas, e podem ser interpretadas como defeitos topologicos na rede, exigem um custo
energético para serem criadas, porém podem ser mover, desde que nao criem ou aniquilem
outras excitacdes sem energia adicional. O estudo atual de modelos com ordens quanticas esta
fortemente associado a avangos tecnoldgicos em dreas como computacdo quanticas e
supercondutores pois descrevem, respectivamente, modelos tolerantes a erros e interagdes
efetivas em sistemas de muitos corpos.

Palavras-chave: Ordens quanticas; Quebra espontanea de simetria; Ordens topologicas; Ordens
fractonicas.
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(Master in Science in Physical) — State University of Londrina, Londrina, 2025.

ABSTRACT

After the discovery of phases that are not described by the spontaneous breaking of usual
symmetries, a new classification for the concept of orders of matter was necessary to
encompass a new set of physical states that depend on the system’s topology. “Quantum
orders” constitute a fruitful field of study, where it is possible to observe exotic properties, such
as the emergence of quasiparticles with statistical and fractional charge (anyons) and with
mobility restrictions (fractons), in lattice models with topological properties. Furthermore, the
degeneracy of the ground state, which in classical descriptions once depended exclusively on
the existence of symmetries, is now determined by topological invariants measured by
operators that describe nontrivial curves in models with periodic boundary conditions. The
excitations of these systems, which are identified as quasiparticles and can be interpreted as
topological defects in the lattice, require an energetic cost to be created, but can move as long
as they do not create or annihilate other excitations without additional energy. The current
study of models with quantum orders is closely tied to technological advances in areas such
as quantum computing and superconductors, as they describe, respectively, error-tolerant
models and effective interactions in many-body systems.

Key-words: Quantum orders; Spontaneous symmetry breaking; Topological orders; Fractonic
orders.
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1 INTRODUCAO

Publicado no final dos anos 30, o Paradigma de Landau é uma das teorias mais
robustas para descrigao e classificacao de fases da matéria, tanto classicas quanto quanticas
[1-3]. A teoria considera que uma fase é caracterizada segundo as simetrias do sistema
e, nas proximidades da transicao, a quebra espontanea dessas simetrias pode ser descrita
pelo comportamento do parametro de ordem. Este parametro usualmente é definido a

partir de quantidades fisicas locais para fases com simetrias globais.

Contudo, no inicio dos anos 80, verificou-se a existéncia de fases da matéria que
nao se encaixam nessas descrigoes, com o efeito Hall fracionario [4,5]. Essas fases ficaram
conhecidas como fases topoldgicas, devido as suas caracteristicas que dependem exclusiva-
mente da topologia e, portanto, nao podem ser caracterizadas com base em objetos locais.
A partir de entao, surgiu a necessidade de classificar essas fases da matéria. Segundo a
classificagdo proposta em [2], as fases topoldgicas sdo um subgrupo do que foi denomi-
nado como “ordens quanticas” juntamente como outras fases que nao sao descritas pela
teoria de Landau usual. A classificacdo de uma fase, por sua vez, é feita considerando-se
as excitagoes emergentes do modelo. A Figura 1 mostra um diagrama simplificado da
classificagdo de ordens da matéria proposta em [2]. Nesse contexto, modelos de rede em
baixas energias que apresentam comportamento topolégico representam um campo de

estudo ativo e relevante.

Simetria espontaneamente
quebrada

Ordens em quebra de simetria }7

Sistemas quanticos

p
v > Ordem topologica ]

Ordem quantica '7

Y

Ordens fractonicas ’

Figura 1 — Diagrama de classificacdo de ordens da matéria. A caixa em cinza indica qual
sistema ¢é descrito pelo paradigma de Landau usual. Adaptado de [2].
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Em modelos de rede que apresentam ordens topologicas as excitagdes podem ser
interpretadas como quasiparticulas emaranhadas denominadas anyons. Eles sao observa-
dos devido a um fator de fase € no estado quéntico global que depende do caminho que
duas particulas realizam perante a troca. Ao investigar suas propriedades observam-se

caracteristicas exdticas como estatistica nao trivial e restricao de mobilidade.

J4 em modelos tridimensionais com fases fractonicas as quasiparticulas emergentes
sao fractons [6-8|. Eles apresentam restri¢ao de mobilidade e podem ser classificados em
fractons do tipo-I, que sao iméveis individualmente, mas possuem mobilidade de estados
ligados, e fractons do tipo-II, que nao apresentam mobilidade. Se os estados ligados de
fractons do tipo-I possuem mobilidade restrita a uma dimensao eles sdo denominados
lineons [9, 10]. Caso a restrigdo de mobilidade desses estados ligados seja em um plano

recebem o nome de planons [9, 10].

Sao exemplos de sistemas que manifestam ordens quanticas os Quantum Spin Li-
quids (QSL) [11], que compdem um grupo de sistemas que nao apresentam magnetizagao
espontanea. Em duas dimensoes observa-se modelos de rede como o Z, Lattice Gauge
Theory [12], o Toric Code [13-17] e 0 Wen Plaquette Model [2,18-20] enquanto em
trés dimensoes destacam-se o X-Cube Model [8-10,21], o Chamon Code [22-24] ¢ o
Haah Code [6,15,25]. Todos esses modelos possuem hamiltonianas exatamente soltveis
e aplicabilidade experimental. Além disso, observa-se que fases topolégicas tem aplicabi-
lidade em fenémenos de alta demanda tecnolégica como a supercondutividade [26] e a

computagao quantica [3,17,27].

Este trabalho apresenta uma revisao tedrica sobre a classificagdo e propriedades
de modelos de rede que apresentam ordens topoldgicas e respeitam o grupo de simetria
discreta Zy. Porém, mais do que discutir os modelos em si, espera-se apresentar ao leitor
um panorama geral e introdutorio sobre a area, servindo como base para ambientacao em
discussoes de matéria condensada mais avancadas que incluem, por exemplo, a generali-
zacao do Paradigma de Landau para simetrias ndo generalizadas [28] e o entendimento
mais profundo das degenerescéncias de cada modelo, considerando higher-form symmetry

e Subsystem Symmetries [7].

No que concerne a estrutura do trabalho, o Capitulo 2 aborda em detalhes a fe-
nomenologia de Landau e a descricao de fases que apresentam ordens quanticas. Focando
dessa forma na diferenciagdo entre fases usuais e fases com comportamento topoldgico.
No Capitulo 3 sao discutidos trés modelos de rede que apresentam ordem topologica em
variedades bidimensionais com condic¢oes periddicas de contorno. Sendo feita a contagem
do niimero de degenerescéncias no estado fundamental e o processo de criagdo e mobili-
dade das excitagoes. Primeiramente é apresentado o Z, Lattice Gauge Theory, onde, em
especial, é analisado: o niimero de estados independentes que respeitam a simetria de ca-

libre; e uma anélise de dois limites do hamiltoniano do modelo. Desses limites distingui-se
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uma fase topoldgica e outra trivial. Em seguida sao apontados os detalhes da formulacao
do Toric Code, com destaque para as propriedades das quasiparticulas emergentes do
modelo. Por fim, é feita a contagem da degenerescéncia do estado fundamental para dife-
rentes paridades da rede do Wen Plaquette Model. Na tltima se¢ao, como complemento,
os dois tltimos modelos sdo conectados por um mapa entre os operadores e uma rotagao

do sistema.

Para finalizar, o Capitulo 4 ¢ dedicado a dois modelos de rede em variedades tridi-
mensionais que possuem ordens fractonicas: O X-Cube Model e o Chamon Code. Através
de mecanismos similares aos apresentados para modelos bidimensionais, discute-se tanto a
contagem da degenerescéncia no estado fundamental quanto a construgao dos operadores
que criam e movem as excitagoes para ambos os modelos. Além disso, é mostrado como
uma hamiltoniana efetiva para o X-Cube pode ser obtida via acoplamento de camadas do
Toric Code apresentado na Secao 3.2. Por fim, o trabalho é concluido sintetizando com

os principais topicos de cada secao e apresentando perspectivas de trabalhos futuros.
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2 FASES DA MATERIA

Para que o sistema seja completamente determinado é necessario um nimero mi-
nimo de variaveis independentes conhecidas como graus de liberdade. A partir deles, as
interacoes e estatistica sao construidas considerando-se apenas termos que contribuem
para a descricdo, evitando redundéancias ou imprecisoes. A imposicao de vinculos que
fixam o valor dessas varidveis reduz o nimero de graus de liberdade. De forma mais pre-
cisa, cada vinculo diminui um grau de liberdade do sistema [29]. Diante disso, o presente
capitulo apresenta os graus de liberdade para definir e diferenciar fases usuais e fases

topoldgicas.

2.1 Fases usuais

Do ponto de vista termodinamico, uma fase é determinada pelo conjunto de es-
tados em equilibrio determinados através de variaveis macroscépicas do sistema. Essa
descricao é consideravelmente limitada pois exclui, por exemplo, estados que apresentam
comportamento quéanticos ou regidos por interagoes de curto alcance. Contudo, por meio
dela é possivel determinar comportamentos universais como as transicoes de fases, que

existem independente do formalismo.

As fases podem ser classificadas segundo o comportamento da energia (energia
livre) do sistema [1,2]. Transi¢oes de primeira ordem sao caracterizadas pela descontinui-
dade na derivada primeira da energia livre, por isso também recebem o nome de desconti-
nuas, enquanto as transigoes de segunda ordem sao caracterizadas pelas descontinuidade

na derivada segunda, por isso sao muitas vezes chamadas de transi¢coes continuas.

As fases usuais da matéria também podem ser caracterizadas pelas simetrias do
sistema. Sendo que, as simetrias sao responsaveis pela degenerescéncia do estado funda-
mental. Contudo, uma vez que se determina um estado a simetria é dita espontaneamente
quebrada. Este € o ponto chave, pois a hamiltoniana ainda ¢é invariante sobre todas trans-
formacao de simetria, mas o estado ndo possui todas as simetrias que o hamiltoniano.

Esse “quebra” é conhecida como Quebra Espontanea de Simetria.

Diante disso, Landau construiu uma teoria para transicoes de fase com base em
um parametro de ordem. Onde esse pardmetro é uma quantidade fisica! do sistema que se
transforma de forma nao trivial durante a transicdo. O mecanismo pelo qual o parametro
de ordem distingui as fases de um sistema ocorre através da medida de um operador local

que o caracteriza. Se a medida do operador for zero diz-se que a fase é desordenada. Em

1 A quantidade fisica que determina qual é o pardmetro de ordem de um sistema ndo necessariamente

é um escalar.
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contrapartida, se tiver um valor finito diz-se que a fase é ordenada.

O exemplo mais comumente usado na literatura para apresentar o teoria de Lan-
dau é o modelo ferromagnético. Suponha que inicialmente todos os spins de um sistema
ferromagnético estejam desordenados, isso implica que na média a magnetizacao do sis-
tema como um todo é nula. Porém, ao submeter o sistema a um campo exiliar que alinhe
seus spins, a magnetizacao residual é diferente de zero ao se desligar o campo externo.

Assim, considere a equacao

1
M:N;& (2.1)

Neste caso, a magnetizacao (M) é o pardmetro de ordem e os operadores locais sdo os
spins (5;). Por isso, é comum que algumas referéncias expliquem de forma heuristica que

o pardmetro de ordem é responsavel por medir o grau desordem de uma fase.

Além disso, a teoria considera também a construcao de um funcional da energia

livre

F[T:4(x)] = Fo(T) + FL[T; 4] (2.2)

em que T é a temperatura e (z) = 1 é o parAmetro de ordem. Analisando a fungao
para um sistema com simetria Zs, pode-se expandir o funcional em torno do parametro
de ordem e extremizar a energia para obter os regimes sobre os quais se definem as fases
do modelo. Os pormenores do desenvolvimento podem ser conferidos no Apéndice A.
Com base nos resultados obtidos observa-se que na fase desordenada, quando 1 = 0, a
temperatura do sistema é maior do que a temperatura critica e na fase ordenada, quando

1 # 0, a temperatura do sistema é menor do que a temperatura critica.

Em sistemas quanticos a construgao do parametro de ordem segue o mesmo princi-
pio de sistemas classicos. Contudo, agora o parametro de ordem é medido através do valor
esperado de um operador ¢ do sistema que apresenta transformacgao nao trivial apés uma

transigao de fases [2]. Considerando a transformacio (p) — €% (p) se observa a relagio

0 na fase sem quebra de simetria
o= . . (2.3)
vo # 0 na fase com quebra de simetria

2.2 Ordens quanticas

Na Secao 2.1 formalizou-se a ideia de que fases da matéria podem ser identificadas
através da quebra de simetria em sistemas fisicos. Diante disso, um questionamento é per-
tinente: existem fases da matéria que ndo sao descritas pela quebra da simetria usuais?
A resposta é sim. Conforme apresentado em [2] essas fases sao classificadas como “or-
dens quanticas”. Elas ocorrem em sistemas quanticos que nao apresentam simetria usuais

espontaneamente quebradas e podem ser classificadas em subclasses, dentre elas: ordens
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topoldgicas, ordens topoldgicas protegidas por simetrias e condensacao de redes de strings
(linhas).

2.2.1 Ordens topoldégicas

Ordens topoldgicas possuem trés caracteristicas predominantes. A primeira con-
siste na degenerescéncia do estado fundamental ser topolédgica e, portanto, os estados sao
globalmente invariantes sobre perturbacoes locais suaves. A segunda caracteristica é a
robustez do modelo a criacdo de excitacoes de baixas energias. Isto é, existe um gap de
energia entre o estado fundamental e os primeiros estados excitados que nao sofre alteracao
ao se incluir pertubacoes no sistema. Devido ha essa estrutura do espectro de energia, esses
sistemas sao conhecidos como gapped e nao sao exclusivos de sistemas com ordem topo-
logicas. Por fim, a terceira caracteristica diz respeito a emergéncia de excitagoes exdticas
da matéria que nao sao descritas puramente pela estatistica de Bose-Einstein (bosonicas)
ou pela estatistica de Fermi-Dirac (fermidnicas). Essas excitagoes sdo conhecidas como
anyons. Elas sao criadas aos pares através de operadores nao locais abertos, conhecidos
como strings operator (operadores de linha), e estao localizadas nas extremidades dos
operadores. Elas emergem de através do fendmeno de fracionalizacao, resultante de um

fator de fase nao trivial perante a troca de posigoes [10,13].

Os Quantum Spin Liquids (QSL) sdo exemplos de sistemas que apresentam ordens
topologicas. Eles sao caracterizados por fases com spins altamente emaranhados que nao
possuem magnetiza¢ao espontanea mesmo a baixas temperaturas [15]. Em duas dimensoes

sao exemplos os modelos Zs Lattice Gauge Theory, o Toric Code e 0 Wen Plaquette Model.

2.2.2 Ordem fractonicas

As ordens fractonicas sao um conjunto de fases com comportamento topologico
cujas excitacoes sao fractons. Dentre as propriedades presentes nesses sistemas esta a
forte dependéncia da degenerescéncia com o tamanho da rede. Sendo que, em geral, fases

fractonicas apresentam estados altamente degenerados.

Uma das questoes que prevalecem em aberto sobre o estudo de fases fractonicas.
Baseada no conjunto modelos ja estudados que apresentam caracteristicas em comum,
tém-se que ordens fractonicas se manifestam apenas em modelos com dimensao maior ou
igual a (34 1)d [15].

2.2.3 Ordens topolégicas protegidas por simetrias

A descricao de fases topoldgicas nao se limita aos modelos que apresentam ordem
topologica intrinseca. Essa disting¢ao é evidente considerando o estado de emaranhamento

do sistema. Enquanto fases descritas por ordem topoldgicas possuem Long Range Entan-
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glement (LRE) as fases com Symmetry-Protected Topological (SPT) possuem Short Range
Entanglement (SRE) [3].

As SPTs possuem estado fundamental inico e nao apresentam excitagoes “exoti-
cas”. Elas descrevem fases nao triviais que preservam as simetrias do hamiltoniano contra
perturbagoes adiabaticas [3]. Em contraste com as fases ordinérias descritas pelo para-

digma de Landau, onde as fases sao determinadas pela quebra espontanea da simetria.

As SPTs podem ser caracterizadas por estados de borda (edge) [28] que contém
uma obstrucao a simetria que s6 pode ser removida através de uma correspondéncia
entre a borda e o volume (bulk) do sistema. Essa obstrucao a simetria é conhecida como

anomalia e o fendmeno de correspondéncia como anomaly inflow.

2.3 Teoria efetivas

Teorias fisicas em diferentes escalas apresentam diferentes graus de liberdade. Con-
tudo, é possivel que um teoria concebida em baixa energias (IR) seja descrita efetivamente
por outra em altas energias (UV) e a reciproca é verdadeira. Para isso, consideram-se ape-
nas os graus de liberdade que contribuam com a compreensao universal do sistema [30]

preservando, assim, os aspectos mais importantes.

A teoria efetiva que captura as propriedades da fase topoldgica em baixas energias
(IR) e as descreve em altas energias (UV) é a Topological Quantum Field Theory (TQFT)
[15,17).
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3 MODELOS ANIONICOS EXATAMENTE SOLUVEIS EM
2+1D

Neste capitulo serao discutidos trés Quantum Spin Liquids em variedades bidi-
mensionais: o Zs Lattice Gauge Theory, o Toric Code e o Wen Plaquette Model. Indivi-
dualmente, serdao analisadas as degenerescéncias do estado fundamental, o mecanismo de

criacao de quasiparticulas e sua mobilidade na rede.

3.1 7, Lattice Gauge Theory

O Z, Lattice Gauge Theory é um modelo de rede quadrada que descreve fases
com ordem topologica que respeitam o grupo de simetria Z, para baixas energias. Em
uma variedade bidimensional, a rede A tem dimensao k, x k,, onde k, é o nimero de
sitios (vértices) no eixo z e k, o nimero de sitios no eixo y. Nos links [ (arestas) da rede

define-se os qubits' (C?) como graus de liberdade.

Os qubits de um link [ sdo uma combinacao linear de dois estados quanticos inde-

pendentes em superposicao, expressos matematicamente como

) = a]0) + 5 [1), (3.1)

em que |a|’ + |B]> = 1 e os estados |0) e |1) correspondem a orientacio de spin 1/2 na
base do operador de Pauli ¢*. Logo, cada qubit [ pertence a um espaco de Hilbert H;

bidimensional.

A hamiltoniana para o Zy Lattice Gauge Theory, proposta por Wagner [31], tem

a forma

H:_ngp_tzafa (32>
p l

em que g e t sao constantes de acoplamento e
B,= 1] o7 (3.3)

é o operador de plaquete definido como o produto de ¢* nas bordas de cada plaquete
(Op). O primeiro termo da Eq. (3.2) é a somatéria dos operadores de plaquete para todo
o p e o segundo termo é a somatoria da atuagao individual do operador ¢® sobre todos
os links [. Considerando que os qubits estao definidos na base do operador de Pauli o,
conforme apresentado na Eq. (3.1) o primeiro termo mede o produto dos autovalores em

um plaquete enquanto o segundo inverte a orientagao dos spins. Convém acrescentar que

1 Qubits é uma abreviacio para quantum bit (“bit” quantico), a unidade 16gica da computacio quantica.
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um operador of*, com « = {z, z}, atuando em um link [, como definido em [14], tem a

forma
UZQ:Iz®[2®"'®(l(7:l)®"'®12 (3.4)
e a a¢ao sobre os estado é
0*10) =10), 0% [1) = — 1), 0"[0) = [1) e 0" [1) = [0). (3.5)

O espaco de Hilbert total da rede é o produto tensorial de todos subespagos dos
qubits,
Hiotal = ®Hla (36)

e a dimensao total do espago vetorial da rede, considerando uma rede quadrada de di-

— 22k2

mensao k x k é dim (Hyotar) ., em que 2k? o nimero de links na rede?.

De forma semelhante, o conjunto de estados do modelo corresponde ao produto
tensorial de todos os qubits [, conforme expresso por

2k2

V) = @ V) = [1h1) @ [12) @ -+ @ |Pop2) = |19y - - - 1hay2) . (3.7)

Isso implica em um conjunto de 22+ estados linearmente independentes, consistente com
a dimensao do espaco de Hilbert total, que representam diferentes configuracoes de spin

alinhadas na base de ¢*. Como, por exemplo,

|v) =10,0,---,0) +{1,0,---,0) +]0,1,---,0) + |1, 1,--- ,0) +---+|1,1,--- ,1). (3.8)
(1) @ ®) @ () (2k2)

O primeiro vetor, sobre (1), é o estado com todos os spins orientados na diregdo down

(para “baixo”). O segundo vetor, sobre (2), é o estado com apenas um spin, pertencente

a um link qualquer da rede, alinhado na direcao up (para “cima”) e todos os demais

orientados na direcdo down. Assim, os vetores correm sobre todas as combinagoes entre

duas orientacdes possiveis de spins nos 2k? links da rede, até se obter o ultimo estado com

todos os spins orientados na diregao up.

Ao considerar que o modelo respeite as simetrias de calibre associadas grupo de
simetria Zs reduz-se o nimero de graus de liberdade do sistema. Isso impoe uma redundéan-
cia na teoria, pois os estados fisicamente equivalentes por simetria, apesar de apresentarem

diferentes configuracoes de spins, sao mapeados por transformagoes de calibre.

Para determinar quais estados sao protegidos pela simetria considera-se a atuacao

do operador

Gi=]]or (3.9)

l€v;

2 Considerando as condicoes periédica de contorno da rede, todos os sitios k da rede estdo associados

a 4 links . Porém, cada link compartilha 2 sitios. Com isso, o numero total de sitios em uma rede
quadrada de dimensdo k x k é k? enquanto o nimero de total de links é (4/2)k? = 2k?
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como gerador das transformagoes. Ele atua localmente nos vértices i e, pela relagao de co-
mutacao das matrizes de Pauli, o operador G; comutada com operadores o” e anticomuta

com o”. Essa relagao pode ser expressa como

1, sele€i

—1, selé¢i

(3.10)

Nota-se, assim, que o operador GG; comuta com a hamiltoniana definida na Eq. (3.2).
Isso implica que operadores ambos possuem autovetores simultaneos. O que reforca a
invariancia do sistema sob transformagoes de calibre. A Figura 2 mostra a diagramacao

dos operadores B, e (; na rede.

Figura 2 — Diagramacao do modelo de rede Zy com o operador de plaquete B,, em ver-
melho, e o gerador da transformacao de calibre local G;, em azul.

Sabendo que
(Gh)? =1, (3.11)

o gerador das transformacgoes de calibre G; juntamente com a identidade compoe um
grupo de simetria de calibre local isomorfo a Zy no vértice ¢. Assim, a atuacao do gerador
da transformacdo G; relaciona dois estados [¢), e |¢), com configuragoes distintas de

spins, mas fisicamente equivalentes através da operacao
Gi |w>1 = |¢>2 : (3.12)

Da mesma forma, define-se um grupo de simetria local para cada sitio da rede.

Logo, o grupo de calibre total G é o produto

k)2
-7 270w . 01" (3.13)
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onde Z(Q") ¢ o grupo de simetria local no sitio n de um total de k? sitios. Como cada
subgrupo pertencente a G contém dois elementos, o grupo de calibre total possui ok?

operadores, sendo eles
g:{HG”Sgﬂﬂ,”jﬂ} (3.14)

i€s

Todavia, identifica-se duas transformacoes, nos elementos definidos na Equacao
(3.14), que nao alteram o estado fisico do modelo. A primeira é trivial, associada ao ope-
rador identidade, enquanto a segunda ¢é a atuagdo do operador Hiil G, que atua sobre
todos os sitios da rede. Essas contribui¢oes redundantes compoem um subgrupo de G co-
nhecido como Invariant Gauge Group (IGG) [2], cuja definigdo pode ser matematicamente

expressa como
IGG ={gly) =) | g € G} (3.15)

Observa-se esse subgrupo também é isomorfo a Z,, visto que

ﬂﬂ;z{mfia}. (3.16)

ffic) -+ .

Assim, o nimero de transformagoes de calibre nao triviais é a razao entre o grupo
de calibre total G e o IGG, ou seja,
g 2+ k2—1
N© de transf. de calibre = —— = — = 2" 7", 3.18
IGG 2 ( )
Consequentemente, o nimero de estados independentes, que correspondem ao espaco de
Hilbert fisico Hggico da teoria, é calculado pela razao entre a dimensao do espaco de Hilbert

total Hiotal € 0 nimero de transformagoes de calibre ndo triviais:

dim H 2
N© de transf. de calibre indep. ~ 2+*-1

N de estados indep. = = 9+, (3.19)
O termo de plaquete B, recebe o nome de fluxo de Zy e rotula 2k estados, pois
hé dois autovalores possiveis para cada um dos k? plaquetes. Porém, conforme discutido

por Wen em [2], o sistema respeita o vinculo
1B, =1,
p

rotulando assim, efetivamente, 2k*—1 estados. Dessa forma, ainda falta determinar 22 es-
tados para se obter o total de estados independentes calculado em (3.19). Conforme sera
visto no decorrer do texto, recupera-se todos os estados ao considerar a degenerescéncia

topolodgica presente no modelo.
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3.1.1 Limite de baixas energias

No limite de baixas energias é interessante analisar as propriedades do sistema a
partir da hamiltoniana definida na Eq. (3.2), como analisado em [15,31]. Quando g >t o
sistema estd na chamada fase desconfinada e quando g < t o sistema esta na chamada

fase confinada.

Fase desconfinada

Se g > t pode-se considerar que t — 0. Como consequéncia, mantém-se apenas o

termo de plaquete B, da hamiltoniana definida na Equagao (3.2),
Hfd = —gZBp. (320)
p

Assim, o estado que minimiza a energia do sistema ocorre quando o autovalor de todos os
termos de plaquetes é 4+1. Diante disso, diferentes configuracoes de spin podem minimizar
a energia do sistema. A Figura 3 ilustra as possiveis configuragoes de spins nos plaquetes
para que B, = +1, em que 1 e | sdo, respectivamente, autovalores positivos e negativos

referentes ao links [ € Op.

Figura 3 — Todas as configuragoes possiveis de spin que retornam autovalor +1 para os
operadores de plaquete B,.

Nesta fase, os estados fisicos sao invariantes sob as transformacoes de calibre lo-
cais G;, definidos na Equagao (3.9). O conjunto de estados superpostos com diferentes
configuragoes de spin que minimizam a energia formam a base de autoestados da fase

desconfinada.

Diante disso, defini-se o operador de projecao
P[0+ G (3.21)

que atua sobre qualquer estado que minimize a energia do sistema e o projeta para uma

base completa do subespaco fisico do sistema invariante por gauge.
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Considera-se, por conveniéncia, um estado de referéncia com todos os spins ali-

nhados em uma direcao, de modo que

W) = [T+ G)10) @ [0) ® -+ @ |0) @ |0}, (3.22)

(2
em que cada |0) representa um spin alinhado (estado de referéncia), escolhido apenas por
simplicidade, e |¥y) é um dos autoestados fisicos da fase desconfinada, obtido aplicando

o operador de projecdo P sob estado de referéncia.

A energia do estado fundamental ¢ calculada pela atuacao da hamiltoniana H g
no estado definido na Equacao (3.22). Sabendo que k? é o niimero de plaquetes da rede,

verifica-se que

Hpq|Wo) = —g> B, |¥g) = —gk?. (3.23)
P

Ja as excita¢oes no modelo decorrem da mudanca de autovalor dos plaquetes de
+1 para -1. Essas excitacoes sdo chamadas de vOrtices e sao criadas pela atuacao de um

operador ¢*, em um link / da rede, no estado fundamental:
[T)" = o7 [To).

Como um link é compartilhado por dois plaquetes, a atuacao de of cria um par de
vortices. O gap de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado é
AE = E; — Ey = 4g. Esse gap garante que o sistema seja estavel e robusto contra

perturbagoes, uma caracteristica de fases topoldgicas.

Contundo, apesar de ser impossivel criar uma excitagao isoladamente, as excitacoes
podem ser deslocadas sem gasto energético desde que o operador oj atue em um link &
que pertenca a um dos plaquetes que também contém [ conforme pode ser conferido na
Figura 4. E justamente a liberdade de deslocamento das excitacoes que batiza a fase como

desconfinada.

Um detalhe interessante presente na Figura 4 é a presenga da rede dual (ponti-
lhada) cujos vértices se localizam no centro dos plaquetes da rede ordinéria (continua). De
forma mais precisa, a rede dual é uma copia da rede ordinaria deslocada pela metade da
diagonal de um plaquete. Portanto, como o sistema ¢é invariante por translagoes [2], ambas
as redes descrevem fisica equivalente. Por isso, sdo discriminadas strings que percorrem
a rede ordinaria e a rede dual, respectivamente, pela notacao v e v*. Como elas existem
nos dois eixos da rede, se for necessario, um subindice as acompanhara especificando a
trajetoria. Essa relacao de dualidade entre redes permite uma descricdo mais completa

dos observaveis que comutam com a hamiltoniana da fase desconfinada.

Assim, sobre a rede também se define outros dois observaveis. Os operadores de

linha de Wegner-Wilson, definidos como

Wo=1lo;i ¢ W,=1]] o7, (3.24)

€Y l€vy
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Figura 4 — (a) Os plaquetes B, e B, preenchidos completamente com vermelho repre-
sentam vortices. A linha vermelha pontilhada indica a trajetéria da excitacao
pela rede através do conjunto de atuacgao dos operadores o* destacados nos
links continuos pretos. (b) O link [ em destaque continuo preto recebe a atu-
acao do operador ¢”; os links em destaque pontilhado verde sao candidatos a
receberam atuacao de outro operador ¢% para mover a excitacao.

que medem o fluxo Z, sobre uma curva fechada . E os operadores de linha de 't Hooft,

definidos como
Vei=1]]of e Vy=1]]o/ (3.25)

levy; levs
os quais invertem a orientacao dos spins sobre uma curva fechada v*. A Figura 5 ilustra

a representacao dos operadores da Eqs. (3.24) e (3.25) na rede.

Como os operadores W,,, W, e Hzq sao definidos em termos apenas de operadores

0” eles comutam trivial,

[W,, H] = [W,, H] = 0. (3.26)

Agora, como os operadores V,, e V,,, definidos em termos de matrizes 0%, descrevem curvas
fechadas na rede ha sempre um ntmero par de links compartilhados com a Hyg, logo

apresentam um nimero par de anticomutacoes entre os operadores, o que implica em
Ve, H] = [V, H] = 0, (3.27)

Para os geradores das transformagoes de calibre a regra de comutagdo com os operadores
é

Wy, Gy] = [W,, G| = [V, Gi] = [V, Gi] = 0. (3.28)
Nesse caso, V,, V,, e G; sao escritos em termos do mesmo operador o, e, portanto, co-

mutam trivialmente. J& W,, W, ao cruzarem um sitio qualquer da rede obrigatoriamente

atuam sobre dois links para completarem uma curva fechada. Sabendo que os operadores
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Figura 5 — As curvas azuis, sobre a rede ordinaria, representam o operador de Wegner-

Wilson e as curvas vermelhas, sobre a rede dual, representam os operadores
de 't Hooft.

de calibre locais atuam sobre os quatro links pertencentes ao sitio que compartilham,
inevitavelmente o operador (G; anticomuta duas vezes com os operadores de linha de 't

Hooft e, em decorréncia disso, efetivamente comutando.

Em contrapartida, a relacao de comutacao entre os operadores de linha é
WoVs = =VaW,. (3.29)

Logo, os operadores de Wegner-Wilson e 't Hooft possuem autoestados simultaneos com a
hamiltoniana, mas nao compartilham autoestados simultaneamente. Isso permite definir
os estados

Vo [Wo) = [W1),  Vy[Wo) =|T2) e ViV, |Wg) =[¥s5). (3.30)

como sendo linearmente independentes. O conjunto dos quatro estados |¥y), [¥y), |Us) e
|W,) constituem a degenerescéncia do estado topoldgico. Juntando todas as 2F~1 confi-
guracoes independentes mapeadas pelo operador de plaquete B, com a quadrupla dege-
nerescéncia topoldgica (22) do modelo, todos os 28! estados invariantes de calibre estdo

determinados.
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Fase confinada

Se g < t pode-se considerar ¢ — 0. Nesse limite, o termo de plaquete da hamilto-
niana definida na Equagao (3.2) é desprezivel e pode ser desconsiderado. A hamiltoniana

efetiva dessa fase é escrita simplesmente como

Hpe=—t> of. (3.31)
l

O estado que minimiza a hamiltoniana da fase confinada deve retornar apenas
autovalores positivos dos autovetores de ¢ em todos os links da rede. Ou seja, o estado
fundamental é a configuracao em que todos os spins estao orientados na base de operadores

o”. O produto tensorial dos autovetores configura o estado base da hamiltoniana

2k2

=) =1+, (3.32)

em que |+) e |—) sdo autoestados de base do operador o”.

A energia do estado fundamental é facilmente calcula, pois trata-se da contribuigao
de todos de todos os 2k? links da rede medido pelo operador hamiltoniano na base definida
em (3.32), de modo que Ey = —2k?*t. O primeiro estado excitado decore da atuacio do
operador o7 sobre |=), cuja agdo inverte o spin no link [ e exige uma um custo energético

de AE = 2t.

As excitagoes nessa fase sao criadas por operadores locais alterando o autovalor in-
dividualmente de um elemento da rede, diferentemente do que ocorre na fase desconfinada.

Essa excitacao nao possui mobilidade e, por isso, sao consideradas confinadas®.

Observa-se que ha uma conveniéncia na escolha das bases para cada fase. Enquanto
na fase desconfinada o estado fundamental é definido em termos das bases do operador o7,
na fase confinada o estado fundamental é definido em termos das bases do operador o*. Se
fosse convencionado manter a mesma base dos operadores de Pauli em ambas as fases nao
haveria perdas fisicas nem conceituais. Inclusive, como a base de ¢* é uma combinacao
linear das bases de ¢® (e a reciproca é verdadeira), o estado definido na Equacao (3.32)

pode ser reescrito como um conjunto de configuracoes de spin orientados na base de 7.

Como o hamiltoniano contém apenas termos ¢” independente da forma como se
aplica o gerador de transformacao de calibre G;, os estados invariantes por calibre sao
mapeadas neles mesmos. Essa relagdo é trivial ao se observar que ambos sao definidos
como produtos de 0%, ou seja, comutam trivialmente. Além disso, nao sao observadas de-
generescéncias no estado fundamental, isso pois apenas os operadores de linha de t "Hooft
comutam com a hamiltoniana e apresentam autovalor +1. Desse modo, nao sao observadas

caracteristicas topoldgicas na fase confinada.

3 Apesar das excitacdes ndo possuirem mobilidade, por se manifestarem em uma fase trivial, ndo sdo

fractons.
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Regiao de transicao

Apoés analisar os dois limites da teoria, é valido avaliar a hamiltoniana da fase
desconfinada, quando g > t, com t # 0. A inclusdo do segundo termo da hamiltoniana
¢é interpretada como uma perturbagao no sistema que mantém a relacao de comutacgao
entre a hamiltoniana com os operadores de linha de 't Hooft, mas nao conserva a relagao

de comutagao da hamiltoniana com os operadores de linha de Wilson.

Em virtude disso, a hamiltoniana nao possui mais autovetores simultdneos com
W, e W, e os estados definidos em (3.30) apresentam um gap de energia proporcional ao
tamanho da rede, como apresentado em [31], e medida de ordem AFE ~ g(t/g)" sendo L
o tamanho da rede. Porém, no limite termodindmico L — oo, se t é muito menor que g a
diferenca de energia tende a zero recuperando a degenerescéncia do estado fundamental.
O que corrobora para natureza topologica da fase robusta a perturbacdes. A Tabela 1

resumo os topicos apresentados nesta secao.

F .
ase Reglaf) fi © Fase confinada
desconfinada transicao

Const. de
acoplamento 1<y t<gcomg#0 gt

R 2k2+1 l .
Degenerescéncia pARE <I.1OA m.ute Ausente

termodindmico)

Op. de linha de Comuta com a Nao comuta com a Nao comuta com a
Wilson hamiltoniana hamiltoniana hamiltoniana
Op. de linha de Comuta com a Comuta com a Comuta com a
t"Hooft hamiltoniana hamiltoniana hamiltoniana
Excitagoes Topoldgicas Topoldgicas Locais

Tabela 1 — Distingao entre a fase desconfinada, a regido de transi¢do e a fase confinada
do Z, Lattice Gauge Theory.

3.2 Toric Code

Neste se¢ao, considera-se o Toric Code discutido em [13]. Em que o modelo é
definido em uma rede quadrada A de tamanha k x k com condic¢oes periédicas sobre uma

a variedade bidimensional de genus 1, cuja a hamiltoniana é
H=> B,+) A, (3.33)
P v

onde
B,= 1] o7 (3.34)

ledp
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Ay =]]o? (3.35)

sao chamados operadores estabilizadores. Em que B, atua sobre os links pertencentes as
bordas dos plaquetes p e A, atua sobre os links pertencentes ao links ao vértice s. O espaco
de Hilbert total N, assim como no modelo de rede Z,, é produto tensorial de todos os

subespacos vetoriais dos qubits localizados nos links [ da rede. Portanto, da dimensao de
dim N = 22, (3.36)

sendo 2k? o nimero de links na rede.

Observa-se que (A,)? =T e (B,)* =1, o implica que os autovalores dos operadores

sao £1 e que a regra de comutacao entre os operadores é

[As, Ay] = [By, By] =0 (3.37)

[A,, B, = 0. (3.38)

Isso pois, os operadores de estrela comutam entre si, pois sao definidos a partir de operado-
res de Pauli 0%, que comutam trivialmente consigo mesmo, como ilustrado na Figura 6a).
De forma anéloga, os operadores plaquete comutam trivialmente entre si, pois sao defi-
nidos a partir de operadores de Pauli 0%, como apresentado na Figura 6¢). A comutagao
nao trivial ocorre entre os operadores estrela e os operadores de plaquete. Eles comutam
porque compartilham dois links. Em cada um desses links, os operadores ¢” e o* antico-
mutam e o sinal negativo (—1) de cada anticomutacao se cancela, levando a comutagao
global dos operadores, como ilustrado na Figura 6b). Pode-se concluir com isso que ambos

os operadores compartilham o mesmo conjunto de autovetores linearmente independentes

O estado fundamental do Toric Code ¢é definido no subespacgo protegido £ em que

os operadores definidos nas Equagoes (3.34) e (3.35) respeitam a condicao de estabilidade

L={lY) €Nt AJ0) =10), B, ) = |4 Vs,p}, (3.39)

em que [¢) sdo chamados de setores légicos do cddigo. Considere que o estado |¢) é
escrito em termos da base dos operadores o”. A atuacao dos operadores de plaquete mede
o autovalor dos estados correspondentes ao links [ que pertencem ao plaquete p. Enquanto
a atuacao dos operadores estrela inverte a orientagdo dos spins dos links [ pertencentes a

um sitio s.

Dessa forma, a condi¢do B, |¢) = [¢) restringe, entre todas as configuracoes de
spins possiveis, apenas os estados que pertencem ao subespago protegido em que B, =

1Vp € A. De forma semelhante, a condigdo A, [1)) = |[¢) restringe apenas os autoestados
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[

B RRaBeac o
E

Figura 6 — Os circulos coloridos em azul representam os operadores de Pauli o*; em ver-
melho os operadores 07; e verde o produto dos operadores o”c*. Os contornos
simples e duplos indicam, respectivamente, a atuacao de um operador e dois
operadores. (a) Comutacao entre dois operadores estrela. (b) Comutacao entre
um operador estrela e um operador plaquete. (¢) Comutagao entre dois ope-
radores plaquete.

em que A, = 1Vs € A. Sendo que a tnica forma de mudar as orientagoes dos spin sem

criar excitagoes na rede é através de operadores de loops fechados.

Além disso, ao definir as condi¢oes do subespago protegido, observa-se duas rela-
¢oes dos operadores estabilizadores: [[, A, = I e [[, B, = I. Essas relagoes sao interpreta-
das como vinculos, em que cada uma contribui com k? — 1 restricoes ao espaco de Hilbert

fisico. Assim, a dimensao do subespago protegido L é

dim N dim N 92k
dim £ = = = =27 4
im £ N© de vinculos (Vin.)s(\/in.)p 2(k2—1) . 9(k*—1) (3.40)

E valido ressaltar que a dimensdo desse espaco vetorial depende da topologia, pois a
contagem do niimero de qubits depende das condigoes periddicas de contorno e o ntimero
de genus do sistema. Para um caso geral, a dimensao do espago protegido, considerando
uma superficie de genus g, é 229
A partir do projetor
]I —|— Ay) ]I —|— B
P = H H : (3.41)
S

p

atuando em um estado de referéncia

2k2

=111, (3.42)

projeta-se todos os estados de base que sao autoestados de A, e B, [15,32]. Assim, um
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estado do Toric Code pode ser escrito como

) =PIE)

—H ]I+A H ]I+B (3.43)

p

mas como B, |0) = +1|0) isso implica que

"

p

4B~ g, (3.44)

logo
(I + Ay)

vy =11—%—

S

1) - (3.45)

Conforme as relacoes de comutacao apresentadas nas Equacgoes 3.37 e 3.38, é facil ver
que P comuta com os operadores estabilidades de estrela e plaquete. A Figura 7 ilustra a

atuacdo do projeto P no estado [§).

—> A, — A — Ay
Ay A,
Az
0)®-- ®|0) A10) ® -+ ®10) A24:(0)® - ®10) A3A24:10)® -+ ®|0)

Figura 7 — Operagoes sequenciais de operadores estrelas em um estado de referéncia, ilus-
trando a atuacao do projetor P, selecionando os autoestados que pertencem
ao subespaco protegido £ do Toric Code.

Assim, a energia do estado fundamental é obtida pela atuacao da Hamiltoniana
Hre definida na Eq. (3.33) sobre o estado [¢), definido na Eq. (3.45). Portanto,

Hre |) ——J(ZA [¥) +ZB rw)

=—J (Z +1[e) + Z +1 |zp>)

= —J (K + k?) |v)
= —J2k? ) . (3.46)

Nota-se com isso que a soma sobre os operadores estrela contribui com o mesmo valor que

a soma sobre os operadores de plaquete.
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3.2.1 Excitagoes

As excitagoes do modelo sao defeitos topologicos detectados pelos operadores es-
tabilizadores. Elas podem ser entendidas como quasiparticulas emaranhadas emergentes
em fases topoldgicas. Considere a regra de comutacao [af‘ , af } = 2i0;j€43,0", mantendo
a notacao de indices latinos para a rede e indices gregos para representacao das matrizes

de Pauli.

Os estados excitados sdo criados a partir da atuagdo dos operadores o e/ou o*

sobre o estado fundamental,

) =0oi o) e [¥") =07 |tho) . (3.47)

O operador ¢* gera duas excitagao medidas por dois operadores de plaquete e o operador
0” gera duas excitagao medidas por dois operadores estrela. Isso ocorre pois todos os links
da rede tém dois operadores de cada “flavor” que o compartilham, conforme ilustrado na
Figura 8. A excitagdo? detectada pelo operador estrela é observada quando A,c; [1') =
—1|¢') e pode ser interpretada como uma quasiparticula “elétrica”; e, enquanto a excita-
cao detectada pelo operador de plaquete é observada quando Byc; [¢") = —1 |[¢") e pode

ser interpretada como uma quasiparticula“magnética”, m.

Figura 8 — Circulos azuis indicam a atuacao de operadores ¢”, vermelhos o* e verdes
o®o?. Representacao de excitagoes elétricas (esquerda) e magnéticas (direita).
Fonte: Adaptado de [14].

A energia das excitacoes pode ser medida aplicando o hamiltoniano Hpc nos es-

4 Algumas referéncias se referem as particulas elétricas como éxons e as particulas magnéticas como

magnos. A terminologia adotada depende da area e do contexto.
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tados definidos em (3.47). Assim, observa-se que
k2 k2
H[y') = (ZA [9) + ZB ¢ ) = —J(Z Avo [§) + 3 Byo WJ))
v=1 p=1

= —J| —07B,|) — 07 By +Za%4 V) + Z 0% B, [¥)
p#cc

= —J(=1 =1+ k" + (k* = 2))o] [) = —J (2" — 4) [¢') . (3.48)

e, de forma semelhante,

k2 K2 k2 k2
H ") = —J(Z Au [y + 3 By |¢”>> = —J(Z Avoi [9) + > Byoi W)
v=1 p=1 v=1 p=1

k2
=—J| -0l A |Y) — 07 Ay | Z o A, W>—{—ZU§BPW>
— =1
v;éss
=—J(=1—1+ (K =2)+ K)o} [¢) = —J(2k> — 4) |[v").. (3.49)

A diferenca de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado vale AE =
E,—Ey = 4J. Contudo, é importante lembrar que uma excitacao cria duas quasiparticulas,
cada uma com mesma energia e, portanto, com custo energético 2.J independente de sua

natureza (e ou m).

Até o momento foram apresentadas apenas semelhancas entre as quasiparticulas
do Toric Code. Por exemplo, serem medidas pela mudanca de autovalor dos respectivos
observaveis e apresentarem o mesmo gap de energia para serem criadas. Diante disso, vale
ressaltar que as particulas elétricas pertencem a rede ordinaria, localizadas nos vértices
das excitagoes, enquanto as particulas magnéticas pertencem a rede dual localizadas no

centro do plaquete.

Considere o estado

0107 [Yo) = [¢) (3.50)
. Conforme visto anteriormente a atuacao de of altera o autovalor de dois operadores de
plaquete que compartilham o mesmo [-ésimo link. Mas algo interesse acontece se aplicar
o operador ¢” no link seguinte. O plaquete que contém tanto o link [ quanto [+ 1 retorna
ao autovalor inicial enquanto seu vizinho, que compartilha o [ + 1-ésimo link, agora,
muda seu autovalor. Isso pode ser interpretado como uma mobilidade, pois a excitagao
aniquilou a quasiparticulas associada a um plaquete e criou outra no plaquete vizinho. A

demonstracao mais explicita é descrita no Apéndice B

Aplicando consecutivamente os operadores que geram as excitacoes de vértice, diz-
se que uma string v é o caminho percorrido pelas quasiparticulas na rede ordinaria. Para

o caso das excitagoes de plaquete, a string v* acompanha as excitagoes na rede dual. Com
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isso em mente, é possivel construir os chamados operadores de linha (string operators),

definidos como

= Haf e S;”* = H o;. (3.51)

1€y 1EY*

Com base na exigéncia de um gap de energia para criacao do par de quasiparti-
culas é natural induzir que mové-las pelas redes tenha algum custo energético. Porém, ao
lembrar que mover uma quasiparticula ¢ um processo que exige a aniquilagao de uma para
a criagao da outra entre operadores vizinhos percebe-se a compensacao de energia man-
tendo o numero total de excitacoes. Assim, as excitagdo podem se mover adiabaticamente

sem custo energético adicional.

Ha trés tipos operadores de linha gerados por diferentes curvas: abertas, fechadas
contrateis e fechadas nao contrateis. Os operadores definidos em curvas abertas contém as
excitagoes em suas extremidades. Os operadores definidos em curvas fechadas contrateis
sdo triviais, pois nao alteram o estado logico do sistema. Ja os operadores de linha definidos
em curvas fechadas nao contrateis preservam a energia do estado fundamental, porém

atuam globalmente alterando o estado logico do sistema.

Devido a relagao de anticomutagao entre os operadores S e SZ. nao ha como
diagonalizar simultaneamente os operadores de linha definidos em curvas nao contrateis.
Consequentemente, ndo compartilham a mesma base de autovetores. Assim, a atuacio
desses operadores de linha mapeia efetivamente diferentes estados fundamentais. Como
ambos os operadores percorrem curvas nao contrateis nos dois eixos da superficie bidi-

mensional os estados de vacuo sao
067) = S, ") [ut”) =

Todos os estados obtidos devem respeitar as condi¢oes de minimizagao da energia.

). ) =50

AR (3.52)

Pode-se, assim, escrever um estado genérico do modelo como a combinacao linear dos
estados como

) = a[us”) + B0 + v [66”) + n|ud?). (3.53)
em que os coeficientes obedecem a normalizacao |af” + B> + |7]° + |n|° = 1. Isso significa

(1)> obter todas

as configuragoes possiveis de loop. E necessario percorrer a rede. Portanto, o Toric Code

que nao é possivel a partir apenas de inversao de spin que respeitam A,

possui uma quadrupla degenerescéncia no estado fundamental.

3.2.2 Estatistica das excitagoes

A préxima etapa para entender a fenomenologia das excitagoes no Toric Code é
explorar a estatisticas das quasiparticulas. Como as quasiparticulas sao defeitos topold-

gicos na rede é necessario submeté-las a medidas que nao alterem a energia do estado
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l6gico do sistema e retornem estatisticas nao triviais. Conforme visto na sessdao anterior,
curvas contrateis mantém o estado topoldgico, logo é necessario mover excitagoes entorno

de outras e comparar os estados antes e apds a acao dos operadores.

Por isso, considere que dois estados, inicial e final, estdo vinculados por

|¢>fm = ££1P2 |1/}>zn7, (3.54)

em que Eglm, exemplificado na Figura 9, é uma curva fechada f feita por um operador de

linha que move uma quasiparticula p; em torno de uma curva fechada sobre quasiparticula

p2. Considere a notagao p; — py para representar as particulas envolvidas sobre as curvas.

Figura 9 — (a) Curvas do tipo e —e. (b) Curvas do tipo m —m. (¢) Curvas do tipo m —e.

Naturalmente, se o operador de linha que move a particula p; for de mesma natu-
reza que cria a particula po, devido a relacao de comutacao trivial, o estado final é igual ao
estado inicial, implicando que em uma estatistica bosonica para as excitagoes magnéticas

e elétricas.

O caso interessante ocorre quando esses operadores sao diferentes, ou seja, quando
uma particula elétrica descreve uma curva fechada entorno de uma particula magnética,
e reciprocamente, quando uma particula elétrica descreve uma curva fechada entorno de
uma particula magnética, pois, devido a relacdo de anticomutacao, o estado final difere

do estado inicial por uma fase —1.

A composicao entre as excitacoes elétricas e de excita¢cbes magnéticas retorna uma
um quasiparticula fermionica
€=eXxm. (3.55)

Porém, se um operador de linha percorrer duas curvas contrateis em torno da extremidade

de um operador de linha de diferente natureza o estado final é igual ao estado inicial.



37

Considerando o operador identidade, fecha-se o conjunto Q@ com todas as quasi-

particulas do modelo formado pelos elementos
Q={l,e,m,e}.

De modo que as regras de fusao do Toric Code, convencionando p; = e, py = m e p3 =€,
entre as quasiparticulas é

Pt X Pm = 5lm + ElmnPn (356)

I[Xpl:pl X]I:pl. (357)

A Tabela 2 agrupa todas combinagoes de entre as quasiparticulas.

X 1 e m €
1 1 m €
e e 1 € m
m m € 1

€ € m e 1

Tabela 2 — Regras de fusao das quasiparticulas do Toric Code.

3.2.3 “Arbitrariedade” na escolha de base

A hamiltoniana é invariante pela escolha da base dos operadores de Pauli dos

qubits, mas o significado fisico dos operadores de A, e B, depende da base.

 Na escolha de base 0%, que formam um conjunto ortogonal dos estados |0) e |1), os
operadores ¢ medem o autovalor dos estados enquanto ¢” invertem a orientacao
dos spins. Os operadores de plaquetes sdo diagonais e medem o fluxo magnético na

rede enquanto os operadores estrela medem a presenca de carga e.

« Na escolha de base 6, que formam um conjunto ortogonal dos estados |+) = $(|0)+
1)) e |—) = 3(|0) — 1)), os operadores o medem o autovalor dos estados enquanto
o” atua como operadores de inversao dos spins. Os operadores de plaquetes sao
diagonais e medem a excitagoes elétricas enquanto os operadores estrela medem o

fluxo magnético.

A escolha da base 0% é, usualmente, mais utilizada.
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3.3 Wen Plaquette Model

O Wen Plaquette Model é definido em um variedade bidimensional com condi¢oes
periddicas de contorno sobre uma rede com k, x k, sitios, onde £, ¢ nimero de sitios no
eixo x e k, o nimero de sitio no eixo y. Dentre as diferengas com o Toric Code, os graus
de liberdade do modelo proposto por Wen estao localizados nos sitios da rede A, a qual é
dividida em duas sub-redes conforme a paridade do sitio inferior esquerdo de um plaquete
segundo a regra:

; € Npar se i, + 1, for par, (3.58)
€ Aimpar  S€ @y + 1, for impar.
A partir disso, pode-se generalizar a paridade das demais estruturas e operadores da rede

como, por exemplo, os plaquetes e o operador hamiltoniano.

A construgao da hamiltoniana do modelo de plaquetes Wen é um processo laborioso
e requer um arcabougo significativo de teoria de grupos e representacoes projetivas. O
desenvolvimento para obté-la pode ser conferido em [2,18,33], sendo construida em duas

dimensoes da forma

H=—g Z Fi=—yg Z 0707140 a0 (3.59)

onde g > 0 e F; forma um plaquete que possui paridade definida pelo sitio representado

pelo subindice 7.

Os operadores de plaquete do Wen Plaquette Model respeitam a regra de comu-

tacao
|F;, Fj] = 0. (3.60)
A Figura 10 ajuda a compreender essa relagao. A esquerda da figura estd uma representa-
¢ao de dois operadores pertencentes a sub-rede par - em verde - vizinhos diagonais. Eles
compartilham um sitio em comum, sobre o qual ambos atuam um operador ¢*, por isso
a relacao de comutagao ¢ trivial. O mesmo principio se aplica aos operadores de plaquete
pertencentes a vizinhos diagonais na sub-rede impar, porém substituindo o operador de
Pauli em x por z. A direita da figura se encontram dois operadores de plaquete, um na
sub-rede impar - em branco - e outro na sub-rede par, e primeiros vizinhos. Eles com-
partilham dois sitios, sobre os quais atuam diferentes operadores de Pauli. Desse modo,

anticomutam duas vezes implicando em um comutacio efetiva.

Dividindo a hamiltoniana em duas sub-redes, par e impar, obtém-se
H:—g(z S F) .61
iEApar ieAimpar

considerando que o termo de acoplamento g possui o mesmo peso para ambas as sub-

redes, preservando a homogeneidade entre elas. Além disso, como F; é hermitiano, pode-se
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.

Figura 10 — A esquerda estd uma representacgdo da comutagdo entre dois plaquetes da
sub-rede par (verde) e a direita uma representacao da comutagao entre um
plaquete da sub-rede par e um plaquete da sub-rede impar (branco).Os cir-
culos azuis representam os operadores o”, os vermelhos % e os verdes o%c”.

escrever a hamiltoniana apresentada na Equacao (3.61) como

n--(s e £ on)-g(sae T )

ieApar jEAimpar Z‘EApalf jeAimpar
= —g ( S F+ ) FJ) + h.c., (3.62)
ieApar jeAimpar

sendo a Equagao (3.62) a forma mais geral do hamiltoniana do sistema sem perturbagoes.
A Figura 11 esboga o modelo plaquetes de Wen distinguindo as sub-redes e apresentando

o operador F; na rede.

Figura 11 — Diagrama do modelo de plaquetes Wen divida em duas sub-redes. Os plaque-
tes em verde-claro indicam a sub-rede par enquanto os plaquetes em branco
representam a sub-rede impar. Adaptado de [19].

Os estados quanticos do modelo de Wen podem ser obtidos através dos operadores

de linha que, assim como no Toric Code, possuem papel fundamental para descricao das
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propriedades do modelo bem como das excitagoes. Ha trés tipo de operadores de linha
We(y) =11of, Wo(y") [T of e Wi (C) =] o, (3.63)
1€y 1ey* neC
onde v é uma curva que conecta plaquetes pares, v* uma curva que conecta plaquetes
impares e
y se ¢ for par,

a =
x se ¢ for impar.

A curva C conecta o ponto médio entre sitios vizinhos, representados pela notacao i,, e

z se 1, for par,
ln =y se faz curva com i, € Ay,

x se faz curva com i, € Ay,

Os subindices ¢ indica carga Z, enquanto v indica vértice Zs e, finalmente, o f representa
estado ligados de carga e vortice resultado em férmions. Todos os operadores de linha

definidos na Eq. (3.63) comutam com a hamiltoniana

Weln). H] = [Wo(r"). H] = [Wy(C). H] = 0. (3.64)

O estado fundamental consiste em diferentes configuragoes de loops mapeadas
através de operadores de linha fechados atuando sobre um estado de referéncia, ou sim-

plesmente

W) =TI[W(v) o), (3.65)

em que |0) é estado com todos os spins alinhados.

Naturalmente, como F; é um produto de matrizes de Pauli, e conforme nossa
normalizacao, os autovalores do operadores sao +1. Isso implica que a energia do estado
fundamental é obtido quando F; = 1 para todo ¢ de modo que o valor esperado da

hamiltoniana no vacuo vale
(Y| Hwenlth) = E = —g2k?, (3.66)

onde 2k? é o nimero total de plaquetes na rede.

3.3.1 Degenerescéncia do estado fundamental

A degenerescéncia do estado fundamental estd fortemente interligada com a pa-
ridade da rede, mais especificamente com o nimero de operadores de strings fechados
nao contrateis nos eixos é, e é,. Em [19,20] pode-se verificar os argumentos apresentados
nessa se¢ao bem como a linha de raciocinio para deduzir o nimero de degenerescéncias

em cada caso.
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Em uma rede par x par (p - p) é possivel definir quatro operadores de linha

fechados e nao contrateis que comutam com o hamiltoniano da Eq. (3.62), sendo eles
Wy (Co), WulCe,), Wi(Co) e Wy(C,). (3.67)

Em que os operadores comutam entre si se forem de mesma natureza (c, v, f) em strings

de diferentes eixos (é,, é,) ou se forem de diferentes natureza com strings no mesmo eixo,

1, (C..) W (€5)] = [ (€)W (€)] = 0 (3.68)
17y (Gor) W (Go )] = [ (G, W7 (G2,)] = 01 (3.69)

Enquanto os operadores anti-comutam se forem de diferentes naturezas em com strings

em diferentes eixos, expressos como
(W, (C.)Wr (G)) =0 e {W(C,) .17 (C)} =0, (3.70)

Diferente da forma como os operadores de linha foram definidos em (3.63), como
produtos de matrizes de Pauli atuando sobre spins fisicos, os operadores apresentados
em (3.67), agora, sdo definidos considerando o cardter efetivo das curvas, ou seja, pela
propriedades topoldgicas induzindo uma representacao por pseudo-spins (7%, 7Y, 77). Essa
mudanca preserva a fisica do sistema, porém garante descri¢goes menos desgastantes e,

consequentemente, mais pratica.

Assim os operadores de linha efetivos em uma rede p - p sdo redefinidos como

W, (C}) el W, (@y) —»I®T (3.71)
Wf (éx) —-I® Tzz, Wf (éy) — 7'12 QL. (372)
Sabendo que
We (Cap) = W, (Ca) Wy (Cs), Wi (Cas) = Wi (Ca) W, (Cs) (3.73)
Wy (Cas) = Wy (Ca) Wy (Cs) (3.74)

em que «, 8 = x,y, através do produtos entre os quatro operadores definidos nas Egs.
(3.71) e (3.72) é possivel obter qualquer outro operador de linha com curvas nao contrateis,

inclusive curvas que cruzam a diagonal da rede (zy).

Assim, o estado fundamental da rede sdo autoestados dos operadores WU ((?a)
e Wf (ég), novamente como «, 8 = x,y. No entanto, nao sao autoestados simultaneos,
pois respeitam uma regra de anticomutacao. Desse modo, pode-se escrever um estado do

modelo como o produto de dois subespacos vetoriais da forma

Im1) ® [mg) = [mimz) (3.75)
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o qual sobre atuagao de 77, sendo [ = 1,2, os estados |mg) = |m3ms) devolvem autovalor

lsem;y=0e —-1sem;=1.

Relembrando a definicao dos operadores Wf (Cir) e Wf (@) em (3.72) observa-se
que eles sao escritos em termos de 77 e, portanto, medindo o fluxo fermionicos na rede.
Consequentemente, a interpretagao fisica quando o estado m; = 0 é a auséncia de fluxo

fermionico enquanto para m; = 1 é a presenca.

A combinagao de estados possiveis para os valores m; compoe um total de quatro

estado linearmente independentes. Os quais podem ser escritos, de forma genérica, como

|9) = Ago 0,0) + Agy [0,1) + Ajg|1,0) + Ay |11)
= Z Z Amhmz |m17m2> 3 (376)

m1=0,1 mga=0,1
um estado fundamental com quadrupla degenerescéncia.

Em uma rede impar x par (i - p) é possivel definir apenas um operador para cada

eixo. Os quais correspondem a

W(C) =1 (€)= (€) e W, (c), 377)

sendo definidos, mantendo o padriao apresentado para os operadores em uma rede (p - p),

como

W ((fx) =[[7" e W, (éy) =[]+ (3.78)
ieC ieC
e apresentam regra de anticomutacao

{W(c.), Wy (¢,)} =0 (3.79)

Esses sao os elementos essenciais para construcao do estado fundamental, o qual a partir
do nimero de operadores 7% e seus respectivos autovalores é possivel inferir dois estados
topologicamente distintos |m;), quando m; = 0 e m; = 1, os quais agrupados em uma

combinagao linear compoem um estado genérico

1) = Ao [0) + A1 [1)

1=0,1
levando a conclusao de um estado fundamental duplamente degenerado.

De forma semelhante, para uma rede par x fmpar (p - {) hé dois operadores, um

para cada eixo, da forma
W(E) =1 (G) =W, (c) o 1y (C) (3.81)

Observa-se que apenas a natureza dos operadores se mantém, comparado com a rede (i -

p) trocando-se apenas os eixos, 0 mesmo, consequentemente, ocorre com a definicdo em
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termos de pseudo-spins
W (C_y) =[] e W; (C;) =1] 7, (3.82)
ieC ieC
que anticomutam entre si
{w(c,).w;(C.)}=o, (3.83)
indicando a dupla degenerescéncia do estado fundamental.

Um caso especial ocorre em uma rede impar x @mpar (i - i), pois nao é possivel
definir operadores de carga ou vortice Zy com curvas nao contrateis estritamente sobre os

eixos é, e é,. Contundo, ¢ possivel definir um operador atuando sobre a diagonal da rede

W (Cry) = [T o7 (3.84)

ieC

Nos casos (p - p), (i p) e (p- 1) também existem operadores que atuam na diagonal,
resultado da mistura de operadores com loops nao contrateis em ambos os eixos, porém
eles nao contribuem para a degenerescéncia do estado fundamental. A Tabela 3 sintetiza

os principais topicos dessa sec¢ao.

Rede Degenerescéncia Operadores
par X par Quadrupla Wv(CX),Wv(C'y),Wf(CX),Wf(C'y)
) Wi(Cy), W(Cx)=W,(Cx)=
ar X impar Dupla A
P b P We(Cx)
) Wi(Cx), W(Cy)=W,(Cy)=
X Dupla A
impar X par up Wa(Cy)
impar X impar Dupla W (Cxy), W;(Cx)=W;(Cy)

Tabela 3 — Relagao entre a paridade da rede, o tipo de degenerescéncia e os operadores
correspondentes para o Wen Plaquette Model.

3.3.2 Excitacgoes

As excitacoes do modelo emergem quando F; = —1. Se @ € Ay, observa-se excita-
¢oes de carga Zso, as quais podem-se interpretadas como particulas elétricas (e-particulas),
se © € Agmpar Observa-se excitacoes de vértice Zs, as quais podem ser interpretadas como
particulas magnéticas (m-particulas). Além disso, os estados ligados entre as excitagoes

de carga e vértice sobre plaquetes vizinhos resultam em férmions [19].

Para criar uma excitacao de carga Z,, partindo do estado fundamental, é preciso
aplicar operadores que anticomutam com os sitios dos plaquetes pares Fj. Assim, considere

a atuagao do operador ¢¥ no sitio 7. Com efeito, os autovalores dos plaquetes pares que
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compartilham o sitio ¢ sdo invertidos de +1 para —1 e observa-se a criacao de um e-

particula em cada plaquete.

Para determinar o custo energético da excitacao de carga basta calcular o autovalor
da operador hamiltoniano aplicado no primeiro estado excitado,

Hwen (0 [0) =g | S Fi+ Y. F|a! )

_'ieApar ieAz’mpar

=—g|-0!F,—o/Fy+ > Fj+od/ > F;

jpaﬁ" #Z iimpav‘

[¥)

= —g[(-1-1) + (K —2) + K] o? |)
— —g(2k? — 4)o?|1). (3.55)

Assim, o gap de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado vale
AFE = 4¢g, com 2g para cada plaquete excitado e, portanto, para a criacdo de cada e-

particula.

Pode-se mover as excitagoes de carga Zo de trés formas: horizontal, vertical e
diagonal. A Figura 12 permite acompanhar melhor a mobilidade das cargas juntamente
com a explicacdo. Analisando o primeiro caso para o deslocamento horizontal, pode-se
aplicar o operador ¢” nos sitios ¢ + & ou ¢« — & aniquilando a excitacao inicial do plaquete
que o contém criando outra excitagdo no plaquete que o compartilha o mesmo vértice. De
forma semelhante é possivel mover verticalmente uma excitacao aplicando o operador o”
nos sitios ¢ + ¢ ou ¢ — . Sobre o mesmo principio de aniquilagdo e criacao da excitagao
em plaquetes adjacentes é possivel mover a carga Zs pela diagonal da rede atuando-se o

operador ¥ em um dos sitios t + 2 + 9,1+ — ¢, 1t —T +gJoui— 2 — 4.

Identifica-se, com isso, um padrao. Apds uma excitacao ser criada é necessario
aplicar operadores o” em sitios vizinhos impares ou ¢ em sitios vizinhos pares para mové-
la através de um curva. Agrupando o conjunto de operadores pelo caminho descrito pela
curva identifica-se o operador de string W, (7) em que y descreve um caminho aberto entre
os plaquetes pares. Aplicando o mesmo desenvolvimento para a sub-rede impar obtém-se
que as excitagoes de voértice Zy sao criados e propagados pelo operador de string aberto

A

W, (v*) com v* percorrendo um caminho sobre os plaquetes impares.

Considere agora a atuac¢ao de o® em um sitio 7. A agdo desse operador é sentida
através da inversao do autovalor de F; = 1 — F; = —1 pelos quatro plaquetes que
compartilham o mesmo vértice criando dois estado ligado entre excitagoes de carga Zs e
vortice Zs. Isso s6 é possivel devido a atuacgao simultanea da matriz de Pauli z nas duas

sub-redes.

Apesar dos estados ligados possuirem liberdade de mobilidade em ambos os eixos

e pela diagonal da rede, é impossivel mover as excitacoes de plaquete individualmente
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Figura 12 — Esquematizagdo da mobilidade (a) horizontal e (b) diagonal das excitagoes
de carga Zs.

sem custo energético adicional e a criagao de outros estados ligados.

A Figura 13 ilustra a movimentagao de estados ligados pela rede. Percebe-se que
a movimentacao horizontal e vertical dos estados segue a fenomenologia das excitagoes de
carga e vortice, ou seja, pela aniquilagao e criacao das excitagdes em plaquetes vizinhos,
porém, neste caso, mediados pelo operador ¢®. Atuando apenas em sitio impares o ope-
rador o* desloca diagonalmente uma excitacao de carga enquanto ¢¥ atuando apenas em

sitios desloca diagonalmente a excitacao de voértice.

Figura 13 — Mobilidade dos estados ligados no Wen Plaquette Model.
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3.3.3 [Equivaléncia entre o Wen Plaquette Model e o Toric Code

Comparando o comportamento da fisica emergente do modelo de plaquetes Wen
em uma rede par x par com o Toric Code, tais como a natureza e estatistica das excitagoes
de carga, vortice e o estado ligado, a degenerescéncia do estado fundamental e o gap de
energia para o primeiro estado excitado, nota-se semelhancas muito destacadas para serem

ignoradas.

Em [34], apesar do autor desenvolver seu estudo baseado em ordens topolégicas
com simetria discreta Zy, é possivel particularizar seus resultados quando N = 2 consi-
derando os mapas

of o e ol —of (3.86)
para plaquetes pares enquanto para os plaquetes impares considera-se

z

of - of e ol — o} (3.87)

Isso permite identificar F; em que i pertence a sub-rede par como o operador estrela do
Toric Code e F; com ¢ pertence a sub-rede impar como o operador de plaquete. Porém,
apenas essas redefinicoes dos operadores nao é o suficiente, pois os operadores do modelo
de Wen atuam nos sitios em contraste com o Toric Code cujos graus de liberdade estao
nos links. Assim, o segundo passo é considerar que os modelos apresentam uma fase de

45° de rotacao, como pode ser observado na Figura 14.

N AN J‘%
A\VEIN _ (i
NS DI

kot
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Figura 14 — Representacao visual do mapa entre o modelo de plaquetes Wen e o Toric

Code. Fonte: [15].
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Redefinindo os operadores de string através dos mapas apresentados em (3.86) e
(3.87), relembrando que v é um caminho sobre plaquetes pares e v* o caminho sobre

plaquetes impares os operadores tem a forma
We(y) = S2=]lo; e Wo(y)—= 82 =[]0t (3.88)

Além disso, devido a rotagao por um fator de fase 45°, as excitagdes diagonais no modelo

de plaquete Wen ocorrem sobre os eixos Z e i do Toric Code.
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4 MODELOS FRACTONICOS EXATAMENTE SOLUVEIS
EM 341D

Liquidos de spin quanticos cujas excitagoes sao fractons manifestam as chamadas
fases fractonicas. Esses estados da matéria apresentam degenerescéncia do estado funda-
mental fortemente dependente do tamanha da rede e cujo os espectros de energia sao
gapped. Neste capitulo serao desenvolvidas a generalizacao do Toric Code e do modelo de
plaquetes Wen para uma rede tridimensional sendo, respectivamente. o X-Cube Model e
o Chamon Code.

4.1 Modelo X-Cube

Inicialmente proposto em [8], o X-Cube Model é construido em uma rede ctibica
A com k, x k, x k, sitios e condigoes peridédicas de contorno nos trés eixos. Os graus de

liberdade sao autovalores dos qubits localizados nos links.

A hamiltoniana do modelo é

Hyc=— Y (AP +AD+AF) =Y Be

seP, C
SEP, p=1,Y,2 c
onde
Alv=Tl of e Be=1]] of. (4.2)
Ixs, leac

A Figura 15 auxilia a compreensao da estrutura dos operadores definidos em (4.2). Os
operadores de plaquete B¢ sao o produto de operadores o” sobre as borda de uma unidade
ctibica da rede e o operador estrela A% sdo o produto de o nos links que compartilham
o sitios s pertencentes aos trés planos ortogonais a diregdo de u = (z,y,z) [6]. O nome

do modelo foi escolhido justamente pelo formato de desses operadores.
Os termos estrela e cibicos apresentam regra de comutagao trivial, ou seja,
(Al Al = [Be, B = [A¥, Be| =0 (4.3)
e, portanto, atuam sobre base de autoestados simultaneos respeitando a relacao
AZ ) e = ), € Bel),o=1),., VYCeseA (4.4)
Como (AFr)2 =1 e (B¢)? = 1, os autovalores dos operadores sdo =-1.

Sobre o modelo é possivel construir um conjunto de nove operadores nao locais

que comutam com hamiltoniana [32]. Trés operadores de linha

W, [Co] = ] of (4.5)

1€Ca
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77/* AV o

a) b) c) d)

Figura 15 — Representacao diagramatica dos operadores de estrela (a), (b),(c) e do ope-
rador de plaquete (d). Adaptado de [32].

onde C é um loop topoldgico na rede ordindria sobre eixo indicado pelo subindice o =

{z,y, z} e seis operadores

W. |[Cop| = T] 07 coma#8, (4.6)

em que C indica curvas na rede dual em que a primeira entrada a do subindice indica a
direcdo do loop e a segunda entrada § = {z,y, 2} a direcdo de atuagdo dos operadores

o*. A Figura 16 ilustra os loops de todos os operadores de linha fechados.

Os operadores definidos em (4.5) e (4.6) respeitam a regra de anticomutacao
{Wx Ca] ,WZ [C},QH =0, se~vy#a. (4.7)

Cada operador W, anticomuta com dois operadores W,. As demais combinagoes de ope-
radores comutam trivialmente, pois ndo apresentam sobreposi¢ao de spins. Isso implica

em um vinculo para cada plano do niimero de estados independentes da ordem

wy : 2B tly=l gy oletlaml oy Ry LTl (4.8)

O produto dos estados em (4.8) reflete o nimero de degenerescéncias do modelo, assim:

log, (GSD) =2L,+ 2L, +2L, —3 (4.9)

4.1.1 Excitacoes

Diferente do que foi apresentado na Se¢do 3.2.1, as excitagoes do X-Cube possuem
restricoes de mobilidade. Para verificar essa afirmacao, considere inicialmente o sistema
no estado fundamental. A atuacdo de um operador ¢* sobre um link [, devido a relacao
de anticomutacao das matrizes de Pauli, inverte o autovalor de quatro termos ctbicos da
hamiltoniana que compartilham o mesmo link, conforme ilustrado na Figura 17, levando o

sistema para o primeiro estado excitado. Nao é possivel, sobre a atuacao de outro operador
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Figura 16 — Representacao de todos os operadores de linha com curvas nao contrateis
definidos no modelo X-Cube. Adaptado de [32].

0” em um link adjacente (nem sobre qualquer link), mover uma excitagao individualmente
sem gasto energético e a criagdo de outras excitagoes. Essas excitagoes, no estudo de

matéria condensada, recebem o nome de fractons.

Contudo, conforme ilustrado na Figura 17, a atuagao simultdnea de um conjunto
de operadores que anticomutam com os termos cubicos B¢, organizados segundo a geo-
metria da rede, conhecida como operadores de membrana, movem as excitagoes através
da extremidades de um quadrado formado pelo operadores o*. Isso permite criar e mover
excitacoes sobre um plano, de modo que, sobre a superficie da membrana sdo considera-
das excitacoes desconfinadas. Os operadores de membrana podem ser interpretados como

operadores de linha “espessos” [10].

1 (S I

T (] 11 (] {Fill [
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Figura 17 — Diagramagao das excitagdes no X-Cube Modelo. Fonte: [10].

Além disso, também é possivel mover estados ligados de fractons ao longo de su-
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bespacos unidimensionais. Isso é facilmente verificado, pois uma vez que quatro excitacoes
sao criadas pela atuagdo de um operador ¢* em sitio [, a atuagao de outro operador o*
em um sitio ', que obrigatoriamente seja compartilhado por duas excitagdes, permite a
aniquilagao das duas excitagoes iniciais e a criacao de duas excitacoes nos termos cubi-
cos que compartilham [’ e inicialmente apresentam autovalor Be = 1. As excitacoes que

violam a paridade dos termos ctibicos sao chamadas excitacoes ctbicas.

A descrigao das excitagoes associadas a mudanca de autovalor dos operadores de
cruz apresenta maior sutileza. Por exemplo, tomando o estado fundamental, considere a
atuacao de um operador o em um link [, cujas extremidades localizam os vértices s e &,
orientado sobre o eixo Z. A acao sobre a rede resulta na inversao do autovalor de quatro
operadores de cruz. Um par associado ao sitio s, em que um operador de cruz pertence
ao plano xy e outro no plano xz, e o segundo par associado ao sitio s’, também com um

operador de cruz referente para o plano xy e outro para o plano zz.

A tnica forma de mover as excitagoes, sem gasto energético, é através da atuagao
de operadores ¢” em links vizinhos a [ sobre o eixo Z que estejam sobre o mesmo plano que
of. Com efeito, isso move um par de excitagoes associados a sitios adjacentes. Portanto,
como essas excitagoes apresentam restricao de mobilidade sao identificadas como fractons
e por se limitarem a movimentagao em um subdimensao unidimensional sao chamados de
lineons. Essa descricao se aplica sobre qualquer eixo da rede, de forma que as excitacoes

de cruz sdo identificadas nas extremidades dos operadores de cruz definidos em (4.5).

Um par de lineons, que apresenta estrutura semelhante a um dipolo, entretanto,
pode ser promovido para um planon, ou seja, sao fractons que tem mobilidade restrita a

um plano, por meio de um composicao entre dois operadores de linha W, [15].

4.2 Construcao via camadas acopladas do Modelo X-Cube

Apesar das semelhancas com o Toric Code em uma rede 2D, estudado na Secao 3.2,
o X-Cube Model nao configura o mesmo modelo que o Toric Code em uma rede 3D.
Enquanto o X-Cube Model manifesta uma fase fractonica, definida pelas emergéncia de
fractons, e, em geral, com estado fundamental altamente degenerado que depende do

tamanho da rede, O Toric Code em 3D ¢ uma fase topologica, com excitacoes sem restrigao

de mobilidade.

Conforme apresentado em [6,10], pode-se obter o X-Cube a partir do acoplamento
forte de Toric Codes em redes 2D sobrepondo os sitios de todos os modelos pertencentes
aos planos ortogonais xy para diferentes valores de z = {1,2,3,,--- , k,}, zz para diferen-
tes valores de y = {1,2,3,--- , k,} e yz para diferentes valores de v = {1,2,3,,--- ,k;} e
impondo-se o termo de acoplamento do tipo 0*c* enquanto o Toric Code em d = 3, sobre

o mesmo conjunto de camadas acopladas, porém, impondo-se termos de acoplamento do
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tipo o®c”. Este trabalho aborda apenas a construcao do modelo X-Cube.

Um link na rede tridimensional ¢ a regiao de intersecao entre os links pertencentes
a duas camadas ortogonais de Toric Codes, conforme ilustra a Figura 18. Note-se que
sao necessarios identificar o vértice 7 e o plano Z; que link pertence para localiza-lo,
I = (j,2;). A partir disso, observa-se que os graus de liberdade associados os links, agora,

sao o produto de dois qubits.

Figura 18 — Graus de liberdade de um link compartilhado por dois planos P, e P,,. Adap-
tado de [15].

Com base nessa estrutura da rede, pode-se escrever a hamiltoniana sobre a soma

de todos os planos P das camadas de Toric Codes na forma

Hic=-Y" (Z A 3 B;;<P>) (4.10)

P \ieP peP
onde, substituindo a notacao o* para Z, a fim de evitar poluicao visual nas equacoes,
A =11 27 e B/ =TI x7% (4.11)
iLo(P) icdp

com o superindice o(P) indicando o plano ortogonal a P. A hamiltoniana da Equagao
(4.10) é chamada livre, pois as camadas de Toric Code sao independentes, ou seja, nao
apresentam vinculos, sem a insercao de termos adicionais, que entrelace a fisica de cada

sistema.

Assim, faz-se necessario incluir um termo de interacdo cuja a intensidade é quan-
tificada por uma constante de acoplamento e relacione os qubits de planos distintos.

Considere, portanto, a hamiltoniana
H=Y Hf,— .3 77 77" (4.12)
P !
em que a constante J, > 0 e os superindices o(P;) e o(P,) sdo ortogonais entre si e
ortogonais a orientagao do link [.

No limite de acoplamento forte, ou seja, para J, — oo, e considerando a hamilto-

niana livre como um termo uma perturbacao inicialmente desprezivel, o estado de menor
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O(Pl)Zlo

energia ¢ obtido minimizando Z; "2) De modo que a configuracao de spins na rede

que permite obter tal estado obedece, para todos os links, que
zp") = zot), (4.13)

considerando a base de autoestados do operador o*.

Isso permite definir os operadores

z =722 = 72 o x = x7P x o) (4.14)

os quais comutam com o termo de acoplamento que acompanha .J, e permite construir
qualquer outro operador atuando sobre o estado fundamental como uma combinacao deles.

Logo, os dois operadores constituem um conjunto gerador do espaco de operadores.

Para obter a hamiltoniana efetiva do modelo de camada acopladas, escrita em
termos dos geradores definidos em (4.14), pode-se aplicar a teoria de perturbagiao degene-
rada de Brillouin-Wigner, conforme detalhado no apéndice de [9,10]. O desenvolvimento

consiste em analisar o efeito das perturbagoes no estado fundamental.

Inicialmente a hamiltoniana sobre a soma de todos os planos do Toric Code, Equa-
¢ao (4.10), é chamada de livre, porém quando compdem uma parte da hamiltoniana do
modelo acoplado, Equacao (4.12), atua como um termo de perturbagao. A acdo dos ope-
radores de plaquete e dos operadores estrela, contudo, age apenas nos qubits ortogonais

ao plano de cada camada, isto é, em apenas um de dois qubits pertencentes a um link /.

A atuacao dos operadores estrela pertencentes ao plano P’ sobre o estado funda-
mental retorna o autovalor dos qubits ortogonais a P’ sem alterar a configuracao de spin da
rede, mantendo o sistema no mesmo estado fisico, preservando a condi¢io Z; (P zZy (P),
Por outro lado, os operadores de plaquete alteram os estados l6gicos da rede e violam a
condi¢ao de minimizacao da hamiltoniana ao inverter um dos qubits associados a um link
l. Portanto, ha algumas configuragoes de spins que sao favorecidas e estao diretamente

relacionadas com o alto emaranhamento da rede.

Outra consequéncia da restrigdo (4.13) é restringir o conjunto de estados line-
armente independentes dos autoestados do modelo acoplado. Um estado de dois qubits

genérico tem a forma

[0) = apy [11) +apy 1) +agy [I1) +ayy |4, (4.15)

porém os qubits associados a cada link da rede em 3d devem estar alinhados para perten-
cerem ao estado fundamental. Logo, o tinico conjunto de estados superpostos que formam

a base da hamiltoniana (4.12) é

[V), = ar [T1) + ay |[4) (4.16)
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e o produto de todos os auto estado forma o espaco de Hilbert total do modelo.

Para aplicar a teoria de perturbagao, o estado total é decomposto em dois subes-

pacos:
) = o) + [¢1) - (4.17)
O primeiro vetor é o subespago pertencente ao estado fundamental enquanto o segundo é

seu complemento ortogonal. Na auséncia de perturbacao, os autovalores de [¢1) sdo nulos

e o estado é simplesmente |¢)) = [iy).

Diante disso, constroi-se o projetor

]I—I— Z (PI)ZZO(P2))

7’1_[

(4.18)

que, atuando sobre 1), seleciona apenas os vetores |1)),. Naturalmente, o operador (I — P)

projeta apenas o complemento ortogonal |i).

A hamiltoniana do modelo acoplado, Equagao (4.12), é reescrita como H = Hy +
H,, em que Hy, termo dominante, é o termo de acoplamento e Hy, termo de perturbacao,
é a soma dos Toric Codes acoplados, que, por sua vez, é subdivido em Hy, - referente aos

operadores estrela - e [, - referente aos operadores de plaquete.

Com base nesse arcabouco, a teoria de perturbacao aplicada ao modelo fornece
duas contribuicoes nao triviais ao se expandir os autovalores até sexta ordem considerando
a restricao (4.13) para o estado fundamental. As quais podem ser identificadas como

termos efetivos e a hamiltoniana pode ser reescrita como

Hefetwa = _Z Z Af o KZBC

i p=TLY,z
=—> > JIz2;-K>_I]x (4.19)
i H=TYZ a5 ¢ lec

Sendo AY o termo de primeira ordem e correspondendo ao termo de vértice e B, o termo

de sexta ordem da expansdo. Os termos de ordem 2 a 5 contribuem trivialmente.

4.3 Chamon Code

O Chamon Code, proposto por Claudio Chamon [22], ¢ um modelo exatamente
soltvel em uma rede 3D de dimensao L, x L, x L, com condigoes periédicas de contorno
nos trés eixos. Ele pode ser interpretado como uma generalizagao do modelo de plaquetes
de Wen em duas dimensoes para uma rede tridimensional [15], porém com excitagoes

fractonicas e estado fundamental altamente degenerado.

O modelo é descrito como uma rede ctbica de face centrada, onde os sitios sdo

localizado por vetores na base candnicos e distinguem a rede conforme a paridade. Se a
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soma dos coeficientes de vértice que localiza um sitio é par, logo pertence a sub-rede par.

O mesmo se aplica a sitios impares pertencerem a sub-rede impar.

Por isso, para que o sistema preserve a paridade da rede, todos os eixos devem
apresentar dimensao par, uma vez que um loop em torno de qualquer dire¢ao deve retornar
a mesma sub-redes [23]. Por isso, é conveniente reescrever as dimensoes como L, = 2p,,

L,=2p,e L,=2p,

Os graus de liberdade do modelo estao na face dos cubos unitarios.

Figura 19 — (a) Representacao de uma rede cibica, onde os sitios branco sdo pares e os
sitios pretos sdo impar. (b) Representagdo do operador octaédrico. Fonte:

[23].

Considere que sobre sitio ¢ € Agype, se atue um operador de Pauli 0® nos primeiros
sitios vizinhos que pertencem ao eixo a = {x,y, z}. O produto das matrizes de Pauli sobre

o0s seis primeiros vizinhos define o operador octaédrico

I/ T Y ) z z
S = 0i4+50i—29i+99i—§0i+29i—2 (4.20)

71— —

que apresenta regra de comutagao
[Si, 53] =0 Vi

Evidentemente, se ndo forem primeiros (sobre o mesmo eixo) ou segundos (diagonais)
vizinhos nao ha sobreposicdo de operadores e, assim, comutam trivialmente. Se forem
vizinhos sobre o mesmo eixo ha sobreposi¢cao do mesmo operador de Pauli e, novamente,
comutam trivialmente. O caso mais interessante ocorre quando sao vizinhos diagonais e
anticomutam duas vezes nos sitios compartilhados, que por sua vez, comutam como um

todo. Conforme ilustrado na Figura 20.

A soma de todos os operadores S; € Ay, define a hamiltoniana

H=- Y & (4.21)

ieAimpar
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Figura 20 — Comutagao dos operadores octaédricos como (a) primeiros vizinhos e como
(direita) vizinhos diagonais. Fonte: [24].

que atua no subespaco protegido

L=A{[):S;|Y)=1¢) paratodoi€ Aympar}, (4.22)

em que |1), na linguagem de stabilizer code (c6digo estabilizador), é chamado de estado

logico. A energia do estado fundamental ocorre quando .S; = 1 para todos os sitios, o que

implica que £ = —N, sendo N o numero de sitios calculado por
N L,L,L,
—

A degenerescéncia do estado fundamental depende do tamanho da rede e é determi-
nado pelo nimero de operadores de linha independentes que mapeiam estados equivalente.
De forma pratica, sabendo que g é o méximo divisor comum (mdc) entre o tamanho das

rede nos trés eixos p,, p, € p. o numero de estados degenerados € calculado pela expressao

24g — 24'de(Pz,py:p2)‘ (423)

4.3.1 Operadores de linha do Chamon Code

Sobre o Chamon Code sao definidos dois operadores de linha que realizam loops
nao contrateis: operadores de linha rigidos e operadores de linha flexiveis. Nas extre-
midades dos operadores de linha abertos ha violam a paridade de operadores octaédri-
cos levando o sistema para um estado excitado com a criacdo de particulas fractoni-
cas. As excitagoes ocorrem devido a mudancga de autovalor dos operadores octaédricos
S; =1 — S; = —1. Em [24], o qual é a referéncia primaria para esta segdo, had um

discussao detalhada sobre as excitacoes e a diagramacgao na rede da sua mobilidade.

Considere o plano zy em z = 0, conforme ilustrado na Figura 21. A atuacao de
um operador o sobre um operador octaedro em um sitio ¢ € Az, anticomutam com os
operadores nos quatro primeiros vizinhos com sitios na sub-rede par sobre o mesmo plano

gerando quatro excitagoes que individualmente sao fixas.

A tnica forma de mover as excitagoes, sem custo energético, é através de estados
ligados, interpretados como dipolos de fractons, sobre a diagonal da rede. Apesar de
estarem limitados a um plano, as excitagdes se movem sobre um dimensao e, por isso, sao

considerados lineons.
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Figura 21 — Atuagdo do operadores de linha rigidos no Chamon Code. Fonte: [24].

l

O conjunto dos operadores de Pauli ¢® atuando em sequéncia em n + 1 sitios

pertencentes a sub-rede impar sobre uma curva diagonal

v =A{(z,iy,4,), (x,iy + 1,7, +1),--- , (2,7, + n,i, +n)} para z constante,
v ={(ig,y, 1), (ix. + L,y,i, + 1), -+, (iz +n,y,i, + n)} para y constante e
v ={(lg, 0y, 2), (ix + 1,0y + 1,2),- -+, (iy +n,iy, + 1,2)} para z constante

defini um operador de linha sobre a rede para a perpendicular ao plano. Uma vez sobre
uma diagonal nao ¢é possivel alterar a orientagdo da curva. Por isso, o operador de linha

é classificado como rigido.

Nao é possivel definir uma curva fechada nao trivial apenas sobre um plano devido
a rigidez dos operadores e a orientacao diagonal de mobilidade. Por se tratar de uma rede
FCC o menor caminho fechado é sobre a diagonal principal de trés faces simultaneamente
adjacentes do cubo, porém na extremidade de cada linha sobre um plano hé excitagoes
que nao foram aniquiladas. Para que o sistema volte ao estado logico inicial pode-se
conectar as extremidades das linha, por meio outros operadores de linha, sobre os planos
sem aplicacao, formando o desenho de um tetraedro. O operador que contém o conjunto

T de curvas que forma o tetraedro é definido como

wo =11 I It (4.24)

a=x,Y,2 j:172 ZE’YZO‘

A construgao dos operadores de linha flexiveis é mais complexa e axiomatica
quando comparada a construcao dos operadores de linha rigidos. Ela consiste na sobrepo-
sicao de camadas definidas sobre a rede tridimensional resultando em uma rede hexagonal

efetiva bidimensional como ilustrado na Figura 22 sobre a qual se defini o operador de
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linha

W(y) =[] oi70;". (4.25)

Figura 22 — Atuacao do operadores de linha flexiveis no Chamon Code. Fonte: [24].
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APENDICE A - FENOMENOLOGIA DE LANDAU:
FUNCIONAL DA ENERGIA LIVRE

A fenomenologia de Landau, considerando que o funcional de energia livre do
sistema apresente simetria Z,, descreve as fases do sistema a partir do valor do parametro
de ordem. Conforme anunciado no Capitulo 2, o desenvolvimento a seguir considera a
intersecao entre o escopo da mecénica estatistica e o formalismo da teoria de campos. Por
isso, com base no desenvolvimento apresentado em [3], serd detalhado como determinar
o funcional da energia livre a partir da fun¢do de particdo no ensemble canonico. Em
seguida, seguindo os passos apresentados em [1], serd discutido com maior abrangéncia as

condicoes impostas pelas teorias e, com isso, interpretar os resultados obtidos.

O modelo ferromagnético de Ising em uma dimensao contempla a condicao de
simetria presente na hamiltoniana no qual as variaveis do sistema, autovalores de spins,
sao S; = *1 e formam um grupo de simetria Z,. Desse modo, esse modelo, por mais
que nao capture todos os aspectos da fenomenologia de Landau ilustra a construcao do

funcional da energia livre e do parametro de ordem.

Por se tratar de um sistema de interacao entre primeiros vizinhos em uma rede

considera-se que a hamiltoniana livre tem a forma

HO — —; Z JijSiSj7 (Al)
(i,)

em que os subindices 7 e j localizam sitios da rede e correm sobre primeiros vizinhos dentro
da somatéria. Além disso, J;; € a constante de acoplamento e .S; os operadores que atuam
sobre os spins. Observa-se que os spins estao atuando localmente na rede e que a média
dos seus valores fornecem a magnetizacao, 1, do sistema, que por sua vez, representa o
parametro de ordem. Diante disso, uma estratégia perspicaz para extrair fisica nao trivial
de um problema é adicionar uma interacao que acople com o sistema. Assim incluindo-se
um campo externo h; que interage com com spins da rede, a hamiltoniana, agora, tem a

forma

1 N
(i.9) i

Como o intuito é analisar o sistema pela lente da mecanica estatistica o proximo

passo é determinara funcao de particao. Como o niimero de particulas é fixo e considera-se

que o sistema estd a temperatura fixa, ou seja, em contato com um reservatério térmico,

¢é possivel analisar pequenas flutuagoes, a partir da fungao de particdo canonica
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Z =Trexp(—fH). (A.3)

Nesse ponto, o célculo da fungao de particao é um exercicio desafiador pois a ha-
miltoniana da equacao nao esta diagonalizada devido a interagao explicita entre primeiros

vizinhos que misturam estados de bases.

Felizmente, é possivel linearizar termos quadraticos do operador hamiltoniano ao se
introduzir um campo auxiliar continuo usando a transformacao de Hubbard-Stratonovich

[3]. Isso representa uma mudanga de variavel.

A priori, a interagdo entre os spins determinava a dindmica do sistema e a média
de seus valores fornecia a magnetizagdo. Agora, impoem-se que os spins interagem com
um campo auxiliar recuperando a mesma dinamica. Como esse campo auxiliar deve ser
intrinseco a rede, trata-se da prépria magnetizacao 1 e, por sua vez, o parametro de

ordem.

Aplicando a transformacao de Hubbard-Stratonovich na exponencial da Equa-

¢ao A.3 pode ser reescrita como

(4,9) (4,9) @

AH/dwz exp (_ Z¢z zyw] + szKmS)

(.3 (i.4)

exp (z i s>
(A.4)

)N

em que KU /B‘]Zj e A= det(K)

Agora, para determinar a fun¢ao de particao de forma mais conveniente pode-se

expressar o trago da Equacao A.4 como o proditério sobre a soma dos valores de spin

AT / di; exp (-i 3 wiKijwj) Tr <exp (Z (viKS; + msi)))
i (i.3)

7

AH/d% exp (— Z i U@z;j) [I>exp (viS;+ BhiS;) . (A5)

i Sij

com >.. K;; = K. Concentrando a atencao para a somatoria dos valores de spin é possivel
§ i

identificar a soma como o cosseno hiperbdlico
exp (Uil + phy) + exp (=K — phy) = 2cosh (Vi + Bh;). (A.6)

Contudo, é mais conveniente manter a notacdo em termos de exponencias, por isso se

reescreve o produtério como

HZeXp [@Z),KS + Bh; S} = exp [Z In (2 cosh <¢ZK + Bh; ))] (A.7)

iS5
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Expandindo a Equacgao A.7 e levando a somatoéria para o limite do continuo sabendo que
2

a expansao do In(cosh(z)) = % — % + O(29)

(K + Bh)?  (Ky+ Bt
2 12
K2?3%h*  (Ky)?
2 12

ln(cosh(Z(l_ﬂ/) + Bh))) =1a7 + O((K¢ + Bh)°)

~
~

(K;D)z + KBh +

Concentrando a atengdo para o campo auxiliar v); é conveniente aplicar a trans-

formada de Fourier no limite do continuo. Assim, os campos podem ser reescritos como

dk A
¢i:/ (27T)d¢(k)elkRz ¢ %:/ (2ﬂ)d¢(k Jelt o (A.8)

Sabendo, pela invariancia translacional, que R;; = R, — R; ¢ K; ; — Ko ;—; — Ko; em que
l = j —i a exponencial que depende do campo, usando as Equagoes A.8, também podem

ser reescritas como

d d1.’ )
Y ikt = | éj (C;S <k>w<k'><.z>Kijei’“'Riei’f T
dd/{; ddk’/ ’ ik-R; ' .eik’/'Rj
_ / i (%)dw(w(m;e ZK,]
d d
_/ d /{Z d k: Zez(k:Jrk ZK elk ‘R
d d
—/ : k d k D(k)(K ) (2m) 5 (k + K ) K (k)
ddk dd]{j
-/ (27)”(’“)1”(—’“)[((’“) - [ 5 il E ) (A.9)

Aplicando a transformada de Fourier de K (k), evidenciando a dependéncia explicita de
k.

1 2 3
S Ba)? +OF) )

k) _ ZKOZefik-Roz — ZKOZ (1 — Z(k . Roz) _
l l
1 1
- Y Ky (1 — KR, cosQ(e)) ~ 3" Ky <1 - k2Rgl)
: 2 l 2d

1 _
= Y Ko — 57 SRy = K —wk?. (A.10)
l l

Substituindo a Equagao A.10 na Equagao A.9

d’k
/ (2m)e

2k (k) :/ (dlj wf? (K — )zi/ddx (Ko? +wk(Ve)?) (A1)
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Com base nas relagoes obtidas, pode-se reescrever a Equacao A.11, desconside-

rando termos constantes
1 _ _
Al:[/dzpi exp {—21} /dda: Ky? —wk(VY)? +1n (2 cosh (wK + Bh))}

AT] / dv; exp l—ﬁi / Az “”f(ZW n K;’Q —In (2cosh (K + 5h>)] (A.12)

Definindo A[]; dy; = D1, a funcao de particao em termos das novas varaveis é

2 ATLf oo [ ([t ST R o i+ )

— [ Dv exp =8P (A.13)

Comparando com a fung¢ao de particdo do ensemble canonico, no limite do conti-
nuo, o funcional F[¢] representa a hamiltoniana efetiva para o sistema. Analisando seus
termos, algumas informacoes da teoria se destacam. Observe que o termo do gradiente ao
quadrado (V1))? garante que o parametro de ordem seja suave sobre todo o espaco, nos
casos essa condicao nao é respeitada, normalmente em sistemas de baixais dimensao, com

d = 1,2, a teoria de Landau nao pode ignorar flutuacoes térmicas e de correlacao.

Somando os termos quadraticos e a quarta poténcia obtidos da expansao do In

calculado em A na Equacao A.13 a forma completa do funcional é

F[y] = 5lv /ddw w(V2¢)2 + Ky? In (2cosh (¢K + 8h))

2
e w (VOPKBh (K- R)e? Ky
Jde g St s Y T
= /ddxw<v2w)2 — h%/)+ad;2 +b1’/:
2
— [at2wl¥0 4 ) (A.14)

Observa-se também que f;, é uma expansao do parametro de ordem, sendo, por-
tanto, associado a transi¢oes de segunda ordem (transi¢oes continuas). Os minimos da
funcao da energia livre na auséncia de campo sao os pontos criticos do sistema. Assim,

considerando A = 0 e impondo que a derivada primeira seja zero

5 ¥=0
£:a¢+b@b3:¢(a+bw2):():> bt [T (A.15)

a derivada segunda, considerando os valores obtidos em A.15, vale

2 a,se 1 =0
0 f2L =a+30)? = 7 (A.16)
oY —2a,se p =+ 3
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A partir disso, pode-se extrair informacgoes sobre o coeficiente a. Para a fase de-
sordenada, ou seja, quando 1) = 0, o coeficiente a deve apresentar valores positivos para a
concavidade seja positiva e, com isso, o funcional apresente um tinico minimo. Respaldado
sobre o mesmo argumento, na fase ordenada, quando 1) # 0, o coeficiente a deve apre-
sentar valores negativos. Na fase ordenada se observa a quebra espontanea da simetria

quando o sistema escolhe um dos dois minimos.
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APENDICE B - MOBILIDADE DAS EXCITACOES NO
TORIC CODE

As excitagdes do Toric Code sdao quasiparticulas emaranhadas que emergem da
violagao de estabilidade do subespaco protegido £, definido na Equagao 3.39, associados
aos operadores A; e B,. Os chamados operadores de linha abertos criam e movem essas

excitagoes. A figura 23 traz uma ilustragdo da mobilidade dessas excitagoes.

o ® o
¢ ¢

® "o

e 1
O - -

1

1

m 1

O == =@ = =@ = = 9= = =@ -

. Operador o . Operador o*

Figura 23 — Mobilidade das excitagoes elétricas (e) e magnéticas (m) no Toric Code.

Considere o primeiro estado excitado criado pela atuagdo de um operador o7 em
um link 7 que pertence simultaneamente a dp; e dps. Isso implica que o autovalor dos
operadores de plaquete B,, e B,, sao invertidos e, consequentemente, identificados como
excitacgoes, as quais sao podem ser interpretadas como quasiparticulas localizadas no vér-
tice da rede dual (centralizada no plaquete da rede ordinéria). Apéds isso, considere, tam-
bém, que outro operadores o* é aplicado no link {i | i # j} que pertence a dpy e Op3. Essa
operacao retorna o autovalor inicial do operador de plaquete B, e inverte o autovalor do
operador B,,, aniquilando a quasiparticula associada ao plaquete ps e criando outra no

plaquete ps.

Para verificar essa mobilidade, assuma que
&) = of[¥) = of [L,—D) @ [L ) @ & 1,1), (B.1)

onde [¢)) é o primeiro estado excitado, resultado da atuagao de o7 em um estado de

referéncia, e |£) o estado apos a atuacgao do operador of.
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Para interpretar a atuacao sequencial do operadores ¢® uma estratégia pratica
é determinar o espectro de energia para e o estado correspondente. Assim, aplicando a

hamiltoniana na equacao B.1 obtém-se a equacao
HI¢) = —J (ZAU - ZBP) L1 @ L) @@ [1,1). (B2)
s p

Considerando a regra de comutacao entre os operadores de Pauli, apenas os termos de

plaquete que contém o link ¢ anticomutam, conforme pode ser observado na equacao

H|g)

N N
—J (ZAvo—f + ZBpaf) 1,-1),, ®|11), ® - @]1,1)
s p

N N-1
= (S A7 + B+ Bt + 3 By ) 1,20, 9 11, 0 11)
v p

N N-1
=—J (0}’ > Ay, — 07 Bp,ci — 07 Bpyci + 07 Y Bpaf> 1,-1),,®[|L1), @ --®|L1).
v p

(B.3)

Atuando os termos da hamiltoniana no estado [¢), o autovalor, ap6s a hamiltoniana

comutar com o}, é

H‘€>:_J <1p2_1p3+ Z <1v+1p)> Uf|17_1>®"'®|171> (B'4)
v,p#P2,P3

Isso é equivalente medir o autovalor de um estado com excitacao em B,,. A atuagao
sequencial de operadores que violam a condicao de estabilidade dos termos de plaquete

define um operador de linha aberto de
sto=1] of. (B.5)

levyx*

em que v* é a curva na rede dual. As excitagoes que referentes a mudacao de autovalor

dos termos de plaquete sao chamadas de cargas magnéticas

As excitacoes associadas a violacao de estabilidade dos operadores estrela, chama-
das de cargas elétricas, sao criadas e propagadas pelos operadores de linha abertos
S = H o (B.6)
ley
com vy uma curva na rede ordindria. O desenvolvimento para mostrar a mobilidade das

cargas elétricas é semelhante ao apresentado para as cargas magnéticas.

Entre as semelhancas entre elas destacam-se o custo energético para serem criadas.
Ambas as excitagdes sao gapped, porém podem ser mover pela rede mantendo a energia
do sistema. Quanto as diferencas, tomando como parametro apenas a rede ordinaria, as
cargas elétricas se movem paralelamente e sobre a mesma orientacao dos links enquanto
as cargas magnéticas se movem ortogonalmente. A Figura 23 mostra a mobilidade das

excitagoes na rede.



