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1 INTRODUÇÃO

Publicado no final dos anos 30, o Paradigma de Landau é uma das teorias mais

robustas para descrição e classificação de fases da matéria, tanto clássicas quanto quânticas

[1–3]. A teoria considera que uma fase é caracterizada segundo as simetrias do sistema

e, nas proximidades da transição, a quebra espontânea dessas simetrias pode ser descrita

pelo comportamento do parâmetro de ordem. Este parâmetro usualmente é definido a

partir de quantidades físicas locais para fases com simetrias globais.

Contudo, no início dos anos 80, verificou-se a existência de fases da matéria que

não se encaixam nessas descrições, com o efeito Hall fracionário [4,5]. Essas fases ficaram

conhecidas como fases topológicas, devido as suas características que dependem exclusiva-

mente da topologia e, portanto, não podem ser caracterizadas com base em objetos locais.

A partir de então, surgiu a necessidade de classificar essas fases da matéria. Segundo a

classificação proposta em [2], as fases topológicas são um subgrupo do que foi denomi-

nado como “ordens quânticas” juntamente como outras fases que não são descritas pela

teoria de Landau usual. A classificação de uma fase, por sua vez, é feita considerando-se

as excitações emergentes do modelo. A Figura 1 mostra um diagrama simplificado da

classificação de ordens da matéria proposta em [2]. Nesse contexto, modelos de rede em

baixas energias que apresentam comportamento topológico representam um campo de

estudo ativo e relevante.

Ordem

Simetria espontaneamente
quebrada

Ordens em quebra de simetria

Ordem quântica

Ordem topológica

Ordens fractônicas

Sistemas quânticos

Figura 1 – Diagrama de classificação de ordens da matéria. A caixa em cinza indica qual
sistema é descrito pelo paradigma de Landau usual. Adaptado de [2].
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Em modelos de rede que apresentam ordens topológicas as excitações podem ser

interpretadas como quasipartículas emaranhadas denominadas ânyons. Eles são observa-

dos devido a um fator de fase eiφ no estado quântico global que depende do caminho que

duas partículas realizam perante a troca. Ao investigar suas propriedades observam-se

características exóticas como estatística não trivial e restrição de mobilidade.

Já em modelos tridimensionais com fases fractônicas as quasipartículas emergentes

são fráctons [6–8]. Eles apresentam restrição de mobilidade e podem ser classificados em

fráctons do tipo-I, que são imóveis individualmente, mas possuem mobilidade de estados

ligados, e fráctons do tipo-II, que não apresentam mobilidade. Se os estados ligados de

fráctons do tipo-I possuem mobilidade restrita a uma dimensão eles são denominados

lineons [9, 10]. Caso a restrição de mobilidade desses estados ligados seja em um plano

recebem o nome de planons [9, 10].

São exemplos de sistemas que manifestam ordens quânticas os Quantum Spin Li-

quids (QSL) [11], que compõem um grupo de sistemas que não apresentam magnetização

espontânea. Em duas dimensões observa-se modelos de rede como o Z2 Lattice Gauge

Theory [12], o Toric Code [13–17] e o Wen Plaquette Model [2,18–20] enquanto em

três dimensões destacam-se o X-Cube Model [8–10, 21], o Chamon Code [22–24] e o

Haah Code [6,15,25]. Todos esses modelos possuem hamiltonianas exatamente solúveis

e aplicabilidade experimental. Além disso, observa-se que fases topológicas tem aplicabi-

lidade em fenômenos de alta demanda tecnológica como a supercondutividade [26] e a

computação quântica [3, 17,27].

Este trabalho apresenta uma revisão teórica sobre a classificação e propriedades

de modelos de rede que apresentam ordens topológicas e respeitam o grupo de simetria

discreta ZN . Porém, mais do que discutir os modelos em si, espera-se apresentar ao leitor

um panorama geral e introdutório sobre a área, servindo como base para ambientação em

discussões de matéria condensada mais avançadas que incluem, por exemplo, a generali-

zação do Paradigma de Landau para simetrias não generalizadas [28] e o entendimento

mais profundo das degenerescências de cada modelo, considerando higher-form symmetry

e Subsystem Symmetries [7].

No que concerne a estrutura do trabalho, o Capítulo 2 aborda em detalhes a fe-

nomenologia de Landau e a descrição de fases que apresentam ordens quânticas. Focando

dessa forma na diferenciação entre fases usuais e fases com comportamento topológico.

No Capítulo 3 são discutidos três modelos de rede que apresentam ordem topológica em

variedades bidimensionais com condições periódicas de contorno. Sendo feita a contagem

do número de degenerescências no estado fundamental e o processo de criação e mobili-

dade das excitações. Primeiramente é apresentado o Z2 Lattice Gauge Theory, onde, em

especial, é analisado: o número de estados independentes que respeitam a simetria de ca-

libre; e uma análise de dois limites do hamiltoniano do modelo. Desses limites distingui-se
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uma fase topológica e outra trivial. Em seguida são apontados os detalhes da formulação

do Toric Code, com destaque para as propriedades das quasipartículas emergentes do

modelo. Por fim, é feita a contagem da degenerescência do estado fundamental para dife-

rentes paridades da rede do Wen Plaquette Model. Na última seção, como complemento,

os dois últimos modelos são conectados por um mapa entre os operadores e uma rotação

do sistema.

Para finalizar, o Capítulo 4 é dedicado a dois modelos de rede em variedades tridi-

mensionais que possuem ordens fractônicas: O X-Cube Model e o Chamon Code. Através

de mecanismos similares aos apresentados para modelos bidimensionais, discute-se tanto a

contagem da degenerescência no estado fundamental quanto a construção dos operadores

que criam e movem as excitações para ambos os modelos. Além disso, é mostrado como

uma hamiltoniana efetiva para o X-Cube pode ser obtida via acoplamento de camadas do

Toric Code apresentado na Seção 3.2. Por fim, o trabalho é concluído sintetizando com

os principais tópicos de cada seção e apresentando perspectivas de trabalhos futuros.
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2 FASES DA MATÉRIA

Para que o sistema seja completamente determinado é necessário um número mí-

nimo de variáveis independentes conhecidas como graus de liberdade. A partir deles, as

interações e estatística são construídas considerando-se apenas termos que contribuem

para a descrição, evitando redundâncias ou imprecisões. A imposição de vínculos que

fixam o valor dessas variáveis reduz o número de graus de liberdade. De forma mais pre-

cisa, cada vínculo diminui um grau de liberdade do sistema [29]. Diante disso, o presente

capítulo apresenta os graus de liberdade para definir e diferenciar fases usuais e fases

topológicas.

2.1 Fases usuais

Do ponto de vista termodinâmico, uma fase é determinada pelo conjunto de es-

tados em equilíbrio determinados através de variáveis macroscópicas do sistema. Essa

descrição é consideravelmente limitada pois exclui, por exemplo, estados que apresentam

comportamento quânticos ou regidos por interações de curto alcance. Contudo, por meio

dela é possível determinar comportamentos universais como as transições de fases, que

existem independente do formalismo.

As fases podem ser classificadas segundo o comportamento da energia (energia

livre) do sistema [1,2]. Transições de primeira ordem são caracterizadas pela descontinui-

dade na derivada primeira da energia livre, por isso também recebem o nome de descontí-

nuas, enquanto as transições de segunda ordem são caracterizadas pelas descontinuidade

na derivada segunda, por isso são muitas vezes chamadas de transições contínuas.

As fases usuais da matéria também podem ser caracterizadas pelas simetrias do

sistema. Sendo que, as simetrias são responsáveis pela degenerescência do estado funda-

mental. Contudo, uma vez que se determina um estado a simetria é dita espontaneamente

quebrada. Este é o ponto chave, pois a hamiltoniana ainda é invariante sobre todas trans-

formação de simetria, mas o estado não possui todas as simetrias que o hamiltoniano.

Esse “quebra” é conhecida como Quebra Espontânea de Simetria.

Diante disso, Landau construiu uma teoria para transições de fase com base em

um parâmetro de ordem. Onde esse parâmetro é uma quantidade física1 do sistema que se

transforma de forma não trivial durante a transição. O mecanismo pelo qual o parâmetro

de ordem distingui as fases de um sistema ocorre através da medida de um operador local

que o caracteriza. Se a medida do operador for zero diz-se que a fase é desordenada. Em
1 A quantidade física que determina qual é o parâmetro de ordem de um sistema não necessariamente

é um escalar.
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contrapartida, se tiver um valor finito diz-se que a fase é ordenada.

O exemplo mais comumente usado na literatura para apresentar o teoria de Lan-

dau é o modelo ferromagnético. Suponha que inicialmente todos os spins de um sistema

ferromagnético estejam desordenados, isso implica que na média a magnetização do sis-

tema como um todo é nula. Porém, ao submeter o sistema a um campo exiliar que alinhe

seus spins, a magnetização residual é diferente de zero ao se desligar o campo externo.

Assim, considere a equação

M =
1

N

∑

i

Si. (2.1)

Neste caso, a magnetização (M) é o parâmetro de ordem e os operadores locais são os

spins (Si). Por isso, é comum que algumas referências expliquem de forma heurística que

o parâmetro de ordem é responsável por medir o grau desordem de uma fase.

Além disso, a teoria considera também a construção de um funcional da energia

livre

F [T ;ψ(x)] = F0(T ) + FL[T ;ψ] (2.2)

em que T é a temperatura e ψ(x) ≡ ψ é o parâmetro de ordem. Analisando a função

para um sistema com simetria Z2, pode-se expandir o funcional em torno do parâmetro

de ordem e extremizar a energia para obter os regimes sobre os quais se definem as fases

do modelo. Os pormenores do desenvolvimento podem ser conferidos no Apêndice A.

Com base nos resultados obtidos observa-se que na fase desordenada, quando ψ = 0, a

temperatura do sistema é maior do que a temperatura crítica e na fase ordenada, quando

ψ ̸= 0, a temperatura do sistema é menor do que a temperatura crítica.

Em sistemas quânticos a construção do parâmetro de ordem segue o mesmo princí-

pio de sistemas clássicos. Contudo, agora o parâmetro de ordem é medido através do valor

esperado de um operador ϕ do sistema que apresenta transformação não trivial após uma

transição de fases [2]. Considerando a transformação ⟨ϕ⟩ → eiθ ⟨ϕ⟩ se observa a relação

ϕ =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0 na fase sem quebra de simetria

ϕ0 ̸= 0 na fase com quebra de simetria
. (2.3)

2.2 Ordens quânticas

Na Seção 2.1 formalizou-se a ideia de que fases da matéria podem ser identificadas

através da quebra de simetria em sistemas físicos. Diante disso, um questionamento é per-

tinente: existem fases da matéria que não são descritas pela quebra da simetria usuais?

A resposta é sim. Conforme apresentado em [2] essas fases são classificadas como “or-

dens quânticas”. Elas ocorrem em sistemas quânticos que não apresentam simetria usuais

espontaneamente quebradas e podem ser classificadas em subclasses, dentre elas: ordens
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topológicas, ordens topológicas protegidas por simetrias e condensação de redes de strings

(linhas).

2.2.1 Ordens topológicas

Ordens topológicas possuem três características predominantes. A primeira con-

siste na degenerescência do estado fundamental ser topológica e, portanto, os estados são

globalmente invariantes sobre perturbações locais suaves. A segunda característica é a

robustez do modelo à criação de excitações de baixas energias. Isto é, existe um gap de

energia entre o estado fundamental e os primeiros estados excitados que não sofre alteração

ao se incluir pertubações no sistema. Devido há essa estrutura do espectro de energia, esses

sistemas são conhecidos como gapped e não são exclusivos de sistemas com ordem topo-

lógicas. Por fim, a terceira característica diz respeito a emergência de excitações exóticas

da matéria que não são descritas puramente pela estatística de Bose-Einstein (bosônicas)

ou pela estatística de Fermi-Dirac (fermiônicas). Essas excitações são conhecidas como

ânyons. Elas são criadas aos pares através de operadores não locais abertos, conhecidos

como strings operator (operadores de linha), e estão localizadas nas extremidades dos

operadores. Elas emergem de através do fenômeno de fracionalização, resultante de um

fator de fase não trivial perante a troca de posições [10,13].

Os Quantum Spin Liquids (QSL) são exemplos de sistemas que apresentam ordens

topológicas. Eles são caracterizados por fases com spins altamente emaranhados que não

possuem magnetização espontânea mesmo a baixas temperaturas [15]. Em duas dimensões

são exemplos os modelos Z2 Lattice Gauge Theory, o Toric Code e o Wen Plaquette Model.

2.2.2 Ordem fractônicas

As ordens fractônicas são um conjunto de fases com comportamento topólogico

cujas excitações são fráctons. Dentre as propriedades presentes nesses sistemas está a

forte dependência da degenerescência com o tamanho da rede. Sendo que, em geral, fases

fractônicas apresentam estados altamente degenerados.

Uma das questões que prevalecem em aberto sobre o estudo de fases fractônicas.

Baseada no conjunto modelos já estudados que apresentam características em comum,

têm-se que ordens fractônicas se manifestam apenas em modelos com dimensão maior ou

igual a (3 + 1)d [15].

2.2.3 Ordens topológicas protegidas por simetrias

A descrição de fases topológicas não se limita aos modelos que apresentam ordem

topológica intrínseca. Essa distinção é evidente considerando o estado de emaranhamento

do sistema. Enquanto fases descritas por ordem topológicas possuem Long Range Entan-
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glement (LRE) as fases com Symmetry-Protected Topological (SPT) possuem Short Range

Entanglement (SRE) [3].

As SPTs possuem estado fundamental único e não apresentam excitações “exóti-

cas”. Elas descrevem fases não triviais que preservam as simetrias do hamiltoniano contra

perturbações adiabáticas [3]. Em contraste com as fases ordinárias descritas pelo para-

digma de Landau, onde as fases são determinadas pela quebra espontânea da simetria.

As SPTs podem ser caracterizadas por estados de borda (edge) [28] que contém

uma obstrução a simetria que só pode ser removida através de uma correspondência

entre a borda e o volume (bulk) do sistema. Essa obstrução a simetria é conhecida como

anomalia e o fenômeno de correspondência como anomaly inflow.

2.3 Teoria efetivas

Teorias físicas em diferentes escalas apresentam diferentes graus de liberdade. Con-

tudo, é possível que um teoria concebida em baixa energias (IR) seja descrita efetivamente

por outra em altas energias (UV) e a recíproca é verdadeira. Para isso, consideram-se ape-

nas os graus de liberdade que contribuam com a compreensão universal do sistema [30]

preservando, assim, os aspectos mais importantes.

A teoria efetiva que captura as propriedades da fase topológica em baixas energias

(IR) e as descreve em altas energias (UV) é a Topological Quantum Field Theory (TQFT)

[15,17].
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3 MODELOS ANIÔNICOS EXATAMENTE SOLÚVEIS EM

2+1D

Neste capítulo serão discutidos três Quantum Spin Liquids em variedades bidi-

mensionais: o Z2 Lattice Gauge Theory, o Toric Code e o Wen Plaquette Model. Indivi-

dualmente, serão analisadas as degenerescências do estado fundamental, o mecanismo de

criação de quasipartículas e sua mobilidade na rede.

3.1 Z2 Lattice Gauge Theory

O Z2 Lattice Gauge Theory é um modelo de rede quadrada que descreve fases

com ordem topológica que respeitam o grupo de simetria Z2 para baixas energias. Em

uma variedade bidimensional, a rede Λ tem dimensão kx × ky, onde kx é o número de

sítios (vértices) no eixo x e ky o número de sítios no eixo y. Nos links l (arestas) da rede

define-se os qubits1 (C2) como graus de liberdade.

Os qubits de um link l são uma combinação linear de dois estados quânticos inde-

pendentes em superposição, expressos matematicamente como

|ψl⟩ = α |0⟩ + β |1⟩ , (3.1)

em que |α|2 + |β|2 = 1 e os estados |0⟩ e |1⟩ correspondem a orientação de spin 1/2 na

base do operador de Pauli σz. Logo, cada qubit l pertence a um espaço de Hilbert Hl

bidimensional.

A hamiltoniana para o Z2 Lattice Gauge Theory, proposta por Wagner [31], tem

a forma

H = −g
∑

p

Bp − t
∑

l

σx
l , (3.2)

em que g e t são constantes de acoplamento e

Bp =
∏

l∈∂p

σz
l (3.3)

é o operador de plaquete definido como o produto de σz nas bordas de cada plaquete

(∂p). O primeiro termo da Eq. (3.2) é a somatória dos operadores de plaquete para todo

o p e o segundo termo é a somatória da atuação individual do operador σx sobre todos

os links l. Considerando que os qubits estão definidos na base do operador de Pauli σz,

conforme apresentado na Eq. (3.1) o primeiro termo mede o produto dos autovalores em

um plaquete enquanto o segundo inverte a orientação dos spins. Convém acrescentar que
1 Qubits é uma abreviação para quantum bit (“bit” quântico), a unidade lógica da computação quântica.
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um operador σα
l , com α = {x, z}, atuando em um link l, como definido em [14], tem a

forma

σα
l = I2 ⊗ I2 ⊗ · · · ⊗ σα

(link l)
⊗ · · · ⊗ I2 (3.4)

e a ação sobre os estado é

σz |0⟩ = |0⟩ , σz |1⟩ = − |1⟩ , σx |0⟩ = |1⟩ e σx |1⟩ = |0⟩ . (3.5)

O espaço de Hilbert total da rede é o produto tensorial de todos subespaços dos

qubits,

Htotal =
⊗

Hl, (3.6)

e a dimensão total do espaço vetorial da rede, considerando uma rede quadrada de di-

mensão k × k é dim (Htotal) = 22k2

, em que 2k2 o número de links na rede2.

De forma semelhante, o conjunto de estados do modelo corresponde ao produto

tensorial de todos os qubits l, conforme expresso por

|Ψ⟩ =
2k2

⊗

l=1

|ψl⟩ = |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψ2k2⟩ = |ψ1ψ2 · · ·ψ2k2⟩ . (3.7)

Isso implica em um conjunto de 22k2

estados linearmente independentes, consistente com

a dimensão do espaço de Hilbert total, que representam diferentes configurações de spin

alinhadas na base de σz. Como, por exemplo,

|ψ⟩ = |0, 0, · · · , 0⟩
(1)

+ |1, 0, · · · , 0⟩
(2)

+ |0, 1, · · · , 0⟩
(3)

+ |1, 1, · · · , 0⟩
(4)

+ · · ·
(··· )

+ |1, 1, · · · , 1⟩
(2k2)

. (3.8)

O primeiro vetor, sobre (1), é o estado com todos os spins orientados na direção down

(para “baixo”). O segundo vetor, sobre (2), é o estado com apenas um spin, pertencente

a um link qualquer da rede, alinhado na direção up (para “cima”) e todos os demais

orientados na direção down. Assim, os vetores correm sobre todas as combinações entre

duas orientações possíveis de spins nos 2k2 links da rede, até se obter o último estado com

todos os spins orientados na direção up.

Ao considerar que o modelo respeite as simetrias de calibre associadas grupo de

simetria Z2 reduz-se o número de graus de liberdade do sistema. Isso impõe uma redundân-

cia na teoria, pois os estados fisicamente equivalentes por simetria, apesar de apresentarem

diferentes configurações de spins, são mapeados por transformações de calibre.

Para determinar quais estados são protegidos pela simetria considera-se a atuação

do operador

Gi =
∏

l∈vi

σx
l (3.9)

2 Considerando as condições periódica de contorno da rede, todos os sítios k da rede estão associados
a 4 links . Porém, cada link compartilha 2 sítios. Com isso, o número total de sítios em uma rede
quadrada de dimensão k × k é k2 enquanto o número de total de links é (4/2)k2 = 2k2
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como gerador das transformações. Ele atua localmente nos vértices i e, pela relação de co-

mutação das matrizes de Pauli, o operador Gi comutada com operadores σx e anticomuta

com σz. Essa relação pode ser expressa como

Giσ
z
l Gi =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

1, se l ∈ i

−1, se l /∈ i
. (3.10)

Nota-se, assim, que o operador Gi comuta com a hamiltoniana definida na Eq. (3.2).

Isso implica que operadores ambos possuem autovetores simultâneos. O que reforça a

invariância do sistema sob transformações de calibre. A Figura 2 mostra a diagramação

dos operadores Bp e Gi na rede.

Figura 2 – Diagramação do modelo de rede Z2 com o operador de plaquete Bp, em ver-
melho, e o gerador da transformação de calibre local Gi, em azul.

Sabendo que

(G1)
2 = I, (3.11)

o gerador das transformações de calibre Gi juntamente com a identidade compõe um

grupo de simetria de calibre local isomorfo a Z2 no vértice i. Assim, a atuação do gerador

da transformação Gi relaciona dois estados |ψ⟩1 e |ψ⟩2 com configurações distintas de

spins, mas fisicamente equivalentes através da operação

Gi |ψ⟩1 = |ψ⟩2 . (3.12)

Da mesma forma, define-se um grupo de simetria local para cada sítio da rede.

Logo, o grupo de calibre total G é o produto

G = Z
(1)
2 ⊗ Z

(2)
2 ⊗ · · · ⊗ Z

(k2)
2 (3.13)
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onde Z
(n)
2 é o grupo de simetria local no sítio n de um total de k2 sítios. Como cada

subgrupo pertencente a G contém dois elementos, o grupo de calibre total possui 2k2

operadores, sendo eles

G =

{

∏

i∈S

Gi | S ⊆ {1, 2, . . . , k2}

}

. (3.14)

Todavia, identifica-se duas transformações, nos elementos definidos na Equação

(3.14), que não alteram o estado físico do modelo. A primeira é trivial, associada ao ope-

rador identidade, enquanto a segunda é a atuação do operador
∏k2

i=1 Gi, que atua sobre

todos os sítios da rede. Essas contribuições redundantes compõem um subgrupo de G co-

nhecido como Invariant Gauge Group (IGG) [2], cuja definição pode ser matematicamente

expressa como

IGG = {g |ψ⟩ = |ψ⟩ | g ∈ G}. (3.15)

Observa-se esse subgrupo também é isomorfo a Z2, visto que

IGG =

⎧

⎨

⎩

I,
k2

∏

i=1

Gi

⎫

⎬

⎭

. (3.16)

e
⎛

⎝

k2

∏

i=1

Gi

⎞

⎠

2

= I. (3.17)

Assim, o número de transformações de calibre não triviais é a razão entre o grupo

de calibre total G e o IGG, ou seja,

Nº de transf. de calibre =
G

IGG
=

2k2

2
= 2k2−1. (3.18)

Consequentemente, o número de estados independentes, que correspondem ao espaço de

Hilbert físico Hfisico da teoria, é calculado pela razão entre a dimensão do espaço de Hilbert

total Htotal e o número de transformações de calibre não triviais:

Nº de estados indep. =
dim H

Nº de transf. de calibre indep.
=

22k2

2k2−1
= 2k2+1. (3.19)

O termo de plaquete Bp recebe o nome de fluxo de Z2 e rotula 2k2

estados, pois

há dois autovalores possíveis para cada um dos k2 plaquetes. Porém, conforme discutido

por Wen em [2], o sistema respeita o vínculo

∏

p

Bp = 1,

rotulando assim, efetivamente, 2k2−1 estados. Dessa forma, ainda falta determinar 22 es-

tados para se obter o total de estados independentes calculado em (3.19). Conforme será

visto no decorrer do texto, recupera-se todos os estados ao considerar a degenerescência

topológica presente no modelo.
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3.1.1 Limite de baixas energias

No limite de baixas energias é interessante analisar as propriedades do sistema a

partir da hamiltoniana definida na Eq. (3.2), como analisado em [15,31]. Quando g ≫ t o

sistema está na chamada fase desconfinada e quando g ≪ t o sistema está na chamada

fase confinada.

Fase desconfinada

Se g ≫ t pode-se considerar que t → 0. Como consequência, mantêm-se apenas o

termo de plaquete Bp da hamiltoniana definida na Equação (3.2),

Hfd = −g
∑

p

Bp. (3.20)

Assim, o estado que minimiza a energia do sistema ocorre quando o autovalor de todos os

termos de plaquetes é +1. Diante disso, diferentes configurações de spin podem minimizar

a energia do sistema. A Figura 3 ilustra as possíveis configurações de spins nos plaquetes

para que Bp = +1, em que ↑ e ↓ são, respectivamente, autovalores positivos e negativos

referentes ao links l ∈ ∂p.

Figura 3 – Todas as configurações possíveis de spin que retornam autovalor +1 para os
operadores de plaquete Bp.

Nesta fase, os estados físicos são invariantes sob as transformações de calibre lo-

cais Gi, definidos na Equação (3.9). O conjunto de estados superpostos com diferentes

configurações de spin que minimizam a energia formam a base de autoestados da fase

desconfinada.

Diante disso, defini-se o operador de projeção

P =
∏

i

(I +Gi) (3.21)

que atua sobre qualquer estado que minimize a energia do sistema e o projeta para uma

base completa do subespaço físico do sistema invariante por gauge.
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Considera-se, por conveniência, um estado de referência com todos os spins ali-

nhados em uma direção, de modo que

|Ψ0⟩ =
∏

i

(I +Gi) |0⟩ ⊗ |0⟩ ⊗ · · · ⊗ |0⟩ ⊗ |0⟩ , (3.22)

em que cada |0⟩ representa um spin alinhado (estado de referência), escolhido apenas por

simplicidade, e |Ψ0⟩ é um dos autoestados físicos da fase desconfinada, obtido aplicando

o operador de projeção P sob estado de referência.

A energia do estado fundamental é calculada pela atuação da hamiltoniana Hfd

no estado definido na Equação (3.22). Sabendo que k2 é o número de plaquetes da rede,

verifica-se que

Hfd |Ψ0⟩ = −g
∑

p

Bp |Ψ0⟩ = −gk2. (3.23)

Já as excitações no modelo decorrem da mudança de autovalor dos plaquetes de

+1 para -1. Essas excitações são chamadas de vórtices e são criadas pela atuação de um

operador σx, em um link l da rede, no estado fundamental:

|Ψ⟩′ = σx
l |Ψ0⟩ .

Como um link é compartilhado por dois plaquetes, a atuação de σx
l cria um par de

vórtices. O gap de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado é

ΔE = E1 − E0 = 4g. Esse gap garante que o sistema seja estável e robusto contra

perturbações, uma característica de fases topológicas.

Contundo, apesar de ser impossível criar uma excitação isoladamente, as excitações

podem ser deslocadas sem gasto energético desde que o operador σx
k atue em um link k

que pertença a um dos plaquetes que também contém l conforme pode ser conferido na

Figura 4. É justamente a liberdade de deslocamento das excitações que batiza a fase como

desconfinada.

Um detalhe interessante presente na Figura 4 é a presença da rede dual (ponti-

lhada) cujos vértices se localizam no centro dos plaquetes da rede ordinária (contínua). De

forma mais precisa, a rede dual é uma cópia da rede ordinária deslocada pela metade da

diagonal de um plaquete. Portanto, como o sistema é invariante por translações [2], ambas

as redes descrevem física equivalente. Por isso, são discriminadas strings que percorrem

a rede ordinária e a rede dual, respectivamente, pela notação γ e γ*. Como elas existem

nos dois eixos da rede, se for necessário, um subíndice as acompanhará especificando a

trajetória. Essa relação de dualidade entre redes permite uma descrição mais completa

dos observáveis que comutam com a hamiltoniana da fase desconfinada.

Assim, sobre a rede também se define outros dois observáveis. Os operadores de

linha de Wegner-Wilson, definidos como

Wx =
∏

l∈γx

σz
l e Wy =

∏

l∈γy

σz
l , (3.24)
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Figura 4 – (a) Os plaquetes Bp e Bp′ , preenchidos completamente com vermelho repre-
sentam vórtices. A linha vermelha pontilhada indica a trajetória da excitação
pela rede através do conjunto de atuação dos operadores σx destacados nos
links contínuos pretos. (b) O link l em destaque contínuo preto recebe a atu-
ação do operador σx; os links em destaque pontilhado verde são candidatos a
receberam atuação de outro operador σx para mover a excitação.

que medem o fluxo Z2 sobre uma curva fechada γ. E os operadores de linha de ’t Hooft,

definidos como

Vx =
∏

l∈γ*

x

σx
l e Vy =

∏

l∈γ*

y

σx
l , (3.25)

os quais invertem a orientação dos spins sobre uma curva fechada γ*. A Figura 5 ilustra

a representação dos operadores da Eqs. (3.24) e (3.25) na rede.

Como os operadores Wx, Wy e Hfd são definidos em termos apenas de operadores

σz eles comutam trivial,

[Wx, H] = [Wx, H] = 0. (3.26)

Agora, como os operadores Vx e Vy, definidos em termos de matrizes σx, descrevem curvas

fechadas na rede há sempre um número par de links compartilhados com a Hfd, logo

apresentam um número par de anticomutações entre os operadores, o que implica em

[Vx, H] = [Vy, H] = 0, (3.27)

Para os geradores das transformações de calibre a regra de comutação com os operadores

é

[Wx, Gi] = [Wy, Gi] = [Vx, Gi] = [Vy, Gi] = 0. (3.28)

Nesse caso, Vx, Vy e Gi são escritos em termos do mesmo operador σx e, portanto, co-

mutam trivialmente. Já Wx, Wy ao cruzarem um sítio qualquer da rede obrigatoriamente

atuam sobre dois links para completarem uma curva fechada. Sabendo que os operadores
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Figura 5 – As curvas azuis, sobre a rede ordinária, representam o operador de Wegner-
Wilson e as curvas vermelhas, sobre a rede dual, representam os operadores
de ’t Hooft.

de calibre locais atuam sobre os quatro links pertencentes ao sítio que compartilham,

inevitavelmente o operador Gi anticomuta duas vezes com os operadores de linha de ’t

Hooft e, em decorrência disso, efetivamente comutando.

Em contrapartida, a relação de comutação entre os operadores de linha é

WαVβ = −VβWα. (3.29)

Logo, os operadores de Wegner-Wilson e ’t Hooft possuem autoestados simultâneos com a

hamiltoniana, mas não compartilham autoestados simultaneamente. Isso permite definir

os estados

Vx |Ψ0⟩ = |Ψ1⟩ , Vy |Ψ0⟩ = |Ψ2⟩ e VxVy |Ψ0⟩ = |Ψ3⟩ . (3.30)

como sendo linearmente independentes. O conjunto dos quatro estados |Ψ0⟩, |Ψ1⟩, |Ψ3⟩ e

|Ψ4⟩ constituem a degenerescência do estado topológico. Juntando todas as 2k2−1 confi-

gurações independentes mapeadas pelo operador de plaquete Bp com a quadrupla dege-

nerescência topológica (22) do modelo, todos os 2k2+1 estados invariantes de calibre estão

determinados.
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Fase confinada

Se g ≪ t pode-se considerar g → 0. Nesse limite, o termo de plaquete da hamilto-

niana definida na Equação (3.2) é desprezível e pode ser desconsiderado. A hamiltoniana

efetiva dessa fase é escrita simplesmente como

Hfc = −t
∑

l

σx
l . (3.31)

O estado que minimiza a hamiltoniana da fase confinada deve retornar apenas

autovalores positivos dos autovetores de σx em todos os links da rede. Ou seja, o estado

fundamental é a configuração em que todos os spins estão orientados na base de operadores

σx. O produto tensorial dos autovetores configura o estado base da hamiltoniana

|⇒⟩ =
2k2

⊗

l

|+⟩l , (3.32)

em que |+⟩ e |−⟩ são autoestados de base do operador σx.

A energia do estado fundamental é facilmente calcula, pois trata-se da contribuição

de todos de todos os 2k2 links da rede medido pelo operador hamiltoniano na base definida

em (3.32), de modo que E0 = −2k2t. O primeiro estado excitado decore da atuação do

operador σz
l sobre |⇒⟩, cuja ação inverte o spin no link l e exige uma um custo energético

de ΔE = 2t.

As excitações nessa fase são criadas por operadores locais alterando o autovalor in-

dividualmente de um elemento da rede, diferentemente do que ocorre na fase desconfinada.

Essa excitação não possui mobilidade e, por isso, são consideradas confinadas3.

Observa-se que há uma conveniência na escolha das bases para cada fase. Enquanto

na fase desconfinada o estado fundamental é definido em termos das bases do operador σz,

na fase confinada o estado fundamental é definido em termos das bases do operador σx. Se

fosse convencionado manter a mesma base dos operadores de Pauli em ambas as fases não

haveria perdas físicas nem conceituais. Inclusive, como a base de σz é uma combinação

linear das bases de σx (e a recíproca é verdadeira), o estado definido na Equação (3.32)

pode ser reescrito como um conjunto de configurações de spin orientados na base de σz.

Como o hamiltoniano contém apenas termos σx independente da forma como se

aplica o gerador de transformação de calibre Gi, os estados invariantes por calibre são

mapeadas neles mesmos. Essa relação é trivial ao se observar que ambos são definidos

como produtos de σx, ou seja, comutam trivialmente. Além disso, não são observadas de-

generescências no estado fundamental, isso pois apenas os operadores de linha de t´Hooft

comutam com a hamiltoniana e apresentam autovalor +1. Desse modo, não são observadas

características topológicas na fase confinada.
3 Apesar das excitações não possuírem mobilidade, por se manifestarem em uma fase trivial, não são

fráctons.
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Região de transição

Após analisar os dois limites da teoria, é válido avaliar a hamiltoniana da fase

desconfinada, quando g ≫ t, com t ̸= 0. A inclusão do segundo termo da hamiltoniana

é interpretada como uma perturbação no sistema que mantêm a relação de comutação

entre a hamiltoniana com os operadores de linha de ’t Hooft, mas não conserva a relação

de comutação da hamiltoniana com os operadores de linha de Wilson.

Em virtude disso, a hamiltoniana não possui mais autovetores simultâneos com

Wx e Wy e os estados definidos em (3.30) apresentam um gap de energia proporcional ao

tamanho da rede, como apresentado em [31], e medida de ordem ΔE ∼ g(t/g)L sendo L

o tamanho da rede. Porém, no limite termodinâmico L → ∞, se t é muito menor que g a

diferença de energia tende a zero recuperando a degenerescência do estado fundamental.

O que corrobora para natureza topológica da fase robusta a perturbações. A Tabela 1

resumo os tópicos apresentados nesta seção.

Fase
desconfinada

Região de
transição

Fase confinada

Const. de
acoplamento

t ≪ g t < g com g ̸= 0 g ≪ t

Degenerescência 2k2+1 2k2+1 (no limite
termodinâmico)

Ausente

Op. de linha de
Wilson

Comuta com a
hamiltoniana

Não comuta com a
hamiltoniana

Não comuta com a
hamiltoniana

Op. de linha de
t’Hooft

Comuta com a
hamiltoniana

Comuta com a
hamiltoniana

Comuta com a
hamiltoniana

Excitações Topológicas Topológicas Locais

Tabela 1 – Distinção entre a fase desconfinada, a região de transição e a fase confinada
do Z2 Lattice Gauge Theory.

3.2 Toric Code

Neste seção, considera-se o Toric Code discutido em [13]. Em que o modelo é

definido em uma rede quadrada Λ de tamanha k× k com condições periódicas sobre uma

a variedade bidimensional de genus 1, cuja a hamiltoniana é

H =
∑

p

Bp +
∑

v

Av (3.33)

onde

Bp =
∏

l∈∂p

σz
l (3.34)
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e

As =
∏

l∈s

σx
l (3.35)

são chamados operadores estabilizadores. Em que Bp atua sobre os links pertencentes as

bordas dos plaquetes p e As atua sobre os links pertencentes ao links ao vértice s. O espaço

de Hilbert total N , assim como no modelo de rede Z2, é produto tensorial de todos os

subespaços vetoriais dos qubits localizados nos links l da rede. Portanto, da dimensão de

dim N = 22k2

, (3.36)

sendo 2k2 o número de links na rede.

Observa-se que (Av)2 = I e (Bp)2 = I, o implica que os autovalores dos operadores

são ±1 e que a regra de comutação entre os operadores é

[As, As′ ] = [Bp, Bp′ ] = 0 (3.37)

e

[As, Bp] = 0. (3.38)

Isso pois, os operadores de estrela comutam entre si, pois são definidos a partir de operado-

res de Pauli σx, que comutam trivialmente consigo mesmo, como ilustrado na Figura 6a).

De forma análoga, os operadores plaquete comutam trivialmente entre si, pois são defi-

nidos a partir de operadores de Pauli σz, como apresentado na Figura 6c). A comutação

não trivial ocorre entre os operadores estrela e os operadores de plaquete. Eles comutam

porque compartilham dois links. Em cada um desses links, os operadores σx e σz antico-

mutam e o sinal negativo (−1) de cada anticomutação se cancela, levando à comutação

global dos operadores, como ilustrado na Figura 6b). Pode-se concluir com isso que ambos

os operadores compartilham o mesmo conjunto de autovetores linearmente independentes

|ψ⟩.

O estado fundamental do Toric Code é definido no subespaço protegido L em que

os operadores definidos nas Equações (3.34) e (3.35) respeitam a condição de estabilidade

L = {|ψ⟩ ∈ N : As |ψ⟩ = |ψ⟩ , Bp |ψ⟩ = |ψ⟩ ∀ s, p}, (3.39)

em que |ψ⟩ são chamados de setores lógicos do código. Considere que o estado |ψ⟩ é

escrito em termos da base dos operadores σz. A atuação dos operadores de plaquete mede

o autovalor dos estados correspondentes ao links l que pertencem ao plaquete p. Enquanto

a atuação dos operadores estrela inverte a orientação dos spins dos links l pertencentes a

um sítio s.

Dessa forma, a condição Bp |ψ⟩ = |ψ⟩ restringe, entre todas as configurações de

spins possíveis, apenas os estados que pertencem ao subespaço protegido em que Bp =

1 ∀p ∈ Λ. De forma semelhante, a condição Av |ψ⟩ = |ψ⟩ restringe apenas os autoestados



31

Figura 6 – Os círculos coloridos em azul representam os operadores de Pauli σx; em ver-
melho os operadores σz; e verde o produto dos operadores σxσz. Os contornos
simples e duplos indicam, respectivamente, a atuação de um operador e dois
operadores. (a) Comutação entre dois operadores estrela. (b) Comutação entre
um operador estrela e um operador plaquete. (c) Comutação entre dois ope-
radores plaquete.

em que Av = 1 ∀s ∈ Λ. Sendo que a única forma de mudar as orientações dos spin sem

criar excitações na rede é através de operadores de loops fechados.

Além disso, ao definir as condições do subespaço protegido, observa-se duas rela-

ções dos operadores estabilizadores:
∏

v Av = I e
∏

p Bp = I. Essas relações são interpreta-

das como vínculos, em que cada uma contribui com k2 − 1 restrições ao espaço de Hilbert

físico. Assim, a dimensão do subespaço protegido L é

dim L =
dim N

Nº de vínculos
=

dim N

(Vín.)s(Vín.)p

=
22k2

2(k2−1) · 2(k2−1)
= 22. (3.40)

É valido ressaltar que a dimensão desse espaço vetorial depende da topologia, pois a

contagem do número de qubits depende das condições periódicas de contorno e o número

de genus do sistema. Para um caso geral, a dimensão do espaço protegido, considerando

uma superfície de genus g, é 22g

A partir do projetor

P =
∏

s

(I + As)

2

∏

p

(I +Bp)

2
. (3.41)

atuando em um estado de referência

|ξ⟩ =
2k2

∏

l=1

|0⟩l (3.42)

projeta-se todos os estados de base que são autoestados de Av e Bp [15, 32]. Assim, um
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estado do Toric Code pode ser escrito como

|ψ⟩ = P |ξ⟩

=
∏

s

(I + As)

2

∏

p

(I +Bp)

2
|ξ⟩ , (3.43)

mas como Bp |0⟩ = +1 |0⟩ isso implica que

∏

p

(I +Bp)

2
|ξ⟩ = |ξ⟩ , (3.44)

logo

|ψ⟩ =
∏

s

(I + As)

2
|ξ⟩ . (3.45)

Conforme as relações de comutação apresentadas nas Equações 3.37 e 3.38, é fácil ver

que P comuta com os operadores estabilidades de estrela e plaquete. A Figura 7 ilustra a

atuação do projeto P no estado |ξ⟩.

Figura 7 – Operações sequenciais de operadores estrelas em um estado de referência, ilus-
trando a atuação do projetor P , selecionando os autoestados que pertencem
ao subespaço protegido L do Toric Code.

Assim, a energia do estado fundamental é obtida pela atuação da Hamiltoniana

HT C definida na Eq. (3.33) sobre o estado |ψ⟩, definido na Eq. (3.45). Portanto,

HT C |ψ⟩ = −J

⎛

⎝

k2

∑

s=1

Av |ψ⟩ +
k2

∑

p=1

Bp |ψ⟩

⎞

⎠

= −J

⎛

⎝

k2

∑

s=1

+1 |ψ⟩ +
k2

∑

p=1

+1 |ψ⟩

⎞

⎠

= −J
(

k2 + k2
)

|ψ⟩

= −J2k2 |ψ⟩ . (3.46)

Nota-se com isso que a soma sobre os operadores estrela contribui com o mesmo valor que

a soma sobre os operadores de plaquete.
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3.2.1 Excitações

As excitações do modelo são defeitos topológicos detectados pelos operadores es-

tabilizadores. Elas podem ser entendidas como quasipartículas emaranhadas emergentes

em fases topológicas. Considere a regra de comutação
[

σα
i , σ

β
j

]

= 2iδijεαβγσ
γ, mantendo

a notação de índices latinos para a rede e índices gregos para representação das matrizes

de Pauli.

Os estados excitados são criados a partir da atuação dos operadores σx e/ou σz

sobre o estado fundamental,

|ψ′⟩ = σx
l |ψ0⟩ e |ψ′′⟩ = σz

l |ψ0⟩ . (3.47)

O operador σx gera duas excitação medidas por dois operadores de plaquete e o operador

σz gera duas excitação medidas por dois operadores estrela. Isso ocorre pois todos os links

da rede têm dois operadores de cada “flavor” que o compartilham, conforme ilustrado na

Figura 8. A excitação4 detectada pelo operador estrela é observada quando As⊂i |ψ′⟩ =

−1 |ψ′⟩ e pode ser interpretada como uma quasipartícula “elétrica”, e, enquanto a excita-

ção detectada pelo operador de plaquete é observada quando Bp⊂i |ψ′′⟩ = −1 |ψ′′⟩ e pode

ser interpretada como uma quasipartícula“magnética”, m.

Figura 8 – Círculos azuis indicam a atuação de operadores σx, vermelhos σz e verdes
σxσy. Representação de excitações elétricas (esquerda) e magnéticas (direita).
Fonte: Adaptado de [14].

A energia das excitações pode ser medida aplicando o hamiltoniano HT C nos es-
4 Algumas referências se referem as partículas elétricas como éxons e as partículas magnéticas como

magnos. A terminologia adotada depende da área e do contexto.
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tados definidos em (3.47). Assim, observa-se que

H |ψ′⟩ = −J

⎛

⎝

k2

∑

v=1

Av |ψ′⟩ +
k2

∑

p=1

Bp |ψ′⟩

⎞

⎠ = −J

⎛

⎝

k2

∑

v=1

Avσ
x
i |ψ⟩ +

k2

∑

p=1

Bpσ
x
i |ψ⟩

⎞

⎠

= −J

⎛

⎜

⎜

⎝

−σx
i Bc |ψ⟩ − σx

i Bc′ |ψ⟩ +
k2

∑

v=1

σx
i Av |ψ⟩ +

k2

∑

p=1
p̸=c,c′

σx
i Bp |ψ⟩

⎞

⎟

⎟

⎠

= −J(−1 − 1 + k2 + (k2 − 2))σx
i |ψ⟩ = −J(2k2 − 4) |ψ′⟩ . (3.48)

e, de forma semelhante,

H |ψ′′⟩ = −J

⎛

⎝

k2

∑

v=1

Av |ψ′′⟩ +
k2

∑

p=1

Bp |ψ′′⟩

⎞

⎠ = −J

⎛

⎝

k2

∑

v=1

Avσ
z
i |ψ⟩ +

k2

∑

p=1

Bpσ
z
i |ψ⟩

⎞

⎠

= −J

⎛

⎜

⎜

⎝

−σz
iAs |ψ⟩ − σz

iAs′ |ψ⟩ +
k2

∑

v=1
v ̸=s,s′

σz
iAv |ψ⟩ +

k2

∑

p=1

σz
iBp |ψ⟩

⎞

⎟

⎟

⎠

= −J(−1 − 1 + (k2 − 2) + k2)σz
i |ψ⟩ = −J(2k2 − 4) |ψ′′⟩ . (3.49)

A diferença de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado vale ΔE =

E1−E0 = 4J . Contudo, é importante lembrar que uma excitação cria duas quasipartículas,

cada uma com mesma energia e, portanto, com custo energético 2J independente de sua

natureza (e ou m).

Até o momento foram apresentadas apenas semelhanças entre as quasipartículas

do Toric Code. Por exemplo, serem medidas pela mudança de autovalor dos respectivos

observáveis e apresentarem o mesmo gap de energia para serem criadas. Diante disso, vale

ressaltar que as partículas elétricas pertencem a rede ordinária, localizadas nos vértices

das excitações, enquanto as partículas magnéticas pertencem a rede dual localizadas no

centro do plaquete.

Considere o estado

σx
l+1σ

x
l |ψ0⟩ = |ψ⟩ (3.50)

. Conforme visto anteriormente a atuação de σx
l altera o autovalor de dois operadores de

plaquete que compartilham o mesmo l-ésimo link. Mas algo interesse acontece se aplicar

o operador σx no link seguinte. O plaquete que contém tanto o link l quanto l+ 1 retorna

ao autovalor inicial enquanto seu vizinho, que compartilha o l + 1-ésimo link, agora,

muda seu autovalor. Isso pode ser interpretado como uma mobilidade, pois a excitação

aniquilou a quasipartículas associada a um plaquete e criou outra no plaquete vizinho. A

demonstração mais explicita é descrita no Apêndice B

Aplicando consecutivamente os operadores que geram as excitações de vértice, diz-

se que uma string γ é o caminho percorrido pelas quasipartículas na rede ordinária. Para

o caso das excitações de plaquete, a string γ* acompanha as excitações na rede dual. Com
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isso em mente, é possível construir os chamados operadores de linha (string operators),

definidos como

Sz
γ =

∏

i∈γ

σz
i e Sx

γ* =
∏

i∈γ*

σx
i . (3.51)

Com base na exigência de um gap de energia para criação do par de quasipartí-

culas é natural induzir que movê-las pelas redes tenha algum custo energético. Porém, ao

lembrar que mover uma quasipartícula é um processo que exige a aniquilação de uma para

a criação da outra entre operadores vizinhos percebe-se a compensação de energia man-

tendo o número total de excitações. Assim, as excitação podem se mover adiabaticamente

sem custo energético adicional.

Há três tipos operadores de linha gerados por diferentes curvas: abertas, fechadas

contráteis e fechadas não contráteis. Os operadores definidos em curvas abertas contém as

excitações em suas extremidades. Os operadores definidos em curvas fechadas contráteis

são triviais, pois não alteram o estado lógico do sistema. Ja os operadores de linha definidos

em curvas fechadas não contráteis preservam a energia do estado fundamental, porém

atuam globalmente alterando o estado lógico do sistema.

Devido a relação de anticomutação entre os operadores Sx
γ e Sz

γ* não há como

diagonalizar simultaneamente os operadores de linha definidos em curvas não contráteis.

Consequentemente, não compartilham a mesma base de autovetores. Assim, a atuação

desses operadores de linha mapeia efetivamente diferentes estados fundamentais. Como

ambos os operadores percorrem curvas não contráteis nos dois eixos da superfície bidi-

mensional os estados de vácuo são
⃒

⃒

⃒ψ
(2)
0

⟩

= Sx
C̄1

⃒

⃒

⃒ψ
(1)
0

⟩

,
⃒

⃒

⃒ψ
(3)
0

⟩

= Sx
C̄2

⃒

⃒

⃒ψ
(1)
0

⟩

,
⃒

⃒

⃒ψ
(4)
0

⟩

= Sx
C̄1

∘ Sx
C̄2

⃒

⃒

⃒ψ
(1)
0

⟩

. (3.52)

Todos os estados obtidos devem respeitar as condições de minimização da energia.

Pode-se, assim, escrever um estado genérico do modelo como a combinação linear dos

estados como

|Ψ⟩ = α
⃒

⃒

⃒ψ
(1)
0

⟩

+ β
⃒

⃒

⃒ψ
(2)
0

⟩

+ γ
⃒

⃒

⃒ψ
(3)
0

⟩

+ η
⃒

⃒

⃒ψ
(4)
0

⟩

, (3.53)

em que os coeficientes obedecem a normalização |α|2 + |β|2 + |γ|2 + |η|2 = 1. Isso significa

que não é possível a partir apenas de inversão de spin que respeitam Av

⃒

⃒

⃒ψ
(1)
0

⟩

obter todas

as configurações possíveis de loop. É necessário percorrer a rede. Portanto, o Toric Code

possui uma quadrupla degenerescência no estado fundamental.

3.2.2 Estatística das excitações

A próxima etapa para entender a fenomenologia das excitações no Toric Code é

explorar a estatísticas das quasipartículas. Como as quasipartículas são defeitos topoló-

gicos na rede é necessário submetê-las a medidas que não alterem a energia do estado
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lógico do sistema e retornem estatísticas não triviais. Conforme visto na sessão anterior,

curvas contráteis mantém o estado topológico, logo é necessário mover excitações entorno

de outras e comparar os estados antes e após a ação dos operadores.

Por isso, considere que dois estados, inicial e final, estão vinculados por

|ψ⟩fin = Lβ
p1p2

|ψ⟩ini (3.54)

em que Lβ
p1p2

, exemplificado na Figura 9, é uma curva fechada β feita por um operador de

linha que move uma quasipartícula p1 em torno de uma curva fechada sobre quasipartícula

p2. Considere a notação p1 − p2 para representar as partículas envolvidas sobre as curvas.

Figura 9 – (a) Curvas do tipo e− e. (b) Curvas do tipo m−m. (c) Curvas do tipo m− e.

Naturalmente, se o operador de linha que move a partícula p1 for de mesma natu-

reza que cria a partícula p2, devido a relação de comutação trivial, o estado final é igual ao

estado inicial, implicando que em uma estatística bosônica para as excitações magnéticas

e elétricas.

O caso interessante ocorre quando esses operadores são diferentes, ou seja, quando

uma partícula elétrica descreve uma curva fechada entorno de uma partícula magnética,

e reciprocamente, quando uma partícula elétrica descreve uma curva fechada entorno de

uma partícula magnética, pois, devido a relação de anticomutação, o estado final difere

do estado inicial por uma fase −1.

A composição entre as excitações elétricas e de excitações magnéticas retorna uma

um quasipartícula fermiônica

ε = e×m. (3.55)

Porém, se um operador de linha percorrer duas curvas contráteis em torno da extremidade

de um operador de linha de diferente natureza o estado final é igual ao estado inicial.
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Considerando o operador identidade, fecha-se o conjunto Q com todas as quasi-

partículas do modelo formado pelos elementos

Q = {I, e,m, ε} .

De modo que as regras de fusão do Toric Code, convencionando p1 ≡ e, p2 ≡ m e p3 ≡ ε,

entre as quasipartículas é

pl × pm = δlm + εlmnpn (3.56)

e

I × pl = pl × I = pl. (3.57)

A Tabela 2 agrupa todas combinações de entre as quasipartículas.

× 1 e m ε

1 1 e m ε

e e 1 ε m

m m ε 1 e

ε ε m e 1

Tabela 2 – Regras de fusão das quasipartículas do Toric Code.

3.2.3 “Arbitrariedade” na escolha de base

A hamiltoniana é invariante pela escolha da base dos operadores de Pauli dos

qubits, mas o significado físico dos operadores de Av e Bp depende da base.

• Na escolha de base σz, que formam um conjunto ortogonal dos estados |0⟩ e |1⟩, os

operadores σz medem o autovalor dos estados enquanto σx invertem a orientação

dos spins. Os operadores de plaquetes são diagonais e medem o fluxo magnético na

rede enquanto os operadores estrela medem a presença de carga e.

• Na escolha de base σx, que formam um conjunto ortogonal dos estados |+⟩ = 1
2
(|0⟩+

|1⟩) e |−⟩ = 1
2
(|0⟩ − |1⟩), os operadores σx medem o autovalor dos estados enquanto

σz atua como operadores de inversão dos spins. Os operadores de plaquetes são

diagonais e medem a excitações elétricas enquanto os operadores estrela medem o

fluxo magnético.

A escolha da base σz é, usualmente, mais utilizada.
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3.3 Wen Plaquette Model

O Wen Plaquette Model é definido em um variedade bidimensional com condições

periódicas de contorno sobre uma rede com kx × ky sítios, onde kx é número de sítios no

eixo x e ky o número de sítio no eixo y. Dentre as diferenças com o Toric Code, os graus

de liberdade do modelo proposto por Wen estão localizados nos sítios da rede Λ, a qual é

dividida em duas sub-redes conforme a paridade do sítio inferior esquerdo de um plaquete

segundo a regra:

i

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

∈ Λpar se ix + iy for par,

∈ Λímpar se ix + iy for ímpar.
(3.58)

A partir disso, pode-se generalizar a paridade das demais estruturas e operadores da rede

como, por exemplo, os plaquetes e o operador hamiltoniano.

A construção da hamiltoniana do modelo de plaquetes Wen é um processo laborioso

e requer um arcabouço significativo de teoria de grupos e representações projetivas. O

desenvolvimento para obtê-la pode ser conferido em [2,18,33], sendo construída em duas

dimensões da forma

Ĥ = −g
∑

i

Fi = −g
∑

i

σx
i σ

y
i+x̂σ

x
i+x̂+ŷσ

y
i+ŷ, (3.59)

onde g > 0 e Fi forma um plaquete que possui paridade definida pelo sítio representado

pelo subíndice i.

Os operadores de plaquete do Wen Plaquette Model respeitam a regra de comu-

tação

[Fi, Fj] = 0. (3.60)

A Figura 10 ajuda a compreender essa relação. A esquerda da figura está uma representa-

ção de dois operadores pertencentes a sub-rede par - em verde - vizinhos diagonais. Eles

compartilham um sítio em comum, sobre o qual ambos atuam um operador σx, por isso

a relação de comutação é trivial. O mesmo princípio se aplica aos operadores de plaquete

pertencentes a vizinhos diagonais na sub-rede ímpar, porém substituindo o operador de

Pauli em x por z. A direita da figura se encontram dois operadores de plaquete, um na

sub-rede ímpar - em branco - e outro na sub-rede par, e primeiros vizinhos. Eles com-

partilham dois sítios, sobre os quais atuam diferentes operadores de Pauli. Desse modo,

anticomutam duas vezes implicando em um comutação efetiva.

Dividindo a hamiltoniana em duas sub-redes, par e ímpar, obtêm-se

H = −g

⎛

⎝

∑

i∈Λpar

Fi +
∑

i∈Λímpar

Fi

⎞

⎠ , (3.61)

considerando que o termo de acoplamento g possui o mesmo peso para ambas as sub-

redes, preservando a homogeneidade entre elas. Além disso, como Fi é hermitiano, pode-se
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Figura 10 – A esquerda está uma representação da comutação entre dois plaquetes da
sub-rede par (verde) e a direita uma representação da comutação entre um
plaquete da sub-rede par e um plaquete da sub-rede ímpar (branco).Os cír-
culos azuis representam os operadores σx, os vermelhos σz e os verdes σxσz.

escrever a hamiltoniana apresentada na Equação (3.61) como

H = −
g

2

⎛

⎝

∑

i∈Λpar

Fi +
∑

j∈Λímpar

Fj

⎞

⎠−
g

2

⎛

⎝

∑

i∈Λpar

F †
i +

∑

j∈Λímpar

F †
j

⎞

⎠

= −
g

2

⎛

⎝

∑

i∈Λpar

Fi +
∑

j∈Λímpar

Fj

⎞

⎠+ h.c., (3.62)

sendo a Equação (3.62) a forma mais geral do hamiltoniana do sistema sem perturbações.

A Figura 11 esboça o modelo plaquetes de Wen distinguindo as sub-redes e apresentando

o operador Fi na rede.

Figura 11 – Diagrama do modelo de plaquetes Wen divida em duas sub-redes. Os plaque-
tes em verde-claro indicam a sub-rede par enquanto os plaquetes em branco
representam a sub-rede ímpar. Adaptado de [19].

Os estados quânticos do modelo de Wen podem ser obtidos através dos operadores

de linha que, assim como no Toric Code, possuem papel fundamental para descrição das
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propriedades do modelo bem como das excitações. Há três tipo de operadores de linha

Ŵc(γ) =
∏

i∈γ

σai

i , Ŵv (γ*)
∏

i∈γ*

σai

i e Ŵf (C) =
∏

n∈C

σln
in
, (3.63)

onde γ é uma curva que conecta plaquetes pares, γ* uma curva que conecta plaquetes

ímpares e

ai =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

y se i for par,

x se i for ímpar.

A curva C conecta o ponto médio entre sítios vizinhos, representados pela notação in, e

ln =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

z se in for par,

y se faz curva com in ∈ Λpar

x se faz curva com in ∈ Λpar.

Os subíndices c indica carga Z2 enquanto v indica vórtice Z2 e, finalmente, o f representa

estado ligados de carga e vórtice resultado em férmions. Todos os operadores de linha

definidos na Eq. (3.63) comutam com a hamiltoniana

[

Ŵc(γ), H
]

=
[

Ŵv(γ*), H
]

=
[

Ŵf (C), H
]

= 0. (3.64)

O estado fundamental consiste em diferentes configurações de loops mapeadas

através de operadores de linha fechados atuando sobre um estado de referência, ou sim-

plesmente

|ψ⟩ =
∏

γ

Ŵ (γ) |0⟩ , (3.65)

em que |0⟩ é estado com todos os spins alinhados.

Naturalmente, como Fi é um produto de matrizes de Pauli, e conforme nossa

normalização, os autovalores do operadores são ±1. Isso implica que a energia do estado

fundamental é obtido quando Fi = 1 para todo i de modo que o valor esperado da

hamiltoniana no vácuo vale

⟨ψ|HW en|ψ⟩ ⇒ E = −g2k2, (3.66)

onde 2k2 é o número total de plaquetes na rede.

3.3.1 Degenerescência do estado fundamental

A degenerescência do estado fundamental está fortemente interligada com a pa-

ridade da rede, mais especificamente com o número de operadores de strings fechados

não contráteis nos eixos êx e êy. Em [19,20] pode-se verificar os argumentos apresentados

nessa seção bem como a linha de raciocínio para deduzir o número de degenerescências

em cada caso.
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Em uma rede par × par (p · p) é possível definir quatro operadores de linha

fechados e não contráteis que comutam com o hamiltoniano da Eq. (3.62), sendo eles

Ŵv

(

C̄êx

)

, Ŵv

(

C̄êy

)

, Ŵf

(

C̄êx

)

e Ŵf

(

C̄êy

)

. (3.67)

Em que os operadores comutam entre si se forem de mesma natureza (c, v, f) em strings

de diferentes eixos (êx, êy) ou se forem de diferentes natureza com strings no mesmo eixo,

ou seja,

[

Ŵv

(

C̄êx

)

, Ŵv

(

C̄êy

)]

=
[

Ŵv

(

C̄êy

)

, Ŵf

(

C̄êy

)]

= 0 (3.68)
[

Ŵf

(

C̄êx

)

, Ŵv

(

C̄êx

)]

=
[

Ŵf

(

C̄êy

)

, Ŵf

(

C̄êy

)]

= 0. (3.69)

Enquanto os operadores anti-comutam se forem de diferentes naturezas em com strings

em diferentes eixos, expressos como

{

Ŵv

(

C̄êx

)

, Ŵf

(

C̄êy

)}

= 0 e
{

Ŵv

(

C̄êy

)

, Ŵf

(

C̄êx

)}

= 0. (3.70)

Diferente da forma como os operadores de linha foram definidos em (3.63), como

produtos de matrizes de Pauli atuando sobre spins físicos, os operadores apresentados

em (3.67), agora, são definidos considerando o caráter efetivo das curvas, ou seja, pela

propriedades topológicas induzindo uma representação por pseudo-spins (τx, τ y, τ z). Essa

mudança preserva a física do sistema, porém garante descrições menos desgastantes e,

consequentemente, mais prática.

Assim os operadores de linha efetivos em uma rede p · p são redefinidos como

Ŵv

(

C̄x

)

→ τx
1 ⊗ I, Ŵv

(

C̄y

)

→ I ⊗ τx
2 (3.71)

Ŵf

(

C̄x

)

→ I ⊗ τ z
2 , Ŵf

(

C̄y

)

→ τ z
1 ⊗ I. (3.72)

Sabendo que

Ŵc

(

C̄αβ

)

= Ŵv

(

C̄α

)

Ŵf

(

C̄β

)

, Ŵv

(

C̄αβ

)

= Ŵv

(

C̄α

)

Ŵv

(

C̄β

)

(3.73)

Ŵf

(

C̄αβ

)

= Ŵf

(

C̄α

)

Ŵf

(

C̄β

)

, (3.74)

em que α, β = x, y, através do produtos entre os quatro operadores definidos nas Eqs.

(3.71) e (3.72) é possível obter qualquer outro operador de linha com curvas não contráteis,

inclusive curvas que cruzam a diagonal da rede (xy).

Assim, o estado fundamental da rede são autoestados dos operadores Ŵv

(

C̄α

)

e Ŵf

(

C̄β

)

, novamente como α, β = x, y. No entanto, não são autoestados simultâneos,

pois respeitam uma regra de anticomutação. Desse modo, pode-se escrever um estado do

modelo como o produto de dois subespaços vetoriais da forma

|m1⟩ ⊗ |m2⟩ = |m1m2⟩ , (3.75)
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o qual sobre atuação de τ z
l , sendo l = 1, 2, os estados |m2⟩ = |m1m2⟩ devolvem autovalor

1 se ml = 0 e −1 se ml = 1.

Relembrando a definição dos operadores Ŵf

(

C̄x

)

e Ŵf

(

C̄y

)

em (3.72) observa-se

que eles são escritos em termos de τ z
l e, portanto, medindo o fluxo fermiônicos na rede.

Consequentemente, a interpretação física quando o estado ml = 0 é a ausência de fluxo

fermiônico enquanto para ml = 1 é a presença.

A combinação de estados possíveis para os valores ml compõe um total de quatro

estado linearmente independentes. Os quais podem ser escritos, de forma genérica, como

|ψ⟩ = A00 |0, 0⟩ + A01 |0, 1⟩ + A10 |1, 0⟩ + A11 |11⟩

=
∑

m1=0,1

∑

m2=0,1

Am1,m2
|m1,m2⟩ , (3.76)

um estado fundamental com quadrupla degenerescência.

Em uma rede ímpar × par (í · p) é possível definir apenas um operador para cada

eixo. Os quais correspondem a

Ŵ
(

C̄x

)

= Ŵc

(

C̄x

)

= Ŵv

(

C̄x

)

e Ŵf

(

C̄y

)

, (3.77)

sendo definidos, mantendo o padrão apresentado para os operadores em uma rede (p · p),

como

Ŵ
(

C̄x

)

=
∏

i∈C̄

τx
i e Ŵf

(

C̄y

)

=
∏

i∈C̄

τ z
i (3.78)

e apresentam regra de anticomutação
{

Ŵ
(

C̄x

)

, Ŵf

(

C̄y

)}

= 0. (3.79)

Esses são os elementos essenciais para construção do estado fundamental, o qual a partir

do número de operadores τ z e seus respectivos autovalores é possível inferir dois estados

topologicamente distintos |ml⟩, quando ml = 0 e ml = 1, os quais agrupados em uma

combinação linear compõem um estado genérico

|ψ⟩ip = A0 |0⟩ + A1 |1⟩

=
∑

l=0,1

Al |ml⟩ , (3.80)

levando a conclusão de um estado fundamental duplamente degenerado.

De forma semelhante, para uma rede par × ímpar (p · í) há dois operadores, um

para cada eixo, da forma

Ŵ
(

C̄y

)

= Ŵc

(

C̄y

)

= Ŵv

(

C̄y

)

e Ŵf

(

C̄x

)

. (3.81)

Observa-se que apenas a natureza dos operadores se mantém, comparado com a rede (í ·

p) trocando-se apenas os eixos, o mesmo, consequentemente, ocorre com a definição em
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termos de pseudo-spins

Ŵ
(

C̄y

)

=
∏

i∈C̄

τx
i e Ŵf

(

C̄x

)

=
∏

i∈C̄

τ z
i , (3.82)

que anticomutam entre si
{

Ŵ
(

C̄y

)

, Ŵf

(

C̄x

)}

= 0, (3.83)

indicando a dupla degenerescência do estado fundamental.

Um caso especial ocorre em uma rede ímpar × ímpar (í · í), pois não é possível

definir operadores de carga ou vórtice Z2 com curvas não contráteis estritamente sobre os

eixos êx e êy. Contundo, é possível definir um operador atuando sobre a diagonal da rede

Ŵ
(

C̄xy

)

=
∏

i∈C̄

σx
i . (3.84)

Nos casos (p · p), (í· p) e (p· í) também existem operadores que atuam na diagonal,

resultado da mistura de operadores com loops não contráteis em ambos os eixos, porém

eles não contribuem para a degenerescência do estado fundamental. A Tabela 3 sintetiza

os principais tópicos dessa seção.

Rede Degenerescência Operadores

par × par Quádrupla Ŵv(CX), Ŵv(CY ), Ŵf (CX), Ŵf (CY )

par × ímpar Dupla
Ŵf (CY ), Ŵ (CX) = Ŵv(CX) =

Ŵc(CX)

ímpar × par Dupla
Ŵf (CX), Ŵ (CY ) = Ŵv(CY ) =

Ŵc(CY )

ímpar × ímpar Dupla Ŵ (CXY ), Ŵf (CX) = Ŵf (CY )

Tabela 3 – Relação entre a paridade da rede, o tipo de degenerescência e os operadores
correspondentes para o Wen Plaquette Model.

3.3.2 Excitações

As excitações do modelo emergem quando Fi = −1. Se i ∈ Λpar observa-se excita-

ções de carga Z2, as quais podem-se interpretadas como partículas elétricas (e-partículas),

se i ∈ Λímpar observa-se excitações de vórtice Z2, as quais podem ser interpretadas como

partículas magnéticas (m-partículas). Além disso, os estados ligados entre as excitações

de carga e vórtice sobre plaquetes vizinhos resultam em férmions [19].

Para criar uma excitação de carga Z2, partindo do estado fundamental, é preciso

aplicar operadores que anticomutam com os sítios dos plaquetes pares Fi. Assim, considere

a atuação do operador σy no sítio i. Com efeito, os autovalores dos plaquetes pares que
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compartilham o sítio i são invertidos de +1 para −1 e observa-se a criação de um e-

partícula em cada plaquete.

Para determinar o custo energético da excitação de carga basta calcular o autovalor

da operador hamiltoniano aplicado no primeiro estado excitado,

ĤW en (σy
i |ψ⟩) = −g

⎡

⎣

∑

i∈Λpar

Fi +
∑

i∈Λı́mpar

Fi

⎤

⎦σy
i |ψ⟩

= −g

⎡

⎣−σy
i Fi − σy

i Fi′ +
∑

jpar ̸=i

Fj + σy
i

∑

iı́mpar

Fj

⎤

⎦ |ψ⟩

= −g
[

(−1 − 1) +
(

k2 − 2
)

+ k2
]

σy
i |ψ⟩

= −g(2k2 − 4)σy
i |ψ⟩ . (3.85)

Assim, o gap de energia entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado vale

ΔE = 4g, com 2g para cada plaquete excitado e, portanto, para a criação de cada e-

partícula.

Pode-se mover as excitações de carga Z2 de três formas: horizontal, vertical e

diagonal. A Figura 12 permite acompanhar melhor a mobilidade das cargas juntamente

com a explicação. Analisando o primeiro caso para o deslocamento horizontal, pode-se

aplicar o operador σx nos sítios i+ x̂ ou i− x̂ aniquilando a excitação inicial do plaquete

que o contém criando outra excitação no plaquete que o compartilha o mesmo vértice. De

forma semelhante é possível mover verticalmente uma excitação aplicando o operador σx

nos sítios i + ŷ ou i − ŷ. Sobre o mesmo principio de aniquilação e criação da excitação

em plaquetes adjacentes é possível mover a carga Z2 pela diagonal da rede atuando-se o

operador σy em um dos sítios i+ x̂+ ŷ, i+ x̂− ŷ, i− x̂+ ŷ ou i− x̂− ŷ.

Identifica-se, com isso, um padrão. Após uma excitação ser criada é necessário

aplicar operadores σx em sítios vizinhos impares ou σy em sítios vizinhos pares para movê-

la através de um curva. Agrupando o conjunto de operadores pelo caminho descrito pela

curva identifica-se o operador de string Ŵc (γ) em que γ descreve um caminho aberto entre

os plaquetes pares. Aplicando o mesmo desenvolvimento para a sub-rede ímpar obtêm-se

que as excitações de vórtice Z2 são criados e propagados pelo operador de string aberto

Ŵv (γ*) com γ* percorrendo um caminho sobre os plaquetes ímpares.

Considere agora a atuação de σz em um sítio i. A ação desse operador é sentida

através da inversão do autovalor de Fj = 1 → Fj = −1 pelos quatro plaquetes que

compartilham o mesmo vértice criando dois estado ligado entre excitações de carga Z2 e

vórtice Z2. Isso só é possível devido a atuação simultânea da matriz de Pauli z nas duas

sub-redes.

Apesar dos estados ligados possuírem liberdade de mobilidade em ambos os eixos

e pela diagonal da rede, é impossível mover as excitações de plaquete individualmente



45

Figura 12 – Esquematização da mobilidade (a) horizontal e (b) diagonal das excitações
de carga Z2.

sem custo energético adicional e a criação de outros estados ligados.

A Figura 13 ilustra a movimentação de estados ligados pela rede. Percebe-se que

a movimentação horizontal e vertical dos estados segue a fenomenologia das excitações de

carga e vórtice, ou seja, pela aniquilação e criação das excitações em plaquetes vizinhos,

porém, neste caso, mediados pelo operador σz. Atuando apenas em sítio ímpares o ope-

rador σx desloca diagonalmente uma excitação de carga enquanto σy atuando apenas em

sítios desloca diagonalmente a excitação de vórtice.

Figura 13 – Mobilidade dos estados ligados no Wen Plaquette Model.
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3.3.3 Equivalência entre o Wen Plaquette Model e o Toric Code

Comparando o comportamento da física emergente do modelo de plaquetes Wen

em uma rede par×par com o Toric Code, tais como a natureza e estatística das excitações

de carga, vórtice e o estado ligado, a degenerescência do estado fundamental e o gap de

energia para o primeiro estado excitado, nota-se semelhanças muito destacadas para serem

ignoradas.

Em [34], apesar do autor desenvolver seu estudo baseado em ordens topológicas

com simetria discreta ZN , é possível particularizar seus resultados quando N = 2 consi-

derando os mapas

σx
i → σx

i e σy
i → σx

i (3.86)

para plaquetes pares enquanto para os plaquetes impares considera-se

σx
i → σz

i e σy
i → σz

i . (3.87)

Isso permite identificar Fi em que i pertence a sub-rede par como o operador estrela do

Toric Code e Fi com i pertence a sub-rede ímpar como o operador de plaquete. Porém,

apenas essas redefinições dos operadores não é o suficiente, pois os operadores do modelo

de Wen atuam nos sítios em contraste com o Toric Code cujos graus de liberdade estão

nos links. Assim, o segundo passo é considerar que os modelos apresentam uma fase de

45∘ de rotação, como pode ser observado na Figura 14.

Figura 14 – Representação visual do mapa entre o modelo de plaquetes Wen e o Toric
Code. Fonte: [15].

Redefinindo os operadores de string através dos mapas apresentados em (3.86) e

(3.87), relembrando que γ é um caminho sobre plaquetes pares e γ* o caminho sobre

plaquetes ímpares os operadores tem a forma

Ŵc (γ) → Ŝz
γ =

∏

i∈γ

σz
i e Ŵv (γ*) → Ŝx

γ =
∏

i∈γ

σx
i . (3.88)

Além disso, devido a rotação por um fator de fase 45∘, as excitações diagonais no modelo

de plaquete Wen ocorrem sobre os eixos x̂ e ŷ do Toric Code.
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4 MODELOS FRACTÔNICOS EXATAMENTE SOLÚVEIS

EM 3+1D

Líquidos de spin quânticos cujas excitações são fráctons manifestam as chamadas

fases fractônicas. Esses estados da matéria apresentam degenerescência do estado funda-

mental fortemente dependente do tamanha da rede e cujo os espectros de energia são

gapped. Neste capítulo serão desenvolvidas a generalização do Toric Code e do modelo de

plaquetes Wen para uma rede tridimensional sendo, respectivamente. o X-Cube Model e

o Chamon Code.

4.1 Modelo X-Cube

Inicialmente proposto em [8], o X-Cube Model é construído em uma rede cúbica

Λ com kx × ky × kz sítios e condições periódicas de contorno nos três eixos. Os graus de

liberdade são autovalores dos qubits localizados nos links.

A hamiltoniana do modelo é

HXC = −
∑

s∈Pµ

(

APx

s + APy

s + APz

s

)

−
∑

C

BC

= −
∑

s∈Pµ

∑

µ=x,y,z

APµ

s −
∑

C

BC (4.1)

onde

APµ

s =
∏

l⋉sµ

σz
l e BC =

∏

l∈∂C

σx
l . (4.2)

A Figura 15 auxilia a compreensão da estrutura dos operadores definidos em (4.2). Os

operadores de plaquete BC são o produto de operadores σx sobre as borda de uma unidade

cúbica da rede e o operador estrela APµ
s são o produto de σz nos links que compartilham

o sítios s pertencentes aos três planos ortogonais a direção de µ = (x, y, z) [6]. O nome

do modelo foi escolhido justamente pelo formato de desses operadores.

Os termos estrela e cúbicos apresentam regra de comutação trivial, ou seja,
[

APµ

s , APν

s′

]

= [BC, BC′ ] =
[

APµ

ν , BC

]

= 0 (4.3)

e, portanto, atuam sobre base de autoestados simultâneos respeitando a relação

APµ

s |ψ⟩xc = |ψ⟩xc e BC |ψ⟩xc = |ψ⟩xc , ∀ C e s ∈ Λ. (4.4)

Como (APµ
s )2 = 1 e (BC)2 = 1, os autovalores dos operadores são ±1.

Sobre o modelo é possível construir um conjunto de nove operadores não locais

que comutam com hamiltoniana [32]. Três operadores de linha

Wx [Cα] =
∏

i∈Cα

σx
i (4.5)
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Figura 15 – Representação diagramática dos operadores de estrela (a), (b),(c) e do ope-
rador de plaquete (d). Adaptado de [32].

onde C é um loop topológico na rede ordinária sobre eixo indicado pelo subíndice α =

{x, y, z} e seis operadores

Wz

[

C̃α,β

]

=
∏

i∈C̄α

σz
i com α ̸= β, (4.6)

em que C̃ indica curvas na rede dual em que a primeira entrada α do subíndice índica a

direção do loop e a segunda entrada β = {x, y, z} a direção de atuação dos operadores

σz. A Figura 16 ilustra os loops de todos os operadores de linha fechados.

Os operadores definidos em (4.5) e (4.6) respeitam a regra de anticomutação
{

Ŵx [Cα] , Ŵz

[

C̃γ,α

]}

= 0, se γ ̸= α. (4.7)

Cada operador Ŵx anticomuta com dois operadores Ŵz. As demais combinações de ope-

radores comutam trivialmente, pois não apresentam sobreposição de spins. Isso implica

em um vinculo para cada plano do número de estados independentes da ordem

xy : 2Lx+Ly−1, xz : 2Lx+Lz−1 e yz : 2Ly+Lz−1. (4.8)

O produto dos estados em (4.8) reflete o número de degenerescências do modelo, assim:

log2 (GSD) = 2Lx + 2Ly + 2Lz − 3 (4.9)

4.1.1 Excitações

Diferente do que foi apresentado na Seção 3.2.1, as excitações do X-Cube possuem

restrições de mobilidade. Para verificar essa afirmação, considere inicialmente o sistema

no estado fundamental. A atuação de um operador σz sobre um link l, devido a relação

de anticomutação das matrizes de Pauli, inverte o autovalor de quatro termos cúbicos da

hamiltoniana que compartilham o mesmo link, conforme ilustrado na Figura 17, levando o

sistema para o primeiro estado excitado. Não é possível, sobre a atuação de outro operador
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Figura 16 – Representação de todos os operadores de linha com curvas não contráteis
definidos no modelo X-Cube. Adaptado de [32].

σz em um link adjacente (nem sobre qualquer link), mover uma excitação individualmente

sem gasto energético e a criação de outras excitações. Essas excitações, no estudo de

matéria condensada, recebem o nome de fráctons.

Contudo, conforme ilustrado na Figura 17, a atuação simultânea de um conjunto

de operadores que anticomutam com os termos cúbicos BC, organizados segundo a geo-

metria da rede, conhecida como operadores de membrana, movem as excitações através

da extremidades de um quadrado formado pelo operadores σz. Isso permite criar e mover

excitações sobre um plano, de modo que, sobre a superfície da membrana são considera-

das excitações desconfinadas. Os operadores de membrana podem ser interpretados como

operadores de linha “espessos” [10].

Figura 17 – Diagramação das excitações no X-Cube Modelo. Fonte: [10].

Além disso, também é possível mover estados ligados de fráctons ao longo de su-
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bespaços unidimensionais. Isso é facilmente verificado, pois uma vez que quatro excitações

são criadas pela atuação de um operador σz em sítio l, a atuação de outro operador σz

em um sítio l′, que obrigatoriamente seja compartilhado por duas excitações, permite a

aniquilação das duas excitações iniciais e a criação de duas excitações nos termos cúbi-

cos que compartilham l′ e inicialmente apresentam autovalor BC = 1. As excitações que

violam a paridade dos termos cúbicos são chamadas excitações cúbicas.

A descrição das excitações associadas a mudança de autovalor dos operadores de

cruz apresenta maior sutileza. Por exemplo, tomando o estado fundamental, considere a

atuação de um operador σx em um link l, cujas extremidades localizam os vértices s e s′,

orientado sobre o eixo x̂. A ação sobre a rede resulta na inversão do autovalor de quatro

operadores de cruz. Um par associado ao sítio s, em que um operador de cruz pertence

ao plano xy e outro no plano xz, e o segundo par associado ao sítio s′, também com um

operador de cruz referente para o plano xy e outro para o plano xz.

A única forma de mover as excitações, sem gasto energético, é através da atuação

de operadores σx em links vizinhos a l sobre o eixo x̂ que estejam sobre o mesmo plano que

σx
l . Com efeito, isso move um par de excitações associados a sítios adjacentes. Portanto,

como essas excitações apresentam restrição de mobilidade são identificadas como fráctons

e por se limitarem a movimentação em um subdimensão unidimensional são chamados de

lineons. Essa descrição se aplica sobre qualquer eixo da rede, de forma que as excitações

de cruz são identificadas nas extremidades dos operadores de cruz definidos em (4.5).

Um par de lineons, que apresenta estrutura semelhante a um dipolo, entretanto,

pode ser promovido para um planon, ou seja, são fráctons que tem mobilidade restrita a

um plano, por meio de um composição entre dois operadores de linha Ŵx [15].

4.2 Construção via camadas acopladas do Modelo X-Cube

Apesar das semelhanças com o Toric Code em uma rede 2D, estudado na Seção 3.2,

o X-Cube Model não configura o mesmo modelo que o Toric Code em uma rede 3D.

Enquanto o X-Cube Model manifesta uma fase fractônica, definida pelas emergência de

fráctons, e, em geral, com estado fundamental altamente degenerado que depende do

tamanho da rede, O Toric Code em 3D é uma fase topológica, com excitações sem restrição

de mobilidade.

Conforme apresentado em [6,10], pode-se obter o X-Cube a partir do acoplamento

forte de Toric Codes em redes 2D sobrepondo os sítios de todos os modelos pertencentes

aos planos ortogonais xy para diferentes valores de z = {1, 2, 3, , · · · , kz}, xz para diferen-

tes valores de y = {1, 2, 3, · · · , ky} e yz para diferentes valores de x = {1, 2, 3, , · · · , kx} e

impondo-se o termo de acoplamento do tipo σzσz enquanto o Toric Code em d = 3, sobre

o mesmo conjunto de camadas acopladas, porém, impondo-se termos de acoplamento do
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tipo σxσx. Este trabalho aborda apenas a construção do modelo X-Cube.

Um link na rede tridimensional é a região de interseção entre os links pertencentes

a duas camadas ortogonais de Toric Codes, conforme ilustra a Figura 18. Note-se que

são necessários identificar o vértice j e o plano x̂i que link pertence para localizá-lo,

l = (j, x̂i). A partir disso, observa-se que os graus de liberdade associados os links, agora,

são o produto de dois qubits.

Figura 18 – Graus de liberdade de um link compartilhado por dois planos Pn e Pm. Adap-
tado de [15].

Com base nessa estrutura da rede, pode-se escrever a hamiltoniana sobre a soma

de todos os planos P das camadas de Toric Codes na forma

HP
T C = −

∑

P

⎛

⎝

∑

i∈P

A
o(P )
i +

∑

p∈P

Bo(P )
p

⎞

⎠ (4.10)

onde, substituindo a notação σz para Z, a fim de evitar poluição visual nas equações,

A
o(P )
i =

∏

i⊥o(P )

Z
o(P )
l e B

o(P )
i =

∏

i∈∂p

X
o(P )
l (4.11)

com o superíndice o(P ) indicando o plano ortogonal a P . A hamiltoniana da Equação

(4.10) é chamada livre, pois as camadas de Toric Code são independentes, ou seja, não

apresentam vínculos, sem a inserção de termos adicionais, que entrelace a física de cada

sistema.

Assim, faz-se necessário incluir um termo de interação cuja a intensidade é quan-

tificada por uma constante de acoplamento e relacione os qubits de planos distintos.

Considere, portanto, a hamiltoniana

H =
∑

P

HP
T C − Jz

∑

l

Z
o(P1)
l Z

o(P2)
l (4.12)

em que a constante Jz > 0 e os superíndices o(P1) e o(P2) são ortogonais entre si e

ortogonais a orientação do link l.

No limite de acoplamento forte, ou seja, para Jz → ∞, e considerando a hamilto-

niana livre como um termo uma perturbação inicialmente desprezível, o estado de menor
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energia é obtido minimizando Zo(P1)
l Z

o(P2)
l . De modo que a configuração de spins na rede

que permite obter tal estado obedece, para todos os links, que

Z
o(P1)
l = Z

o(P2)
l , (4.13)

considerando a base de autoestados do operador σz.

Isso permite definir os operadores

Zl ≡ Z
o(P1)
l = Z

o(P2)
l e Xl = X

o(P1)
l X

o(P2)
l , (4.14)

os quais comutam com o termo de acoplamento que acompanha Jz e permite construir

qualquer outro operador atuando sobre o estado fundamental como uma combinação deles.

Logo, os dois operadores constituem um conjunto gerador do espaço de operadores.

Para obter a hamiltoniana efetiva do modelo de camada acopladas, escrita em

termos dos geradores definidos em (4.14), pode-se aplicar a teoria de perturbação degene-

rada de Brillouin-Wigner, conforme detalhado no apêndice de [9, 10]. O desenvolvimento

consiste em analisar o efeito das perturbações no estado fundamental.

Inicialmente a hamiltoniana sobre a soma de todos os planos do Toric Code, Equa-

ção (4.10), é chamada de livre, porém quando compõem uma parte da hamiltoniana do

modelo acoplado, Equação (4.12), atua como um termo de perturbação. A ação dos ope-

radores de plaquete e dos operadores estrela, contudo, age apenas nos qubits ortogonais

ao plano de cada camada, isto é, em apenas um de dois qubits pertencentes a um link l.

A atuação dos operadores estrela pertencentes ao plano P ′ sobre o estado funda-

mental retorna o autovalor dos qubits ortogonais a P ′ sem alterar a configuração de spin da

rede, mantendo o sistema no mesmo estado físico, preservando a condição Zo(P1)
l = Z

o(P2)
l .

Por outro lado, os operadores de plaquete alteram os estados lógicos da rede e violam a

condição de minimização da hamiltoniana ao inverter um dos qubits associados a um link

l. Portanto, há algumas configurações de spins que são favorecidas e estão diretamente

relacionadas com o alto emaranhamento da rede.

Outra consequência da restrição (4.13) é restringir o conjunto de estados line-

armente independentes dos autoestados do modelo acoplado. Um estado de dois qubits

genérico tem a forma

|ψ⟩ = a↑↑ |↑↑⟩ + a↑↓ |↑↓⟩ + a↓↑ |↓↑⟩ + a↓↓ |↓↓⟩ , (4.15)

porém os qubits associados a cada link da rede em 3d devem estar alinhados para perten-

cerem ao estado fundamental. Logo, o único conjunto de estados superpostos que formam

a base da hamiltoniana (4.12) é

|ψ⟩l = al↑ |↑↑⟩ + al↓ |↓↓⟩ (4.16)
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e o produto de todos os auto estado forma o espaço de Hilbert total do modelo.

Para aplicar a teoria de perturbação, o estado total é decomposto em dois subes-

paços:

|ψ⟩ = |ψ0⟩ + |ψ1⟩ . (4.17)

O primeiro vetor é o subespaço pertencente ao estado fundamental enquanto o segundo é

seu complemento ortogonal. Na ausência de perturbação, os autovalores de |ψ1⟩ são nulos

e o estado é simplesmente |ψ⟩ = |ψ0⟩.

Diante disso, constrói-se o projetor

P =
∏

l

(I + Z
o(P1)
l Z

o(P2)
l )

2
(4.18)

que, atuando sobre |ψ⟩, seleciona apenas os vetores |ψ⟩0. Naturalmente, o operador (I − P)

projeta apenas o complemento ortogonal |ψ1⟩.

A hamiltoniana do modelo acoplado, Equação (4.12), é reescrita como H = H0 +

H1, em que H0, termo dominante, é o termo de acoplamento e H1, termo de perturbação,

é a soma dos Toric Codes acoplados, que, por sua vez, é subdivido em H1v - referente aos

operadores estrela - e H1p - referente aos operadores de plaquete.

Com base nesse arcabouço, a teoria de perturbação aplicada ao modelo fornece

duas contribuições não triviais ao se expandir os autovalores até sexta ordem considerando

a restrição (4.13) para o estado fundamental. As quais podem ser identificadas como

termos efetivos e a hamiltoniana pode ser reescrita como

HXC
efetiva = −

∑

i

∑

µ=x,y,z

Aµ
i −K

∑

c

Bc

= −
∑

i

∑

µ=x,y,z

∏

ij⊥µ

Zij −K
∑

c

∏

l∈c

Xl. (4.19)

Sendo Aµ
i o termo de primeira ordem e correspondendo ao termo de vértice e Bc o termo

de sexta ordem da expansão. Os termos de ordem 2 à 5 contribuem trivialmente.

4.3 Chamon Code

O Chamon Code, proposto por Cláudio Chamon [22], é um modelo exatamente

solúvel em uma rede 3D de dimensão Lx ×Ly ×Lz com condições periódicas de contorno

nos três eixos. Ele pode ser interpretado como uma generalização do modelo de plaquetes

de Wen em duas dimensões para uma rede tridimensional [15], porém com excitações

fractônicas e estado fundamental altamente degenerado.

O modelo é descrito como uma rede cúbica de face centrada, onde os sítios são

localizado por vetores na base canônicos e distinguem a rede conforme a paridade. Se a
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soma dos coeficientes de vértice que localiza um sítio é par, logo pertence a sub-rede par.

O mesmo se aplica a sítios ímpares pertencerem a sub-rede ímpar.

Por isso, para que o sistema preserve a paridade da rede, todos os eixos devem

apresentar dimensão par, uma vez que um loop em torno de qualquer direção deve retornar

a mesma sub-redes [23]. Por isso, é conveniente reescrever as dimensões como Lx = 2px,

Ly = 2py e Lz = 2pz

Os graus de liberdade do modelo estão na face dos cubos unitários.

Figura 19 – (a) Representação de uma rede cúbica, onde os sítios branco são pares e os
sítios pretos são ímpar. (b) Representação do operador octaédrico. Fonte:
[23].

Considere que sobre sítio i ∈ Λímpar se atue um operador de Pauli σα nos primeiros

sítios vizinhos que pertencem ao eixo α = {x, y, z}. O produto das matrizes de Pauli sobre

os seis primeiros vizinhos define o operador octaédrico

Si = σx
i+x̂σ

x
i−x̂σ

y
i+ŷσ

y
i−ŷσ

z
i+ẑσ

z
i−ẑ (4.20)

que apresenta regra de comutação

[Si, Sj] = 0 ∀i,j.

Evidentemente, se não forem primeiros (sobre o mesmo eixo) ou segundos (diagonais)

vizinhos não há sobreposição de operadores e, assim, comutam trivialmente. Se forem

vizinhos sobre o mesmo eixo há sobreposição do mesmo operador de Pauli e, novamente,

comutam trivialmente. O caso mais interessante ocorre quando são vizinhos diagonais e

anticomutam duas vezes nos sítios compartilhados, que por sua vez, comutam como um

todo. Conforme ilustrado na Figura 20.

A soma de todos os operadores Si ∈ Λímpar define a hamiltoniana

H = −
∑

i∈Λı́mpar

Si (4.21)
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Figura 20 – Comutação dos operadores octaédricos como (a) primeiros vizinhos e como
(direita) vizinhos diagonais. Fonte: [24].

que atua no subespaço protegido

L = {|ψ⟩ : Si |ψ⟩ = |ψ⟩ para todo i ∈ Λı́mpar} , (4.22)

em que |ψ⟩, na linguagem de stabilizer code (código estabilizador), é chamado de estado

lógico. A energia do estado fundamental ocorre quando Si = 1 para todos os sítios, o que

implica que E = −N , sendo N o número de sítios calculado por

N =
LxLyLz

2
.

A degenerescência do estado fundamental depende do tamanho da rede e é determi-

nado pelo número de operadores de linha independentes que mapeiam estados equivalente.

De forma prática, sabendo que g é o máximo divisor comum (mdc) entre o tamanho das

rede nos três eixos px, py e pz o número de estados degenerados é calculado pela expressão

24g = 24·mdc(px,py ,pz). (4.23)

4.3.1 Operadores de linha do Chamon Code

Sobre o Chamon Code são definidos dois operadores de linha que realizam loops

não contráteis: operadores de linha rígidos e operadores de linha flexíveis. Nas extre-

midades dos operadores de linha abertos há violam a paridade de operadores octaédri-

cos levando o sistema para um estado excitado com a criação de partículas fractôni-

cas. As excitações ocorrem devido a mudança de autovalor dos operadores octaédricos

Si = 1 → Si = −1. Em [24], o qual é a referência primária para esta seção, há um

discussão detalhada sobre as excitações e a diagramação na rede da sua mobilidade.

Considere o plano xy em z = 0, conforme ilustrado na Figura 21. A atuação de

um operador σz sobre um operador octaedro em um sítio i ∈ Λímpar anticomutam com os

operadores nos quatro primeiros vizinhos com sítios na sub-rede par sobre o mesmo plano

gerando quatro excitações que individualmente são fixas.

A única forma de mover as excitações, sem custo energético, é através de estados

ligados, interpretados como dipolos de fráctons, sobre a diagonal da rede. Apesar de

estarem limitados a um plano, as excitações se movem sobre um dimensão e, por isso, são

considerados lineons.
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Figura 21 – Atuação do operadores de linha rígidos no Chamon Code. Fonte: [24].

O conjunto dos operadores de Pauli σα atuando em sequência em n + 1 sítios

pertencentes a sub-rede ímpar sobre uma curva diagonal

γx = {(x, iy, iz) , (x, iy + 1, iz + 1) , · · · , (x, iy + n, iz + n)} para x constante,

γy = {(ix, y, iz) , (ix + 1, y, iz + 1) , · · · , (ix + n, y, iz + n)} para y constante e

γz = {(ix, iy, z) , (ix + 1, iy + 1, z) , · · · , (ix + n, iy + 1, z)} para z constante

defini um operador de linha sobre a rede para α perpendicular ao plano. Uma vez sobre

uma diagonal não é possível alterar a orientação da curva. Por isso, o operador de linha

é classificado como rígido.

Não é possível definir uma curva fechada não trivial apenas sobre um plano devido

a rigidez dos operadores e a orientação diagonal de mobilidade. Por se tratar de uma rede

FCC o menor caminho fechado é sobre a diagonal principal de três faces simultaneamente

adjacentes do cubo, porém na extremidade de cada linha sobre um plano há excitações

que não foram aniquiladas. Para que o sistema volte ao estado lógico inicial pode-se

conectar as extremidades das linha, por meio outros operadores de linha, sobre os planos

sem aplicação, formando o desenho de um tetraedro. O operador que contém o conjunto

T de curvas que forma o tetraedro é definido como

W (T ) =
∏

α=x,y,z

∏

j=1,2

∏

i∈γα
i

σα
i (4.24)

A construção dos operadores de linha flexíveis é mais complexa e axiomática

quando comparada a construção dos operadores de linha rígidos. Ela consiste na sobrepo-

sição de camadas definidas sobre a rede tridimensional resultando em uma rede hexagonal

efetiva bidimensional como ilustrado na Figura 22 sobre a qual se defini o operador de
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linha

W (γ) =
m−1
∏

j=0

σ
αj

ij
σ

αj

ij
. (4.25)

Figura 22 – Atuação do operadores de linha flexíveis no Chamon Code. Fonte: [24].
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APÊNDICE A – FENOMENOLOGIA DE LANDAU:

FUNCIONAL DA ENERGIA LIVRE

A fenomenologia de Landau, considerando que o funcional de energia livre do

sistema apresente simetria Z2, descreve as fases do sistema a partir do valor do parâmetro

de ordem. Conforme anunciado no Capítulo 2, o desenvolvimento a seguir considera a

interseção entre o escopo da mecânica estatística e o formalismo da teoria de campos. Por

isso, com base no desenvolvimento apresentado em [3], será detalhado como determinar

o funcional da energia livre a partir da função de partição no ensemble canônico. Em

seguida, seguindo os passos apresentados em [1], será discutido com maior abrangência as

condições impostas pelas teorias e, com isso, interpretar os resultados obtidos.

O modelo ferromagnético de Ising em uma dimensão contempla a condição de

simetria presente na hamiltoniana no qual as variáveis do sistema, autovalores de spins,

são Si = ±1 e formam um grupo de simetria Z2. Desse modo, esse modelo, por mais

que não capture todos os aspectos da fenomenologia de Landau ilustra a construção do

funcional da energia livre e do parâmetro de ordem.

Por se tratar de um sistema de interação entre primeiros vizinhos em uma rede

considera-se que a hamiltoniana livre tem a forma

H0 = −
1

2

∑

⟨i,j⟩

JijSiSj, (A.1)

em que os subíndices i e j localizam sítios da rede e correm sobre primeiros vizinhos dentro

da somatória. Além disso, Jij é a constante de acoplamento e Si os operadores que atuam

sobre os spins. Observa-se que os spins estão atuando localmente na rede e que a média

dos seus valores fornecem a magnetização, ψ, do sistema, que por sua vez, representa o

parâmetro de ordem. Diante disso, uma estratégia perspicaz para extrair física não trivial

de um problema é adicionar uma interação que acople com o sistema. Assim incluindo-se

um campo externo hi que interage com com spins da rede, a hamiltoniana, agora, tem a

forma

H = H0 +Hint = −
1

2

∑

⟨i,j⟩

JijSiSj −
N
∑

i

hiSi. (A.2)

Como o intuito é analisar o sistema pela lente da mecânica estatística o próximo

passo é determinara função de partição. Como o número de partículas é fixo e considera-se

que o sistema está a temperatura fixa, ou seja, em contato com um reservatório térmico,

é possível analisar pequenas flutuações, a partir da função de partição canônica
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Z = Tr exp(−βH). (A.3)

Nesse ponto, o cálculo da função de partição é um exercício desafiador pois a ha-

miltoniana da equação não está diagonalizada devido a interação explicita entre primeiros

vizinhos que misturam estados de bases.

Felizmente, é possível linearizar termos quadráticos do operador hamiltoniano ao se

introduzir um campo auxiliar contínuo usando a transformação de Hubbard-Stratonovich

[3]. Isso representa uma mudança de variável.

A priori, a interação entre os spins determinava a dinâmica do sistema e a média

de seus valores fornecia a magnetização. Agora, impõem-se que os spins interagem com

um campo auxiliar recuperando a mesma dinâmica. Como esse campo auxiliar deve ser

intrínseco à rede, trata-se da própria magnetização ψ e, por sua vez, o parâmetro de

ordem.

Aplicando a transformação de Hubbard-Stratonovich na exponencial da Equa-

ção A.3 pode ser reescrita como

I ≡ exp

⎛

⎝−

⎛

⎝−
∑

⟨i,j⟩

βJij

2
SiSj

⎞

⎠+
∑

i

βhiSi

⎞

⎠ = exp

⎛

⎝

∑

⟨i,j⟩

βJij

2
SiSj

⎞

⎠ exp

(

∑

i

βhiSi

)

=

⎡

⎣A
∏

i

∫

dψi exp

⎛

⎝−
1

2

∑

⟨i,j⟩

ψiKijψj +
∑

⟨i,j⟩

ψiKijSj

⎞

⎠

⎤

⎦ exp

(

∑

i

βhiSi

)

.

(A.4)

em que Kij = βJij e A =
√

(2π)N

det(K)
.

Agora, para determinar a função de partição de forma mais conveniente pode-se

expressar o traço da Equação A.4 como o proditório sobre a soma dos valores de spin

A
∏

i

∫

dψi exp

⎛

⎝−
1

2

∑

⟨i,j⟩

ψiKijψj

⎞

⎠Tr

(

exp

(

∑

i

(

ψiK̄Sj + βhiSi

)

))

A
∏

i

∫

dψi exp

⎛

⎝−
1

2

∑

⟨i,j⟩

ψiKijψj

⎞

⎠

∏

i

∑

Si,j

exp
(

ψiK̄Sj + βhiSi

)

. (A.5)

com
∑

j Kij = K̄. Concentrando a atenção para a somatória dos valores de spin é possível

identificar a soma como o cosseno hiperbólico

exp
(

ψiK̄ + βhi

)

+ exp
(

−ψiK̄ − βhi

)

= 2 cosh
(

ψiK̄ + βhi

)

. (A.6)

Contudo, é mais conveniente manter a notação em termos de exponencias, por isso se

reescreve o produtório como

∏

i

∑

Si,j

exp
[

ψiK̄Sj + βhiSi

]

= exp

[

∑

i

ln
(

2 cosh
(

ψiK̄ + βhi

))

]

. (A.7)
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Expandindo a Equação A.7 e levando a somatória para o limite do contínuo sabendo que

a expansão do ln(cosh(x)) = x2

2
− x4

12
+O(x6)

ln
(

cosh
(

2(K̄ψ + βh)
))

= �
�ln 2 +

(K̄ψ + βh)2

2
−

(K̄ψ + βh)4

12
+O((K̄ψ + βh)6)

≈
(K̄ψ)2

2
+ K̄βhψ +

K̄2ψ2β2h2

2
−

(K̄ψ)4

12

Concentrando a atenção para o campo auxiliar ψi é conveniente aplicar a trans-

formada de Fourier no limite do contínuo. Assim, os campos podem ser reescritos como

ψi =
∫ ddk

(2π)d
ψ(k)eik·Ri e ψj =

∫ ddk
′

(2π)d
ψ(k

′

)eik
′

·Rj . (A.8)

Sabendo, pela invariância translacional, que Rij = Ri −Rj e Ki,j → K0,j−i → K0,l em que

l = j − i a exponencial que depende do campo, usando as Equações A.8, também podem

ser reescritas como

∑

ij

ψiKijψj =
∫ ddk

(2π)d

ddk
′

(2π)d
ψ(k)ψ(k

′

)
∑

⟨i,j⟩

Kije
ik·Rieik

′

·Rj

=
∫ ddk

(2π)d

ddk
′

(2π)d
ψ(k)ψ(k

′

)
∑

i

eik·Ri
∑

j

Kije
ik

′

·Rj

=
∫ ddk

(2π)d

ddk
′

(2π)d
ψ(k)ψ(k

′

)
∑

i

ei(k+k
′

)·Ri
∑

l

Kole
ik

′

·R0l

=
∫ ddk

(2π)d

ddk
′

(2π)d
ψ(k)ψ(k

′

)(2π)dδ(k + k
′

)K(k)

=
∫ ddk

(2π)d
ψ(k)ψ(−k)K(k) =

∫ ddk

(2π)d
|ψ|2K(k). (A.9)

Aplicando a transformada de Fourier de K(k), evidenciando a dependência explicita de

k.

K(k) =
∑

l

K0le
−ik·R0l =

∑

l

K0l

(

1 − i(k ·R0l) −
1

2
(k ·R0l)

2 +O(k3)
)

=
∑

l

K0l

(

1 −
1

2
k2R2

0l cos2(θ)
)

=
∑

l

K0l

(

1 −
1

2d
k2R2

0l

)

=
∑

l

K0l −
1

2d

∑

l

R2
0lk

2 = K̄ − wk2. (A.10)

Substituindo a Equação A.10 na Equação A.9

∫ ddk

(2π)d
|ψ|2K(k) =

∫ ddk

(2π)d
|ψ|2

(

K̄ − wk2
)

=
1

v

∫

ddx
(

K̄ψ2 + wk(∇ψ)2
)

(A.11)
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Com base nas relações obtidas, pode-se reescrever a Equação A.11, desconside-

rando termos constantes

A
∏

i

∫

dψi exp
[

−
1

2v

∫

ddx K̄ψ2 − wk(∇ψ)2 + ln
(

2 cosh
(

ψK̄ + βh
))

]

A
∏

i

∫

dψi exp

[

−
β

βv

∫

ddx
wk(∇ψ)2

2
+
K̄ψ2

2
− ln

(

2 cosh
(

ψK̄ + βh
))

]

(A.12)

Definindo A
∏

i dψi = Dψ, a função de partição em termos das novas varáveis é

Z = A
∏

i

∫

dψi exp

[

−β

(

1

βv

∫

ddx
w(∇ψ)2

2
+
K̄ψ2

2
− ln

(

2 cosh
(

ψK̄ + βh
))

)]

=
∫

Dψ exp [−βF [ψ]] . (A.13)

Comparando com a função de partição do ensemble canônico, no limite do contí-

nuo, o funcional F [ψ] representa a hamiltoniana efetiva para o sistema. Analisando seus

termos, algumas informações da teoria se destacam. Observe que o termo do gradiente ao

quadrado (∇ψ)2 garante que o parâmetro de ordem seja suave sobre todo o espaço, nos

casos essa condição não é respeitada, normalmente em sistemas de baixais dimensão, com

d = 1, 2, a teoria de Landau não pode ignorar flutuações térmicas e de correlação.

Somando os termos quadráticos e a quarta potência obtidos da expansão do ln

calculado em A na Equação A.13 a forma completa do funcional é

F [ψ] =
1

βv

∫

ddx
w(∇ψ)2

2
+
K̄ψ2

2
− ln

(

2 cosh
(

ψK̄ + βh
))

=
∫

ddx
w

βv

(∇ψ)2

2
+
K̄βh

βv
ψ +

(K̄ − K̄2)

βv

ψ2

2
ψ2 −

K̄4

3βv

ψ4

4

=
∫

ddxw
(∇ψ)2

2
− hψ + a

ψ2

2
+ b

ψ4

4

=
∫

ddxw
(∇ψ)2

2
+ fL(ψ) (A.14)

Observa-se também que fL é uma expansão do parâmetro de ordem, sendo, por-

tanto, associado a transições de segunda ordem (transições contínuas). Os mínimos da

função da energia livre na ausência de campo são os pontos críticos do sistema. Assim,

considerando h = 0 e impondo que a derivada primeira seja zero

∂fL

∂ψ
= aψ + bψ3 = ψ(a+ bψ2) = 0 ⇒

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

ψ = 0

ψ = ±
√

−
a

b

(A.15)

a derivada segunda, considerando os valores obtidos em A.15, vale

∂2fL

∂ψ2
= a+ 3bψ2 ⇒

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

a, se ψ = 0

−2a, se ψ = ±
√

−
a

b
.

(A.16)
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A partir disso, pode-se extrair informações sobre o coeficiente a. Para a fase de-

sordenada, ou seja, quando ψ = 0, o coeficiente a deve apresentar valores positivos para a

concavidade seja positiva e, com isso, o funcional apresente um único mínimo. Respaldado

sobre o mesmo argumento, na fase ordenada, quando ψ ̸= 0, o coeficiente a deve apre-

sentar valores negativos. Na fase ordenada se observa a quebra espontânea da simetria

quando o sistema escolhe um dos dois mínimos.
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APÊNDICE B – MOBILIDADE DAS EXCITAÇÕES NO

TORIC CODE

As excitações do Toric Code são quasipartículas emaranhadas que emergem da

violação de estabilidade do subespaço protegido L, definido na Equação 3.39, associados

aos operadores As e Bp. Os chamados operadores de linha abertos criam e movem essas

excitações. A figura 23 traz uma ilustração da mobilidade dessas excitações.

Figura 23 – Mobilidade das excitações elétricas (e) e magnéticas (m) no Toric Code.

Considere o primeiro estado excitado criado pela atuação de um operador σx
j em

um link j que pertence simultaneamente a ∂p1 e ∂p2. Isso implica que o autovalor dos

operadores de plaquete Bp1
e Bp2

são invertidos e, consequentemente, identificados como

excitações, as quais são podem ser interpretadas como quasipartículas localizadas no vér-

tice da rede dual (centralizada no plaquete da rede ordinária). Após isso, considere, tam-

bém, que outro operadores σx é aplicado no link {i | i ̸= j} que pertence a ∂p2 e ∂p3. Essa

operação retorna o autovalor inicial do operador de plaquete Bp2
e inverte o autovalor do

operador Bp3
, aniquilando a quasipartícula associada ao plaquete p2 e criando outra no

plaquete p3.

Para verificar essa mobilidade, assuma que

|ξ⟩ = σx
i |ψ⟩ = σx

i |1,−1⟩ ⊗ |1, 1⟩ ⊗ · · · ⊗ |1, 1⟩ , (B.1)

onde |ψ⟩ é o primeiro estado excitado, resultado da atuação de σx
j em um estado de

referência, e |ξ⟩ o estado após a atuação do operador σx
i .
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Para interpretar a atuação sequencial do operadores σx uma estratégia prática

é determinar o espectro de energia para e o estado correspondente. Assim, aplicando a

hamiltoniana na equação B.1 obtém-se a equação

H |ξ⟩ = −J

(

∑

s

Av −
∑

p

Bp

)

σx
i |1,−1⟩ ⊗ |1, 1⟩ ⊗ · · · ⊗ |1, 1⟩ . (B.2)

Considerando a regra de comutação entre os operadores de Pauli, apenas os termos de

plaquete que contém o link i anticomutam, conforme pode ser observado na equação

H |ξ⟩ = −J

(

N
∑

s

Avσ
x
i +

N
∑

p

Bpσ
x
i

)

|1,−1⟩p2
⊗ |1, 1⟩p3

⊗ · · · ⊗ |1, 1⟩

= −J

(

N
∑

v

Avσ
x
i +Bp2⊂iσ

x
i +Bp3⊂iσ

x
i +

N−1
∑

p

Bpσ
x
i

)

|1,−1⟩p2
⊗ |1, 1⟩p3

⊗ · · · ⊗ |1, 1⟩

= −J

(

σx
i

N
∑

v

Av − σx
i Bp2⊂i − σx

i Bp3⊂i + σx
i

N−1
∑

p

Bpσ
x
i

)

|1,−1⟩p2
⊗ |1, 1⟩p3

⊗ · · · ⊗ |1, 1⟩ .

(B.3)

Atuando os termos da hamiltoniana no estado |ψ⟩, o autovalor, após a hamiltoniana

comutar com σx
i , é

H |ξ⟩ = −J

⎛

⎝1p2
− 1p3

+
∑

v,p ̸=p2,p3

(1v + 1p)

⎞

⎠σx
i |1,−1⟩ ⊗ · · · ⊗ |1, 1⟩ (B.4)

Isso é equivalente medir o autovalor de um estado com excitação emBp3
. A atuação

sequencial de operadores que violam a condição de estabilidade dos termos de plaquete

define um operador de linha aberto de

Sm
γ* =

∏

l∈γ*

σx
l , (B.5)

em que γ* é a curva na rede dual. As excitações que referentes a mudação de autovalor

dos termos de plaquete são chamadas de cargas magnéticas

As excitações associadas a violação de estabilidade dos operadores estrela, chama-

das de cargas elétricas, são criadas e propagadas pelos operadores de linha abertos

Se
γ =

∏

l∈γ

σz
l (B.6)

com γ uma curva na rede ordinária. O desenvolvimento para mostrar a mobilidade das

cargas elétricas é semelhante ao apresentado para as cargas magnéticas.

Entre as semelhanças entre elas destacam-se o custo energético para serem criadas.

Ambas as excitações são gapped, porém podem ser mover pela rede mantendo a energia

do sistema. Quanto as diferenças, tomando como parâmetro apenas a rede ordinária, as

cargas elétricas se movem paralelamente e sobre a mesma orientação dos links enquanto

as cargas magnéticas se movem ortogonalmente. A Figura 23 mostra a mobilidade das

excitações na rede.


