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BOMBARDI, André R. Liquidos nematicos e relatividade geral. 2010. 97f. Dissertagao
(Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina.

RESUMO

Em meados da década de 80, foi apresentada uma proposta onde as propriedades reoldgicas
de um cristal liquido poderiam ser obtidas através de uma transformagdo afim, na qual o
potencial de interagdo de uma molécula esférica ¢ deformado para assumir a forma elipsoidal
do potencial de interagdo das moléculas de um cristal liquido qualquer. Quando este
procedimento ¢ feito ponto a ponto, as derivadas usuais ndo se transformam como um vetor
covariante usual, e como conseqiiéncia, devem ser substituidas por derivadas covariantes.
Matematicamente, a aproximacdo de conexdo afim para um cristal liquido Nematico ¢
semelhante a teoria do campo gravitacional descrita pela teoria da relatividade geral,
semelhanca a qual nos fornece embasamento suficiente para estudar a correspondéncia entre
as duas teorias. O primeiro resultado apresentado ¢ a demonstragdo que a aproximagao de
conexdo afim revela que a descricdo matemadtica das texturas nematicas tem necessariamente
uma superficie com curvatura intrinseca associada. Como conseqiiéncia, algumas texturas de
cristais liquidos nematicos podem ser descritas através de uma equag¢do semelhante a de
Einstein, da Relatividade Geral, com o tensor de stress eldstico tomando o lugar do tensor
energia momento. O limite de curvatura nula desta equagdo ¢ a generalizagao da equagdo de
Poisson que descreve as texturas geradas pelos defeitos dos cristais liquidos, com a vantagem
desta equacdo ser dependente da temperatura.

Palavras-chave: Geometria diferencial. Relatividade geral. Cristais liquidos nematicos.
Hipotese de hess.



BOMBARDI, André R. Nematic liquids and general relativity. 2010. 97f. Dissertagdo
(Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina.

ABSTRACT

In the mean 80’s, it was proposed that the rheologic properties of liquid crystal could be
obtained through affine transformation, in which the interaction potential of a spheric
molecule is deformed to assume the ellipsoidal shape of potential liquid crystal’s molecular
interaction. When this procedure is done point to point, the usuals derivatives do not get
transformed into usual covariant vectors, and consequently, they should be substituted by
covariant derivatives. Mathematically, the connection approach to Nematic liquid crystal
resembles the gravitational field described by Relativity Theory, which provides sufficient
data to study the correspondences between these two theories. The first result presented is the
demonstration that the approach of the affine connection reveals that the mathematical
description of Nematic textures has necessarily an intrinsic curved surface. Consequently,
some textures of Nematic liquid crystals may be described through a similar equation to
Einstein’s General Relativity, with the elastic stress tensor taking place of the energy-
momentum tensor. The null curvature limit of this equation is the generalization of Poisson’s
equation, which describes the generated textures by liquid crystal’s defects, with the
advantage, in this case, of being temperature dependent.

Key-words: Differential geometry. General relativity. Nematic liquid crystals. Hess
hypothesis.
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1 INTRODUGCAO

O estudo da Fisica de altas energias e campos nos leva a crer que o
universo, em seu inicio, passou por uma série de transicdes de fase. Estas transi¢cdes de fase
sdo a causa do surgimento de defeitos topoldgicos, como as cordas cdsmicas, monopolos e
paredes. Qualquer tentativa de comprovar experimentalmente estas idéias esbarra em certas
limitacdes: a escala de energia ¢ extremamente alta para experimentos em aceleradores de
particulas. A tnica situagcdo onde energias desta magnitude poderiam ser encontradas ocorreu
na primeira fragdo de segundo apds o Big Bang, e ndo existe a possibilidade de se ter um
acesso direto a essas informacdes. Uma tentativa de se resolver este problema ¢ a procura de
processos analogos em outros sistemas. Na ultima década, vem se tornando comum o estudo
de amostras de matéria condensada para se verificar experimentalmente estas propriedades
cosmoldgicas inacessiveis a medidas diretas'”’. Os defeitos topologicos do universo sio
semelhantes a defeitos encontrados em sistemas de matéria condensada, como espinhos,
vortices ou tubos de fluxo e sélitons.

Viérios estudos relacionando cosmologia e matéria condensada estdo sendo
feitos, principalmente experimentos envolvendo Hélio Superfluido, Supercondutores e
Cristais Liquidos''?. A grande maioria destes trabalhos é voltada para a relagdo entre os
defeitos topoldgicos das duas teorias.

O objetivo deste trabalho € propor que algumas texturas de Cristais Liquidos
Nematicos com a configuracdo do diretor ndo alinhada, incluindo aquelas que contém
singularidades, disclinacdes e também defeitos topoldgicos, podem ser descritas por uma
equacdo equivalente a parte espacial da equacgao de Einstein da Relatividade Geral.

Formalmente, enquanto na Relatividade Geral a fonte do campo
gravitacional ¢ descrito pelo tensor energia-momento, a fonte da curvatura observada no
campo diretor do Cristal Liquido € o tensor de Stress elastico do meio Nematico.

Como uma aplicagdo desta aproximagdo, serd apresentado um estudo do
limite de pequena curvatura. Exatamente como ocorre na Relatividade Geral, onde a
gravitacdo Newtoniana pode ser obtida como o limite ndo-relativistico da equagdo de
Einstein, a equagdo proposta tem como limite de pequena curvatura a equagao de Poisson, que
descreve a configuragdo do diretor em uma interacao entre os defeitos nematicos. A vantagem
da equacgdo de Poisson obtida através deste método ¢ sua dependéncia da temperatura.

Nos capitulos 2 e 3 serdo apresentados os fundamentos matematicos em que

se baseiam as idé€ias deste trabalho. No capitulo 2 sera apresentada a Geometria Diferencial,
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pois a Relatividade Geral ¢ uma teoria puramente geométrica, na qual a dindmica da matéria ¢
totalmente descrita pela geometria do espago, e pela analogia com esta teoria, seus conceitos
serdo largamente utilizados no estudo da Fisica dos Cristais Liquidos.

No Capitulo 3 serdo apresentados os fundamentos da Relatividade Geral
relevantes ao trabalho, com énfase no tratamento do tensor energia-momento e o tratamento
do caso especial do limite de pequena curvatura.

No Capitulo 4 serdo tratados todos os fundamentos da Fisica de Cristais
Liquidos necessarios, com atengdo especial aos Cristais Liquidos Nematicos e sua
elasticidade.

Com todos os pré-requisitos expostos, o capitulo 5 apresentard a
determinagdo do tensor métrico de um Cristal Liquido Nematico e a correspondente equagao
de Einstein para o estudo de texturas e a aproximagdo de pequena curvatura, que nos leva a
equacdo de Poisson dependente da temperatura.

E Finalmente no capitulo 6 serdo apresentadas as conclusdes do trabalho.
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2 FUNDAMENTOS DA GEOMETRIA DIFERENCIAL'>!

Em meados da década de 80, Hess e seus colaboradores apresentaram uma
proposta onde as propriedades reoldgicas de um cristal liquido poderiam ser obtidas através
uma transformagdo afim, na qual o potencial de interagdo de uma molécula esférica ¢
deformado para assumir a forma elipsoidal do potencial de interacdo das moléculas de um

15-19 .
Recentemente, Simdes e colaboradores, propuseram um modelo

Cristal Liquido qualquer.
geométrico que generaliza a idéia anterior, de maneira que a transformac¢do de conexdo afim
se torne dependente da posicdo e permita a modelagem de configura¢des ndo alinhadas de
Cristais Liquidos Nematicos.”"*!

Uma conseqiiéncia destas idéias ¢ a semelhanga formal da abordagem da
Fisica de Cristais Liquidos pela Geometria Diferencial com a Relatividade Geral, a qual ¢ o
maior exemplo do contato entre Geometria e Fisica e que possui diversos resultados bem
estabelecidos, servindo como guia para nossa proposta de estudos.

A Geometria diferencial nao ¢ um assunto cotidiano em relagdo a Fisica dos
Cristais Liquidos, e por este motivo este capitulo ¢ dedicado a apresentacdo de alguns

conceitos mais importantes deste assunto para o entendimento do trabalho.
2.1 CURVAS PLANAS REGULARES

As curvas planas s3o os objetos mais simples de se lidar na geometria
diferencial e seu estudo apresenta alguns desenvolvimentos que prevalecerao até o estudo das
superficies, onde as circunstancias sdo mais complicadas.

Uma curva regular ¢ definida pela localizagdo de pontos indicados por vetor

posicio X (£) em um plano™t1- *2:

X(t) = (x,(0),x%5(1)), ast=<p e (2.1)

dxi()
dt paraalgum i.

O vetor posi¢ao X {f), que descreve a curva plana, deve ter a segunda
derivada continua no intervalo dado e sua derivada primeira deve ser sempre diferente de

ZCro.
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Figura 2.1 — Curva plana definida por um vetor.

X A

e

I -—--—---—----v-f-r---- t=p

X(t)

A condigdo relacionada a primeira derivada ¢ imposta para garantir que o
mapeamento do intervalo imposto no plano seja localmente topologico. Por mapeamento
topoldgico, entendemos como a correspondéncia de um para um (um unico ponto para cada
valor de t) que € continua nas duas diregdes.

A curva ilustrada na Fig. 2.1 ndo ¢ uma imagem topoldgica no intervalo
adotado, pois tem um ponto duplo, o que descaracteriza a correspondéncia de um para um.
Entretanto, localmente (em uma vizinhanca suficientemente pequena de um ponto) o

mapeamento ¢ de um para um se a curva for regular.

2.1.1 Linhas e Vetores Tangentes a uma Curva Plana

Uma linha tangente em um ponto Py de uma curva regular ¢ definida como

uma linha reta que liga o ponto Po a outro ponto P proximo a ele, de maneira que F tenda a

Py quando ¢ tende a fo. Esta linha reta une os pontos indicados pelos vetores X(to) e

X(t)

No limite £ — fu, 0 quociente [X[ru) —X(0)1/(t - tu), com t+ rﬂ,
é um vetor que passa pela origem, paralelo a reta que une F e Py (Fig. 2.2). Assumimos que
a curva X (t) ¢ regular, entdo sua derivada X'(t) existe e ¢ dada pela relacao
limy e, [X(to) — X ()] /(t — EU), ou seja, a derivada X'(t) ¢ paralela a tangente

definida acima.
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Figura 2.2 — Vetor tangente de uma curva.

%

A linha tangente a um ponto Po agora ¢ definida como a linha reta que

, -
passa por Fo paralela a direcdo da derivada X'(t) de X(t). Como para curvas
regularesX "(t) = 0, temos uma reta unicamente determinada, a qual € a principal razdo da

imposicdo da condi¢do X (t)# 0

A linha tangente ¢ uma curva regular dada pela equacao vetorial:
T(r)=X(t,) +rX'(t,), —wm <y < m (2.2)

Na geometria diferencial, ¢ vantajoso definir vetores tangentes localizados

sobre um ponto na curva. A derivada X '(t) poderia ser definida como o vetor tangente, mas
esta defini¢do leva a desvantagem de todos os vetores tangentes partirem da origem das
coordenadas ao invés de partirem de um ponto sobre a curva. Uma maneira razoavel de se
lidar com este problema ¢ usar uma possibilidade proporcionada pela geometria euclidiana,

que ¢ transportar um vetor paralelo a ele mesmo.
O vetor tangente a um ponto X (o) de uma curva ¢ definido como o vetor
: X'(tg) .. .
obtido pelo transporte paralelo de 07 até este ponto. Este vetor continuard sendo

)
chamado de X (EU). Também ¢ possivel obter este resultado transladando a origem do

r
sistema coordenado a um ponto da curva, e entdo obter a derivada X'(%o). Os dois
procedimentos levam ao mesmo vetor tangente.
O vetor tangente também define a orientagdo da curva. A direcdo do vetor

tangente fixa a dire¢do da curva quando o valor do parametro t aumenta.
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2.1.2 Comprimento de uma Curva Plana

Para definirmos o comprimento de uma curva, necessitamos de uma relacao

mais formal para o vetor tangente:
X(0) = £X(0) = £ (60.150) = (£60.560) = (¥,(0.7,0) @)

Assim, temos que o comprimento de uma curva plana ¢ definido pela

integral:

Li = ff _,,q,-"Xf[:tj . X"(f:}dr = ff "‘u"lmdf (14)

Partindo dessa definicdo, ¢ interessante considerar o comprimento de um

arco qualquer < (t) de um ponto fixo a um ponto variavel:

s =14 = [ /X' (- X(n)drt (2.5)

Essa integral, que define um comprimento de arco, nos leva ao seguinte

ds T -
== [x2(0 2.6)

O comprimento de arco § de uma curva regular pode sempre ser

resultado:

introduzido como um parametro regular, e se § ¢ introduzido como um parametro a seguinte

relacdo ¢ verdadeira:
s = f; JX'(1)3dt (2.7)

Que tem como conseqiiéncia:
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X(s)| =2 =1 (2.8)

Essa equacdo nos mostra um resultado importante: o vetor tangente ¢

unitario quando o comprimento de arco § ¢ escolhido como o pardmetro da curva. Em outras

F o n .
palavras, quando|x (O] = 1, o parametro T descreve o comprimento de arco com uma

constante aditiva, essa afirmacao segue da equagdo (2.5).
2.1.3 Curvatura de Curvas Planas

Na geometria diferencial, a no¢do de curvatura das curvas e superficies ¢

fundamental para o desenvolvimento da teoria. Para comecar a discussdo sobre curvatura

vamos introduzir o conceito de curvatura total T de uma curva plana como a da Fig. 2.3.

Figura 2.3 — Curvatura total de uma curva plana.

L J

A inclinagdo da tangente da curva com o eixo '11, descrita porE (s :], ¢

definida de maneira que a funcdo seja continua. Assim, a curvatura total ¢ definida como a

diferenca entre os valores de & nos extremos da curva.
Ky = 51 — Igg (lgj

Esta quantidade mede de uma maneira razoavel o angulo total percorrido

pela tangente. A defini¢cdo (2.9) requer um pouco mais de atengdo. A direcao da tangente ¢
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dada pelo vetor X (5) em todos os pontos, mas o angulo & em qualquer ponto ¢ determinado
apenas por multiplos inteiros de 2w, o que torna definir a funcao 8(5) como continua um
problema. Podemos considerar a funcao 8(5) como continua, sem dificuldade, considerando
a vizinhanga de qualquer ponto no intervalo S0 =S =51 desde que X(s) seja um vetor
unitario continuo. Assim, g(s) pode ser definidko com o auxilio tanto de
cosB(s) = X, (5:}, quanto de (s) = X2(s)

Existe uma maneira util de interpretar (2.9) que permite a generalizagdo

para curvas no espaco e até mesmo para superficies. Considere que o vetor tangente unitario
X(s)¢ carregado para um ponto fixo, que denominaremos de O, e o ponto final do vetor

X(s) traca um arco de um circulo unitario centrado em O (Fig. 2.4), quando s percorre o

intervalo S0 = 5 = 51 O resultado desse mapeamento da curva no circulo unitario ¢é

chamado de imagem circular da curva.

Figura 2.4 — Imagem Circular.
3

A curvatura total T ¢ definida como comprimento do arco percorrido no

circulo, onde o comprimento de arco da imagem circular deve ser utilizada com sinal

apropriado (definido pelo sinal de 8(5)) ¢ as porcdes do circulo podem ser percorridas mais

de uma vez.
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E natural definir também a curvatura média sobre o arco como sendo

Kr/(S1 = So) e através desta relacdo chegamos a defini¢do de curvatura em um ponto:

B(s+As)—-0(s

K(s) = limy._g . ) — 4(s) (2.10)

Essa equag@o nos mostra que 6(5) ¢ continua se X(5) ¢ continua, o que

pode ser verificado através da derivada de cosf(s) = '][.1{3),

fsend(s) = —i,(s)

que resulta em

8 = 0. B8cosB(s) = i, (s).

, ou no caso de

Com essas informagdes agora podemos calcular a curvatura * de uma

curva dada por um vetor X(s ) Como o vetor tangente X(s) ¢ unitario, podemos escrevé-lo,

com ajuda de um sistema de coordenadas ortogonal ¥1 — M2, na seguinte forma:
X(s) = cos@(s)uy +sené(s) uz (2.11)
Diferenciando (2.11) obtemos

X(s) = (—sen6f(s)uy + cosf(s) uz:}g (2.

b
—_
|
S

ou, com (2.10):
X(s) = (—sen6(s) uy + cos 8(s) uz )x. (2.13)

O vetor do lado direito dessa equacdo deve ser unitario, assim

k| = VXX = |&]. (2.14)

Em outras palavras o valor numérico de <] da curvatura K ¢ o

comprimento do vetor & (S ).
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Para que o conceito de curvatura fique mais claro, ¢ conveniente introduzir a
cada ponto da curva um par de vetores unitarios ortogonais, Vie VY2, 0 vetor V1 ¢ definido

como o vetor tangente da curva, e é o mesmo que X (s), ou seja,
vi(s) = X(s) (2.15)

Neste caso, o vetor Yz (s) ¢ definido como um vetor normal ao vetor
tangente ul{s). Esse sistema coordenado ¢ definido partindo-se do principio que os vetores

7 . N )
Vie V 2, nesta ordem, tenham a mesma orientacdo que os eixos coordenados. Nestas

circunstancias, a equagdo seguinte ¢ verdadeira:
Ky, = X (2.16)

O lado da linha tangente para a qual X aponta ¢ definido como o lado

positivo, o que tem como conseqiiéncia:

=

o set > 0.V2 aponta para o lado positivo;

e se i = 0. Y2 gponta para o lado negativo.

2.1.4 Equagdes de Frenet para Curvas Planas

Com o comprimento de arco s de uma curva regular escolhido como
parametro, os vetores, tangente vy(s) e normal V2(S :], foram definidos na se¢ao anterior.

Conseqlientemente qualquer vetor pode ser descrito como uma combinagdo linear de V1 e

. . j I . .
V2. Em particular, as derivadas V1 e¢ 2 também podem ser expressas dessa maneira.
Entdo, as equagdes a seguir devem ser verdadeiras em termos de funcdes escalares

apropriadas, a; (s) € £;(s):

7y = @71 + @02 (2.17)
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Com as relagdes V1" V1 = V2 V2 =1, V1 V2 = [}, e diferenciando

as relacdes (2.17) e (2.18) em relagdo a variavel & temos:

Py V3 +V V3 =0 (2.19)

vl - iJl = !Ifz : Uz = D (12[])
Ap6s alguma algebra simples encontramos as equacdes

'y = @23 2.21)

UV, = —@,Vy (2.22

E conhecido, de (2.15) e (2.16), que V1 = KV2 entdo
7y = KU5 (2.23)
Uy = —KV4 (2.24)

Essas equacdes diferenciais sdo conhecidas como equagdes de Frenet para o

caso especial de curvas planas e formam um sistema de equagdes diferencias lineares
homogéneas para determinagdo dos vetores v1(s) e Ug[s-). Como V1(8) =X(s) ¢

determinado, podemos encontrar X(s) por integracao.
2.2 CURVAS REGULARES NO ESPACO

Uma curva regular espacial ¢ definida localmente pelo vetor:

X(t) = (x,(0), %2(£), x5(t)), a<t=p e (2.25)
dX;(t) <0
dat para algum i.

Onde as fungdes * (1) possuem segundas e terceiras derivadas continuas e

diferentes de zero.

r
Como nas curvas planas, o vetor X'(t) ¢ por defini¢do o vetor tangente da

curva e encontra-se no ponto de tangéncia. Este vetor tangente ¢ invariante em relagdo a
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transformagdes de coordenadas, mas nao em relacdo a transformacdes de parametro.

Entretanto, a nocdo de linha tangente, a linha que passa pelo ponto X (f,:,], que tem a sua

r
direcao determinada por X'(to) ¢ invariante em relagdo a transformacoes de parametro.
Um caso especial interessante surge quando o vetor tangente ¢ constante, o

que determina que a curva em questdo seja uma linha reta, pois em coordenadas cartesianas

X;(£) ¢ linear em t.
2.2.1 Comprimento de uma Curva Espacial

O comprimento = () de um arco de uma curva de um ponto inicial Lo até

um ponto variavel t é definido por:

s(t) = [, X'(0) - X'(0)do = [, [xXT+xF+x%do (2.26)

Como nas curvas planas o comprimento de arco s sempre pode ser escolhido

ds/fdt + 0:. 4 regularidade exige que X'(t) # 0. No caso do

X(s)| =1

como parametro desde que

comprimento de arco escolhido como parametro, | . A fungdo * (t) ¢ invariante
em relacdo a transformacdes de coordenada e também em relagdo a transformacdes de

parametro.

2.2.2 Curvatura de uma Curva Espacial

A curvatura total *T de uma curva espacial ndo pode ser definida, como foi

feito para as curvas planas, introduzindo o angulo do vetor tangente com uma dire¢do fixa,

pois a curvatura total *T = Kr(C1 + C2) de uma curva £ composta de dois arcos Gy e (2

acoplados geralmente nao ¢ igual a soma Kr(Cy) + K7 (Cy) das curvaturas totais dos dois
arcos separados.

Entretanto, o procedimento de introduzir a imagem circular de uma curva
plana pode ser aplicado de uma forma analoga as curvas espaciais, mas agora a imagem

esférica da curva espacial sera usada. Desta maneira os vetores tangentes da curva serdo
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transportados para o centro de uma esfera unitaria. O comprimento da curva tragada porX (s)

na esfera com a variagao de s sobre um arco de X(s) ¢ definido como a curvatura total do

arco. Esse método também ¢ razoédvel para medir a mudanga total na direcdo da tangente.

Como o comprimento de uma curva qualquer ¢ definido por (2.26) segue

que o comprimento de uma curva dada por X(5) ¢ encontrada através da equagao:

kr = [ VX -Xds (2.27)

4]

E a partir dai definimos a curvatura K (s) emum ponto
[T .e
K(s) =VX X = |X] (2.28)

2.2.3 Triedro Movel de uma Curva

Como foi feito para as curvas planas, ¢ conveniente introduzir um sistema

de coordenadas especial de vetores unitarios ortogonais linearmente independentes em cada

' ? .
ponto da curva, denotados como pl(s-), v, (s) e 1 3(3), com o comprimento de arco s

como parametro. O primeiro desses vetores ¢ identificado como vetor tangente unitéario:

vy(s) = X(s) (2.29)
Na teoria das curvas planas o vetor normal V2 foi definido com a tnica
exigéncia de formar, com o vetor V1, um sistema positivamente orientado. Isso ndo pode ser

feito em trés dimensdes. Assim, um vetor normal especial, chamado principal normal v2(s -},

vy ;=0

¢ definido de maneira que seja ortogonal ao vetor tangente. Como , temos que

. —_ , v —m P
V1 = X ¢ um vetor ortogonal ao vetor tangente. No caso em que X+ [’, 0 vetor unitario

nesta direcio ¢ definido como principal normal e denotado por Vz (s), Entretanto, como se
pode ver na equagdo (2.28) este processo falha se a curvatura K tem o valor zero, por isso,

assumimos que K & maior que zero e neste caso o vetor principal normal ¢ definido por

v, =Kk o, =k X (2.30)
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O plano determinado por V1 ¢ V2 ¢ conhecido como plano osculador.

A relacao

Uy =1y X Vs (2.31)

. . i . r
Define o terceiro vetor unitario | 2 chamado de binormal, que ¢ ortogonal

[ A c .
tanto a Y1 quanto a = 2. Os trés vetores unitarios V1, V2 ¢ V2 formam um sistema

necessariamente destrogiro que é conhecido como triedro movel de uma curva.
2.2.4 Torgao de uma Curva Espacial

A tor¢do T de uma curva espacial ¢ definida em relagdo ao vetor binormal
V3 através de um processo analogo a maneira que a curvatura ' ¢ definida em funcio do

vetor tangente V1. A torgdo ¢ definida de maneira que ela meca a taxa que o plano osculador

gira, enquanto K ¢ definido para medir como plano normal da curva gira. O vetor unitario

V3 ¢ transportado para o centro de uma esfera unitaria e o comprimento da curva tragada por

este vetor com a variagdo de & ¢ tomado como medida da tor¢ao total do arco dado. A tor¢ao

total TT é dada por:

Ir = .J;S: J V3 V3ds (2.32)

E o valor numérico da tor¢do em um ponto & ¢ definido pela relagdo:

17| = |37 = |03 (2.33)

V. . 2 . )
Como "~ 32 ¢ perpendicular tanto a V1 como a V3 e considerando ainda

V3 = £TV3 a equagio (2.33) e um pouco de 4lgebra, encontramos a defini¢io completa da

torgdo T (s) para um ponto dado:

3 = —TV, (2.34)
O valor nulo para a variavel tor¢do indica que a curva em questdo ¢ uma

curva plana.
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2.2.5 As Equagdes de Frenet para Curvas Espaciais

(B ~ . .
Como os vetores =~ 1, V2 ¢ V3 sd3o mutuamente ortogonais e linearmente

independentes, qualquer vetor pode ser expresso como a combinacdo linear desses trés
vetores. Em particular isto é verdade para as derivadas Vir V2 © Va_ Ag relagdes (2.30) e

(2.34) ja foram obtidas. A equacdo para V2¢ obtida, ap6s alguns passos, de:
v, = av, + fv, +yv, (2.35)

) N v, 1, et ) N
Assim, com as equagdes de 1" 72 3, temos as seguintes equagdes,

conhecidas como as equagdes de Frenet:

UV, = —KV; + TV, (2.37)
gy = — TV, (2.38)

Essas equacdes formam a base de toda a teoria das curvas espaciais (ao

menos as curvas com & = 0).
2.3 SUPERFICIES REGULARES NO ESPACO EUCLIDIANO

Exemplos familiares de superficies sdo o plano, a superficie de uma esfera e
a superficie de um cilindro. Estes sdo exemplos de superficies vistas de maneira global. O
nosso tratamento de superficies parte de um pressuposto diferente, as superficies serdo
definidas apenas em uma vizinhanca de um de seus pontos, ou de maneira local. Partindo

dessas considera¢des uma superficie regular ¢ definida como se segue:

» Uma superficie ¢ um grupo de pontos em um espaco euclidiano definido por um

vetor X = X(1,v)) que depende de dois pardmetros reais, i € 17

X(u,v) = (x1(u, v), x5 (u, v), x3(u, v)) (2.39)
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Onde os ¥ (U, V)s30 os componentes do vetor.
> Os vetores Xu =Xy =0X/0u o X, =X, =0X/0V G, chamados de

“vetores coordenada”, e sdo linearmente independentes

axX oaX ]
EXE=X1KX2¢[} [240)

2.3.1 Plano Tangente e Vetor Normal

Considere % = “{f), v = V() como fungdes de [, com derivadas

. r : e ~ ~ . .
continuas até segunda ordem, de maneira que U (©) ¢ V(D) nao sio iguais a zero

simultaneamente. Essa curva, regular no plano pardmetro, tem uma imagem na superficie

regular S, que é a curva X[u(e), v(e)] = X(t) que também ¢é regular desde que

X'(t)=X,u +X,v (2.41)

O lado direito dessa equag@o nao pode ser um vetor nulo, porque Xue X,
sdo tangentes as curvas de parAmetro e linearmente independentes. Neste caso, X () estano

plano determinado por Xu e Xu. Este plano ¢ definido como plano tangente. A partir dai
podemos verificar um importante teorema: todas as tangentes de todas as curvas regulares que

passam por um ponto da superficie regular estdo no plano tangente.

O vetor normal a superficie ¢ definido pelo vetor unitario “*3 que ¢

perpendicular ao plano tangente e ¢ dado pela equacao

Xuy=X X, =X ,
— II u W — - 1 2 [2”42)
v (XuxXyp)® y (Xy=Xz)2

3

2.3.2 Comprimento das Curvas e a Primeira Forma Fundamental

Considere uma curva regular A (£) = X[u(t), v(6)] sobre uma

superficie, definimos seu comprimento (t) pela integral
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s(t) = [, (X' (0))? do, (2.43)

t

da mesma maneira como foi feito para as curvas no espago. Como X'(t) = X, du/dt +

X, dv/dt, temos:

(—)2 —X X =FE (%)2 +2FZ2 46 (j—:)z (2.44)

A forma quadratica acima ¢ conhecida como primeira forma fundamental. E
conveniente escrever o elemento de linha usado para definir a primeira forma fundamental

como.:

ds

2
() =X X = Tuse gl upw’ (2.45)

Com
ik = i = Xi* Xy (2.46)

A primeira forma fundamental define uma métrica na superficie. As

quantidades Gik que foram introduzidas constituem uma notagdo comum da primeira forma
fundamental, descrevendo tal métrica. Partindo de (2.44) encontramos uma forma muito Ttil,

o discriminante da primeira forma fundamental:

(X, xX;)?=EG—F* 2.47
Ay 2

2.3.3 Angulo e Area em uma Superficie

E um fato importante que o angulo entre dois vetores tangentes em um

ponto sobre um superficie pode ser calculado em termos dos coeficientes E, F e G da primeira
forma fundamental. Considere duas curvas U = ul{f), v=1y() o u=u 2(7),

v =v,(7) com u; (0) = “2({}), v1(0) = v, (m Seus vetores tangentes sdo dados por:
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aX _ oy odw g dvy _ ) 48
e = Kuge T X = Xe (2.48)
dX duig ﬂ . _
==X, +X, =X, (2.49)
Assim,
XeX: .
¢ V (Xe)2(X7)? ' )

du, du, du, dv, du,dv, dv, dv,
_ i i R i e 0 Il 13

\[E (%)2 + 2F%%+ G (%1)2 : JE (%)2 + ZF‘?{E ‘3;2 +6 (ddi?)z

Evidentemente, os coeficientes E, F e G s@o suficientes para determinar o

angulo das curvas dadas. Se as duas curvas sdo curvas parametro com Uy = const e V1=

CONst temos:

F

oS = — (2.51)

vEG

De (2.51) fica claro que coordenadas curvilineares sdo ortogonais se e

somente se F = 0. Em particular, o seno do angulo ® entre as tangentes das curvas

coordenadas ¢ dado por

—_—

VEG—F%

57
= (2.52)

sen g =

A area de uma superficie ¢ definida também a partir das fungdes E, F e G.

Por defini¢do, a area de uma de uma superficie curva é dada pela integral

A= [[,VEG —F*dudv = [[,\/(X; X X;)* du dv, (2.

[ ]
]
(%]
o
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sobre a regiao R qo plano U. 17 que ¢ mapeado na superficie. Pode ser mostrado que esta ¢ a

unica defini¢do possivel para a area de uma superficie curva que satisfaz os requerimentos
I f dudv

X 3; (b) ¢ invariante em relacdo a transformacdes ortogonais e também por

seguintes: (a) ¢ dada por uma integral da forma na qual f depende apenas de

u, v, Xy, X5,

transformagdes de pardmetro que preservam a orientacdo da superficie; (c) Fornece o valor
unitario para um quadrado de lado / no plano.
Conhecendo essas propriedades podemos determinar o elemento de area de

uma superficie. Considere um paralelogramo na superficie delimitado pelas curvas parametro

W, v, U+ du, v+ dv ¢ dsy ASv como comprimento dos lados do paralelogramo. De

(2.44) ds, = VEdu, ds, =\Gd U Assim:
dA = VEG — F2du dv (2.54)
2.3.4 Segunda Forma Fundamental
O proximo passo na teoria das superficies nos leva ao estudo do desvio da

superficie em relacdo ao seu plano tangente na vizinhanca do ponto de tangéncia, o que nos

leva a varios desenvolvimentos em relagio a curvatura da superficie. E conveniente introduzir
a funcio p(u,v) = [X(u,v) — X(0,0)] - X, (D'D), onde X3 ¢ o vetor unitério normal.
A funcao p(u,v) representa a distdncia perpendicular do plano tangente ao ponto na

superficie S descrito por X (1, 7)., Assumindo que X (W, V) (e terceira derivada continua,

podemos desenvolvé-las como:

X(u,v) = X(0,0) + Xyu + X,v + /o (Xy3u? + 2X,5uv + Xo0v?) + - (2.55)

Assim, a funcao p(u, v) ¢ dada por:

p(u,v) = 1/5 (Xyy - Xsu? + 2X,, - Xsuv + X5 - X502) + - (2.56)
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Pois Xi*X3 =0 As  quantidades L=Xy"Xg=1Ly,
M=X5X3=1Ly e N =X, - X,

=L3: s30 introduzidas e a segunda forma

fundamental ¢ definida pela equacdo quadratica:
11 = Lu? + 2Muv + NvZ. (2.57)

Lix = Xik * X3 = Xig - (Xl b4 Xz)f\"EG — F? d

Os coeficientes a

segunda forma fundamental sdo invariantes em relagdo a transformagdes de coordenadas que

preservam a orientagdo dos eixos, mas mudam de sinal se o sistema ¢ revertido. Como os

coeficientes 9 tk ndo sdo invariantes em relagdo a transformagdes de parametros.
2.3.5 Paraboloide Osculador

E interessante considerar a seguinte superficie em um espaco euclidiano
u, v, p-

= Lu? + 2Muv + Nv2. 2.58)
o)

Essa superficie quadratica ¢ chamada de paraboloide osculador da superficie
S. Este paraboléide determina de maneira qualitativa a natureza da superficie na vizinhanca

do ponto de tangéncia. E apropriado distinguir quatro casos, dependendo do sinal do
determinante LN — M? da segunda forma fundamental:
(a) Caso eliptico: LN — M? > 0_paraboloide osculador é um paraboldide

eliptico. Neste caso, ele se situa apenas de um lado da superficie de tangéncia, em contato
com um Unico ponto, o ponto de tangéncia.

(b) Caso hiperbolico: LN — M 2< 0, A forma quadratica é um
paraboléide hiperbolico. As duas linhas retas que dividem o plano tangente em quatro regides

nas quais o paraboldide osculador se alterna sob e sobre o plano tangente sao dadas por:

L (3)2 +2M (%) +N =0 (2.59)
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(1 2 . s~

(c) Caso parabdlico: LN — M= =0, mas os coeficientes nio sido

simultaneamente iguais a zero. Neste caso ¢ um cilindro parabolico que se situa inteiramente
de um lado do plano tangente.

(d) Caso planar: L = M = N = 0. Neste caso temos um plano.
2.3.6 Curvatura

A discussdo acima se limita a descrever o desvio da superficie em relagao ao
seu plano tangente. Para obter informagdes mais precisas, a curvatura das curvas individuais

que passam através de um ponto na superficie serda analisada. Considerando

X(s) = X[u(s), v(s)] uma curva na superficie onde s ¢ o comprimento de arco, temos as

derivadas

X = X1+ X,v (2.60)

X = Xyit + X0 + (Xy,0% + 2X,,00 + X,00%). (2.61)

Tomando o produto escalar das equagdes anteriores com o vetor & 2 temos:

X3 X = Lu? + 2Muv + Nv?, (2.62)

equacio encontrada através da expressdo (2.28) e também da relagio X3 X =rKX3-v;

onde ¥ & a curvatura da curva X (8 ) e @¢o angulo entre o vetor unitirio normal X3 ea

. . 7 . . ~ 7 . ~
normal principal Y2 da curva. Partindo dessas consideracdes, ¢ obtida a relagdo:

2
Kcos8 = Lu? + 2Muv + Nv? = (Lu? + 2Mu'v” + Nv'?) (?) (2.63)

Fazendo uma mudanga de pardmetro de € no lugar de S:

2
(E) = Fu?+4 2Fu'v’ + Gv™ (2.64)
dt

Assim obtemos o resultado



g Lu?42Mu’v’'+Nv'? 11 3 65
KCOS — - = — 2. 02
Eu“+z2Fu'v'+Gvr2 I ( )

Esta equacdo nos leva ao seguinte teorema: todas as curvas regulares em
uma superficie que possuem o mesmo vetor tangente (portanto, com o mesmo plano
osculador) em um ponto P da superficie t€m a mesma curvatura.

Para obtermos a informacao completa dos possiveis valores de K de curvas
regulares em um ponto, precisamos verificar as curvas planas que cortam a superficie neste
ponto. A curvatura K ¢ determinada por uma curva plana cortada por um plano contendo a
normal da superficie (sec¢do normal), e os valores de K para todas as outras secgdes por
planos que possuam a mesma tangente podem ser calculados através de (2.65). E suficiente

para o que necessitamos considerarmos a curvatura das sec¢des normais sozinhas, implicando

em& =0ou @ =T em (2.65). Assim podemos definir:

k==, (2.66)

onde K| ¢ a curvatura das sec¢des normais planares determinada pelas diregdes U e 17 no

plano tangente. No intuito de obter mais detalhes sobre a grandeza ,E.;, ¢ necessario introduzir

alguns pardmetros especiais. O plano tangente de uma superficie regular é pego como
pardmetro, com a origem no plano de tangéncia, onde * = *1 ¢ V = X3, Feito isso temos
que os vetores X1 e X2 530 dados por X; =1(1,0,0)¢ X2 =(0,1,0) vamos considerar
X(s) = X[u(s),v(s)]

agora a curva que passa sobre o ponto de tangéncia na superficie.
~ V( =1 = 17 “2 w2 . T —
Entio X (s) = uX, = vX, com U°+ V=1 ¢ conseqiientemente U = COS b e

V= send onde ¥ o angulo em coordenadas polares entre X e X 1. Para essa escolha de

parametros, a equacao (2.66) nos leva a:

L4 2Mub+N©?
EuZ+2Fut+610°

=L cos®¢ + 2M sen ¢ cos ¢ + N sen? ¢ (2.67)

Fazendo k| =1/r? temos:
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+1 = L(rcos ¢)* + 2M(r cos ¢)(r sin ¢) + N(r sin ¢)?

= Lx{ + 2Mx x5 + Nx3, (2.68)

Pois X1 =7 COSQ o X =Tsen¢ , sec¢do conica dada por (2.68) é
chamada de indicatriz de Dupin.

Considerando agora os quatro casos possiveis discutidos na se¢do anterior,
mas agora com referéncia a indicatriz:

(a) Caso eliptico: LN — M? > 0. A indicatriz é uma elipse.

(b) Caso hiperbélico: LN — M? < 0. A indicatriz consiste em um par de
hipérboles conjugadas.

(c) Caso parabdlico: LN —M? =10, mas os coeficientes ndo sio
simultaneamente iguais a zero. O lado direito de (2.68) ¢ um quadrado perfeito e a indicatrix ¢
um par de linhas paralelas.

(d) Casoplanar: L = M = N = 0. A indicatrix ndo existe.

Excluindo o caso planar e o caso onde a indicatrix se torna um circulo,

sempre existe um par de direcdes ortogonais para os quais k assume o valor maximo e o valor

minimo kl, kﬁ; eles sdo as curvaturas normais das sec¢des normais na direcdo principal dos
eixos da indicatrix. Essas dire¢des sao definidas como dire¢des principais da superficie e suas
correspondentes curvaturas normais sao definidas como curvaturas principais. E interessante

obter as curvaturas principais por calculo direto, assim:

LuZ+2Mu’ v +Nw 2
Eu24+2Fuv’+Gre’

I

E(u,v) = TI

(2.69)

Podemos sempre escolher coordenadas especiais em qualquer ponto, de
. r2 + J2 _ 1 . ..
maneira que U "= = le que o denominador { de (2.69) nunca seja igual a zero, exceto

r r . ;. ;. . . ’
para W = V" = 0. Assim, o maximo ¢ o minimo de k existem, desde que k seja continuo

I ?.]J

u
, . r r - .
em um dominio fechado de 1’2 + ' = 1. Para os extremos de ¥ quando e  variam,

(os coeficientes ik ¢ Lk das formas fundamentais sdo constantes nesta discussiao) as

equacgoes:
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(L—kE)u' + (M —kF)v' =0 (2.70)
(M — kF)u' + (N —kG)v' =0 2.71)
%k _ o %k

sdo obtidas a partir de 8 @Y Para que a quantidade X seja obtida, U e V'

ndo podem ser nulos ao mesmo tempo. Para valores extremos, o determinante dos

coeficientes deve ser igual a zero

L—kE M—kF

M—kF N-kGlI=° (2.72)

e esta “equacdo secular” ¢ uma forma quadratica que possui duas raizes reais chamadas de key

e JE"2. Os valores de Ky e Rz quando inseridos nas equagdes lineares levam as direcdes

Ky

principais, que consistem em duas dire¢des ortogonais se + kz, ou para todas as diregdes

possiveis se k1 = K2 Neste ultimo caso o ponto ¢ chamado de planar se Ky =k =0¢¢

chamado de ponto umbilical se ky=k, # D. Um ponto umbilical ¢ caracterizado pela

L/E=M/F=N/G

condicao , 0 que fica claro devido a equacdo (2.69) e ao fato de K ser

. F
independente de ut' e V.

Expandindo o determinante (2.72) temos:

k2 —2Hk+K=0 (2.73)

Com os coeficientes 1 € & definidos como se segue:

1 EN-2FM+GL 1
H :EW:E(RJ‘ + I(z) (2.?4)
LN—-M>
K :ﬁ: Jil‘l'lkz (:-’:‘)

Essas quantidades importantes definidas acima sdo conhecidas como
curvatura média e curvatura gaussiana, respectivamente. Cada uma delas tem certa analogia
com a nog¢ao de curvatura de uma curva plana.

Dessas nogdes de curvatura introduzidas agora, a curvatura gaussiana ¢ a

. . . . . . . il .
mais importante na teoria das superficies. Em primeiro lugar o sinal de K fixa de maneira
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. . . .« e o, o, .
qualitativa a forma da superficie na vizinhanga de um ponto: no caso em que & & positivo o
J4 7 . H I3 . 4 : 21+ H A Sk
ponto ¢ eliptico, se f* ¢ negativo ¢ hiperbolico, e se f* ¢ zero pode ser parabdlico ou plano.
. . il .
Agora vamos verificar que a curvatura gaussiana K pode ser obtida usando
o método da imagem esférica de maneira analoga ao utilizado para definir curvatura e tor¢ao

.« . I L T o~ .
das curvas espaciais. O vetor normal unitario X3 (u,v) de uma regido £ de uma superficie

S, que ¢ dada por X(1. V) ¢ deslocado para a origem; o grupo de pontos indicados por esse

vetor € o conjunto {2 na esfera unitaria chamada de imagem esférica da parte R da superficie

§. A curvatura tota por defini¢do a 4rea coberta de ) esta quantidade ¢ definida

por:

Kr = ffp "w"llf.xal X ngj'z du dv (2.76)

- L A Kr |
O dominio D ¢ a imagem de R no plano pardmetro. A grandeza *' T ¢ a

integral sobre R da curvatura gaussiana K como mostrado na equagdo a seguir:

Kr = -URH dA = ffD H-xfmdu dv (2.77)

Esse fato ¢ provado estabelecendo a relagdo abaixo:

Xa1 X X3p = K(X; X X;) (2.78)
Que ¢ valida para todas as superficies regulares. Partindo dessa idéia fica
claro que a relagdo entre o elemento de area da imagem esférica e o correspondente elemento

de area da superficie € a curvatura gaussiana. A equacao (2.78) mostra que a imagem esférica

X,(u,v)

, . - . , . ~
¢ uma superficie regular se & for diferente de zero, ¢ também a orientagio fixada

na superficie pelos vetores coordenados XieXz2¢a mesma, ou reversa, da imagem esférica

de acordo com o sinal de K ser positivo ou negativo.
2.3.7 Terceira Forma Fundamental

Para determinarmos a terceira forma fundamental, utilizaremos a notagao

:XE‘X_;" Ly = X3 ‘X:'j = X3 - X

apresentada anteriormente, onde Gik I, sdo os
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coeficientes das duas primeiras formas fundamentais. Fazendo ¥ = Y1 ¢ V = Uz 3 equagio

(2.69) toma a forma:

L
fo= ZHMMY o g = 1,2, (2.79)
Lijgijuuj

: IR S
As derivadas de k com respeito a 1 e V' sdo:

10k _ EE(LE}I_ng]”E _ Ez’(xzz""kxf:lu;--i’j

(2.80)
2 -ﬂuj- El-.jg,gjufuj- Eiljgijilfilj

L

quando as formas dos coeficientes Yik ¢ Lik sdo usadas. Mas também a seguinte relagdo ¢

valida:
Yi(Xg; + kX u, = X3 + kX (2.81)

desde que, por exemplo, X =Xju, + Xou, = E‘:Xiui'. Se o par de valores 1 ¢ Uz

dk ﬂu;.

determinam a dire¢cdo principal, as equagdes =0 devem ser verdadeiras, entdao

(X3 +kX)- X, =0

para J = L2 Mas como os vetores Xj no plano tangente sao

linearmente independentes ¢ o vetor X3 + kX esta neste plano, temos:

X;+kX =0 (2.82)
na direcdo principal, esta ¢ a formula de Rodrigues. Para qualquer direcdo fixada por

(U1, Uz) temos que as equacdes abaixo sdo validas:

X = Xyu; + Xous (2.83)

X: = Xaqu;, + Xaoly = —kyu, Xy — kous X, (2.84)

Combinando estas equacdes e derivando em relagdo a curvas arbitrérias,

temos:
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X, + kX =aX, (2.85)
X, + kX = bX, (2.86)

onde @ e D sdo escalares. O produto escalar entre (2.85) e (2.86) nos leva a seguinte

equacao:
Xo X+ (ky+k)X5 X + kX X =0 (2.87)
Desde que X1 X3 = 0. De maneira natural a terceira forma fundamental
¢ definida:
I = X3+ X5 = (X3)2 (2.88
A terceira forma fornece o elemento de linha da imagem esférica da
superficie. Tendo em mente as relagdes Xy X' =1 el=X"X ', a equagao (2.87) nos

leva a seguinte identidade que envolve as trés formas fundamentais:
Il —2HII+KI =0 2.89)
A equacao (2.89) mostra que as trés formas nao sao independentes.
2.3.8 As Equagoes Diferenciais da Teoria das Superficies

Este topico sera destinado a apresentar as equacgdes diferenciais parciais
para as superficies, que desempenham um papel analogo as equagdes de Frenet para as curvas

espaciais. Em cada ponto de uma superficie regular foram definidos trés vetores linearmente

independentes, os vetores tangentes X1 ¢ X3 das curvas parametro, € o vetor normal X,

Como cada vetor pode ser descrito como uma combinacdo linear desses trés vetores, em
. . _ 72 _ )

particular as derivadas X:‘j =0 Xfa“:a“; e ij - afoa“j também podem ser

expressas dessa maneira. Esta ¢ a idéia bésica usada para obter as equagdes de Frenet. Como

passo preliminar ¢ interessante introduzir a matriz G dos coeficientes ik da primeira forma

fundamental
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. (911 Y12 .
b= (921 .'5'22.) (2.90)
E a sua inversa
11 12 —
-1 _ (@ g7\ _ 1 922 Y12 -
o= (gzi gzz) BT (—921 g11 ) (291)

onde |G| ¢ o determinante de (r, que é sempre diferente de zero, pois assumimos que a

primeira forma fundamental ¢ positiva. As matrizes G ¢ G ~* sdo simétricas.
O primeiro grupo de equagdes diferenciais parciais expressa as derivadas

X o X(ut,u?)

segundas ““ij de em termos dos vetores X i com i = 1,2, e X 2. Esses vetores sdo

escritos da seguinte maneira:
X = LLX, + ayX;, comik=1.2. (2.92)

Ik

ik sdao chamados de simbolos de Christoffel de segundo

X3

Os coeficientes
tipo. Os coeficientes @ik sdo determinados de maneira simples: o produto escalar com

leva Xk - X3 = Ak, pois X, X3=0,, que nos revela que @ik = Lix. Falta calcular

agora os valores do simbolo de Christoffel. Com esta finalidade tomamos o produto escalar

em ambos os lados de (2.92) com Xom:

Xik ) Xm = I}E{gim (2'93’)

desde que X Xon = 0im e X1 X3 =0 4 equacgdes (2.93) formam um sistema linear

N \ . i : o
de equagdes nio homogéneas para os coeficientes “ ¥ que pode ser resolvido com auxilio das

ik
quantidades 89" introduzidas anteriormente.

1
Os simbolos de Christoffel I dependem apenas dos coeficientes Jik ¢

suas primeiras derivadas. Essa dependéncia se torna explicita quando consideramos o produto
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—X,-X

escalar Xik * Xm. Partindo de Yim m e diferenciando em relagdo a 1 K temos as

equacgoes:

290 — Xige X + Xi X, (2.94)
%z‘x’n:i'xk+xm+xkir :‘-')5}
dgyi )

o = Xiom Xy + X X, (2.96)

A soma de (2.94) ¢ (2.95), ¢ a subtragao de (2.96) nos leva a relagao

_ 1/3gim , 9g9mk 99ki\ _ 4 o=
Xik " Xom = E(ﬂu‘f + aul  aum) Likem (2.97)

Na qual a nova quantidade Fikem definida em (2.97) é chamada de simbolo
de Christoffel de trés indices do primeiro tipo. A equagdo seguinte € responsavel por conectar

os dois tipos do simbolo de Christoffel

Lk = 9™ L (2.98)

I
Partindo da equagao (2.92), com as relagdes dos coeficientes Ik definidas

a partir de (2.98), (2.97) e (2.91), encontramos a primeira equagao diferencial parcial da teoria

das superficies:
1 .
Xie = I3 X + L X3, (2.99)

| X3,

A proxima equagdo diferencial envolve as derivadas do vetor norma

Como X3 ¢ um vetor unitério normal a superficie segue que suas derivadas X3: estdo no

plano tangente e conseqiientemente podem ser escritas desta forma:

Xy = —L¥X,, comi=1.2. (2.100)



40

. 7k . .
Com coeficientes escalares L{' a serem determinados. Para isso tomamos

X

o produto escalar da equagdo (2.100) com “*j:

Xz - X; = —L¥ gy, (2.101)

desde que xj’ Xy = Ykj. Lembrando que Xs- Xj = [’, temos:

Xgi"xj'—i_xE'Xij=X3i+xj'+£.ij=ﬂ Ll.l{}lj

Pois L!'}' =X3-X

ij, e de (2.101) temos:
Lij = L?ij = L7 g (2.103)
LF"

Esse grupo de equacdes lineares para as quantidades ~i pode ser resolvido

. kj
multiplicando por g que resulta em.

L:‘;‘HH = L?grjgkj = L?‘S:ﬁf = L':'c (2.104)

k
E os coeficientes Lt sdo agora definidos em termos dos coeficientes das
duas formas fundamentais. As equagdes diferenciais parciais (2.100) agora tém os

coeficientes conhecidos:
X3 = —Lyg" X, comi=12. (2.105)

Estas equagdes sao chamadas de equagdes de Weingarten.
As equagdes (2.99) e (2.105) sdo conhecidas como as equagdes diferenciais

parciais fundamentais da teoria das superficies. Elas expressam a primeira derivada parcial do

X1- X2 ¢ X2 dos vetores de superficie, definidas para todos os pontos da superficie,

triedro
em termos desses vetores. Nesse sentido elas sdo andlogas as equacdes de Frenet para curvas
espaciais. Entretanto, existem algumas diferengas importantes. No caso das equacdes de

Frenet os coeficientes * e T sdo invariantes em relacdo a todas as transformagdes de
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parametro que preservam a orientacdo, assim como em relacdo a transformagdes de

coordenadas. No caso presente, os coeficientes das equacdes diferenciais dependem das

fungdes Jike = Xi * Xie ¢ Lie = X3+ Xk que ndo sdo invariantes em relagdo a

I k
transformagodes de pardmetros, o que também ocorre com as grandezas Gk o L7

Outro tdpico importante neste ponto ¢ o teorema Egregium de Gauss, no
qual a curvatura Gaussiana & originalmente definida em termos dos coeficientes Lik da

segunda forma fundamental, depende realmente apenas dos coeficientes Jik ga primeira

forma e de suas primeiras e segundas derivadas. Uma forma de expressar este teorema ¢

.1
através da definicdo da grandeza ~ J¥:

1 mn
n 3r‘k aFf_J

- l I )
Mgk = 5. — 30% T Lalyy — Iihk (2.106)

A equacdo (2.106) nos permite definir uma nova grandeza:
Tmijk = gnmrni}k (2.107)
Recorrendo a relagao:

"mijk = LikLmj — Lij Lk (2.108)

Cujo caso especial:
12121 = L1aLop — L3, (2.109)

E a forma do teorema Egregium de Gauss. As quantidades 'jk! contem

apenas as fungdes Gik algumas de suas primeiras e segundas derivadas, e

K =1(g11022

42 =1, =
Jiz) " Ta121 pzg grandezas | ik ¢ Tiikl representam as componentes do

tensor de curvatura de Riemann, fundamentais na teoria da Relatividade Geral.
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3TEORIA DA RELATIVIDADE?*?

Neste capitulo serdo apresentados os principios da Relatividade, tanto a
teoria especial quanto a geral. No capitulo anterior, foi apresentada a geometria diferencial,
que ¢ a base matematica desta teoria e também da maior parte deste trabalho. Assim, no
desenvolvimento deste capitulo ficara clara a conexao entre os dois assuntos.

A teoria da Relatividade é bem desenvolvida ¢ sua semelhan¢a com a teoria
dos Cristais Liquidos Nematicos apresentada posteriormente justifica sua introducdo neste
ponto do trabalho, e seus conceitos acrescentam e facilitam o desenvolvimento proposto.

3.1 RELATIVIDADE RESTRITA???

A experiéncia mostra a existéncia de um principio chamado de relatividade.
Esta hipdtese estipula que todas as leis da natureza sdo idénticas em todos os referenciais
inerciais. Em outras palavras, as equagdes que traduzem as leis da natureza sdo invariantes em
relagdo as transformagdes de coordenadas e do tempo, quando se passa de um referencial
inercial a outro. Isso significa que a equagdo que descreve certa lei da natureza, quando
expressa pelas coordenadas espaciais e pelo tempo, tem a mesma forma qualquer que seja o
referencial inercial escolhido.

Na natureza ndo existe interag¢@o instantanea. O principio da relatividade nos
diz que a velocidade de propagacdo de algumas interacdes ¢ a mesma em todos os

referenciais, essa velocidade ¢ uma constante universal. A velocidade maxima de propagagao

de qualquer informagdo ¢ a mesma que a velocidade da luz no vacuo:

c=2,99792 108 M/,

Estes sdo os principios da relatividade de Einstein.

A teoria da relatividade especial ¢ melhor formulada em uma configuragdo
matematica conhecida como espago-tempo de Minkowski. Nessa configuracdo, as trés
dimensdes usuais do espago sdo combinadas com a dimensdo do tempo para formar uma
variedade quadrimensional para representar um espago-tempo. E interessante comparar o

espago-tempo de Minkowski com o espago Euclidiano: as dimensdes do espaco Euclidiano
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sdao apena do tipo espacial, enquanto no espago de Minkowski a assinatura (-, +, +, +), que
decorre da existencia de um limite para c, lhe confere um carater pseudo-euclidiano.

A base do espaco de Minkowski ¢ um grupo de vetores ortogonais

(€q, €1, €5, €2) de maneira que:

—(eg) = (e1) = (e2) = (ea) =1 (3.1)
Esta condicao pode ser escrita na forma:

(€ €y) = Ny comp,v =0,1,2,3. (3.2)

onde
-1 0

N = (3.3)

o O = O
i e

0
0
0

= o o

-

que ¢ conhecido como tensor de Minkowski.

Em relacio a base, as componentes de um vetor V' sdo escritas como

(v, vt v?v?) . - .. v=1rve,
S , ou utilizando a convencdo de soma de Einstein, . A

componente v° ¢ chamada de componente temporal, enquanto as outras sdo as componentes
espaciais.

O espago-tempo de Minkowski so se aplica no limite Newtoniano de campo
gravitacional fraco. Quando a gravitacdo comega a influenciar no sistema, o espago-tempo se
torna curvo, ¢ a teoria geral da relatividade toma o lugar da especial. Mesmo assim, o espaco
tempo de Minkowski ainda ¢ uma boa descricdo em uma regido infinitesimal em qualquer
ponto (sem singularidades). De maneira mais formal, a presenga da gravidade ¢ descrita por
uma variedade de 4 dimensdes curvo, o qual tem como espago tangente o espaco de

Minkowski de 4 dimensoes.
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3.2 PRINCiPIO DA EQUIVALENCIA®

O estudo da teoria geral da relatividade se inicia com o principio da
equivaléncia. O principio da equivaléncia entre a gravitagdo e a inércia nos diz como um
sistema fisico arbitrario responde a um campo gravitacional externo. Este principio se baseia
na igualdade entre a massa gravitacional e massa inercial. Como conseqiiéncia dessa
equivaléncia, Einstein percebeu que nenhum campo gravitacional pode ser detectado no
interior de um elevador em queda livre.

De uma maneira mais formal, podemos descrever o principio da
equivaléncia desta maneira: “em qualquer ponto do espaco tempo sob um campo
gravitacional arbitrario € possivel escolher um sistema de coordenadas localmente inercial o
qual, em uma regido suficientemente pequena do ponto em questdo, as leis da natureza se
comportam da mesma maneira em um sistema de coordenadas cartesiano desacelerado na
auséncia da gravidade”.

No estudo da geometria diferencial apresentado no capitulo anterior
observamos que em qualquer ponto de uma superficie nds podemos definir um sistema de
coordenadas localmente cartesianos no qual as distancias obedecem a lei de Pitagoras. Por
motivo desta analogia profunda, esperamos que as leis da gravitacdo tenham uma forte
relacdo com as formulas da geometria de Riemman. Em particular, isto implica que todas as

propriedades locais de uma superficie curva podem ser descritas em termos das derivadas

o -1 i [ - =
05/ da fungdo ¢* (x) que define a transformagio * — ¢ de um sistema de

il 4
coordenadas geral X que cobre a superficie do sistema cartesiano local ® , onde o
principio da equivaléncia nos diz que todos os efeitos do campo gravitacional podem ser
9ET [ xH

. . ~ Fa Ea ~
escritos em termos das derivadas da fungdo ° (x) que define a transformacao

o
das coordenadas de “laboratorio” X para as coordenadas localmente inerciais ¢ Além

disso, foi mostrado no capitulo dois que as fungdes geometricamente relevantes sdo as

gpw

quantidades , € logo veremos que o campo gravitacional ¢ descrito da mesma maneira.
Para tirarmos proveito do principio da equivaléncia em todo o seu potencial,
¢ necessaria a introdugdo de ferramentas matematicas adequadas, que neste caso ¢ a analise

tensorial, que sera abordada no proximo topico.
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3.3 TENSORES E COVARIANCIA GERAL*%?+%°

Com intencdo de construir equagdes fisicas que sdo covariantes sob
transformagdes de coordenadas gerais necessitamos entender como as quantidades descritas
por essas equagdes se comportam sob essas transformacgdes. Existe a tendéncia de que todas
as quantidades de interesse fisico se transformem de maneira simples, entretanto, pode ser
dificil juntd-las em equagdes covariantes. Este topico tem a intencdo de descrever uma classe
de objetos que se transformam de maneira simples, sob uma transformacdo do sistema de
coordenadas.

A mais simples regra de transformacdo ¢ dos escalares. Os escalares
simplesmente ndo sofrem alteracdes sob transformagdes de coordenadas gerais.

Agora vamos considerar a simples regra de transformacdo de coordenada
, B o= fE(XV . g
XH para X FEx ) Os diferenciais dXx* se transformam de acordo com a regra

dx K

dx® — dxH =
axV

dx"? (3.4)

Nos chamamos de vetor contravariante o objeto geométrico de quatro

= (A% A%, 42,4

/ 3
componentes A4 ) o qual, sob uma transformacao de coordenadas, segue

a regra de transformacao dos diferenciais:

At o A = g 3.5
eV T >-3)
Um  vetor covariante ¢ um objeto quadridimensional

A# = (Ag A1, 45, 43)

que segue a seguinte transformacao:

A, — A, =—A, (3.6)

Ou seja, na nossa notagcdo indice subscrito representa que o vetor ¢
covariante, ¢ indice sobrescrito é contravariante. Para visualizarmos a diferenca entre as

componentes covariantes € contravariantes vamos considerar dois vetores unitarios nao

1 .2
X" e X" emum plano. As

ortogonais (61,62, 161 = |é2] =1) que definem dois eixos
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. 41 42 ~ .~
componentes contravariantes (4%, A%) de um vetor 4 sdo dadas pelas projecdes de A

X 2

) 1 - . ~
paralelas aos eixos *~ e enquanto, as projecdes ortogonais de A dio as componentes

covariantes (41, 42) (Fig. 3.1) (se os eixos sdao ortogonais, as componentes covariantes e

contravariantes sao iguais).

Figura 3.1 — Componentes covariantes e contravariantes de um vetor.

Dos vetores covariantes e contravariantes nds podemos imediatamente
s ’ . . ] y . .
generaliza-los para os tensores. Um tensor com indices sobrescritos #* ¥ ¢ indices subscritos

. . Arv .
K, 4 se transformam como os produtos de vetores contravariantes UEWY ¢ covariantes

V.Y, u A

4. Por exemplo, sob a transformagio de coordenada X — X', o tensor T, , val se

transformar em

. A
T;p A _ 3.1'-‘.‘ dxP dx Tx @ (3.,}
v dx® dx™V dx? P

Se todos os indices forem sobrescritos o tensor € chamado contravariante, se
sdo subscritos, covariante. No caso como descrito na equagao acima, sao tensores mistos.

O proximo passo na descrigdo dos tensores € entender algumas operagdes
algébricas simples. A primeira operagdo, a combinag¢do linear, consiste na soma ou subtragao

de tensores com mesmos indices resultando em um novo tensor:
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TH, = aAH, + bBH, (3.8)

Onde @ e P s3o escalares.
A segunda operacdo, o produto direto, consiste em um produto entre dois

tensores que resulta em outro tensor com todos os indices dos dois tensores originais:

T*} = a# B2 (3.9)

Outra operacdo comum entre os tensores € a contracdo. Tomando um indice
superior igual a um inferior ¢ somando sobre os quatro valores temos um novo tensor com

esses indices ausentes, ou seja:

A )
THA = TH ™ (3.10)

ApoOs apresentadas as operacdes mais simples relacionadas aos tensores,
lembramos que o principio da equivaléncia estabelece uma relagdo entre a geometria ndo
euclidiana e a gravitacdo. Nos poderiamos continuar seguindo essa aproximagdo, mas este
método nos levaria a um processo tedioso quando chegarmos as equagdes de campo.
Entretanto, podemos seguir um caminho diferente, com exatamente o mesmo conteudo fisico,
porém mais elegante na aparéncia e conveniente na execucao.

Esse método ¢ baseado em uma versdo alternativa do principio da
equivaléncia, conhecido como principio da covariancia geral. Ele afirma que uma equagao
fisica se mantém em um campo gravitacional geral, se duas condi¢gdes sao respeitadas:

1. A equagdo permanece formalmente na auséncia da gravitagdo; ou seja, ¢

equivalente as leis da relatividade especial quando o tensor métrico Jag se torna igual ao

o
. T ~ ~
tensor de Minkowski '1%8 , 0 que resulta na anulagdo da conexao afim By

2. A equagdo ¢ geralmente covariante; ou seja, preserva a forma sob uma
transformagao geral de coordenadas X* — x’.

Para verificarmos que o principio da covariancia geral segue do principio da
equivaléncia, vamos supor um campo gravitacional arbitrario, e considerar qualquer equagao
que satisfaz as duas condigdes acima. Da condi¢do (2) nds verificamos que a equagdo serd
verdadeira em todos os sistemas de coordenadas se ela ¢ verdadeira em um. Mas em qualquer

ponto existe uma classe de sistemas de coordenadas, os sistemas localmente inerciais, no qual
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os efeitos da gravitacdo sdao nulos. A condi¢do (1) nos diz que a nossa equagdo permanece
igual neste sistema e também em todos os outros sistemas coordenados.

O principio da covariancia geral pode ser aplicado apenas em uma escala
pequena em comparacdo com as distancias do espago tempo tipicas do campo gravitacional.
Apenas nessa escala pequena ¢ assegurada pelo principio da equivaléncia a construcio de
sistemas de coordenadas onde os efeitos da gravitagao sao nulos.

3.4 DERIVADA COVARIANTE"*>*

Para definirmos algumas grandezas e operacdes importantes da relatividade
geral, consideraremos uma particula apenas sob a influéncia de forcas puramente

gravitacionais. De acordo com o principio da equivaléncia existe um sistema de coordenadas

=
¢ no qual a equagdo de movimento ¢ de uma linha reta no espago tempo, ou seja,

deﬂ
dr?

=0 (3.11)

onde AT ¢ o tempo proprio

dt? = —1).pdE*dEF. (3.12)

Agora supondo o uso de qualquer outro sistema de coordenadas xE As

-
coordenadas & sdo funcdes de A , neste caso a equagdo (3.11) toma a forma:

_d (ﬂc‘f“ d.r-“) _ aE giH F2ET dxV dxH (3 13)
dr \dxF dr dxH dr dxMaxV dr dr '
. 9t aEe - :

Multiplicando por “- ¢ temos a equacdo de movimento:
dZxt dxH dxV .
0= A (3.14)
dz? HY dr dr

A
Onde T ¢ a conexao afim definida por:
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ax.-:l. aZfﬂ

‘l .
F,uv _E_E‘IW' [j.lﬁ)

O tempo proprio pode ser expresso em um sistema de coordenada arbitrario

da seguinte maneira:

o 8
dt® = —i;aﬁ%d.x'“% xV (3.16)
ou,
dr? = —guydxtdx” (3.17)

Onde Iuv ¢ o tensor métrico que ¢ definido por:

aF« gib
Guv = Gxbi gxv P

(3.18)

Guv rA

Os valores do tensor métrico e da conexdo afim * ¥ em um ponto X

em um sistema de coordenadas arbitrario X" nos d4 informagdes suficientes para determinar
as coordenadas localmente inerciais ¢ (x) na vizinhanca de .
A conexd@o afim precisa ser melhor analisada neste ponto. Fazendo uma
transformagao de coordenadas de xH para X " temos:
axt axT ax% _p | dxt 8P

4 =— — +—— 318
KV Auf MgV TF  AxlP gx HaxV ( )

-4
O primeiro termo a direita ¢ o que noés esperariamos se =~ ¥ fosse um

tensor; o segundo termo ¢ ndo homogéneo e a torna um ndo tensor.
Tendo a informagao de que a conexao afim possui uma transformagdo de

coordenadas ndo homogénea e que a derivada usual de alguns tensores pode seguir 0 mesmo

caminho vamos considerar um vetor contravariante "*, o qual tem sua lei de transformagio:

dx M

I_.I" ..-lr"t —_—
dxV

VY (3.19)

. . ~ A
Diferenciando em relagdoa X~ temos:
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avrv . da™ axP av? a%xH axf
dxt  AxV dxV dxP BxVAxP dxd

(3.20)

v A
O primeiro termo da direita € o que nds esperavamos caso avY/ox fosse

um tensor; o segundo termo destrdi as propriedades tensoriais.

TV A
Mesmo av¥/ox nao sendo um tensor, podemos usa-lo para construir

um. Considere o produto:

rriyk— [ﬂx’“ ﬂx:[’ ax _ a2zl gxP &xg] axk n
GxV Axd gxk PT  Pavaxe dxdaxk] axn
ST 2pH Gl
_ dx ﬂrr 1:-; g a<x dx Ve (3.11]
gx¥ ax AP BxVaxP x4

Somando (3.20) com (3.21) percebemos que o termo ndo homogéneo ¢

cancelado levando a:

av” H ) e dx ﬂx-’] Iu
ﬂ.x +r V _ﬂx"ﬂx‘(ﬂxﬂ_‘_r V)

—
Eaa
| )
b
-

O que nos leva a definir a derivada covariante de um vetor contravariante:

I
VE, = S+ LAVE (3.23)

Através do mesmo processo definimos a derivada covariante de um vetor

covariante:
H Ak -
I’;x;v =?—F Ve, (3.24)
Essas defini¢des podem ser estendidas para tensores gerais, por exemplo:

TH 3p = oog THo3 + DT + LETH; — LETHY (3.25)

A importancia da derivada covariante aparece por duas de suas

propriedades: ela converte tensores em outros tensores € se reduz a diferenciacao ordinaria na

B _
auséncia da gravitacdo, ou seja, quando L D. Essas propriedades sugerem o seguinte

algoritmo para acessar os efeitos da gravitagdo em sistemas fisicos: Escreva as equacdes da
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Mav por Juv ¢

relatividade especial apropriadas na auséncia da gravidade, substitua
substitua todas as derivadas ordinarias por derivadas covariantes.**
Através desse algoritmo, as equagdes resultantes serdo geralmente
covariantes e verdadeiras na auséncia da gravitagdo e também, de acordo com o principio da
covariancia geral elas serdo verdadeiras na presenca de campos gravitacionais em escalas

suficientemente pequenas em relagdo a escala do campo gravitacional.
3.5 TENSOR ENERGIA-MOMENTO DO CAMPO ELETROMAGNETICO®

No estudo da relatividade, ¢ importante encontrarmos uma expressao para a
fonte de energia. Vamos procurar esta expressao sob a forma quadri-dimensional. A principio,

vamos considerar um sistema cuja integral da agdo se escreve:

S=[A (q,j—;) dvdt = [ AdQ (3.26)

Onde £\ é certa fungdo dos 9 que determinam o estado do sistema e de suas
derivadas em relagdo as coordenadas e ao tempo. Para simplificar a notagdo, as equagdes
serdo escritas apena para um q.A integral estendida ao espaco f AdV ¢ a lagrangeana do

sistema, de modo que £\ pode ser considerada como a “densidade” da lagrangeana.

Obtemos as equacdes do campo de acordo com o principio da agdo minima,

_ %1
fazendo S variar. Para uma notacdo mais sintética, faremos T 0% ¢ agsim:
1 aA dA
5S = — (—6q +-—5q, )dn

ic) \dg aq.;

1 an a aA da aA

= — R _ — —_ —_— [ =
ic f (ﬂ'q ISE? + dxi (ﬂq,f 5{}') 6{? dxj ﬁq,f) aQ 0 {3'

Aplicando o teorema de Gauss, o segundo termos desaparece depois de
integrarmos por todo espaco e entdo obtemos as equagdes de campo (usando a convengao de

soma sobre os indices repetidos):

27
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g aia an
dx; dq; dq o

0 (3.28)

Tendo em maos esta equagdo, vamos seguir um método andlogo ao usado

em mecanica para estabelecer a conservacao de energia:

A _ 8A dq , 8A dak

= (3.29)
dxi dg daj dq.r dxi
af
, T = 0l — q,4 Y )
Definindo @k ¢ um pouco de algebra nos leva a
equacao:
T .
e (3.30)

Como escrito acima existem varias quantidades @, neste caso a equacdo

(3.29) toma a forma:

(&) @A
Tae = O\ — X ¢ Qs Jaqwk (3.31)
any _
Uma equagio da forma 9%k , ou seja, a anulacdo da 4-divergéncia de

um vetor expressa a conservacao da integral desse vetor f ArdSk sobre uma hipersuperficie

que contem todo o espago tridimensional. O mesmo se aplica em relacao a divergéncia de um

aTik

tensor; a equagdo 9xk ¢ a afirmagdo da conservagdo do vetor i que tem por

componentes as integrais dos Tk sobre a hipersuperficie:
P, = ErEfTidek (3.32)

Esse vetor deve ser identificado como o momento do sistema. A constante

diante da integral deve ser escolhida de modo que, de acordo com a definicdo anterior, a
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quarta componente de F; seja igual a energia do sistema multiplicado por 1/C. Para 1ss0,

definimos 4 como:

P, = Cte f T4 dS; = Cte f Ty, dV (3.33)
A integragdo sendo feita sobre o hiperplano X4 = CL€ Mas de acordo com
(3.31):
. A . dq
Tu=a5-4 (a=3) (3.34)

Esta grandeza deve ser considerada como a densidade de energia do sistema

o f TyedV

e como conseqliéncia, ¢ a energia total do sistema. Assim,

cte =

_1 . .
definindo / C temos definitivamente 0 momento do sistema:

P = — [ TydS; (3.35)

c

T . . .
O tensor ~ ¥ ¢ chamado de tensor energia-momento do sistema. Este tensor
deve satisfazer uma condi¢do importante, a ser determinada pela lei de conservacdao do

momento angular:
i ) . .
My = [ (P, — xdP;) = —— [ (x;Tig — %, Typ) dSy. (3.36)

A lei da conservagdo do momento deve ser dada pela anulagdo da

divergéncia da expressao que esta sob o sinal de soma em Mr:k, assim:

a
a—;q(-"ﬁTm — . Tyy) = 0. (3.37)
dxi T -0
Notamos que 91 e dx entdo:

0T — 0piTy =Ty — Ty = 0 (3.38)
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ou,
Tyi = Tig- (3.39)
O que exprime que o tensor energia-momento deve ser simétrico.

P.

As componentes espaciais “i formam o vetor momento do sistema e a

componente temporal ¢ o produto por 1/C de sua energia. Podemos entdo chamar o vetor de

W="Tu g

componentes (1/)Taa de densidade de momento, e a quantidade
densidade de energia.

T.

Para interpretarmos as outras componentes X a equagdo (3.30) na forma

tridimensional, nos da:

10Ty, | g _ 0 18Tgy | 9Tap _

ic at dx g ic Ot dxg

0 (3.40)

Integramos estas equagdes num certo volume V do espago. A primeira

fornece:

18 0Taar 3vr _ s

Ou, transformando a segunda integral por aplicagdo do teorema de Gauss,

a . . .
S [(—Tap)dV = ic $ T, df, (3.42)

Onde a integral da direita é tomada sobre a superficie que delimita o volume
V. Temos a esquerda a velocidade de variagdao da energia compreendida em V; vemos entao,
que a expressdo da direita ¢ a quantidade de energia que atravessa o limite de V e que o vetor

S de componentes
S = —icT,, (3.43)

¢ a densidade deste fluxo, a quantidade de energia que atravessa a unidade de superficie por

unidade de tempo. Chegamos a importante conclusdo: as condigdes de invaridncia relativistica

T;

contidas no carater tensorial das grandezas * % induzem uma relagdo determinada entre o
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fluxo de energia e o momento, a densidade do fluxo de energia ¢ igual ao produto da

. 2
densidade de momento por €.

De um modo analogo partindo da segunda equagao, temos:

2 (—‘; m) AV = — § Topdfy. (3.44)

A esquerda temos a variagio do momento por unidade de tempo do sistema

no volume V; segue-se que 5[: Tﬂ’ﬁ afy £ ¢ 0o momento que sai por unidade de tempo do volume

V. Assim, Tap ¢ a densidade de fluxo do momento. A densidade de fluxo de energia ¢ um

vetor; a densidade de fluxo de momento, que ¢ um vetor, deve ser um tensor (a componente

T

af desse tensor é a @-ésima componente do momento que atravessa por unidade de tempo

a unidade de superficie ortogonal ao eixo X8 ).

Para finalizarmos o estudo do tensor energia-momento, vamos utilizar outro
procedimento para o calculo deste tensor, que apresenta a vantagem de fornecer de inicio uma
expressao exata.

Em coordenadas curvilineas a equacao (3.26) deve ser escrita sob a forma:

S = % [ AJ=gdo (3.45)

(em coordenadas de Galileu g=-1 e S se torna .[ Advdt) A integragdo ¢ feita em todo
o espaco (tridimensional) e entre dois instantes dados, isto ¢, no dominio infinito entre duas

hipersuperficies.

~ i
Faremos agora uma transformacdo de coordenadas de X para

P S | ri Tl

X=X +g , onde os ° sdo pequenos na equacgdo (3.45). Neste caso as componentes
ik . .

9" se transformam da seguinte maneira:

Axl g™ Bx™m.

A ”‘f[ml)—l—g‘m "r +gH a&f (3.46)



56

ik « 1 g’® ~
O tensor & ¢ funcdo dos * ', e o tensor ¢ fun¢do das coordenadas

. - . o S .
antigas * . Para que todos os termos se exprimam em fun¢do das mesmas variaveis, vamos

ik .1 1 -
g+ &) T L
desenvolver os em potencia de * . Assim, desprezando os termos de segunda

ik ik
por g , ou seja:

g

ordem podemos substituir

cile ¢ - _; dg'* 1 BEK at B
g = g% () — § 2 + g1 2+ gM (3:47)

Como a agdo S ¢ um escalar, ela é invariante em relagdo a uma

transformacdo de coordenadas. Podemos escrever a variacdo 05 da acdo partindo do

principio que em uma transformag¢dao de coordenadas as quantidades @ variam de ‘Sq‘.
Porém, ndo ¢é necessario escrever os termos relacionados a variagdo dos o , pois estes termos

se reduzem mutuamente em virtude das equagdes de campo. Conseqiientemente, ¢ suficiente

escrever os termos relacionados com a variagdo dos Yik_ Utilizando o teorema de Gauss e

. . ~ 5 [Ff — [} 5
colocando sobre a fronteira de integragdo Y9 , obtemos OS5 sob a forma:

a—gh ay—gh _ ag'®

1 ik
oS =:f @Tﬁg + a0k o Py dan
ax
_1.laymga @ ay—ghA| o i .
=2/ ;gfa— _ﬁ;_ﬂg‘"“’_ 5g™dQ) (3.48)
ol
Colocando
— d ay=gh a8J=gA -
2V T = axl ;agi.'f ; ik (3.49)
axl
Temos:
1 , 1 -
08 = —;fT;kﬁg‘k.\a'qdﬂ = _;ITfkﬁgﬂfﬁqdﬂ (33{”
T.

Levando em conta a simetria de “ik e um pouco de algebra, temos,

anulando a variac¢do da agao:
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i
Como os % sdo arbitrarios, temos que:

k
Tip = 0. (3.52)
Comparando esta equagdo com (3.30), que ocorre em coordenadas de

Galileu, temos que o tensor definido por (3.49) ¢ o tensor energia-momento, a menos de um

fator constante. Este processo nos permite calcular o tensor energia-momento derivando

covariantemente <1 em relagdo as componentes do tensor métrico diretamente em uma forma
simétrica.

3.6 TENSOR DE CURVATURA 2232326

Para descrever as equacdes do campo gravitacional de maneira mais exata,
vamos considerar novamente o principio da equivaléncia. Como ja foi visto em tdpicos
anteriores, ¢ conveniente aplicar este principio procurando equacdes de campo que sao
geralmente covariantes e que se reduzem a forma conhecida em campos fracos. Este processo
nos leva a uma questao: quais tensores podem ser construidos a partir do tensor métrico e suas
derivadas. Neste topico, este problema serd tratado como puramente matematico, e as
informagdes obtidas serdo usadas a seguir na determinacdo das equacdes de campo da
gravitacao.

Para isso, lembremos da regra de transformacao da conexao afim:

a dxt 3xP ax7 T axt 2T

pv = AxT dx HaxV" PO AxT 8x MaxV ['5'55)
Isolando o termo da direita:
82xT axT AxrtP T
s A Ox"Ox pir (3.54)
dx HaxV i P axH gxv - P

E ap6s um pouco de dlgebra encontramos a relagao:

AT A A
261 (aq“"_?qm_i_rﬂr.l —rhr4
dxA \ gxx gxv BV el
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_ AxP axT axT (ﬂf“réa— _ 31“15”

T F‘.l _ T .";{ f q_i
dxH dxV 9x™ \ Bxrl daxr® +r ;{Jr ne r ’h]'r JP) ['5'_'_)

Que pode ser escrita como a regra de transformagao:

_8xT axt axY ax® _ 4

T A
= 3
R paom Bxd dxP AaxT @xM HVE (3.56)
Onde
RA = O0v_ 2Nk \ pnpa _ pnpa (3.57)
HVE ™ Tgak Tgxv | TviEM Tpitvn =

E o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel.

Contraindo o tensor de curvatura, podemos deduzir um tensor de segunda

E...
~ . . o tktm
ordem. Esta contragdo s6 pode ser efetuada de uma maneira: a contragdo do tensor

sobre os indices 1 e K ou [ e M anulam o tensor devido a anti-simetria desses indices, ¢ a

contracdo sobre outro par qualquer da o mesmo resultado, sem levar em conta o sinal. Assim,

R

definimos o tensor de Ricci **ik como segue:

_ olm _nl )
Rix = 9" Rymik = R (3.58)
Que ¢ um tensor simétrico, ou seja:

Rip = Ryy. (3.59)

Usando o mesmo processo de contragdo, agora sobre o tensor de Ricci,

obtemos o invariante:
R =g%Ry = 9" "R itam, (3.60)

Chamado curvatura escalar do espaco.
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3.7 BQUACAO DE EINSTEIN?#%327:28

As equacdes de campo da gravitacdo sdo inevitavelmente mais complicadas
do que as ja conhecidas do eletromagnetismo. No eletromagnetismo as equagdes sao lineares
porque o campo ndo carrega carga, enquanto o campo gravitacional carrega energia e
momento, o que deve contribuir para sua propria fonte. Isto representa a nao-linearidade das
equacdes diferencias parciais que descrevem o campo gravitacional, onde esta ndo-linearidade
representa a influéncia do campo gravitacional sobre ele mesmo.

Para lidar com estes efeitos de ndo-linearidade, vamos recorrer novamente

X

ao principio da equivaléncia. Em um ponto qualquer de um campo gravitacional forte

podemos definir um sistema de coordenadas localmente inercial no qual:

Gap(X) =Nap (3.61)
dgap®\ .
(=2 )M =0 (3.62)

Considerando agora um campo fraco produzido por uma massa nao
relativistica de densidade £, a componente tempo-tempo do tensor métrico ¢€

aproximadamente dada pela relagio™:

Goo = —(1+ 29) (3.63)

Neste caso @ é o potencial Newtoniano, determinado pela equagdo de

Poisson:

Vigp = 4nGp (3.64)

i

Onde ¢ a constante gravitacional de Newton. A densidade de energia

T . ~ T . :
00 para objetos ndo relativisticos ¢ igual a densidade de massa:

Too = P (3.65)

Ou seja,

V2goo = —81GToo (3.66)
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Esta equacao de campo ¢ valida apenas para campos estacionarios fracos

gerados por massas nao relativisticas. Esta equa¢dao nos permite inferir que as equacdes para

e . T
campos fracos gerados por uma distribuicdo geral de energia e momento ~%F tenham a

forma:

Onde G

@f ¢ a combinagdo linear do tensor métrico € suas primeiras e
segundas derivadas. Do principio da equivaléncia, partimos que a equacdo que descreve

campos arbitrarios deve ter a forma:

G,y = —8TGT,, (3.68)

G (

E neste caso “uv é um tensor que se reduz a ~'@F em campos fracos.

Para determinarmos Gpav vamos observar algumas de suas propriedades:
N £ .

(a) Por definicdo ~H#¥ ¢ um tensor;

b G'UV o . ~ o , o o o
(b) consiste em uma combinagdo linear da métrica e suas primeiras e
segundas derivadas;

G

T,... . ., . o,
(c) Como ~H¥ ¢ simétrico, ~#V também ¢&;

(d) Como Tyv ¢ conservado em relagdo a derivagcdo covariante, Guv

também €, ou seja:

Gﬁ” u = 0 (3.69)

(e) Para um campo estacionario produzido por matéria ndo relativistica a
componente 00 de (3.67) deve se reduzir a (3.65), entdo neste limite:

Goo = V*Goo (3.70)

. : G
Com estas propriedades verificamos que "MV tem a forma:

1 .
'Gyu = R,uv _Eg,uvR (3"'71}

O que nos da as equacdes de campo de Einstein®:
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1 :
R'w — ngR = —BHGT#V (3.72)
No vacuo, Ty se anula, fornecendo as equacdes no espago vazio’:

R pv = 0 (3.73)
Em um espago-tempo de duas ou trés dimensdes isto implica na anulacao do

R . A o
tensor de curvatura = 4HVE e a conseqiiente auséncia do campo gravitacional. Apenas em

. . ~ .. . . .
quatro ou mais dimensdes pode existir campo gravitacional no espago vazio™.
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4 FISICA DE CRISTAIS LIQUIDOS*"?

Neste capitulo serdo apresentados os fundamentos da fisica dos cristais
liquidos e sua elasticidade. O foco deste trabalho est4 voltado aos cristais liquidos nematicos,
tanto calamiticos quanto discoticos, termotropicos e liotropicos. O capitulo segue este
caminho.

Aqui serd feita uma abordagem usual na apresentagdo dos conceitos,
baseada na literatura bésica de cristais liquidos e elasticidade. A teoria relacionada a
geometria e a relatividade surgird no proximo capitulo.

4.1 CRISTAIS LiQUIDOS NEMATICOS>>?

Alguns materiais organicos nao apresentam uma Unica transi¢do de sélido
para liquido, mas sim uma cascata de transi¢cdes envolvendo novas fases. As propriedades
mecanicas e simetrias dessas fases sdo intermediarias as propriedades dos liquidos e dos
cristais. Por essa razdo, esses materiais receberam o nome de cristais liquidos. A maneira mais
correta de se referir a estes materiais seria dizer que eles apresentam fases mesomorficas.

Os cristais liquidos sdo sistemas nos quais a ordem presente nos liquidos
aparece em pelo menos uma dire¢do do espago e também existe algum grau de anisotropia.
Além dessa propriedade os cristais liquidos dependem de forma muito forte da estrutura de
suas moléculas. Por exemplo, cristais liquidos nematicos e esméticos sao feitos de objetos
prolatos enquanto alguns outros tipos de nematicos e colunares sdo feitos de objetos oblatos.

Uma molécula prolata bastante conhecida ¢ o PAA que a forma na Fig. 4.1.

Figura 4.1 — Molécula do PAA.

CH3~OON=N@O—CH3

0

Essa molécula pode ser aproximada a um bastonete rigido de 20A de

comprimento e 5A de largura. Outro exemplo ¢ 0o MBBA cuja forma esta na Fig. 4.2.
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Figura 4.2 — Molécula do MBBA.

CH,

X
OOCH=NO—CHZ CH,
Ner /N

Para o PAA o estado nematico ¢ encontrado apenas em temperaturas mais
altas, entre 116°C e 135°C na pressdo atmosférica, enquanto MBBA tem seu estado nematico
entre 20°C e 47°C o que o tornaria mais acessivel experimentalmente se nao fosse a sua
instabilidade quimica. Todos os sistemas citados sdo sistemas puros € a maneira de induzir a
transicdo de fase dessas substancias ¢ variando a temperatura. Por essa razdo, esses sistemas
sdo conhecidos como termotrdpicos. Existem também cristais liquidos compostos por
misturas. Geralmente, esta mistura envolve um solvente (polar ou apolar) e certa quantidade
de moléculas anfifilicas que formam estruturas no solvente, onde a concentracao de soluto ¢ a
principal responsavel pelas transicdes de fase. Estas misturas sdo classificadas como cristais
liquidos Liotrépicos.

Os Cristais liquidos termotropicos sdo classificados de acordo com a
maneira que suas moléculas se organizam e também a forma da molécula. As moléculas

alongadas podem se organizar de varias maneiras, algumas mostradas na Fig.4.3:

Figura 4.3 — Organizagao das moléculas calamiticas de cristais liquidos: (a) Nematico, (b)
Esmético A e (c) Esmético C.

WIS sy sy
ANININN W i)

C

IRV Ao

As moléculas achatadas podem se organizar da seguinte forma:
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Figura 4.4 — Organiza¢dao das moléculas discéticas de cristais liquidos: (a) Molécula em
forma de disco (b) Nematico Discotico, (¢) Colunar.
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Apo6s apresentadas algumas fases dos cristais liquidos, a atengdo sera
voltada para os Nematicos. Uma representagdo da ordem na fase nemadtica pode ser vista nas
Figuras 4.3(a) e 4.4(b). As principais caracteristicas desse material sdo as seguintes:

(a) Os centros de gravidade das moléculas ndo tém ordem de longo
alcance. As correlagdes na posi¢do entre os centros de gravidade das moléculas vizinhas sao
similares aquelas existentes em um liquido convencional, exceto pela anisotropia na escala de
comprimento. De fato, os nematicos escoam como liquidos. Para um nematico tipico como
PAA a viscosidade ¢ da ordem de 0,1 poise.

(b) Existe certa ordem na direcdo das moléculas; elas tendem a ser
paralelas a algum eixo comum, que sera definido como um vetor unitario ™, o diretor. Isso é

refletido em todas as propriedades macroscopicas tensoriais: oticamente um nematico ¢ um
meio uniaxial com o eixo optico na direcdo de ™ (a diferenca entre os indices de refragdo

medidos com polarizagdo paralela ou normal a ™ ¢ consideravel, para o PAA ¢ 0,2). Em

todos os casos conhecidos desse material existe uma simetria rotacional completa em torno do

eixo M,

(c) A diregdo de ™ ¢ arbitraria no espago; na pratica ¢ imposta por forgas
menores como a orientacdo das moléculas na parede do substrato.

(d) Os estados do diretor ™ e —Msdo indistinguiveis. Se moléculas
individuais sdo dipolos elétricos permanentes existirdo dipolos orientados para cima na
mesma quantidade dos dipolos orientados para baixo.

(e) As fases nematicas ocorrem apenas com materiais que nao distinguem

direita de esquerda; cada molécula constituinte deve ser igual a sua imagem no espelho
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(aquiral), caso ndo seja, o sistema deve ser uma mistura racémica (1:1) entre os dois tipos de

moléculas.
4.2 PARAMETRO DE ORDEM>>

A fase nematica tem uma simetria menor que um liquido isotrdpico.
Qualitativamente isso quer dizer que a fase nematica ¢ mais ordenada. Para quantificar essa
propriedade ¢ necessario definir um parametro de ordem que ¢ nio nulo na fase nematica, mas
desaparece, por razdes de simetria, na fase isotropica. Em alguns sistemas fisicos essa escolha
¢ obvia, mas na fase nematica ndo ¢ trivial e para encontrar o parametro devemos proceder
através de alguns passos.

Bastonetes rigidos sdo os objetos mais simples que permitem o
comportamento nematico. O eixo de um bastonete serd nomeado como um vetor unitario €.
O bastonete tem simetria cilindrica completa em relagdo a @. O diretor da fase nematica T

serd o eixo z do sistema de coordenadas do laboratério. Definindo o vetor @ em relacio as

suas coordenadas polares & ¢ @ temos

a, = senfcosg,

a, = senfgseng e (4.1)

a, = cosf.

O estado de alinhamento dos bastonetes pode ser descrito por uma fungao

de distribui¢do F(8,¢)da (que nos da a probabilidade de encontrar os bastonetes em um

pequeno angulo s6lido d = senfddg em torno da direcdo (68, 9)).
Partindo da discussdao do topico anterior, sabemos que em um nematico

convencional temos as propriedades:

(a) f(6.9)¢ independente de ¢ (a fase tem simetria cilindrica completa

em torno de M-

(b) f(e) ¢igual a f(mr—8) (as diregdes 1 e —M s3o equivalentes).

Por questdes de praticidade nos gostariamos de caracterizar o alinhamento

ndo através de todo o valor de [ ('9.}, mas preferencialmente por um parametro numérico
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relacionado. Assim, a funcao que melhor mescla estas propriedades ¢ a que descreve o

momento de quadrupolo:

§ = 2 < (3c0s%6 — 1) >= [ f(6)5(3cos?6 — 1)d0 (4.2)

Quando o alinhamento ¢ paralelo (6 =00uf = n), temos ¥ = 1;se0

. : . 8=
alinhamento ¢ perpendicular, ou seja,

_1
deveremos ter f 2; se temos uma

k3| A

m.

orientagdo completamente randdmica (F(&) independente de &) nés devemos ter

2g w——=eS =0
< 08 = - - ., .
3 . Entdo a variavel § mede o alinhamento.

Para generalizarmos o parimetro de ordem obtido, consideremos @. b ¢ €

trés vetores ortogonais unitarios ligados a molécula e a matriz de ordenamento:

geF —
s

B | =

< Sfrrjﬁ — ﬁaﬁ"ﬁij = (4.3)
onde ap=xyz sdo indices que se referem ao sistema de laboratério, enquanto

a b, c. §%F T

ij 6 simétrico em ¥ ¢ em @B ¢ também ¢ um tensor de traco nulo com respeito a

cada par.
s _pe 5% — (4.4)

Como visto no topico anterior, a estrutura nematica tem simetria completa
em torno do eixo oOptico. Definido este eixo novamente como o eixo z, essa propriedade nos
leva a:

xx _ p¥¥ Xy _ 4
Sij _SU’ e Sij =0 (4.5)

O plano *V ¢ o plano de reflexdo da estrutura, assim:

Sr=5; =0 (4.6)
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Em uma estrutura nematica uniaxial, as Gnicas componentes nao nulas de

ap
Y sdo:
ZZ XX 3
SU’ = —25}}- = 5ij (4.7)
E o estado de alinhamento da molécula rigida é descrito por uma matriz
3x3 SU, que ¢ simétrica e de traco zero.
Sk
O tensor "if pode descrever estados menos simétricos. A matriz de
ordenamento < ¢ simétrica real e de traco nulo. Ou seja, ela pode ser diagonalizada em um

. . “F .
sistema de referencia ortogonal YVZ Assim podemos escrever:

xX¥ _ pxx _ o¥NE __ C
S =sE =85 =0 (4.8)
€
S!.:;'.x' 1 S{;};J’ + Sizjz =0 (49}

gxx = ¥V » g2z
Mas em geral L ). Uma fase caracterizada por essa matriz

de ordenamento ¢ menos simétrica que a nematica usual que descrevemos a pouco. Ela possui
trés planos de simetria (XV: XZ € VZ), trés eixos duplos *VZ ¢ um ponto de inversdo: esta é
a fase biaxial. Essas fases foram observadas em varios tipos de cristais liquidos®~.

Partindo deste resultado podemos fazer uma aproximagao macroscopica. A

diferenca tipica entre um liquido isotropico e um nematico ¢ encontrada na medida de todas as
propriedades macroscopicas tensoriais. A relagao entre 0 momento magnético Meo campo

H ¢ dada por:

My = XapHp (4.10)

Onde af=xy,z . Quando o campo H ¢ estatico, o tensor Lap , que

representa a susceptibilidade magnética, ¢ simétrico. Num liquido isotrépico temos:

f]{'rr,[?:xgrrﬁ H‘-ll}
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Enquanto numa fase nematica uniaxial (sempre escolhendo o eixo z paralelo

ao eixo do nematico) temos:

Xy 0 0
Xag=|0 XL 0 (4.12)
0 0 Xl

Para definir um pardmetro de ordem nulo na fase isotrdpica extraimos a

parte anisotropica Qa F da suscetibilidade magnética:

Qap = G(Xﬂﬁ _%%EEJ’X}T) (4.13)

Onde nés chamamos Pas de parametro de ordem tensorial. Este Tensor ¢

real, simétrico e de traco nulo. A constante de normalizacio (& é mais convenientemente
definida quando fazemos @=> = 1em um sistema totalmente orientado.

Essa defini¢do de parametro de ordem cobre uma classe de cristais liquidos

que vai além dos nematicos. Quando os eixos & e B sdo escolhidos de maneira propria a

diagonalizar a matriz simétrica Q, a estrutura mais geral é:

Q, O 0
Qg =|0 @2 0 (4.14)
0 0 _(Ql + Qz)

Isso corresponde a um nemadtico biaxial que ja foi descrito em termos da

matriz 5. Em um nemético uniaxial a forma diagonal ¢ simplificada para:

1,
EUM — X 0 0
1 - ;
Qr:rﬁ' =@ 0 E[:XJ__)L’”} 0 . [—115)
2
0 0 30— x1)

A estrutura da energia livre termodinamica, como fungdo de Qap , que
decide qual ¢ a melhor forma, ou seja, o que descreve se nds temos um nematico uniaxial ou
biaxial.

Quando as moléculas sdo consideradas rigidas esperamos encontrar uma

af

conexdo simples entre o tensor macroscopico Xaf ¢ a quantidade microscopica “ii
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Como o acoplamento magnético entre moléculas vizinhas ¢ muito pequeno, ALap pode ser

considerada simplesmente a soma das respostas moleculares individuais. Vamos chamar o

tensor de polarizabilidade magnética de uma molécula de ‘qi}', referente ao sistema de

coordenadas molecular. A partir da regra de transformagao para tensores temos:
Xap = CZ“.A”. < Jalg = (4.16)

Onde € ¢ o numero de moléculas por em™ Usando a defini¢do (4.3), a

parte anisotrépica de X
1 .
Xap _E‘Stx,ﬁ";{{yy = C‘qij‘g:ﬁﬁ (41-F’}

A dependéncia da temperatura do coeficiente 4 tj ¢ fraca.

4.3 ELASTICIDADE’*™
Num cristal liquido nematico ideal as moléculas estdo em média alinhadas

na dire¢do comum TN Esse sistema ¢ uniaxial e o parametro de ordem tensorial tem a

forma:

Qup = Q(T) (”a”'g —éc‘img) (4.18)

Entretanto, normalmente havera algum tipo de deformag¢do no alinhamento
e o parametro de ordem Qap vai variar ponto a ponto. Na maioria das situagdes de interesse

as distancias que ocorrem variagdes significativas de Qap sio muito maiores que as
dimensdes moleculares.
Essas deformacdes devem descritas por uma teoria continua

desconsiderando os detalhes da estrutura na escala molecular. Para construir esta teoria

partimos da densidade de energia livre F que ¢ expressa em funcgdo de Qap . Em sistemas

fracamente distorcidos, em qualquer ponto, as propriedades Opticas locais sdo as mesmas de
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um cristal uniaxial e a magnitude da anisotropia nao se altera, apenas a orientagdo do eixo

optico que ¢ rotacionada. Em termos do parametro de ordem Qap isso significa:
i . . 1 )
Qup(r) = Q(T) {na(rmg(r) —26,} (4.19)

O estado distorcido pode ser descrito inteiramente em termos do campo
vetorial 7". O diretor 1 ¢ um vetor unitario. Assumimos que N varia devagar e de maneira
suave em relagdo a 1" (exceto em alguns pontos ou linhas singulares).

Vamos impor em nosso nematico certo grau de distor¢do descrito por um
diretor variavel (1), Vamos fazer algumas suposicdes sobre esse sistema.

As variagOes de M sdo lentas na escala molecular, assim:

aVn <« 1 (4.20)
(isto ndo implica que M permanega paralelo a uma diregao fixa).
As Unicas forcas de importancia entre as moléculas sdo de curto alcance.
Vamos chamar Fd de energia livre por cm? do material nematico devido a distorcao de n,
assim Fd se anulard caso Vi = 0. Devemos impor algumas condi¢des sobre £d:
(a) Fd deve ser par em M; pois os estados 1 € —Msdo indistinguiveis.
(b) Nao existem termos lineares no V.. Os Ginicos termos dessa forma
que sdo invariantes por rotagdes sao:
e Vn:: ¢ excluido pela condigdo (a);
o N'VXMN: ggse termo muda de sinal através da transformagdo
r= —x,y= —V,Z= —Z.
(¢) Os termos em Fd que sio da forma VY- onde U(T) ¢ um campo

vetorial arbitrario, deve ser descartado. Isso € conseqiiéncia da identidade:

Vudr = |do-u (4.21)
J

o . . .
Onde f representa uma integral de superficie e do ¢ normal a
superficie.

Assim temos a forma da energia livre:



71

Fq = %Kl{'?’njz +§K2(“ V xn)? +§K3(11 x V x n)? (4.22

Essa equagdo ¢ a formula fundamental da teoria continua dos nematicos.
Uma andlise interessante a se fazer ¢ obter as condigdes de equilibrio na

auséncia de campos externos. Para isso, consideramos que a energia total de distor¢ao

:Fd :de d.‘r'

, , . . . z __ -
¢ um minimo em relacdo a todas as variacdes do diretor onde 1~ = 1. Essa

ultima condi¢ao nos leva a:

8F; = j'd?%,lf_r:}c?[nz:} = [drA(r)n - én(r) (4.23)
Onde 4(7) ¢ uma funcio arbitraria de 7" € G7¢ uma variagdo arbitraria do
vetor

Como visto na equagao (4.22), Fa ¢ uma fun¢do quadratica dos gradientes

Yap = Oa ”ﬁ, e também ¢ uma funcdo de M. Fazendo uma pequena variacdo em todos os

pontos, temos:

, 8 a e
0F,; = f[aigﬁuﬁ + a;:ﬁ 5’@5?1,;_}} (4.24)

Ap6s alguma algebra, encontramos a equagao de equilibrio:

aF aF . .
hg = — 22 1 g, ( . ) = (), (4.25)

Onde h representa campo molecular. Esta equagdo impde que o diretor
deve ser paralelo ao campo molecular em todos os pontos. Observando a equagdo (4.22), o

campo molecular toma uma forma um pouco mais complexa:

Onde cada parte se refere as deformagdes Splay, Twist e Bend

respectivamente, e sdo dadas por:
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hs = K,V(V-n) (4.27)
hy = —K,{AV x n + V x (An)} (4.28)
hg =K3{BxVxn+Vx(Bxn)} (4.29)

ComA=n-VxneB=nxVxn.

Figura 4.5 — Distor¢des elasticas de um cristal liquido Nematico: (a) Splay,
(b)Twist e (c) Bend.

i
I
LI

43.1 Tensor de Stress’>™

Em um corpo que ndo estd deformado a distribuicdo das moléculas
corresponde ao estado de equilibrio dindmico, ou seja, se considerarmos uma por¢do do
corpo, as forcas resultantes naquela regido sao zero.

Quando ocorre uma deformagdo, a distribuicdo das moléculas muda e o
corpo tende a procurar o seu estado original de equilibrio. Surgem for¢as que procuram levar
o corpo ao equilibrio. Essas forc¢as internas que aparecem quando o corpo ¢ deformado sdo os
stresses internos. Se ndo ocorre deformagao, ndo existe stress interno.

Os stresses internos sao devidos a forcas moleculares, ou seja, as forcas de
interag¢do entre as moléculas. Na teoria da elasticidade, as for¢as moleculares sao consideradas
de curto alcance. Os seus efeitos se estendem apenas na vizinhanga da molécula. A teoria da
elasticidade ¢ uma teoria macroscopica, as unicas distancias consideradas sdo muito maiores

que as distancias moleculares, ou seja, o campo de acdo das for¢as moleculares é considerado
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como zero na teoria da elasticidade. Entdo, as forcas aplicadas em qualquer parte do corpo
agem apenas na superficie na mesma regido do corpo.
Vamos considerar a for¢a total em uma regido do corpo. Primeiramente,

essa forga total ¢ igual a soma de todas as for¢as em todos os elementos de volume naquela

[Fdv

regido do corpo. Matematicamente isso pode ser escrito como a integral volumétrica
onde F ¢ a forga por unidade de volume e FadVga, for¢a no elemento de volume dV. As

forcas internas se cancelam pelo principio da terceira lei de Newton.

JF:dv

todos stresses internos resultantes podem ser transformados em uma integral de superficie.

Para qualquer parte do corpo, cada uma das trés componentes

Como sabemos da analise vetorial, a integral de um escalar sobre um volume arbitrario pode

ser transformada em uma integral de superficie se o escalar ¢ o divergente de um vetor. Neste

caso, nos temos a integral de um vetor ¢ ndo de um escalar. Entdo, o vetor F; deve ser a

divergéncia de um tensor de segunda ordem da forma:

Assim, for¢a em qualquer volume pode ser escrita como uma integral sobre
a superficie fechada envolvendo este volume.

Agora vamos considerar o momento angular das forgas em uma parte do

corpo. O momento angular de uma forca F pode ser descrita por um tensor antisimétrico de

segunda ordem, onde suas componentes sao Fixie = Fiex, X

, com -‘i representando as

coordenadas do ponto onde a forca ¢ aplicada. Entdo, o momento angular das for¢as no

elemento de volume @V ¢ (FiXe — FieXy)dV e em todo volume é .»r (Fixp — F -‘f't'!':}dv.

Como a forga total em qualquer volume, isso pode ser expresso como uma integral de

superficie:

8; dop A(oixk—okxi) Bxy A\ e, .

dxy

: —— =20
No segundo termo recorremos a propriedade daxi K

I .
. No primeiro
termo, o integrando ¢ a divergéncia de um tensor; a integral pode ser transformada em uma

integral de superficie:



Mg = $(ogxx — oax)dfi + [(Og; — o)AV (4.32)

O tensor Mik vai ser uma integral sobre a superficie apenas se o tensor de

stress for simétrico:
Jik - Gil'{f L—153}

Assim, a integral de volume se anula. Entdo, o momento angular das forgas

em uma parte do corpo pode ser escrito na forma:
My = [(Fxg — Fpx)dV = $(0,x, — gqx,)df (4.34)

Em equilibrio, os stresses internos em todos os elementos de volume devem

se balancear, assim temos Fi = 0 Entaoa equacao de equilibrio de um corpo deformado é:

doix 125
P 0 (4.35)

4.4 TEXTURAS>?

Nos tdpicos anteriores, nossa atengdo ficou restrita nos arranjos nematicos
que envolvem apenas variagdes continuas do diretor (1), Mas existem outras situagdes

fisicas importantes onde 1{1") ndo ¢ uma fungdo suave de T em todos os pontos.

Considerando amostras finas de liquidos nematicos sob polarizadores
cruzados, ¢ comum observar um sistema de filamentos flexiveis e escuros. Alguns desses
filamentos aparentam flutuar livremente no fluido. Outros parecem presos as paredes ou nao
tdo livres como no caso anterior. Nas primeiras analises das propriedades Opticas desses
filamentos foi verificado que eles ndo eram devidos a impurezas no material, e sim
correspondentes a linhas de singularidade no alinhamento molecular. Posteriormente, essas
propriedades foram denominadas de disclinagdes.

Quando as condig¢des de contorno, que sdo impostas pelas paredes de vidro
sobre o liquido nematico, sd3o continuamente degeneradas (tangenciais ou cOnicas, sem

nenhum eixo preferido no plano das paredes) normalmente se verifica um sistema de pontos
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singulares na superficie. Através dos polarizadores cruzados ¢ possivel ver que esses pontos
sdo conectados por tiras escuras, mostrando as regides onde o eixo Optico do material ¢é

paralelo a um dos polarizadores. A textura geral resultante desses pontos ¢ conhecida como

Schlieren (Fig. 4.6).

Figura 4.6 — Textura do tipo Schlieren de um cristal liquido Nematico entre
polarizadores cruzados.

r & ’ v
8 )

»
‘

O arranjo das moléculas na vizinhanca das superficies pode ser observado
de varias maneiras. Com todos os métodos conhecidos sdo observados quatro tipos de

arranjos moleculares como mostrado na Fig. 4.7. Esses quatro tipos de arranjos sao

(-1.-1/5.1/5.1)
classificados de acordo com o indice 1., que toma os valores: ~ = 2 12077,

— Arranjo geométrico das moléculas na regido de um defeito.

A A

| )

Dire¢éo dos Polarizadores m=1 m=1
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Estruturas de varios tipos em duas dimensdes podem ser resumidas da
seguinte forma: assumimos que o diretor ™ esta no plano da parede e define dois eixos

ortogonais (x,V) neste plano. O vetor I" descreve a distancia entre a singularidade e o ponto

8(r)

de observacio, ¢ @(17) ¢ o angulo entre T' e X. O angulo entre M e X é denominado .

Uma relagdo aproximada para & que é correta para o ponto de vista da simetria é:

8(r) = me(r) + const. (4.36)
Assim, se percorrermos um caminho fechado em torno de um ponto

circular, e dermos uma volta completa (Ap = 2m ), verificamos que o diretor foi rotacionado

de AG = 2TTM 1550 ¢ aceitdvel apenas se MM & um inteiro ou semi - inteiro.

Uma disclinagdo ¢ uma descontinuidade na orientacdo, ou seja, uma
descontinuidade no campo diretor (7). Esta descontinuidade pode ser localizada em um
ponto, uma linha ou em uma superficie. Entretanto, disclinagdes planares sao completamente
instdveis e podem ser desconsideradas. Assim temos apenas dois tipos de disclinagdes em
nematicos: linhas e pontos.

Para ficar mais claro, vamos considerar um processo geométrico simples,
gerando uma linha de disclinagdo fechada L em um neméatico (Fig. 4.8). Vamos considerar

. . + - e
uma superficie X, Limitada por L, com os lados L™ ¢ L. Utilizando uma for¢ca externa

Q

) . . + . .
qualquer, giramos o diretor das moléculas em contato com Z¥ em torno de um eixo , que ¢é
normal ao eixo optico Mo do material ndo perturbado. A variavel D Gefine tanto o eixo

quanto a magnitude da rotagdo. Do lado de £, a situagdio se mantém nio perturbada.

Figura 4.8 — Processo geométrico que gera uma disclinacdo L o ponto M situa o
observador.

M
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A distancias finitas de Z, o diretor M (1) sera ajustado naturalmente e
passaré a variar de maneira continua com T". A configuragdo resultante é continua exceto em
X; neste caso, teremos uma descontinuidade em forma de folha que pode ser mantida apenas
na presenga de forgas externas. Entretanto, se o angulo de rotagao 12 ¢ tal que os eixos Opticos
acima e abaixo do corte coincidam, podemos desligar as forcas externas e manter uma

conformacdo nao trivial. A condi¢do para que isto ocorra ¢é:
0 = 2mm (4.37)

A conformagio resultante é continua em todas as partes exceto na linha L.
Dizemos que L ¢é uma disclinacdo de forca M-, Nas Figuras 4.9 e 4.10 vemos o arranjo
molecular em torno de uma linha de disclinagdo, para dois casos de importincia

respectivamente: {! paralelo a linha e {1 normal a linha.

m

—a1
Figura 4.9 — Forma de uma disclinagio de forga ~*~ + f/ 2. (A linha L¢ normal ao plano

da pagina).
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-1
m =
Figura 4.10 — Forma de uma disclina¢ao do tipo Twist de forca / 2, (a) Construgao
geométrica; (b) Distribuicdo molecular: As moléculas estdo sempre na

horizontal.
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Como as disclinagdes nos solidos, o calculo das distor¢des em torno de uma
linha ¢ um tanto complexo. Para simplificar este célculo, usaremos a aproximagdo de uma

constante para a energia de distorcao:

Fy = %H[[‘F )2 + (V x n)?] =§K6anﬂﬁanﬁ (4.38)
Verificando o caso apresentado na Figura 4.9 o eixo £ é considerado sobre a

linha. O diretor M esta no plano XY e tem um angulo & com o eixo X.. Assim, a energia de

distorcao (4.38) se reduz a:

F, = iﬂ'(?ﬁ)z (4.39)

Minimizando Fd = | Fadr temos a condi¢do de equilibrio:

Vg =0 (4.40)
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As solugdes da equacdo (4.40) sdo descontinuas no eixo £ e precisamente
da forma empirica encontrada anteriormente. Nessa textura, & ¢ uma funcdo linear do angulo
¢ e rotagdes de 27 em torno da linha recupera a dire¢do inicial do eixo optico: & varia

apenas por valores de T ou 27, Assim, o coeficiente Tt deve ser inteiro ou semi-inteiro.
Para verificar se a equacdo (4.36) ¢ compativel com a equagdo (4.40) ¢
conveniente investigar o vetor V&. De acordo com a equagdo (4.36) esse vetor é sempre

tangencial e de magnitude:

ve| == (4.41)
ful

J— I -’2 :'2 . . . 1
Onde P = (x2 +y2) ¢ a distancia para a linha. Esse campo vetorial

ndo possui divergéncia, ou seja, V(Ve) = Ve = 0.
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5 CRISTAIS LIQUIDOS E RELATIVIDADE

Na década de 80, Hess e colaboradores propuseram que as propriedades
reologicas anisotropicas de um cristal liquido poderiam ser obtidas através de uma
transformagdo afim, na qual o potencial esférico de uma molécula esférica de um liquido
isotropico hipotético ¢ deformado até assumir a forma elipsoidal do potencial de intera¢do de
um cristal liquido."”™ O objetivo principal deste trabalho é propor um método geométrico
que generaliza esta aproximacao de maneira que essa deformacao seja dependente da posigao.

Iniciaremos o processo com a observagdo que em um nematico usual, a
orientacdo do diretor ndo ¢ homogénea e como conseqiiéncia, a deformacdo molecular que
produz a aproximacdo de conexdao afim ¢ dependente da posicdo. Assim, as ferramentas
matematicas correspondentes devem ser levadas em consideracdo. Essencialmente serd
mostrado que apds esse tipo de transformagdo, as derivadas usuais nao se transformam como
um vetor covariante usual, ¢ como conseqiiéncia, devem ser substituidas por derivadas
covariantes. As ferramentas matematicas que descrevem essa mudanga ndo sao
costumeiramente usadas na fisica de cristais liquidos. Assim, a maneira natural de
implementar essa nova matematica ¢ considerar que o uso da aproximagao de conexdo afim
de Hess mapeia as texturas nematicas em uma superficie diferenciavel ndo plana.

Um dos pontos deste trabalho é enfatizar que as ferramentas da geometria
diferencial sao relevantes e podem ser usadas no estudo dos cristais liquidos nematicos. Outro
ponto ¢ a verificacdo de que esta abordagem aos cristais liquidos ¢ formalmente semelhante a
teoria do campo gravitacional descrita pela teoria da relatividade geral, apresentada no
capitulo 3. E possivel formular os principios das duas teorias usando desenvolvimentos
semelhantes, o que nos leva ao estabelecimento de uma correspondéncia entre alguns aspectos
das duas teorias.

Como conseqiiéncia, algumas texturas de cristais liquidos neméaticos podem
ser descritas por uma equacao semelhante a de Einstein da Relatividade Geral, com o tensor
de stress elastico tomando o lugar do tensor energia momento. No mais, o limite plano desta
equacdo ¢ a generalizacdo da equag¢do de Poisson que descreve as texturas geradas pelos

defeitos dos cristais liquidos, com a vantagem desta equagao ser dependente da temperatura.
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5.1 HIPOTESE DE HESS E O TENSOR METRICO" 2!

A interagdo entre as moléculas de cristal liquido pode ser obtida da
interacao entre moléculas esféricas de um liquido isotropico hipotético, desde que o potencial

esférico seja deformado até assumir a forma elipsoidal. Matematicamente, assumimos que o

potencial de interacdo elipsoidal - £ entre as moléculas nematicas podem ser transformadas

num potencial de interacao esférico ‘I’S, desde que o vetor I que conecta as duas particulas

seja submetido a uma transformagao afim apropriada. Ou seja,
Dp(rs) = @5(15) (5.1)

Onde os indices £ & S se referem as simetrias elipsoidal e esférica
respectivamente. O potencial ndo esférico pode ser substituido pelo esférico se a distancia
entre dois pontos ¢ dada por uma métrica na qual dois pontos na superficie equipotencial nao
esférica se tornam eqiiidistantes do centro do potencial. Como conseqiiéncia deve haver uma
transformagdo afim que leva a fisica dos liquidos formada por moléculas esféricas para a
fisica dos liquidos com moléculas elipsoidais. Essa afirmagdo nos leva ao ponto onde a

medida das distancias nos dois potenciais devem ser conectadas por relagdes da forma:

i K
e o e o
! drg drEE. dr‘_ff- drg .

A primeira equagdo ¢ a lei de transformacdo para vetores enquanto a
segunda, da a lei de transformacao das derivadas.

Uma conseqiiéncia essencial dessa hipotese surge quando se assume que a
amostra nemdtica ndo esta alinhada de forma homogénea e a correspondente transformacao
afim se torna efetivamente dependente da posi¢@o. Nestas condi¢des, as derivadas de um vetor
ndo se comportam como um tensor.

Quando a configuracao do diretor ndo ¢ homogénea, mudando de ponto a
ponto, normalmente o comportamento das derivadas de um vetor ndo ¢ o comportamento de

um tensor. A maneira comum de lidar com este problema ¢ alterar a regra de diferenciacao:
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derivadas comuns dao lugar as derivadas covariantes, discutidas no capitulo 3. Mesmo com o
uso da diferenciagdo covariante necessaria, ¢ possivel que este procedimento seja um
problema em um sistema de coordenadas inconveniente, e a apropriada mudanca no sistema
de coordenadas recupera a regra de derivagdo usual. Porém, existem situagdes nas quais o uso
das derivadas covariantes ¢ inevitavel, e ndo existe mudan¢a de coordenada apta a
restabelecer a regra de diferenciagdo usual. Neste caso, a superficie onde o fenomeno fisico
acontece tem uma curvatura intrinseca.

O primeiro resultado apresentado ¢ a demonstragdo que a aproximagdo de
conexao afim revela que a descri¢do matematica das texturas nematicas tem necessariamente
uma superficie com curvatura intrinseca associada.

Como foi visto acima, existe a necessidade do uso da derivada covariante
quando ¢ usada a aproximacdo de conexdo afim para descrever a fisica dos nematicos. Para
que isso seja feito, devemos determinar a métrica da superficie gerada pelas texturas

nematicas. Para encontrarmos a métrica lembramos que a distdncia em uma geometria

esférica ¢ dada por:
d2 = §rird (5.3)
Enquanto na geometria ndo esférica:
dz = gi;riry (5.4)

Onde a métrica 917 ¢ induzida pelas superficies equipotenciais do potencial
ndo esférico. Para obter as leis de transformagdo, dadas na equagdo (5.2), observamos que os
pontos localizados na mesma superficie equipotencial elipsoidal sao eqiiidistantes do centro
do potencial. Isto nos leva a concluir que a hipdtese de Hess pode ser formulada de maneira

que satisfaca a regra:
d? —d;E =d§ (5.5)

Assim, a passagem do potencial esférico para o potencial elipsoidal pode ser

feita através de uma mudanga de métrica. Ou seja, a medida das distancias nos dois potenciais
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deve ser conectada por alguma lei determinada pela equagdo (5.2). Para obter uma relagao
formal entre a métrica e essa mudancga no sistema de coordenada ¢ suficiente observar, através

da substituicao de (5.1, 5.3 e 5.4) na equacdo anterior:

i i g0
g _ o Grsdrs o :
Ou7sTs = 0y gk g, 178 s (5.6)
Ou seja,
dr'_é. d?"l::._'l: P
= —— ) - M
gk! d:f"é:df"é Ly L'}

Essas regras ddo a lei de transformacdo da métrica para o método da
transformagdo afim; quando a quantidade fisica é conhecida num sistema esfericamente
simétrico, a equagdo (5.1) diz que ¢ suficiente aplicar a transformagao sobre ela para obter a
expressdo correspondente em um sistema nao esférico. Para obter de forma explicita a
métrica, ¢ necessario conhecer a mudanca de coordenadas que gera essa transformagdo. A
obtencdo desta métrica em termos dos parametros nematicos € o nosso proximo objetivo.

Ey

b

Vamos assumir que a métrica Gkl ¢ determinada pela mesma matriz
que caracteriza a forma quadratica de um elipséide uniaxial. Dado um elipsoide uniaxial,

sempre existe um sistema de coordenadas local no qual ele assume a forma:

2 Z 2
S+t e=1 (5.8)

a? b
Onde os comprimentos dos trés eixos principais sao dados, respectivamente,

por {a.b, b}, cada um apontando para as dire¢des dadas pelos trés vetores ortonormais

{€x, EJ-” €z }, onde:
e, =(1,00), &,=(010), &;=(001) (5.9)

Com *1- *2 € X3 gendo os eixos. Em uma forma compacta este elipsoide

. A J —
pode ser escrito como Ex1X X 7' =1 onde:
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— 0
ES=|0 0 (5.10)
0 L

Que ¢ a matriz diagonalizada que caracteriza o elipsoide, a qual ¢

completamente caracterizada pelos autovalores:

1 1 1

= = 3 61D

E autovetores dados pela equacao (5.9). O indice d na matriz do elipsoide ¢

Er

utilizado para descrever que essa matriz ¢ diagonal. A matriz 1, que representa um

elipsdide uniaxial arbitrario que possui os mesmos comprimentos dos eixos, pode ser obtida

d 5 3 F
da matriz ' através de uma rotagdo arbitraria na qual os trés eixos principais €6y, 8}

I a1
sdo rotacionados de maneira rigida para um novo grupo de vetores ortonormais Prd- 7.

Depois deste processo Er assume a forma:
1 1 1 = 1A
E;; = = Pib; -I—E:qi-qj- +FT}I}- (5.12)

Uma propriedade importante desses autovetores ¢ que eles formam uma

base completa e sdo relacionados pela equacao:
PPy + q:q; + 1ty = 6y (5.13)

Combinando essa equagdo com (5.12) temos:

1 1 - 1 .,
E;j =—Pil; + 55 (8 — pip;) = —{6;; — e pip;} (5.14)
Onde,
e=1-b? (5.15
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E a excentricidade elipsoidal e P ¢é o eixo de simetria do elipséide uniaxial. Fixamos o
comprimento @ = 1 para estar de acordo com a normaliza¢do da esfera de raio T = 1.
Generalizando para um sistema de coordenadas arbitrariamente rotacionado,

o elipsoide pode ser escrito como:

E;jy'vi =1 (5.16)

Como a condi¢do € = 0 reduz o elipséide a uma esfera de raio ¥ = 1, a
anisotropia encontrada nos parametros reoldgicos pode ser interpretada como a deformacgao
induzida no meio nematico pelas superficies equipotenciais nao esféricas. Conseqiientemente,
essa anisotropia pode ser quantificada medindo o quanto este elipsoide difere da esfera
equivalente. Para obter tal esfera lembramos que, de acordo com a equagao (5.10), o tensor

que caracteriza o elipsodide passa a caracterizar uma esfera se os eixos se tornam iguais. A

esfera equivalente pode ser definida como aquela a qual o seu raio ' satisfaz a relagdo:

< =Tr(E) =—=(1-9) (5.17)

r 1-e 2
Entretanto, se E ¢ a matriz caracteristica de um elipsoide, os elementos da

= 6;,;Tr(E)/3

matriz caracteristica da esfera equivalente devem dados por Sij , € como

conseqiiéncia, a deformagao elipsoidal AE pode ser definida pela diferenca entre o elipsoide e

a esfera equivalente:
AEy; = Eyy—Sy; = Eyy — 56, Tr(E) (5.18)

Com (5.14) e (5.17):

e (1 .
"ﬂEij =1 IEEEJ. — p!.pj} (5.19)
Ou seja, a deformagdo elipsoidal AE ¢ determinada pelo produto de dois

termos distintos, e/(1—e)e

Q5 = éﬁa; — P:Dj (5.20)
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O tultimo termo ¢ a componente anisotropica da deformacao elipsoidal. Ele
coincide com o tensor momento de quadrupolo, sendo formalmente similar a expressdao do
pardmetro de ordem tensorial de um cristal liquido nematico. De fato, o parametro de ordem

tensorial pode ser medido através da diferenga entre as partes anisotrdpica e isotropica de uma

dada propriedade fisica. Foi exatamente o que foi feito com Eyj para chegar a equagao (5.19).
Nesta equagdo, o termo de excentricidade fornece a magnitude do alongamento do elipsoéide;
excentricidades diferentes correspondem a formas moleculares diferentes; quando € < 0,
temos D = 1o que corresponde a fase discotica; quando & == (), temos b <1 ou seja, a
fase ¢ calamitica.

Resumindo, a matriz elipsoidal dada pela equagdo (5.12) pode ser escrita

como:

Ey =5, +505 =—{(1-2)5, +e0f) (5.21)

1-&

Onde o primeiro termo corresponde a parte isotropica e o segundo termo
descreve o desvio da forma esférica. Como definido por Hess e explicado anteriormente, a
aproximacdo de conexdo afim pode ser realizada pela deformacdo de um potencial esférico
até o ponto onde ele assume a forma elipsoidal de uma molécula nematica. Entdo, esse desvio

¢ descrito por um termo que ¢ estruturalmente igual ao parametro de ordem tensorial. Sera

E

desta forma de ~iJi que a métrica Y1 serd construida.

E importante ressaltar, que até este momento, a igualdade entre o parametro
de ordem tensorial ¢ a matriz elipsoidal é restrita a forma matematica desses objetos.
Conceitualmente, elas descrevem objetos diferentes. Nosso objetivo agora ¢ mostrar que essa
igualdade formal pode ser melhorada até o ponto onde os dois conceitos se tornam idénticos e
uma métrica dependente da temperatura ¢ obtida. Para temperaturas maiores que o ponto de
transicdo de fase nematica- isotropica, todas as diregdes sdo equivalentes. Para temperaturas
menores que a transi¢cdo de fase nematica-isotropica, o liquido se torna anisotropico ¢ em cada

ponto varias propriedades fisicas adquirem uma dire¢ao privilegiada.

Para construir a métrica vamos distinguir entre a natureza microscopica e
macroscopica de Q; i, colocando um acento circunflexo sobre o parametro vetorial 1 quando
Qi j

microscopica — o eixo molecular — ¢ o pardmetro de ordem associado € microscopico. Da

oy . L . (1) s
ele descreve vetores unitarios e microscopicos. Entdo, descreve uma variavel
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mesma maneira, sem o acento em n. '?if (n) significa que 1 ¢ uma varidvel macroscopica,
o diretor, e o correspondente parametro de ordem ¢ macroscopico. A conexao entre essas duas

quantidades ¢ feita assumindo que a variavel microscépica M oscila de maneira tdo rapida

que quando Q:; (1) tem a sua média tomada, no tempo ou na vizinhanca de um ponto, essa

média determina o parametro de ordem macroscopico. Matematicamente,
(Qi; (1)) = $Q;;() (5.22)

Onde (*) ¢ a média estatistica da variavel X. A partir dessa forma podemos
determinar o parametro de ordem escalar. Assim, multiplicamos a equa¢ao anterior pelo

parametro de ordem macroscopico e tomamos o trago da equacao resultante:

Q7 ()(Qy; () = SQE(n)Q,;(n) (5.23)
Para obter:
5=§(—§+([ﬁ-n)2}) (5.24)

Agora vamos considerar que o potencial de interacdo relacionado a cada

molécula de um nemadtico tem uma superficie equipotencial que pode ser representada pela

matriz E"f . Quando, na vizinhanga de um ponto, um grande grupo desses objetos ¢ agrupado
podemos considerar, em uma analogia exata com a equagao (5.22), que esse grupo pode ser,

ou ndo, alinhado, gerando, ou ndo, uma fase nematica. A representagdo desses resultados

E
macroscopicos do alinhamento microscopico pode ser feita através da matriz L?U assumindo

que ela satisfaz a mesma relagdo do parametro de ordem microscépico:

(Q5(R) = SQ;;(n) (5.25)

O que significa que anisotropia microscopica de cada molécula se torna

acoplada com as suas vizinhas; o eixo longo de cada uma das moléculas oscila através da
mesma dire¢do, gerando a fase nematica. Uma conseqiiéncia importante da discussdo acima ¢

que anisotropia elipsoidal microscopica de cada molécula nematica tem conseqiiéncias

E
macroscopicas. Como QU aparece na definigdo de Eij , a equacao (5.21) revela que a matriz
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elipsoidal Eij também tem uma contrapartida macroscopica. Ou seja, dando significado a

E
{QU}, um significado correspondente deve ser dado a (E U:’. Esta matriz mede a passagem

da simetria macroscopica e isotrépica para uma simetria elipsoidal macroscopica da fase

nematica. Sera assumido aqui que tal anisotropia surge através da métrica macroscopica 9ij,

=N{Ei':’

Ou seja, 9ij J*; 0 que corresponde a:

gy = NTr(E)S, + = (Q,; ()} = (113 (1-%)5, +es,m} (526

Onde N ¢ a constante de normalizagio introduzida para assegurar a normalizagdo do diretor:

nin,

j=g7nn; =

j=1 (5.27)

Um céalculo direto revela o valor de IV, mostrando que:

Jij = —[3 NEvEYS) {(3 —e)5;; + 3e5Q;;(m)} (5.28)

gl = [“—[[3 —e(S+ 1)]6Y + 3eSQY (n)} (5.29)

Estas equagdes mostram que a métrica induzida pela anisotropia elipsoidal

depende do pardmetro de ordem escalar .S, ¢ macroscopica e ¢ determinada pela temperatura

nematica; na fase isotropica (s = Uj, a métrica descreve uma esfera e as medidas
macroscopicas sdo isotropicas. Quando a temperatura ¢ reduzida, a transi¢do de fase

nematica-isotropica cria uma valor de .5 ndo nulo, o qual induz uma anisotropia macroscopica

e
elipsoidal descrita por um parametro de ordem 5 e excentricidade

A hipotese de Hess leva a uma superficie tridimensional ndo plana, a qual
tem uma curvatura escalar ndo nula. Para chegarmos a este resultado, algumas férmulas da

geometria diferencial, apresentadas nos capitulos 2 e 3 serdo utilizadas. Para calcular a

. \ ) J;l' i . ~ P ~
curvatura associada a métrica ~ -, necessitamos da conexdo afim. Todos os calculos sdo

diretos e extensos, e resultam:
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r%; = EETVETS [Emremy {[3 —e(1 +29)][n*(a;n; — d;n;) +n;(d;n* — a%n,)]

[3 — e(1— 8)n,(an* — a%n;) + 3eSnn™(n*dpn; + n;0,n*)} (5.30)

A curvatura escalar:

_ g9e?s? ) ~12 __ 2es
R = 2[2—e(1-5)]2 [n- (Vxn)] [2—e(1-5)]

V. n(V-n)+nx(Vxn)] (531)
Este resultado justifica todos os calculos feitos até aqui. Ele revela que a

curvatura associada a uma textura nematica ¢ nao nula, e ¢ dada pela soma de duas texturas

* | 2
nematicas comuns, o termo de textura Bend [n - (Vxn)] , ¢ 0 termo de textura Saddle-

V- [n(v-n)+nx(Vx ")]. Como R ¢ uma quantidade escalar, tera sempre o

Splay
mesmo valor em todos os sistemas coordenados e nao pode ser eliminado. E a curvatura que
expressa a propriedade bésica da aproximacdo de conexdo afim; associa intrinsecamente as

texturas nematicas com uma superficie ndo plana.
5.2 EQUACAO DE EINSTEIN PARA N.L.C.S

O objetivo deste topico ¢ mostrar que algumas texturas de cristais liquidos
nematicos com uma configuragdo ndo alinhada do diretor, incluindo singularidades,
disclinagdes e defeitos podem ser descritas por uma equagdo equivalente a parte espacial da
equacgao de Einstein. Enquanto na relatividade geral a fonte do campo gravitacional ¢ o tensor
energia momento, a fonte da curvatura observada no perfil do diretor ¢ o tensor de stress
elastico do meio nemadtico. Como aplicacdo dessa aproximacdo, estudaremos o limite de
pequena curvatura. Exatamente como acontece na relatividade geral, onde a gravitacao
newtoniana pode ser obtida como um limite ndo relativistico da equacdo de Einstein, a
equacdo para os cristais liquidos deve ter como limite de pequena curvatura a equagdo de
Poisson que descreve a configuracdo do diretor numa interagdo entre os defeitos nematicos,
com a vantagem que essa equacao de Poisson sera dependente da temperatura.

Formalmente, ¢ assumido como no tdpico anterior, que o potencial de
interagdo elipsoidal entre as moléculas nematicas pode ser transformado num potencial de
interagdo esférico, desde que o vetor " que conecta duas particulas seja submetido a

transformagdo apropriada. Esta aproximagdo ¢ andloga ao principio da relatividade: “em
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qualquer ponto do espaco tempo em um campo gravitacional arbitrario € possivel escolher um
sistema de coordenadas localmente inercial no qual em uma regido suficientemente pequena
do ponto em questdo, as leis da natureza tomam a mesma forma que em um sistema de
coordenadas cartesiano desacelerado na auséncia da gravitagdo”. Como conseqiiéncia, ambas
as teorias devem tem analogias matematicas.

Inicialmente, para determinarmos a equacao que rege a fisica dos cristais
liquidos semelhante a equacdo de FEinstein, utilizaremos a métrica encontrada no topico
anterior. Dois aspectos dessa métrica expressam a diferenca essencial entre essa teoria e a
teoria da gravitacdo: a equagdo (5.28) nos d4 uma métrica de uma variedade tridimensional
com a assinatura (+, +, +) e através da dependéncia do parametro de ordem .5, ¢ dependente
da temperatura.

Partindo do escalar de curvatura, determinado também no topico anterior,
vemos que esta equagdo nos dd uma curvatura que tem sua origem na energia elastica. Os
termos elasticos que nao aparecem em R correspondem aquelas deformagdes eldsticas que

geram uma curvatura nula. Conseqiientemente, a equagao (5.31) nos permite definir:

A=K, ,(n-Vxn)?— (K, +K;,)) V- [n(V:n) +nx (Vxn)] (5.32)

F

como a por¢ao da densidade de energia elastica que contribui com a curvatura, onde K32 e

K4 si0 as constantes elasticas bend e saddle-splay, respectivamente. Usando as coordenadas
generalizadas definidas na equacdo (5.7) para escrever a equagdo acima e sua integral no
volume da amostra, ¢ encontrado que a por¢do de energia elastica devida a estes termos ¢

dada por:

Ep= [AS—gdV (5.33)

Mas, como conseqiiéncia da equag¢do (5.31), a energia elastica deve
determinar a curvatura da amostra nematica, nos permitindo supor que existe uma constante

G tal que:

Er = —[R/—=gdV (5.34)

Entdo, quando procuramos uma configuracdo que nos d4 um minimo de

energia, podemos encontrar através do valor minimo da equacao (5.33) ou (5.34). A igualdade
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dos resultados deve corresponder exatamente a deriva¢ao usual da equagdo de Einstein, ¢ a

equagao resultante deve ser dada por:

1 - —

R.. .
Onde " ¢é o tensor de Ricci e

; an ali—g) ,-'— .
L= — 5 i —g (5.36)
] 3.::'1 ( an )
dF
xj

E o tensor de stress elastico da energia eldstica dada por A,

A caracteristica particular da métrica dos cristais liquidos nematicos
mostrada acima restringe a equivaléncia dessa equacdo com as componentes espaciais do
campo gravitacional. Conseqlientemente, as componentes espaciais do tensor energia
momento sdo as componentes do tensor de stress. Entdo, enquanto a equagdo de Einstein
gravitacional impde que a fonte do campo gravitacional ¢ descrita pelo tensor energia-
momento, a equacgao para os nematicos impde que a fonte da curvatura € o tensor de stress.

Usualmente, a procura pelo limite ndo relativistico do campo gravitacional

< g

demanda o estudo de 00 justamente os termos temporais que nio temos em um

modelo puramente espacial. Neste caso, estudaremos o limite plano de R observando que,

(T; .

quando “i] — G, devemos ter B = 0 que também pode ser usado para obter solugdes

.. R;y; =0 . .
planas. Devemos observar que a condigdo ¢ nao ¢ totalmente equivalente a condi¢ao

R = 0, mas fornece informacdes suficientes para vislumbrar a riqueza obtida com a

equivaléncia entre as duas teorias. Para representar o sistema de coordenadas, e também o

campo diretor, usaremos coordenadas cilindricas. Assim, as variaveis {r.e .z} serdo

utilizadas como representantes cilindricas do sistema cartesiano local {1, %2, 2} e as

componentes do diretor neste sistema serao dadas por
e mw -

n= [ (1 —n2)cosd, .,/ (1— n)send,n } R
V( z) V( 2) Z), com g representando o 4ngulo da

projecdo do diretor no plano Z = 0 com o eixo 1. Nestas coordenadas, a equagdo (5.31)

toma a forma:
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- anz
_ 9e%57 dnz m(1-nz)—r arz .
R = heasP { oz | sz ‘ms[(l —m)e — @] +

5 2
1 dnl T B B 3eS e - e
(ﬁ ” ) sen[(1 —m)e (po]} Boeo)] [2n - (VB X Vn,)] (5.37)

Esta equacdo revela as condigdes totais para que a curvatura escalar dos

nematicos seja ndo nula. Para qualquer M- M # 0 € Nz # 1 ¢51a equagdo se torna singular.

2 3172
a”z/ar = (0 ¢/ou dnz/@@ = (

O mesmo ocorre quando Para fazer esta equagdo
adequada a comparag¢dao com problemas gravitacionais, vamos considerar as condigdes usuais

usadas nos estudo de defeitos de cristais liquidos nematicos. E assumido que a relagio entre
8 ¢ ¥ ¢ simplesmente dada por ¢ =M@+ @y e a amostra ¢ invariante

translacionalmente ao longo do eixo €z, que sdo as condi¢des que definem o nosso limite
plano. Sob estas condigdes, é simples notar que o segundo termo da equagdo (5.37) se torna

(n, =0,n

. < 1=1) :
nulo e que a Unica configuragdo planar # fornece um interessante termo de

comparagdo desta curvatura escalar com um campo gravitacional produzido por uma massa

no ponto " = 0. Para este caso, a curvatura escalar R assume a forma:
R = [(V*)~*p]?cos?|g,| (5.38)
Onde U = i}'{ T, e
ViU =gqp, q 2ef (5.39)

= VZ[E—e(1-9)]

Com £ =06(r).A equagdo (5.38) descreve a curvatura escalar de um
defeito do pontual de uma carga topologica M = 1. Ela contém a parte espacial do limite
Newtoniano da relatividade geral e, na sua equivalente dos cristais liquidos nematicos,
descreve o potencial de interagdo de defeitos pontuais. A jun¢do destes dois formalismos

forneceu a contribuicdo da temperatura (atraves de S ¢ da forma molecular (através de &)

para o potencial de interagdo dos cristais liquidos nematicos. Quando cargas topoldgicas

semi-inteiras com defeitos fora do plano Mz + 0 s3o0 permitidas, a equagdo (5.37) se reduz a:
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1 ng

R = [(V?)7p]? -

[[nzf_l —n2)]cos[(1 —m)@ — @] + —=sen[(1 —m)g — @0]}2(5.40}

1-nZ

De acordo com a equagdo acima, a curvatura também se torna singular em

anZ
f{aql_q o

acontece para todo defeito, no qual o diretor, para relaxar a energia da singularidade no plano,

—%
n, 1 e/ou

todos os pontos nos quais . Como se sabe, a primeira condi¢ao
¢ permitido a apresentar defeitos fora do plano. A segunda condicdo ocorre em todas as linhas
de singularidade que acompanham cargas semi-inteiras nas quais defeitos fora do plano sao
permitidos. Conseqiientemente, a equagdo de Einstein para cristais liquidos nematicos nao

apenas fornece a generalizagao da equagdo de Poisson, onde a temperatura e a forma da

molécula/micela sdo incluidas na carga efetiva q', mas também descreve paredes de

singularidades criadas por cargas semi-inteiras.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi mostrado que uma amostra de cristal liquido nematico,
com uma configuracdo ndo homogénea do diretor, pode ser descrita como um manifold
diferenciavel e nao plano, com uma curvatura escalar determinada por dois tipos comuns de
texturas nematicas: o termo Bend e o termo Saddle-Splay, ambos relacionados a elasticidade
Nematica. Este fato torna importante a discucdo das conseqiiéncias do valor ndo nulo
encontrado para a curvatura escalar. Foi provado que, de acordo com a transformagao de
conexao afim, as texturas de um nematico ndo homogéneo sao descritas por uma superficie
curva tridimensional, a qual, pela sua construgdo, ¢ a superficie determinada pela distribuigao
ndo homogénea do campo diretor através da amostra. Uma curvatura escalar diferente de zero
implica que ndo existe um sistema de coordenadas onde ela se anula; ou, usando uma analogia
fisica, este tipo de superficie ndo pode ser continuamente deformada para outra superficie
com uma distribui¢do homogénea do diretor. Esta ¢ a razdo da auséncia das deformagdes
elasticas Twist e Splay na equagdo obtida para a curvatura escalar. Como sabemos, a textura
do tipo Twist pode ser vista como uma seqiliéncia de planos, nos quais a configuracdo do
diretor ¢ alinhada de forma homogénea. Assim, uma simples rotacdo pode fornecer um
alinhamento global, levando a uma curvatura nula. A textura do tipo Splay, com excecao de
seu ponto singular, € plana; ela também possui curvatura nula. Um interessante aspecto deste
resultado ¢ que ele expde um contraste curioso entre a elasticidade e a curvatura de uma
amostra nematica; existem deformacdes elasticas que ndo contribuem com a curvatura, assim
como existem termos da curvatura que ndo contribuem com a elasticidade. Enquanto os
termos Splay e Twist contribuem para a elasticidade do nematico, eles ndo aparecem na
curvatura escalar. J4 o termo Saddle-Splay, que s6 contribui com a energia elastica na
superficie da amostra, tem sua contribui¢do a curvatura nematica por toda a amostra.

Como conseqiiéncia destes resultados, as regras de diferenciacdo foram
alteradas através da introdu¢do de uma métrica que realiza a hipdtese da conexdo afim; o
potencial gerado por uma molécula nematica elipsoidal pode ser obtido pela distor¢cao do
potencial de uma molécula esférica, o qual é deformado até assumir a forma do elipsdide
correspondente. Como a deformacgao da esfera para um elipséide € descrita por um objeto que
tem a mesma forma do pardmetro de ordem, ela pode ser tomada como pardmetro de ordem
microscopico e, na passagem do parametro de ordem microscopico para pardmetro de ordem

macroscopico, a métrica introduzida se torna dependente da temperatura.
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A transformacao de conexdo afim exige a alteragdo da regra de derivagao, o
que ¢ responsavel pelo surgimento de objetos conhecidos de geometria diferencial na teoria
dos cristais liquidos nematicos, como a métrica e a curvatura. Estes objetos sdo amplamente
utilizados na teoria de Relatividade Geral, que ¢ o principal representante da geometria
diferencial na fisica. Outro ponto a se observar ¢ a semelhanca formal do tensor de Stress
elastico e o tensor energia momento da relatividade. Sao dois objetos matematicos que
executam a mesma funcdo, em teorias diferentes. Estes dois fatores foram o ponto de partida
deste estudo; a equacdo de Einstein da relatividade geral possui uma parte totalmente
geométrica, que na fisica dos cristais liquidos surge da transformacao de conexdo afim, e uma
parte que representa a fonte da curvatura, o tensor energia momento, que ¢ formalmente igual
ao tensor de Stress eldstico de um nematico. Assim, foi possivel determinar uma equagao
equivalente para os cristais liquidos nematicos. O estudo do limite plano desta equacao
forneceu um bom material no estudo de defeitos das texturas nematicas, com a vantagem do
surgimento da dependéncia da temperatura.

Outro ponto a ser observado, ¢ que as texturas de cristais liquidos nematicos
sdo ferramentas naturais para o estudo do comportamento do campo gravitacional gerado por
pontos, cordas, paredes e todos os tipos de estruturas descritas pela estrutura nematica. Além
disso, os resultados da relatividade geral também podem ser usados para melhorar nosso

conhecimento na fisica dos nematicos.
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