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FRANCO, Felipe Oliveira. Perturbacfes tensoriais em universos anisotropicamente
curvos. 2017. 49 f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2017.

RESUMO

Além de se expandir anisotropicamente, o universo pode também ser anisotrépico ao nivel de
sua curvatura (espacial). Em particular, modelos com curvatura anisotrépica explicam tanto a
fenomenologia do modelo _CDM quanto a isotropia e homogeneidade da CMB em primeira
aproximacdo (espaco-tempo de fundo). Assim, eles oferecem um exemplo interessante e
viavel onde o principio cosmoldgico ndo € justificado a partir dos dados observacionais. Neste
trabalho extraimos a dindmica linear das perturbacdes tensoriais em duas classes de
cosmologias com curvatura espacial anisotrdpica. Duas dificuldades surgem em comparagdo
com o mesmo célculo em cosmologias isotrépicas. A primeira delas vem do fato de que as
duas polarizag¢6es do tensor ndo se comportam como um campo de spin-2, mas sim como 0s
componentes irredutiveis de spin-0 e spin-1 de um campo tensorial simétrico, transverso e
sem-traco, cada um com sua propria dinamica. A segunda dificuldade acontece porque as
perturbacdes métricas sdo algebricamente acopladas, e, portanto, ndo se pode ignorar modos
escalares e vetoriais focando apenas nos modos tensoriais — mesmo que estejamos
interessado neste Ultimo — sob o risco de se obter as equacdes de movimento erradas. Nos
ilustramos nossos resultados encontrando solugfes analiticas e avaliando os espectros de
poténcia das polariza¢Ges tensoriais em um universo dominado pela radiacdo. Concluimos
com alguns comentarios sobre como esses modelos poderiam ser confrontados com
experiéncias futuras sobre polarizacdo da CMB.

Palavras-chave: Principio cosmoldgico. Anisotropia espacial. Ondas gravitacionais.



FRANCO, Felipe Oliveira. Tensor perturbations in anisotropically curved cosmologies.
2017. 49 p. Dissertation (Master’s degree in Physics) — Universidade Estadual de Londrina,
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ABSTRACT

Besides expanding anisotropically, the universe can also be anisotropic at the level of its
(spatial) curvature. In particular, models with anisotropic curvature and isotropic expansion
leads both to a _CDM-like phenomenology and to an isotropic and homogeneous CMB at the
background level. Thus, they offer an interesting and viable example where the cosmological
principle does not follow from the isotropy of observational data. In this work we extract the
linear dynamics of tensor perturbations in two classes of cosmologies with anisotropic spatial
curvature. Two difficulties arise in comparison to the same computation in isotropic
cosmologies. First, the two tensor polarizations do not behave as a spin-2 field, but rather as
the spin-0 and spin-1 irreducible components of a symmetric, traceless and transverse tensor
field, each with its own dynamics. Second, because metric perturbations are algebraically
coupled, one cannot ignore scalar and vector modes and focus just on tensors — even if one is
only interested in the latter — under the penalty of obtaining the wrong equations of motion.
We illustrate our results by finding analytical solutions and evaluating the power-spectra of
tensor polarizations in a radiation dominated universe. We conclude with some comments on
how these models could be constrained with future experiments on CMB polarization.

Keywords: Cosmological principle. Spatial anisotropy. Gravitational waves.
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mais detalhes. . . . . . ..

Evolugdo dos modos X (linha tracejada) e €2 (ponto-tracejado linha) nos mo-
delos BIII (esquerda) e KS (direita) correspondem ao mais longo comprimento
de onda possivel (veja equagdo (5.15)). Os graficos também mostram a evo-
lugdo das perturbagdes quando ¢, = 20, caso em que X e €2 correspondem a
evolucdo isotrdpica. As linhas verticais no painel direito representam o tempo
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Espectro de poténcia Px e F, em BIII (esquerda) e KS (direita), com os mes-
mos valores de parametros e cores utilizados na figura (5.1). As linhas verticais
tracejadas no painel direito representam o tempo de colapso para cada raio de

curvatura. As amplitudes foram arbitrariamente normalizadas. . . . . . . . ..
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INTRODUCAO

A recente deteccao de ondas gravitacionais através de um sistema bindrio de
buracos negros pelas colaboracdes LIGO e VIRGO [1, 3, 2] € indiscutivelmente um marco
na histdria da ciéncia. Além de confirmar Relatividade Geral como uma teoria completa das
interagdes gravitacionais, elas representam o nascimento de uma nova era de observacdo para
fisicos e astronomos, dos quais novos recursos insondaveis do universo podem surgir.

Do ponto de vista da cosmologia, a detec¢do de ondas gravitacionais de pro-
cessos astrofisicos renovam nossa esperanca de que as ondas gravitacionais primordiais também
possam ser detectadas no futuro. Tal descoberta teria um impacto enorme na cosmologia, uma
vez que as ondas gravitacionais primordiais sdo a impressao digital de um (e ainda nio total-
mente compreendido) estdgio inflaciondrio do universo. Enquanto o caminho que conduz a
essa descoberta ainda estd sendo trabalhado, hd uma série de fendmenos cosmolégicos intima-
mente ligados a fisica das ondas gravitacionais primordiais que podem nos ajudar a medi-las
indiretamente. Por exemplo, a dindmica das ondas gravitacional primordiais devem deixar uma
impressao tanto no espectro de temperatura da radiagdo césmica de fundo (CMB), que foi me-
dida com uma grande precisdo pelos satélites WMAP [15] e Planck [7], quanto no espectro de
polarizacdo do modos-B, sendo esse ultimo o principal objetivo das atuais e futuras observa-
coes da CMB [31, 6, 5]. Por este motivo, € uma tarefa crucial investigar a dindmica das ondas
gravitacionais sob determinadas hipdteses cosmoldgicas e compara-las com os dados cosmol6-
gicos.

De fato, uma das hipéteses centrais, justificada pela distribuicao de galdxias
do Sloan Digital Sky Survey [34] e pelas flutuacdes de temperatura do CMB medidas satélite
Planck [8], é que para escalas acima de 100 Mpc a distribui¢do espacial média da matéria
no universo € isotropica. Tal simetria esférica em torno de nds, juntamente com o principio
copernicano - no qual afirma que nao ocupamos uma posi¢ao privilegiada no universo - constitui
a hipétese fundamental da cosmologia moderna conhecida como Principio Cosmolégico. Com
base nesse principio, a cosmologia teve um avanco incrivel nas tltimas décadas, tanto do ponto
de vista tedrico como observacional, culminando em um modelo cosmoldgico de concordancia
muito bem sucedido, o modelo ACDM.

Embora tenha muito sucesso em descrever a estrutura em larga escala do uni-
Verso - mesmo que varios problemas ainda persistam [19] - ndo se devemos esquecer que o
modelo ACDM depende profundamente de suposi¢oes ainda ndo testadas sobre as simetrias
da distribuicdo de matéria em escalas cosmoldgicas. Assim, tais pressupostos ndo devem nos
impedir de consideramos modelos cosmoldgicos alternativos que sdo compativeis com os da-
dos atuais. Na verdade, nos ultimos anos varios autores tém considerado a possibilidade de
desistir do Principio Cosmolégico de uma forma ou de outra. Como exemplo temos os large

void models que tentam ajustar o espectro da CMB assumindo que nossa galdxia se encontra
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(suficientemente) perto do centro de um universo esférico simétrico [29, 44, 16, 56]; e modelos
cosmoldgicos espacialmente homogéneos, mas anisotrépicos, que sao justificados como uma
explicagcdo para as anomalias estatisticas da CMB [20, 30, 51, 52] ou como um meio de res-
tringir o impacto da anisotropia espacial nos dados da CMB [38, 36, 37, 50]. O interesse em
modelos inomogéneos e anisotrépicos tem de fato uma histéria mais rica anterior aos dados
modernos da CMB - veja, por exemplo, [11, 10, 9, 12, 13].

O trabalho aqui desenvolvido busca contribuir para essa tarefa investigando
um classe de modelos homogéneos mas espacialmente anisotrépicos, de modo que suas hiper-
superficies de tempo constante tem uma direcdo privilegiada, mas que, no entanto, preserva - em
primeira ordem, isto €, sem incluir perturbacdes - a isotropia da CMB. Isso € possivel porque a
anisotropia desses espaco-tempos resulta da curvatura das se¢des espaciais, € nao da cinemética
de expansdo [46, 47]. Especificamente, nos concentramos em duas solu¢des particulares das
equagdes de Einstein com estas propriedades, as métricas Bianchi tipo III (BIII) e Kantowski-
Sachs (KS). Em 1993, Mimoso e Crawford [40] mostraram que essas métricas admitem uma
expansdo geodésica, irrotacional e isotrépica (expansao shear-free), desde que o tensor de es-
tresse anisotropico do conteido de matéria e energia do universo esteja em propor¢do direta a
parte elétrica do tensor de Weyl. A relagdo entre o tensor energia-momento e a condi¢cdo shear-
free foram explorados a fundo em [25, 39]. Um resultado andlogo também foi encontrado por
Carneiro e Marugén [21, 22] que através um campo escalar anisotrpico especifico é possivel
equilibrar a anisotropia da curvatura espacial. Sob esta condi¢do, o fator de escala tem a mesma
dindmica de um modelo Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker espacialmente curvo (FLRW)
de tal modo que a métrica pode ser escrita em uma forma conformalmente estitica. Conse-
quentemente a radiacdo eletromagnética, e.g. CMB, € isotrdpica de acordo com observagdes
[27, 23], mesmo que a geometria seja fundamentalmente anisotrépica. Assim, estes os mode-
los demonstram uma importante licao: contrariamente a crenca comum, as simetrias dos dados
cosmoldgicos ndo implicam necessariamente nas simetrias da geometria cosmica [25].

A fenomenologia de fundo das cosmologias shear-free BIII e KS foi origi-
nalmente explorada nas referéncias [40, 21]. Em [35], o impacto de uma curvatura espacial
direcional sobre a distribuicdo de supernovas de tipo Ia também foi investigado. A teoria li-
near e invariante de calibre de perturbacdes cosmoldgicas em tais modelos foi demonstrada ser
vidvel em [46], e de diversas maneiras equivalente a teoria padrao de perturbagdo em espago-
tempos FLRW, embora as assinaturas observacionais esperadas sejam, naturalmente, diferentes
[47]. Neste trabalho, motivado pela recente detec¢ao de ondas gravitacionais, nos concentra-
mos na dindmica linear das perturbacdes tensoriais nesses modelos. Comecamos assim com
o capitulo §2 revisando brevemente os aspectos geométricos e dindmicos das geometrias com
curvatura anisotropica. Como nosso objetivo é encontrar a dinamica das perturbagdes tensori-
ais nos espaco-tempos com, COMO veremos a seguir, uma simetria rotacional residual, e depois
comparar nossos resultados com as perturbagdes tensoriais nos espaco-tempos FLRW, apre-

sentamos em §3 uma descri¢ao sistemdtica da decomposic¢ao irredutivel de tensores simétricos
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nas decomposi¢des espaciais 1+3 e 1+2+1, juntamente com uma diciondrio que conecta um ao
outro. Com isso serd possivel identificar os graus de liberdade genuinos dos modos tensoriais
em um espaco-tempo com curvatura anisotropica, esta identificacio € feita em §4. Em seguida,
usamos a teoria de linear perturbacdes para encontrar as equagdes de movimento dos modos
tensoriais em §5, apresentando algumas aplica¢des simples. Como veremos, diferentemente do
que acontece com a teoria da perturbacdes nos espacos-tempos FLRW, esta tarefa exige que
mantenhamos todos os graus de liberdade durante os cdlculos - incluindo aqueles que nao es-
tao relacionados a ondas gravitacionais - uma vez que os acoplamentos algébricos entre modos
diferentes nao podem ser ignorados, sob o risco obtermos a dindmica errada das ondas gravita-
cionais. Finalmente, concluimos e damos algumas perspectivas de novos desenvolvimentos em
§6.

Ao longo deste trabalho, derivadas com relagdo ao tempo serdo denotadas por
ponto, e.g. Tg = u'V, 13", enquanto as derivadas ao longo da dire¢@o privilegiada por linha,
e.g Tg*+ = NV, Tg . Também adotamos unidades tais que ¢ = 1 = 87(, e a assinatura da
métrica (—, +, +, +).
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MODELO DE FUNDO

Neste trabalho, estamos interessados em uma classe homogénea e conformal-

mente estaticas de geometrias descritas pelo seguinte elemento de linha:
ds® = a*(n) [—dn* + v (x) da*da’] (2.1)

onde 71 é o pardmetro de tempo conforme e ;;(x) é a métrica espacial. Por causa da condi¢ao
Oyvij(x) = 0, estes modelos ndo possuem shear, e assim a expansao € isotrépica. No entanto,
ainda podemos ter anisotropias espaciais se ;; descrever variedades cuja curvatura (espacial)
¢ dependente da direcdo. Uma vez que as variedades unidimensionais s@o trivialmente planas,
os exemplos mais simples possiveis (isto €, sem invocar topologias ndo triviais) sdo dados por
métricas nos espagos da forma M? x R, onde M? é um espago bidimensional maximalmente

simétrico. Adotando um sistema de coordenadas onde a reta real coincide com o €ixo-z, temos
'yijdxidxj = Sap(x)dzda’ + d2?, 2.2)

onde {a,b,c} assumem os valores de 1 ou 2, e S, é a métrica em M?. Devido a simetria

residual desses espagos, € conveniente empregar coordenadas cilindricas para que
ds® = a*(n) [—dn* + dp® + SZ(p)de® + d2°] | (2.3)

onde a fungdo S, (p) é definida como

5.(p) = = sin(yRp). 2.4)
Note que, para x < 0, esta parametrizacdo resulta em S, = sinh(\/|k|p)/+/|K|p, exatamente
como deveria. Adotamos uma convencao onde o fator de escala é adimensional e as coordena-
das comoveis tém dimensio de comprimento. Assim, o parametro de curvatura x tem unidades
de (comprimento) 2, sendo ele negativo, positivo ou nulo. Topologicamente, isso significa que
M? corresponde a 2-pseudo-esfera H? (k < 0), a 2-esfera S? (k > 0) ou o 2-plano R? (x = 0).
Em cosmologia, isto nos leva as chamadas solucdes de Bianchi tipo III (BIII), Kantowski-Sachs
(KS) e Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker plano (FLRW), respectivamente. O caso plano
estd incluso apenas por consisténcia, uma vez que nos permite verificar a validade de nossos
resultados no limite em que |x| < 1. Assim, no que se segue tratamos k£ como um parametro

livre.
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DINAMICA shear-free

A familia de espago-tempos descrita por (2.3) sdo geralmente conhecidas
como espaco-tempos com curvatura anisotropica, ou espaco-tempos shear-free. Esses adjeti-
vos decorrem do fato ja mencionado que a expansao do espago-tempo € isotrépica mesmo que a
métrica seja genuinamente anisotrépica. Entretanto, como os modelos anisotropicos ndo podem
simultaneamente ter uma expansao isotropica e um contetdo de matéria de fluido perfeito [40].
Modelos anisotropicos shear-free s podem ser construido através de tensor energia-momento
imperfeito da forma

Ty = (p+ p)uyty + DG + T (2.5)

com as condi¢des u*m,, = 0 = 7# . No sistema de coordenadas (2.3), as equagdes de Einstein

de fundo sao

3H? Ko

@ TE T

H2  H )

@ TP T TP
HGH R ,
@ et e T T TP

onde p; e py sdo respectivamente a densidade de energia e a pressdo dos fluidos perfeitos que
compde o conteudo de matéria neste universo. Observe que a simetria residual da métrica
implica que 7!, = 72%,, enquanto que a condi¢do shear-free em 7, implica que 73, = —27*,.

A consisténcia entre as duas dltimas equagdes exige ainda que
K
mt (2.6)

L3027

Esta € a chamada condicdo shear-free, e da imposi¢ao de métrica (2.3) segue que ela satisfaz
as equacoes de Einstein!. Do ponto de vista fenomenolégico, o modelo mais simples de imple-

mentacao desta condi¢do € provavelmente um campo escalar ndo-massivo com a Lagrangiana

o
Ly=—50u00"0, (2.7)
onde o é uma constante. Escrito na forma (2.5), o tensor de energia-momento do campo ¢ nos
fornece
o A\ 1 s 2
p= 58,@8 ¢, p= —3P ', = ad"p0,¢p — 3 (08 + ufu,) p. (2.8)

A condigdo u, 7, = 0 implica que d,¢ = 0 o que nos diz que ¢ ndo possui dindmica. E facil

verificar que ¢ = 2z satisfaz esta condi¢do, bem como a equagdo de onda [lp = 0 [21]. Isso

IIsto é equivalente a exigir que T = 2K, onde E,,, € a parte elétrica do tensor de Weyl. Veja referéncia
[40]
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implica que

2 «
1
= 2 )=9p=— 2.9
que, quando comparado com (2.6), temos o« = —k. Observe que, embora ¢ seja inomogéneo,

sua densidade de energia, pressdo e o estresse ndo sdo, de modo que a homogeneidade do
fundo € preservada. Esse campo poderia ser fenomenologicamente justificado, por exemplo,
através de uma descri¢ao em teoria de campos de um sélido inflando o universo [28, 14]. Outra
explicacdo seria um campo de 3-formas (Kalb-Ramom) [35] e, em geral, solucdes shear-free
podem ser obtidas com campos de calibre p -forma [55]. Felizmente a forma precisa do campo
que conduz a uma expansao shear-free ndo afeta a dindmica de perturbagdes tensoriais, como

veremos a seguir. As equagdes de fundo entdo sdo descritas por

22 pra® K

32 (2.10)

K
(ps = 3ps)a” = 3.

[ N

Embora ndo esteja escrita na sua forma padrdo, estas equagdes sao essencialmente as equacoes
de Friedmann em um espago-tempo de fundo com curvatura /2 (veja, por exemplo, [41]).
Como ~ € um parametro livre, é conveniente introduzir um raio de curvatura R, através da
relacdo

2

k| zﬁ:mgmno\ =73 (2.11)

c

sendo H o valor atual do pardmetro de Hubble medido no tempo fisico e L. = H ! |QH0|_1/ 2

€ o raio de curvatura das métricas FLRW.
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DECOMPOSICAO DO ESPACO-TEMPO

Nosso objetivo principal € descrever a dinamica das perturbacdes tensoriais
evolvendo a métrica (2.3), com a dinamica de fundo sendo descrita por (2.10). No entanto,
devido ao espago de fundo ndo ser maximalmente simétrico, a prépria definicao de perturba-
coes tensoriais precisa ser revisada. Assim, comecamos esta se¢do, recordando brevemente
as defini¢cdes e propriedades da decomposi¢do 1+3 do espago-tempo, seguindo pela revisao da
menos conhecida decomposicdo 1+2+1. Essas decomposi¢des serdo ainda relacionadas com
a chamada a decomposi¢do Escalar-Vetor-Tensor (em inglés SVT decomposition) na proxima
secdo afim de encontrarmos a uma definicao adequada para ondas gravitacionais nestes espago-
tempos com curvatura espacial anisotropica. Esclarecemos que a nosso objetivo aqui ndo €
realizar uma caracterizacdo completamente covariante da dindmica das ondas gravitacionais
- ao leitor interessado neste assunto sugerimos as referéncias [32, 33, 26, 24, 45]. Ao invés
disso, usamos uma abordagem covariante apenas para identificar os modos tensoriais "puros"em
espaco-tempos com curvatura espacial anisotropica, posteriormente adotamos uma abordagem
mais direta baseada em um escolha especifica de coordenadas para encontrar a dindmica das
ondas gravitacionais.

Uma vez que a introducdo de uma nova decomposic¢ao algébrica traz consigo
uma variedade de novos objetos, € importante introduzir uma notacao conveniente que evite
confusdo devido a grande quantidade de termos. Assim, adotamos a conveng¢ao onde os tensores
espaco-temporais (i.e., ndo projetados, definidos espago-tempo) serdo representados por letras
minusculas (latinas ou gregas); e.g., a*, g,,,. Em qualquer decomposig¢ao irredutivel 1+3, cada
termo serd representado por uma letra latina maidscula. Assim, objetos como V), T},, e assim
por diante sdo, por defini¢do, ortogonais a quadrivelocidade dos observadores u*, enquanto
que A, B e denotam escalares ao longo de u*. Da mesma forma, em qualquer decomposi¢do
irredutivel 1+2+1, cada termo sera representado por um letra latina caligrafica. Por isso, termos
como V,, 7,,, € assim por diante sdo ortogonais tanto em relagdo a u* e N* (a curvatura na
diregdo privilegiada); da mesma forma, .4, 3 e assim por diante sdo escalares ao longo de u* ou
N*. Anica excecdo a esta regra € a métrica espacial totalmente projetada v,,,, que mantivemos
para ser compativel com a literatura padrao. Além disso, nos referimos a vetores como a,,, V),
e V,, como sendo 4-, 3- e 2-vetor, respectivamente. Ocasionalmente, também nos referimos
(embora seja um abuso de linguagem) a tensores g,,,, 1}, € 7,,, como sendo 4-, 3- e 2-tensor,

respectivamente.

DECOMPOSICAO 1+3 DO ESPACO-TEMPO

Em cosmologias FLRW com um fluido perfeito como contetido de matéria,

o fluxo a geodésico de matéria define naturalmente uma congruéncia de curvas tipo-tempo
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z* (1) de modo que os observadores em queda livre, com tempo préprio 7, sdo totalmente
caracterizados pela sua quadrivelocidade u* = dx* /dr, normalizada de modo que u*u,, = —1.

Esse campo vetorial naturalmente define dois tensores de projecao
tr, = —u'u,, v, =08 + u'u, , (3.1)

de tal modo que todos os indices sd0 manipulados com a métrica g,,,. E ficil verificar que
¢, projeta qualquer tensor na dire¢do do tempo, enquanto que 7, projeta qualquer tensor no
subespaco ortogonal a u*. Além disso, temos as seguintes propriedades

t“)\t)‘l, =M =1, 7’&7)‘” =", . =3, u'y, =0. (3.2)

v o

Em geral, o tensor 7, atua como sendo a métrica local dos referenciais inerciais, uma vez que
para quaisquer dois 3-vetores A* e B* o produto escalar entre eles é dado por g, A*B" =
YA BY. No entanto, estamos interessados no caso em que u* seja ortogonal as hipersuperfi-
cies espaciais em todos os pontos?, isto significa que v, € portanto a métrica nessas hipersu-
perficies espaciais (denotamos tais hipersuperficie como 3., - veja a figura 3.1).

Dado os projetores acima, qualquer 4-vetor v* pode ser covariantemente de-
composto em um grau de liberdade (d.o.f, do inglés degrees of freedom) escalar no tempo além

de um 3-vetor (3 d.o.f) ortogonal a quadrivelocidade :
vt = =Vu' + VH u,V*F =0, (3.3)

onde V = w,v* e V¥ = ~4# v”. Da mesma forma, qualquer tensor (simétrico) de rank-2 h,,,
pode ser unicamente decomposto em dois escalares A e B (1 d.o.f cada), um 3-vetor C,, (3

d.o.f) e um 3-tensor sem-traco 1, (5 d.o.f)
by = 2Au,uy, + By, + 2Cu,) + Hy, (3.4

onde por defini¢do
wC,=0=u"H,, YH,, =0. (3.5)

Em termos de suas componentes irredutiveis, os 10 d.o.f de h,, sdo divididos em 1+1+3+5
componentes na decomposicao 1+3. Reciprocamente, estes modos: escalares, 3-vetor e 3-

tensor sem-traco podem ser extraidos de h,,,, da seguinte maneira

_ a. B
A =uuhas/2, Cu = —u"y,"hag,

» W 1 o5 (3.6)
B = Y hocﬁ/?)v HHV = fY,u Yo T SV wY ho‘ﬁ = h<aﬁ>

3

2Isto equivale a assumir que o teorema de Frobenius (up, Vauy,) = 0) seja vélido
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Observe que essas equagdes definem implicitamente operadores de extracdo de maneira que
quando aplicado em h,,,, obtem-se um modo especifico. Em particular, a dltima equacdo define

o seguinte operador de projecao

1
PM Oél/ﬁ = (’yltavyﬁ - 57}11]7a6> 9 (3.7)
que extrai o componente sem-trago do tensor h,,,. Este o operador serd crucial para obtermos

os graus de propagacdo da liberdade de ondas gravitacionais na se¢ao a seguir.

Cinematica

A existéncia dos projetores (3.1) nos permite definir duas importantes deriva-

das para campos tensoriais:
@ =g, and Dty =M Vg, (B8)

onde ¢"};" € um 4-tensor arbitrario. Esses derivadas medem as variagoes ao longo e ortogonal-
mente a quadrivelocidade u”, respectivamente. Note que, em particular, para qualquer campo
escalar ¢, tem-se que V0 = —u,@ + D, p.

Uma quantidade cinemadtica central na decomposi¢ao 1+3 € a derivada cova-

riante da quadrivelocidade dos observadores fundamentais:
V,uuy = _uuAu + Klw ) (39)

onde A, = 1, é a aceleragio do observador e K, = D,u, € a curvatura extrinseca das hiper-
superficies espaciais. Este tltimo mede as deformagdes espaciais de curvas de tipo-tempo, que
podem ser divididas em: expansio (K “ﬂ), shear (K ) e vorticidade (K,,)) da congruéncia
de curvas. Aqui estamos interessados em observadores geodésicos em universos irrotacionais e

shear-free, de modo que, a partir de agora, estabelecemos
Ay =Ky =Ky =0. (3.10)

Em outras palavras, K, € um tensor de "trago puro"nos modelos que estamos considerando,

medindo apenas a expansao de congruéncias de tipo-tempo:

)
K, g%v (3.11)

onde O € um escalar que mede a expansao global das geodésicas. Isso reflete o fato de que, do

ponto de vista cinematico, 0s universos shear-free se comportam exatamente COmo 0s Universos
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de FLRW [21]. Sob tais condi¢des € facil verificar as relacdes abaixo
;Y/JI/ =0= Da’y;w . (312)

1+2+1 SPACETIME SPLITTING

A decomposicao 143 do espaco-tempo € bastante geral, no sentido em que
nao depende das simetrias especificas das hipersuperficies de tempo constante >, (painel es-
querdo da figura 3.1). No entanto, se > tem uma direcao espacial privilegiada, como € o caso
dos espaco-tempos LRS (do inglés locally rotationally symmetric spacetimes) com curvatura
anisotropica, entdo podemos covariantemente decompor ,,, em componentes ao longo e orto-
gonalmente a essa direcdao. Sendo N* um 3-vetor (unitdrio) que aponta nessa direcao, ele define

naturalmente dois tensores de projecao em ., :
N¥ = N!N,, and §*" =", — N'N,, (3.13)

onde qualquer tensor espacial pode ser projetado na direcdo espacial privilegiada através de N*,
e na superficie bidimensional ortogonal a essa dire¢do com S*, . Das defini¢des acima € fécil
ver que

N N*,=N* Nt =1 S"8, =8, & =2, SEN"=0. (3.14)

v J

Sendo projetores espaciais, eles também satisfazem
Nt u” =0=8"u". (3.15)

No caso particular em que estamos interessados, onde >, = M? x R, S, define a métrica
em duas dimensdes do subespaco M? e é, em todos os pontos, ortogonal 2 N* - veja o painel
direito na figura 3.1.

Dado os vetores u e N*, e a métrica S,,,,, podemos agora realizar uma de-
composi¢do irredutivel de tensores em termos de escalares, 2-vetores e 2-tensores sem-traco,
onde a condi¢do sem-traco agora estd definida em relacdo a S,,,. Comegamos notando que

qualquer 4-vetor v* pode ser unicamente escrito em termos de dois escalares € um 2-vetor
vt = =Vu' +UNH" + V| NV =u, V' =0, (3.16)

onde V' = w0, U = Nyt e VP = S¥ v”. Uma comparagdo direta com (3.3) revela que
Vi =" = (8", + N'N,)v” = V* + UNF, exatamente como deve ser, uma vez que a
nova decomposi¢do apenas afeta a projecdo espacial das quantidades.

Generalizando, a decomposicao 142+1 em partes irredutiveis de qualquer ten-



22

Figura 3.1: Comparacdo esquemadtica entre as decomposi¢coes 1+3 (esquerda) e 1+2+1 (direita).
>, representa as hipersuperficies tridimensionais a tempo constante. A superficie bidimen-
sional M? definida com métrica S, é representada no painel direito por uma curva fechada
(vermelha).

sor simétrico de rank-2 € dada por
huw = 2Au,u, + BS,, +2CN, N, + 29N u,) + 280, + 2F Ny + G (3.17)
sendo que
wé, = N'E, =u'F, = N'F,=0, and "G, = N"G, =0=8"G,. (3.18)

Observando o lado direito de (3.18) somos tentados a concluir que G, tem apenas um grau de
liberdade independente. No entanto, esta conclusdo € falsa pois a condi¢do N*G,,, = 0 elimina
apenas trés varidveis uma vez que a condigdo u*G,, = 0 é implementada’®. Assim, concluimos
que hy, divide em 1+ 141+ 1+2+2+2 partes irredutiveis na decomposi¢do 1+2+1. Portanto,
dado h,,,, estas componentes irredutiveis podem ser extraidas da seguinte forma

A =uu’has/2, En = _uasuﬁhaﬁ ’

— Nag B
B:Saﬂha6/27 ‘FM_N SM haﬁ,
1 (3.19)
C=N"h,s/2, G = (Sﬂasf — 5‘9“”8&/3) Ros = Piapy -
Q = _uaNﬁhozﬁ )
3Para ver como isso acontece, suponha que adotemos coordenadas como que u* = & e NV = 0" ... » para

algum v, # 0 fixo. Entdo u*G,, = 0 nos diz que Goy,. = 0. Mas, dado que G, é simétrico, a equagdo
N"G,o = 0 nao fornece nenhuma informacéo. Como esta dltima é uma condigao tensorial, este resultado é valido
em qualquer sistema de coordenadas.
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Cinematica

A introdugdo dos projetores N* e S, nos permite definir duas novas deriva-

das projetadas [24]:
q/;/;/ll...... = NAD/\qM;17 quuyil = Sp ASM(;l T ‘Slllﬁ1 e D)\qaél ) (3'20)

onde ¢} € um 4-tensor arbitrario. E importante notar que essas definicdes sdo feitas com
relac@o ao operador projetado espacialmente [, € ndo para o derivada covariante V. Devido
ao fato de que S,,,7, = S, 1550 ndo tem nenhum efeito na defini¢do do operador D,,. No
entanto, ele altera a defini¢do do derivada ao longo de N* ja que, para qualquer vetor 3 espacial

V., tem-se

V., = N*D,V,
=N (11", VaVs)
= NV, V, + uu’ (N*V, V) .

Em outras palavras, essa definigdo garante que u*V,; = 0, como se pode facilmente verificar.
Em analogia com (3.9), também serd necessario encontrar a decomposi¢cao

irredutivel do tensor projetado D,,N,,. Temos que*
D,N,=N,A, +K,., (3.21)

onde 4, = N] mede a aceleragiio do observador ao longo de IV, e K, = D, N,, € a curvatura
extrinseca de M?. Em analogia com K, K,, mede as deformagdes de uma congruéncia de
curvas ao longo da direcdo privilegiada. Da maneira andloga ao formalismo 143, tais deforma-
¢Oes podem ser separadas em: expansdo (K" ), shear-free ( Ky,.y) e tor¢do (Kp,)). Contudo,
¢ importante ressaltar que as quantidades definidas por K, ndo sdo exatamente as mesmas do
que as definidas por K. K,, define deformagdes de curvas tipo-espaco hipersuperficie >,
enquanto que K, define as deformagdes conforme o tempo evolui, conectando assim X, a
Y tdar- Além disso, enfatizamos que o termo de tor¢do K, € identicamente zero em virtude
da nossa escolha de S, como a métrica global em M? (i.e., o teorema de Frobenius). Como os

espacos-tempos BIII e KS sao espacialmente homogéneos, temos que
Kr,=0=K Ky (3.22)

Pelo mesmo motivo, ndo devemos experimentar nenhuma aceleragdo con-

forme viajamos ao longo de N*, pois isso implicaria uma posi¢ao preferida no espaco. Assim,

4Ao derivar esta expressao, usamos NﬁDaNg = —NﬁD(yNﬁ =0.
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1Impomos
A, =0. (3.23)

Claramente, essa conclus@o nao seria 0 mesmo se trabalhdssemos, por exemplo, em um espago-

tempo de Schwarzschild, onde existem aceleragdes radiais [24]. Em resumo, concluimos que
D,N, =0 (3.24)

modelos cosmoldgicos BIII e KS. No entanto note que isso ndo implica em VN, seja nulo.
De fato
VN, = u,N°K,,, — u,N, . (3.25)

Por fim, segue das eqs. (3.24) e (3.10) que

S/W + QN(uNV) =0=39

wv

DoSyy =0 =DyS, . (3.26)

Esses resultados serdo usados na proxima se¢do para identificar os graus de liberdade das ondas

gravitacionais em tais modelos.

DICIONARIO ENTRE AS DECOMPOSICOES 1+3 E 1+2+1

Até aqui vimos as decomposicoes irredutiveis de um tensor simétrico de rank-
2 nos modos 143 e também nos modos 1+2+1, nos resta agora encontrar qual a relacdo entre
essas duas decomposic¢des, ou seja, como os graus de liberdade no formalismo 143 se arranjam
no formalismo 1+2+1 e vice-versa. A resposta pode ser facilmente obtida mediante a aplicac@o
os projetores que foram implicitamente definidos nas egs. (3.6) na decomposi¢do (3.17). Como

resultado temos

A=A, C#:QNH+EM7

(B —20) (3.27)

2
B=g (B+C), H, = 3 (S — 2N,N,) + 2F N,y + G -

Podemos também obter as relagdes inversas aplicando os projetores implicitamente definidos
em (3.19) no tensor (3.4)

A=A, £ =38,"Ca, G = |8,°S,” — %swsaﬁ Hep,
B=DB+8H,z/2,
C=(B+N*Hy) /2,
Q = N°C,,.

Fu=NS, Hyg (3.28)

Estas relacOes estdo resumidas no diagrama da figura 3.2. Chamamos a ateng¢do do leitor para o

acoplamento algébrico entre os modos 1+2+1 escalares B e C com os modos 1+3 B e H,,,.De
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hu = Auyuy, + By, +2C,uy) + Hy,

1 1
A=uuPhag Cp = —ul®yDhag B = 27"hag [E [vﬁ“v? = gmnﬂ hap

B—2C
3

2
g(B+C)

g K \ & \1
A= uauﬂh;;ﬁ Q=—u"N’hap £, = —uS, hap B= Saﬁ}%%ﬁ c= N"ﬂ}%%ﬁ Fu=N8, hag G = [Suasuﬂ = §5uu5aﬁ} hagp

hy = 2Auyu, + BS,,, +2CN, Ny + 28,0y + 2F, N, + G,

Figura 3.2: Relagdo entre os graus de liberdade das decomposi¢des 1+3 e 1+2+1. Letras maius-
culas latinas (azul) referem-se a decomposicao 143, enquanto as letras maitsculas caligraficas
(magenta) se referem a decomposicdo 1+2+1. Observe que as varidveis I3 e C contribuem tanto
para um modo escalar (B) quanto para um modo transverso sem-trago (H,,) da decomposigao
1+3. Veja o texto para mais detalhes.

fato, de (3.27) vemos que duas combinag¢des independentes de 15 e C contribuem para B e H,,,
elas sdo quantidades de natureza bastante diferentes na decomposicdo 1+3. Voltaremos a esta
questdo na proxima se¢do, pois, como veremos, ela € central para nossas consideracdes.
Concluimos esta secdo enfatizando que os resultados acima sdo completa-
mente gerais, e pode ser aplicado a qualquer espaco-tempo cuja topologia das se¢des espaciais
sdo da forma X, = M? x R. Por exemplo, na referéncia [24] a decomposi¢do 1+2+1 foi
usada para investigar a evolucdo das ondas gravitacionais em espago-tempos Schwarzschild,
onde X, = S? x R. Alids, note que esses espago-tempos tém a mesma topologia espacial
como o universo Kantowski-Sachs que consideramos aqui. A principal diferenca entre estes
dois espaco-tempos € o conjunto de isometrias: o primeiro descreve um espaco-tempo estatico
e ndo homogéneo, enquanto que o dltimo representa um universo espacialmente homogéneo em

expansdo.
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ONDAS GRAVITACIONAIS

Passamos agora para uma das nossas principais tarefas, que € a identifica-
cdo dos graus de liberdade tensoriais genuinos nos espago-tempos com curvatura anisotrépica.
Como um exercicio de aquecimento - e também para elucidar as dificuldades desta tarefa - re-
cordamos brevemente como isso é feito em universos FLRW na se¢do §4.2, para posteriormente
avangarmos para os casos mais desafiantes dos espaco-tempos BIII e KS em § 4.3. Antes disso,
no entanto, exploramos o carater estatico da familia de métricas (2.1) para simplificar alguns de

nossos cédlculos. Mais detalhes podem ser encontrados no Apéndice §A.1.

TRANSFORMACAO CONFORME

Ambos os espaco-tempos considerados neste trabalho estdo conformalmente
relacionados com uma métrica estatica (de fundo) - veja (2.1). Por esse motivo, definindo
perturbacdes métricas, € aconselhdvel separar as perturbagdes do setor dindmico e do setor

estatico. Definimos assim
0w = by and 0 = thW, 4.1
onde /1, € dado por (3.4) ou (3.17). Sob uma transformagio de coordenadas da forma
xt— ot — &, 4.2)
onde £* é o vetor (infinitesimal) de calibre?,
H=u'T+ J" 4.3)
cada setor se transforma como (veja Apéndice §A.1)

59,“, — (5gW + QV(ufl,) , “4.4)
0w = 0Gu + a* (2V (u&0) + 29, HT) 4.5)

No setor estatico, muitas quantidades cinematicas sdo exatamente nulas, o que torna o cdlculo
de (4.4) trivial. O efeito da expansao pode ser posteriormente incluido usando (4.5). De fato,
no setor estatico temos

K, =0=N, (4.6)

>Note que nio incluimos o sinal de menos na componente de temporal de £# para respeitar a literatura padrio,
onde ¢ = (T, L") em um frame comovel [43, 53].
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o que simplifica muito os célculos das transformagdes de calibre. Uma vez que isso seja al-
cancado, podemos converter de volta para o setor dindmico usando (4.5) de maneira que (veja
§A.1)

=
I

a (K/ﬂ/ + KH%W) )
V.N, =a(V,N, +HN,u,) .

CAsSo FLRW

Em universos FLRW, a hipersuperficie de tempo constante 3. descreve uma
subvariedade maximalmente simétrica e, como j4 vimos, o formalismo 1+3 nos permite identi-
ficar de forma tnica os graus de liberdade tensoriais das perturbagdes métricas dg,,, através de
um 3-tensor sem-trago, como ,,, em (3.4). No entanto note que 1, tem em geral cinco graus
de liberdade, trés a mais do que os dois estados de polarizacdo das ondas gravitacionais. Essa
discrepéncia, como € sabido, € devido ao fato de que H,,, € composto de campos de espinori-
ais 0, 1 e 2, dos quais apenas os ultimos corresponde a ondas gravitacionais, enquanto as outras
duas correspondem para modos de calibre puro. Na verdade, para um subespaco maximalmente

simétrico X, H,,, pode ser decomposto unicamente como
1
H, = ( D,D, — g’y,wv2> 2E +2D,E, + E,, 4.7)

tal que
v*=D'D,, D'E,=0=D'E,,. (4.8)

Esta € a formulacao covariante da decomposicao SVT e ela € dnica a menos de condicdes de
contorno no infinito [53]. Esta decomposic¢do divide as cinco componentes de H,,, em: um
escalar £/ (1 d.o.f), um 3-vector transverso £, (2 d.o.f) e um 3-tensor transverso sem-traco
E,, (2 d.o.f). Através da decomposi¢do 1+3 da transformagdo (4.4) pode-se provar que tanto
E quanto £, sao modos de calibre puro. Usando as condigdes (3.10), além do fato de que

K, = 0 no setor estdtico da métrica, obtemos a transformacdo das perturbagdes da métrica
0Gu — 09w — 2uuu,,T +2u, DT + 2D, J,) — 2u(#J'l,) . 4.9)

Agora projetamos ambos os lados desta expressdo com P, ¢, # (veja a equagdo (3.7)) para en-
contrarmos 5
H,, — Hu +2DJ, — gVWDaJa . (4.10)

Além disso, considerando a decomposi¢ao SVT do vetor .J,,

Jo=Dy,L+L,, where D“L,=0, 4.11)
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e comparando com o resultado (4.7), obtemos

E—-E+L,
E,—~E,+L,, (4.12)

E.,. —E,.

Finalmente, precisamos voltar para as perturba¢des dindmicas g, usando (4.5). Mas, como
1sso equivale a adicionarmos um traco em (4.9), que naturalmente desaparece ao projetarmos
com o operador P, ¢, A, concluimos que as transformacdes (4.12) se mantém validas em ge-
ral. Claramente, I/ e E,, podem ser eliminados, escolhendo um calibre no qual L = —FE' e
L, = —E,, enquanto que F,,, permanece invariante de calibre. O 2 d.o.f em E,, representam
as duas polarizac¢des das ondas gravitacionais e suas equacdes de movimento podem ser encon-
tradas linearizando as equagdes de Einstein sob a métrica de fundo. Neste ponto é conveniente

adotarmos um sistema de coordenadas comovel dado por
u, = —0,, Y = diag (0,7,;) (4.13)

e fixarmos o calibre escolhendo £/ = 0 = £, de modo que o elemento de linha mais geral

possivel para as perturbacdes do tensor em (2.1) € simplesmente dado por

ds®> = a® (g + H,) datdz”
= a2 [—d772 + (%’j + El])dx’dx]} .

Note que neste caso podemos focar somente na evolu¢do do modo £, pois as outras compo-
nentes de dg,,, ndo se acoplam (de forma algébrica ou dindmica) em primeira ordem. Depois de
um longa série de cdlculos, mas conhecida na literatura, e.g. [43], encontramos a equacdo que

descreve a evolug@o das ondas gravitacionais nesse universo
Eij+2HE; — V?E; =0, (4.14)

onde, lembramos ao leitor, os pontos representam derivativas com relacdo ao tempo conforme.

Além do fato desse modo ser amortecido pela expansido do universo, a mais
notdvel caracteristica da equacao acima € que ela € valida para ambos os estados de polarizagao.
Esta é uma consequéncia direta do fato que o espaco de fundo é maximalmente simétrico e,
como veremos, i1sso ndo € mais verdade com a presenca de curvatura espacial anisotrdpica.
Em particular, observamos que em um universo dominado por radia¢io, onde o fator de escala
evolui como a = agn, a equagdo (4.14) tem uma solucao regular em 1 = 0 que no espacgo de

Fourier € dado por

Vi



29

onde ¢ é o nimero de onda de Fourier.

CAsos BIII E KS

A discussao anterior baseou-se na identificacdo das ondas gravitacionais atra-
vés das componentes de spin-2 invariantes de calibre das perturba¢des métricas. Como vimos,
quando X, é maximalmente simétrico, somos capazes de definir um modo unico com essas
caracteristicas (que chamamos de £/, ), tornando a identificacdo com as ondas gravitacionais
direta. Se tentarmos estender esta ideia para o caso X, = M? x R, uma tentativa ingénua seria
identificar ondas gravitacionais como sendo descritas por G,,, uma vez que, como j vimos, este
modo tem 2 d.o.f e € o tnico tensor sem-trago relacionado com o modo H,, - que é conhecido
por conter os graus de liberdade das ondas gravitacionais. No entanto, existem dois sérios pro-
blemas com essa abordagem. O primeiro problema é que, em espaco-tempos com uma dire¢ao
privilegiada, a decomposicao SVT (4.7) ja ndo € mais apropriada, assim nesses nossos casos
temos que recorrer a uma decomposicdo SV (do inglés scalar-vector decomposition) que, por
constru¢@o, ndo pode acomodar um tensor transverso sem-traco como £, [46]. Isso significa
que os dois graus de liberdade originalmente contidos em F,,,, devem ser redistribuidos nos mo-
dos irredutiveis da decomposi¢do SV, mas a priori nao ha como adivinhar como essa tarefa é
feita. Em segundo lugar, as equacdes (3.27) e (3.28) mostram que existe um acoplamento algé-
brico entre as varidveis 14+2+1 e 143. Isto nos diz que ndo podemos nos concentrar na evolu¢ao
de um modo particular e definir os outros como nulos, como se foi feito em (4.14). Na verdade,
uma situacdo semelhante ocorre nos modelos de Bianchi I: usando a teoria de perturbacoes,
descobrimos que as perturbagdes vetoriais ndo possuem dinamica e surgem apenas como um
vinculo entre escalares e tensores [48]. Assim, mesmo que os modos vetoriais ndo cres¢am
a medida que o tempo evolui®, eles ndo podem ser desconsiderados desde o inicio, pois isso
resultaria em equagdes de movimento erradas para escalares e tensores.

Com base na discussdo acima, nossa abordagem aqui serd a seguinte: primei-
ramente, no setor estdtico, fazemos a decomposicao 1+2+1 de (4.4) mantendo todos os seus
graus da liberdade. Isso nos permitird construir corretamente varidveis invariante de calibre e
encontrar as suas equacoes de movimento corretas. Com estas transformacdes podemos usar
(3.19) para extrair a transformagdo das varidveis (B — C), F, e G,,,., que estdo diretamente rela-
cionadas com H, - veja (3.28). Isto nos permite identificar quais desses modos se comportam
como modos de calibre puro e aqueles que representam perturbagdes fisicas. Surpreendente-
mente, encontramos que G,,, € um modo de calibre puro, o que nos diz que nossa primeira
intuicdo estava totalmente errada. Assim, o préximo passo € decompor (4.4) nos modos irre-
dutiveis 142+1. Entretanto, como (4.9) ja estd escrito em termos dos modos 143, tudo o que

precisamos fazer é decompor seus componentes espaciais em suas 2+1 componentes. Portanto

6Se esses modos ndo forem inicialmente "alimentados", como é geralmente o caso.
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devemos escrever o 3-vector de calibre J, como
Jy=IN,+ T, (4.16)

onde J, N* = 0. Em seguida, precisamos decompor o tensor ,,.J,) em suas 2+1 componentes.
Primeiro, observamos que, para qualquer campo escalar e, em particular, para 7, temos D, J =
J'N, + D,J (lembre-se das defini¢des feitas em (3.20)). Além disso, temos

Dﬂjl’ = ’YALOK%/BDGJB )
=8,"S,°DoJs + S,“Ny,N° Do J5 + NyNv,” Do T3,
=DuJ, + N,uju, )

onde usamos (3.24). Combinando todos os termos, usando (3.23) e novamente (3.24), encon-
tramos que
DM‘]V:j/NHNV+NVD“\7+DMjV+NM\7;7 (417)

e, em particular, D, J* = J'+D,J“. Essas igualdades agora podem ser usadas para reescrever
4.9)

(5g,“, — (5gw, — QUuUVT + QU(#NV)T/ + ZU(“'DU)T — QU(HN,,)j — QU(#‘ZJ)

Ao derivar essa transformagado, também usamos o fato de que N, = 0, o que € verdadeiro no

setor estdtico. Temos que dg,,, = h,, € com (3.19), a projecdo nas varidveis 1+2+1 nos diz que

A= A-T, E, =& +D,T—J,,

B— B+D,J", Fu—Fu+ DT+ T, “418)
C—C+J, G = G + 2D Ty — SwDa T .

Q- Q0+T -7,

onde também usamos o fato de que S;’“, = 0e S, = 0, sendo o dltimo verdadeiro para a
métrica estatica. Neste ponto, o proximo passo 16gico seria realizar a decomposi¢do SVT de
g;u f;u ju € gul/-

No entanto, G, ndo pode ser decomposto da mesma maneira como (4.7) pois,
em duas dimensdes, ndo hd nenhum 2-tensor transverso sem-trago’. No entanto, ainda podemos

usar a decomposi¢ao SV da seguinte forma

E,=D,E+E,, D,E" =0,

7Em duas dimensdes, um tensor simétrico sem-traco possui 2 componentes. A condicdo de transversalidade
elimina mais duas componentes, resultando assim em um tensor nulo (ou seja, trivial).
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Ty =DuyL+L,, DL =0,
F, =D, F+F,, D, F"' =0,
guu = QAMZ/Q + 2D(H§V) ) Duéﬂ = 07

onde A, = (DHDV — %SWAZ) e A? = D,D*. Usando esta decomposi¢cio em (4.18) e

reescrevendo as perturbacdes dindmicas d¢,, , finalmente encontramos

A= A-T-HT, E & L,

B— B+ AL+2HT,  F,—» F,+L,,

C—C+J +HT, Gy — Gu+L,.

Q- Q+T1T -7, 4.19)
ESE+T-L,

F—=F+JT+L,

G§G—-G+L,

Isso completa a tarefa de encontrar as transformacodes de calibre os modos 1+2+1 em termos
das componentes escalares e vetoriais. Usando as relagdes acima podemos agora construir as

seguintes varidveis invariantes de calibre®:

——A——[a(5+5>]., QuEfM_A;,u
2\1/58—2?-[(5+§>—A29, Fugéﬁgw (4.20)

M=Q+F— (5+2Q) 7
=(B-20)+2(F-G) - A%.

Pelo lema de Stewart-Walker [54], sabemos que as equacdes (linearizadas) de Einstein podem
ser escritas em termos dessas seis varidveis. Na prética, porém, é mais ficil trabalhar em um
calibre especifico onde

E=F=G=0=G,, (4.21)

pois as equacdes finais podem ser convertidas trivialmente de volta para as varidveis invariantes
de calibre®. Observe também que esta escolha fixa completamente o calibre.
Nos resta agora nos perguntarmos, onde estdo os graus de liberdade das ondas

gravitacionais? Da ultima das equacdo de (3.27) e as defini¢des (4.20), podemos facilmente

8 A partir deste ponto, nio hd necessidade de manter nossa convencio especial para a notagio das varidveis,
portanto podemos arbitrariamente escolher letras para definir varidveis invariantes de calibre.

°Isso ocorre porque, no calibre (4.21), as perturbagdes métricas sdo iguais as varidveis invariantes do calibre.
Pelo lema Stewart-Walker, sabemos que as equagdes finais podem ser escritas somente em termos das varidveis
invariantes do calibre. Assim, escolhendo um calibre arbitrario, apenas varidveis invariantes de calibre permane-
ceram, e elas podem ser abstraidas das equacdes obtidas no calibre original [43].
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escrever H,,, como uma soma de varidveis dependentes de calibre com termos invariantes de

calibre:

1 ~,
Hoy = 5 [8°G = 2(F = §)] (S = 2Nulo) + 2 [DyuF + Gy | Ny + G
+ X (SMV - QNMNV) + 2Q(MN1/) .

Esta expressdo deve portanto ser contrastada com (4.7). Claramente, X e (), representam as
duas perturbagdes fisicas que procuramos, enquanto que os termos restantes representam modos

de calibre (ndo fisicos). No sistema de coordenadas definido por (4.21), temos que
H,, =X (S, —2N,N,) +2Q,N,) . (4.22)

E interessante notar que os modos £ e gu ndo contribuem para ondas gravitacionais. Na ver-
dade, estes correspondem os modos vetoriais habituais da teoria de perturbacdo padrao (FLRW).
Concluimos, portanto, a nossa primeira tarefa principal, que foi encontrar a varidveis fisicas
que descrevem ondas gravitacionais em espaco-tempos BIII e KS. Este resultado nos diz que,
quando X, = M? x R, as componentes originais de spin-2 H,,, agora se comportam como um
campo de spin-0 (X) e um campo spin-1 (£2,,). Qualitativamente, esse resultado € facil de en-
tender. Como R tem apenas uma dimensao, ele s6 admite modos de propagagdo escalar. Ja para
M? podemos ter modos escalares e vetoriais, mas, como vimos, 0 modo escalar € na verdade
um modo de calibre puro. Finalmente, note que a priori nao hé razdo para esperar que esses

campos tenham a mesma dindmica e, como veremos, eles ndo terdo.
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EQUACOES DINAMICAS E SOLUCOES

A equacdo (4.22) € o primeiro resultado principal deste trabalho. Nossa se-
gunda tarefa é encontrar as equagdes de movimento para X e {2,. Como ressaltado anterior-
mente, devido a acoplamentos algébricos entre escalares e vetores, essas equagdes ndo podem
ser obtidas impondo que as demais perturbagcdes sejam nulas, portanto devemos trabalhar as

perturbacdes métricas mais gerais possiveis. No calibre (4.21), temos que

0Gu = a2hm,
= —Q@UNUV + Q\I/SMV + (2\11 — 3X)NHNV + QHN(#UV) + QT(#ul,) + QQ(MNZ,) .

Adotando um sistema de coordenadas definido por

w, = —0,, S = (0,84,0) , N,=¢-

B

(5.1

onde os indices a, b assumem os valores 1 e 2, o elemento de linha correspondente € escrito

como

ds® = a® [~ (1 + 2®@)dn* — 2T',d"zdny — 2I1dzdy
+ (1 + 2¥) Sppdatda’ + 2Q,dadz + (14 20 — 3X) d2?] . (5.2)

Este € o elemento de linha mais geral para perturbagdes lineares em BIII e KS spacetimes, e
contendo tanto perturbacdes escalares como vetoriais. As componentes linearizadas do tensor
de Einstein sdo apresentadas no Apéndice §A.3, juntamente com as expressdes linearizadas
para o tensor energia-momento do campo escalar anisotrépico, € agora nos concentremos na
construcdo das equagdes de movimento. Primeiramente vejamos como obter a equacao para X.
Da equacdo (A.20) vemos que, na auséncia de estresse anisotropico nas perturbacoes do fluido

perfeito, sua componente escalar obedece
D(an)Z =0, (CL 7é b) ) (53)

onde Z = 2V — 3X + 2. Como esta e € uma equacdo de Killing, podemos escrever D, 2
como sendo
D7 = fi(n, 2)¢. (5.4)

a?

onde o (' sdo os trés vetores de Killing em M?. Dado a forma explicita desses vetores em um
sistema de coordenadas, € facil mostrar que derivadas parciais de Z s6 comutam se f; = 0, o

que implica entdo que Z = 0 (veja o Apéndice §A.2 para a prova formal). Concluimos assim
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que
20U + 20 = 3X. (5.5)

Em seguida, subtraimos a equacgdo (A.22) a partir do trago de (A.20) e usando (A.21) para
eliminar II. Usando (5.5) finalmente obtemos a equagdo desejada

X4+ 2HX — (V2P 4+2:)X =0, (5.6)

Podemos agora encontrar a equacdo dindmica para €2,. Da componente veto-
rial da equagdo (A.20) obtemos que D(,Zy = 0, onde Z, = €2, + fa + 2HT', e a # b. Mais
uma vez, isso implica que Z, = g;(n, 2)¢’ sendo g; uma fung@o arbitraria. No caso hiperbélico
(BIII), o fato de que as perturbacdes cosmoldgicas vao a zero em no infinito, fixa g; = 0, pois
ndo existem vetores Killing com tal propriedade [53]. No caso esférico (KS), ndo hd "infinito
espacial"de modo que Z, ndo é tinico. No entanto, é claro que ¢;(’ ndo representa perturbacdes
cosmoldgicas, e ndao ha perda de generalidade novamente ajustando g; = 0. Utilizamos assim a
relacdo

Iy + 2HT, = -, (5.7)

na equagdo (A.21), o que nos permite obter o seguinte equagdo para o componente vetorial:
Qu +2HQ, — (V2 +£) Q= 0. (5.8)

As equagdes (5.6) e (5.8) resumem nossa tarefa de encontrar a dinamica das
perturbacdes tensoriais nos espago-tempos com curvatura anisotropica, e € interessante que
neste momento, podemos compara-las com eqs. (4.14). Como foi antecipado, nos casos ani-
sotrépicos cada modo tem sua propria dinamica, sendo que a diferenca é mais prominente em
grande escala cosmoldgicas, onde o efeito da curvatura anisotrépica € maior. Em pequenas
escalas (V2 > k), a dindmica dos dois modos se torna degenerada e nds recuperamos (4.14).
Note, no entanto, que esta ndo € a Unica diferenca entre estas equacdes e € a equagdes para o
caso isotropico. Na verdade, o Laplaciano em (5.6) e em (5.8) t€m diferentes espectros que apa-
recem como diferentes assinaturas no espectro de poténcia de cada perturbacdo. Desta maneira

devemos agora investigar estas questdes em detalhes.

AUTOFUNCOES ESPACIAIS

Para resolvermos as equagdes dinamicas e avaliarmos os espectros de poténcia
das ondas gravitacionais, precisamos saber como realizar a anélise de Fourier em espagos com
curvatura anisotropica. Isso exige que conhecamos as autofungdes ¢4 do Laplaciano nessas

geometrias, que sdo solucdes da equagdo do autovalor

VQqu = _q2¢qa q= |Q‘ € R+ . (59)
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Para as métricas descritas por (2.3), temos que

-0, (sinpd,) + #2_83, + 02|, (5.10)

sin p sin” p

V2 =k

onde p = \/kp e Z = y/rkz. Observe que para Kk = — || temos automaticamente o Laplaciano
do modelo de BIII. As autofung¢des sdao dadas por [47, 4, 17]

NEmPTl/QJrM (COSh p) eimapeiké ) (BIII)

¢q (x) = R
! N PP (cos p) emeeih? | (KS)

(5.11)

onde % (que ndo deve ser confundido com o pardmetro de curvatura ) € real, m é um nimero
inteiro e ¢ € real (BIII) ou inteiro (KS), mas sempre positivo. Essas fungdes sdo ortonormais se

definirmos Ny,,, como sendo

1 m( tanh Tl (B
Ngm _ b \/( ) {+m+1/2) ( ) (512)

o ¢
2 (KS)

Pode-se também verificar que no limite p < 1 e £ > 1, ¢4(x) se torna

zmgo el ikz
V21 Var

que, ndo surpreendentemente, sao as autofuncdes de um universo FLRW plano em coordenadas

Ba(x) ~ (171, (£p) (5.13)

cilindricas. Além disso, percebemos que os autovalores ¢ sdo m-independentes (refletindo a

rotacdo residual simetria dessas geometrias) e dados por

, 1 JC+E+1, (BIIL, ¢ real)

Vi ) _ (5.14)
cle+1/2%+k — 1, (KS, ¢ integer)

onde usamos (2.11). Verificamos assim que, em ambos os casos, ¢ tem um limite inferior
fundamental dado por!'®

(1/2). (B
R.=q. > .
q Qs > /5 (KS) (5.15)

Ressaltamos que podemos prever os limites (em que nossos modelos sdo validos) para as obser-
vagoes de ¢ usando dados recentes da CMB. Os ultimos limites para curvatura espacial FLRW

calculados pela equipe Planck, usando os dados CMB, fornecem Q..o = —0.00515:01% com 95%

10No caso aberto, o maior modo possivel tem £ = k = 0. No entanto, / = 0 é na verdade um monopolo e,
portanto, € removido do espectro. Com isso neste caso { —1 =k =0.
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de nivel de confianca [7]. Isso se traduz em
R.>6.7Hy* (BII) and R.>47H;" (KS), (5.16)
ou equivalentemente
qHy' 2007 (BII) and ¢H,'>03 (KS). (5.17)

O fato de que as restrigdes para [?. sdo mais fracas que as de L. (veja equacdo (2.11)) é uma
consequéncia direta da suposicao de anisotropia estatistica dos dados. Em grandes escalas, onde
a variancia c6smica domina, os coeficientes multipolares de temperatura ay,,, com ¢ fixo e com
diferentes m diferentes se correlacionam [47], o que significa que existe uma restricio mais
fraca no espectro de temperatura C; do que no caso de modelos isotrépicos!!.

Dadas as autofungdes (5.11), qualquer perturbagao escalar () pode ser formal-

mente decomposta em

QULX)—L/d#quUﬂ@ﬂX% (5.18)

com a relacdo inversa dada por

Qul) = [ Vit x Q2005 (x). (5.19)

Aqui, /14 formalmente representa a medida de integrag@o definida pela topologia de cada espaco
(veja [47] para os detalhes). A decomposi¢cdo de um campo vetorial transverso (), é essencial-
mente 0 mesmo se reconhecermos que um 2-vetor transverso (i.e., definido em duas dimensoes)

¢ fundamentalmente um campo escalar e, como tal, pode ser escrito como

Qu = eaDQ (5.20)

onde €., é o tensor totalmente antissimétrico (simbolo de Levi-Civita) em M?2. Como ¢, é
covariantemente conservado, isso automaticamente garante que D*(), = 0. Assim, na pratica,
estamos lidando somente com campos escalares e, a partir de agora, podemos esquecer o indice
a em qualquer vetor transverso. Antes de prosseguir, € interessante apresentar duas varidveis
redimensionadas

r=aX, w = afl, (5.21)

"'Quando a isotropia espacial € valida, Cy = (2¢+ 1)1y |agm|” é uma soma de 2/ 4 1 nimeros indepen-
dentes.
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de maneira que elas simplificam as equa¢des de movimento (no espaco de Fourier)
a
Fq + (qz———2m> Tq=0,
a

@q+(q2—%—li)quo.

Vemos portanto que os termos de frequéncia destes osciladores (isto €, os termos entre parénte-

(5.22)

ses) sdo totalmente isotrépicos, pois que nao dependem de g, mas apenas em seu modulo. Isso
¢ novamente um reflexo da expansao isotrépica do espago-tempo fundo, mas também do fato de
que a decomposi¢do 1+2+1 € adaptada as simetrias do espaco-tempo fundo, de modo que nédo
surja nenhum acoplamento de modo dindmico. Em particular, isso implica que a quantizacao
das perturbacdes = e w durante a inflacdo podem ser realizadas da mesma maneira que a quan-
tizagdo de campos livres em espaco-tempos FLRW curvos [42], e ainda o espectro de poténcia
de cada perturbacdo dependera apenas de ¢q. No entanto, destacamos que o espectro de poténcia
"total"(aquele o definido através do modo tensorial completo (4.22)) certamente serd uma fun-
cdo do vetor completo q, ao invés de ser uma fun¢@o apenas ¢, uma vez que sua defini¢do exige
que corrijamos a dire¢do da curvatura anisotrépica através de algum adngulo no céu. Em outras
palavras, ainda estamos livres para corrigir a orientacdo de R relativo 2 M?2. Isto implica ainda
em uma funcdo de correlagdo angular anisotrdpica e em termos "fora da diagonal"da matriz de

covariancia da temperatura da CMB [47].

SOLUCOES E ESPECTROS DE POTENCIA

Como uma aplicacao simples de nossos resultados, vamos encontrar solucoes
analiticas das equacdes (5.22) em alguns regimes cosmoldgicos bem conhecidos. O caso mais
simples e mais importante é o da era da radiagdo para o qual p; = py/3, pois nesse caso a

equagdo (2.10) torna-se simplesmente
a )
A e = sign (k) . (5.23)
a

Neste regime, o fator de escala evolui como

V2R, sinh (ﬁ) (BIIL ¢ = —1)

(5.24)
\/§Rcsin(\/§"R> (KS, e = +1) ,

a(n) = ag

onde a( € uma constante de integracdo. Observe que nds normalizamos estas solu¢des de modo

que a(n) = apn quando R, > 1, que é a solug@o correta para o caso isotrépico. Se definirmos
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B2=1-3¢/2¢> e v* = 1 — ¢/242, as solugdes regulares em 7 = 0 sdo

%Jm (Ban), Qg,n) = CQ%JW (vqn) , (5.25)

onde ('} » sdo constantes de integragdo. Essas solucdes se diferem da solugdo (4.15) em dois

X(g,m) =C4

aspectos. Em primeiro lugar, as fun¢des de Bessel agora t€m uma dependéncia explicita do
raio de curvatura através dos fatores (3 e 7y, que no caso isotropico ambos sdo iguais a um. Em
segundo lugar, o fator de escala agora possui uma comportamento completamente diferente do
caso FLRW plano dominado pela radiacio. Uma consequéncia particularmente interessante
dessas solugdes € que, em um universo KS, a perturbacdo com comprimento de onda infinita
do modo X € constante no tempo. Isso ocorre porque, nos espacos KS, o maior comprimento
de onda tem ¢. = /2, o que implica que 3 = 1/2. Como J2(u/2) = 2sin (u/2) /(v/7u),
imediatamente obtemos que X = ¢C/ag+/7 para todos os tempos. Isso é mostrado na figura
(5.1) juntamente com algumas outras solucdes para valores diferentes do parametro ¢.. Por
motivos de ilustracdo adotamos ¢C1 2/ag = 1 nestes graficos. Como a dindmica dos modos X

e §2 é isotropica, podemos definir seus espectros de poténcia simplesmente como
3 2 3 2
Px=q¢"|X (g0,  Po=q |Qan)l|" . (5.26)

Em grandes escalas, tanto X quanto {2 sdo constantes, e o espectro de poténcia se comporta
como ¢*. A medida que o modo atravessa o horizonte do Hubble (i.e., quando ¢n > 1) a ampli-
tude da cada perturbacdo se comporta quase que linearmente com ¢. Isso continua até o ponto
onde curvatura passa a afetar o comportamento do fator de escala, com isso a amplitude cresce
ou decresce, dependendo se a expansao continua para sempre ou se enfrenta um recolapso. Isto

¢ mostrado numericamente na figura (5.2).
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Figura 5.1: Evoluciao dos modos X (linha tracejada) e €2 (ponto-tracejado linha) nos modelos
BIII (esquerda) e KS (direita) correspondem ao mais longo comprimento de onda possivel (veja
equacgdo (5.15)). Os graficos também mostram a evolugdo das perturbacdes quando ¢, = 20,
caso em que X e {2 correspondem a evolugdo isotrépica. As linhas verticais no painel direito
representam o tempo de colapso no modelo fechado para diferentes raios de curvatura. Observe
que X(q, = V/2) é constante no modelo KS para toda a evolucio. Consulte o texto para
detalhes. Para essas graficos, utilizamos ¢C' 2 Jag = 1.
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Figura 5.2: Espectro de poténcia Px e P, em BIII (esquerda) e KS (direita), com os mesmos
valores de parametros e cores utilizados na figura (5.1). As linhas verticais tracejadas no painel
direito representam o tempo de colapso para cada raio de curvatura. As amplitudes foram

arbitrariamente normalizadas.
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CONCLUSOES E OBSERVACOES FINAIS

A deteccdo de ondas gravitacionais pela colaboragdo Ligo/Virgo abre uma in-
finidade de novas oportunidades para astrofisica e cosmologia. Embora a deteccdo direta das
ondas gravitacionais primordiais ainda possa demorar, o impacto das perturbacdes tensoriais
na temperatura e os espectros de polarizacdo da CMB ja podem nos ajudar a restringir mo-
delos do universo primordial. Nesta tese, exploramos uma classe particular de modelos onde
a suposicdo de isotropia espacial foi abandonada de forma que a CMB ainda permaneca iso-
tropica em primeira aproximac¢do. Tais modelos oferecem um exemplo interessante onde as
simetrias do universo ndo seguem as simetrias dos dados cosmoldgicos, como geralmente é
postulado. Em particular, as solu¢des Bianchi tipo III e Kantowski-Sachs com um contetido
de matéria de fluido imperfeito levam a mesma expansdo de um universo curvo Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker. Aqui focamos na construgado tedrica de ondas gravitacionais line-
ares nesses modelos. Ao fazé-la, encontramos que a principal dificuldade é separar os graus
de liberdade fisicos dos de calibre na presencga de curvatura espacial anisotropica, que requer o
uso de uma decomposi¢ao adaptada as simetrias do espago-tempo. Além disso, a presenca de
acoplamentos algébricos entre modos impede que ignoremos as perturbacdes nio relacionadas
as ondas gravitacionais. Em particular, tendo mantido apenas as varidveis X e (), na expansao
(5.2), teriamos obtido as equacdes de movimento erradas.

Duas assinaturas especificas de ondas gravitacionais surgem neste contexto.
Primeiro, os modos de polarizacdo da onda se comportam como componentes irredutiveis de
spin-0 e spin-1 de um tensor transverso e sem-trago, ao invés de duas componentes de um campo
de spin-2. Cada polarizacdo tem sua prépria dinamica que difere do caso usual (isotrépico);
sendo essa diferenca € maior em escalas perto do raio de curvatura. Segundo, a presenca de
um raio de curvatura nestes modelos implica naturalmente em limites superiores ao tamanho de
uma onda gravitacional. Em particular, descobrimos que a maior onda correspondente ao modo
de polarizagdo X em um universo KS € constante no tempo. No entanto, esse efeito pode ser
facilmente escondido no fundo estocdstico da radiacdo gravitacional e, portanto, dificil de se
detectar.

Gostarfamos de concluir comentando algumas aplicacdes do formalismo aqui
apresentado. O efeito Sachs-Wolfe integrado prevé uma variagdo de temperatura dada por
AT/T = — [€'e?9,E;;dn [49]. Claramente, na presenca de curvatura anisotrépica ele re-
cebera diferentes contribui¢cdes dos modos de polarizagdo X e €2, que, por sua vez, afetardo a
amplitude do espectro tensorial para grandes angulos da CMB. Além disso, por causa do limite
superior para o comprimento méximo de uma onda, deve-se esperar encontrar um deficit no
espectro do tensorial em grandes angulos, de forma semelhante ao que acontece com o espectro
do tensorial em universos FLRW fechados [18]. Em segundo lugar, uma vez que o espectro

de poténcia total das perturbacdes tensoriais depende da dire¢do do vetor N*, pode-se espe-



41

rar anisotropias na razao escalar/tensor na inflacdo, que pode ser usado como uma assinatura
adicional para eliminar esses modelos. Por fim, também pode-se esperar encontrar assinaturas
provenientes do efeito direto das ondas gravitacionais na polarizacdo dos médulos-5B da CMB.

Adiamos essas analises a um trabalho futuro.
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MISCELANEA

Reunimos aqui algumas férmulas e resultados tteis que foram usados no texto

principal.

TRANSFORMACOES CONFORMES

Damos aqui alguns detalhes sobre as expressdes envolvendo as transforma-
coes conforme. Na familia de métricas em que estamos interessados, a métrica dinamica (de

fundo) g,,, ¢ conformalmente relacionada a métrica estatica g,,,, através de
= A 2 by (A -2 by
guw(27) = &g (), §"(@7%) = a""g" (a7, (A.D)

onde a = a(n) é o fator de escala e z* = (1,x). As quadrivelocidades associadas a cada uma

das métrica estdo relacionadas a entre si através de d7 = adr. Isso implica que
W =—=—-——=0a""u". (A2)

Por consisténcia, seguem as seguintes relagoes

Uy = aly, Y = azfy,“,, N,=aN,, S, = azS,w. (A.3)

No entanto, observe que v, = v, 7 e S ¥ = S, 7. Como ambas as métricas descrevem espaco-
2 7 I I

tempo homogeéneos, 7,*V,a = ZNDua = 0, implicando em

V,a = —ﬂuﬂaﬁaa = —u,u"Vea =V,a. (A.4)

Em particular, no sistema de coordenadas comovel de métrica (2.1), uv* = (1,0,0,0), e temos
que
. . da
V,a = —u,a, where a=—. (A.S)
dn
Dada a transformagio de calibre de dg,,,, podemos encontrar a respectiva transformagado para

09, da seguinte maneira:

55#!/ — 5§W + E& @W) )

- 1 .
= 00w + a? (ﬁgg,w + 29W5§ Vaa) )
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Escrevendo ¢# = u*T + J* e usando (A.4), segue entdo
0guw = 0Gu + 0* (Leguw + 20, HT) | (A.6)

onde H = a/a é a fungdo Hubble conforme.
As derivadas V x €V, serdo, em geral, diferentes quando atuadas em tensores,
pois
~C|{ (07 1 o (e}
I, =T+ ’ (25(uvy)a — guwV%a) ,
=1, — (25&%) — g,wua) H.

Em particular, isso implica que a curvatura extrinseca da métrica dindmica e da estatica estdo

relacionada por

Ko =V, = a (K, +Hyw) - (A7)

Do mesmo modo, a derivada covariante do vetor N, € dado por

V.N,=a(V,N,+HN,u,) . (A.8)

VETORES DE KILLING EM M?

Variedades bidimensionais maximalmente simétricas de curvatura constante

podem ser representadas pelo seguinte elemento de linha:
ds* = dp? + S2(p)de? (A.9)
onde S, (p) = sin (v/kp) /+/k. Estes espagos admitem trés vetores de Killing

C(l) =0y,
¢? = cos d, — v/ cot (Vkp) sind,, (A.10)
¢ = sind, + vk cot (Vrp) cos pd, .

Retornando a equagdo (5.4) vemos que

0,Z = facosp + f3sing, 0,72 = f1+ (= fasing + fzcos ) Vrcot (vVEp) . (A.11)

Claramente, a igualdade 0,0,Z = 0,0, ¢é valida para p e  arbitrdrios apenas quando f, =
f3 = 0. Além disso, como as perturbacdes cosmoldgicas sdo definidas como flutuacdes do
valor médio (monopolo) das quantidades cosmoldgicas, eles ndo t€m um monopolo. Mas se f;
¢ claramente um monopolo, uma vez que nao depende de p e ¢, temos que f; = 0. Concluimos

assim que 0,7 = 0 = 0,7, o que implica que Z ¢ uma constante. Porém como Z nio pode
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possuir um monopolo, finalmente concluimos que Z = 0.

TENSOR DE EINSTEIN PERTURBADO

Damos aqui uma breve visdo geral da teoria linear de perturbacdes. Mais
detalhes podem ser encontrados na referéncia [46]. Como de costume, nds escrevemos a métrica
€ sua inversa como

v = Guv + 0G0 g = g" + dgH (A.12)

de modo que
39" = —g"9""0gags - (A.13)

No sistema de coordenadas (2.3) temos que
goo = —0a>, gap=0a’Say, g.. =a’ (A.14)
€ consequentemente
g = a2, g =q28Y®, gF=q2. (A.15)

As perturbagdes métricas sao parametrizadas como

5900 = —2a2(1>,
590(1 = _a2Fa’
8go, = —a’Il,
%o (A.16)
5gab - 2a28ab\1] )
59{12 = GQQa ’

8g.. = a*(2¥ — 3X).

Assim tais perturbagdes podem ser usadas para linearizar todos os tensores formando as equa-

coes (perturbadas) de Einstein. O resultado final é dada por
. ) 1
a?0G%, = 6H*® — 2HIT — 3H(2V — X) + §D0D0(4\IJ —3X) +2xV + 20"
= a*5T"%, (A.17)
2 0 b] 1 " 1 )/ 1 / 1 T v
a“0G" , = DyDI"™ — §Fa -kl — §Q“ + §DGH + §Da(4\lf —3X)—-2HD,P
=a?0T",, (A.18)

o1
a*0G°, = —2HP' + 20’ — 3D Dall = a?oT’,, (A.19)

a?6G®, = 6¢ [2@ (7—[2 + 2%) + 2HD + " — 2HIT — %(4\'1} —3X) — H(4T — 3X)
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o 1
+@" 11 + 5DD (20 —3X + 2@)} — 5D“Dy) (20 — 3X +29)

+ D) + DLy + 20D Ty = o677, (A.20)
1 . 1. 1. . 1
@5, = D (¥ + W) + HDI + DTl + HL, + 1% + 560+ H, - gQ — DDA,
=a*5T7,, (A.21)

020G, = 2B(H? + 2H) + 2HD + DD, (D + T) — 2 (\'13 +oHb — mp)
= a?0T", . (A.22)

Lembramos ao leitor que um ponto e um linha significam 0n e 0z, respectivamente.

As componentes perturbadas ndo-nula do tensor energia-momento sao

a?0T% = k (=¥ + 3X/2 +6¢') ,
a?0T°, = k (T + 6¢') |

a*dT% = k (=¥ + 3X/2 + 6¢') 0,
a?0T?, = —KkD,0¢,

a?0T*, =k (¥ — 3X/2 —6¢') .

Observe que ndo estamos perturbando as outras componentes do tensor energia-momento. Isto
¢ equivalente ao pressuposto de que o estresse anisotropico perturbado dos fluidos restantes sdao

insignificantes, o que é uma boa aproximagdo em grandes escalas.
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