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PABON, Davincy Andres Tovar. Modelos cosmolégicos com curvatura espacial
anisotrépica. 2016. 55 f. Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2016.

RESUMO

O objetivo deste trabalho € estudar a dindmica de modelos com curvatura anisotropica, como
mostrada numa classe de cosmologias anisotrOpicas que apresenta expansiao isotropica. O
desafio consiste em encontrar solucdes que experimentem no sistema, curvaturas
anisotropicas € que ndo tenha cisalhamento. Além disso, que a resposta ao modelo
cosmoldgico seja anisotropicamente estavel. Para isso estudaremos o sistema em duas etapas:
A primeira é a de considerar uma equacdo de estado na qual esta expressdo esteja ligada ao
estresse e o cisalhamento. A segunda é considerar que no modelo propriamente existe um
campo de 2-forma, que permite ampliar e desenvolver as solucdes que requer este modelo.
Determinou-se que o espaco de fase do sistema dindmico experimenta trajetérias que

convergem num ponto especifico (atrator) onde o modelo cosmoldgico € considerado
aceitavel.

Palavras-chave: Curvatura anisotrépica. Cisalhamento. Campo de 2-forma.



PABON, Davincy Andres Tovar. Models cosmological anisotropic with curvature
espatial. 2016. 55 p. Dissertation (Master’s Degree in Physics) — Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2016.

ABSTRACT

The aim of this work is study the dynamic of models with anisotropic curvature, as shown in a
class of anisotropic cosmologies what present isotropic expansion. The challenge consists in
find solutions that experimente at the system, anisotropic curvatures and which has not shear.
In addition, the response to the cosmological model will be anisotropically stable. In order to
study the system we work through two steps: The first one is to consider an equation of state
in which this expression is connected to stress and to the shear. The second one is to consider
that the models properly has a field of 2-form, what enables enlarge and develop the solutions
that requires this model. Was determined that the phase space of the dynamic system,
experiment paths that converge in a specific ponit (atractor) when the cosmologic model is
considered aceptable.

Keywords: Anisotropic curvature. Shear. Field 2-form.
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1 INTRODUCAO

Ao longo das dltimas décadas houve um grande avango, tedrico e observacio-
nal, nos estudos acerca do universo. A cosmologia, cujo objetivo € compreender as propriedades
globais e estruturas em grande escala do universo, i.e. sua origem, evolugdo, caracteristicas e
propriedades, atualmente se encontra em uma era de precisdo e de grande volume de dados ob-
servacionais. Apesar desses desenvolvimentos e da abundancia de observagdes, a cosmologia,
no entanto, tem uma diferenga fundamental em comparag@o com as demais areas da fisica. Essa
diferenca € que temos acesso somente a um universo, € € no que vivemos, que € observado em
uma posi¢do unica e particular no espaco e no tempo. Com isso inevitavelmente a cosmologia
se ampara em um conjunto de hipdteses cuja verificagdo ndo estd garantida a priori, mas que sao
sugeridas conforme as observacdes [1]]. Tais hipéteses, como, por exemplo, a escolha de uma
teoria da gravidade, ou ainda hipdteses sobre a natureza da matéria presente no universo, assim
como hipéteses de simetrias do universo, caracterizam o que se define como um modelo cos-
moldgico. De fato, ndo é possivel interpretar as observacdes cosmoldgica independentemente
destas hipoteses tedricas. Por conseguinte, a validade de um modelo ndo pode ser provada. Ao
contrdrio, o que se procura ¢ uma coeréncia entre as observacdes e o framework tedrico no
qual estas observagdes sdo baseadas. Este tipo de procedimento nos permite testar os mode-
los cosmoldgicos fazendo uma série de previsdes que podem ser confrontadas com os dados
observacionais.

Uma das premissas fundamentais da cosmologia moderna € conhecida como
principio cosmoldgico, e corresponde a um conjunto de hipdteses acerca das simetrias do
espaco-tempo. As observagdes cosmoldgicas sugerem que O universo parece ser 0 mesmo em
todas as dire¢des em uma escala suficientimente grande, em outras palavras o universo € esta-
tisticamente isotropico em grandes escalas. Isto sugere que o universo observavel possui uma
simetria esférica ao nosso redor. Com isso existem duas explicacdes: a primeira delas é de que
nossa galdxia se encontra em uma lugar especial do universo, com as estruturas cosmoldgicas
esfericamente distribuidas ao nosso redor em um universo inomogéneo com um ponto privile-
giado; a segunda explicacdo € de ndo existe nenhum ponto privilegiado no universo, i.e. ele é
isotrépico ao redor de todos os seus pontos; como consequéncia disto o universo deve ser ho-
mogéneo. Veja a figura (I.I). O principio cosmolégico afirma que o universo é espacialmente
1sotrépico e homogéneo em grandes escalas. Por "grandes escalas"quer se dizer escalas acima
das quais a distribui¢do de galdxias se torna aproximadamente homogénea. A partir da andlise
do Sloan Digital Sky Survey (SDSS) concluiu-se que as irregularidades na densidade de gala-

xias s3o pequenas o suficiente em escalas acima de 100h 1 M pcﬂ [2]].

'As medigdes indicam que o parimetro de Hubble é 70 + 105-]7\747;c Com as incertezas esta constante se

parametriza Hy = IOOth]XE)c’ de modo a h =~ 0.7 onde um Mpc = 3.09 x 10%*cm.
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Figura 1.1: Distribu¢do de pontos estatisticamente isotropico em torno de cada ponto (4 es-
querda) e em torno de um Unico ponto P (a direita).

oH
oot

fe}-
ot

Fonte: Préprio autor.

Sabemos também que a geometria do universo apresenta apenas pequenos
desvios de um universo perfeitamente homogéneo e isotrdpico ja em escalas de poucos Mpc. A
geometria do universo pode ser testada através do movimento peculiar de galdxias, com lentes
gravitacionais, e em particular com a radiacio césmica de fundo (CMB) ﬂ Embora o universo
parega ser bem descrito pelo modelo padrao da cosmologia (ACDM) El, construido sob a hipote-
ses de que a estrutura geométrica do universo € baseada nas solucdes de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) ﬂ, estudos experimentais da CMB mostraram que existem pequenas anomalias
estatisticas que estimulam um interesse nos modelos cosmoldgicos anisotrépicos do universo
[3, 4, 15,16, [7, 8]. Os modelos de Bianchi representam uma alternativa plausivel aos modelos
de FRW, pois estes modelos também representam universos espacialmente homogéneos, porém
anisotropicos. A cosmologia moderna tem como finalidade mostrar como é o comportamento
do universo, por isso investiga alguns parametros que descrevem a evolucdo da geometria espa-

cial; uma dessas quantidades € o tensor de cisalhamento.

J. Mimoso e P. Crawford [9] desenvolveram um trabalho cuja finalidade era
estudar modelos espacialmente anisotropicos, mas com expansao isotropica. Ou seja, nestes
modelos a expansdo do universo € descrita por um tnico fator de escala, sendo que a anisotro-
pia se manifesta agora na curvatura das secdes espaciais da métrica. A grande vantagem desses
modelos € que eles sdo compativeis com a isotropia do universo observada através dos dados

da CMB, embora sejam uma classe mais ricas de modelos, podendo potencialmente descrever

2 Acronimo de Cosmic Microwave Background.
3Lambda (A) Cold Dark Matter.
4Cosmologias de universos homogéneos e isotrépicos.
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fendmenos novos.

Na mesma linha de pesquisa, T. Koivisto, D. Mota, M. Quartin e T. Zlosnik [10] estudaram mo-
delos com expansdo isotrépica € com uma curvatura espacial anisotrépica, onde a anisotropia
da curvatura € mantida por um tensor antissimétrico de ordem 2, ou seja, uma 2-forma. Usando
dados recentes da curva de luminosidade de supernovas, estes autores mostraram que a abun-
dancia direcional de supernovas no universo pode ser usada com um indicativo da existéncia
de anisotropias na curvatura da métrica, o que representa uma oportunidade observacional de

verificar (ou falsificar) estes modelos.

Nosso objetivo neste trabalho € estudar a dindmica no espaco de fase de mo-
delos com curvatura espacial anisotrépica. Em particular, pretendemos descobrir se os modelos
anisotropicos com expansao isotropica investigados em [9]] s@o estdveis frente a perturbagdes
lineares, ou seja, pretendemos investigar se estes modelos sdo atratores dentro de um espacgo
maior de modelos anisotrépicos. Para isso iremos considerar um tensor de energia-momento
de um fluido imperfeito, onde o estresse anisotrépico deste fluido serd descrito de duas ma-
neiras distintas. Na primeira delas, propomos uma descricao fenomenoldgica para o estresse
e investigamos suas consequéncias dindmicas. Em seguida, consideramos o universo como
sendo composto por um campo adicional descrito por uma 2-forma, e novamente estudamos
suas consequéncias dinamicas. Nossa principal conclusdo € que os modelos cosmoldgicos com
curvatura espacial anisotrdpica e expansao isotrdpica sao estaveis, ou seja, estes modelos repre-

sentam um ponto atrator na dinAmica de universos anisotropicos.

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma. Primeiramente, na
secdo 2, apresentaremos um breve resumo do modelo cosmolégico homogéneo e isotrépico
Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Na secdo seguinte, introduziremos uma classe modelos
cosmoldgico anisotrépicos que possuem uma expansdo isotropica, apresentando o tensor de
Einstein e o tensor energia-momento associados a estes modelos. Na secdo 4, consideraremos
os topicos relevantes no estudo de estabilidade linear e ndo linear, isto €, conceitos de sistemas
autdbnomos, pontos de equilibrio, linearizacdo e estabilidade. Todo o estudo de estabilidade
linear e nao-linear serd aplicado nos modelos cosmoldgicos anisotrépicos na secao 5, aonde a
maior parte dos resultados deste estudo € apresentada. As caracteristicas dinamicas do modelo
cosmoldgico com curvatura anisotrdpica, juntamente com uma andlise da a¢do para o campo
candnico de 2-formas, as equagdes de Einstein, estudos dos pontos criticos e estabilidade do
sistema sdo desenvolvidos nesta secdo. Finalmente, a se¢do 6 € dedicada as conclusdes. Du-
rante todo este trabalho a assinatura da métrica utilizada serd (—,+, +, +). Indices gregos
como u,v,M,. .. referem-se a quantidades quadri-dimensionais (espaco-tempo) podendo obter
valores entre 0 e 3, ja indices latinos como i, j, k, . . . sdo empregados em quantidades espaciais.

Também adotaremos as unidades naturais onde definimos ¢ = 877G = 1.
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2 MODELOS DE UNIVERSOS HOMOGENEOS E ISOTROPICOS

2.1 MODELOS DE FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER

Seguindo a hipétese do principio cosmoldgico, segundo a qual o universo é
homogéneo e isotropico em grandes escalas; que deu lugar primeiramente aos estudos efetuados
por H. Robertson e A. Walker (independente), e mais tarde por A. Friedmann e G. Lemaitre, ao
qual deduzem as equac¢des do movimento que governam o universo [12]], chega-se a seguinte

métrica

ds® = gudxtdz”,

dr? @.1)
1_—2’7&2 + 72 (d02 + sin? 9d<b2) ,

= —dt* + d* (1)
onde k£ € a curvatura das secdes espaciais do universo. O parametro k£ toma os valores de
+1, que indica geometrias com curvatura espacial constante positiva; em termos gerais sao
chamados modelos fechados. Com um valor 0 s@o geometrias de se¢des espaciais euclidianas,
que mostram modelos planos. Finalmente com um valor -1 estas geometrias espaciais sdao de
curvatura negativa, e sdo chamados modelos abertos [[13]. Na equagao o termo a(t) é o
chamado fator de escala e as varidveis r, 6 e ¢ sdo coordenadas de co-movimento, ou seja, sao
as coordenadas adotadas por um observador em queda livre com a expansao. Para encontrar as

equacdes dindmicas para a(t), temos que retomar as equagdes de campo de Einstein [14].

1
G =R, — éRgW =T (2.2)

Aqui G, € o tensor de Einstein [15]]; 12, € o tensor de Ricci, que depende da métrica e suas
derivadas; R = g""R,,,, € a contra¢do do tensor de Ricci com a métrica g"” e T}, € o tensor de

energia-momento.

Baseado nestas informagdes vamos a calcular os fatores de conexao e o tensor
de curvatura. Para visualizar os componentes métricos e os simbolos de Christoffel consulte a
seccdo do Apéndice A. Uma maneira de estudar a curvatura do sistema € através do tensor de

Ricci, que € obtido pela contracdo do tensor de Riemann com a métrica. Os componentes do
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tensor de Ricci ndo nulos sdo os seguintes

Ry = —3°,
a
R i+ 24” + 2k
R D R (2.3)

Ryy = r? (ai 4 2a° + 2k) ,
Rss =12 (ad +24% + 2/€) sin? 6,
onde os pontos denotam a diferenciacdo em relagdo a t. O escalar de Ricci é denotado da

seguinte maneira

i (a)2 k
R=6|-+(-) +5|. (2.4)

a a?
Uma vez obtidos as quantidades acima, pode-se calcular as componentes do tensor de Einstein

GOOI%(QQ—F]%’),

a

Gio =0, (2.5)

2.2 EQUACOES DE FRIEDMANN

Na secao anterior estudamos como estd definida a estrutura geométrica espa-
cial do sistema, assumindo que o universo, em grandes escalas de distancia, tem um comporta-
mento homogéneo e isotrépico; isto implica que os termos 1%, devem ser zero, devido a que a
densidade de momento ndo proporciona efeito ao sistema na direc¢do 7, € que 0os componentes
espaciais 7"; devem ter uma forma diagonal com 7%, = 7%, = T%3, de modo que quando
J = 1 temos a pressao isotropica na direc¢do 7. Tomando a considerac¢do de que o conteido do
universo seja descrita por um fluido perfeito [16] se pode escrever o tensor energia-momento
como

T",=(p+ P)U*U, + PS" Ut = E (2.6)

v dt
onde p € a densidade de energia do fluido no referencial de repouso de um observador comével
com a expansdo, P é a pressdo que experimenta o fluido neste mesmo referéncial e U* € a
quadri-velocidade dos observadores comdveis com a expansdo. Passamos agora as equagdes de

Einstein, lembrando que elas podem ser escritas na forma

1
R, =T, + §Rgm,. (2.7)
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Com pv = 00 a equagdo é

a 1
-—=— 3P). 2.8
o= (p+3P) (2.8)
Com pv = ij as equagdes sao
i a\> 2k 1
-—+2| - —==(p—P). 29
a - (a) T a? 2 % ) 29)

Podemos usar a equacdo (2.8)) para eliminar as segundas derivadas em (2.9)), dando a seguinte

equagdo

a 3 a?

-\ 2
<9> L% (2.10)

Estas equacdes descrevem um modelo homogéneo e isotropico do universo com densidade de
energia total p e pressdo total P. Continuando os célculos, e levando em conta as identidades
de Bianchi, vemos que o tensor energia-momento é conservado [14], ou seja
Vv, =0, (2.11)

Para chegamos a equagdo de conservagdo substituimos os termos (2.1) e (2.6) em (2.11)). Isso
nos da

) a

,0+3a (p+ P)=0. (2.12)
Para avancar no estudo devemos usar uma equacgao que relacione p e P. Esta equacdo descreve
a evolucao de um universo isotropico que esta composto de um fluido perfeito; expressao que
estd associada a uma equacao de estado

P = wp, (2.13)

onde w € considerado uma constante adimensional que, caracteriza e modela as propriedades
termodindmicas do contetido de matéria. Ora, se substituirmos a equagdo (2.13) em (2.12),

encontramos

p(t) oc a=30Fw), (2.14)

A equagdo (2.14) mostra como é o comportamento da densidade de energia do fluido em um

universo em expansao. Vejamos algumas classes de densidades importantes para a cosmologia.

e Matéria Fria, P,, = 0e w,, =0

Pm(t) o< a™?. (2.15)
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e Radiagdo, P, = f e w, = %

pr(t) oca™. (2.16)

Vale a pena notar que nenhum destes casos produz um regime que mostre uma expansao acele-
rada do universo. Para tanto devemos ter a condigdo p + 3P < 0, veja equacdo (2.§), que leva
a

w< -t (2.17)

3

Com essa restricdo para o parametro da equacao de estado € preciso introduzir um novo ele-
mento de energia no universo que tenha pressio negativa. Este elemento poderia ser a energia
escura [12, 117, [18]].

2.3 A LEI DE HUBBLE E O REDSHIFT

O estudo apresentado a seguir se baseia na referéncia [[13]. Considere o se-
guinte exemplo, vemos o comportamento de uma galdxia que esta a muitos anos-luz de distancia
de um observador que esta fixo em r = (. Se a coordenada radial a galdxia € , entdo a distancia
propria da galdxia é d, = ay. Ou seja, a velocidade da galdxia com relagdo ao observador é
dada por

d . a
= —d, = Say = Hd,, (2.18)

onde H = a/a, é conhecido como o pardmetro de Hubble. Na cosmologia atual é chamada

(%

constante de Hubble e tem a forma

Ho = hHy, (2.19)
onde H, ~ 100#77;@' Medigdes recentes [[19] indicam que h ~ 0, 7.

A lei de Hubble diz que a velocidade de uma galaxia é proporcional a sua
distancia, como se mostra na equagdo (2.I8). Outra defini¢do util no estudo da expansido do

universo é o parametro de densidade de matéria

0,=-L =L (2.20)

onde a densidade critica é definida pela equagao

pe = 3H>. (2.21)
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Usando o termo (2.20) em (2.10), a equagdo de Friedmann € reescrita como

k
P= e

Estudos recentes tém mostrado que o universo atualmente é aproximadamente plano, o que

1-0Q = Q. (2.22)

significa que k£ = 0, entdo 2, = 1 [15,[19]. Quando o contéudo do universo é dominado pela

energia escura temos que o parametro de densidade de energia estd dado por

A
~ 3H%

onde A € a constante cosmoldgica, exemplos de universos que apresentam constante cosmolé-

Qx (2.23)

gica: de Sitter e anti-de Sitter, estas sdo solugdes dominado pelo vazio. Nesse caso a equagao

(2.22) fica
1=Q,+ 0% + . (2.24)

Para um universo com n fluidos, temos

1= Z Qi + Q. (2.25)

Até agora temos visto que a constante de Hubble tem influéncia sobre a expansao do universo,
mas precisamos de antemao uma varidvel que mostre como € a rapidez ou a variacao que se

expande o universo. Esta func¢do € chamada o parametro de desaceleragdo ¢, definido como

d (1
q= o (ﬁ) -1, (2.26)

de modo que o sinal de g revela se o modelo se expande aceleradamente (¢ < 0) ou desacelera-
damente (¢ > 0).

Um dos aspectos interessantes que acontece a luz quando esta viaja através do
universo em expansdo, € que seu comprimento de onda é submetida a um deslocamento para o
vermelho — consequéncia direta da expansao da distancia fisica entre nos e a galdxia. Os fétons
que estdo viajando para nés tem ds?> = (. Naturalmente, devido 2 isotropia do espaco a luz se
dirige radialmente, de modo que df* = d¢? = 0, entdo nés temos da equagdo (2.1) com k = 0
que dt = —a(t)dr, o sinal negativo é que a luz viaja para a origem.
Imaginemos dois sinais dirigidos para nés. Um sinal é emitido em ¢, e chega em t; 0 préximo
sinal € enviado em ¢, + At, e chega em tq + Aty (veja a Figura 2.1). Existe uma relagdo entre
Aty e At,, entdo



Figura 2.1: Redshift da luz.

A
to + Ato
to
te + Atg
XO = 0 Xe' te
» X
Fonte: Préprio autor.
portanto
t0+At0 te+Ate
dt dt 0
a (t) a(t)

to te
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(2.28)

Integrando desde os limites t. a t. + At. e ty a tg + Aty, o fator de escala pode ser aproximado

por uma constante com os valores a(t.) e a(ty). Isso nos dd

At, Aty

a(te) al(t)

O comprimento de onda da luz é \ = cAt, entdo

a(to) . /\0

alte) A

Visto que A € o comprimento de onda da luz, entdo definimos o Redshift como

)\0 — )\e . a(t0>

= — 1.
e a(te)

z =

Se o universo se expande, a (to) > a (t.), e portanto z > 0.

(2.29)

(2.30)

(2.31)
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3 MODELOS COSMOLOGICOS ANISOTROPICOS

3.1 UMA CLASSE DE MODELOS ANISOTROPICOS COM O EXPANSAO ISOTROPICA

Uma das razdes pela qual a métrica de FRW € tida como ideal é porque cum-
pre com os requisitos de isotropia e homogeneidade em grandes escalas; porém essa métrica
estd caracterizada por ter um unico fator de escala que é o mesmo para cada uma das trés di-
recOes espaciais, diferentemente dos modelos que apresentaremos neste trabalho, os quais sao
espacialmente anisotropicos. Os modelos que nos interessam podem ser descritos pela seguinte

métrica em coordenadas cilindricas:

ds® = —dt® + S*v;;(t)dx'da?,

— i 4 e [eza(t) (dp2 N % (Sm \/Ep>2d¢2) n €—4a(t)dz2:| 7 3.1
onde e” € o fator de escala médio e o o escalar de cisalhamento (i.e., ¢ mede a anisotropia
da expansdo). A expressdo acima engloba simultaneamente quatro modelos (i.e., métricas)
distintas. De fato, se k = 0 = o, temos a métrica isotropica de FRW. Se £ = (0, mas o € ndo-
nulo, temos a métrica de Bianchi I. Finalmente, para o arbitrario temos as métricas de Bianchi
IIT (k = —1) e Kantowski-Sachs (k = +1ﬂ A tabela resume as principais diferencas
entre estes modelos. Note que a secdo espacial dos modelos de Bianchi III e Kantowski-Sachs
sdo o produto de espagos de curvaturas distintas, razao pela qual os mesmos sdo conhecidos
como modelos com curvatura anisotropica.

A métrica 3.1 admite dois fatores de escala que tem comportamentos tipo-
FRW. O fator de escala médio é

S (t) — \3’/6@+Uea+aeo¢—2a — 604’ (32)

e da definicdo de H = S /.S, temos que

H=a. (3.3)

O sistema experimenta uma distor¢ao por causa do escalar de cisalhamento mas o volume es-
pacial comével dV = \/de3 = d3x permanece invariante. O escalar de curvatura
(espacial) de Ricci é dado por

SR = 2ke 20727, (3.4)

onde a notagio ® faz referéncia a um espago em 3-dimensdes.

"Vale a pena notar que o modelo de Kantowski-Sachs é o tnico modelo anisotrépico que nio se enquadra na
classificacdo de Bianchi. Para mais detalhes, veja [20]].
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Tabela 3.1: Modelos considerados neste trabalho.

Modelo | Segdo espacial | Curvatura anisotropica?

FRW R3 Niao
BI R3 Nio
BIII H? x R Sim
KS S?x R Sim

Fonte: Préprio autor.

As componentes do tensor de Einstein do sistema sao,

R
G = —3H"+ 35" — — =T,
Gy = —2H —3H?> + 3Hs — 3624+ 6 = T4,
G2?y = —2H — 3H? + 3Ho — 36% 4+ 6 = T,

. 3R
G33 = —2H —3H* — 6Ho — 36% — 265 — - = T3,.

(3.5)

Note que G*; = G?,, como consequéncia da simetria local de rotagdo no plano zy da métrica

B.1

3.2 TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO

No estudo de um universo de FRW tomamos por certo o fato de que o con-
teudo deste comporta-se como um modelo com fluido perfeito [16]. De fato, imperfei¢des em
T,,, introduzem dire¢cdes que violam as hipdteses de simetria do modelo cosmoldgico, e por
isso devem ser descartadas. No entanto, se decidimos abrir mao da simetria rotacional (como
faremos neste trabalho), o tensor de energia-momento pode desenvolver componentes também

anisotrépicos. O T, mais geral possivel € [20]
Ty = pUUy + quUs + Upy + Phyy + T U'U, = —1, (3.6)

onde, h,, = U,U, + g,, € a métrica da se¢do espacial, e € ortogonal ao vetor U, U*h,,,, = 0.
Além disso, g, e 7, s@o respectivamente a quadri-corrente e o tensor de estresse anisotropico,
os quais satisfazem as seguintes propriedades: U*q, = 0, U#7,, = 0e 7, = 0. No referencial

de repouso do observador com velocidade U, = (1,0, 0, 0), estas condi¢gdes implicam que

Tou =0, » #i=0. (3.7)
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Iremos agora considerar um sistema com dois tipos de fluidos,

T, =10, e (3.8)
onde o fluido (1) € perfeito e o fluido (2) € imperfeito. Utilizando a equacdo (2.6)) e reescrevendo

a equacdo (3.6), obtém-se o seguinte

™" = (pV + POy UrU, + PO,
) Y (3.9)
T, = (p(2) + p(2)) UrU, + P(Q)(S,lj + 7.

No fluido imperfeito, os termos do vetor de corrente sdo ¢°U; = ¢;U° = 0, visto que as compo-

nentes do tensor de Einstein ndo nulas sdo aquelas expostas na equacdo (3.5). Com pv = 00 a
equacdo (3.8) fica
T0% =T + 7% = —p. (3.10)

onde

p=p"+p@. (3.11)
Com puv = AB, onde A e B sido indices que representam as coordenadas no plano zy, e
pv = 33, a equagdo (3.8) fica
T45 = Pép+7p = Py,
BT BT (3.12)
T33 = P—i—’i_ng = P”,

onde chamaremos aos termos P, e P de pressdo perpendicular e pressdo paralela a dire¢do
z respectivamente. Note que, devido a simetria residual no plano zy, temos que 7', = 72,.
Usando a equacdo (3.7) temos ainda que 7°3 = —27';. Nés também definimos a P como a

pressao total do sistema de dois fluidos interagindo

p=ph 4+ p@ (3.13)

Com pv = 00 a equagdo de Einstein fica

SR
3H? — 362 + < =P (3.14)
Com pv = AB aequagio é
—2H —3H?*+3H6 — 36%+ 6 = P, (3.15)

E finalmente quando pr = 33 a equacao é

3

—2H — 3H? — 6Ho — 36% — 26 — 7R =P, (3.16)
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A equacgdo de conservacao do sistema € dada por (2.11)), e ela atua para os dois fluidos do

seguinte modo

(1)
v, =0,
@) (3.17)
v, T =0.
Com v = 0 para o primeiro fluido a equagao é
A e S AV A S O
= 9pp™) + 3ap™ 4+ 3aPW.
Reescrevendo, encontramos:
p +3H [pM) + PW] =0. (3.18)
A equagdo de continuidade para o fluido imperfeito € da seguinte forma
p? +3H [p? + PP = —6o7;. (3.19)
Resumindo, temos:
5= 3—R
3 6’7
. - P 3R
H4smpr=""2 1
2 3 (3.20)
R
U+3HO':77'11 _F7

SR=—2(H+0)"R,

além das equagdes (3.18) e (3.19). Nosso objetivo agora ¢ estudar as possiveis implicacoes
fisicas que podem resultar dessas equagdes e o desenvolvimento de suas solugdes ao modelo

cosmoldgico. Para tanto, precisaremos rever os conceitos de sistemas dinamicos [21].
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4 ESTABILIDADE LINEAR E NAO LINEAR

4.1 ESTABILIDADE EM SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Nesta secdo apresentaremos outra abordagem ao estudo das equagdes e siste-
mas diferenciais, perguntando-nos agora como obter informacdo qualitativa do comportamento
das equacgdes. Essa abordagem tem uma razdo fundamental: muitas das equacdes diferenciais
sao complicadas de resolver e ainda que pudéssemos conhecer suas solugdes, em alguns casos
s6 queremos uma ideia qualitativa do comportamento delas. O estudo apresentado a seguir se

baseia na referéncia [21]].

4.1.1 Sistemas Autdnomos

Consideremos o seguinte sistema autonomo de duas equagdes diferenciais

ordindrias de primeira ordem

d
d—Zj:f(:r,y),
4.1
= 3@y)
di g\r,y),

onde nds assumimos que f e g sdo fungdes continuas, com derivadas parciais também continuas.
As fungdes f e g sdo de classe C' em todo R? (f, g € R?), e recebem 0 nome de autdnomas,
porque as fungdes f e g ndo dependem explicitamente da varidvel independente ¢. E facil ver

que (4.1) pode ser generalizado para N dimensdes, nesse caso:

T=F (), (4.2)

onde F' representa um conjunto de fungdes nao lineares nas varidveis x . . . x,,, de modo que

i = F (X1, ey Tn) s
4.3)

i, = F, (X1, ey Tp) -
Ha algumas propriedades de tipo qualitativo que sdo interessantes e que com frequéncia podem
dar respostas satisfatrias, sem precisar determinar explicitamente as solugdes. E possivel tam-
bém transformar um sistema de equacdes de segunda ordem a um sistema de primeira ordem

fazendo uma substituicdo de y = &, como veremos num exemplo na continuacao.
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4.1.1.1 O Oscilador Harmonico Amortecido

A equacdo diferencial do movimento para o sistema é da forma

— + 77—+ wgzp =0, “4.4)

onde x € varidvel de deslocamento do movimento, v € a constante do amortecimento e wg éa
frequéncia natural do oscilador. Uma solucdo para equagdo (4.4) é
x o e,

onde p sdo raizes da equacao caracteristica

PP+ +wy =0,

que sao dadas por

1
P+ =3 l—vi \/7?— 4w3} :
Para o caso de um amortecimento subcritico (v < 4w?), a solugio é da forma

z(t) = Cexp (—%’yt) cos (—% + a> :

onde C' e « sdo constantes que devem ser fixadas pelas condicdes iniciais do sistema e A =
V7? — 4wd. Na figura |b vemos o espaco de fase associado a este problema.

Figura 4.1: Diagrama do comportamento de um oscilador harmonico subamortecido. A evolu-
cdo do tempo se dd no sentido hordrio da curva.

20 +

10 +

-10f

-20[

7

20 10 -5 0 5 10 20

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.2: Espaco de fases de um oscilador harmoénico amortecido para varios conjuntos de
condicdes iniciais. Este € um exemplo tipico de um ponto atrator no espago de fases.

20

X -10

Fonte: Préprio autor.

As diferentes trajetorias mostradas na Figura (4.2)) representam diferentes
condicoes iniciais. Da figura podemos visualizar que o dnico ponto de equilibrio é a origem
(x = 0, = 0), pois todas as trajetérias formam espirais que convergem para a origem.
Dizemos que o ponto para o qual convergem as trajetorias no espago de fase, depois de um

determinado tempo, € um atrator.

4.1.2 Estabilidade

Uma das maneiras de estudar o comportamento do sistema apresentado na
equacdo (4.T)) é introduzindo os conceitos de estabilidade e pontos fixos. Os pontos do dia-
grama de fases no qual os fluxos sdo estaciondrios recebem o nome de pontos fixos. Vamos
apresentar um exemplo fisico que esclareca a situacdo. Considere um fluido unidimensional em
movimento, tal que a velocidade do fluido é dada pela férmula = sin z [22]. Sua represen-
tacdo no espago das fases estd mostrada na figura . Um ponto fixo (xg,yo) € aquele que
atende a seguinte condi¢do

x = 0. 4.5)

Ha dois tipos de pontos fixos apresentados na figura (4.3)):

e Estaveis, que sdo os pontos pretos, também conhecidos como atratores. De fato, a
esquerda do ponto preto, o fluido se move para a direita (x > 0) e a direita, o fluido se

move para a esquerda (z < 0), portanto o fluido € atraido para este ponto.

e Instaveis, que sdo os pontos brancos, também conhecido como repulsores ou fontes.
De fato, a direita deste ponto o fluido se move para a direita (z > (), enquanto a sua

esquerda o fluido se move para a esquerda (z < 0).
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Figura 4.3: Espaco de fases da fungdo sin x.

Fonte: Préprio autor.

4.1.3 Clasificagdo dos Pontos de Equilibrio

Em seguida, observamos que no caso dos sistemas autonomos lineares, a na-
tureza e a estabilidade do ponto de critico fica caraterizada pelos autovalores da matriz do sis-
tema. Embora nosso interesse esteja em sistemas ndo lineares (veja equagéo (3.20)) a discussao
de sistemas lineares visa elucidar de maneira simples as principais ideias por trds da andlise de

sistemas dinamicos.

4.1.3.1 Estabilidade Linear

Seja o seguinte sistema autdonomo linear descrito na forma:
T=ar+by=f(z,y),
' y = f(z,y) (4.6)

j=cr+dy=g(zy).
Este sistema apresenta um tnico ponto critico em (xg, o) = (0,0). Supondo uma solugdo da
forma (x(t),y(t)) ~ (e, eM), a solugdo do problema fica determinada pelo determinante da
seguinte matriz:

a— A b

=0. 4.7
c d— M\ “.7)

Se a matriz do sistema tem determinante nio nulo, entdo por conseguinte os autovalores \p,
A2 sdo diferentes de zero. Levando em conta as trajetdrias do sistema em relagdo com o ponto

equilibrio (0,0), podemos definir este ponto como: N6, Sela, Centro ou Foco.

4.1.3.2 Ponto Critico Nodal

Este caso acontece quando os autovalores A\, A2 sdo do mesmo sinal. Existem

duas classes de NOs:
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e NO estdvel: A parte real dos autovalores sdo distintas e negativas. O diagrama das fases

esta formado por semirretas que cruzam o ponto de equilbrio, veja a Figura (#.4)).

e NO instavel: A parte real dos autovalores sdo distintas e positivas. O diagrama das fases

esta formado por semirretas que saem do ponto de equilibrio, veja a Figura (.4).

e N6 improprio: E quando um sistema linear tem autovalores iguais e do mesmo sinal.

Nesse caso existem trajetérias com aparéncia de pardbolas, veja a Figura (.5).

4.1.3.3 Ponto Critico de Sela

Este ¢ um caso que se mostra quando os autovalores A\, Ay s@o reais e de
diferente sinal. As trajetdrias inicialmente tendem a aproximar-se ao ponto critico mas depois

divergem dele. Esta andlise nos permite determinar que todo ponto de sela € instdvel, veja a

Figura (4.6).

4.1.3.4 Ponto Critico Centro

Este caso € apresentado quando os autovalores sdo imagindrios puros. Todas
as trajetérias sao curvas (elipses) fechadas que estdo centradas contorno da origem. E por isto

que o ponto critico € estdvel, visto que a orientacdo de todas suas orbitas € sempre a mesma,

veja a Figura (4.6).

4.1.3.5 Ponto Critico Focal ou Espiral

Nesta situacao os autovalores sdo complexos conjugados e t€ém uma parte real
nao nula. As trajetdrias sdo curvas em forma de espiral que quanto ¢ — oo, podem apresentar

duas caracteristicas:

e Estdvel, quando todas as trajetdrias tendem a aproximar-se da origem, caso a parte real

dos autovalores seja negativa.

e Instavel, quando todas as trajetdrias afastam-se da origem, caso que a parte real dos auto-

valores seja positiva.

Isso nos mostra que o ponto critico de foco ou espiral € um sumidouro espiral (autovalores com

parte real negativa) ou fonte espiral (autovalores com parte real positiva), veja a Figura (4.5]).

Em resumo: O ponto critico (0,0) do sistema linear da equacao (4.6) ¢é estavel
se e somente se os autovalores tém parte real negativa; se existir um autovalor com parte real

positiva, entdo o ponto critico (0,0) do sistema linear da equagao serd instdvel.
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Figura 4.4: Diagrama de fases onde o ponto de equilibrio (0,0) € um né estdvel (a esquerda) e
no instavel (a direita).

4
7'y
>
A

Fonte: Préprio autor.

Figura 4.5: Espaco de fases onde o ponto critico (0,0) € um né improprio, trajetérias em forma
de pardbolas que tendem suas direcdes para fora da origem (a esquerda) e diagrama de um

ponto critico isolado conhecido como ponto de espiral ou foco. As trajetdrias temdem a origem
(a direita).

Y
()|
, X N

N

““““““

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.6: Diagrama de um ponto critico isolado (0,0) conhecido como ponto de sela (a es-
querda) e diagrama de um ponto critico isolado (0,0) conhecido como centro, as trajetorias
caminhando para ¢t > 0, em sentido anti-horario (a direita).
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Fonte: Préprio autor.

4.1.4 Sistemas Nao Lineares

As equagdes de Einstein que pretendemos estudar sdo ndo lineares, de modo
que a andlise das secdes anteriores nao se aplicam. Iremos agora considerar o caso de sistemas

nao lineares.

4.1.4.1 Linearizagdo e Estabilidade Nao Linear
Seja o sistema de equacdes diferenciais ndo lineares da seguinte maneira

&= f(z,y),

_ (4.8)
y=yg(z,y),

Suporemos que as fungdes f (z,y) e g (z,y) sejam de classe C' (R?) e que exista um ponto

critico (g, yo). Aproximando f (z,y) e g (z,y) perto do ponto (¢, yo), temos:

fzy) = 5 (20, 0) - (w — m0) + ‘3—5 (o, y0) - (¥ — ¥o) ,

g(z,y) =~ % (0, yo) - (x — x0) + g—f, (o, %0) - (¥ — ¥o) -

(“"T’y))z,](x_x“), (4.10)
g9 (z,y) Y — Yo

4.9)

Reescrevendo
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supondo (x,y) = (xo, yo), € onde J é a matriz jacobiana representada por

% (70, %0) ? (z0,%0)
J=1 9 o : (4.11)
a2 (20, Yo) B_Z (2o, Yo)

Dessa forma podemos imaginar que préximo ao ponto (g, yo) o sistema da equagio (4.1) seja

descrito pelo sistema linear

<3i3>:<§—£<170,y0) %(ﬁojyo))(l’—xo). (4.12)
Yy 72 (20, o) a_i(%ayo) Y=Y

Examinemos agora uma aplicacdo da andlise dindmica na cosmologia como segue na continu-

acgao.

4.1.5 Andlise dinamica das Equagdes de Friedmann.

Nesta secdo vamos a estudar o comportamento dindmico das densidades de
parametros (soluc¢des das equagdes de Friedmann reescrita em sua forma reduzida) e como €

sua evolucao no universo| | Comec¢amos primeiro reescrevendo o parametro de desaceleragdo a

partir da equagdo (2.26)) como
2q = (37 —2) (1 — Q) — 37, (4.13)

onde usamos as equagdes (2.9), (2.13) e v = w+ 1. O sistema das equagdes de Friedmann pode
ser reescrito usando uma nova varidvel de tempo y = In 2+ A derivada com respeito a y de

qualquer quantidade X € dada por

X . dX dX
X' == X =— X' =—. 4.14
I’ prE &y (4.14)
Utilizando a defini¢do acima na equagdes (2.26) e (2.12)), obtemos
H =—(1+q)H, (4.15)
e
pl = —3p7. (4.16)

Da equagdo (2.20), temos que

d/rpyN 1(1. 2.
i Gme) =3 (mf’ ~ st ) | 17)

IEsta discusséo é baseada em [1]].
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Substituindo as equagdes (@.15) e (.16)), encontramos

0, = 3%(2q—37+2). (4.18)

Usando (#.14) obtemos uma das equacdes dindmicas
Q) =Q,(2q—37+2). (4.19)

Analogamente, temos que a equacao (2.22)) pode-ser reescrita assim

d k 1 1 .
I =9 : H 4.2
dt ( a2H2) K (a3H2a+ a?H3 ) ’ (4.20)
portanto
. 2k
Q. = 2 (—q), 4.21)

e equacdo dindmica € da seguinte forma

Q) = Q (2q) . (4.22)

Finalmente, para encontrar a terceira equacdo dindmica temos que a relagdo (2.23) pode ser

expressada como

. A

de modo que a equacdo dinamica fica

Q) = Q) (20 +2). (4.24)

O sistema de equacdes encontrado (4.19), (#.22)) e (4.24)) mostra como € a dindmica que expe-

rimenta um universo composto por matéria e constante cosmoldgica, e € de grande importancia
conhecer o comportamento dessas solugdes posto que elas mostraram como € a estabilidade ao

longo do tempo.

4.1.5.1 Estudo de Pontos Fixos e Estabilidade

Temos o seguinte sistema de equacdes diferenciais exposto em (4.22) e (4.24)

Q;{ = Qk (2(]) = f (Qka QA) Qp) )
QZX = QA (2q—|—2) :g<Qk,QA,Qp), (425)
Q,=Q,(2¢ — 37 +2) = h (%, 0, Q).
Porém, segue da equagio (2.22) que €2, + Q) + @ = 0, de modo que s6 precisamos de 2
equacdes. Vamos escolher €2 e (24.
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Assim, a condi¢do para que exista um ponto fixo (€2, 2,,) € que Q) =0 e
2y = 0, de modo que
QUg=0, Q(l+q) =0, (4.26)

portanto

(ka QAO) = (07 0) (Qkov QAO) = (07 1) (Qkov QAO) = (17 0) ) (4.27)

onde temos usado a defini¢do da equagdo (.13)). O sistema tem trés tipos de solugdes que repre-
sentam as diferentes caracteristicas que experimenta o universo, estudaremos cuidadosamente

na continuagao.

e Universo de Einstein de Sitter (0,0). O modelo representa um universo homogéneo, iso-
tropico, com curvatura espacial zero, pressao zero, sem constante cosmoldgica e apenas

de matéria.

e Universo de Sitter (0,1). O modelo representa que o universo em seu contéudo tem s6

constante cosmoldgica. O universo experimenta uma expansao exponencial com o tempo.

e Universo de Milne (1,0). O modelo assume que o universo em seu contetddo carece de

matéria e de constante cosmoldgica e experimenta uma curvatura espacial negativa.

Vamos agora analisar a estabilidade de cada modelo. A estabilidade e dada por

/ a a
0~ 2L (0,00 (00— 00) + 2L (4,20, (9 — ),
o, 0N (4.28)
, 0 0 |
Q) ~ 8_ng (o5 Qo) (2 — o) + ﬁ (2o, 2n,) (4 = ),

veja a equacdo (4.9), reescrevendo o sistema da equagdo (4.25) e usando (4.13)), obtemos de

@.28)

Q;c = (37 - 679160 -2+ 4Qko - 3791\0) (Qk - Qko) - (379160) (QA - QAO) ) (4.29)
Q/A = (2QA0 - 3791\0) (Qk - Qko) + (37 - BVQko + 2Qk0 - 6791\0) (QA - QAO) :

A matriz jacobinana do sistema estd representada da seguinte forma

37 - 679160 -2+ 4Qko - 3791\0 _3’7/Qk0

20, — 3784, 3y — 37, + 2, — 69, |
(4.30)

J (Qkoa QAO) = <
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Na continuagdo vamos a estudar os diferentes comportamentos que cada uni-

verso pode experimentar € mostrar suas caracteristicas:
e FEinstein de Sitter: (Q,, Qa,) = (0,0).

A matriz jacobiana fica

7 (0,0) = ( 370_2 307 ) , 431)

com autovalores

Com base na nossa discuss@o sobre sistemas lineares, podemos ver que se 7 €] — 0o, 0 é entdo
considerado um atrator, enquanto que se v €0, %[ este experimenta um ponto de sela e se

¥ E]%, +oo[ é propriamente um repulsor.

o de — Sitter: (Q,, Q) = (0,1).

A matriz jacobiana fica

-2 0
J(0,1) = < )3 3 ) , (4.33)

com autovalores

Mi=-2  My=-3y. (4.34)

E um atrator, se no sistema dindmico o valor da varidvel v €10, +o0l. E um ponto de sela, se

para o sistema v €] — 00, 0].
o Milne: (Qx,, Qp,) = (1,0).

A matriz jacobiana fica

J(1,0) = < 2 _037 _5’7 ) : (4.35)

com autovalores

P =2—3y Py = 2. (4.36)

E um ponto de sela, se no sistema dindmico o valor de vy E]%, +oo[. E um repulsor, se no

sistema dindmico o valor de y €] — 00, 3.
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As figuras apresentadas na continuagdo mostram os diferentes comportamen-

tos dos universos para alguns valores de .

Figura 4.7: Espago de fase para um universo no plano (25, €2,) (a esquerda) e (£2,,Q4) (2
direita) com v = 1 (w = 0) [23].

1.0 10N T
0.8
0.5¢f f
0.6
0.0 c
0.4
-0.5 ,
0.2
-1.0 I I oo v v v e b T
-05 0.0 0.5 1.0 15 -04 -02 00 02 04 06 08 1.0

Fonte: Préprio autor.

Figura 4.8: Espaco de fase para um universo no plano ({25, €2,) (a esquerda) e (€2,,Q,) (a
direita) com v = % [23]].

1.0
0.8
0.6
04

X
G 0.2
0.0
-0.2

-0.4

R NP VR S B ST I N 0.0
-04 -02 00 02 04 06 08 1.0 -04 -02 00 02 04 06 08 1.0
Qp Qp

Fonte: Préprio autor.
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Figura 4.9: Espaco de fase para um universo no plano ({25, 2,) (a esquerda) e (2,,Q,) (a
direita) com v = —1 [23]].

10 ‘ ‘ ‘ ‘
14 /

0.8/
12F ]
0.6]
10} ]
0.4¢
0.8} ]
co2l &
0.6} ]
0.0 |
04 r ]
02}
0.2f ]
04/
‘ ‘ ‘ \ 0.0 ~t— ‘
-04 -02 00 02 04 204 -02 00 02 04 06 08 10
Qnp Qp

Fonte: Préprio autor.

As observagdes astrondmicas atuais apontam para um universo composto por
70% de energia escura (i.e., constante cosmoldgica) e 30% de matéria. Neste contexto vemos

que v > 0, o que implica que nosso universo estd fadado a uma eterna expansao exponencial.
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5 ESTUDO DO SISTEMA DINAMICOS

Nesta se¢do vamos discutir o sistema dindmico dos modelos anisotrépicos

descritos pelas equagdes (3.20)) e descobrir como é o comportamento de suas solugdes.

5.1 EQUACOES DINAMICAS DO SISTEMA

Considerando os resultados ja expostos na se¢do 3, temos que as equagdes de

movimento do sistema Sao

3
H2—02:§—§, (5.1)
H+3H2—ﬂ—3—R, (5.2)
2 3
5+3Hd=7r11—3§, (5.3)
SR=—2(H+06)"R, (5.4)

E importante enfatizar que, por enquanto, estamos considerando um unico fluido (imperfeito)

cuja equacao de conservagdo que atua € da forma
p+3H(p+ P) = —667". (5.5)

Em principio, a dindAmica da quantidade 7', deve resultar de uma teoria fisica
microscopica para o fluido. Porém, nio € nosso objetivo neste trabalho construir esta teoria.
Ao contrario, adotaremos a solu¢do fenomenoldgica proposta em [9] onde estresse anisotropico
estd relacionado diretamente com o cisalhamento espacial . Em outras palavras, adotaremos

uma “equacio de estado” efetiva para 7', da forma
7l = \Ho, (5.6)

onde A é uma constante real. A andlise dindmica tendo em conta a equacgao (5.6) nos mostrara
como € o comportamento do tensor de estresse anisotrépico e do tensor de cisalhamento com a
evolucdo no tempo.
As caracteristicas do sistema podem ser obtidas definindo-se varidveis auxili-
ares da seguinte maneira
3
. Q, #, ka—6—;, (5.7)

onde X € parametro de cisalhamento, 2, é pardmetro de densidade de energia e ), 0 pardmetro

Dy

S{E
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de curvatura anisotrépica. Reescrevendo a equacgdo (5.1)), temos

1=%"+Q,+ . (5.8)

A fungdo de vinculo que associa todos os tipos de densidades que estdo ligadas com a compo-

sicdo do universo. Mas sabemos que

3
He(-wl B gy
S (5.9)
6= Ho(A-3) - .

onde usamos a equagdo de estado P = wp. A andlise dindmica para a varidvel auxiliar > é

representada assim

d (o 1 o -
Y= [ )= 56— —H .10
dt (H) 7~ m (5.10)
substituindo as equagdes de (5.9) na equagdo (5.10)

. 3SR ; 3R6

. po o
D= (1—w) 22 11
"~ om 19 om Ty ©-11)

Usando a defini¢do da equagio (.14), temos que

S =AY — ;mp (1 — w) — 250 + . (5.12)

De maneira andloga para (2, encontramos

. dypN 1[(1 . 2
=g (ﬁ) "3 <H2 a H3H) ' (5.13)

Da equagdo (5.5)), sabemos que

p=—3H[2X6" + p(1 +w)], (5.14)
desta maneira temos que
. 2062 p 0> 23Rp
Q, =— T l-w—(1—w) o+ ——r. 5.15
) 7 +H( w) — ( w)3H3+9H3 (5.15)

Usando a defini¢do da equagao (4.14), obtemos:

Q) =3(1—w)Q, —2A8% = 3(1 —w) 22 — 4Q, . (5.16)
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Finalmente, a variavel auxiliar 2, € tal que
~ d 3R SR . 1 3.
Pt ( 6H2) (3H3 6H? ) ’ ©-17)

SRy 3R? 23R Re
L A S L L 5.18
GI®  OH°® 3H ' 3m? (5.18)

Da mesma forma para casos anteriores vemos que o resultado é

portanto temos que

Qk:(l—w)

Q) = 4, — 497 — 2045 — 3 (1 — w) Q0. (5.19)

A dinamica do sistema é representada pelo conjunto de equacdes diferenciais acopladas que

estdo descrita nas equacdes (5.12)), (5.16) e (5.19). Elas tém toda a informag@o sobre a geometria

espacial e o conteiddo material existente no universo. A seguir iremos encontrar os pontos fixos

do sistema e estudar sua estabilidade.

5.2 DETERMINACAO DOS PONTOS FIX0OS E ESTABILIDADE

Seja o sistema auténomo exposto nas equagdes (5.12) e (5.19)

3 3 1
2’:)\2—§E+§23—§Eﬁk+9k=f(2,ﬂk),

Q;ﬂ = Qk - Qz - QZQk + 39k22 =g (Z, Qk) s

(5.20)

onde novamente utilizamos o vinculo 2, = 1 — 32 — ), para eliminar uma equag¢do. Também
usamos o valor w = 0, tendo em conta que nossa intencdo é estudar o sistema em presenca de

matéria. Para que exista um ponto fixo (X, 2, ) no sistema este deve verificar:

(X0, QUy) 28, 521)

g <207 Qko) =

Portanto os pontos fixos sdo:

P = (070)

e ()

P - [é(él—mﬁ—)\)},
[312 (24 —AVZRF AV — 16X + 3V =8 + ANZ + 3A2)] ,
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p= [} (s vETava- )]

1
[3—2 (24 FAVTRF AV A — 16) — 3vV/—8 F A% + 3>\2>} .

Evidentemente, a existéncia destes pontos depende do pardmetro )\, jd que X e () sdo reais.

Determinamos a estabilidade do sistema definidos por estes pontos

0 0

2 = O (320, 00) (5 B0) + 0 (850, 0) (9% — ).
0% 0y, (5.22)
dg dg '

Q;c = 5 (207 Qko) (E - EO) + G_Qk (EOv Qko) (Qk - Qko) )

portanto das equagdes expostas em (5.20)) e usando as defini¢des de (5.22), temos que
9 1 3 1
¥ = (B =2 — = | (E-2 1— 2% ) (-
()\+ 5 (20)” = 58 2) ( o) + ( 5 0) (% — Qi) , 5.23)

Q= (650, — 2Q,) (T — Zo) + (1 — 22, — 250 + 3 (Z0)*) (e — )

tendo em conta os dados das equacdes em (5.23)), descobrimos que a matriz Jacobiana ou matriz

de estabilidade do sistema dinamico € descrita da seguinte forma

(5.24)

2 -
J (S0, ) = ( A3 (Z0) =50 =3 L 5% )

650, — 2, 1 — 20, — 2% + 3 (20)?

Para o sistema dindmico foram encontrados cinco pontos criticos com suas respectivas estabili-
dades, estes pontos representam solugdes que denotam como € o comportamento dinamico do
modelo cosmolégico em fung¢ao dos parametros de curvatura e cisalhamento quando no universo
seu contetido ¢ dominado pela matéria. A matriz exposta na equagio (5.24) fornece informagao
necessdria para a andlise dinamica; levando em conta que com os autovalores conhecemos as

classes de pontos fixos que experimenta o sistema. O estudo mais detalhado € apresentado na

tabela[5.11



Tabela 5.1: Pontos fixos e estabilidades do sistema dindmico em auséncia do paramétro (2,

Nome by Q Existéncia Estabilidade
P, 0 0 A =3/2 Est.
P, — ?’J;A 0 —00 < A< 3/2 Ins
Py 3:/%2’\ 0 —00 < A <3/2 Ins
124 —4y/=8FAVA =16\ | —c0<A<0
Py %(4—\/—8+)\\/X—/\> 32 3 ) —= = Est: —00<A<0 8<\< 400
+3vV/—8 + A\2 +3)%) 8 <\ < 400 Ins 0 < -3
1
) — B 524+ 48+ AWA =16\ | —00<A<0 < <<
P | L(4+VEETAVA- ) e 1av) oy | Bsti —0<A<0 8<A< 400

Ins: 0 < A<®

Fonte: Préprio autor.

I
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O resultado da tabela mostra que os tnicos pontos fixos estaveis sdo P,
P, e Ps. O ponto P; possui X2 = 0 = {2, portanto este ponto representa o universo de Einstein-
de Sitter que encontramos na se¢do anterior. Os pontos P, e P5; também sdo estdveis, porém
fisicamente eles s6 existem para A > 0, jd que estas quantidades devem ser niimeros reais.
Curiosamente, o caso A = 0 equivale a (X%, Q,Q,) = (1/4,3/4,0) e mostra que, mesmo na
auséncia de estresse na equaco ((5.6) o universo se mantém anisotrépico (i.e., ¥ # 0), embora
este ndo seja um modelo realista, pois €2, = 0. Os pontos P, e P; também sdo estdveis se A > 8.
O caso A 2 8 ndo ¢ aceitdvel, pois produz 2 = 11/4, o que viola a condigdo (5.8)). Se A > 8,
temos Py — (—o0,+00) e Ps — (0,1). Porém, fisicamente ¢ dificil justificar o caso A — oc.
Concluimos portanto que o unico ponto fisicamente aceitavel é P, o que corresponde a um
modelo isotropico. Dado que nosso objetivo € estudar a dindmica de modelos genuinamente
anisotrépicos, concluimos que a condig¢do (5.6) é muito restritiva, e precisa ser revista. Esse é o

objetivo da proxima secdo.

5.3 UM MODELO COM CURVATURA ANISOTROPICA MAS SEM CISALHAMENTO

Uma das razdes pela qual o modelo (5.6) falha em descrever uma dinidmica
anisotrépica estd em nossa restricdo de um unico fluido. Nesta sec¢do iremos seguir os estudos
de [10} 24, 25] e considerar que, além da matéria usual, existe uma campo anisotrépico — mais
precisamente, uma 2-forma — que participa da expansdo do universo. Fisicamente, o campo de
2-forma surge no contexto de teorias de cordas e/ou supergravidade [28]]. A ac¢do deste campo
é:

Sp=a / g "\ —gd*z, (5.25)

onde J,,3 = 3!0), B, e B,,. Fazendo a varia¢do da equagdo (5.25)) com relagio a g,,,
555 = a / § (JwpJ"?) V/=gd'z + a / T J"P6 (V=g) d'z, (5.26)

1 1
e usando 6" = g"g"6gsc € 6 (—g)? = —3 (—9)? g 09" [15]], temos que

1
0Sp = / (_505.9”7‘]/1%3‘]“”6 + 3Oé<]w6<]yﬁn) 09"y _9d4$a (5.27)

entdo de acordo com o que precede o tensor de energia-momento € dada sob a forma

1 6Sp
T = ———, (5.28)
N L

portanto

1
T2 = —=3adys]”, + §ozngW5J“”6 : (5.29)
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Para encontrar a equacdo de movimento do campo mostrado em (5.25) devemos variar a agdo

com relagdo a B,

6S =« / V=9d"z (615 J"" + J 56 J"7) | (5.30)

onde utilizamos a seguinte relagdo J*#§.J,,5 = J,,50.J"?, entdo a expressdo fica

0S8 = a/\/—gd4x (QJW’BE)[N(gBl,mB!) ,

= a/ V—gd*z [QJ“”’B (0,0B,g — 0,6Bg, + 030 B, — 030B,,, + 0,0Bg,, — 8,,53u5)} .
(5.31)
Agora usamos o fato de que J**” ¢ antissimétrico e que todos os indices na integral acima sdo

mudos. Portanto

05 = / V=gd'z (2J"*79,0B,5) . (5.32)

Usando o teorema de Gauss para eliminar o termo de superficie e supondo que o campo se anula

no infinito, temos que a equagdao de movimento é

9y (vV—=gJ"") = 0. (5.33)

Em quatro dimensdes, o tensor antissimétrico .J,,,3 tem quatro componentes
nao-nulas, ou seja, 0 mesmo nimero de componentes de um quadri-vetor; em outras palavras,

dizemos que J,,, g € dual a um quadri-vetor, e portanto:
Juws = €upcVe, (5.34)

onde €,,5¢ € 0 pseudo-tensor de Levi-Civita em quatro dimensdes e V¢ é um quadri-vetor ar-
bitrario. E conveniente decompor V¢ como sendo a soma de vetores paralelos e ortogonais a

quadri-velocidade U ¢, assim:

Ve= U+ Ve, UV =0, (5.35)
onde o campo ¢ € uma fun¢do escalar arbitraria. Das equacdes (5.29) e (3.6)) podemos encontrar
a densidade de energia do sistema como

1
pp =UUT] = (—3aU‘JLV5U"J”’Bn — §ozj,ﬁ,,ﬁjwﬁ> : (5.36)

Note também que U J.g9, = U€cp04 V" pois U U%€.p50 = 0.
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Calculamos J,,,5J**# assim

JW s JHB — € CE#VB’YVC Vw
= =607 [ (—0US + VE) (—oU, + ;1) (5.37)
=0 (¢2 - Vf) )

onde usamos o seguinte ¢, 3,¢""7* = —64]. Da equagio (5.36), usando UV" = 0

o5 = —3a [UbvfebgyﬁUer”ﬁnX +(¢* - Vf)} . (5.38)
Usando €,¢,3™? = —2 (6705 — 6/6X), encontramos
pp = —3a |20 UGIVEVL S, + 2T SVEV 60X + (0 - VE)| . (5.39)
sabemos que U‘U, = —1, pelo qual densidade de energia do sistema fica
pp = —3a(¢” + V1), (< 0). (5.40)

A pressao do sistema é obtida multiplicando o tensor de projecdo com a contracdo de seus

indices da seguinte forma

Py = ShOTS,
= % (9"TE + p5),
= 2 (B0 [y — 4 (67 = VE)] + ] (541
= [~60 (¢~ V7) =30 (& + V7)),

=—a (3¢ - V}).

Para achar a componente da corrente do tensor energia-momento temos que

qw — ULTwL + Uwa,
(5.42)
= =30 [QU' U,V I e,y + U VIV, €77 P ey 5 — U™ (¢2 = VE)] + U pps,
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entao

qp = 6apV|. (5.43)

Porém, j4 vimos na secdo 3.2 pela equagio (3.5) que ¢* = 0. Logo, devemos ter ¢ = 0. Agora

vamos a reescrever a equagio (5.29) da seguinte forma

TLn = —3a [‘]LVﬂjyﬁn - 5:7 ((bQ - Vf)} )

(5.44)
= 3aV}o, — 3a¢?s;, — 6a¢’U,U" — 6apU, V| — 6apU"V, 1 —6aV, V}.
Finalmente, o estresse anisotrépico fica dada por
wt, =T — pgU‘U, — Pg (0, + U'U,) ,
U n — PBY Uy B ( n 17) (5.45)

= 204Vf(5f7 + 2aVEU,U" = 6aV,, V],

Vamos nos concentrar no caso em que V'* encontra-se ao longo da direcdo z, tendo em vista
que esta é a dire¢do privilegiada da métrica (3.1). Seja portanto V(¢) = (0,0,0, f(¢)), onde
f(t) é uma fung@o arbitraria. Além disso, o tensor de estresse anisotrépico tem apenas 1 com-
ponente nao nul e portanto deve ser proporcional a fungdo escalar f(¢). N6s calculamos as

componentes do tensor de estresse anisotropico a partir da equagdo (5.45)), o que nos da:

7 =20 e 2 (1) T2y = 20*e Y f2 (1) 7y = —dae®™e Y f2 (1), (5.46)
onde foi utilizado nos calculos

VE=V, V| = gssV3IV3 = e 7 f2(t). (5.47)

As componentes do tensor energia-momento sdo dadas por:

T = —pg, T', = Pg 4 20e*e % f2 (1), (5.48)

T?y = P+ 2ae™e Y f2 (1) , T?3 = Pg — dae®e Y f2 (1). (5.49)

Tendo em conta os resultados das as equagdes (5.48) e (5.49) nds achamos as equacdes de

"Pois ), Al =71 + A5+ 75 =271 + 75 =0



46

Einstein
1 R
H2_ '2:_ "
: - P — P, 3R
Hasgr="""Pe— "B 10 (5.50)
2 2 3
3
R
O'+3HO':7?11—?,

onde p e P representam a contribuigdo total para a densidade e a pressdo do fluido perfeito com

w = cte. A equagdo de conservagdo da energia para o segundo fluido é dada por

p + 3H (pg + Pp) = 367°3. (5.51)
A equagdo de vinculo €
Q,+ Q5+ + 32 =1, (5.52)
onde definimos
PB
Op=—. .
b= (5.53)

De acordo com as discussOes anteriores o sistema dinamico é

Q) = 60,57 + 3 (1 +w) (Q, — 1) Q, + 2050, + 2Q,0,
Q) = 6957 — 2045 + 3 (1 + w) Q0 + 295 + 2Qp0% — 2O,
Oy = 6Qp3% + 4055 + 3 (1 + w) Q05 + 20% + 2Qp0% — 2Q5p,
¥ =20+ +35 (2% - 1) +3/2(1+w) QX + QY + X,

(5.54)

onde, mais uma vez, podemos eliminar uma destas varidveis utilizando a equacdo de vinculo.

5.3.1 Pontos de Equilibrio e Estabilidade

De maneira andloga como na se¢do 5.2, mas com a diferenca de que agora o

sistema tem uma varidvel dindmica adicional, temos que

Y = —2Q5 + Q) +38° — 35 + QY + X%,
Q) = 6,37 — 204 + 207 + 2Qp0% — 2O, (5.55)
Oy = 6Q5%2% + 4QpY + 2035 + 200 — 2035,

onde usamos o vinculo Q, = 1 — €, — Qp — ¥2 e tomamos w = —1, isto é para estudar o
sistema dinamico do modelo em um universo sob a influéncia da constante cosmoldgica.

Do estudo seguem sete pontos de equilibrio, um de eles é (0,0, 0) este ndo aporta informagdo
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alguma ao sistema. Encontra-se também que para os pontos P, e P, a densidade de energia
ndo tem significado fisico. Os pontos criticos e estabilidades do sistema estao registrados na
seguinte tabela[5.2]

Tabela 5.2: Pontos fixos e estabilidades do sistema dindmico onde prevalece o parametro 1.

Nome | X | Q | Qp | Estabilidade
P —11] 0 0 Ins
P, —1,-3| 0 Ins
P3 0 % % Est
P4 % 0 —% Est
b % 3 0 Ins
B 1 0 0 Ins

Fonte: Préprio autor.

Da tabela[5.2] encontramos que o sistema tem dois pontos fixos estdveis: P; e
Py. O segundo deles ndo representa uma situacdo fisica, pois {2z € por defini¢do uma quantidade
positiva. O ponto fixo P; € a tnica solucdo dinamicamente estavel, e representa um universo
com curvatura anisotrépica ({2 = 2/3) e com expansio isotrépica (X « o = 0). Também &
importante notar que, sendo €, o< —k > 0 (veja a eq. (5.7)), logo este ponto fixo sé existe
no caso em que k£ < 0, ou seja, dentre as duas métricas com curvatura anisotrdpica, somente a
métrica de Bianchi III admite expansdo anisotrépica estavel. A figura expoe a evolucdo
das solucgdes para varias condi¢des iniciais distintas, onde fica claro o cardter atrator do ponto
Ps.

Figura 5.1: Espaco de fase do sistema dindmico (5.54).
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Fonte: Préprio autor.
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6 CONCLUSAO E PERSPECTIVA

Nas referéncias [9, [10] expostas ao comecgo deste trabalho se faz um destaque da importancia
dos modelos cosmolégicos em auséncia do tensor de cisalhamento e como isso tem influéncia
na geometria espacial do universo. Esta motivacdo € interessante ja4 que quando estudamos
modelos sem cisalhamento o comportamento do modelo experimenta uma expansao isotropica,
mas nosso objetivo era estudar a dindmica de modelos com curvatura anisotropica.

O primeiro caso foi estudar o sistema dindmico do modelo quando a equacdo
de estado era da forma apresentada em (5.6). Este resultado mostrou que para o valor (A = 0)
o sistema permance anisotropicamente estdvel. Neste caso, € confirmando que ao evoluir o
universo a isotropia permanece. Porém, para efeitos de nossos estudos este caso ndo funcio-
nou, devido a que buscamos uma ou mais solu¢des que sejam anisotropicamente estaveis em
auséncia do cisalhamento.

Uma possivel alternativa foi considerar uma campo anisotrépico, que permite
encontrar solucdes que descrevam universos que tenham curvaturas anisotropicas. Esta esco-
lha funcionou porque encontramos que o sistema experimenta trajetérias que convergem a um
ponto especifico onde ndo ha cisalhamento, portanto este sistema mostra que esse ponto de equi-
librio é anisotrépicamente estdvel, ou seja, é um atrator. E interessante pois é compativel com
as observacdes atuais. Realizou-se 0 mesmo estudo também com a introdu¢do de um campo
escalar especifico para conhecer se ele tém qualquer relevancia com os calculos feitos para o
campo anisotrépico, dando como resultado que experimenta as mesmas solugdes.

Concluindo desta maneira que o modelo anisotrépico anteriormente estudado
€ cosmologicamente aceitdvel porque independente das condi¢des iniciais do sistema eles vao
manter-se invaridvel ao longo do tempo. Para os trabalhos futuros podemos testar este modelo

propondo maneiras de se medir €.



49

REFERENCIAS

[1] PETER, Patrick; UZAN, Jean-Philippe. Primordial cosmology. Oxford University Press,
2013.

[2] HOGG, David W. et al. Cosmic homogeneity demonstrated with luminous red galaxies.
The Astrophysical Journal, v. 624, n. 1, p. 54, 2005.

[3] BERERA, Arjun; BUNIY, Roman V.; KEPHART, Thomas W. The eccentric universe.
Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, v. 2004, n. 10, p. 016, 2004.

[4] GORDON, Christopher et al. Spontaneous isotropy breaking: a mechanism for CMB mul-
tipole alignments. Physical Review D, v. 72, n. 10, p. 103002, 2005.

[5] PEREIRA, Thiago S.; PITROU, Cyril; UZAN, Jean-Philippe. Theory of cosmological per-
turbations in an anisotropic universe. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics,
v. 2007, n. 09, p. 006, 2007.

[6] GUMRUKCUOGLU, A. Emir; CONTALDI, Carlo R.; PELOSO, Marco. Inflationary per-
turbations in anisotropic backgrounds and their imprint on the CMB. arXiv preprint ar-
Xiv:0707.4179, 2007.

[7] YOKOYAMA, Shuichiro; SODA, Jiro. Primordial statistical anisotropy generated at the
end of inflation. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, v. 2008, n. 08, p. 005,
2008.

[8] WEINBERG, Steven. Gravitation and cosmology: principles and applications of GR. 1972.

[9] MIMOSO, José P.; CRAWFORD, Paulo. Shear-free anisotropic cosmological models.
Classical and Quantum Gravity, v. 10, n. 2, p. 315, 1993.

[10] KOIVISTO, Tomi S. et al. Possibility of anisotropic curvature in cosmology. Physical
Review D, v. 83, n. 2, p. 023509, 2011.

[11] HERVIK, Sigbjgrn; MOTA, David F.; THORSRUD, Mikjel. Inflation with stable aniso-
tropic hair: Is it cosmologically viable?. Journal of High Energy Physics, v. 2011, n. 11,
p. 1-26, 2011.

[12] WEINBERG, Steven. Cosmology. Oxford Univ. Press, 2008.

[13] GRON, @yvind; HERVIK, Sigbjgrn. Non-inertial Reference Frames. Einstein’s General
Theory of Relativity: With Modern Applications in Cosmology, p. 89-108, 2007.



50

[14] SCHUTZ, Bernard. A first course in general relativity. Cambridge university press,
20009.

[15] CARROLL, Sean M. An introduction to general relativity. Spacetime and Geometry,
2004.

[16] KOIVISTO, Tomi; MOTA, David F. Vector field models of inflation and dark energy.
Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, v. 2008, n. 08, p. 021, 2008.

[17] WALD, Robert M. General relativity. University of Chicago press, 2010.

[18] COPELAND, Edmund J.; SAMI, Mohammad; TSUJIKAWA, Shinji. Dynamics of dark
energy. International Journal of Modern Physics D, v. 15, n. 11, p. 1753-1935, 2006.

[19] PLANCK COLLABORATION et al. Planck 2015 results. XIII. Cosmological parameters.
arXiv preprint arXiv:1502.01589, 2015.

[20] ELLIS, George FR; MAARTENS, Roy; MACCALLUM, Malcolm AH. Relativistic cos-
mology. Cambridge University Press, 2012.

[21] FIEDLER-FERRARA, Nelson; PRADO, Carmen P. Cintra do. Caos. Uma introducao,
1994.

[22] STEVEN, H. Strogatz. Nonlinear dynamics and chaos with applications to physics, bio-
logy, chemistry and engineering. 1994.

[23] UZAN, Jean-Philippe; LEHOUCQ, Roland. A dynamical study of the Friedmann equati-
ons. European Journal of Physics, v. 22, n. 4, p. 371, 2001.

[24] MCMANUS, Des J.; COLEY, Alan A. Shear-free, irrotational, geodesic, anisotropic fluid
cosmologies. Classical and Quantum Gravity, v. 11, n. 8, p. 2045, 1994.

[25] BARROW, John D.; DABROWSKI, Mariusz P. Kantowski-Sachs string cosmologies.
Physical Review D, v. 55, n. 2, p. 630, 1997.

[26] MOOPANAR, S.; MAHARALJ, S. D. Relativistic shear-free fluids with symmetry. Journal
of Engineering Mathematics, v. 82, n. 1, p. 125-131, 2013.

[27] FADRAGAS, Carlos R.; LEON, Genly; SARIDAKIS, Emmanuel N. Dynamical analy-
sis of anisotropic scalar-field cosmologies for a wide range of potentials. Classical and
Quantum Gravity, v. 31, n. 7, p. 075018, 2014.

[28] MARTIN, Jérome; YOKOYAMA, Junichi. Generation of large scale magnetic fields in
single-field inflation. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, v. 2008, n. 01, p.
025, 2008.



APENDICES

51



52

APENDICE A - Revisio da Relatividade Geral.

Em um universo de Friedmann-Robertson-Walker temos que os componentes métricos sao

dados da seguinte maneira

(1,2

2 2 .2

goo = —1, gn=1_"13 922 = (ar)”, 933 = (ar)”sin” 6. (A.1)
Os componentes métricos obedecem a seguinte simetria g*?g,,, = ¢ l’) Agora para encontrar
as conexoes temos que comegar pelos simbolos de Christoffel, os quais sdao obtido pela

seguinte relacdo:

1
I, = 59” (8,9ve + OuGon — OoGur) - (A2)

Usando a seguinte definicdo a = da/dt, e os componentes métricos ja anteriormente men-

cionados, encontramos que

aa
0 _
Pll_l—k:TQ’
0 _ -2
I'5y = aar?,
0 _ =02 02
I's; = aar®sin® 0,

a
Fél - 1%2 - Fg:ﬂ -
a
kr
1— (A3)
[y =—r(1—kr?),
I3y = —r (1 — kr?)sin0,

1
2, =13 =-,
12 13~
I'2, = —sinfcosf,
I3, = cot 6.

As componentes tensor de Riemann sdo definidas pela equagao

Rpo'lu/ — aﬂrleg - ayrfw + FZ)\Fli\O' —_ FZ}\F)\ (A4)

po

enquanto as outras componentes podem ser encontradas com as propriedades deste tensor

como
Rpaul/ = _Rop,uz/a (AS)

Ryjou) = 0. (A.6)
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Temos que

RpO'/u/ = gp)\R)\auua (A7)

e a contracdo do tensor de Riemann nos fornece o tensor de Ricci

R,u,u = R)\,u)\u- (A.8)

Finalmente, o traco do tensor de Ricci, chamado de escalar de curvatura, é dado por

R=R',=g"R,,. (A.9)

O tensor momento-energia de um fluido perfeito com densidade de energia p e pressao P é

T =(p+P)UU,+ Pg,,, (A.10)

e as componentes da quadrivelocidade sdo

U, = —ad, Ut =a'ol. (A.11)

Tendo em conta que para um observavel comével com o quadrivetor de velocidade o marco

referencial é

U* = (—1,0,0,0), (A.12)

estas as componentes temporais 73, e espaciais 1,.., sdo dadas pela forma

TOO =P, EO = 07 1—‘1] - a'2pgij ) (A13)
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APENDICE B - Modelos Cosmoldgicos Anisotrépicos.

Para o modelo apresentado na equacao (3.1) nés encontramos que os componentes métricos

sdo definidos da seguinte forma
L. a 20 a,—do
goo = —1, g1 = e**e*” Goo = Esm2(\/Ep)62 e, g33 = e**e™*7 . (B.1)

Aplicando a equagdo (A.2)) temos que os conetores sao

Y, = e**e* (& + ),

1
1Y, = e**e* (& + &) Z sin? (\/Ep) ,

[y = e (& —20),

Ly =T =a+0, (B.2)

Iy, = —% sin (\/E,o> cos <\/Ep> ;

2, = Vkcot (\/%p) ,
I3, =a—26.

As varidveis da equacdo de conservacao (2.11)), para v = C, sdo dadas por

v, = 9, 4 T Y TS T
= 0,74 4 14,786 4 1§ 7480
= (047" + Tiapy " + TpanP) Pe e,
= V",
= 047"+ Thpy™ + Thar™”,

=0.

(B.3)

Para v = 3,

v, Y = 0,1 4 T, 4 T Y =, (B4)
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v, = T LGS L T e s
=0.

Analogamente, para v = C', temos que

(2)

v, = 9,1 4 T 7 L T¢ T = , (B.5)

VT = (947AC + T4 PC 4+ TG ,74P) Pe 2% 4 9,74C + T4,75C 4 16,747,
= 07

mas, temos que
Oy + T4y PC + TG 448 =0,
entao,
VAl = 0474C + T80 + TG, 745 = 0,

portanto,

v, = 0. (B.6)

Para v = 3, é o mesmo resultado de (B.4).
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