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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é expor algumas técnicas para estimar a dimensao
fractal (dimensao box-counting superior) de atratores de sistemas dinamicos dissipativos
cujo espaco de fase seja de dimensao infinita. E apresentada uma introducao sucinta a
teoria de sistemas dinamicos, com énfase em sistemas dissipativos e no conceito de atrator
global. Também ¢é apresentada uma introducao detalhada a dimensao box-counting e as
suas propriedades, com exemplos e contraexemplos elucidativos. Alguns critérios para
estimar a dimensao fractal de certos conjuntos, bem como para garantir dimensao finita
de atratores em contextos especificos, sao demonstrados em mintcias.

Palavras-chave: Atrator Global; Dimensao Box-Counting; Dimensao Fractal; Siste-
mas Dinamicos Dissipativos.



Abstract

The aim of this work is to present some techniques for estimating the fractal dimension
(upper box-counting dimension) of global attractors for infinite-dimensional dissipative
dynamical systems. A brief introduction to the theory of dynamical systems is presented,
with emphasis on dissipative systems and on the concept of global attractor. It is also
provided in this work an in-depth introduction to the box-counting dimension and its
properties, with clarifying examples and counterexamples. Some criteria to estimate the
fractal dimension of certain sets, as well as to ensure finite-dimensionality of attractors in
some scenarios, are proved in detail.

Key-words: Box-Counting Dimension; Dissipative Dynamical Systems; Fractal Di-
mension; Global Attractor.
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Introducao

“Os matemdticos comparam o0s
mais diversos fenomenos e
descobrem as analogias secretas
que os unem”

— Joseph Fourier, [45].

Este trabalho lida com aplicacoes de Geometria Fractal em Sistemas Dinamicos. Em
especial, a dissertacao versa sobre dimensao box-counting superior, um conceito da Geo-
metria Fractal que generaliza a ideia de dimensao topoldgica e que também é conhecido
por dimensao fractal. Nosso foco esta direcionado a técnicas para estimar a dimensao
box-counting superior de certos conjuntos, e nao em apresentar uma exposi¢ao abran-
gente da teoria de Sistemas Dinamicos. Contudo, é impossivel entender a relevancia
do tema sem alguns comentarios a respeito da importancia dos sistemas dinamicos na
conjuntura cientifica e matematica atual.

A teoria de Sistemas Dinamicos é um ramo bastante amplo da matematica moderna.
Tao amplo, alids, que é dificil estabelecer com precisao quais sao seus métodos e objetos
de estudo. Em verdade, como se trata de uma area em acelerado desenvolvimento con-
temporaneo e que se vale de recursos variados da Analise, da Geometria, da Topologia
e de Métodos Numéricos, talvez seja restritivo demais estipular precocemente metodolo-
gias muito enrijecidas para um campo em tao fecundo florescimento ([25]). Some-se a
isso o fato de que, embora seja uma area da matematica pura em toda sua abstracao,
sistemas dinamicos sao estudados primordialmente com vistas a fins praticos, buscando
descrever e obter informacoes sobre fenomenos reais de interesse das ciéncias aplicadas
([25], [46]). Assim sendo, contribuigoes inusitadas de ideias originarias de outras dreas de
conhecimento sao nao apenas bem-vindas, mas também desejadas. Veremos, inclusive,
que o conceito de dimensao fractal — central nesta dissertagao — provém de estudos que,
a primeira vista, nao guardam relacoes diretas com sistemas dinamicos.

Apesar dessa adverténcia inicial, o foco de atencao dessa teoria é facil de ser indicado:
Sistemas Dinamicos, como o préprio nome sugere, ocupam-se do estudo do comporta-
mento de sistemas que variam ao longo do tempo. Nessa conceitualizacao tao vasta,
¢ praticamente impossivel pensar em algum tema da mecanica classica ou de qualquer
outra ciéncia exata que nao dé origem a algum sistema dinamico. Orbitas planetarias,
circuitos elétricos, dinamica dos fluidos, estabilidade de vigas, crescimento populacional,
decaimento radioativo e dinamica macroeconomica sao apenas alguns dos temas cuja com-
preensao se beneficia diretamente de resultados da teoria de Sistemas Dinamicos ([26]).
A problematica tipica da disciplina é: “o sistema em analise entra em equilibrio, fica se



repetindo em ciclos ou faz algo mais complicado?” ([46]).

Os trés principais elementos de um sistema dinamico, visto no carater mais abstrato
possivel, sdo: 1) Espago de fases (um espago métrico cujos elementos representam os
possiveis estados do sistema); ii) Tempo (normalmente representado por t); iii) Regra de
evolugao ao longo do tempo (uma lei que determina o estado do sistema em cada momento
t, levando ou nao em consideracao todos os estados em tempos anteriores).

Neste trabalho, vamos dedicar nossa atengao quase que exclusivamente a sistemas
dinamicos continuos e dissipativos de dimensao infinita. Sistemas dissipativos sao aqueles
sujeitos a forcas que fazem decrescer a energia do sistema. Por “continuo”, estamos nos
referindo a sistemas que variam continuamente ao longo do tempo — isto é, sistemas
que dependem de um parametro t € R out € Ry —, em oposicao a sistemas discretos,
cujo estado é avaliado em etapas enumeraveis. Sistemas dinamicos continuos em geral
provém de equacoes diferenciais. Quando essas equagoes sao equacoes diferenciais parciais,
o sistema dinamico que lhe é respectivo fica determinado em um espago de fase com
dimensao infinita (dimensao infinita no sentido cldssico de Andlise Funcional, como, por
exemplo, nos casos do espaco das fungoes continuas, dos espagos de Lebesgue LP ou dos
espagos de Sobolev).

No estudo da dinamica de longo prazo de um sistema dissipativo, o principal conceito
de interesse é o atrator global. O atrator de um sistema é um conjunto de estados para os
quais esse sistema tende a evoluir, e deles nao escapar, para uma ampla gama de condigoes
iniciais. Nesse sentido, o atrator (quando existe) pode ser considerado como o “estado
tipico” do sistema: mais precisamente, o conjunto de estados em que, apds variagoes
transientes que levam mais ou menos tempo em cada caso, o sistema se estabiliza de modo
definitivo, quando as diversas forcas atuantes em algum sentido conseguem compensar-se
entre si ([9], [20]). Isso nao significa, entretanto, que o atrator seja composto apenas
por estados estacionarios: muito pelo contrario, ele pode conter dinamicas altamente
complexas ([39]).

Por razoes ainda hoje nao de todo explicadas (inclusive sendo surpreendente mesmo
para especialistas no assunto, conforme [38]), muitos sistemas dinamicos dissipativos
oriundos de EDPs da Fisica Matemdtica possuem atratores com dimensao fractal finita.
Isso indica que, apesar da dimensao infinita do espaco de fases, o estado tipico do sistema
de algum modo pode ser descrito pela evolucao de uma quantidade finita de parametros
([36]).

E neste contexto em especifico que se enquadra esta dissertagao. Visamos apresentar
algumas técnicas uteis para estimar superiormente a dimensao fractal de certos conjuntos,
buscando averiguar casos em que é possivel garantir dimensao fractal finita. Apesar de
muitos desses resultados serem aqui enunciados em carater abstrato (independentes de
qualquer referéncia a sistemas dinamicos), é certo que esses resultados visam ser aplicados
para atratores de sistemas originarios de equacoes diferenciais parciais.

Como se vé, apesar de envolver técnicas matematicas que podem ser consideradas um
tanto dificultosas, o escopo deste trabalho é bastante modesto.

Pré-requisitos necessarios sao conhecimentos béasicos de Andlise em R", Anélise Fun-
cional e Espagos Métricos. Nenhum conhecimento prévio de Geometria Fractal é exigido,
pois a teoria necessdria a esse respeito é aqui apresentada desde suas fundacoes.

Vejamos como o tema foi estruturado.



Organizacao da Dissertacao

Lista de Simbolos e Notagoes: Apresentamos uma lista com as notagoes empre-
gadas ao longo do texto e as defini¢oes basicas consideradas como sendo de conhecimento
prévio do leitor (bolas, limites, convergéncia, composigao de fungoes, espago completo,
etc.). O proposito deste capitulo foi o de tornar mais fluida a leitura do material, elimi-
nando a necessidade de defini¢oes incidentais no corpo do texto que desviassem a atencao
de resultados essenciais para detalhes técnicos secundarios. Sem prejuizo para a compre-
ensao, defini¢oes menos usuais (como a de vizinhanga aberta e a de distancia de Hausdorff)
foram enunciadas novamente em momentos propicios.

Capitulo 1: Este capitulo apresenta resultados preliminares que serao tteis no de-
senvolvimento da teoria de Sistemas Dinamicos.

A Secao 1.1 trata de vizinhangas, da semidistancia de Hausdorff e da distancia de
Hausdorff, que sao ferramentas tteis para medir o quanto um conjunto A esta proximo
ou nao de estar contido em um conjunto B (ideia fundamental para caracterizar atrato-
res). Essa segdo é elementar e sua leitura pode ser dispensada por parte de leitores ja
familiarizados com o tema.

A Secao 1.2 trata da medida de nao-compacidade de Kuratowski, apresentando suas
principais propriedades. Trata-se de uma ferramenta que mede o quanto um conjunto é
ou nao-compacto. Essa ferramenta vai ser 1til no estudo de compacidade assintética.

Capitulo 2: Este capitulo traz uma introducao sucinta a Sistemas Dinamicos, com
énfase em sistemas dinamicos dissipativos de dimensao infinita. Sao abordados conceitos
essenciais, como: operadores de evolucao, conjuntos invariantes, trajetérias, conjuntos
w-limite, estabilidade, conjuntos absorventes, dissipatividade, compacidade assintética e
atratores globais.

Capitulo 3: Neste capitulo se encontra o cerne da dissertacao. Nele sao apresentadas
as definicoes e os resultados essenciais de Geometria Fractal, bem como sao estabelecidos
alguns critérios para estimar a dimensao fractal de conjuntos compactos e de atratores
globais.

A Secao 3.1 traz os fundamentos mateméaticos da Geometria Fractal, definindo a di-
mensao box-counting e apresentando suas propriedades.

A Segao 3.2 apresenta alguns critérios para estimar superiormente a dimensao fractal
de certos conjuntos, com énfase em conjuntos compactos em espacos de dimensao infinita.
O principal resultado nesse sentido é o Teorema 3.2.9.

A Secao 3.3 se vale dos resultados da secao precedente para apresentar critérios seme-
lhantes, mas especificos para atratores de sistemas dissipativos.

A Segao 3.4 faz uma andlise mais aprofundada do Teorema 3.2.9, que é o principal
teorema do qual decorrem os demais resultados abordados ao longo do capitulo. Essa
secao foi motivada pelo interesse que os autores tinham em relaxar uma das hipdteses do
Teorema 3.2.9 a fim de tornar possivel sua aplicacao em uma EDP especifica. Infelizmente,
as tentativas nessa direcao foram inconclusivas. Contudo, as técnicas abordadas nessa
se¢ao trazem ideias renovadas para demonstrar resultados similares ao Teorema 3.2.9 em



termos da e-entropia de Kolmogorov.

A Secao 3.5 oferece uma breve interpretagao fisica a respeito do significado de o atrator
de um sistema dinamico possuir dimensao fractal finita, relacionando dimensao fractal com
a ideia fisica de graus de liberdade.

Apéndices: Os apéndices formam parte significativa desta dissertacao e sao desti-
nados aos leitores curiosos em Geometria Fractal para além de aplicacoes em Sistemas
Dinamicos.

O Apéndice A faz um resumo (sem preocupagao com demonstragoes ou tecnicalidades)
da moderna teoria para calcular dimensao box-counting de fractais autossimilares, que
sao aqueles conjuntos compostos por cépias perfeitas de si mesmos em escalas reduzidas.
Nesse apéndice, sao abordados exemplos famosos, como o Conjunto de Cantor, o Triangulo
de Sierpinski e a Curva de Koch. Além disso, sao apresentados métodos cldssicos para
calcular com exatidao o valor da dimensao do Conjunto de Cantor e do grafico da funcao
sen(1/x), métodos estes que proporcionam insights valiosos para adquirir préatica com a
dimensao box-counting.

O Apéndice B traz a definigado da dimensao de Hausdorff e as demonstracoes de suas
principais propriedades (em especial de sua relacdo com a dimensao box-counting). Em
diversos contextos, que nao em Sistemas Dinamicos, a dimensao de Hausdorff é utilizada
com mais frequéncia do que a dimensao box-counting, por possuir propriedades mais
desejaveis e que mais naturalmente se associam a ideia de dimensao.

O Apéndice C exibe um conjunto (de construgao bastante engenhosa) que deixa claro o
motivo de, no contexto de Sistemas Dinamicos, a dimensao box-counting ser considerada
mais vantajosa do que a dimensao de Hausdorff.

Metodologia e Referéncias

A principal metodologia empregada na construcao desta dissertacao foi a revisao bi-
bliografica seguida de seminarios e discussoes a respeito dos resultados estudados. Boa
parte dos resultados aqui apresentados — cujos erros, omissoes e imprecisoes sao de res-
ponsabilidade tnica e exclusiva do autor — foram examinados em detalhes ao longo de
estimulantes atividades no mestrado em Matematica da UEL, o PGMAC, com colaboracao
inestimavel de Arthur, Leonardo, Paulo Fernando, Rafael e Rodrigo (todos indicados nos
agradecimentos desta dissertacao).

A referéncia-base de toda a dissertacao foi o livro Dynamics of Quasi-Stable Dissipative
Systems, de Igor Chueshov, [9].

No que concerne a teoria introdutoria de Sistemas Dinamicos Dissipativos de Dimensao
Infinita, as principais referéncias foram [9] e [10]. As excelentes referéncias [7], [36] e [38]
foram consultadas em carater complementar, e é de se destacar que elas proporcionaram
ideias de grande clareza para o entendimento do tema.

Quanto a teoria introdutoria a Geometria Fractal, foi utilizada a classica referéncia
[15], com valiosos complementos de [14] e [16]. Eventuais pontos obscuros foram sanados
com consultas a [3], [13]. Interpretacoes para além da matemadtica pura, curiosidades e
desenvolvimento histérico dos fractais e das dimensoes fractais foram estudados em [12]
e [28].



Resultados envolvendo estimativas de dimensao fractal foram obtidos, primariamente,
por meio das referéncias [9], [11], e [48].

O estado da arte a respeito das consequéncias teodricas da finitude-dimensional de
atratores foi examinada por meio das referéncias [7], [17], [29], [36], [37], [38] e [43].

As referéncias [2], [26] e [46] foram consultadas para proporcionar um vislumbre abran-
gente da teoria de Sistemas Dinamicos em carater mais panoramico, nao restrita exclusi-
vamente a sistemas dissipativos ou continuos ou de dimensao infinita.

Ocasionais consultas a resultados de outras disciplinas foram obtidas nas referéncias
que passamos a listar. Andlise Real e Andlise em R": [18], [21] e [23]. Anélise Funcional:
[24], [27], [35] e [41]. Espagos Métricos: [23].

Notas histéricas e informacgoes sobre relagoes do tema com outras ciéncias foram ob-
tidas em [12], [25] e [46].



Lista de Simbolos e Notacoes

Neste trabalho, convencionamos adotar as seguintes notagoes e nomenclaturas:

e Bolas:
e Bola Aberta (de centro a e raio 7 em um espago métrico X):
B(a,r):={x € X; d(a,z) <r}.
e Bola Fechada (de centro a e raio r em um espago métrico X):
Bla,r] :=={z € X; d(a,z) <r}.
e Conjuntos, Operacoes entre Conjuntos e Funcoes sobre Conjuntos:

e Compacidade:

e Dizemos que um conjunto é compacto quando toda cobertura aberta para
esse conjunto admite uma subcobertura finita.

e Dizemos que um conjunto é relativamente compacto quando seu fecho é
compacto.

e Complemento entre Conjuntos: X \Y =X -Y ={re X; z ¢ Y}
e Conjunto Produto: AX := {\z; 2 € X}.

e Conjunto Soma: X +Y ={z=z+y; v € X,y € Y}.

e Conjunto Transladado: a + X :={a +z; v € X}.

e Diametro de um Conjunto: diam(X) := sup d(z,y).
z,yeX

e Familia das Partes: 2¥ := {Y; Y C X}.

e Familia dos Subconjuntos Compactos e Nao-Vazios:
K(X) :={K C X; K é compacto e nao-vazio}.

e Limitagao (Conjuntos Limitados e Totalmente Limitados):

e X C M é limitado quando existe uma bola de raio finito que contém X.
e X C M ¢ totalmente limitado quando, para qualquer € > 0, X pode ser
coberto por uma quantidade finita de bolas de raio €.

e Miximo de Elementos: max #{x} representa o nimero de elementos do maior
conjunto que possui a propriedade *. Se existir uma familia infinita (X))xea
de conjuntos satisfazendo *, podemos tomar max #{*} := sup{#(X,)}.

AEA
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Nimero de Elementos de um Conjuntos: #(X) representa o nimero de ele-
mentos pertencentes a X.

Vizinhanca Aberta de um Conjunto Y C X: V(YY) :={x € X; d(z,Y) < }.
Vizinhanca Fechada de um Conjunto Y C X: VL[] :={z € X; d(z,Y) <e}.

Uniao Disjunta: U X, representa a uniao de todos os conjuntos X,, com
AEL
A € L, e afirma que X, N X, = 0 sempre que A # .
e-cobertura: Uma familia enumerdvel de conjuntos {F;}; é uma e-cobertura de
FseF C UE e diam(F;) <e.
i

e Convergéncias:

Convergéncia Usual (em espagos métricos): x,, — x significa que d(z,,z) — 0.

Convergéncia Forte (convergéncia usual em espagos normados): , — x signi-
fica que ||z, — z|| — 0.

Convergéncia Fraca: dada uma sequéncia (z,) em um espago vetorial X so-
bre um corpo K, escrevemos que z,, — z quando, para toda aplicacio linear
limitada f : X — K, vale que f(x,) — f(z).

Convergéncia de Conjuntos sob a Distancia de Hausdorft: X, A x significa
que lim dg(X,,X)=0.
n—oo
Convergéncia de Conjuntos sob a Semidistancia de Hausdorff: X, KNS signi-
fica que lim d,(X,|X) = 0.
n—oo
Convergéncia Crescente: x,, /' x significa que (z,) é crescente e que =, — .

Convergéncia Decrescente: x,, \  significa que (x,,) é decrescente e que z,, —
x.

e Distancias:

Distancia entre Pontos: d é a distancia implicitamente adotada em um conjunto
X, constituindo o espago métrico (X, d).

Distancia de Ponto a Conjunto: d(y, X) := in}f{ d(y, x).
Tre
Distancia (usual) de Conjunto a Conjunto: d(Y, X) := in}’f; d(y,x).
ye

rzeX

Semidistancia de Hausdorff de um Conjunto X a um Conjunto Y: pode ser
definida de trés formas equivalentes:

o dp(X|Y) := 81€1Xp d(z,Y)
o dp(X|Y):=inf{o >0; Y C V5(X)}
o dp(X|Y) :=inf{o >0; Y C V5[X]}.

Distancia de Hausdorff entre Dois Conjuntos: pode ser definida de quatro
formas equivalentes:



u(Y,
du(Y
dH(Y7
du(Y

{sup d(y, X), supd(z, Y)}

) =
) i= max {dp(Y]X), du(X|Y)}
)i=inf {6 >0; Y C V5(X) e X C V5(Y)}
) =

X
X
X
X inf{d >0; Y C Vs[X] e X C V5[Y]}.

e [ispacos Vetoriais:

e Espaco Completo: é um espago métrico tal que toda sequéncia de Cauchy nele
contida converge para algum elemento pertencente a esse proprio espago.

e Espaco de Banach: é um espaco métrico completo munido de uma norma.

e Espaco de Hilbert: é um espago métrico completo munido de um produto
interno.

e Funcoes Especiais:

1 L
e Delta de Kronecker: 6;; := ¢ Sel‘ ]"
0, se v # J.
17 € E7
e Funcao Caracteristica de um Conjunto E: l1g(x) := e
0, sex ¢ E.

e Funcao Identidade: Id := f: X — X tal que f(z) =z para todo = € X.
e Funcao Piso: |z| :=max{k € Z; k <z }.
e Fungao Teto: [z| := min{k € Z; k > x}.

e Integrais:

e A Integral de Riemann de uma funcao f continua quase-sempre sobre um

intervalo [a, b] é denotada por / f(z)dz.

e A Integral de Lebesgue de uma fungao mensuravel f sobre um conjunto men-

surdvel £ é denotada por [ f(z)dr. Se E for um intervalo limitado [a,b],

E
utilizaremos a mesma notagao da integral de Riemann.

e Limites de Funcoes:

e Limite Inferior: lim f(z) := liH(l) (inf{f(z); 0 <z <r}).
r—

e—0

e Limite Superior: ll_r% f(z) = 11_1)1(1) (sup{f(z); 0 <z <r}).

e Limites de Sequéncias:

e Limite Inferior: lim z, := lim <1nf {$n})

m—0o0 \n>m

n—oo

e Limite Superior: lim z, := lim (Sup{mn})
n—oo m—0o0 n>m



e Notacdes de Landau (quando esté implicito que x — a € R):

f(x)

e Equivaléncia assintética: f(z) ~ g(x) significa que lim —( ) =1.
z—a g(x
flz

g(x

~—

e O-grande: f € O(g) significa que existe M € R tal que lim < M.

f (=)

e o-pequeno: f € o(g) significa que lim ——= = 0.
=a g(x)

e Normas

e Norma: uma funcao ||-|| : X — R é uma norma quando satisfaz
Lofle+yll < llzl + 1yl 2y e X,
2. ||I\z|| = A ||z]|, YAeT,zeX,
3. ||z]| =0 x=0.
e Seminorma: uma fungao n : X — R é uma seminorma quando satisfaz
L n(z+y) <n(x)+nly), zy€X,
2. n(Ax) = |An(z), VYAeT,ze X.
e Seminorma Compacta: uma seminorma n é dita compacta quando toda sequéncia
limitada possui uma subsequéncia que é de Cauchy com respeito a n.

e Operadores:

e Composigao de Operadores: SySsx := (S; 0 Ss)x := Sy (Ssx).
e Composicoes Reiteradas: S"(z) := So...0S5(x).
~—

e Operador Linear: S: X — Y, com X, Y sendo espagos vetoriais sobre o corpo
K, é um operador linear quando S(Az +y) = AS(x) + S(y) para todo x,y € X
e para todo A\ € K.

e Operador Limitado/Continuo: S : X — Y é limitado (e, portanto, continuo)
quando é um operador linear tal que existe uma constante M € R, tal que
|Sz|| < M ||z|| para todo = € X.

e Norma de um Operador Limitado: Se S : X — Y é um operador limitado,

T
definimos || S]| := sup 17z = sup [|Tz].
vex ||zl zeX
x#0 [|z]|=1

e Operador Fechado: S : X — Y ¢é fechado quando S é um operador linear tal
que, se (z,) C X, x, > x e Sz, —> y,entdo x € X e St =y.

e Operador Compacto: S : X — Y é compacto quando S é um operador linear
tal que, se D C X é limitado, entdao S(D) C Y é relativamente compacto.

e Tempo: T representa R ou Z. Também definimos T, := {t € T; ¢t > 0} e, analoga-
mente, T_ = {t € T; t < 0}.

e Reta Estendida: R := R U {—o00,+00}, com as relacdes aritméticas usuais (lem-
+o00

brando que estao indefinidas expressoes como co — 0o, Too
00

0
e 5 entre outras).



e Sequéncias Monodtonas:

e Sequencia Crescente: t] < to = 1y, < Xy,.
e Sequencia Estritamente Crescente: t; < ty = x4, < y,.
e Sequeéncia Decrescente: t; < ty =z, > xy,.
e Sequencia Estritamente Descrente: t) < to = x4, > xy,.
e Subsequéncias: dada a subsequéncia (z,) C X, denotamos uma subsequéncia de

() por (xn,)52; ou por (Z,)new, onde estd implicito que N’ é um subconjunto
infinito de N (note que N’ serd tacitamente definido caso a caso).

10



Capitulo 1

Conceitos e Resultados Preliminares

“Aquilo que hd de melhor na
matemdtica ndo merece ser
aprendido apenas como
obrigacdo; deve ser assimilado
como parte do pensamento
didrio e depois lembrado vezes e
vezes sequidas, com interesse
sempre renovado”

— Bertrand Russell, [42].

Neste capitulo, vamos apresentar algumas ferramentas e resultados béasicos que serao
uteis no estudo de Sistemas Dinamicos. A teoria aqui abordada é predominantemente
elementar, exigindo apenas conhecimentos basicos de Espacgos Métricos. Leitores familia-
rizados com o tema podem omitir a leitura das préximas paginas sem qualquer prejuizo
na compreensao do assunto central do trabalho, a ser apresentado a partir do Capitulo 2.

Este primeiro capitulo foi escrito com o objetivo de preencher uma lacuna que os
autores sentiram existir na literatura. Embora os resultados aqui apresentados sejam re-
lativamente simples, nao foram encontrados materiais que os abrangessem em sua totali-
dade, de forma organizada e sistematizada. Sobretudo no que diz respeito a semidistancia
de Hausdorff, acreditamos que uma exposicao organizada de suas propriedades seja algo
benéfico para facilitar o trabalho de estudantes e até mesmo de pesquisadores. Por mais
que essas propriedades sejam 6bvias ou pelo menos de facil verificacao por parte de ma-
tematicos experientes, a existéncia de um material que as apresente em detalhes é ttil
para consulta e economia de tempo.

11



1.1 Distancia de Hausdorff

Vizinhancgas de Conjuntos

Nesta secao, vamos apresentar conceitos basicos que vao ser utilizados na definicao da
Distancia de Hausdorff.

Defini¢ao 1.1.1 (Vizinhancas de Conjuntos). Sejam (M, d) um espago métrico, A C M
um conjunto qualquer e € > 0 um numero real.
A e-vizinhanga aberta de A € o conjunto

Vo(A) :={x € M; d(x,A) < &}.
A e-vizinhanga fechada de A € o conjunto
Ve[A] :={z € M; d(z, A) < e}

Proposigao 1.1.2. [Propriedades de Vizinhangas] Sejam (M,d) um espa¢o métrico e
X, A, B C M conjuntos nao-vazios. Valem os sequintes resultados:

(i) Se AC V., (B) eBCV,(C), entao A C V., 4.,(C).
(i) Se AC V., [B] e BCV,|[C], entao A C V. 4-,[C].

(111) Defini¢ao equivalente para a e-vizinhanga aberta de um conjunto:

Vo(X) = | B(x,e).

reX
(iv) Definicao equivalente para a e-vizinhanga fechada de um conjunto:

Vo[X] = Blz,el.

reX
(v) Defini¢ao equivalente para a e-vizinhanga fechada de um conjunto:

VeX] = () Va1 (X).

neN
(vi) Caracterizagao de fecho de um conjunto por meio de vizinhangas abertas:

X = [ V().

neN

(vii) Relagao entre vizinhanga aberta e vizinhanga fechada: Vo(X) = V.[X].

(viii) Dado qualquer X C M nao-vazio, o conjunto V.(X) € aberto (em M) e o conjunto
V.[X] € fechado (em M ).

12



(ix) Se AN B # 0, entao V.(AN B) C [Vo(A) NV.(B)]. A inclusdo inversa pode nao
ocorrer; i. e., nem sempre vale que [Vo(A) NV.(B)] C V.(AN B).

(z) Vale que V.(AU B) = V.(A) U V.(B).
Demonstracao.
(i) Sejaa € A. Como A C V., (B), segue que a € V., (B). Logo, d(a, B) < €1. Ou seja,

inf d(a,b) =1 < ¢;.
beB

Pela definigao de infimo, existe (b,) C B tal que
d(a,b,) <I+1/n, VneN.

Como lim (I +1/n) = I < &1, sabemos que existe by € B tal que

n—oo

d(CL, bo) <é€1.

Como by € B C V,(C), sabemos (por razao analoga ao raciocinio feito nos paragrafos
anteriores) que existe ¢y € C tal que

d(bo, Co> < &9g.

Assim, vemos que
d(a, C()) < d(a, bo) + d(bo, C()) < &1+ e
Ora, isso significa que

d(a,C) = iggd(a, c) <d(a,co) < &1+ €3.

Por isso podemos concluir que a € V. ,.,(C) e, portanto, que A C V., 4., (C).
(ii) Seja a € A. Pela hipétese, temos que a € V,, [B]. Logo, d(a, B) < ;. Ou seja,

inf d(a,b) < e;.
beB
Pela definigao de infimo, existe (b,) C B tal que
d(a,b,) <e1+1/n, VYneN.

Como b, € B C V_,[C], segue que existe (¢,.,) C C tal que
d(by, cnm) <ea+1/m, Vn,meN.

Definindo ¢, := ¢(, ) e aplicando a desigualdade triangular, vemos que

d(a,c,) <e1+e2+2/n, VYneNl.

Como essa desigualdade vale para todo n € N, temos que

d(a,C) = ing d(a,c) < ey + e
ce
Isso comprova que A C V;, 1.,[C].

13



(iii) Se y € V.(X), entao d(y, X) < ¢, ou seja,

;g)f{ d(y,z) =1 <e.

Pela definigao de infimo, existe (z,,) C X tal que
d(y,z,) <I+1/n, ¥neN.

Como lim (I +1/n) = I < ¢, sabemos que existe zg € X tal que

n—oo

d(y,zo) < e.

Logo, y € B(xo,¢) e, portanto, y € U B(z,¢).
zeX

Isso mostra que V.(X) C U B(z,e).

zeX

Agora, seja y € U B(z,e). Entao y € B(xg,e) para algum xy € X. Assim,
zeX
d(y,xo) < € e, portanto d(y, X) = in}f{ d(y,z) <e.
xe

Logo, y € V.(X). Ou seja, U B(z,e) C V(X).
zeX

Agora, seja y € m V., 1(X). Isso significa que
neN

ye V. 1(X), VneN.

Tomando o limite quando n — oo, temos que

d(y,X) <e.

Isso garante que y C V.[X].

(iv) Sejay € U Blz,¢]. Entao existe xy € X tal que y € Blxg,¢]|. Logo, d(y,x¢) < e.
rzeX
Isso garante que d(y, X) < ¢ e, entdo, que y € V.[X]. Portanto U Blz,e] C V[X].
zeX
Seja y € V.[X]. Entao existe o € X tal que d(y,z9) < e. Ou seja, vale que
y € Blxg,¢]. Portanto V.[X] C U Blz,€].

zeX

(v) Seja y € V.[X]. Isso significa que d(y, X) < ¢, ou seja, que

1 <
inf d(y,x) <e.

Logo, existe (z,,) C X tal que
d(y,z,) <e+1/n, VneN.
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(vii)

(viii)

Assim, para todo n € N, vale que

y € B(an,e+1/n) C | Bla,e+1/n) =V,

zeX

(X).

1
n

Portanto V.[X]| C ﬂ V.,

neN

(X).

1
n

Seja y € X. Dado n € N, existe 2, € X tal que d(y,z,) < 1/n. Isso significa que
y € B(x,,1/n) C Vi(X). Como essa inclusao vale para todo n € N e para todo

y € X, segue que X C ﬂ Vi (X).
neN

Agora, se y € ﬂ V1 (X), entdo, para cada n € N, existe x,, € X tal que B(y, x,) <
neN
1/n. Isso implica que x,, — ¥y e, portanto, que y € X. Logo, ﬂ Vi(X)cX.
neN

Seja y € V.[X]. Dado n € N, existe z,, € X tal que

d(y,z,) <e+1/n.

Isso nos da que
y € Voos (X) = Vi (V(X)).

Como essa relacao vale para todo n € N, segue que

y € () Va(Va(X)) = Vo(X).

neN

Com isso verificamos que V.[X] C V.(X).

Para verificar que V.(X) C V.[X], vamos recorrer a um argumento por absurdo.

Suponha que exista y € V.[X] com y ¢ V.(X).
Como d(y, X) < ¢, entdo existe (x,) C X tal que

dy,z,) <e+1/n, VneN.

Entao y € V_, 1(X) para todo n € N e, portanto,

y €[] Vera (X) = Vi(X).

neN

Isso contraria a hip6tese que haviamos suposto de que y ¢ V.(X).

Assim concluimos que V.(X) C V[ X].

O item (iii) garante que V-(X) é uniao de conjuntos abertos. Logo, é aberto.

O item (vi) garrante que V.[X] é o fecho de um conjunto. Logo, é fechado.

15



(ix)

Seja x € V.(AN B). Entao d(z, AN B) < ¢ e, portanto, existe yo € AN B tal que

d(z,y0) <€ (yo € Aeyo € B).

Disso extraimos que d(z, A) < ¢ e d(z, B) < e. Ou seja, x € [V.(A) NVe(B)].

Para comprovar que a inclusao inversa nem sempre é verdadeira, considere A =
[1,3]U[5,6], B=12,4] e ¢ = 1. Para esses conjuntos, temos

Vi(A) = (0,7) — {4},

Vi(B) = (1,5),
Vi(A)nVi(B) = (1,5) — {4},

ANB=2,3],

O contra-exemplo se consuma percebendo que [(1,5) — {4}] Z (1,4).

Seja y € V.(AU B). Entao, para cada n € N, existe x, € (AU B) tal que d(y, z,) <
1/n. A relagao z,, € (AUB) garante x, € A ou z,, € B. Como temos uma infinidade
de pontos x,, pelo menos uma dessas duas relagoes precisa ocorrer uma quantidade
infinita de vezes; isto é, x € A ou x;, € B ocorre para alguma subsequéncia (infinita)
(@k)ken' C (@n)nen.

Sem perda de generalidade, suponhamos que () C A. Isso significa que vale que
d(y,z) < e+ 1/n, com x; € A. Disso extraimos que y € V.(A) e, portanto, que
y € V.(A)UV.(B). Logo, levando em consideragao a simetria envolvida, confirmamos
que sempre ocorre V.(AU B) C V.(A) U V.(B).

Agora, seja y € V.(A) U V.(B). Isso garante, para cada n € N, que existe z,, € A
ou z, € B tal que d(y,z,) < € + 1/n. Similarmente ao que foi feito antes, vamos
extrair uma subsequéncia (zy) C (x,) tal que (zg)ken esteja inteiramente contida
em A ou em B. Sem perda de generalidade, vamos assumir (z) C A.

Ora, entao d(y, zx) < e+1/n, com 3, € A. Isso significa que y € V.(A) C V.(AUB).
Logo, levando em consideracao a simetria envolvida, confirmamos que sempre ocorre

Ve(A)UVe(B) C V(AU B).
Portanto V.(AU B) = V.(A) U V.(B).
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Distancias entre Conjuntos

Visao Geral

Estabelecer uma maneira 1til de medir o quanto um conjunto A estd distante de um
conjunto B — e interpretar o que essa distancia de fato significa — nao é tarefa tao simples
quanto medir a distancia entre niimeros na reta ou entre pontos em um plano. Contudo,
essa tarefa é de grande importancia, afinal sem uma métrica adequada nao é possivel
definir com rigor o que entendemos por convergéncia de uma sequéncia de conjuntos.

A raiz do problema é esta: dada uma familia de conjuntos (X))xea, precisamos esta-
belecer uma métrica conveniente para descrever o que queremos dizer por uma igualdade
do tipo )\111{\1 X\ = X,,. Caso seja possivel definir essa igualdade, desejamos que ela sig-

—A0

nifique que, a medida que A se aproxime de )\, os conjuntos X, estao se tornando mais
“parecidos” com o conjunto X, (“parecidos” no sentido de terem os mesmos elementos
de X >\0)'

A distancia usual entre conjuntos, dada por d(X,Y) := ;g)f’( d(x,y), ndo é adequada

yeYy

para essa finalidade, afinal essa distancia (que nem sequer define uma métrica!) mede tao-
somente o quanto o conjunto X esta espacialmente longe do conjunto Y. Como exemplo,
podemos imaginar que, se X e Y forem cidades, a distancia d(X,Y’) mede o comprimento
do percurso minimo que uma pessoa teria de caminhar para sair de uma das cidades e
chegar & outra. Assim, d(X,Y’) ndo mede o quanto a cidade X é semelhante a cidade Y.
Mais explicitamente, se X =[0,1) e Y = [1,2], temos que d(X,Y) = 0, muito embora X
e Y nao tenham nem sequer um tnico elemento em comum.

Veremos que a maneira mais eficiente de definir uma distancia satisfatéria para os
nossos propositos é por meio da distancia de Hausdorff, denotada por dgy. Mostrare-
mos que essa distancia, quando restrita a conjuntos compactos nao-vazios, é tal que, se
dy(X,Y) =0, entdo X =Y. Em esséncia, dgy mede o quanto X e Y estao préximos entre
si enquanto conjuntos (isto é, dy mensura o quanto X e Y possuem ou nao os mesmos
elementos).

Nesta secao, trabalharemos no espago métrico (M, d). Todos os resultados e defini¢oes
serao feitas na ambiéncia desse espago métrico abstrato.

Semidistancia de Hausdorff

A fim de definir a distancia de Hausdorff, é mais pratico definir, primeiro, a semi-
distancia de Hausdorff. Essa semidistancia, além de ajudar na construcao da distancia de
Hausdorff, também possui utilidades préprias, sendo bastante conveniente, por exemplo,
no estudo de atratores e conjuntos absorventes em sistemas dinamicos.

Em esséncia, a semidistancia de Hausdorff de X a Y mede o quanto X estd ou nao
contido em Y.

Definigao 1.1.3 (Semidistancia de Hausdorff). Se X, Y C M forem conjuntos nao-vazios,
definimos a semidistancia de Hausdorff de X a'Y por

dp(X|Y) :=inf{e > 0; X C V(Y)}.
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Observacao 1.1.4. Veremos que a semidistancia de Hausdorff nao é simétrica, i.e., nem
sempre vale que d(X|Y) = dp(Y|X). E por essa razio que usamos uma barra entre X e
Y, e nao a virgula usual. Também € por essa razao que dizemos “a semidistancia de X
aY’”, enao “a semidistancia entre X e Y ”.

E importante notar que a nao-simetria da semidistancia de Hausdorff implica que ela
nao define uma métrica.

Proposigao 1.1.5 (Definicao Equivalente para a Semidistancia de Hausdorft). Dados
X, Y C M conjuntos nao-vazios, vale que

dp(X|Y) = supd(z,Y).

rzeX

Demonstragao. Queremos mostrar que supd(z,Y) = inf{e > 0; X C V(Y)}.
rzeX

Por simplicidade, seja

I:=inf{e > 0; X C V(Y)}.
Dado n € N, temos que
I—1/n<inf{e >0; X C V(Y)}.

Entdao X ¢ Vi_1/,(Y). Logo, existe xg € X tal que d(x9,Y) > I — 1/n. Por isso, é
certo que

supd(z,Y)>1—1/n.
zeX

Como essa desigualdade vale para todo n € N, podemos tomar o limite quando n — oo

e concluir que sup d(z,Y’) > I. Ou seja,
rzeX

supd(z,Y) > inf{e > 0; X C V(Y)}. (1.1.1)
rzeX
Vejamos agora a desigualdade inversa.

Dado n € N, temos que
I+1/n>inf{e >0; X C V.(Y)}.

Entao X C Vij1/n(Y). Assim, qualquer que seja z € X, temos que d(z,Y) < I+1/n.
Por isso, é certo que
supd(z,Y) < I+ 1/n.
zeX
Como essa desigualdade vale para todo n € N, podemos tomar o limite quando n — oo
e concluir que sup d(z,Y’) < I. Isto é,

reX
supd(z,Y) <inf{e > 0; X C V.(YV)}. (1.1.2)
zeX
Por (1.1.1) e (1.1.2), concluimos que supd(x,Y) = inf{e > 0; X C V.(Y)}. O
rzeX

Observagao 1.1.6. Também vale que d(X|Y) = inf{e > 0; X C V,[Y]}.
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Propriedades 1.1.7 (Propriedades da Semidistancia de Hausdorff). Dados conjuntos
nao-vazios X,Y, A, B C M, sdo vdlidas as sequintes propriedades:

(i) Nem sempre é vdlido que dp(X|Y) = dp(Y]X).
(i) Se d,(X|Y) =0, entdo X C Y. No entanto, d,(X|Y) = 0 ndo implica que X CY.

(111) Se lim dp(X,|Y) =0, entdao lim d(z,,Y) =0 quaisquer que sejam z, € X,,.
n—oo

n—oo

(iv) Se X for ilimitado, pode ocorrer dp(X|Y) = 0o. Se X for limitado, entao necessa-
riamente dy(X|Y) < co.

(v) Se A C B, entdo dn(X|A) > dn(X|B).
(vi) Se X CY, entdo dp(X|A) < dn(Y|A).

(vii) Vale que
dn(X|AU B) < max{d,(X|A),d,(X|B)}.

(viii) Se AN B # 0, entio
dn(X|AN B) > max{d,(X|A),d,(X|B)}.
(iz) Vale que
(AU B|X) = max{dy,(A|X), dy(B|X)}.
(x) Se AN B # 0, entdo'
(AN B|X) < min{dy(A|X), d(B|X)}.

(xi) A funcao dy, satisfaz a desigualdade triangular na sequnda entrada:
dn(A|B) < dp(A|X) + dp(X|B).

Demonstracao. Nas demonstragoes, em cada caso vamos usar a definicao equivalente que
for mais comoda para cada propésito (ver Proposi¢ao 1.1.5 e Observagao 1.1.6).

(i) Considere X = (0,1) e Y = (—00, +00). Temos que dp(X|Y) =0 e que d(Y]X) =
0.

Outro exemplo, envolvendo apenas conjuntos compactos, é o seguinte: se X = {0}
eY =[—1,1], entdo dp(X|Y) =0e dp(Y|X) = 1.

(ii) Suponha que d,(X|Y") = 0. Isso significa que X C Vi (Y') para todo n € N. Entao,
dado z € X, vale que "’
d(z,Y)<1/n, VneN.

Assim, para cada n € N, existe y, € Y tal que d(z,y,) < 1/n. Isso implica que
lim d(z,y,) = 0. Logo y, — x e, portanto, x € Y.
n—oo

Para constatar que d;,(X|Y) = 0 nao implica que X C Y, basta considerar o contra-
exemplo X =[0,1] e Y = (0, 1).

YA desigualdade inversa nio é vélida em geral: como contra-exemplo, considere A = [0,1], B =

(1}U{4} e X = {2}.
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(i)

(iv)

(vii)

Suponha que o resultado seja falso. Se assim for, existem € > 0 e uma sequéncia
(Tim)men, com z,, € X, tais que

d(zy,Y)>e, VYmeN.

Isso significa que, para todo m € N'| temos que z,, ¢ V.(Y), e, entao, que X,, ¢
V.(Y). Disso, extraimos que

dpn(Xpn|Y) >e, YmeN.
Isso impossibilita que ocorra lim dy(X,|Y) = 0.
n—oo
Considerando X = R (ilimitado) e Y = 0, por exemplo, temos que dn(X|Y) = occ.

Se X é limitado, entao, considerando algum y, € Y, existe R < oo tal que X C
B(yo, R), ou, o que é o mesmo, X C Vr({yo}).

Ora, mas Vr({yo}) C Vr(Y). Entao X C Vr(Y) e, portanto, d,(X|Y) < R < oc.
Por defini¢ao, temos

dp(X|A) = supd(z, A) = sup inf d(z, a),

zEX zeX a€A
dn(X|B) = supd(x, B) = sup inf d(z,b).
zeX zeXx beB

Como A C B, entao, dado qualquer z € X, é valido que inf1 d(z,a) > gnlg d(x,b).
ac S

Isto é, d(z, A) > d(x, B). Como essa desigualdade vale para todo = € X, também
vale que
sup d(z, A) > supd(z, B).

zeX reX

Disso concluimos o resultado.

Por definicao, temos
A (X]A) = sup d(z, A),

zeX

dp(Y'[A) = supd(y, A).

yey

Como X C Y, é certo que supd(z, A) < supd(y, A), de onde segue o resultado.
rzeX yey

Seja D = max{d,(X|A),dn(X|B)}. Isso garante que, para todo n € N, temos
XCVpii(A) e X CVpo1(B).

Entao
X CcVp,1(AUB), VneN.

Logo, dp(X|AUB) < D+ 1/n para todo n € N. Tomando o limite quando n — oo,
obtemos

dp(X|AU B) < D = max{dy(X|A), dn(X|B)}.
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(viii)

(ix)

(xi)

Seja D = dp(X|AN B). Para todo n € N, vale que

X CVp,1(ANB)C [VD+%(A) NVp,:(B)|.

Como X C Vp, 1(A), segue que dyp(X|A) < D+ 1/n.
Como X C Vp, 1(B), segue que dp(X|B) < D+ 1/n.
Tomando o limite quando n — co em ambas as desigualdades, concluimos que

max{dy(X|A),dy(X|B)} < D = d(X|AN B).

Seja D = dp(AU B|X).

Para todo n € N, vale que AU B C VD+%(X).

Como A C VD+%(X), segue que dp(A|X) < D+ 1/n.
Como B C Vp,1(X), segue que dy(B|X) < D +1/n.

Tomando o limite quando n — co em ambas as desigualdades, concluimos que

max{d(A|X),dy(B|X)} < D = d,(AU B|X).

Para cada n € N, vale que AUB ¢ VD_%(X). Entao temos que A ¢ VD_%(X) ou
B¢ VD_%(X). Isso implica que dy(A|X) > D —1/nou dp(B|X) > D — 1/n. Em
qualquer caso, max{d(A|X),d,(B|X)} > D —1/n.
Tomando o limite quando n — oo, concluimos que
max{d(A|X),dy(B|X)} > D = d,(AU B|X).
Seja D = dp(AN B|X).
Para todo n € N, vale que AN B ¢ VD7%<X)'
Como A ¢ VD_%(X), segue que dp(A|X) > D —1/n.
Como B ¢ V,,_1(X), segue que dy(B|X) > D — 1/n.
Tomando o limige quando n — oo em ambas as desigualdades, concluimos que
min{d,(A|X),d,(B|X)} > D = dy(AN B|X).
Sejam
di = dp(A|X) e dy:=dn(X|B).
Para todo n € N, vale que
AcC Vdﬁ%(X) e XC Vdﬁ%(B).
Isso implica que
AcC Vd1+d2+%(B)-

Logo, di(A|B) < dy+dy+2/n para todo n € N. Portanto, tomando o limite quando
n — oo, concluimos que

dn(A|B) < dy + dy = dp(A|X) + dp(X|B).
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]

Definigao 1.1.8. [Continuidade de Familia de Conjuntos pela Semidistancia de Haus-
dorff] Dada uma familia de conjuntos (X)xea C M, usamos as sequintes nomenclaturas:

Dizemos que (X))xen € semicontinuo superiormente em \g € A quando

lim dh(X)\|X)\O) = 0.
)\—>>\0

Dizemos que (X)\)xea € semicontinuo inferiormente em \g € A quando

lim dh(X)\O‘X)\) = 0.
/\*))\0

Dizemos que (X)\)xea € continuo em Ao € A quando X, € semicontinuo tanto supe-
riormente quanto inferiormente em X\g. Veremos que isso € equivalente a ocorréncia de
lim dy(Xy, Xy,) =0, onde dy(X,Y) € a distancia de Hausdorff entre X e Y.

)\4))\0

Distancia de Hausdorff

A distancia de Hausdorff pode ser definida de trés maneiras equivalentes (a equi-
valéncia entre as definigoes provém diretamente da Definigao 1.1.3 e da Proposicao 1.1.5).

Defini¢ao 1.1.9 (Distancia de Hausdorff). Dados conjuntos nao-vazios X, Y C M, a
distancia de Hausdorff entre X eY € dada por

dg(X,Y):=inf{e>0; X CV.(Y) eY C V.(X)}
= max {d,(X|Y), dn(Y]X)}

= max {Sup d(z,Y), supd(y, X)} )

rzeX yey

Observacao 1.1.10. A distincia de Hausdorff nao define wuma métrica em 2™ . Veja que,
para X = [0,1] e Y = (0,1), temos dy(X,Y) =0, com X # Y. Veremos mais adiante
que dy € uma métrica em K(M), a familia dos conjuntos compactos e nao-vazios de M.

Propriedades 1.1.11 (Propriedades da Distancia de Hausdorff). Dados conjuntos nao-
vazios X, Y, A, B C M, sao vdlidas as sequintes propriedades:

(i) A distancia de Hausdorff é simétrica, isto €,

di(X,Y) = dg(Y, X).

(i) Se dy(X,Y) =71, entao X C V.(Y) eY C V.(X). Contudo, nem sempre é verdade
que, se dy(X,Y) =1, entdo X C V.(Y) e Y C V.(X). Como caso particular, vale
que, se dy(X,Y) =0, entao X =Y. Em especial, se X eY forem fechados, entao
dy(X,Y) =0 implica X =Y.

(111) Se lim dy(X,,Y) =0, entdo lim d(z,,Y) =0 quaisquer que sejam x,, € X,.

n—oo

n—o0

(iv) Se X ou'Y for ilimitado, pode ocorrer dy(X,Y) = oco. Se X e Y forem ambos
limitados, entdo necessariamente dp(X,Y) < co.
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(v) Vale a desigualdade triangular; isto é:

dy(A, B) < dy(A, X) + dy (X, B).

(vi) Uma familia de conjuntos (X))aea € continua em \g € A se, e somente se,

)\*)/\0

Demonstragao. (i) Consequéncia imediata da simetria da definigao:

dg(X,Y)=inf{e>0; X CV(Y)eY C V.(X)}
=inf{e>0; Y C V. (X)e X CV.(Y)}
=dy(Y, X).

(ii) Suponha que dy(X,Y) = r. Isso implica que d;(X|Y) < r, o que garante que
X C V,.(Y). Analogamente se obtém que Y C V,.(X).

(iii) Consequéncia direta da Proposi¢ao 1.1.7, (iii).
(iv) Consequéncia direta da Proposigao 1.1.7, (iv).
(v) Pela Proposigao 1.1.7, (xi), temos que
dn(A|B) < dn(A|X) + dn(B|X) < dp (A, X) + du (X, B),
d(BIA) < dy(BIX) + dy(X|A) < dig(X, B) + dyy (A, X).
Portanto dy (A, B) = max{d,(A|B),d,(B|A)} < du(A, X) +dy(X, B).
(vi) Consequéncia imediata da Definigao 1.1.8 e da caracterizacao

Proposicao 1.1.12. Se (M, d) é completo, entao (J(M),dy) € completo.
Demonstragao. Seja (Ay) uma sequéncia de Cauchy em (K(M),dg).

Considere o conjunto

A= {w € M; J(zy),com zp € A, tal que xp — x}

- Afirmacio 1: A, > Ae A £ ().
Primeiro vamos mostrar a convergéncia Ay Y'Y

Ay A significa que, dado € > 0, existe k, € N tal que k > ko implica dy (A, A) < &,
isto é, A C V.(Ag) e Ax € V.(A).

Vejamos.
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Como (Ay) é de Cauchy, existe kg € N tal que m, k > ko implica

Do ™

Tome k > ko fixo, porém arbitrério.
Vamos verificar que A C VZ(Az).
Se © € A, existe uma sequéncia (zy), com x, € Ay, tal que xy — z. Logo, existe

k1 € N tal que k > k; implica d(zy, z) < g

Além disso, se k > ko, o fato (1.1.3) nos da que existe y € A; tal que d(z,y) <

DN ™

Logo, para k > max{ko, k1 }, temos

e €
d(z,y) < d(y,xr) + d(zg, z) < gt =¢
Com isso mostramos que A C V-(A4;).
Agora vamos conferir a inclusdo A; C V.(A).
Considere y € A;.

Como (Ayg) é de Cauchy, podemos escolher uma subsequéncia dos naturais {1 < ky <
...}, com k; = k, de modo que

9-
dp(Ar;, Am) < para todo m < n;. (1.1.4)

Agora, defina (y;), com y; € Ay para cada k, da seguinte maneira:
e Para k < k, escolha yr € Aj arbitrariamente;
e Imponha y; = y;

® Se yi, ja tiver sido escolhido e k; < k < kj;1, escolha algum y, € A de tal modo
27 g

que d(y,, yr) < (o que é possivel fazer em virtude de (1.1.4)).

Assim definida a sequeéncia, dados p, ¢ > k, temos que, para alguns i, j, i, j' (possivel-
mente valendo 0, mas certamente finitos), vale que

ki <p=ki+7 <k,

ki <q=ky+j <k
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Assim, podemos comprovar que (y) é de Cauchy, pois:

d(Yps Yg) < d(Yp,y) + d(y, yg)
= d(Yp, Yr,) + A(Yry s Yg)
< AWy Ury) + A Yrys Yky) + o+ AYrys Yri15)
+ d(Yrys Yky) + A(WUhys Yrs) + -+ dWre, Yro457)

< 2-1¢ N 27 2%¢ - 27
- 2 2 2

Ou seja, d(yp,y,) < € para todo p,q > k. Logo (yx) é de Cauchy em M e, portanto, é
convergente (para z, digamos). Pela defini¢ao do conjunto A, temos que z € A (e disso
ja extraimos que A é nao-vazio).

Além disso, d(y,x) = nlgr;(} d(y,yr) < e. Logo y € V-(A) e, entdo, Ay C V.(A).

Portanto dy(A;j, A) < ¢, conforme querfamos mostrar.

F Afirmacao 2: A é totalmente limitado.

Seja € dado. Escolha kg € N tal que dy(Ag,, A) < /3. Como Ay, é compacto, A,
possui uma cobertura finita por bolas abertas de raio /3. Sejam yi, ..., ¥, 08 centros
dessas bolas. Para cada y;, escolha z; € A tal que d(x;,y;) < €/3.

Vamos mostrar que {B(z;,¢)}~, cobre A. De fato, se x € A, entdo existe y € Ay
tal que d(z,y) < e/3. Para esse y, existe y; tal que d(y,y;) < €/3. E, por construcao,
d(y;, ;) < €/3. Entao

Isso comprova a Afirmagao 2.
F Afirmacgao 3: A é fechado.

Seja x € A. Entdo existe (y) C A tal que d(x,y) < 1/k para todo k € N. Para cada
k, existe z, € Ay tal que d(zk, yx) < dg(Ax, A) + 1/k. Logo,

d(zk, ) < d(zk, yx) + d(yk, ) < du(Ax, A) +1/k+1/k — 0.

Assim, vemos que 2z — x, com 2, € Ag. Isso nos da que x € A. Portanto A é fechado.

F Afirmagao 3: A é compacto.

Como A é um conjunto fechado em um espaco métrico completo, segue que A é com-
pleto. Sendo completo e totalmente limitado, A é compacto. Isso conclui a demonstragao
m
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Observagao 1.1.13. Por arqumentos similares, € possivel provar que, se (M,d) é com-
pacto, entio (K(M),dy) também é compacto.

Em alguns contextos, especialmente na teoria de Sistemas Dinamicos, quando esta-
mos interessados apenas em garantir que lim dgy (X, X),) = 0, é conveniente introduzir
)\%)\o

a distancia de Hausdorff modificada (também chamada de “distancia de Hausdorff da
soma”).

Definig¢ao 1.1.14 (Distancia de Hausdorff Modificada / Distancia de Hausdorff da Soma).
Dados conjuntos nao-vazios X,Y C M, a distancia de Hausdorff modificada (distincia
de Hausdorff da soma) entre X eY € dada por

d(X,Y) = dp(X[|Y) + dn(Y]X).
Observacao 1.1.15. E imediato verificar que

lim dH(XAaXAO) =0« lim dE(XAaXAO) =0.

A= o A—Xo

O proposigao a seguir mostra que, se g for um operador continuo, entao as imagens
g(X1) e g(X3) estardao préximas entre si (pela distancia de Hausdorff) sempre que X;
estiver proximo o suficiente de X5 (também pela distancia de Hausdorff).

Proposicao 1.1.16. Sejam (M, dy;) e (N, dy) espagos métricos quaisquer. Se o operador
g: M — N € continuo, entao também € continua, pela distancia de Hausdorff, a funcao
f:K(M)— K(N)
X = f(X):=g(X) ={g(z); z € X}.

(Note que o contradominio estd adequado para que a func¢do esteja bem-definida, pois
a tmagem-continua de conjuntos compactos também € compacta.)

Demonstracao. Por absurdo, suponha que f nao seja continua. Entao existem & > 0,
(X,) C M e Xy, C M tais que

lim (X, Xo) = 0, (1.1.5)
Ccom
du (f(X), f(Xo)) > &, ¥n € N. (1.1.6)

Observe que (1.1.6) implica que
du(9(X,),9(Xo)) > ¢, Vn e N.

Isso significa que, para todo n € N, pelo menos uma das duas situagoes ocorre:
9(Xn) € Ve(9(Xo)) ou g(Xo) Z Vz(9(Xn)).

Ou seja, pelo menos uma dessas duas situacoes precisa ocorrer para uma infinidade de
indices n.

Vejamos que isso é impossivel.
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Se 9(X,) € V-(9(Xy)), entdo existe z, € X,, tal que d(g(z,),9(Xo)) > €. Logo, para
todo ¥ € Xy, temos que

d(g(zn), 9(T)) = €. (1.1.7)

Contudo, levando em consideragao (1.1.5), a Propriedade 1.1.11-(iii) garante que

lim d(z,,Z) = 0, qualquer que seja T € X,. Assim, pela continuidade de g, segue
—00

que lim d(g(x,),9(Z)) = 0, de modo que a desigualdade (1.1.7) s6 é possivel para uma
n—oo

quantidade finita de indices n.

Agora, se g(Xo) ¢ V.(9(X,)), entdo, para cada n € N, existe Z, € X, tal que
d(9(Z,),9(X,)) > €. Logo, para todo x, € X, vale que

d(g(Zn), g(zn)) = €. (1.1.8)

Procedendo como antes, concluimos que (1.1.8) também s6 é possivel para uma quan-
tidade finita de indices n.

Disso concluimos que g(X,,) ¢ V-(9(Xo)) e g(Xo) ¢ V-(9(X,)) ocorrem, no méximo,
para uma quantidade finita de indices n, o que torna flagrante o absurdo de ter suposto
que f nao é continua. O

A distancia de Hausdorff, como vimos, fornece uma nogao bastante 1til de convergéncia
para uma sequéncia de conjuntos, mas ela nao é a tinica nocao possivel.

A nocao de convergéncia mais usual é a seguinte: dada uma sequéncia de conjuntos

(An)>2,, definimos
hglolngn = U ﬂ Aj,

n=1>

n>1j3>n
limsup A,, := ﬂ U A;.
n— 00 n>1j>n
Se ocorrer liminf A,, = limsup 4,, := A, dizemos que A, converge para A (pela
n—o00 n—00

convergéncia usual de Teoria dos Conjuntos), e escrevemos A,, — A.

Para fixar as ideias, apresentamos um exemplo bastante curioso.

Exemplo 1.1.17. Considere a sequinte sequéncia de conjuntos:
Ay :={1,2,...,10}
Ay = AgU{11,12,...,20} \ {1}
Ay = A U{21,22,...,30}\ {2}

A, =A,1U{10n+1,10n+2,...,10n +n} \ {n}.

Note que lim #A, = oo (o nimero de elementos de A, tende a infinito), mas, pela
n—oo

convergéncia usual, A, — (.
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1.2 Medida de Nao-Compacidade

Em muitos pontos desta dissertacao, sera importante medir, em um sentido a ser
estabelecido, o quao nao-compacto ¢ um dado conjunto.

Conjunto compactos, em espacos métricos, sempre podem ser cobertos por uma quan-
tidade finita de conjuntos abertos de diametros arbitrariamente pequenos (ou seja, sao
conjuntos totalmente limitados?).

Ao considerar um conjunto nao-compacto, faz sentido averiguar qual é o menor diametro
e > 0 tal que esse conjunto possa ser coberto por uma quantidade finita de conjuntos aber-
tos de diametro € ou menor.

Isso motiva a seguinte definicao.

Definigao 1.2.1 (Medida de Nao-Compacidade de Kuratowski). A medida de nao-compacidade
de Kuratowski € a fun¢io o : 25 — R, dada por

a(D) :=inf{e > 0; ewxiste uma e-cobertura aberta finita para D}.

Proposicao 1.2.2 (Propriedades da Medida de Nao-Compacidade de Kuratowski). Da-
dos A, B C X, sendo X um espag¢o métrico completo, a funcao o respeita as sequintes

propriedades (algumas das quais, conforme o contexto, exigem que X seja um espaco
normado):

(i) Defini¢ao equivalente: a(A) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura finita para A}.

(i1) Limitacao superior pelo diagmetro: a(A) < diam(A).

(111) Monotonicidade: A C B implica a(A) < a(B).

(iv) Invariancia pelo fecho: a(A) = a(A).

(v) Semiaditividade: (AU B) = max{a(A), a(B)}.

(vi) Limitacao superior para a medida da interse¢ao: a(AN B) < min{a(A),a(B)}.
(vii) Regularidade: a(A) = 0 se, e somente se, A é compacto.
(viii) Nao-singularidade: o(A) < oo se, e somente se, A € limitado.

(ix) Homogeneidade: a(AA) = |Na(A) para todo X € R.

(x) Invariancia por translagoes: a(x + A) = a(A) qualquer que seja x € X.

(zi) Subaditividade algébrica: a(A+ B) < a(A) + a(B).

(zit) Continuidade pela distancia de Hausdorff: Dado € > 0, eziste § > 0 tal que
du(A, B) < 6 implica |a(A) — a(B)| < e.

2Um conjunto em um espaco métrico é compacto se, e somente se, for completo e totalmente limitado.
Um conjunto totalmente limitado é aquele que, dado € > 0, pode ser coberto por uma quantidade finita
de bolas abertas de raio ¢.
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(ziii) Propriedade da intersecio de Cantor generalizada: Se {Ai}er, C X € uma familia
ordenada decrescente de conjuntos fechados e nao-vazios tais que tlim a(Ay) = 0,
—00

entio Ay = ﬂ Ay € um conjunto compacto e nao-vazio.
teR4

Demonstracao. Nas demonstracoes, nao vamos explicitar os casos triviais em que algum
dos conjuntos envolvidos seja vazio ou nao-limitado. Em outras palavras, vamos assumir
A, B limitados e nao-vazios.

(i) Sejam

a(A) :=inf{e > 0; existe uma e-cobertura aberta finita para A},

a(A) := inf{e > 0; existe uma e-cobertura finita para A}.
Definidos os conjuntos

Cy := {e > 0; existe uma e-cobertura aberta finita para A},

Ca = {e > 0; existe uma e-cobertura (qualquer) finita para A},

é imediato verificar que Cy C Cy, de modo que inf C'4 < inf Cy. Logo, &(A) < a(A).

Agora, considere r > &(A) qualquer. Por definigao, existe N € N para o qual existe
{U Y, que é uma r-cobertura de A. Qualquer que seja € > 0, a familia das vizinhangas
abertas {V.(U;)}I¥, é uma (r + 2¢)-cobertura aberta finita para A. Entdo a(A4) < r + 2e.
Isso vale para qualquer r > @(A) e para qualquer £ > 0. Logo, a(A4) < &(A).

(ii) Consequéncia imediata de (i).
(iii) Imediatamente verificavel, pois toda cobertura de B também é cobertura de A.

(iv) Se {U;}Y| cobre A, entdao {U;}Y, cobre A. Como o diametro de um conjunto é
igual ao diametro do seu fecho, o resultado segue de (i).

(v) Pela monotonicidade, é fato que a(A) < a(AU B) e que a(B) < a(AU B), de
modo que max{«a(A),a(B)} < a(AU B).

Agora, sem perda de generalidade, suponha «(A) < «(B). Isso significa que, se B
pode ser coberto por uma quantidade finita de conjuntos de diametro € ou menor, entao A
também pode. Por isso, unindo essas duas coberturas finitas (de A e de B), constatamos

que também existe uma e-cobertura finita para (AU B). Portanto a(AU B) < «(B) =
max{a(A),a(B)}.

(vi) Pela monotonicidade, é fato que a(A N B) < a(A) e que a(AN B) < a(B), de
modo que a(AN B) < min{a(A),a(B)}.

(vii) Se a(A) = 0, entdo A é totalmente limitado, logo seu fecho A também é. Como A
é fechado em um espaco completo, temos que A é completo. Sendo completo e totalmente
limitado, segue que A é compacto.

Reciprocamente, se A é compacto, entdo A é totalmente limitado, de modo que a/(A) =
0. Assim, pela monotonicidade, a(A) = 0.

(viii) Se A é limitado, (ii) fornece a(A) < diam(A) < oo. Se A néo ¢ limitado, entao
nao é possivel cobrir A com uma quantidade finita de conjuntos de diametro finito, afinal o
diametro dessa uniao também serd finito. Portanto, se A nao é limitado, entao a(A) = oc.
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(ix) Se N conjuntos de didmetro € ou menor cobrem A, entdo N conjuntos de didmetro
|Ale ou menor cobrem AA. Se nenhuma quantidade finita de conjuntos de diametro ¢ ou
menor cobrem A, entdo nenhuma quantidade finita de conjuntos de diametro |Ale ou
menor cobrem \A.

(x) A familia {U;})¥, é uma e-cobertura finita para A se, e somente se, a familia
{(z + U;)}X, 6 uma e-cobertura finita para (z + A).

(xi) Seja € > 0 dado. Seja {U;(A)} uma (a(A) + ¢/2)-cobertura de A e seja {U;(B)}
uma («(B) + ¢/2)-cobertura de B. Entao {(U;(A) + U;(B))} é uma (a(A) + a(B) + ¢)-
cobertura de (A + B). Assim, a arbitrariedade na escolha de ¢ garante a validade do
resultado.

(xii) Seja e > 0 dado. Considere § = /2.
Por definigao, se dy(A, B) < 0 =¢/2, entao A C V.(B) e B C V.(A).
Suponha, sem perde de generalidade, a(B) < «(A). Note que o fato de que A C V.(B)

implica que uma r-cobertura finita de B sempre proporciona uma (7 + ¢)-cobertura finita
de A. Assim, é verdade que a(A) < a(B) + . Logo, a(A) — a(B) < e.

(xiii) Para realizar a demonstracdo, da familia {A;};cr, vamos extrair a subfamilia
auxiliar formada pelos conjuntos A; quando t assume valores inteiros (t = n).
Para cara n € N, escolha algum a,, € A, formando a sequéncia (a,)nen-
Dado ¢ > 0, como a(A;) — 0, temos que existe N € N tal que a(Ay) < €. Assim,
definindo
K = {an}nen C ({an}rjygll U AN) ;

obtemos, pela monotonicidade e pela semiaditividade de a, que a(K) < a(Ay) < e.
Como isso vale para todo ¢ > 0, segue que a(K) = 0, de onde concluimos que K ¢é
compacto.

A compacidade de K garante que existe uma sequéncia (a,,)men C K convergindo
para algum a € K. Como a estd no fecho de K , segue que existe uma sequéncia (ay)gen €
K tal que a — a. Pela definicao de K, temos a, € A;. Como {A;}er, é uma sequéncia
decrescente de conjuntos fechados, sabemos que a € A, := m A;. Portanto Ay, # 0.

tERy

Além disso, pela monotonicidade temos que a(Ay) < a(A4;) — 0, de modo que Ay,
é compacto. Ora, mas Ay = Ao, pois Ay é intersecao de conjuntos fechados. Portanto
A, é compacto. O]
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Capitulo 2

Introducao a Sistemas Dinamicos

“Marco Polo descreve uma
ponte, pedra por pedra.

— Mas qual € a pedra que
sustenta a ponte? — pergunta
Kublai Khan.

— A ponte nao € sustentada por
esta ou aquela pedra — responde
Marco —, mas pela curva do
arco que estas formam.

Kublai Khan permanece em
siléncio, refletindo. Depois
acrescenta:

— Por que falar das pedras? So
0 arco me interessa.

Polo responde:

— Sem pedras o arco nao
eriste.”

— Italo Calvino, As Cidades
Invisiveis, [6].

Estudar sistemas que evoluem com o tempo talvez seja a atividade mais natural para
qualquer pessoa, de qualquer época, que esteja interessada em investigar as leis que gover-
nam o funcionamento do mundo fisico. Desde os primeiros hominideos que arremessavam
pedras e observavam sua trajetoria até os matematicos e cientistas modernos, com suas
férmulas complexas e maquinarios experimentais altamente sofisticados, passando por to-
dos os filésofos naturais no curso da evolucao das ideias na humanidade, querer saber
como objetos, fendmenos e processos evoluem com o tempo é uma curiosidade intrinseca
ao ser humano e indissociavel ao crescimento do saber cientifico.

Nesse sentido, é impossivel determinar com qualquer grau razoavel de precisao as
origens daquilo que hoje chamamos de Sistemas Dinamicos ([25]). Alguns poderiam
apontar seu inicio com Newton (século XVII d.C) ([46]), que foi quem primeiro forne-
ceu um aparato matematico capaz de encapsular com precisao uma série de ideias bem-
fundamentadas a respeito das relagoes entre tempo e espaco: suas leis fisicas e equagoes
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diferenciais, indelevelmente marcadas como ponto-chave na histéria da ciéncia. Outros
poderiam ser mais expansivos e considerar que Arquimedes e seus contemporaneos (século
IIT a.C), ou mesmo Zenao de Eleia (século V a.C), ja trabalhavam, tanto em nivel prético
quanto em nivel abstrato, com ideias matematicas que exploravam variacoes ao longo do
tempo ([2], [5]). O mais usual é apontar Henri Poincaré (1854-1912) como o fundador
da teoria moderna de Sistemas Dinamicos como disciplina especifica, com finalidades e
métodos préprios ([2], [25], [46]).

O que distingue a teoria moderna de Sistemas Dinamicos de outros tipos de estudos é
seu enfoque no comportamento assintético de um sistema ([26]). A atengao primaria esta
nao nos estados individuais em cada instante de tempo, mas sim no estado para a qual o
sistema aparenta se encaminhar a medida que o tempo cresce. Esse enfoque provém de
uma necessidade muito pratica: no estudo de equacoes diferenciais, sobretudo parciais,
solugoes analiticas explicitas muitas vezes sao impossiveis de serem obtidas. Assim, para
obter informacoes relevantes acerca das solugoes dessas equacoes, € necessario realizar um
estudo que nao seja quantitativo, mas qualitativo.

Foi analisando o famoso problema dos trés-corpos que Poincaré desenvolveu ideias que
estabeleceram as fundagoes da andlise qualitativa de equagoes diferenciais. O problema
dos trés-corpos — “como determinar a trajetéria de trés corpos massivos (planetas) su-
jeitos as gravidades reciprocas?” — revelou-se insoltvel a maneira classica, nao havendo
maneira de se obter férmulas explicitas para os movimentos planetérios ([25], [46]). Poin-
caré, entao, ao invés de se preocupar com a localizacao exata de cada planeta em cada
instante de tempo, resolveu averiguar questoes de estabilizagao, buscando informagoes
para perguntas do tipo “o sistema solar vai ficar estavel para sempre ou a partir de algum
momento os planetas vao escapar da érbita e rumar para o infinito?” ([46]).

As ideias de Poincaré germinaram em grande velocidade, e suas ramificagoes se alas-
traram de modo frutifero para muito além da mecanica celeste. Em anos subsequentes,
avangos robustos foram efetivados por matematicos como Hadamard, Birkhoff, Kolmogo-
rov e Lorenz, que alargaram os limites da disciplina e lhe deram alicerces mais solidos.
Lorenz, por exemplo, estabeleceu conexoes entre sistemas dinamicos e fractalidade que
deram origem a atual Teoria do Caos ([25], [46]).

Nos dias de hoje, a ideia de uma regiao do espaco de fases em que ocorre algum tipo
de estabilizagao esta imiscuido no conceito de atrator. A esse respeito, é digno de registro
o comentéario da proeminente mateméatica Olga Ladyzhenskaya (1922-2004) sobre o que
atraiu seu interesse para o estudo de atratores em sistemas dinamicos, em especial para
satisfazer sua curiosidade em compreender a natureza da turbuléncia ao interpretar o
sistema de Navier-Stokes como um sistema dinamico de dimensao infinita:

Eu tentei entender o que um observador poderia ter diante de si apds um
periodo de tempo muito longo (infinito). Ao mesmo tempo, tomei como base
a premissa disseminada entre fisicos de que as solucgoes de sistemas dissipativos
“esquecem” os dados iniciais e se “formam” sob a influéncia de fatores (esta-
ciondrios) constantemente atuantes. E claro que, em sentido literal, isso nao é
verdade, pois em um sistema deterministico as solucoes estao sempre determi-
nadas pelos dados iniciais (e também pelas condiges de contorno e pelas forgas
externas, as quais sao consideradas fixas e independentes do tempo). Mas, ao
desenrolar do tempo, a solugao pode se afastar para longe dessas condigoes
iniciais e, nesse sentido, esquecé-las. Entao eu fiz a mim mesma a pergunta:
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qual é a parte do espaco de fases para a qual as solugoes sao atraidas, e qual
¢ a dindmica nessa parte? ([20])

As ideias implementadas por Ladyzhenskaya a levaram a construir um conjunto que
é exatamente o que nos dias de hoje chamamos de atrator global. Além disso, essas
mesmas ideias estdao intimamente ligadas ao moderno conceito de “caos deterministico”’
([20]). Conforme destaca James C. Robinson, “o atrator ndo consiste meramente de uma
colecao de pontos estacionarios, mas potencialmente contém muitas trajetérias cadticas
entrelagadas umas as outras” ([39]).

Atualmente, sistemas dissipativos em dimensao infinita constituem tema em constan-
temente desenvolvimento tedrico. Nesta dissertacao, buscamos seguir linhas de pesquisa
inspiradas por Alexandre Nolasco de Carvalho e Igor Chueshov (referéncias [7] e [9], res-
pectivamente).

Por fim, antes de adentrarmos no estudo matematico propriamente dito, convém ob-
servar o seguinte: afirmamos que a teoria de Sistemas Dinamicos se ocupa do estudo
de quaisquer sistemas que evoluem com o tempo, sem fazer restricoes sobre como essa
evolucao ocorre. Isso significa que, no cendrio mais amplo possivel, a lei de evolugao tem-
poral do sistema pode possuir meméria infinita®. Esse cendrio extremamente abrangente
nao vai fazer parte deste trabalho. Aqui, vamos considerar apenas leis de evolugao tempo-
ral para as quais, dado o estado do sistema em um tnico instante, ficam bem estabelecidos
todos os estados futuros (e também passados, no caso de sistemas reversiveis). Também
vamos considerar apenas casos em que a lei de evolugao nao varia com o tempo. Assim, se
x € X é o estado do sistema no tempo ¢y, estao o estado no tempo t é descrito unicamente
por z e t, podendo ser denotado por Sy(z). Além disso, conhecer o estado do sistema no
tempo t 4+ s é igual a conhecer o estado no tempo s e, a partir desse estado, aplicar a lei
de evolugao para t. Ou seja, devemos ter Sy, () = Sy(Ss(x)). E nesse contexto que este
trabalho foi construido.

!Caos deterministico néo significa completa desordem e aleatoriedade. Grosso modo, caos deter-
ministico é uma consequéncia de sistemas altamente sensiveis a dados iniciais. Embora as trajetérias
nesses sistemas estejam bem determinadas, perturbacoes minusculas nos dados iniciais podem ocasio-
nar mudangas dréasticas de longo prazo, resultado em comportamentos aparentemente randémicos ([46]).
Como bem sintetizou Edward Lorenz, o caos deterministico ocorre “quando o presente determina o fu-
turo, mas uma aproximacgao do presente nao é suficiente para determinar aproximadamente o futuro”
([46]). Em situagoes de caos desse tipo, é frequente que o respectivo atrator possua detalhamento em
escalas infinitamente pequenas, com caracteristicas daquilo que hoje chamamos de fractal ([46]). Embora
Teoria do Caos seja um ramo de destaque nas ciéncias atuais, esta dissertagao nao vai lidar diretamente
com assuntos relacionados a caos.

2Por “memdria infinita”, estamos nos referindo a sistemas cujo estado em um momento ¢ é determinado
nao sé6 pelo tempo t, mas também pelos estados anteriores do sistema em todos os tempos s < t.
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2.1 Operadores de Evolucao e Sistemas Dinamicos

Um sistema dinamico envolve um conjunto de estados possiveis (espago de estados, ou
espago de fases) e uma lei de evolugao do estado com base no tempo.

Neste texto, vamos trabalhar em nivel abstrato, considerando um espago métrico com-
pleto (X, d) qualquer, com o conjunto X sendo o espago de fases em que estamos interes-
sados.

O conjunto T, representando o tempo, serd R ou Z (tempo continuo e tempo discreto,
respectivamente). O conjunto T, é o conjunto dos elementos nao-negativos de T.

Definigao 2.1.1 (Operador de Evolugao). Uma familia {S;}ier, de operadores continuos
definidos de X em X é um operador de evolugao (ou semigrupo de evolugdo, ou semifluzo)
se satisfizer as propriedades de semigrupo:

(i) So = 1d;

(11) Sirs = SiSs para todo t,s € T.

No caso T =R, também vamos assumir que t — S;x seja continua para todo r € X.
Observagao 2.1.2. Por economia, vamos representar { S }ier, apenas por Sy.

Definicao 2.1.3 (Sistema Dinamico). O par (X, S;) € chamado de sistema dindamico,
tendo X como espaco de fases e S; como operador de evolugao.

Entre outras aplicagoes, sistemas dinamicos sao tteis no estudo qualitativo de equacoes
diferenciais. Vejamos que, de fato, uma equagao diferencial bem-posta gera um sistema
dinamico. Trataremos apenas do caso de equacoes ordindrias, mas indicamos que a re-
feréncia [9] também aborda o caso de EDPs.

Exemplo 2.1.4 (Sistema Dindmico Gerado por uma EDO). Seja F : RY — R? uma
aplicacao continua. Considere o sequinte problema de wvalor inicial com uma equagdo
diferencial autonoma (possivelmente nao-linear)

du(t) _
— = F(u(t)), t>0, (2.1.1)
u(0) = x, v € R%

Sob certas hipdteses (ver Teorema 5.3 —1 em [27]), o problema (2.1.1) possui solucao
unica @, = @.(t) com dependéncia continua no dado inicial x. Neste caso, o problema
gera o semigrupo Sy em R* definido por Syx = ¢, ().

Com efeito:

(i) So = Id.

Pela forma como foi definido o operador Sy, temos que Sox = ¢.(0) = x, pois p,
satisfaz o problema (2.1.1). Assim, Sy = Id.
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(11) Sirs = SiSs para todo t,s € T,.

Temos que Siisx = @, (t+5). Por simplicidade, vamos denotar ¢, (t+s) := o(t+s).
Por definicdo, ¢ € a solugdo (inica) de

du(§)
e~ @), £20, (2.1.2)
u(0) = =, z € R%

Paralelamente, temos que SpSsx = Si (pz(5)) = Pp,(s)(t). Por simplicidade, vamos
denotar @, (s (t) := ¥ (t). Por definicio, ¥ € a solu¢ao (unica) de
du(¢)
= >
) Pue). €20,
u(0) = p(s),  (s) € R™

(2.1.3)

A igualdade o(t + s) = ¥(t) para todo t > 0 provém da unicidade do PVI e, como
se trata de uma equacao diferencial autonoma, pode ser verificada por uma simples
translagao: com efeito, note que a fung¢io ¢ : t — @(t + s) também resolve o
problema 2.1.3. Assim, dada a unicidade da solugao, temos que @(t) = ¥(t). Ou
seja, p(t +s) =(t) para todo t > 0. Portanto Siis = SiSs.

(i1i) t — Syxy € continua para cada xo € R™ fizado.

Definimos que Si(x) = ¢, (t). Como ¢, € solugio do problema (2.1.1), temos que
. € diferencidavel e, portanto, continua.

Assim, o par (R, S;) € o sistema dindmico gerado pela equagio diferencial (2.1.1).

Definigao 2.1.5 (Equivaléncia Topolégica). Dois sistemas dindmicos (X,S) e (X, Sy)
sao topologicamente equivalentes entre si (ou isomorfos) quando existe um homeomor-
fismo® h: X — X tal que h(S;x) = S;h(x) para todo x € X e todot > 0. Quando isso

ocorre, dizemos que 0s semifluxos Sy e Sy sao topologicamente conjugados.

Defini¢ao 2.1.6 (Conjuntos Invariantes). Seja S; um operador de evolu¢ao em X. Di-
zemos que um conjunto D C X € positivamente (resp. negativamente) invariante quando
S¢D C D (resp. SiD D D) para todo t > 0.

Dizemos que D € invariante (ou estritamente invariante) quando D € positivamente
e negativamente invariante, isto €, quando SyD = D para todo t > 0.

Proposicao 2.1.7 (Propriedades de Conjuntos Invariantes). Conjuntos invariantes res-
peitam as sequintes propriedades:

(i) A unidgo de uma cole¢ao arbitrdria de conjuntos positivamente invariantes (resp.
negativamente ou estritamente invariantes) € positivamente invariante (resp. nega-
tivamente ou estritamente invariante).

(i1) A interse¢do ndao-vazia de uma cole¢ao arbitrdria de conjuntos positivamente inva-
riante € positivamente invariante.

3Homeomorfismo: funcéo continua com inversa continua.
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(111) Seja Sy sobrejetora para todo t > 0. Se B € positivamente invariante, entao X \ B
€ negativamente invariante.

s

(iv) Seja S; injetora para todo t > 0. Se B é negativamente invariante, entao X \ B é
positivamente invartante.

(v) Seja Sy bijetora para todo t > 0. Se B € invariante, entdo X \ B € invariante.

(vi) a) Se B € positivamente invariante, entio B € positivamente invariante.

b) Se B ¢é relativamente compacto e negativamente invariante, entdo B é negati-
vamente invariante.

(vit) Sejam S; e S, semifluzos topologicamente conjugados em X e X. Seja h : X —
X o homeomorfismo correspondente. Entdo um conjunto D ¢é invariante (resp.
positivamente ou negativamente invariante) com respeito a S; se, e somente se,
D = h(D) € invariante (resp. positivamente ou negativamente invariante) com

respeito a Sy.

Demonstracao. (i) Seja {Ax}aea uma familia arbitraria de conjuntos positivamente inva-
riantes. Isso significa que

StA)\ - A)\, YVt > 0, VA e A

Como a imagem da uniao ¢ a uniao das imagens, segue que

&(Um):U&&cUAX

AEA AEA AEA

Isso confirma que U A, é positivamente invariante.
AEA
Os casos para conjuntos negativamente e estritamente invariantes sao analogos.

(71) Seja {Ay}rea uma familia arbitraria de conjuntos positivamente invariantes. Isso
significa que
SiAy C Ay, V>0, VNeA.

Como a imagem das interseces esté contida® na intersecdo das imagens, segue que

&(ﬂm)cﬂ&mcﬂAX

AEA A€A AEA

Isso confirma que ﬂ A, é positivamente invariante.
AEA

4Nem sempre f (ﬂ A>\> = m f(Ay). Por exemplo, se f(z) = 2%, temos que
AEA AEA

{0} = F(Ry NR_) # f(R,) N f(R_) = Ry
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Resultado andlogo nao é valido para conjuntos negativamente invariantes. Isso ocorre
porque a propriedade da imagem das interse¢oes garante apenas a inclusao f(NA)) C
Nf(Ay), e ndo a igualdade.

(#i) Seja B um conjunto positivamente invariante. Isso significa que S;B C B para
todo t > 0. Assim, analisando os complementares, temos que X \ B C X \ S;B. Portanto,
para todo t > 0, temos que

X\ BCX\SB
=5 X \ S;B (pois S; é sobrejetora)
C Si(X'\ B).

Ou seja, X \ B é negativamente invariante.

(iv) Seja B um conjunto negativamente invariante. Isso significa que B C S;B para
todo ¢ > 0. Assim, analisando os complementares, temos que X \ S;B C X \ B. Portanto,
para todo t > 0, temos que

Sy (X \ B) =5X\ S:B (pois S; é injetora)
C X\S.B (pois X ¢é o contradominio de S;)
CX\B (por hipétese).

Ou seja, X \ B é positivamente invariante.
(v) Decorre imediatamente dos itens (iii) e (iv).

(vi)-a) Como cada S; é continua, segue que S;B C SyB. Além disso, a hipétese nos
da que S;B C B para todo t > 0, o que garante que S;B C B Portanto, para todo ¢t > 0,

vale que o
S;:B C S;B C B.

Ou seja, B é positivamente invariante.

(vi)-b) Por hipétese, B é compacto. Como S; é continua, S;B também é compacto
e, portanto, fechado em X. Como S,B C S,B C S,B, entdo o fato de S;B ser fechado
garante que S;B = S,B. Com isso, a hipétese de que B C S,B para todo ¢t > 0 nos dé
que
BcC S,B=S5,B.

Ou seja, B é negativamente invariante.

(vii) Faremos apenas o caso de conjuntos positivamente invariantes. Os demais casos
sao analogos.

(=) Seja D C X um conjunto positivamente invariante (S;D C D). Temos que
Sih(D) = h(S,D) C h(D).
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Portanto h(D) também é positivamente invariante.

(<) Suponha que h(D) C X seja positivamente invariante (S;h(D) C h(D)). Entao,
h(S,D) = S;h(D) C h(D).

Tomando a inversa h~! na relacio h(S;D) C h(D), conclufmos que S;D C D. Portanto
D ¢ positivamente invariante. [

Definigao 2.1.8 (Trajetdria; Orbita; Cauda). Seja Sy um operador de evolugio em X.
Dado D C X, a cauda da trajetoria emanando de D a partir do tempo t € o conjunto

Ve = U S:D.

T>t

Quando o conjunto D é um tnico ponto, isto €, quando D = {v}, dizemos que 7. € a
semitrajetoria positiva (ou semidrbita positiva) emanando de v.

Uma curva v = {u(t) : t € T} C X € chamada de trajetdria completa (ou orbita) se,
e somente se, Syu(T) = u(r +t) para todo T € T e todo t > 0.

Observacao 2.1.9. Decorre imediatamente da definicao que semitrajetorias sao con-
Juntos positivamente invariantes e que trajetorias completas sao conjuntos estritamente
mvariantes.

Também € imediato verificar que v = ygtD.

E comum denotarmos v%, por v,.

Defini¢ao 2.1.10 (Segmento de uma Trajetéria). O conjunto y™™ = {u(t) : 7 <t < 7}
¢ chamado segmento da trajetoria v no intervalo [, Ts).

Definigao 2.1.11 (Trajetéria Periddica; Ponto Estacionario). Uma trajetéria completa
v = A{u(t) : t € T} € chamada de trajetoria periodica quando existe T > 0 tal que
u(t+T) = u(t) para todo t € T. O menor numero positivo T possuindo essa propriedade
¢ chamado de periodo da trajetoria.

Um elemento vy € X € chamado de ponto estaciondrio (ou ponto fixo, ou ponto de
equilibrio) do operador de evolugdo S; quando Syvy = vy para todo t > 0.

Por analogia, pontos estaciondrios podem ser enxzergados como sendo trajetorias periodicas
de periodo T = 0.

Definigao 2.1.12 (Conjunto w-Limite). Dado um sistema dinamico (X,S;) e um con-
Junto D C X, o conjunto w-limite das trajetorias emanando de D é o conjunto

w(D):==(b = 5-D.

t>0 t>0 72>t

Proposigao 2.1.13. Se w(D) # 0, entdo w(D) € fechado e w(S;D) = w(D) para todo
t>0.

Demonstragao. O conjunto w(D) é fechado porque é intersegao de conjuntos fechados.
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Seja t > 0. Temos que

w(SiD) =(7en =177 =75 = w(D).

s>0 s>0 r>0
I[sso prova o desejado. O]
Lema 2.1.14. Toda curva periédica € um conjunto fechado.

Demonstragao. Seja v = {u(t); t € T} uma curva (continua) periddica. Entao existe
T > 0 tal que u(t + T') = u(t) para todo t € T.

Dado z € 7, existe uma sequéncia (z,) C 7 tal que z,, — z. Pela T-periodicidade da
curva, existe (t,) C [0, 7] tal que x,, = u(t,) para todo n € N.

Como [0,T] é compacto, podemos passar a uma subsequéncia se necessario e obter
uma sequéncia convergente t,, — to, com ty € [0, 7.

Assim, a continuidade de u assegura que x = u(ty). Como u(ty) € 7, segue que x € 7.
Portanto v = 7. O

Proposicao 2.1.15. Se v é uma drbita periddica, entio w(y) = 7.

Demonstracdo. Sendo T o periodo da curva, note que, qualquer que seja t > 0, vale que

Usa= U Sv=~

>t t+T>r>t

Pelo Lema 2.1.14, temos, para todo t > 0, que

U577 =7.

T>t

Como isso vale para todo t > 0, concluimos que

W(IY) = ﬂUST'Y =7

t>072>t

]

O proéximo resultado fornece uma caracterizacao via sequéncias para o conjunto w-
limite.

Proposicao 2.1.16 (Definicao Equivalente de w-Limite). Seja (X, S;) um sistema dinamico
e seja D C X um conjunto qualquer. Entao x € w(D) se, e somente se, ezistirem uma
sequéncia de tempos t, — oo e uma sequéncia de pontos (x,) C D tais que Sy, x, — .

Em outras palavras, podemos definir o conjunto w-limite por

w(D) ={weX; w= nh_>Holo S, Ty para algum t, — oo, (x,) C D}.
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Demonstracao. Se x € w(D), entdo, para todo n € N, vale que z € U S, D.

>n

Como, para cada n € N, x estd no fecho do conjunto U S;D, segue que existem
>N
pontos nesse conjunto convergindo para x. Esses pontos sao justamente na forma S; x,,
com t, >nex, €D. Ouseja, S, x, = .
Vejamos a reciproca.
Seja x € X tal que existam t,, — 0o e (z,,) C D tais que Sy, x,, — .

Fixado t > 0 arbitrario, como t,, — 00, sabemos que existe n; € N tal que n > ny
implica t,, > t. Assim, para todo n > n;, vale que

St € | S:D.

T>t

Por isso, para todo t > 0 é verdade que

x = lim S; x, € U S;D.

n—00
T>t

Como essa inclusao vale para todo t > 0, concluimos que x € w(D). [

Proposicao 2.1.17. O conjunto w-limite € positivamente invariante.

Demonstracao. O caso D = () é trivial.
Dado = € w(D), a Proposigao 2.1.16 nos permite escrever z = lim S;, x,,, com t, — 00

n—oo
e (z,) C D. Assim, qualquer que seja t > 0, temos que

&w=&<MH&ﬁO

n—oo

= 7}1_{1;10 [S¢ (St 7))

= lim St-i—tn Ty
n—oo

Ora, mas a expressao lim S, x, também estd nos moldes que caracterizam w(D),
n—o0
afinal t +t,, — oo e (x,) C D. Portanto podemos concluir que S;z € w(D).
Como a escolha de z € w(D) foi arbitraria, segue que S;jw(D)] C w(D), o que prova
que w(D) é positivamente invariante. O

Proposicao 2.1.18. Seja (X, S;) um sistema dinamico com (t,x) — Sz sendo uma
aplicagao continua de (T4 x X) a X. Sejam v € X tal que w(v) # 0 e A C w(v) um
conjunto positivamente invariante.

Nessas hipdteses, quaisquer que sejam e > 0, T >0 e t, > 0, emiste t > t, tal que
Sw e V.(A), Vte [Z,f%—T} :

Demonstracao. Seja g € A C w(v).

Por hipétese, é continua (em ¢ e em z) a aplicacdo

fiRy x X) = X
(t,x) — f(t,x) = Sz.
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Sejam € > 0 e T > 0 dados.

Da continuidade em x, extraimos que, para cada t € [0,7], existe uma familia de
indices L; tal que existe um conjunto de termos estritamente positivos {J(t, A) } ez, para
os quais d(z,y) < d(t, \) implica d(S;z, Siq) < e.

Defina §; := sup 6(¢, \).

AEL;
Essa definicao garante que

(i) sup d(Siz,Siq) < &;
x€B(q,0¢)

(ii) Se r > §;, entao existe x € B(q,r) tal que d(Six, Siq) > €.
F Afirmagao: inf §; > 0.
te[0,7)

Por absurdo, suponha que 1[11fT } d; = 0. Neste caso, existe (¢,) C [0, T] tal que d§;, — 0.
tefo,

Pela compacidade de [0,7], passando a uma subsequéncia se necessario, podemos
assumir que (t,) é convergente em [0, 7]. Digamos ¢, — to € [0, T].

Como d;, — 0, existe outra sequéncia, (5:1) C Ry, tal que on — 0ed, > d¢, para todo
n suficientemente grande.

Assim, para cada 6, > 8, , existe z, € B(q, (fn) tal que d(Sy, xn, Si,q) > €.

Como z,, € B(q,d,) para n suficientemente grande e como §,, — 0, vemos que x,, — q.

Pela continuidade, chegamos ao absurdo de que

0= d(St@q, StQ)Q) = h_)m d(Stnxn, Stnq) >e>0.

O fato de que inf 9; > 0 nos permite tomar 0 < & < inf J; e observar que = €
t€[0,T] t€[0,T

B(q,0) implica d(Syx, S;q) < ¢ para todo t € [0, T].
Por isso, temos que

sup d(Six, Siq) < e.
te(0,7)
x€B(q,0)

Agora, pela Proposicao 2.1.16, podemos escolher ¢ arbitrariamente grande satisfazendo
d(Spv, q) < 6. Assim, para todo t € [0,T], temos que

d(Sth'U, StQ) < E.
Mas ¢ € A e A é positivamente invariante, entao
d(St+fU, A) S d(StSfU, Sﬂ]) <e€

para todo t € [0, 7.
Com isso concluimos que

sup d(Sw, A) <e,

E[EI+T]

ou seja, que
SweV.(A), Vte[t,t+T].
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Proposigao 2.1.19. Seja (X,S;) um sistema dindmico com (t,x) — Sz sendo uma
aplicagao continua de (T4 x X) a X. Sejam v € X tal que w(v) # 0 e A C w(v) um
conjunto positivamente invariante.

Dado w € w(v), a Proposi¢ao 2.1.16 garante que existe t,, — oo tal que que Sy, v — w.
Se, além disso, essa sequéncia (t,) puder ser escolhida de tal forma que {t,41 —t,} seja
uniformemente limitado, entao w € um ponto fixo ou periddico.

Demonstra¢ao. Como t, — oo, podemos considerar (¢,) estritamente crescente. Assim,
passando a uma subsequéncia se necessario”, a limitacdo uniforme de {t,,; —t,} implica
a existéncia de constantes k, K > 0 tais que k < t,41 — t, < K para todo n € N.

Como (t,11 — tn)nen estd contida no compacto [k, K], podemos escolher uma sub-
sequéncia (t,, +1—tn, )Jmen que seja convergente (para algum t, > 0, digamos). Com isso,
a continuidade de (¢, x) — S;z nos garante que

w = Trlbl_{r(l)o Sty 1V = Trlbl_r}(l)o St 41—ty VSt U = St W.

Isso comprova que w é periédico (ou fixo, caso ocorra w = S,w para todo 7 > 0). [

2.1.1 Propriedades Assintéoticas de Trajetorias

Nesta subsecao, vamos apresentar alguns conceitos importantes para extrair informagoes
a respeito do comportamento a longo prazo de trajetérias individuais (isto é, a trajetéria
percorrida por um tnico ponto v € X, e nao por todo um conjunto D C X).

Por nao fazer parte do escopo deste trabalho, deixamos de apresentar as propriedades
de recorréncia de trajetérias® (as quais podem ser consultadas em [9]).

Definigao 2.1.20 (Lagrange-Estabilidade). Uma semidrbita positiva v, = {Syv; t € T}
¢ dita ser Lagrange-estdvel quando ~} € relativamente compacta, isto é, quando v é
compacto .

Proposigao 2.1.21. Uma semidrbita positiva v, é Lagrange-estdvel se, e somente se,
satisfizer as sequintes condicoes :

(1) w(v) € um conjunto compacto e nao-vazio.

(11) d(Spv,w(v)) — 0 quando t — oco.

°A constante K provém do fato de o conjunto {tn+1 — tn} ter limitagdo uniforme, mas a constante
k, a principio, poderia ser 0, e isso nao ajudaria em nada na demonstragao da proposi¢ao. Contudo,
basta escolhermos um k € (0, K) qualquer e tomarmos a subsequéncia (f,) definida por t; = t; e
tny1 = min{t,,; t,, >t, + k}. Isso propicia uma constante k # 0 adequada para os nossos propésitos.

SPropriedades de recorréncia sao destinadas a investigar se as trajetérias individuais retornam para
regides proximas de si mesmas ou se elas vagueiam a esmo pelo espaco de fases. Essas propriedades
também analisam por quanto tempo uma dada trajetéria permanece no interior de algum conjunto

especifico. Por exemplo, o tempo de ocorréncia da trajetéria de um ponto v em um conjunto E durante
T
o intervalo de tempo [0,7] é dado po 7(v, E,T) := 15 (Siv)dt, onde 15 é a fungdo caracteristica no

0
conjunto E. Caso o sistema seja discreto (T = Z), a integral é substituida pelo somatério.
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Demonstragdo. (=) Seja v Lagrange-estdvel.

Por hipétese, v;f é compacto. Uma consequéncia disso é que 77 também é compacto
para todo 7 > 0. Assim, como 7] forma uma sequéncia decrescente de conjuntos compac-
tos, temos que w(v) := ﬂ ~7 é compacto e ndo-vazio (principio da intersegao de Cantor).

>0
Isso comprova a ocorréncia de (i).

Considere, agora, uma sequéncia de tempos ¢, — co. Como 7, é compacto, existem
z € f e uma subsequéncia t,,, — 0o tais que Sy, — 2. Assim, pela caracterizacao
via sequéncias do conjunto w-limite (Proposigao 2.1.16), concluimos que z € w(v). Isso
comprova a ocorréncia de ().

(<) Para provar a reciproca, vamos mostrar que, se (i) e (i) ocorrerem, entao qualquer
sequéncia na forma (S;, v) contém uma subsequéncia convergente.

Dada a continuidade do operador, precisamos nos preocupar apenas com O caso em
que t,, nao possua nenhuma subsequéncia limitada.

Considere, entao, uma sequéncia de tempos t,, — oo.

Por (i), existe uma sequéncia (z,) C w(v) tal que d(S, v, z,) — 0. Por (i), existe uma
subsequéncia (z,,,) C (z,) que converge para algum z € w(v). Isso nos leva a concluir
que

d(St,,, . 2) < d(St,, s Zny) + d(2n,,, 2) = 0.

Portanto 7, é Lagrange-estéavel. O

Proposigao 2.1.22. Se v ¢é Lagrange-estdvel, entdo w(v) € estritamente invariante.

Demonstracao. Ja mostramos que o conjunto w-limite sempre é positivamente invariante,
mesmo quando ;" nao é Lagrange-estavel (ver Proposicao 2.1.17).

Vejamos agora que, se 7, é Lagrange-estavel, entdo w(v) é negativamente invariante
(isto ¢, vale que w(v) C Suw(v) para todo t > 0).

Seja t > 0 fixo, porém arbitrario. Se z € w(v), temos que

z= lim S, v = lim S;S;, _v. (2.1.4)

n—oo n—oo

Como v, é Lagrange-estdvel, a sequéncia (S;, ;v) é relativamente compacta. Assim,
existe uma subsequéncia (t,,) C (t, —t) tal que S;, v — u para algum u € 7. Pela
caracterizagao via sequéncias (Proposi¢ao 2.1.16), temos que u € w(v).

Com base nisso, podemos utilizar a Equacao 2.1.4 para obter

z = lim StStn—tU
n—0o0

= lim StSm'U

m— 00

=5 ( lim va>

m—r0o0

= Stu.

Como z € w(v) foi tomado de modo arbitrario e como u € w(v), podemos concluir que
w(v) C Sw(v) qualquer que seja t > 0. Portanto w(v) é negativamente invariante. O
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Definicao 2.1.23 (Poisson-Estabilidade). Seja (X, S;) um sistema dinamico e v € X.
Vamos utilizar as sequintes nomenclaturas para caracterizar as relagoes entre a trajetoria
de v e o conjunto w-limite de v:

o Sew(v) =0, dizemos que 7y, estd se afastando para sempre.
o Sew(v) # 0 mas wv) N~ =0, dizemos que v e 7, sio assintdticos.
e Sew(v)N~t #0, dizemos que v é Poisson-estdvel.

As nomenclaturas permanecem as mesmas quer estejamos nos referindo ao ponto v,
quer estejamos nos referindo a sua trajetéria . Por exemplo: podemos dizer que a
trajetéria v, é Poisson-estdvel ou que o ponto v é Poisson-estdvel.

Lema 2.1.24 (Definicao Equivalente para Poisson-Estabilidade). Um ponto v é Poisson-
estdvel se, e somente se, existe t, > 0 tal que v," C w(v).

Demonstragdo. Suponha que v seja Poisson-estdvel. Isso significa que w(v) N~ # 0.
Assim, existe ¢, > 0 tal que S;,v € w(v) N, .

Para todo t > t,, podemos reescrever S;v = S;_y,v. Como S, € w(v) e como w(v) é
positivamente invariante, segue que S;v € w(v). Isso vale para todo ¢t > t,, de modo que
% Cw(v).

Reciprocamente, suponha que exista t, > 0 tal que v* C w(v). Sabemos que v>* C ~F,
de modo que w(v) N, # (). Portanto v é Poisson-estavel. O

Vejamos, agora, uma caracterizagao topoldgica para Poisson-estabilidade.

Teorema 2.1.25. Seja (X, S;) um sistema dindmico continuo. Para que v seja Poisson-
estdvel, € necessdrio e suficiente que v, ndo seja homeomorfo ao semicizo R, .

Demonstracao. Caso 1: Suponha que v seja Poisson-estavel. Se a trajetoria de v possuir
pontos de equilibrio ou 6rbitas periddicas, é imediato perceber que essa trajetéria nao pode
ser homeomorfa a R, (afinal, se S;v = Ssv, com t # s, entdo é impossivel estabelecer
uma bije¢do continua com inversa continua entre 7" e R, ). Reciprocamente, se 7," e R
forem homeomorfos entre si, entdo ;" nao pode possuir pontos de equilibrio ou drbitas
periddicas.

Caso 2: A partir de agora, vamos considerar apenas casos em que 7, nao possua
pontos de equilibrio ou érbitas periddicas.

Para auxiliar na demonstracao do teorema, vamos primeiro definir a seguinte funcao:

p Ry—= vy
t — p(t) = Sw.

Note que ¢ é continua e bijetora.
(=) Suponha que 7, seja Poisson-estavel.
F Afirmagao 1: Se v, ¢ Poisson-estdvel, entao o nao é um homeomorfismo.
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De fato, como w(v) N7, # (), temos que existe ¢, > 0 tal que v, := S;,v € w(v). Assim,
pela Proposicao 2.1.16, existe uma sequéncia de tempos ¢, — oo tal que y,, := S, v — v,.
Contudo, veja que ¢~ '(y,) = t,, de modo que lim ¢ '(y,) = 0o, 0 que mostra que ¢ '

n—oo

nio ¢ continua em v,, caso em que deveria ocorrer lim ¢ '(y,) = ¢ ' (v,) = t, # oo.
n—oo

Isso comprova a Afirmacao 1.

Agora suponha que v, seja homeomorfo a R, . seja h : 77 — R, o homeomorfismo
correspondente.

Neste caso, a funcao g(t) = (h o ¢)(t) é continua e bijetora de R, em R, sendo,
portanto, estritamente crescente. Estando nessas condigoes, é certo que g = ho ¢ é um
homeomorfismo.

Contudo, note que h™' o g = ¢ também é um homeomorfismo (pois é composicio de
dois homeomorfismos). Portanto, pela Afirmagao 1, como ¢ é homeomorfismo, segue que
v nao é Poisson-estével.

(<) Suponha que 7, nao seja Poisson-estavel.
Vamos mostrar que, quando v nao é Poisson-estavel, ¢ é um homeomorfismo. J&
sabemos que ¢ é continua e bijetora.

Para confirmar que a inversa ¢! também é continua, veja o seguinte. Se alguma
sequéncia de pontos x,, = Sy, v € 7;“ convergir para algum ponto x € 7;“ , entao a sequencia
dos tempos t, = ¢ '(x,) serd limitada (caso contrario, ocorreria * € w(v), o que nao
pode acontecer porque v é Poisson-estavel). Assim, podemos extrair uma subsequéncia
convergente ¢, — t. Pela continuidade, temos que

r= lim z,, = lim Sy, v=Sp.
m—00 m—00 m

Isso significa que ¢ = ¢ (). Ou seja, acabamos de mostrar que, se x, — z, entdo
0 Hxn) = ¢ (), 0 que comprova que ¢~ é continua. O
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2.2 Sistemas Dinamicos Dissipativos

Conforme ja mencionado anteriormente, a teoria de sistemas dinamicos abordada neste
trabalho ¢ direcionada ao estudo qualitativo do comportamento de solucoes para equagoes
diferenciais parciais autonomas nao-lineares. Essas equagoes sao frequentes na modelagem
de fenémenos reais diversos (fisicos, quimicos, bioldgicos, economicos, etc.).

De particular interesse para as ciéncias modernas sao as EDPs relacionadas a siste-
mas dissipativos, nos quais existe algum tipo de perda de energia’ (isto é, transmissao
de energia para algo que esteja fora do sistema). Em contraste aos sistemas conservati-
vos (que sao aqueles em que a energia é preservada), nos sistemas dissipativos ocorrem
forcas como atrito, viscosidade e resisténcia do ar. Essas forcas dissipativas, justapostas
as demais forcas atuantes no sistema, podem levar ao surgimento de estados bastante
complexos, havendo ou nao estabilidade em algum sentido ([10]).

Quando existe dissipatividade, é de se esperar que ocorra algum tipo de encolhimento
da dinamica sob andlise, de modo que os estados-limite fiquem contidos em uma regiao
limitada do espago de fases.

Essas ideias motivam as seguintes definicoes.

Definigao 2.2.1 (Conjunto Absorvente; Sistema Dissipativo; Dissipatividade Pontual;
Raio de Dissipatividade). Seja (X, S;) um sistema dindmico. Adotamos as sequintes de-
finicoes:

e Um conjunto fechado B C X ¢ dito ser absorvente para S; se, para qualquer conjunto
limitado D C X, existir um tempo to = to(D) tal que S;D C B para todo t > ty.

e Um sistema dinamico (X, Sy) para o qual existe um conjunto absorvente limitado é
chamado de sistema dissipativo.

e Se (X,S,) for um sistema dissipativo e X for um espaco de Banach, entdo, dada
uma bola B contendo o conjunto absorvente, dizemos que o raio de B € o raio de
dissipatividade do sistema.

e Um sistema dinamico (X, S;) € chamado de pontualmente dissipativo se existir um
conjunto limitado By C X tal que, para qualquer x € X, existe ty = to(x) tal que
Six € By para todo t > tg.

Teorema 2.2.2 (Critério de Dissipatividade). Seja (X, S;) um sistema dinamico continuo
em um espaco de Banach X que satisfaca as sequintes hipoteses:

o FExiste uma funcao continua U : X — Ry tal que
e1(llz]) < Ulz) < eo(llzf]), vz € X, (2.2.1)

onde ; : Ry — Ry sdo fungdes continuas tais que lim ¢;(r) = oo.
r—00

"Nesta exposicao informal, deixamos propositalmente em aberto o significado da palavra “energia”.
Como ¢ de praxe em assuntos relacionados a Fisica, é dificil determinar o significado desse conceito sem
cair em definigoes circulares. Por esse motivo, e também levando em consideracao que uma interpretagao
fisica de algo merecedor do nome “energia” depende do contexto em que ela esteja sendo avaliada, optamos
por nos permitir alguma vagueza na linguagem.
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d
e Paratodot >0 ex € X, existe a derivada EU(Stx); também existem uma fun¢ao®

a: Ry — RY e uma constante rq > 0 tais que

d
ISex]| > ro = ZU(Sia) < —a(llz]). (2.2.2)

Sob essas hipdteses, o sistema dinamico (X, S;) € dissipativo, com um conjunto absor-

vente na forma
B, ={z € X;||z| < R.},

onde a constante R, depende apenas das fungoes p; e do nimero rg.

Demonstragao. Escolha Ry > rg tal que ¢1(r) > 0 para todo r > Ry (isso é possivel
porque ¢1(r) — 00).

Seja L :=sup{pa(r);r < 1+ Ry}.

Escolha R, > 1+ Ry tal que 7 > R, implique® ¢;(r) > L (novamente, isso é possivel
porque ¢1(r) — o0). Observe que R, pode ser escolhido com restrigoes impostas apenas
por @1, @2 € To.

Estabelecidas essas escolhas, vamos mostrar que B, = {x € X; ||z|| < R.} é um
conjunto absorvente.

F Afirmagao 1: ||z]| < Ry = [|Siz]] < R., ¥t > 0.

Suponha por absurdo que exista zy € X, com |zo]| < Ry, tal que [|Szzo|| > R, para
algum t > 0.

Observando que

[Szwol| > R > 14 Ry > Ro > [|xo]| = [|Sool|,

a continuidade de Syx¢ (em t) garante que existe t' € (0,%) tal que ||Syxol = 1+ Ro.

Como nao sabemos se t' é o tinico nimero com essa propriedade, vamos considerar
to == sup{t < t; ||Sixo|| = 1+ Ro}.

Como ||Si,xoll = 1+ Ry > 1o, a hipdtese (2.2.2), associada a continuidade de U e
de S;, garante que a fungao U(S;xo) é localmente decrescente em uma vizinhanga de .
Assim, definindo
t1 := sup{t; [|S;xol|| > 7o, V7 € [to, 1]},
temos que, para todo t € [to, 1], vale que U(Syzg) < U(Sy o).
Associando isso a desigualdade (2.2.1) e a definigdo da constante L, temos que

1 ([[Sizoll) < U(Siwo) < U(Stgo) < @2([|Soll) < L, VE € [to, ).

Com base nessa desigualdade, lembrando que R, foi escolhido de forma a ocorrer
¢1(r) > L sempre que r > R,, podemos concluir que ||S;zo|| < R, para todo t € [tg, t1].

8Versdes mais antigas desse teorema exigiam a existéncia de uma constante positiva a. A substituicio
dessa hipétese para a existéncia de uma funcéo positiva aumentou a abrangéncia do teorema, pois garante
a dissipatividade mesmo quando lim «(r) = 0.
r—00

9Podemos escolher, por exemplo, R, :=1+inf{R € Ry; r > R= ¢i(r) > L}.
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Como assumimos que ||Szzo| > Rs, devemos ter ¢ € [0,t) U (t1,00). Contudo, na
defini¢ao de tg, exigimos ty < t, entdao sé pode ocorrer que t € (t1,00). Ou seja, vale que
to <t <t.

Agora, note que

ISt zol] =10 < 1+ Ry < Ry < || Sgol|
de modo que existe to € (t1,¢) — por consequéncia, ts € (to, 1) — tal que || S,z = 1+ Rp.
Ora, mas aqui nos deparamos com um absurdo, afinal ¢, foi definido como ¢, :=

sup{t < t; ||Sizol| = 1+ Ry}, de modo que, por ser o supremo, nao pode ser menor do
que to.

F Afirmacao 2: Se || Spz|| < Ry para algum 7' > 0, entao || S:x|| < R, para todot > T.
A Afirmacao 2 é corolério imediato da Afirmacao 1.

F Afirmagao 3: B, = {z € X;||z|| < R.} é um conjunto absorvente.
Pela forma como foi definido, R, é um conjunto fechado.

Note que a Afirmacao 1 ja garante que, se ||z| < Ry, entdo S;x € B, para todo
t > 0. Ou seja, B, absorve todos os pontos com norma Ry ou menor. Vamos, portanto,
concentrar nossa atencao aos pontos cuja norma seja maior do que Ry.

Seja D C X um conjunto limitado e nao-vazio cujos elementos possuem norma maior
do que Ry. Seja y € D fixo, porém arbitrario.

Vamos definir'® ¢, > 0 por
t, :=sup{t > 0; ||S;y|| > ro, V7 € [0,1]}.

Observe que a hipétese (2.2.2) garante que

d
S USw) < —a(llyl), vte[01]

Integrando de 0 a ¢, obtemos
U(Sy) < U(y) —ta(llyll), vt e[0,t,].
Assim, podemos definir

Lp:=supU(z) <oo e ap:=inf a(lz|]) >0

para obter
U(Sty) < Lp-— tap, YVt € [O,ty]. (223)

Finalmente, vamos definir

Lp—L
tp ::max{ & ,O}.
ap

Note que tp nao depende do y € D escolhido, mas apenas do conjunto D.

Vamos mostrar que ||Syy|| < R. para todo t > tp.

109¢, # 0 devido & continuidade do operador e ao fato de que ||Soy|| = ||y|| > Ro > ro.
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Podem ocorrer dois casos:

Caso 1: t, < tp.

Se t, < tp, entao t, < co. Neste caso, pela definicao de ¢,, temos que HStyyH =71 <
Ry. Assim, pela Afirmacao 2, concluimos que ||Syy|| < R, para todo t > t, e, a fortiori,
para todo t > tp.

Caso 2: tp < t,.
Se t € [tp,t,], a hipdtese (2.2.1), associada a desigualdade (2.2.3), garante que

o1(|[Seyll) < U(Swy) < Lp — apt

< Lp—aptp

Lp—L
ctaan (1221)
D

= L.

Mas R, foi escolhido de modo que r > R, implique ¢1(r) > L. Assim, quando
t € [tp,ty], como ¢1(||Sty||) < L, é certo que [|Sy|| < R..

Se t, = oo, concluimos que ||S;y|| < R, para todo t > tp.

Se t, < oo, para verificar que ||Syy|| < R, também para todo t > t,, basta proceder
como no Caso 1.

Em suma, mostramos que, qualquer que seja y € D, temos que Sy € B, para todo
t > tp (isto é, S¢D C B, para todo t > tp). Ou seja, B, é um conjunto absorvente de
raio R, para o sistema dissipativo (X, St). O

2.2.1 Compacidade Assintética e Suavidade Assintotica

O estudo de dinamicas de longo prazo (t — o0) em espacos de dimensao infinita exige
a analise de certas propriedades de compacidade do operador de evolugao. As proprie-
dades que mais usualmente sao utilizadas estao inseridas nos conceitos de compacidade
assintotica e de suavidade assintotica. Esses conceitos foram propostos independente-
mente por O. Ladyzhenskaya e J. K. Hale, e acabaram se revelando equivalentes entre si
(Proposigao 2.2.10).

Primeiro vamos estabelecer algumas ferramentas que vao nos auxiliar a definir os
conceitos que pretendemos introduzir nesta secao.

Definicao 2.2.3 (Semidistancia de Hausdorff). A semidistancia de Hausdorff de um
conjunto A C X a um conjunto B C X € a funcao

dn(A|B) :=supd(a, B).

acA

De modo equivalente (ver Se¢ao 1.1), a semidistancia de Hausdorff de A a B pode ser
definida por
dn(A|B) :=inf{e > 0; A C V.(B)}.

Intuitivamente, essa distancia mede o quanto o conjunto A estd ou ndo contido no
conjunto B.
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Observacao 2.2.4. A semidistancia de Hausdorff € uma funcdo nao-simétrica, isto €,
nem sempre vale que dn(A|B) = dy(B|A). Para verificar isso, basta considerar quaisquer
conjuntos tais que A C B mas que A nao seja denso em B. Por exemplo, se A =1[0,1] e
B =R, entio 0 = dy(A|B) # dy(B|A) = oc.

Definicao 2.2.5 (Convergéncia de Conjuntos sob a Semidistancia de Hausdorff). Dada
uma sequéncia de conjuntos (A,) C X, dizemos que (A,) converge para o conjunto A C X

A . h
sob a semidistancia de Hausdorff, e para isso escrevemos A,, — A, quando

lim d,(A,|A) = 0.
n—oo
Estabelecidas essas ferramentas, estamos em condi¢oes de conhecer as seguintes de-
finigoes.

Definigao 2.2.6 (Sistema Compacto; Sistema Condicionalmente Compacto; Compaci-
dade Assintdtica; Suavidade Assintética). Seja Sy um operador de evolugdo em um espago
métrico completo X . Adotamos as sequintes definicoes:

e (X,S;) € chamado de compacto se existir um conjunto absorvente compacto para
esse sistema dinamico.

o (X,S;) é chamado de condicionalmente compacto se, para qualquer conjunto limi-
tado D positivamente invariante (i.e., SyD C D para todo t > 0), existirem um
tempo tp > 0 e um conjunto compacto Kp C D tal que S;D C Kp para todo
t>1ip.

e (X,S;) € chamado de assintoticamente compacto se, para qualquer conjunto limitado
D C X tal que a cauda'! ”yT(D) seja limitada para algum T > 0, valer que qualquer
sequéncia na forma (Sy,x,), com x, € D et, — oo, for relativamente compacta.
[Essa condigdo é conhecida como condi¢ao de Ladyzhenskaya./

e (X,S;) € chamado de assintoticamente suave se, para qualquer conjunto limitado D

positivamente invariante, existir um conjunto compacto Kp C D tal que S, D MK D
[Essa condigdo é conhecida como condi¢ao de Hale.]

Proposicao 2.2.7. Todo operador de evolugio compacto também é condicionalmente
compacto.

Demonstracao. Seja S; um operador de evolugao compacto em um espago métrico com-
pleto X. Por definicao, existe K C X compacto tal que, para todo D C X limitado,
existe to(D) > 0 tal que S;D C K para todo t > t.

Dado D limitado tal que S;D C D, defina K := K N D. Por ser intersecao de um
conjunto compacto com um conjunto fechado, sabemos que Kp C D é compacto. Além
disso, para todo t > tp := ty, vale que S;D C Kp. Isso mostra que S; é condicionalmente
compacto. ]

Proposicao 2.2.8. Se S; € condicionalmente compacto, entao S; também € assintotica-
mente compacto e assintoticamente suave.

HaT(D) = U SiD.
t>T
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Demonstracao. Seja S; condicionalmente compacto. Entao, para cada conjunto D que
seja limitado e positivamente invariante, existem ¢ > 0 e um conjunto compacto Kp C D
tal que S;D C Kp para todo t > tp.

Seja Dy um conjunto limitado tal que 4% (D;) seja limitada para algum 7' > 0. A
cauda y7(D;) é positivamente invariante, pois y* (D;) C Sy’ (D;) para todo ¢t > 0.
Assim, como S; é condicionalmente compacto, existem tp, > 0 e um conjunto compacto
Kp, C D tal que t > tp, implica S;D; C Kp,.

Agora, tomando qualquer sequéncia (S, x,), com z, € Dy e t, — 0o, existe ng € N
tal que t,, > tp, para todo n > ngy. Assim, como z,, € Dy, vale que S;, x,, € Kp, para todo
n > ng. Como Kp, é compacto, segue que a sequéncia (S;, ;) é relativamente compacta.
Portanto S; é assintoticamente compacto.

Por fim, para qualquer conjunto limitado Dy positivamente invariante, a compacidade
condicional de S; garante que existem tp, > 0 e um conjunto compacto Kp, C D, tal
que S;Dy C Kp, para todo t > tp,. Ora, mas

S Dy C KD2 = dh(SthyKDQ) =0,

de modo que tlim dp(S;D2|Kp,) = 0. Logo, S;Ds N Kp, e, portanto, S, é assintotica-
—00

mente suave. OJ

O lema a seguir é introduzido para auxiliar na prova de que compacidade assintética
e suavidade assintética sao conceitos equivalentes.

Lema 2.2.9. Seja S; um operador de evolugao assintoticamente compacto em X e seja
D C X um conjunto limitado tal que a cauda ¥* (D) seja limitada para algum T > 0.
Entio o conjunto omega-limite'? w(D) € um conjunto invariante, compacto e nao-vazio

tal que S,D w(D).
Demonstracao. Assumidas as hipoteses, afirmamos o seguinte.

F Afirmacao 1: w(D) # 0.

Da compacidade assintética, se ¢, — 0o e (z,) C D, entdo {S;, x,} é relativamente
compacto. Por isso, existe uma subsequéncia (S, Ty )men que converge em D (para
w € X, digamos). Isso garante que w € w(D) e, portanto, que w(D) # (.

F Afirmacao 2: w(D) é compacto.
Note que, qualquer que seja (w,) C w(D), existem ¢, — 0o e (z,,) C D tais que

d(Sy, xn, wy,) < 1/n.

Pela compacidade assintética, (S;,x,) possui uma subsequéncia convergente, digamos
lim Sy, x,, =w € w(D). Como consequéncia, lim w,, = W, o que mostra que w(D)
m—0o0 m—0o0

¢é relativamente compacto.

De modo similar, se wy — W € w(D), entao existe uma subsequéncia de (S, x,)
convergindo para w, o que garante que W € w(D). Logo, w(D) é fechado.
Sendo fechado e relativamente compacto, concluimos que w(D) é compacto.

12A Proposicao 2.1.16 caracteriza w(D) = {w € X; w = tlim St, xy, para algum ¢, — oo, (z,) C D}.
— 00
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F Afirmagao 3: w(D) ¢ invariante.
Seja w € w(D), com w = lim Sy, .
n—oo
Quanto a invariancia para frente, note que, como S;w = lim Sy, x,, estd claro que
n—oo
Syw € w(D). Logo, Siw(D) C w(D) para todo t > 0, e, entdo, w(D) é positivamente
invariante.

Quanto a invariancia para tras, vamos tomar 1" > 0 fixo, porém arbitrario, e considerar
ng € N tal que n > ng implique ¢, > T'. Assim, pela compacidade assintotica, a sequéncia
(St,—1Tn)n>n, ¢ relativamente compacta. Entdo existe uma subsequéncia convergente,
digamos

Ym = St —17Tp,, =V EwW(D) (m — 00).

Mas também é verdade que

1 TYm — 1 Tty =T, — 1 t m — W.
lim S lim S7S;, _rx,, = lim S, x w
m—00 m—00 m m—00 m

Ou seja, w = Srv, com v € w(D). Logo, w(D) C Sr(w(D)). Assim, a arbitrariedade
na escolha de T' garante que w(D) é negativamente invariante.

- Afirmacdo 4: S,D 5 w(D).
Suponha que a afirmagao seja falsa. Entao existem 6 > 0, t,, — oo e (x,) C D tais

que
dp(St, xn|w(D)) > 6, Vn € N.

Isso, por sua vez, significa que

d(Sy, xn,w(D)) > 6, Vn € N. (2.2.4)

Mas a compacidade assintética garante que {S;, x, } é relativamente compacto. Entao
existe uma sequéncia nesse conjunto que converge para algum ponto de w(D), e isso
contradiz (2.2.4). O

Proposicao 2.2.10. Um operador de evolu¢cao em algum espago métrico completo X ¢é
assintoticamente compacto se, e somente se, € assintoticamente suave.

Demonstracao. Sejam S; um operador assintoticamente compacto e D C X um conjunto
limitado e positivamente invariante. Pelo Lema 2.2.9, w(B) é um conjunto compacto

tal que S;D KN w(D). Identificando simplesmente Kp := w(D), concluimos que S; é
assintoticamente suave.

Vejamos a reciproca.
Sejam S; um operador assintoticamente suave e D C X um conjunto limitado tal
que a cauda 77 (D) = U SiD seja limitada para algum 7 > 0. Como D, := ~7(D) é
t>7
positivamente invariante, a suavidade assintética garante que S;D., K para algum K
compacto. Logo, lim S; z, C K quaisquer que seja as sequéncias (z,) C D e t, — oc.
Portanto {S;, x,} 7(1’3—1;32%1:ivamente compacto e, entao, S; é assintoticamente compacto. [

Proposicao 2.2.11. Um operador de evolucao S; € assintoticamente suave/compacto se,
e somente se, para qualquer conjunto limitado e positivamente invariante B wvaler que
tlim a(S;B) = 0.

—00
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Demonstracao. Seja D um conjunto limitado e positivamente invariante. Se S; é assin-

toticamente suave, entao existe um conjunto compacto Kp tal que S;D MK p. Pela
compacidade de Kp, para cada ¢ > 0 existe um conjunto finito {xk}gil C Kp tal que

Ne
Kp C U By, onde By :={x € X; d(z,z;) < e}.
k=1
Ne
Como S;D N Kp, temos que existe t, > 0 tal que S;D C U B, para todo t > t..

k=1
Assim, com base nas propriedades de o (Proposicao 1.2.2), temos que

~ 1<k<N.

Ne
a(S:D) < « (U Bk> < max a(By) < 2e.
k=1

Portanto a(S;D) — 0 quando t — oo.

Reciprocamente, dado um conjunto limitado e positivamente invariante D, vamos
assumir que «(S;D) — 0.

F Afirmagao 1: w(D) = ﬂ U S;D é compacto e nao-vazio.

>0 >t

Defina U; := U S:D e observe que esses conjuntos formam uma familia decrescente
T>t
de conjuntos fechados. Podemos, entao, usar a propriedade da intersecao de Cantor

generalizada da func¢do « (Proposi¢ao 1.2.2) para concluir que U, := ﬂ U; é compacto e
>0
nao-vazio.

Mas note que, pela Definigao 2.1.12; o conjunto Uy, é justamente o conjunto w(D):

U = (U= S-D=w(D).

t>0 7>t
Isso mostra que w(D), de fato, é compacto e nao-vazio.

- Afirmacdo 2: S,D 5 w(D).

Suponha que a afirmagdo nao seja verdadeira. Entao existem 6 > 0, (z,) C D e

t, — 00 tais que
d(Sy,xn,w(D)) >0, VneN. (2.2.5)

Agora, observe que, para todo t > 0, existe N; € N tal que
[Sza}izs © [{Sa b USD).

Logo, pela semiaditividade de a (Proposicdo 1.2.2), e observando que o ({ Sy, 2, }5%4]) =
0 (pois se trata de um conjunto finito), obtemos que

o ({Sa}i2s) < @ (S,D).
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Essa relacao vale para todo ¢t > 0 e sabemos que «(S;D) — 0. Portanto é certo
que o ({Si,xn}00 1) = 0. Isso nos mostra que {Sy, z, }oo, ¢é relativamente compacto. Ora,
entdo existe uma subsequéncia Sy, ., — w € w(D). Mas isso contraria a relagao (2.2.5).

Ty,

Portanto a Afirmacao 2 é verdadeira.

Com base nas Afirmagoes 1 e 2, concluimos que S; é assintoticamente suave, com
Kp =w(D). O

Proposicao 2.2.12. Seja S; um operador evolucao em um espaco de Banach X. Assuma
que para cada t > 0 exista uma decomposicao S; = St(l) + StQ) satisfazendo as sequintes
propriedades para todo D C X limitado e positivamente invariante:

. St(l)D ¢ relativamente compacto em X para todo t > 0 suficientemente grande.

° St(Q) ¢ uma aplicacao uniformemente estdvel. Isto €, vale que

rp(t) := sup
zeD

St(g)xH — 0, quando t — oo.
b

Entao S; € assintoticamente suave.

Demonstracao. Para todo conjunto limitado positivamente invariante D, temos S;D =
St(l)D + St(z)D. Logo, pelas propriedades de a (Proposigao 1.2.2), extraimos que

a(5:D) = (S D + 5 D) < a8 D) + (S D).

Sendo St(l) D relativamente compacto em X para t suficientemente grande, segue que
oz(St(l)D) — 0, e também que, para ¢ suficientemente grande,

a(S:D) < oz(St(Q)D) < diam{St(?)D} = sup ||S§2)x - St(Q)yH

z,yeD
< sup ||z + sup||SPy|| = 2sup ||S || = 0.
zeD yeD zeD

Portanto, a(S;D) — 0 quando ¢ — oo, e entao, pela Proposigao 2.2.11, S; é assintoti-
camente suave. O

2.2.2 Critérios de compacidade/suavidade assintética via quasi-
estabilidade fraca

Vamos apresentar mais alguns critérios de compacidade assintética, para ao final re-
laciond-los com o conceito de quasi-estabilidade fraca (Definicao 2.2.18).

Teorema 2.2.13. Seja (X, S;) um sistema dinamico tal que, para todo conjunto limitado
e positivamente invariante D C X e para todo € > 0, existe T =T(e, D) > 0 tal que

lim lim d(S7yn, STym) < €, para toda sequéncia (y,) C D. (2.2.6)

m—r0o0 N—r00

Sob essas hipoteses, Sy € assintoticamente suave.
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Demonstracao. Seja o a medida de nao-compacidade de Kuratowski. Pela Proposicao
2.2.11, se mostrarmos que tlg})lo a(S;D) = 0, entao estara provado que S; é assintoticamente
suave.

Se t1 < ty, sabemos que Sy, D C Sy, D, pois D é positivamente invariante. Assim, pela
monotonicidade de «, temos que (S, D) < a(S;, D). Ou seja, a funcdo ap : Ty — Ry
dada por ap(t) = a(S;D) é decrescente.

Como ap é decrescente, precisamos apenas mostrar que, para qualquer € > 0, existe
T > 0 tal que a(S7D) < e. Suponha, por absurdo, que isso nao seja verdade. Entao
existe €9 > 0 tal que a(S;D) > 5eq para todo t > 0.

A hipétese (2.2.6) garante que existe T tal que

lim lim d(S7,Yn, S1y¥Ym) < €0, ¥Y(yn) C D.

m—00 N—r00

Contudo, isso é impossivel, pois vamos mostrar que a(Sp, D) > 5ey implica que existe
(yn%iozl C D ta]. que
d<ST0yn7 ST()ym) 2 250 > &g, Vn 7£ m.

De fato, suponha por absurdo que tal sequéncia nao exista. Isto é, suponha que a
relagdo d(St,Yn, STyYm) = 2€0 seja valida somente para, no maximo, uma quantidade
finita de pontos y; € D. Em vista disso, fagamos a seguinte construgao.

Escolha y; € D qualquer. Em seguida, se for possivel, escolha 3y, € D tal que
d(St,y1, S1,y2) > 2ep. Veremos mais adiante o que vai acontecer se tal escolha nao
for possivel.

Fixados y; e ys, escolha, se for possivel, y3 € D tal que d(St,ys, S1,yi) > 2¢¢ para
1=1,2.

Fixado {y;})¥,, escolha, sempre se possivel, yn1 € D tal que d(St,yn+1, S1%i) > 2€0
para?=1,..., N.

Como esse procedimento em algum momento vai terminar (em N,, digamos), sabemos
que as N, bolas B; = B(St,y;,2¢0), com i = 1,..., N,, sdo suficientes para cobrir St D,
afinal, se x € D, existe algum i, € {1,..., N, } tal que d(Sg,z, St vi,) < 2¢o.

Ora, mas como os raios das bolas B; sao, todos eles, 2¢y, sabemos que os diametros
sa0, no maximo, 4gy (ver Lema 3.1.6). Ou seja, conseguimos uma 4eyp-cobertura finita
para St, D, de modo que a(St, D) < 4gy. Isso contraria a premissa de que a(S;D) > 5e
para todo t > 0.

Com isso concluimos a demonstragao. O]

Corolario 2.2.14. Seja (X, S;) um sistema dinamico tal que, para todo conjunto limitado
e positivamente invariante D C X e para todo € > 0, existe T'=T(e,D) > 0 tal que

d(Srx,Sry) < e+ ¥(z,y), Vx,y € D,
onde W =V (e, D, T): (D x D) — R € um funcional tal que

lim lim Y(y,,ym) =0, para toda sequéncia (y,) C D.

m—00 N—00

Sob essas hipoteses, Sy € assintoticamente suave.
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Demonstracao. Consequéncia imediata do Teorema 2.2.13. O

Proposigao 2.2.15. Considere X um espa¢o de Banach. Seja (X, S;) um sistema dinamico
tal que, para todo conjunto limitado e positivamente invariante D C X e para todo € > 0,
evistem T = T(e, D) > 0 e um operador linear compacto™ K = K(e,D,T): D — X tais
que

|(Id — K)Spy|| <e, VYyeD. (2.2.7)

Sob essas hipoteses, Sy € assintoticamente suave.

Demonstracao. Observe que, se x,y € D, entao

HST.T — STyH = HST.Z' — KSTZ’ — STy + KSTy + KST.T — KSTyH
< [[(Id = K)Srx|| + [[(Id — K)Sry|| + | K(Sre — Sty)||
< 2+ ||K(Sra — Sry)]) .- (2.2.8)

Agora, seja (y,) C D. Como D é positivamente invariante, sabemos que (Sry,) C D.
Como D ¢ limitado, o conjunto {Sry, } também é.

Sendo K um operador compacto e { Sy, } um conjunto limitado, sabemos que K ({Sry,})
é relativamente compacto. Assim, existe um subsequéncia (K ({STynk}));o:1 tal que

lim || K (Styn, — Styn,)|| = 0.

p,g—0

Isso garante que
lim lim [|K(Sryn — Srym)| = 0.

m—00 N—r00

Logo, pela relagao (2.2.8), temos que

h_m h_m d<STyn75Tym) < 2e.

m—00 N—r00

Portanto, pela arbitrariedade na escolha de (y,) C D e pelo Teorema 2.2.13, con-
cluimos que S; é assintoticamente suave. O

Proposigao 2.2.16. Seja (X, S;) um sistema dindamico tal que, para todo conjunto limi-
tado positivamente invariante D C X, existem T > 0, uma fungao crescente e continua
g: Ry = R, e uma pseudométrica** p = p(D,T) em D tais que

(i) 9(0) = 0.
(i1) g(s) <s, Vs>D0.

(i1i) p € pré-compacta na topologia de X. Isto é: toda sequéncia (x,) C D possui uma
subsequéncia (z,,) que é de Cauchy com relagdo a p.

(iv) Para todo x,y € D, vale que d(Srxz, Sry) < g(d(z,y)) + cp(x,y) para alguma cons-
tante ¢ > 0.

13Um operador K ¢é compacto quando, para todo conjunto limitado D, a imagem K (D) é relativamente
compacta, ou seja, o fecho K (D) é compacto.

14 A {nica diferenca entre uma métrica e uma pseudométrica é que a pseudométrica pode ser degenerada
(i.e., pode ocorrer p(z,y) =0 com z # y).
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Sob essas hipoteses, Sy € assintoticamente suave.

Demonstracao. Seja D C X um conjunto limitado e positivamente invariante de diametro

L.
Seja € > 0 dado. Pelas condicdes (i) e (i1), existe N tal que g" (L) < e.

Seja (y,) C D. Como p é pré-compacta, sabemos que existe uma subsequéncia (Y, )req
tal que ' '
lim p(StYn,, Sp¥n,) =0, Vi=0,1,..,N — 1.

p,q—00

[sso mostra que ’ .
lim lim p(S7Yn, S7Ym) = 0.

m—00 N—r00

Usando esse fato, a continuidade da funcdo g, o fato de que g™ (L) < ¢ e aplicando
(7i) e (iv) reiteradamente, verificamos que

(ST Yu, S ym) < 9(A(SE ™ Yns S ym)) + (ST Yy ST Yn)
=9 (9 (A(STYn Sp"ym)) + cp(S7 Y, S’_I]Y_zym)>
+ cp(SY Yy SY m)

<.
= lim lim d(S}yn, Spym) < g™ (L)

m—00 N—r00

A

€.

Portanto, pelo Teorema 2.2.13, concluimos que S; é assintoticamente suave. O

Corolario 2.2.17. Considere X um espago de Banach. Seja (X, S;) um sistema dinamico
tal que, para todo conjunto limitado e positivamente invariante D C X, existem um tempo
to = to(D), uma pseudométrica pré-compacta p em D e fungoes (dependentes do conjunto
D) Cp(t) >0 e Kp(t) >0, com tlgglo Kp(t) =0, tais que, set > ty, entdo

1Sz — Swll < Kp(t) |z — yll + Co(t)p(z,y), Va,y e D.
Sob essas hipoteses, Sy € assintoticamente suave.

Demonstragao. Basta aplicar a Proposi¢ao 2.2.16 com g(s) = sKp(T') e ¢ = Cp(T), onde
T é tal que Kp(T) < 1. Para esse T, temos que

1Sz = Sryl|l < g([lz — yll) + cp(z,y), Va,y € D.

]

Definigao 2.2.18 (Quasi-estabilidade). Em um espago de Banach X, um sistema dindmico
(X, S;) € dito quasi-estavel em um conjunto B C X quando existem um tempo t, > 0, um
espaco de Banach Z, uma aplicacao Lipschitz K : B — Z, uma seminorma compacta ny
em Z e uma constante q € [0,1) tais que

1Sty — Sewellx < qllyy — el +nz(Kyr — Kya),  Vyi,y2 € B.

O espaco Z, o operador K, a seminorma ny e o tempo t, podem depender de B.
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Proposicao 2.2.19. Seja (X, S;) um sistema dinamico que seja quasi-estdvel em todo
conjunto limitado e positivamente invariante B C X. Entao (X, S;) € assintoticamente
suave.

Demonstracdo. Pela definicao de quasi-estabilidade, qualquer que seja o conjunto B nas
condigoes do teorema, existe t, = t,.(B) > 0 tal que

1Sty — Sewellx < qllyy — w2l +nz(Kyr — Kys),  Vyi,y2 € B,

com ¢, ny e K em conformidade com a Definicao 2.2.18.

Agora, para aplicar a Proposicao 2.2.16, que garante suavidade assintética, basta
definir g(s) :=g¢s, T :=t, e p(y1,92) := nz(Ky — Kyp). O
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2.3 Atratores Globais

Na literatura, existem diversas defini¢oes diferentes (e que nao sao equivalentes entre
si) para o conceito de atrator ([9]). No contexto de sistemas dinamicos de dimensao
infinita, o mais usual é trabalharmos com os chamados “atratores globais”.

Na definicao que adotamos, nao fazemos a exigéncia de que o atrator seja compacto.

Definicao 2.3.1 (Atrator Global). Seja S; um operador de evolu¢ao em um espago
métrico completo X. Um conjunto fechado e limitado A C X € dito ser um atrator
global de S; quando satisfaz:

1. A € um conjunto invariante. Isto €, Sy A = A para todo t > 0.

2. A € uniformemente atrator. Isto €, para todo conjunto limitado D C X, vale que

t—4o00

onde dn(A|D) = supd(x, D) € a semidistancia de Hausdorff. [Vale lembrar que,
z€A

intuttivamente, a semidistancia de Hausdorff mede o quanto D estd sendo absorvido
por A d medida que D fica sujeito ao fluxo de S;.]

Observacao 2.3.2. A figura do atrator, nos moldes aqui definidos, indica o estado tipico
do sistema apenas quando t — o0o. Isso significa, tecnicamente, que estamos aceitando
estados tipicos que podem se consolidar apenas a partir de momentos muito avancgados
de tempo. Em outras palavras, estamos dizendo que a velocidade de convergéncia das
orbitas para o atrator pode ser arbitrariamente pequena, o que ¢ indesejdvel. Uma ideia
amplamente utilizada para corrigir esse problema é o conceito de atrator exponencial.
Informacades claras a esse respeito podem ser consultadas em [8].

Propriedades 2.3.3. Atratores globais possuem as sequintes propriedades:

(i) Se um atrator global existe, entdo € unico.

(11) Qualquer conjunto limitado negativamente invariante estd contido no atrator global.
Em particular, todo ponto estaciondrio (fizro) pertence ao atrator.

(111) Uma trajetoria completa v = {u(t) : t € R} estd contida no atrator global se, e
somente se, v € um conjunto limitado.

(iv) Para qualquer x € A, existe uma trajetoria completa v = {u(t) : t € R} tal que
u(0)=x ey C A

Demonstracao. Nas demonstragoes, vamos assumir sempre que A é atrator global do
sistema dinamico (X, S).
(1) Suponha que A e B sejam atratores globais de um sistema dinamico (X, S;).
Como B é limitado (por definigdo), a condi¢ao 2 da definigdo de atrator global para
A garante que tlirgo dn(SiB]A) = 0. Mas a definigdo aplicada em B também garante,

pela condigido 1, que S;B = B para todo ¢t > 0. Portanto dj,(B|A) = 0. Isso significa
(Propriedades 1.1.7) que B C A. Como A é fechado, temos que B C A.
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Pela simetria do problema, também vale que A C B. Portanto A = B.

(i1) Seja D C X um conjunto limitado e negativamente invariante.

Sabemos que dp,(S;D|A) — 0. Como D é negativamente invariante, D C S;D para
todo ¢ > 0. Logo (Propriedades 1.1.7), d,(D|.A) = 0. Portanto D C A = A.

(i7i) Se v é um conjunto limitado, entdo d,(Syy,.A) — 0. Sendo uma trajetéria
completa, vy é invariante (Observacao 2.1.9). Entao d,(v|A) = 0 e, portanto, v C A.
Reciprocamente, se v C A, entao v é limitada, afinal A é limitado por definigao.

(iv) Seja xy € A fixo, porém arbitrario.

Como A é estritamente invariante, existe r_; € A tal que S1z_1 = x.

Pelo mesmo motivo, existe z_5 € A tal que Six_5 = x_1. Ou seja, x_5 é tal que
SoT_9 = xg.

Indutivamente, vemos que existe uma sequéncia de pontos (x_,)>; C A tais que
S1r_, = x_(»—1) para todo n € N. Ou seja, esses pontos sao tais que

Slen = T_(n-1),

52$—n =T (n-2),

SnT_p = Tg.

De posse dessa sequéncia, sé precisamos construir uma interpolacao conveniente para
obter uma trajetoria completa.

Denotando por {t} a parte fraciondria de ¢, podemos definir

Stx07 Vi > 07
u(t) = g
1+{t}thJ YVt < 0.

Por construgao, temos que S;u(t) = u(t + 7) para todo t € R e para todo 7 > 0. Isso
mostra que v = {u(t); t € R}} é uma trajetéria completa. O

Observacao 2.3.4 (Definicao Equivalente para Atrator Global). Note que as proprieda-
des (iii) e () da Proposicao 2.3.3 informam que o atrator global A de (X, S;) pode ser
definido como o conjunto das trajetorias completas e limitas desse sistema dinamico. Isto

é:
A = {v € X; tal que v € uma trajetoria completa e limitada.}.

Teorema 2.3.5. Se o sistema dinamico (X, S;), definido em um espago métrico completo
X, € dissipativo e assintoticamente suave/compacto, entdo esse sistema dindmico possui
um unico atrator global A.

Além disso, dado um conjunto absorvente limitado By, vale que
A == W(BQ),
e, também, que

lim dy(S,By, A) = 0,
t—o00
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onde dy € a distancia de Hausdorff. [Isso significa que, dado qualquer e > 0, existe t. > 0
tal que S;By C V-(A) e A C V.(S;By)./

Demonstracao. Como S; é dissipativo, existe algum conjunto absorvente limitado Bj.
Isso significa que, para qualquer conjunto limitado D, existe um tempo tp > 0 tal que
v4 C By para todo t > tp.

Como (X, S;) é assintoticamente compacto, podemos aplicar o Lema 2.2.9 para con-
firmar que w(By) é um conjunto compacto, ndo-vazio e estritamente invariante tal que,

para todo D C X limitado, vale que S;D hy w(By), isto é, que tlim dp(S;D]w(By)) = 0.
—00
Portanto w(By) = A é o (linico) atrator global de (X, S;).

Para mostrar que

thm dH(StB(), .A) = O,

vamos lembrar que a distancia de Hausdorff é definida por meio da semidistancia de
Hausdorff da seguinte maneira:

dH(StBo, A) = max{dh(StBo|A), dh(A, StBo)}
Como By ¢ limitado, a defini¢ao de atrator ja garante que

dh(StB() ’A) — 0.

Agora note que, como A = w(By) C By, a invariancia do atrator nos dé que A =
SiA C S;By para todo t > 0. Ora, e A C S;By para todo t > 0 garante que

dh<.A|StBo) — 0.
Isso mostra que lim dr(S:By, A) = 0. O
—00

Observacao 2.3.6. O Teorema 2.3.5, quando restrito a sistemas dinamicos de dimensao
finita, exige apenas a propriedade de dissipatividade (i.e., a compacidade assintotica €
dispensavel em casos de dimensdo finita do espago de fases).

Para fins de aplicacoes, ¢ importante a realizacao de estudos a respeito da estrutura
de cada atrator. Para esse problema ainda nao existe uma teoria geral ou uma abordagem
universalmente eficaz. Sabe-se, inclusive, que mesmo em casos de dimensao finita existem
atratores com estruturas muito complexas ([9]). Para exemplificar que os atratores nem
sempre sao constituidos apenas de pontos estacionarios, vamos apresentar um conceito que
nos ajuda a averiguar a presenca de movimentos instaveis dentro do atrator: o conceito
de variedade instavel.

Imaginemos um ponto estacionario, isto é, um ponto xq do sistema que nao muda com
o tempo (S;zg = o para todo t > 0). A wariedade estdvel desse ponto estacionério é
o conjunto de estados cujos fluxos se aproximam assintoticamente de zy a medida que o
tempo cresce. Por contraste, a variedade instavel desse ponto é o conjunto de estados que
se aproximariam assintoticamente de xy no sistema invertido.

Com base no conceito de trajetdria completa — isto é, uma curva v = {u(t); t € R} tal
que S;u(t) = u(t+7) paratodot € Re 7T > 0 —, temos a nogao de um sistema invertido,
pois a trajetéria completa aceita valores de tempo positivos e também negativos.

61



Assim, se zg é um ponto estaciondrio do sistema e v = {u(t); t € R} é uma trajetéria
completa que se aproxima assintoticamente de zy quando t — —oo, entao o ponto dado
por y := u(0) faz parte da variedade instavel.

Vamos formalizar essa ideia.

Definigao 2.3.7 (Variedade Instdvel). Seja N o conjunto dos pontos estaciondrios do
sistema dindmico (X, S;), isto é, N ={z € X; Syx =z, Vt > 0}.

Definimos a variedade instdvel M*(N') emanando de N como sendo o conjunto de
todos os pontos y € X para os quais eziste uma trajetdria completa v = {u(t); t € R}

comu(0) =y e tlim d(u(t),N') = 0.
——00
Note que o limite é com t tendendo a menos infinito.

Lema 2.3.8. A variedade instdvel € estritamente invariante.

Demonstragao. Mostremos primeiramente que S, M*(N) € M*(N). De fato, seja z €
SiMU(N), entao existe y € M*(N) tal que z = S;y. Como y € M"(N), segue da
definigdo que existe uma trajetéria completa v = {u(t) : ¢t € R} com u(0) = y e
satisfazendo o limite da defini¢ao.

Assim, temos que S;(u(0)) = S,y = x, ou seja, v = u(t). Defina v, = {v(t) =
u(t+t), t € R}. Vejamos que v; é uma trajetéria completa que satisfaz todos os requisitos
da definicao para que x pertenca a variedade instavel. De fato, note que

Spo(r) = Seu(t + 1) =ut +7+1t) =v(r +1), VT € R, VI >0,

ou seja, y; € uma trajetéria completa.
Ainda, temos v(0) = u(t) = z. E por fim,
lim d(v(t),N) = lim d(u(t +1t),N) = 0.

t——o00 t——o00

Portanto, x € M"*(N) e segue a primeira inclusao.
Mostremos agora que M"*(N) C S,M"(N). De fato, seja x € M"(N), entao existe

v =A{u(t) : t € R} com u(0) = z e satisfazendo o limite da definigao. Como = = u(0),
entao r € 7, e como 7 é invariante, temos que x € Syy para todo ¢ > 0. Sendo assim,
existe y € 7 tal que x = Syy. E como y € v, existe ¢y tal que y = u(ty).
Defina v, = {v(t) = u(t + to), t € R}. Vejamos que 7; é trajetéria completa que
satisfaz os requisitos para que y pertenca a variedade instavel. De fato, note que
Sio(1) = Spu(T +to) = u(to +t+7) = v(T + 7).

Assim, 7 é trajetoria completa. Ainda, temos que v(0) = u(ty) = y. E por fim,

lim d(v(t),N) = lim d(u(t +ty),N) = 0.

t——o0 t——o0

Portanto, y € M"(N) e como = = Sy, segue que = € SEM“(N). O

Proposigao 2.3.9. Se o sistema dinamico (X, S;) possui atrator global A, entdo a vari-
edade instdvel estd contida no atrator, i.e., M"(N) C A.
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Demonstragao. Seja y € M"(N). Da defini¢ao, existe uma trajetéria completa v =
{u(t): t € R} tal que u(0) =y e tlim d(u(t),N') = 0.
——00

Da definigao de limite, para todo 0 < ¢ < 1, existe s < 0 de modo que
—oo <t<s=dut),N)<e<l.

Assim, temos que v, = {u(t): —oo<t<s}C{z: d(z,N) <1}

Como N C A pela propriedade 2.3.3 item (i7), e como A ¢é limitado por definigao,
entdo A é limitado e, consequentemente, {z : d(z, N') < 1} é limitado. E temos entao
que v, ¢ limitado.

Vejamos agora que vs C Sys, para todo t > 0, isto é, provemos que v, ¢ negativamente
invariante.

De fato, se x € 5, entdo x = u(z) com —oo < z < s. Considere t > 0 qualquer, e
assim, z —t < s e temos que u(z —t) € 5. Desta forma,

r=u(z) =ulz —t+t) = Si(u(z —t) =z € Syys, Vt > 0.

Com isso, temos que 7, € limitado e negativamente invariante, segue da Propriedade
2.3.3 item (ii) que 75 C A.
Ainda,
y =u(0) = u(s — s) S_su(s) € S_g7s-
~~

€Ys

~—
—5>0

Finalmente, temos que
vCA=>yeS oy CS  A=A=ye A
O

Em condigoes especificas, é possivel garantir que a variedade instavel coincide com o
atrator. A andlise dessas condicoes e a demonstracao desses resultados, embora relevantes
e instrutivos, requerem ferramentas que fogem do escopo deste trabalho. Remetemos o
leitor interessado a referéncia [9].

Vejamos agora um importante resultado referente a perturbagoes em um sistema
dinamico.

Vamos imaginar uma familia de sistemas dinamicos (X, St’\), todos com o mesmo espaco
de fases X, mas cada operador de evolucio S; dependendo de um parametro A € A, em
que A é algum espago métrico completo (usualmente, A = R). Também vamos imaginar
que cada um desses sistemas possua um atrator A*, também dependendo do parametro

AeA.

Se S} em algum sentido especifico aproximar-se o suficiente de S,f‘o a medida que
A — Ao, podemos entender (X, S;) como sendo perturbacdes do sistema (X, S;°). Nesse
cendrio, é importante saber se os atratores A" também se aproximam do atrator A.

A relevancia desse tipo de informacao é evidente quando lembramos que modelos
matematicos do mundo real sao simplificacoes que sempre apresentam algum desvio da
realidade dos fatos, bem como que toda medi¢ao possui alguma margem de erro. Por
essas razoes, garantir a continuidade de atratores em relacao a perturbacoes do sistema
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dinamico ¢ algo crucial para assegurar a eficiéncia da teoria que estamos estudando. Em
outras palavras, sem o estabelecimento de teoremas acerca desse tipo de continuidade, nao
podemos ter qualquer expectativa de que resultados tedricos coincidam com observagoes
empiricas.

O resultado que vamos apresentar agora trata da semicontinuidade superior (“upper
semicontinuity”) de atratores de sistemas dinamicos sob perturbagoes. Resultados acerca
da continuidade completa (“full continuity”) — i.e., quando dg(A*, A») — 0 — podem
ser consultados em [7], [9] e [38]. Tais resultados sdo garantidos apenas em alguns casos
especiais, nao sendo validos quando estao em vigéncia somente as hipéteses do Teorema
2.3.10.

Teorema 2.3.10. Sejam X um espago métrico completo e {S{\},\e/\ uma familia de se-
migrupos de evolucdo definidos em X, cada qual possuindo um atrator global A, com A
sendo algum espago métrico completo. Vamos assumir que

e Eziste um conjunto limitado By tal que A* C By para todo X € A;

e Fuxiste tg > 0 tal que, para cada t > ty, vale que

lim |sup d(S}z, S}z)| = 0.

A= Ao zE€By

Sob essas hipoteses, a familia {A’\}AGA ¢ semicontinua superiormente em Xg, 1sto €,
lim dj(A*AY) = 0.
)\—>/\0

Demonstragio. Seja € > 0 dado. Como A é atrator de (X, S7°) e como By é limitado,
sabemos que existe t. > tg tal que

SPOBy C VL(AM), Yt >t..
Agora, note que, para todo y € By, temos que

4S9, S0 Bo) < sup d(Se, 500) " 0
z€By

Logo, existe § > 0 tal que da(\, Ag) < 0 implica
S}By C V(S By), Vit > to.
Entao, quando dj (A, Ag) < 0 e t > t., vale que
S}By C Vo(S}By) C Ve (Vo(AN)) = Voo (AM),
de modo que também vale que
AN = S}AN € S} By € Vo (AM).

Ou seja, quando da(A, Ag) < &, temos que A* C Vo (AM), que é 0 mesmo que dizer
que dj,(A*|.AM) < 2¢. Portanto, )\hrE dp (A AM) = 0.
—A0

]
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Capitulo 3

Dimensao Fractal de Conjuntos
Compactos e de Atratores (zlobais

“Embora concisa, essa defini¢ao
€ resultado de extensa
meditacdo”

— Herman Melville, Moby Dick,
[30].

O termo fractal foi introduzido por Benoit Mandelbrot em 1975 para nomear, organizar
e classificar uma série objetos matematicos que durante muito tempo foram considerados
“estranhos” e “patoldgicos”, mas que passaram a ganhar cada vez mais notoriedade ao
se revelarem nao a excegao, e sim a regra, em muitos contextos das ciéncias aplicadas a
partir de certo estdgio de desenvolvimento ([15], [28]).

Com o avanco de técnicas cada vez mais refinadas para interpretar e modelar fenomenos
reais, as ciéncias no Século XX experimentaram uma tendéncia quase que generalizada de
necessidade de lidar com conjuntos com um tipo muito particular de complexidade ([46]).
Unificar a nocao desse tipo de complexidade, observada em contextos diversos, em um
unico conceito que lhes capte a esséncia: esta foi a principal motivacao para a criacao do
neologismo “fractal” ([28]).

A rigor, a palavra “fractal” é um conceito cientifico, e nao uma definicao matematica.
Na linha proposta por Mandelbrot, pode ser chamado de fractal todo aquele objeto (real
ou abstrato) que possua irregularidades, quebras e fraturas em escalas muito pequenas.
Em contraste as formas regulares da Geometria Euclidiana e as curvas suaves tipicas do
Calculo cléssico, fractais sao intricados e infinitamente detalhados ([15]).

Matematicamente, a formalizacao dessa ideia exige alguns pré-requisitos. A saber, é
necessaria a estipulacao de alguma definicao de dimensao que generalize a ideia de di-
mensao topoldgica a fim de permitir a atribuicao de valores nao-inteiros para caracterizar
a dimensao de alguns conjuntos. A definicao mais conhecida nesse sentido é a chamada
dimensao de Hausdorff, sobre a qual fazemos uma exposicao introdutéria no Apéndice
B. Outra definigao igualmente eficaz é a dimensao box-counting, também chamada de
dimensao fractal, que serd apresentada neste capitulo. Uma vez conhecidas essas fer-
ramentas, um fractal é definido matematicamente como sendo qualquer conjunto cuja
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dimensao de Hausdorff seja estritamente maior do que sua dimensao topoldgica ([15],
[28]).

E importante observar que, apesar de o termo datar de menos de meio século dos dias
atuais, as teorias matematicas que lhe deram origem remontam (pelo menos) a K. Wei-
erstrass (1815-1897), G. Cantor (1845-1918), F. Hausdorff (1868-1942) e C. Carathéodory
(1873-1950) ([12], [15]).

No contexto de sistemas dinamicos, a definicao de dimensao fractal encontrou aplicacoes
com importantes consequéncias tedricas. Ao explicar sobre o significado do atrator em
um sistema dissipativo de dimensao infinita gerado por uma equacao diferencial parcial
(EDP), G. A. Seregin, V.K. Kalantarov e S. V. Zelik afirmam o seguinte:

De um lado, o atrator captura todas as dinamicas-limite nao-triviais do sis-
tema em questdo |...], enquanto, por outro lado, é essencialmente menor do
que o espaco de fases inicial. Em particular, o atrator em muitos casos possui
dimensao [fractal] finita, de modo que existe uma redugao tremenda nos efeti-
vos graus de liberdade (de infinitos para finitos), e isso nos permite usar ideias
e métodos da dinamica cldssica para investigar a dinamica de EDPs. ([20]).

Mais a frente, os autores explicam que

Existe uma conjectura heuristica (parcialmente inspirada pela teoria de Kol-
mogorov de turbuléncia e pela teoria de Prigogine sobre estruturas dissipati-
vas) que, apesar da dimensao infinita do espago de fases inicial, as dinamicas-
limite de um sistema dissipativo sao de dimensao finita e podem ser efetiva-
mente descritas pela evolu¢do de uma quantidade finita de parametros [...].
Um dos objetivos finais da teoria de atratores é encontrar interpretagoes e
justificativas rigorosas para essa conjectura. ([20]).

Historicamente, as primeiras tentativas para atacar esse problema foram levadas a

cabo por C. Foias e G. Prodi em 1967 e O. Ladyzhenskaya em 1972 ([20]).

Um sumario esclarecedor a respeito das consequéncias tedricas da finitude dimensional
do atrator pode ser encontrado em [37]. Exposi¢oes mais aprofundadas constam em [7] e
[36]. Uma interpretagao fisica extremamente pertinente pode ser encontrada em [39], da
qual fazemos um resumo na Secao 3.5.

Sem nos ocuparmos das tecnicalidades do assunto — as quais fogem do escopo deste
trabalho —, a principal consequéncia para a finitude dimensional do atrator é a seguinte:
Foias e Olson ([17]) mostraram em 1996, com base em um teorema de Mané ([29]) de
1981, que, se um conjunto F' em um espaco de Hilbert H possui dimensao fractal finita
estritamente menor do que d/2, entao F' pode ser imerso em um espago de dimensao d, com
essa imersao possuindo inversa Holder-continua'. Com base nisso, o atrator exponencial
de equagoes de evolucao dissipativas em dimensao infinita também ¢é atrator exponencial
de algum sistema (de dimensao finita) de equagoes diferenciais ordindarias ([17], [37]). A
expectativa é que técnicas matematicas sejam desenvolvidas a fim de viabilizar a obtengao

LA exigéncia de avaliacio da dimensdo fractal, e nao da dimensao de Hausdorff, é necesséria para
a validade do teorema. No Apéndice C, apresentamos um contraexemplo que mostra que uma imersao
com as mesmas caracteristicas do teorema de Mané nem sempre é possivel para conjuntos cuja apenas a
dimensao de Hausdorff seja finita.
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desse sistema de EDOs que simplifique o problema inicial. Resultados apenas parciais
foram obtidos até a presente data ([37]).

As péaginas que seguem apresentam a teoria de dimensao fractal necessaria para dar
inicio a esse tipo de estudo, bem como trazem alguns critérios tteis para garantir dimensao
finita de atratores. Os métodos de contracao de volume, bastante difundidos nos dias de
hoje, ndo sao abordados aqui. Para conhecé-los, remetemos o leitor a referéncia [38]. Em
essencia, esses métodos avaliam o comportamento de volumes n-dimensionais no espaco de
fases. Quando é encontrado um n para o qual volumes n-dimensionais decaem ao ficarem
sujeitos a lei de evolucao, entao obtém-se que a dimensao do atrator é n ou menor.
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3.1 Dimensao Fractal (Dimensao Box-Counting)

Seja Cy € R? um cubo d-dimensional de volume ¢. Suponha que desejamos cobrir Cy
com cubos menores, de lado €. Para isso, vamos precisar de quantos desses cubos?

E imediato verificar que a resposta® é N.(Cy) ~ ¢/e?.
Para extrair d, fazemos

N.(Cy) ~ ce™®
= InN.(Cy) =~ Infes™]
= InN.(Cy) =Inc—dlne
Inc—InN.(Cy)
Ine

= d=~

Assim, podermos esperar obter o valor da dimensao d fazendo o limite quando € — 0:

d = lim 2NF)

e—=0 — 1116

Isso motiva a seguinte definicao:

Definigao 3.1.1 (Dimensao Box-Counting; Dimensao Fractal). Sejam X wum espago
métrico e ' C X um conjunto totalmente limitado® (i.e., tal que F possa ser coberto
por uma quantidade finita de bolas de raio €, qualquer que seja e > 0).

Seja N.(F) o menor nimero de bolas de raio € > 0 e centradas em F' que sao capazes
de cobrir F'. Em simbolos,

N.(F) := min {n e N; 3 {Bi = Bz, el; F C UB" ex; € FVi= 1,2,...,n}}.
i=1

As dimensoes box-counting inferior e superior de F' sao definidas, respectivamente,
por

, . InN(F)
dlmB(F> = il_I}l’éTng

Para qualquer conjunto F' C X, vale que dimp(F) < dimp(F). Sempre que ocorrer a
igualdade dimz(F') = dimpg(F), definimos o valor comum como sendo dimg(F'), chamada
de dimensao box-counting de F (por brevidade: dimensdo box de F).

Por ser mais frequente no contexto em que pretendemos trabalhar, vamos nos referir

a dimensao boz-counting superior apenas por “dimensdo fractal” e denotd-la por dimy.
Assim,

dim;(F) := mw

=0 —lIne
P d
20 valor exato é N.(Cy) = [<ﬁ>—‘ .

€
3Ver Observacio 3.1.2.
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A definicao de dimensao box-counting admite valores nao-inteiros. Em certo sentido,
conjuntos com dimensao box fraciondria possuem detalhamento em escalas arbitraria-
mente pequenas, como é o caso, por exemplo?, do Conjunto de Cantor, do Triangulo de
Sierpinski e do grafico da fun¢do sen(1/z) em uma vizinhanga do eixo z = 0.

Uma maneira particularmente instrutiva de enxergar a dimensao box-counting é per-
cebendo que

d < dimp(F) = lim N.(F)et = oo,

e que
d > dimp(F) = lim N.(F)e? = 0.
E—r

Podemos interpretar isso (informalmente, apenas para fins de refinar a intui¢ao) da
seguinte forma: se tentarmos avaliar o volume d-dimensional de F' para um d menor do que
sua dimensao, entao o volume serd infinito. Se tentarmos avaliar o volume d-dimensional
de F' para um d maior do que sua dimensao, entao o volume serd nulo.

Essa interpretacao proporciona um vinculo natural entre a dimensao box-counting e
a dimensao de Hausdorff, apresentada no Apéndice B.

Observacao 3.1.2. Uma inconveniéncia da dimensao fractal € que o limite que a de-
fine exige que o conjunto F seja totalmente limitado. Se assim ndo fosse, teriamos a
propriedade indesejdvel de que subconjuntos de espacos euclidianos (de dimensao finita)
poderiam ter dimensao fractal infinita. Uma maneira que podemos propor para corrigir
esse detalhe € a sequinte:

Seja F C R? um conjunto nao-limitado. Faz sentido definir

dim,(F) := sup { dim; [F N B(0,n)] }

neN

Por propriedades que serao abordadas mais a frente, isso garante que dim(F) < d para
todo F C R, mesmo se F ndo for limitado.

Para espagos X de dimensao infinita, podemos utilizar a Defini¢ao 3.1.1 qualquer que
seja F' C X.

Observacao 3.1.3. Nos cdlculos a serem realizados, sempre vamos assumir € pequeno o
suficiente para que —Ine e expressoes similares sejam valores estritamente positivos.

Exemplo 3.1.4 (Dimensao fractal de um segmento de reta). Seja L C R um intervalo
de comprimento l. Vale que dim;(L) = 1.

Demonstragio. E imediato verificar que N.(L) ~ 1/(2¢). Mais precisamente, que

% <NA(L) < Kzieﬂ :

Como [z] <z + 1 para todo z € R, segue que

4Ver Apéndice A.
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Agora, acompanhe os calculos assumindo € pequeno o suficiente para que —Ine > 0:

[+ 2
< N(L)< =
2¢e

=

= ( ><lnN <In (“;jg)
2¢)
€)

= In(l)— <InN.(L) <In(l 4 2¢) — In(2¢)
In (1 ) ( lnN (L)  In(l+2¢) In(2¢)
< < + :
—lns Ine —Ine —Ine Ine
S — In N.(L
Tomando o limite superior, obtemos que dimp(L) := lim 1 HT5(> =1. O
e—

O Exemplo 3.1.4 é um indicativo de que, para conjuntos “bem-comportados” (que
sejam suaves o suficiente), a dimensao fractal coincide com a dimensao topoldgica. Mais
a frente, veremos que a dimensao fractal de um cubo d-dimensional, como era de se
esperar, também é d.

Observagao 3.1.5. Na definicao de dimensao box-counting, podemos tomar N.(F) como
sendo o menor numero de bolas fechadas de diametro € e centros em F' capazes de cobrir F'.
Essa maneira de obter N.(F), embora possa resultar em um nimero diferente, proporciona
o mesmo valor para a dimensao dimy(F'). Esse € o conteido da Proposicao 3.1.7. Para
provd-la, vamos precisar do sequinte lema.

Lema 3.1.6 (Relagao entre raios e diametros). Sejam X wum espago métrico e
Blxzg,e] € X uma bola fechada de centro xy e raio € > 0. Denotando por diam(B

sup d(z,y) o diametro de B, temos que ¢ < diam(B) < 2e.
z,yeB

Em particular:

B =
) =

(i) Uma bola de diametro e sempre pode ser inteiramente coberta por uma bola concéntrica
de raio €;

(11) Uma bola de raio € sempre pode ser inteiramente coberta por uma bola concéntrica
de diametro 2¢.

Demonstracao. A primeira desigualdade (¢ < diam(B)) é trivial, pois o diametro de um
conjunto é maior do que ou igual a qualquer distancia de pontos no interior desse conjunto.

Quanto a segunda desigualdade (diam(B) < 2¢), basta aplicar a desigualdade trian-
gular: se x,y € B[z, ], entao d(z,y) < d(x,zo) + d(xo,y) < € 4+ ¢ = 2¢. Como isso vale

para quaisquer z,y € B[z, ¢, temos que sup d(z,y) < 2e.
z,yeB

O

Proposigao 3.1.7 (Definigoes equivalentes). Seja F' C X um conjunto nao-vazio e to-
talmente limitado.

Seja N.(F') o menor nimero de bolas fechadas de raio € > 0 e centradas em F que
sao capazes de cobrir F.

Seja N.(F) o menor nimero de bolas fechadas de diametro e > 0 e centradas em F
que sao capazes de cobrir F.
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Vale que
— In N.(F — InN/(F
: n ( ) li n 6( ).

lim =
e=0 —lIne e=~0 —Ine

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.6, (ii), qualquer bola de raio € pode ser coberta por uma
bola concéntrica de didmetro 2¢ (basta tomar a prépria bola, caso seu diametro seja 2¢; se
o diametro for menor, tomamos a bola unida com pontos suficientes para que o didmetro
atinja a marca de 2¢). Logo, Ny.(F) < N.(F).

Similarmente, pelo Lema 3.1.6, (i), qualquer bola de diametro 2e pode ser coberta por
uma bola concéntrica de raio 2e. Logo, No.(F) < Ny (F).

Combinando as desigualdades, obtemos
Noe(F) < Npo(F) < N(F),

ou, o que é equivalente,
N.(F) < N(F) < N.ps(F).

Tomando logaritmos e dividindo por —Ine (com € pequeno o suficiente para que o
negativo de seu logaritmo seja positivo), temos que

In N.(F) < In N/(F) < In N, 5 (F)
—lne = —Ine — —lne °

Observe, na tultima parcela da cadeia de desigualdades, que

1nN€/2<F) - IDNS/Z(F) - ].HNE/Q(F)
—Ine  _ <f , 2) - —1In(¢/2) —In(2)’
2
Logo,
In N.(F) < In NI(F) < In N, /o(F)
—Ine = —Ine ~ —lIn(g/2) —In(2)
Tomando limite superior quando € — 0, concluimos a validade da proposicao. O]

Observacao 3.1.8. Em werdade, existem vdrias outras definicoes equivalentes para a
dimensao box, cada qual podendo ser utilizada conforme a conveniéncia em cada con-
texto. Poderiamos, por exemplo, definir N.(F) como sendo o menor numero de conjun-
tos (quaisquer) de diametro menor que ou igual a € capazes de cobrir F', ou entdo, se
estivermos trabalhando em R?, como sendo o nimero de cubos d-dimensionais em um
e-reticulado que possuem intersecao com F' (esta €, alids, a defini¢ao que justifica o nome
“box-counting”). Também podemos restringir as coberturas apenas por conjuntos fecha-
dos, ou apenas por conjuntos abertos, sem que isso influencie no limite que caracteriza a
dimensao box-counting.

Para uma lista abrangente e com demonstragoes completas, remetemos o leitor a nosso
trabalho anterior ([31]) ou a cldssica referéncia [15].

Vamos utilizar uma definicao equivalente para calcular, com simplicidade, a dimensao
fractal de um cubo d-dimensional.

Exemplo 3.1.9 (Dimensdo fractal de um hipercubo). Seja Cy € R um hipercubo de
volume c. Entao dims(Cy) = d.
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Demonstragao. Vamos considerar N.(F') como sendo o menor nimero de cubos d-dimensionais
de lado ¢ capazes de cobrir F.
Ve ‘ Ve ‘ ¢ d

Notando que N.(Cy) = [<?)—‘ < (? + 1) == + o(1/e%), podemos proceder
como na demonstracao do Exemplo 3.1.4 e concluir o resultado. [

Na proposicao e no exemplo a seguir, vamos realizar o célculo de dims(Cy) utilizando
N:(F) com base na contagem da cobertura por bolas de raio ¢, e ndo cubos de lado ¢.
Embora essa maneira de calcular seja menos comoda no espago euclidiano (onde tendemos
a imaginar os objetos imersos em uma grade quadriculada oriunda dos eixos candnicos),
em espagos métricos de dimensao infinita precisamos recorrer a contagem de bolas, que
sao os objetos mais naturais (i.e., que podem ser definidos com mais facilidade) em tais
espacos.

Por isso, é importante enfatizar que os métodos aplicados na Proposicao 3.1.10 propor-
cionam vislumbres instrutivos de técnicas que serao aplicadas nas estimativas dimensionais
em espagos de dimensao infinita.

Proposigao 3.1.10. Em (R, ||-]|) com a norma euclidiana usual, considere a bola B(j,r).
Dado ¢ > 0, existe um conjunto finito F' = {x};=, C B(y,r) tal que

B(y,r) C O{x € R; Blxy, €]},

k=1

2\ ¢
ne<(14+—1] .
€

Além disso, o nimero mdximo de pontos x € F tais que ||x; — x| > ¢ também €

com

d
2
limitado por (1 + —T> , isto €,
€

o\ @
max #{zy, € F; ||z; —xj|| > ¢, Vi# j} < <1+£) ‘

Demonstragao. Seja F' = {x}}<, C B(y,r) um conjunto maximal (isto é, com a maior
quantidade de elementos) tais que ||z; — x;|| > € para todo i # j.
F é finito, pois estamos em uma regido limitada do espaco euclidiano®.

Para checar que bolas de raio € centradas em F' cobrem B(7,r), basta notar que, se
x € B(y,r), entdo x € Blz;, €] para algum xz; € F, caso contrario F' = {z}} nao seria um
conjunto maximal com as propriedades com que foi definido.

Vejamos, agora, a estimativa para n..

Considere
By == B(xg,e/2), k=1,...,n..

E imediato verificar que B; N B; = ) para todo i # j.

°Em espacos de dimensdo infinita, um argumento similar exigiria que F estivesse contido em um
conjunto compacto, ou que a norma fosse compacta. Isso serd tratado em mais detalhes mais & frente.
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Também ¢é imediato verificar que
By, C B:=B(j,r+¢/2), Vke{l,...,n.}

Portanto, tendo em mente que todas as n. bolas disjuntas By tém o mesmo volume

d-dimensional, podemos comparar seus volumes com o volume da bola maior (que as
contém) B, da seguinte maneira:

n. - vol(By) = Zvol(Bk) < vol(B).
k=1
Ou seja, .
vol(B)
VOl(Bl) .
A razao entre os volumes pode ser calculada com base na férmula para o volume da

bola d-dimensional®, mas existe uma maneira mais simples: sabemos que o volume d-

dimensional de uma bola é proporcional (por uma constante multiplicativa que depende
apenas da dimensao d) a d-ésima poténcia de seu raio. Entao

Ne >

o< Sty = e = () = (%)

Isso mostra que

NvBEne < (1+2)

onde N(F,¢) foi tomado como sendo o menor nimero de bolas de raio e capazes de cobrir
E. O

Exemplo 3.1.11. A dimensdo fractal de qualquer bola aberta em R? (e, portanto, de
qualquer conjunto limitado em R® que a contenha) ¢ d.

Com efeito, utilizando as mesmas notagoes da Proposicao 3.1.10, € vdlido que

<Z>d < N(B(j,7),€) < (1 + ZE—T)d

€
Portanto

2r
wmm—m@n<hﬂWB@ﬂxﬂ<dm<“*?)_

—lne - —lne - —lne

Como os limites quando € — 0 das expressoes nas extremidades valem d, seque que
dimp(B(g,7)) = d.

Adicionalmente, note que, dado um cubo d-dimensional Cy, sempre existem By e B,
bolas abertas, tais que By C Cy C By. Pela monotonicidade da dimensao box (Proprieda-

des 3.1.14, (i)), concluimos dimp(Cy) = d. O mesmo € vdlido para qualquer conjunto de
interior nao-vazio.

7T”/2

oo
Svol(B(z,r)) = r™ - T a2 onde I' é a fungao gama, dada por I'(t) := /0 e dr.
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Proposigao 3.1.12 (Dimensao Box sob transformacao Lipschitz). Dados espag¢os métricos
X eY, valem os sequintes resultados:

(a) Sejam F C X wum conjunto ndao-vazio totalmente limitado e f : F — Y wuma
transformacao Lipschitz, isto €, uma transformacao para a qual existe 0 < ¢ < oo tal que

d(f(x), f(y)) <cd(z,y)  (Vo,y € F).

Neste caso, vale que dimg (f(F)) < dimg(F).

(b) Sejam F C X um conjunto ndo-vazio totalmente limitado e f : F — Y uma
transformacdo bi-Lipschitz, isto €, uma transformacao para a qual existem 0 < ¢; < ¢ < 00
tais que

Cld(xny) < d(f(l’),f(y)) < Cd(l‘,y) (Vl‘,y € F)
Neste caso, vale que dimg (f(F)) = dimg(F).

Demonstracao. Com efeito:

(a) Se {U;} é uma e-cobertura de F, entao {U; N F'} também é. Assim, tomando
a imagem desses conjuntos sob f e lembrando que f é uma transformacio Lipschitz’ de
constante ¢, temos que { f(U;NF)} é uma ce-cobertura de f(F'). Logo N..(f(F)) < N.(F)
para todo € > 0, de modo que

In N.(f(F)) < In N.(F)
—Ine - —Ine¢
In N..(f(F)) < In N.(F)

—Ilnce+Inec = —lne

jﬁlnNcs(f(F)) < MIHNE(F)

cmo—Ince+1Inc ~ 59 —Ine

Disso obtemos que dimg(f(F)) < dimg(F).

(b) Se f é bi-Lipschitz, entdo f : F — f(F) é uma bijecao® e, portanto, possui inversa
f~': f(F) = F. Se mostrarmos que f~' também é uma transformacao Lipschitz, entdo,
aplicando o item (a) em f~', teremos que

dim(F) = dimp f~ (£(F)) < @i (f(F)).
~ Como as desigualdades reversas jd estao provadas no item (a), poderemos concluir que
(h_mB(f(F>) = dimp(F).

De fato, isso é verdade, pois f~! é, sim, uma transformacao Lipschitz, o que podemos
comprovar da seguinte forma: sejam u,v € f(F). Entao existem z,y € F tais que

= f"u) ey=f"(v). Logo,

)
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Assim confirmamos a veracidade do resultado pretendido. [

"Pelo fato de f ser Lipschitz de constante ¢, temos que diam (f(UiﬂF)) < cdiam (UiﬂF) <c Ui) < ce.
8Com efeito, se vale que ¢ d(z,y) < d(f(z), f(y)), entdo, para f(z) = f(y), temos d(z,y) = 0, ou seja,
T =y.
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Observacao 3.1.13. A Proposi¢ao 3.1.12 pode ser generalizada (com demonstragdao in-
teiramente andloga) no sequinte sentido: se f for uma transformagio Hdlder, isto é,
se, para todo x,y € F, valer que d(f(z), f(y)) < cd(x,y)* para algum ¢ > 0 e algum
0 <a <1, entio dimg (f(F)) < (1/a)dimy(F).

Propriedades 3.1.14 (Propriedades da Dimensao Box-Counting). Algumas propriedades
basicas que sao satisfeitas pela Dimensao Box-Counting:

(i) Monotonicidade: Se E C F, entio dimg(E) < dimg(F).

(i) Intervalo de valores: Para todo F sendo um subconjunto ndo-vazio e limitado de
R, vale que 0 < dimg(F) < dimp(F) < d.

(iii) Conjuntos abertos: Se ' C R? € aberto, entdo dimp(F) = d.
(iv) Conjuntos finitos: Se F' é um conjunto finito, entdo dimp(F) = 0.

(v) Invariancia geométrica: Dados espagos métricos X e Y, um conjunto FF C X e
f: F =Y sendo uma transformacgao de congruéncia, uma transformacao de simi-
laridade ou uma transformacao afim, vale que dimg (f(F)) = dimgz(F).

(vi) Estabilidade finita da dimensdo superior: A dimensdo superior de uma unido finita é
a dimensao do conjunto de maior dimensao dessa uniao. Isto é, vale que EB(EU
F) = max {dimg(E),dimg(F)}. Contudo, o mesmo ndo vale para a dimensio
inferior, nem para unioes infinitas.

(vii) Invariancia pelo fecho: dimy(F) = dimpg(F).
(viti) Dimensdo do produto cartesiano: dimy(E x F) < dimy(E) + dimy(F').

Demonstracao. De fato:

(i) Basta notar que N.(E) < N.(F') para todo ¢ > 0.

(ii) As duas primeiras desigualdades sdo imediatas. Quanto a terceira, basta notar que,
como F' é limitado, F' pode ser coberto por um cubo d-dimensional C, o qual tem
dimensao d. A partir dai, é suficiente aplicar a propriedade da monotonicidade.

(iii) Com efeito, se F' é aberto, F' contém um cubo d-dimensional C', de modo que existe
uma constante ¢ independente de £ > 0 tal que N.(F) > N.(C) > cs™%

(iv) De fato, N.(F') é um valor fixo e finito para ¢ suficientemente pequeno.

(v) Como todas essas transformagoes sao bi-Lipschitz, o resultado segue diretamente da
Proposicao 3.1.12.

(vi) Como E, F C (E U F), segue direto de (i) que max {dimg(E),dimp(F)} <
dimp(E U F) (em verdade, esta desigualdade é véalida também para a dimensdo
inferior).

Vejamos agora como obter que dimp(E U F) < max {dimp(E), dimp(F)}.
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(vii)

Note, primeiro, que N.(E U F') < N.(F) + N.(F), de modo que

mN(BUF) _In [N.(E) 4+ N.(F)]

3.1.1
—Ine - —Ine ( )

Por simplicidade, definiremos

In [N.(E) 4+ N.(F)]
—Ine '

fle) =

Se mostrarmos que @f(s) < max {dimp(F),dimp(F)}, entdo, por (3.1.1), tere-
e—
mos o resultado pretendido: dimg(E U F) < max {dimp(E), dimp(F)}.

Com efeito, veja que, para cada € > 0, temos
N:(E) < Ne(F) = No(E) + No(F) < 2N(F)

ou

N.(F) < N.(E) = N.(E) + N.(F) < 2N.(E).

Assim, para cada € > 0, temos

f(e) < “ﬁv—(m = gp(c) = dim,(F)
o< REYEN ) ().

Logo, sup{f(c);0 < e <r} <sup{gp(c),gr(c);0 <e <r}.

Aplicando essa desigualdade em conjunto com a definicao de limite superior, obte-
mos

Ef(a) = lgrg) (sgp {f(s);O <e< 7"})
< }1_I)I(1) (sup {9(€),gr(€);0 < e < 7’})
= maxx {1 g5(2). T g () |
= max {MB<E),HB(F>} .

Portanto, por (3.1.1), segue que dimp(E U F) < max {dimp(E), dimg(F)}.

Note, contudo, que a desigualdade correspondente nao vale para a dimensao inferior
e que o resultado ¢é valido apenas para unioes finitas.

Uma familia de conjuntos fechados cobre F se, e somente se, também cobre F.
Portanto N.(F') = N.(F'), onde N, foi tomado como sendo o menor nimero de uma
e-cobertura fechada.
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(vili) Dado € > 0, sejam {EZ}ZL(IE <) e {Fj}jvz(fs) e-coberturas minimais de E' e F', respec-
tivamente.
E imediato verificar que E x F' C U E; x F;. Assim, considerando em F X I’ a

]

métrica d(x,y) := max{dg(x1, x2),d(y1, y2)}, temos que o conjunto {E; x F;} é uma
e-cobertura do cartesiano E x F. Essa cobertura tem N(F,¢)- N(F,¢) elementos.
Assim, vale que N(E x F,e) < N(E,¢) - N(F,¢), de onde o resultado segue com
facilidade.

Note, contudo, que a métrica adotada influencia no calculo da dimensao.

]

Proposigao 3.1.15 (Dimensdo de conjunto com interior ndo-vazio). Seja F' C R* um
congunto limitado com interior ndo-vazio. Entdo dimy(F) = d.

Demonstracao. Como o interior de F' é nao-vazio, segue que existe uma bola aberta B
contida em F'. Pela Proposicao 3.1.14, (iii), temos que dim(B) = d. Pela monotonicidade
da dimensao fractal (Proposigao 3.1.14, (i)), concluimos que dim(F') = d. O

Muitas vezes, é 1til que consigamos calcular a dimensao box tomando o limite (supe-
rior) por meio de uma sequéncia (g5) de valores para e, sem precisarmos nos restringir ao
limite continuo ¢ — 0. No exemplo 3.1.19 ficara claro que nao é possivel fazer isso sem
impormos algumas restrigoes a sequéncia (). Vejamos quais sdo essas restrigoes.

Teorema 3.1.16. Seja (e;) uma sequéncia com as sequintes propriedades:

(i) Tende a zero: g, — 0.
(ii) E decrescente: e > €11

(i1i) Existe uma constante o € (0,1) tal que €41 > aey, para todo k € N.

Entao o N (F
dim(F) = Tim In Ney (F)
k—oco —In €k
Tal igualdade é vdlida, em particular, se (e) for uma sequéncia geométrica decrescente

(i.e., uma sequéncia do tipo £, = ca”, comc>0e0<a <1).

Demonstracao. Pelas propriedades basicas de supremo e infimo, é imediato verificar que

In N.(F In N, (F
dimf(F):hmn—E()> lim ng—'“()

—0 —lne T i —Ing

Agora, dado € € (0,1), seja k € N tal que g1 < & < g;. Isso garante a seguinte
relacao, que vamos utilizar mais a frente:

1 1 1
<

< .
—Inegyq —Ine = —Ingy
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Como € > €41, temos que N(F) < N,, ., (F). Entao

k41

In N.(F) < In N, (F)
—Ine = —lInegg

In N5k+1(F)

“In (%5,{:)
E€k+1
In N, (F)

Ek+1

€k
In N, (F)

Ek4+1
—Ilneg +na

In N, (F)
—Inegpyy
(1 N In o ) '
—Inepp
Portanto, tomando limite superior, obtemos que
(ln N8k+1(F))
. — —Inepp
d <
my (F) < kh—>I£lo ( Ina >
1+ —
—Inepp
— (InN_ , (F
hm ( n k:+1( ))
< k—o0 —ln€k+1

- Ino
i (12— )
k—o0 —Inepy

- lnNekH(F)'

k—oo —1In Ek+1

(3.1.2)

]

A velocidade com que a sequéncia (&) decresce pode ocorrer de outras maneiras e ainda
assim preservar uma relacao andloga & do Teorema 3.1.16. A condigao (iii) do teorema,
grosso modo, diz que () nao pode decrescer muito rapidamente. Caso desejemos tomar
uma sequéncia () que “decres¢a muito rapido”, teremos que tomar cuidado para que

em nenhum momento ela “decresgca pouco”, em um sentido que sera tornado preciso na
proposicao a seguir.

A ideia da Proposicao 3.1.17 é ilustrar que, quando for conveniente, podemos substituir
as condigoes (ii) e (iii) do Teorema 3.1.16 por algo do tipo f(k)ex > ex+1 > g(k)eg, com

conjunto por meio do limite discreto dim(F) = klim ]
—o0  — IN &R

Proposicao 3.1.17. Seja (e;) uma sequéncia com as sequintes propriedades:

(i) Tende a zero: g, — 0.
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(11) Eziste uma constante § > 0 tal que
1
(1="9)er > ppr > R

Entao Y (F)
. _ I n €k
e =

Demonstracao. Sem perda de generalidade, vamos assumir por simplicidade €, = 1.

Note que
1 1 1 1
1—6)F> > —gp > — > >
( ) _5k+1_k5k_kk_15k 1= = 7
Entao
k 1
(1-6)" > Ekt1 = 2l
1
= —In(1 - 5)'1C < —Ingpyq < —1In ]
_ 1 N L 1
—In(l —0)k — —Ineg — B ln%
o In(1/k) <14 In(1/k) <14 ln(l/k).
— ln(l — (S)k —1In Ek+1 1 1
—_ n —
k!
Como os limites das expressoes nas extremidades, quando k& — 0o, sao ambos 1, segue
que
In(1/k
lim [1 + M} ~1.
k—o0 —1In Ek+1
Assim, podemos proceder como no Teorema 3.1.16 e, similarmente a relagao (3.1.2),
obter
)
dim;(F) < —— 1”?% = T
li_m <1 i n ) —oo  — INEkyy
k—o0 —In Ek+1

]

Observagao 3.1.18. A condi¢ao (ii) da Proposi¢ao 3.1.17 pode ser substituida, por exem-

plo, pela condicao

1 —k
Lok > Epyl = € €.

O exemplo a seguir é notavel por dois motivos: explicitamente, ele comprova que nem
sempre a dimensao box inferior coincide com a superior; implicitamente, ele comprova a
necessidade de restrigoes a variacao na velocidade de convergéncia de () ao se tentar
calcular a dimensao fractal de um conjunto por meio de um limite discreto de valores
e, — 0.
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Exemplo 3.1.19. Vamos construir um conjunto F' C R tal que dimgz(F) # dimp(F).
Esse conjunto serd construido de forma similar ao conjunto de Cantor, por meio da
remocao sucessiva de fracoes de subintervalos obtidos pela divisao de intervalos maiores.
Contudo, desta vez a remocao serd feita em etapas especificas, e o tamanho a ser removido
serd variavel, sequindo uma regra exponencial.

Seja a, = 10" para todo n € N. Definiremos F' como sendo a interse¢ao de conjuntos
Ey. definidos do sequinte modo:

e Ey=10,1];

e Para todo k tal que as, < k < agpi1, 0 conjunto Ey serd obtido pela remocdao do
terco-médio dos intervalos que constituem Ey_q;

e Para todo k tal que ag,_1 < k < as,, 0o conjunto Ey serd obtido pela remoc¢ao dos
3/5 centrais dos intervalos que constituem Ej,_;.

Vamos definir
F=()E.
k=0

Note que, para n impar, a medida de cada intervalo que constitui E,, € de

1 al 1 as—ai 1 az—az 1 An—1—0p—2 1 an—0n—1
s,=(=) (= - Y - 1.
56 60 -6 0 @1

Para n par, a medida de cada intervalo que constitui F,, € de

1a1 1a2—a1 1a3—a2 1an71—an72 1an—an,1
= (= - - R - 14
N ONORNO R ONENG 014

A quantidade de intervalos constituindo Ej, é sempre 2F.

Nosso desafio, agora, € encontrar uma cota superior para dimgF e uma cota interior
para dimpgkF'.

Observe que o tamanho de cada intervalo de E,,,, paran par, é menor do que (5_1)%—%_1-
Isso decorre diretamente de (3.1.4). Portanto, em E,, , paran par, existem 2° intervalos

1 An—0an—1
de tamanho menor do que (g) )
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Usando os intervalos de Ey para cobrir F, obtemos

In N(;(F)
dimgl = lim ————=
7 6—0 _hl((S)
S lim lnN(;n(F)
nzo _ln(5n>
< lim In(2 :)_a
n—oo — 1IN [(5_1> " n_l]
~ lim a, In(2)

n—00 (an - CLn—l) ln(5)
10a,_; In(2)

pu— 1‘
o 9an_1 In(5)
101n(2)

_ ~ 0, 4785.
oln(5)

Agora note que, para n impar, temos
5 > ( )an 1 (3—1)an*anfl )

Isso seque diretamente de (3.1.3), pois:

OOl O
g O
Ty
SONO

Para cobrir F' com intervalos de tamanho d,, precisamos de pelo menos 2% /2 interva-
los, pois os intervalos de tamanho 6,, consequem interceptar no maximo dois intervalos

de E,, . Logo,
In Ns(F)

dims F = i — s
I NG, (F)
n—00 —ln(5n)
— In(2% /2)
n—oo — |n [(571)6“1*1 (371)an*“n71}
T a, In(2) —In(2)

n—o0 a1 In(5) + (an — an—1)In(3)
~ i 10a,, In(2) — In(2)

oo an—110(5) + 9a,_1 In(3)
~10In(2)
~ In(5) + 91n(3)

Vv

~ 0,6029.
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Disso tudo, concluimos que

101n(2) 101n(2)
Oln(5)  In(5) 1 91n(3)

dimp(F) < < dimp(F).

Ou seja, dimg(F) < dimp(F).

Vejamos, agora, outra peculiaridade da dimensao fractal.
Sabemos que dim (£ U F') = max{dim(£), dim(F')}. Existem exemplos simples que

(e.9]
mostram que nem sempre vale que dimg U F, | = sup {dims(F,)}. E possivel verificar,
n—1 neN
por exemplo, que o conjunto {1/m}>°_, possui dimensao fractal 1/2, muito embora cada
conjunto unitério {1/n} (para n fixo) tenha dimensao fractal nula.

O exemplo a seguir, embora um pouco mais rebuscado, é mais expressivo ao ilustrar o
mesmo fato (isto é, que nao vale a estabilidade da dimenséao fractal para unioes infinitas).
Vamos apresentar um conjunto que é uniao enumeravel de pontos isolados, mas cuja
dimensao fractal é infinita.

Exemplo 3.1.20. Seja (¢, ||-||) o espago das sequéncias reais limitadas munido da norma
do supremo. Seja (e,) a base candnica desse espago, ou seja,

er = (1,0,0,0,...)

es = (0,1,0,0,...)
es = (0,0,1,0,...)

o0

e

Considere o conjunto F = {ﬁ} . Vejamos que, apesar de F' ser totalmente
n(m) ), _,

limitado e até mesmo compacto, vale que dim(F') = oo.

Dado € > 0 pequeno, seja k € N tal que

1 |
mkt 1)~ (k)

Isso implica que ¢ — 0 & k — 00 e que

1 1 1

() (k)

Note que, para quaisquer m,n € N, com m #n e m,n < k, temos que

(3.1.5)

lne(jz) a lne(n;n) H




Assim, conjuntos de diametro € < nao consequem conter mais do que um unico

In(k)
o )R

] (Z) . Notando que esse conjunto Ej contém k — 2 pontos, con-
1)) =2

clutmos que k — 2 < N.(F'). Assim, usando a relagdo (3.1.5), obtemos que

ponto de E = {

In(k —2) In N.(F)
N ( 0 ) S ()
"\ + 1)
Ou seja,
’ In(k —2)

e ) S A ()

Disso concluimos que, de fato, dims(F) = oo.

Para encerrar esta sessao, vamos apresentar um resultado que se relaciona positiva-
mente com a estabilidade finita da dimensao fractal.

A proposigao a seguir apresenta algumas restricoes sob as quais dimy (U F ,\> < 00

AEA
mesmo para uma uniao nao-enumeravel de conjuntos F).

Proposicao 3.1.21. Sejam X um espaco de Banach, K C X wum conjunto compacto
e {W; : K — Xticny wma familia de operadores continuos. Suponha que existam
constantes L, M >0 e a € (0,1) tais que

dWix, Wyy) < Ld(z,y)*, Vz,y € K, t € [a,}b], (3.1.6)
d(Wix, Wex) < Md(t,s)*, Vre K, t s € [a,b]. (3.1.7)
Nessas condigoes, para o conjunto I'[a,b] := U Wi(K) vale a estimativa
te(a,b]

dim, (Ta, ) < é (1 + dim,(K)]

Em particular, se dim¢(K) < oo, entdo a dimensao fractal de I'[a,b] € finita.

Demonstracao. Seja € > 0 dado.
Seja {V; C X }7_; tal que
K c| K,
i=1
diam K; < ¢, Vie{l,2,...,n},
comn = N(K,¢), onde N(K,¢€) é o menor nimero de conjuntos fechados de diametro nao

excedendo € que sao capazes de cobrir K. Em outras palavras, {K;}]_; ¢ uma e-cobertura
minimal de K.

Sabemos que N (K, ¢) é finito porque K, sendo um compacto em um espago métrico
completo, é totalmente limitado.
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Para cada t € [a,b], a familia {S;K;}}, é tal que

&KCO&&,

i=1

pois K C U K;.
i=1
Além disso, pela hipdtese de Holder continuidade (3.1.6), sabemos que
diam S; K; < Le“. (3.1.8)

Estamos interessados em estimar N(I'[a, b],£) para algum € conveniente. Para isso,
vamos precisar de alguns ajustes preliminares.

Primeiro, vamos particionar o intervalo [a, b] em pedacinhos de tamanho ¢, definindo

tr=a+(k—-1e, k=1,...,(n.—1):= Lb;aJ,

tn. == 0.

€

Isto garante que t; = a, t,. = b e d(txs1,tx) < e. HA um total de n. pontos.

Também vamos definir os conjuntos
G = Stk (Kl)

Para estimar N(I'[a,b],€), vamos considerar y € I'[a,b] arbitrdrio. Por definicao,
y = Si paraalgum t € [t; t; ] ealgum z € K;, comk € {1,2,...,n.}eje{1,2,...,n}
especificos, dependendo de .

Note que
d(y, G,}j) = d(ng, Wthj)
S d(WE:C, Wth)
< Md(t,t;)* (Hipdtese (3.1.7))
< Me* (pois t € [tj, tpq]). (3.1.9)

Agora, considere a Me®-vizinhanga fechada de Gj;:
Ve [Gk]] = {w € X; d(w, ij < M{:‘a)}.

Pela relacao (3.1.9), é certo que a familia

Je{L,...,n}

é uma cobertura de I'[a, b]. Essa cobertura possui n. - n elementos.
Agora, precisamos estimar os diametros desses conjuntos.
Pelas desigualdades (3.1.8) e (3.1.9), vale que

diam (Vi [Gyy]) < 2Me® + Le®
= (2M + L)e“.
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Assim, definindo @ := (2M + L), temos que Q& é nosso £ conveniente.
Portanto, por toda essa construgao, temos que

N(T[a,b], Q") < n. - n.

Ou seja,

N(T[a, b], Qe®) < (b_T“ + 1) CN(K,2).

Aplicando logaritmos, dividindo por —In(Qe*) e tomando o limite superior quando

¢ — 0, concluimos que
o
In ( ° 5 1) CN(K, 5)}

. Tim - 6
dimy(I'[a, b]) < lim — In(Qe”)

'b—a
€

In

+1} +In[N(K,¢)]
:lgr(l) —In@ —alne

- é [1+ dim (K] .

Assim, se dim¢(K) for finita, entdao dim(I'[a, b]) também seré.
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3.2 Critérios para Dimensao Fractal Finita

Nesta secao, vamos apresentar critérios para estimar a dimensao fractal de conjuntos
em nivel abstrato, sem fazer referéncia a sistemas dinamicos. Os resultados centrais sao
os Teoremas 3.2.9 e 3.2.10, dos quais decorrem corolarios mais especificos que constam em
[9]. Nao enunciamos esses coroldrios aqui porque suas demonstra¢oes sdo consequéncias
diretas dos teoremas que vamos abordar, e as especificidades dos corolarios escapam do
escopo deste trabalho.

Para o trabalho que temos a frente, algumas defini¢oes sao necessarias.

Definigao 3.2.1 (Méximo de Elementos com Determinada Propriedade). A notagdo
max #{x*} indica o nimero de elementos do maior conjunto que possui a propriedade
x. Se existir uma familia infinita (X\)aea de conjuntos satisfazendo *, podemos tomar

max #{*} 1= igﬁ{#(X)\)}-

Definicao 3.2.2 (Seminorma). Uma fungio n : X — R € dita ser uma seminorma
quando satisfaz

Lon(z+y) <n(x)+ny), VYeyelX,
2. n(Ax) = |A|n(z), VAeT,zeX.

A diferenca entre uma norma e uma seminorma é que, no caso de uma seminorman,
pode ocorrer n(x) =0 sem que x = 0.

E trabalho de rotina verificar que qualquer seminorma n € simétrica, isto €, que n(x —
y) =nly — ).
Definigao 3.2.3 (Seminorma Compacta). Uma seminorma n é dita compacta quando

toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia que ¢ de Cauchy com respeito a n. Isto
é: se (zn) C X € limitada, entdo existe (v,,) C (x,) tal que lim n(z,, —x,;) = 0.
—00

7

Lema 3.2.4. Sejam nq e ny seminormas compactas em um espaco de Banach X.
Seja mo(R) o nimero mdzimo de pares (x;,y;) € X x X tais que

lil|* + [yl * < B2,
nl(mi — .73]') + ng(yi — yj) > 1,
para todo i # j.

Entdo, qualquer que seja R € R", o valor mg(R) € finito.

Similarmente, se mz(R) € o maior nimero de pontos x; € X tais que ||z;|]| < R e
ni(z; — x;) > 1 para todo i # j, entao my(R) também € finito.

Demonstrag¢ao. Por absurdo, suponha que mg(R) = oo para algum R fixo.

Entao existe uma sequéncia infinita de pontos (x,,y,) € X x X tais que

2 2
|zl + llyalI” < R?

nl(xn - xm) + n2(yn - ym) > 1
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para todo n # m.

Contudo, a compacidade de n; garante que existe uma subsequéncia de pontos (2, , Yn, )
tais que ny(z,, — x,,) — 0. Para essa subsequéncia, a compacidade de ny garante que
existe uma subsequéncia de pontos (zy, , ynkj) tais que na(zn, ynkj) — 0.

Essa ultima subsequéncia contraria a suposigao de que ny(z, — ) + no(Yn — Ym) > 1
para todo n # m.

Portanto mg(R) < oo para todo R € R*.

O caso para my é similar (mais simples) e dispensa nova demonstragao. [

Lema 3.2.5. Sejam M C X e W : M — X. Suponha que existam um espaco de Banach
Z, uma aplicacao Lipschitz G : M — Z de constante lipschitziana L, uma constante
n > 0 e wma seminorma nyz, compacta em Z, tais que

|[Woy — Wos|| < nllog — vl + nz(Guy — Gug), Yy, ve € M,

|Gvy — Guo|| < L ||vg — vq|, Vo, vy € M.

Entdo, se D C M, vale que’
a(WD) <na(D),
onde o é a medida de nao-compacidade de Kuratowski, apresentada na Defini¢cao 1.2.1.

Demonstragao. Se D C M nao for limitado, sabemos que a(D) = oo, caso em que a
afirmacao do lema se torna trivial.

Seja D C M limitado. Pela definicao da medida de nao-compacidade, dado £ > 0,
existe Dy, ..., Dy tais que

p
D = U D;, com diam D; < a(D) +e.

j=1

 Afirmacdo 1: Existe um conjunto finito F' = {z;}*_, C D tal que, para todo y € D,
existe i € {1,...,k} tal que nz(Gy — Gz;) < e.
Suponha que a afirmacao seja falsa. Entao existe (z,) C D tal que

nz(Gzn — Gzp) > € Vn#m. (3.2.1)

Contudo, (Gz,) C X é uma sequéncia limitada, afinal (z,) C D, com D limitado,
e G ¢é Lipschitz. Por isso, a compacidade de n, garante que existe uma subsequéncia
(Gzn,,) C (Gg,) tal que
lim nz(Gz, — Gzy,,) =0.

l,m—oo

Isso contraria a relagao 3.2.1. Portanto a Afirmacgao 1 é verdadeira.

9Contudo, é possivel ocorrer a(W D) < na(D) para todo D C M, sem que ocorra |[Wuv, — Wus|| <
7N ||v1 — v2|| para todo v1, vy € M. Ver Observagao 3.2.6.
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- Afirmagio 2: Dado z; € F = {x;}_,, definindo C; = {y € D; n,(Gy — Gx;) < €},

k
vale que D = U C;.
i=1
Se y € D, existe z; € F tal que nz(Gy — Gz;) < ¢ (Afirmagao 1). Entdo y € C; C
k k

U C;. Reciprocamente, se y € U C;, entao y € C; para algum C;. Como, por definicao,

=1 =1
C; C D, concluimos que y € D. Isso prova a Afirmacao 2.

P k
Agora, como D = U DieD = U C;, temos que D = U (D; N C;). Isso implica

j=1 i=1 J&{1,....p}
ie{l,....k}
que
wD= |J W(D;nG)).
ie{l,....k}

F Afirmacao 3: diam[W(D; N C;)] < na(D) quaisquer que sejam 1, j.
Note que:
Se vy, ve € Dj, entdo |lv; — vo|| < a(D) +¢.
Se vy, v9 € Cy, entao nz(Guy — Guy) < ny(Guy — Ga;) + ny(Gr; — Guy) < e +e = 2e.
Portanto, se vy, vy € (D; N C;), podemos usar a desigualdade fornecida pela hipdtese
para concluir que
[Woy = Wos| < nlfvr = val| + nz(Gor — Gus)
=n(a(D) +¢) + 2¢
= na(D) 4+ e(n + 2).

Pela arbitrariedade na escolha de € > 0,
|Wvy — Wus|| <na(D), Vuy,ve € (D; NC).

Isso garante que diam[W (d; N C;)] < na(D), e, entdo, a Afirmacao 3 esta comprovada.

Ora, mas sabemos que «(Y) < diam(Y') qualquer que seja o conjunto Y. Portanto
a[W(D; N C;)] < na(D) quaisquer que sejam ,j. Assim, pela semiaditividade de o
(Proposicao 1.2.2, v), concluimos que a[W(D)] < na(D).

[

Observagao 3.2.6. As condicoes do Lema 3.2.5 nao sao suficientes para garantir que
dims(M) < oco. Em particular, o existéncia da aplicagio W que é uma a-contragao em M
e tal que M C W(M) nao garante dimensao finita de M. Vejamos dois contra-exemplos.
O Ezemplo 3.2.7 foi apresentado em [9]. Apresentamos por nossa conta o Exemplo 3.2.8
por considerd-lo mais simples.

Exemplo 3.2.7. Sejam

X == {x = (21, X2, ...); fo < oo} :
i=1
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M = {x € *; |z;| < 1/i*}.

E relativamente simples verificar que dimy M = oo: dado qualquer valor finito d > 0,
o conjunto das d-uplas, (v1,... x4) tais que |z;| < 1/i* para todo i € {1,...,d} possui
interior nao-vazio em R%, de modo que sua dimensdo é d. Como isso vale para qualquer
d > 0, seque que o caso limite (isto é, o conjunto M ) possui dimensdo infinita.

Para definir a aplicacao W satisfazendo as condi¢oes do Lema 3.2.5, defina as fungoes
reais

s, se |s| < 1/,
fi(s) =< 1/, se s > 1/
—1/42, se s < —1/i%
Defina
W2 — (2

x = W(z) = (fi(z1), fo(z2),...).

Veja que W(X) = M = W (M) e que, como W (M) é compacto, seque que W € uma
a-contragao de constante A =0 (afinal 0 = W (D) < Aa(D) = 0 para todo D C M ).

O detalhe que merece atencao é o sequinte: W € Lipschitz, mas sua menor constante
lipschitziana € 1. Isto ¢é, vale que

W(z) =Wyl <tz —yll, VoyeM,
mas, para qualquer n < 1, nao vale que

[W(x) =Wl <nllz—yll, Vz,ye M

Outro exemplo que ilustra o mesmo fato é o seguinte.

Exemplo 3.2.8. Nos moldes do Exemplo 3.1.20, seja X = {*° o espago das sequéncias
reais limitadas. Seja (e,,) a base candnica desse espago.

Considere o conjunto M = {l e(m ] } e a aplicagcao W : M — M dada por W = Id.
n(m :2

Trivialmente, M C W (M), W é a-contragao (porque M €é compacto) e W é Lipschitz
de constante 1. Contudo, jd vimos no Exemplo 3.1.20 que dimy M = oo.

Teorema 3.2.9. Sejam X um espaco de Banach e M C X um conjunto fechado, limitado
e nao-vazio. Suponha que exista W : M — X satisfazendo

(i) M C W(M).

(i1) Existem um espago de Banach Z, uma aplica¢ao Lipschitz G : M — Z de constante
lipschitziana L > 0, uma constante n € [0,1) e uma seminorma ny, compacta em
Z, tais que

|IWuvy — Wus|| < vy — v + nz(Guy — Guy), Vv, vy € M,
HGUl—GUQH §L||U1_U2||7 Vvl,UQEM.
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Sob essas hipoteses, definindo
myz(r) == max #{z; ||zill, <7 enz(zi —z) >1 Vi#j},

vale que M € um conjunto compacto de dimensao fractal finita, satisfazendo a estimativa

i sulos ()] (o[])

Demonstragao. Pelo Lema 3.2.5, sabemos que a(M) < na(M). Como, neste caso, 0 <
n < 1, temos necessariamente que (M) = 0. Isso s6 é possivel quando M é compacto.
Como, no caso em questao, M ¢é fechado (M = M), segue que M é compacto.

Seja € € (0,1) dado.

Considere {Fl}f\i(lM <) uma familia minimal de subconjuntos fechados de M tais que'
N(M,e)
M C U F;, com diam F; < 2¢.
i=1

Defina

olx,y) =nz(Gx — Gy),
my(D.€) = max #{z € D: plzp,7) > <},
my(M,d) = sup sup{lnmy(F,de); F C M, diam F' < 2¢}.
€€(0,1)

Observe que my(D, ) é sempre finito para conjuntos D C M, pois M é limitado.

F Afirmacao 1: m, (M, §) < oo para todo 6 > 0.
Seja D C M.

Considere B :=G(D) ={z =Gz € Z; x € D}.
Como G ¢ Lipschitz, note que

diam B = sup |Gz — Gy| < Ldiam D := R < ©.

z,yeD

Entao existe yo € B tal que B C By, R].

Portanto, aplicando propriedades usuais de translacoes, bem como o Lema 3.2.4, temos
que

my(D,e) = max#{yr € D; p(yr, y1) > €, i # j}
= max #{z € D; nz(zx — 21) > €, i # j}
< max#{z € Blyo, B|; nz(2x — 21) > ¢, i # j}
=max #{zx € B0, R]; nz(zx — 21) > ¢, i # j}
=max #{zx € B[0,R/c|; ny(zx — z) > 1, i # j}
= mz(R/e)

< Q.

00bserve que, desde modo, definimos N (M, €) como sendo o menor niimero de conjuntos fechados que
cobrem M e cujos didmetros ndo excedem 2¢. Essa escolha envolvendo 2¢, e ndo o € de praxe, foi feita
apenas para comodidade nos calculos ao fim do argumento.
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Usando o fato recém-demonstrado de que my(D,e) < mz(R/e), podemos observar
que, se diam F' < 2¢, entao

z (R/de)

z (L diam F'/d¢)
7 (L2¢e/de)
z(2L/9).

my(F, de) <

I
3 3 3 3

Portanto, In [m(F, dc)] < In[mz(2L/0)]. Isso vale para todo F' C M com diam F' <

2e. Logo,
sup{Inmy(F,de); F C M e diam F < 2e¢} <In[mz(2L/0)].

Como isso vale para todo ¢ € (0, 1), segue que
my(M,6) < In[mz(2L/0)] < . (3.2.2)

Isso comprova a Afirmagao 1.

Agora, seja {x; %, C F; um subconjunto maximal de F; tal que go(x;,xz) > dg, com
€ (0,1) e § € (0,1) dados.
Por definicao,
n; = my(F;, 6e) < exp(my,(M,0)). (3.2.3)

Defina, ainda, A .
Dj = {v € F}; ¢(v,z}) < de}.

n;
Veja que F; C U Dj», pois, se x € F;, entao o(x, x;) < de para algum w?, caso contrario
j=1
2, nao seria maximal.
N(M,)
Como M C U F;, temos

=1

: i
o conjunto {r}

N(M,E) n;

wmnc | [Jwoi).

i=1 j=1

Observe que essa cobertura para W (M) possui n; - N(M, e) elementos. Vejamos que
o diametro desses conjuntos nao excede 2(n + d)e. De fato, se y1,y2 € D%, entao, por
hipétese,

Wy = Wyall <nllyr = el + 1n2(Gyr — Gya)
=nllyr — vall + ©(y1, v2)
< llyr = vall + (1, 25) + p(ya, 7))
< n2e + de + ¢
=2(n+0)e.
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Ou seja, diam W (D}) < 2(n+ d)e.
Portanto, como estamos contando N (M, ) como sendo o menor nimero de conjuntos
capazes de cobrir M e cujos diametros nao excedem 2, obtemos que

N(W(M),(n+d)e) <n;- N(M,e).
Assim, usando a relagao (3.2.3), conseguimos a estimativa
N(W (M), (n+0)e) < ™MD . N(M,e). (3.2.4)

Essa estimativa garante a validade do teorema, conforme os calculos que passamos a
mostrar agora.

Seja 0 > 0 suficientemente pequeno, a ponto de valer § < 1—mn. Definap:=n+4§ < 1.
Usando a hip6tese de que M C W (M) e aplicando a estimativa (3.2.4), temos que

N(M,pe) < N(W(M), pe)
< eMeM0) U N (M €).

Entao, tomando logaritmos,
In N(M,pe) < my,(M,d) +InN(M,e). (3.2.5)

Seja e, := p'ey para algum g9 > 0 qualquer, pequeno o suficiente.

Aplicando (3.2.5) repetidamente, vemos que

InN(M,e,) <mu(M,6) +InN(M,e,—1)

(M, 8) +In N(M, £,_s)

"3

VAN VAN VARVAN

my(M,6) +1In N(M,eo).
Ou seja,
InN(M,e,) <n-my(M,5)+InN(M,e), VYVneN
Note que, qualquer que seja £ < eg, existem n = n. e € € [e1,£¢) tais que
Ent1 <e<ég, come=p"E.

Assim,

InN(M,e) <n-my(M,0)+1InN(M,E)
<n-my(M,6)+InN(M,e)

InN(M,e) n-my(M,5§)+InN(M,e)

<
—lne — —Ine
— InN(M M, In N (M,
= lim nN(M, e) < lim n - mp(M,0) +In N(M,e)
e—0 —1Ine e—0 —Ine
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Portanto
(3.2.6)

dim (M) < m,(M,6) - im

e=0 —Ine’

Para estimar lim

, veja o seguinte:

e—=0 —Ine
e=7p'e
6 7,
= — =P N
€
= In(e/é) = n.In(p)
1 .
=  n.= n(e/e)
In(p)
Assim,
€ < gg

= e/é >¢e/eg
= In(e/é) > In(e/eo)
In(e/€)  In(e/eo)
) ) Y

In(e/gg)
- = Tu(p)
Ne In(e) — In(gop)
7 T In(e) - In(p)
1 n In(ep)
—In(p) ~ In(e) - In(p)
e—0 1
7 I

Portanto, usando esse limite e a relagdo (3.2.2) na estimativa (3.2.6), ficamos com

dim (M) < In [m(21/8)] {ﬁ} |

1—

Quando tomamos 6 = 777 o que implica p = 77, obtemos que

e (55))

In [mgz T—n
dim (M) < /4
2
In
{1+n]

Isso completa a demonstragao do teorema. [

Vejamos um resultado similar que nao exige que ocorra M C W (M).
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Teorema 3.2.10. Sejam X um espaco de Banach e M C X um conjunto fechado, limi-
tado e nao-vazio. Suponha que exista V : M — M satisfazendo as sequintes condigoes.

Ezxistem um espaco de Banach Z, uma aplicacao Lipschitz K : M — Z de constante
lipschitziana L > 0, uma constante n € [0,1) e uma seminorma nyz, compacta em Z, tais
que

|Vor — V|| < nljoy — va]| + nz(Kvy — Kvg), Yy, ve € M,
|Kvy — Kuvg|| < Loy — vaf|, Yy, vy € M.

Sob essas hipdteses, definindo
mz(r) = max #{z; ||z, <renzg(zi —z) >1 Vi#j},

vale que, para qualquer 6 € (n, 1), existe um conjunto compacto positivamente invariante
Ay C M de dimensao fractal finita

dim;(Ag) < . [mz (%)}

—1In@ ’

tal que, para alguma constante r > 0,

sup d(VFu, Ag) <rf*, k=1,2,...
ueM

Demonstragao. Pelo Lema 3.2.5, sabemos que V' é uma a-contragao (o lema nao exige
que ocorra M C V(M)).

Vamos considerar o sistema dinamico discreto (M, V*). Esse sistema dinamico é dis-
sipativo, com M sendo trivialmente um conjunto absorvente.

Sabemos que My := ﬂ V™M é atrator global compacto de (M, V*). Para esse con-

neN
junto, sim, vale que My C V (M), o que nos permite utilizar o Teorema 3.2.9 para concluir

que dim (M) < oo.
Vamos construir Ay partindo de M.
Como V é uma a-contracio, vamos assumir’', por simplicidade, a(M) < 2.

Vamos manter a escolha empregada no Teorema 3.2.9, em que N(E, ) é o menor
nimero de conjuntos fechados de diametro nao excedendo 2¢ que sao capazes de cobrir

E.

Assim, veja que, se a(M) < 2, entdo M pode ser coberto por uma quantidade finita
de conjuntos com diametro 2. Isso implica que N (M, 1) é finito.

Pelos argumentos empregados no Teorema 3.2.9, e usando as mesmas notagoes, sabe-
mos que (relacdo (3.2.4))

N<VM7 q€) < eXp<m§0(M’ 5)) ' N(Ma 6)7

onde ¢ =n+0 e my(M,5) <In[mz(2L/0)].

Podemos fazer isso porque, se a(M) £ 2, a partir de algum ko vai sempre valer que a(VFM) < 2.
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Assim,
N(V"M,qe) < exp(m, (V" 'M,8))- NV 'M,e), n=1,2,...
E, como V" Y(M) C M,
N(V"M,qe) < exp(n,(M,8)) - NV 'M,e), n=1,2,...
Entéao, escolhendo algum ¢ € [1/2,1) e definindo &, = ¢"¢g, temos que
N(V"M,e,) < exp(n-my,(M,9)) - N(M,ep), n=12,... (3.2.7)

Para prosseguir com a demonstragao, vamos precisar de um resultado auxiliar, com o
seguinte Lema.

Lema 3.2.11. Suponha 6 > n. Nas condigoes do Teorema 3.2.10, existe uma cole¢ao
(infinita) de conjuntos finitos E,, tais que

(i) E, C V™M, m=0,1,2,...

(ii) V"M = | ] V"B, 20" (ou seja, V™ C Vagn[E,))

veEE,

(i11) Existe uma constante Ny > 0 tal que, para todo m > 0, vale que
#E,, < N(V™M,0™) < Nyexp(m - my(M,0 —n)). (3.2.8)
Demonstragio. Seja E,, = {a € V™" M}¥m um subconjunto maximal de V™M tal que
|a* = al|| > 26™, Vi #j.

Esse conjunto é limitado, pois V'™ M é limitado.
(1) é verdade por construgao.
(17) é verdade pela maximalidade de F,,.

Para provar (7i7), note o seguinte. Se z,y € E,,, entao d(x,y) > 20™. Isso significa

que x e y nao podem pertencer a um mesmo conjunto de diametro 26™ ou menor. Assim,
N(V™M,0™) > N,,, = #E,,. Entao, pela relagao (3.2.7),

#E, < N(V™M,0™) < Nyexp(n - my,(M,9)),
onde Ny := N (M, ey). O
Continuando a demonstracao do Teorema 3.2.10, vamos definir
Ag = My U{V*E, Y.

F Afirmacao 1: Ay € positivamente invariante.

De fato, se x € Ay, entao x € My ou x = Vi“ym para algum keNe algum y; €
Ey. No primeiro caso, V¥z € My C Ay porque M, é invariante (afinal é o atrator
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do sistema dinamico discreto). No segundo caso, qualquer que seja k € N, temos que
Vhz = VEthy. € {VFE, }om C Ag.

F Afirmagao 2: Ay é compacto.

J4 sabemos que M, é compacto. Vamos mostrar que, dada (z,,) C {V*E,} im, a
sequéncia (x,) possui uma subsequéncia que converge em Ay.

Ora, se (z,) C {V¥E,.}em, entdo z, = VFry,.  para algum y,,, € F,, .

Como M, é atrator, sabemos que dh(VkD,Mo) — 0 qualquer que seja o conjunto
limitado D C M. Em particular,

Jim dp(VFE,,, My) =0, ¥m € N.

Observe que, como E,, sdo conjuntos finitos, a sequéncia de pontos x, = V™1,

eventualmente vai forcar que k, — oo quando n — oco. Desse modo, os pontos x, vao ser

atraidos para M. Assim, vai existir uma subsequéncia convergindo para o compacto My,
que esta contido em Ay. Isso comprova que Ag é compacto.

- Afirmacio 3: sup d(V*u, Ag) < 76" para alguma constante r > 0.
ueM

De fato, se y € M, entao

d(V™y, Ag) < d(V™y, Ey) <20™, m=1,2,...

~- ~
EnCAg por (i4)

F Afirmacao 4: Ay tem dimensao fractal finita, satisfazendo a estimativa

[ (2L )]
In |my | ——
dim;(A4g) < il

S = —1nd '

Note que'?, para todo n € N, vale que
Ag CV"MU{V*E,; km>0ek+m<n—1}.

Assim, para todo ¢ > 0, vale que'®

N(Ag,e) < N(V"M,e) + nZ(n —m)(#En). (3.2.9)

m=0

Em particular,

N(Ag,0") < N(V'M,0") + Y (n—m)(#En).

3
Il

12T embre-se de que My = ﬂ V"M e de que E,, CV™M.

neN
130 somatério em (3.2.9) foi obtido da seguinte forma: vamos avaliar quais conjuntos pertencem a

{V¥E,.; k,m>0ek+m <n—1} para cada m, com n fixo: para Ey, temos V'E,, V1Ey,..., V" 1 E,.
Para Ei, temos V'Ey,V'E,,...,V" 2E,. Para E,,, temos V°E,,, V'E,,,..., V" ™ 1E_ isto é um
total de (n — m) conjuntos.
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Entao, aplicando as estimativas (3.2.7) e (3.2.8), bem como lembrando que Z je It =

j=0
(1_6—€a)2 para todo a > 0, temos que
n—1
N(Ag,0") < N(V"M,0™) + Y (n—m)(#En)
m=0
n—1
< NO €xp (77, ' m@(Ma 0 — 7])) + Z(n - m>N0 €xp (m ’ mip(Mv 0 — 77))

:NoeXp(n'Th@(M,@—n)). 1+nz:exp(m-m¢(M,g—n))]
= Noexp (n - iy (M, 0 —n)) - 1+Z(”—m)exp((m—n)~'rh<p(M,9—n>)]

< Noexp (n - my(M,0 —n)) - 1+Zjexp(—j'mgo(M79_77))]

= Noexp (n-my(M,0 —n))- |1+

Isso significa que
In N(Ap,0") <n-my,(M,0 —n)+C, (3.2.10)
onde C' é uma constante que nao precisamos explicitar.

Para concluir os célculos, note que, dado € € (0, 1), existe n. € N tal que
e <e < gt
Usaremos mais a frente que

e< Ot
= Ine<(n.—1)lnb

1
:>n—€>n5—1 0<1)

Ind
—In(e)

<1 .
= ng < +—ln(9)

(3.2.11)

Agora, como 0" < g, vale que
In N(Ag, 6) <In N(Ag, (9”5).

Entao, usando a estimativa (3.2.10), a relagao (3.2.11) e lembrando que my (M, 0—n) <
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2L
In [mz (—)} (estimativa (3.2.2) no Teorema 3.2.9)), ficamos com

IHN(A@E) < IHN(AQ,GTLE)
§n8m¢(M79_77)+0

—Ine 2L
< . I
< {1—|—_1n9} ln[mz(e_n)}—i-c
N In N(Ag.) 1 n 1 I 2L n C
—Ine —Ilne —1Inéd "z 0—n —Ine

R i G|

—1In@

IN

Isso completa a demonstracao do teorema.
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3.3 Critérios para Dimensao Fractal Finita de Atra-
tores

Os resultados das se¢oes precedentes culminam no seguinte teorema, aplicavel a uma
ampla gama de sistemas dinamicos dissipativos.

Teorema 3.3.1. Seja (X, S;) um sistema dindmico que possua um atrator global A e que
seja quasi-estavel* em A em algum tempo t, > 0. Entdo dimy A < oo e vale a estimativa

2 171 ALy
i <1 1 S —
dlmfA_{nl—l—q} nmz(l_q),

onde Ly > 0 € a constante de Lipschiz de K, q € [0,1) é o nimero cuja existéncia
¢ garantida pela quasi-estabilidade (Defini¢ao 2.2.18) e my € a quantidade mdzxima de
elementos z; € {z € Z; |||l , < R} tais que nz(z; — 2;) > 1 quando i # j.

Demonstracao. Tomando V' := S; , podemos aplicar o Teorema 3.2.9 para concluir o
desejado. O

O resultado a seguir foi apresentado em [48] e aborda casos nao contemplados pelo
Teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.2. Seja A o atrator global do sistema dinamico (X, S;), onde (X, ||-||) € um
espaco de Banach. Suponha que

(1) 0 € A.
(11) dimys [A\ B(0,¢)] < oo para todo € > 0.

(111) Ezistam uma sequéncia decrescente de erros (€.,)m_, € uma sequéncia crescente de
tempos (tm)oe_o, com to =0, satisfazendo
a) em — 0.
b) €m > Emi1 = Qg para alguma constante o € (0, 1).

¢) sup ||Six| < e para todo t > t,.
z€ANB(0,e0)

Int,,

d) d[) = m

< 0.
m—o00 — lnsm

(iv) Existem constantes 6 € (0,1] e L > 0 tais que

1S = Syl < L (It — ta] +llz —yl))’, Vti,t2>0, Va,y € AN B(0,<).

Nessas condigoes, dims(A) < oo.

14Ver Definicao 2.2.18.
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Demonstracao. Por economia, vamos convencionar

Aeo =AnN B(O,Eo),
A? == AN [B(0,e0) \ Bl0,&]].

F Afirmacéo 1: A2 C U S,A? para todo m € N.
s€[0,tm]

Para m = 1, a inclusao ¢ ébvia, afinal A? = S,A2 C U S A2

s€[0,t1]

Considere m > 2.

Seja x € A2 . Isso significa que x € A e que gy > ||z|| > €. Sem perda de
generalidade, podemos assumir €; > ||z|| > &, pois a situacao gy > ||z| > & ja foi
tratada no caso m = 1.

Como z € A e A é invariante (isto é, S;.4 = A para todo 7 > 0), existe algum y € A
tal que x = S, y. Logo, g1 > ||S;,,yll > em.

Como ||S;,.y|| > em e y € A, a hipdtese (iii) ¢) exige que y ¢ B(0,£9). Ou seja,
1yl = <o

Temos, portanto, que

[yl = 0 > er =[Sk, yll -

Assim, a continuidade (em t) do operador S garante que existe algum § € [0,¢,,] tal
que
Eo > HSgZ/H > €.

Ora, entdo j := S5 € A? e, além disso, tomando s := t,, — § € [0, ¢,,], vemos que
Ssgj = Stm_gg = Stm_§S§y = Stmy = T.

Isso mostra que = € U SsAgl, comprovando a veracidade da Afirmacao 1.
S€[0,tm]

Para estimar dim(A), vamos adotar N (F, e) como sendo o menor niimero de conjuntos
de diametro € ou menor capazes de cobrir F.

Primeiro, vamos fazer estimativas de coberturas para o cartesiano Agl x [0, t,,] com
base em coberturas para o conjunto A? .

Note que, se quisermos cobrir o intervalo [0,t,,] com intervalos I; de tamanho &,,,

. Im | .
vamos precisar de | — | intervalos ;.
€m

Seja {Ii}gt:"{/sm] uma cobertura de [0, t,,] com diam I; < &,,.

N(AY em .. . . .
Seja {U; }j:(1 ") ima cobertura minimal de A2 por conjuntos tais que diam U; < ¢,
e tais que U; C A.
Por construcao, U U; x I; é uma cobertura de Agl x [0, t,]. Adotando, no cartesiano,
Js
a norma da soma, temos que diam(U; x [;) < 2¢e,.

. t
Essa cobertura tem N := N(AY ¢,,) - {——‘ elementos.

€1’
Em
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Agora, note que as imagens dos conjuntos U; x I; por S cobrem U SSASI. Isto é,
SE[0,tm]

U s.4% c|Jsw; x 1),

SE[0,tm] Jyi

onde estd subentendido que S(z,t) = S;.

Esse procedimento proporciona uma cobertura com N conjuntos para U SSAS1 e,
s€[0,tm]

portanto, para Agm (vide Afirmagao 1).
Vamos, entao, estimar diam S(U; x I;).
Se (z,t1), (y,t2) € U; x I;, entdo, usando a hipdtese (iv), temos que

1St2 = Seyll < L(jty — to| + [l = yll)"

< L(em + sm)9
= L(2e,,)".

Ou seja, diam S(U; x I;) < L(2¢,,)°.
Isso mostra que
- tn
N(AY [ L(2,)") < N =N(A% e, - [—w :
m 1 gm
Agora, note que A, C A2 U B[0,&,,].

J4 temos uma estimativa de cobertura para A .
(grande a ponto de valer L(2e,,)? > 2¢,, > diam B0, £,,]), um tnico conjunto de didmetro

L(2¢,,) consegue cobrir B[0, ,y,].
Assim, para m grande o bastante, temos que

N(Aqy, L(2e,)") < N(A? | L(22,)") + 1
< N(AD em) - P—’ﬂ +1

m

Quando m ¢é grande o bastante

A escolha da constante 3 na ultima passagem foi arbitraria, apenas por conveniéncia

dos célculos a seguir'®.

15Fizemos isso para evitar dificuldades desnecessarias envolvendo a soma e a funcéo teto.

101



Essa desigualdade nos possibilita calcular!®

dimf (Aao) =

— In(N(A.,, L(2¢,,)))

1
misoo  —In[L(2em)7]
t
In [3N(A21,am) . gﬂ}

< lim m
=T —In[L(2e,)]
R In3+InN(A2 en) +Int, —Ing,
e —flne,, — In(L2%)
=0~ dimy A2 + 67 'dog+ 67"
< 0.

Como A = (A\ A,) U A, segue que

dimy(A) = max{dimf(A \ A,,),dims(A,,)} < 0.

]

Observacao 3.3.3. Na parte final da demonstracio do Teorema 3.3.2, calculamos a
dimensao fractal de um conjunto por meio do limite de uma sequéncia de pontos, conforme
permite o Teorema 3.1.16. Contudo, ha uma sutileza: a sequéncia (e,,) do Teorema 3.3.2
estd nas condicoes descritas pelo Teorema 3.1.16, mas os wvalores de € utilizados nos

cdlculos nao foram e,,, e sim &, = L(2e,,)".

também ¢ tal que

Vejamos:

Assim,

O Precisamos, portanto, verificar que (£,,)

Em > Emy1 = Gy, para alguma constante & € (0,1).

Em = L(2e,,)"
1/8,\°
= gp==|—
=5(7)
1 (Em )"’
= = —
6m—i—l 2< L )

Portanto €11 > G, onde & := = (0,1).

16Utilizando o Teorema 3.1.16 para a sequéncia &, := L(2€m)9. Ver Observacao 3.3.3.
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3.4 A e-Entropia de Kolmogorov

Tentativas de alargar as hipéteses do Teorema 3.2.9, a fim de aplica-lo em um sistema
especifico, levaram o autor a consultar a referéncia [11], da qual esta segao é derivada.

Sabemos que a dimensao fractal de um conjunto totalmente limitado /' C X ¢ definida
— InN(F,e¢)

=0 1In(1/e)

com diametro nao excedendo 2¢ necessarios para cobrir F'.

, onde N(F,¢e) é o nimero minimo de subconjuntos de F'

" ¢ é denotado

O valor In N(F,¢) por vezes é chamado de e-entropia de Kolmogorov'
por H.(F):

H.(F):=InN(F,¢).
Assim, a dimensao fractal de F' pode ser reescrita como

dim(F) = lim 15(51(75))

Vejamos a relacao entre dimensao finita e a e-entropia.

Proposigao 3.4.1. A dimensao fractal de F' € finita se, e somente se, existirem constantes
C1,Cy € R tais que, para todo € > 0 suficientemente pequeno, valer que

1
Além disso, a menor constante Cy para a qual podemos ter essa desigualdade para todo
e em algum intervalo (0,0) € justamente Cy = dimy(F).

Demonstragao. Se dim(F) = D < oo, entao

()
=0 In(1/¢)

Assim, dado R > 0, existe g > 0 tal que

H.(F)
In(1/e)

86(0,5R):>' —D’<R.

Isso significa que, para todo € € (0,0g), ocorre

H.(F) < (D + R)In (1) |

3

Tomando R = 1 e entao definindo C} = D + 1 e Cy = 0, concluimos que, para ¢
suficientemente pequeno — mais precisamente, para € € (0,0;) — vale que

1
HS(F) S Cl In (g) + CQ.

"Em verdade, a definicao original de Kolmogorov nio usava logaritmo natural, e sim logaritmo na
base 2. Isso ocorre devido as raizes do conceito no seio da Teoria da Informagao, onde a preocupacao
estd voltada para a emissao de sinais binarios (base 2).
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Reciprocamente, suponha que existam 6 > 0 e constantes C7,Cy € R tais que, para
todo € € (0,0), seja vélido que H. < Cy1In (1/e) + Cs.
Isso significa que
— H.(F)

dim, (F) =l 30075

e—0

CQ :|
In(1/e)
=C (3.4.2)

< Q0.

A igualdade ocorre justamente quando C; = dims(F'). Além disso, nao é possivel
escolher €} < dimy(F) de modo que a desigualdade (3.4.1) ocorra para todo € em algum
intervalo (0, 0), afinal isso iria contrariar a desigualdade (3.4.2). O

Vamos usar o conceito de e-entropia de Kolmogorov para apresentar uma série de
resultados relacionados com o Teorema 3.2.9.

Teorema 3.4.2. Seja X um espaco de Banach e M C X fechado, limitado e nao-vazio.
Suponha que exista W : M — X tal que

(ii) Existe L > 0 tal que

Wz =Wyl < Lz —yll, Vo,yeM.

(i11) Existem pseudométricas p1 e py em X tais que

IWe =Wyl < g(lle = yll) +h [Vor(e, v + oaWe, WyP|, v,y e M,

onde g, h : Rt — R sdo funcoes continuas e crescentes tais que

* 9(0)=0.
e g(s) < s para todo s > 0.

e s—g(s) € crescente.
e 1(0) =0.

e h(s) € estritamente crescente em algum intervalo [0, sq).

(Isso ocorre, em particular, quando g(s) = s para alguma constante v < 1 e
h=1d.)

(iv) Para todo q > 0 e para qualquer conjunto fechado e limitado B C M, o valor m(B, q)
€ finito, onde

m(B,q) := max #{x; € B; p1(xs,2;)* + pa(zi,x;)> > ¢° Vi # j}.
(Isso ocorre, em particular, quando p1 e py sGo seminormas compactas)
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Nessas condigoes, M € compacto e existe eg € (0,1) tal que, para todo € < &g e para
todo § € (0,1), vale que

“ lum(g; ' (s).4(5))
) < [ RIS b (00),

onde

1-6
e g5(s) = Tg(QS) + 0s.

e q(s):= %h_l [6[25 — g(2s)]], s €(0,e).

e m(r,q) :=sup{m(B,q); BC M e diam(B) < 2r}.
Demonstracao. Para uso futuro, note que
m(B, q) := max #{x; € B; p1(xi,2;)* + po(Way, Wa;)* > ¢° Vi # j}

é tal que m(B, q) é decrescente em ¢ e crescente em relagao ao diametro de B.

Por isso,
m(r,q) :==sup{m(B,q); B C M e diam(B) < 2r}

é decrescente em ¢ e crescente em 7.

Isso significa que

r<Req<@Q=m(rQ) <m(R,q). (3.4.3)

Também para uso futuro, note que

Vpi(z,y)? + po(Wa, Wy)?

define uma pseudométrica e, em particular, satisfaz a desigualdade triangular.

Passemos a demonstracao do teorema.

A compacidade de M é garantida pelo Lema 3.2.5.

Seja {FZ}ZJ\L(IM ©) uma cobertura minimal de M por conjuntos fechados tais que F; C M

e diam F; < 2e.
Seja {x; }iL, C Fi um conjunto maximal tal que

p1(xi, 25) + po(wi, ;)° > ¢°,  Vi#

Pela hipétese (iv), esses conjuntos sao finitos. Por defini¢ao, n; < m(e, q).

Além disso, vale que
Fyc| Bl Bi={veF;pa})*+p(Wo,Wai)* < ¢°}.
j=1

Logo,

s

N(M,e)
W(M) C U JwB).

i—1
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Note que essa uniao possui n; - N(M, e) elementos. Esse nimero é menor do que ou

igual a n(e,q) - N(M,¢).

Vamos estimar o diametro de W(B;) Se z,y € B! C F;, temos que

Wa =Wyl <g(llz—yl)+h [\/m(x, Y+ pa(Wa, Wy)?
< 9(22) + b [\fpr (.27 + pry,23)? + pa(Wee, W2+ pa( Wy, W2
< 9(2¢) + A(V2q).

Isso mostra que diam[W (B!)] < g(2¢) + h(vV/2q). Portanto
1
N(W (1), 5[9(22) + h(v2q)] ) < mlz,q) - N(M. ).
Vamos escolher ¢ de forma conveniente, dependendo de ¢, estipulando

gle) = %h‘l [5[2= — g(22] ).

Isso nos da

[9(22) + h(V29)] = %[9(25) + 02 — g(25)H

N | —

1 —
= T(Sg(%) + de
= 95(€)

Ou seja,
N(W(M),gs5(e)) <m(e,q(e)) - N(M,e).

Tomando logaritmos e usando a hipétese de que M C W (M), temos

In N (M, gs(¢)) <Inm(e,q(e)) +In N(M,e). (3.4.4)

Agora, vamos definir a sequéncia €,1 := gs(&,,).
Como g¢(s) < s, segue que

9(2e,) < 2¢,

= (1—=10)g(2e,) <2(1—0)e,
1—
( 5 6)g(25n) < e, —0&,
1—

= 0g, + ( 5)9(2%) <ep

= En+1 < Ep.

Além disso, como gs é continua e gs(0) = 0, segue que ¢, — 0.
Entéao, aplicando reiteradamente a relagao (3.4.4), obtemos

[y

InN(M,e,) <Y Inm(eg, q(er)) + In N(M, g). (3.4.5)

3

i
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Queremos estimar os termos no somatorio.
Para isso, note que, dado € > 0 com g441 = gs(ex) < € < &, temos g, < g;'(e) e
q(e) < q(ex). Entao, pela relagao (3.4.3), temos que

Inmlex, q(er)] <Inmfgs'(e).q(e)], Ve € [ertr,en)-

Essa relagao vale para todo € € [gg41,€x), de modo que podemos integrar a fungao
nesse intervalo e dividir pelo comprimento desse intervalo sem afetar a desigualdade:

de.

Inm[ex, g(ex)] S/Ek Inm|g;'(e), q(e)]

Chtl €k — Ek41

Observe que e — ex11 = € — gs(ex) e que x — gs(z) é uma fungao crescente. Como
£ < &, segue que € — £x11 < € — gs(€). Assim, também podemos estimar

= Inm[g;'(e), q(e
Inm ek, q(ex)] S/ £i (() )] de.
Ek+1 96 8)
Aplicando esse resultado e a relagao (3.4.5), ficamos com
In N [M, g3 (e0)] =InN(M,e,)
n—1
<> Inmler, qler)] +In N(M, £0)
k=0
n—1 c —
< Z/ Flmle € 4@ ) v, z)
- k=0 Ek+1 € — g5(€)

/eo lnm[gts_l(g)v(Z(g)] d5+1nN(M € )
€ ) -

n=g3 (€0) € — 95(5

Veja que'®, dado e € (0,g), existem &y € (e1,&0] e n € N tais que ¢ = gj(5). Desse
modo, podemos concluir que

In N(M,e) < /50 nm[g;*(s), q(s)]

ds +1In N(M,é&y).
Ay (M, &)

A fungao sob o sinal da integral é nao-negativa e &, < gy, entao podemos aumentar
o intervalo de integragdo sem afetar a desigualdade. Além disso, como gs(¢) = &1 < &,

18De fato, se E = (1, 0], entdo

g((;)(E) = (51,60],
95(E) = (€2, 1],
93 (E) = (e3, 2],

9gs (E) = (€n+175n]ﬂ

= |J 98 (B) = (0,20].
n=0
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segue que In N (M, &) < In N (M, gs(go)). Portanto,

InN(M,e) < / lm{g;'(s).a(s)] o\ N (M, g5(z0)).

: s = 95(5)

Ou seja,

© Inm(gs'(s),q(s))
) < [ RIS b (00),

I[sso era o que queriamos demonstrar.

Proposicao 3.4.3. Em adi¢ao as hipoteses do Teorema 3.4.2, suponha que
(i) m(r,q) < mo(r/q), onde mg é uma fun¢ao continua e crescente.
(i1) Existe v < 1 tal que g(s) < ~ys para todo s em algum intervalo (0, s1).
Nessas condigoes, para €y suficientemente pequeno, vale a estimativa

C1S

501
< —
HJMy‘%l smm00r$mj—wﬂ)%+j%mﬂM%

(3.4.6)

para todo € € (0,g9) e para todo § € (0,1), onde ¢y e ¢; sao constantes positivas que nao

dependem de €.

Demonstracao. Este resultado é uma aplicacao direta do Teorema 3.4.2 quando percebe-

mos a validade das seguintes relagoes:

(a) s —gs(s) > (1 —0)(1 —~)s para todo s suficientemente pequeno.

s
b) g;'(s) < ———— tod ficientement :
(b) g5 (s) < T para todo s suficientemente pequeno
1
(c) q(s) > §h_1[25(1 — v)s| para todo s suficientemente pequeno.

Essas relagoes serao provadas logo a seguir. Antes, note que, se elas forem validas,

entao, pelo Teorema 3.4.2 e pela hipétese (i), temos que

© Inm(g5'(s),q(s))
He(M) < /s s — gs(s) @5+ Hateo) (M)

g (955)

S 2
5+ (1—08)7 A 126(1—~)s]
</ =01 —)s

- /Eolln s ds + Hyy (o) (M)
SO SO R Rs(r s ) T e
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.
(1=0)1—7) " o+(1-0n

Vamos, entdo, mostrar a validade das relagoes (a)-(c).

onde ¢y :=

(a) Para todo s € <O, %), vale que

9(2s)
<
2s T 7
9(2s)
1-— >1-—
N @) =
1-— 2
= -0 B2 gy
1-— 2
R (29( ) S (12 5) (1= 7)s
_ (=9 (1
=5 5 g(2s) +6ds| > (1 =9)(1 —~)s
= s —gs(s) = (1 =0)(1—7)s
. S1
(b) Pelo item (a), temos, para todo s € (0 5), que
gs(s) = s = (1 —0)(1—7)s
=[1-01-9)1-)]s
=[1- 1 +v+0—dv]s
= [0+ (1-0)]s.
A inversa da funcao f(s) := [6 + (1 —0)v]s ¢ justamente f~'(s) = m
Como gs(s) > f(s), segue que g; ' (s) < f~'(s). Isso mostra que g; ' (s) < m
para todo s suficientemente pequeno.
S1
(c¢) Novamente, para todo s € (O, E)’ temos que
9(2s)
<
2s T 7
9(2s)
1— >1-—
N 2) =
= 25 —g(2s) > 2(1 —7)s
= d[2s — g(2s)] > 26(1 —)s
= %h_1[5[23 —g(2s)]] > %h 1126(1 — 7)s]
1
- als) > 17200~ )]
Isso conclui a demonstracao. O]
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Teorema 3.4.4. Suponha que estejamos nas condi¢oes do Teorema 3.4.2 e da Proposi¢ao

3.4.3.

Se h for uma fungao linear h(s) = hgs, entdo a dimensao fractal de M € finita.

Demonstragdo. Note que, se h(s) = hgs, entdo h™'(s) = hy's. Portanto,
1
hH20(1 — v)s] = —26(1 — 7)s.
ho
Assim, com vistas a substituir na estimativa (3.4.6), podemos conferir que vale que

C1S8 C1S

Inmg (h—1[25(1 - 7)8]) e W

=Inm —Clho
200 -) )

sendo que este valor é uma constante (ndo depende de s).

Com base nisso, a estimativa (3.4.6) fornece

Clho 1
H.(M) < cylnmg (m) /E gds + Hyg(e0) (M)

1
SClln_—i_OZa
€

onde C; e (5 sdo constantes.
Pela Proposicao 3.4.1, isso implica que dimy M < oo. O]

Dada a importancia da fungao m(r, ¢) para estimativas envolvendo a e-entropia, vamos
apresentar alguns resultados que ajudam na obtencao de cotas superiores para essa funcao.

Observacao 3.4.5. Tanto o valor N(M,¢e) quanto o valor H.(M) dependem, natural-
mente, do espaco em que M estd inserido. Quando quisermos destacar em que espag¢o Y
esses valores estdo sendo calculados, vamos indicd-los por NY (M, e) e por HY (M).

Proposicao 3.4.6. Em adicao as hipoteses do Teorema 3.4.2, suponha que as pseu-
dométricas py e py sejam na forma

pr(,y) = Bz =yl pae,y) = [ Relz =)l

com Ry e Ry sendo operadores lineares compactos'® em X.
Entao, para todo conjunto fechado F C M, vale que

Inm(F,q) < HY*X(F),
2

onde F:= {(Ryx, RWz); t € F} C F x F.

Também vale que

Inm(r,q) <mo(r/q) := H_(RiB)+ H> 4 (R:B),
4/2r 4V2Lr

onde B C X ¢ uma bola de raio 1.

YA compacidade dos operadores garante que M (B, r) é finito para todo conjunto limitado B C M.
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Demonstracao. Note que, se x,y € M, entao

Vo, y)2 + pp(Wa, Wy)2 = \/HRl(m —y|° + [|[Re(Wz — Wy)|”
= |[(Riz, Roy) — (RaWx, RaWy)|l 5o x -

Assim, dado um conjunto fechado F C M, vale que

m(F,q) = max#{x; € F; pi(zs,2;)* + po(Way, Wa;)* > ¢, i # j}
= max #{w; € F; [lw; _ijXxX >q, i 7 j}-

- Afirmacéo 1: Inm(F,q) < H*X(F).
2
Com efeito, se existem m(F, q) pontos em F' tais que
Vor(a,y)? + pa(Wa, Wy)? > g,

entao, se tentarmos cobrir F' com conjuntos U; tais que

H(Rlx7 R2Wy> - (R1WI7 R2Wy)HX><X S q, vx? ) € Ui7

vamos perceber que cada um desses conjuntos U; conseguem cobrir no maximo um tnico
daqueles m(F, q) pontos. Assim, vamos precisar de pelo menos m(F, q) conjuntos U; para
cobrir F.

Por isso, é fato que

m(F,q) < NX(F,q/2),

onde N**X(F q/2) é o niimero minimo de conjuntos fechados contidos em F, com
diametro nio excedendo ¢, necessarios para cobrir F.

Tomando logaritmos, obtemos a validade da Afirmagao 1.

F Afirmagao 2: Inm(r,q) < HX%(RlB) + HX\/Q (R2B).
427 4\/2Lr

Seja Bl uma bola centrada em F com raio valendo diam F' (ou seja, essa bola
cobre inteiramente F). Seja B} 4., uma bola centrada em F com didmetro valendo
L diam F' (ou seja, essa bola cobre inteiramente W F', pois W tem constante Lipschitz L).
Seja B) C X a bola de centro 0 e raio 6.

Como F = R\ F x Ry3WF, segue que
F C RlBéiamF X RzBidiamF‘

Entao, por translacoes, pela linearidade dos operadores e pelo raciocinio feito na
Afirmacao 1, temos que

m(F,q) < max #{w; € R1 B, p X RoBj giam i Wi — wi|l > q, i # q}

= max#{wi € RlB? X RgB%, sz —’LU]H > dia%’ Z?é Q}

)

= m(r,q) < NXX (RlBg’ x RyBY, f) .
r
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Ora, mas?

NXxX (RlB? x R,BY, 4%) < N¥ (RlB?, ﬁ) . NX (RQB& ﬁﬂ) .

Portanto

m(r,q) < N¥ <RlB‘f, r\[> -N*¥ (RgBl, 47~L\/_)

— Inm(r,q) < In NX RBO,L>+1nNX(RBO,—)
<Q)_ <114r\/§ 2147"L\/§

= H*, (RiB)+ H*, (RyB).
4v/2r 4v/2Lr

O

Corolario 3.4.7. Nas hipoteses da Proposicao 3.4.6, se Ry e Ry forem operadores de
dimensao finita, entao, para todo r > q > 0, vale que

Inm(r,q) < (dim Ry + dim Ry) In(r/q) +
onde C' € uma constante independente de r e de q.

Demonstracao. Como os operadores Ry e Ry sao de dimensao finita, seque que a imagem
de qualquer conjunto por R; vai estar contido em um espago de dimensao dim R; e,
portanto, terd dimensao fractal limitada superiormente por dim R;.

Pela Proposicao 3.4.1, existem constantes C, Csy, K, K5 tais que

4\/57’
q

H*, (RiB)<Ciln

)—I—Kl, Vr >q >0,
427

42 Lr

HY, (RQB)g021n< >+K2, Vr > q > 0.

4v/2Lr q
20Suponha que:
Ny
RiBY c | |U}, com diamU}! < ——
RyB? U2 com dlamU2
271 JLJ2 27"L\[
Pela linearidade do operador, temos que R[B(O, L)] = R[L . B?] =1L- R[BO]. Por isso, a segunda

No
hipétese garante que existem UJ2 =1L- U]2 tais que Rng C U U2, com diam U2

=1 27“[

Assim, os conjuntos Uil X Uj2 conseguem cobrir RlB? X RQB%. Existem N7 - N desses conjuntos. Os

diametros deles nao excedem
< > + ( > 2r
2rv/2 2rv2 2r’

Isso justifica que NX*X (RlB(f x RyBY, 41) < NX <RlB?, 43/5) . NX <RQB?, 4Lqﬁ>
T r r
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A Proposigao 3.4.1 também garante que podemos considerar Cy = dim(R,B) e Cp =
dims(RyB). Rearranjando as constantes, temos que existem K; e K, tais que

HX%(RlB> S dlmf(RlB) In <g> + f(l, Yr Z q> 07
4/ 2r

H*, (RyB) < dim;(R,B)In (f) + Ky, Vr>gq>0.
4\2Lr q

Somando as desigualdades e definindo C' := K 1+ fQ, obtemos

1, (RyB)+ HY,_(RB) < [dim(RyB) + dim (R, )] In(r/q) + C.
4/ 27 4+/2Lr

Usando que dim(R;B) < dim R; e aplicando a Proposigao 3.4.6, concluimos que

X X
lnm(r, Q) S Hﬁ\;@(RlB> + H4\/%Lr (RQB)

< (dim Ry + dim Ry) In(r/q) + C, Vr > ¢ > 0.

[]

Observacao 3.4.8. Note que o Corolario 3.4.7 garante que, sob suas hipoteses, a funcao
mo(r/q) da Proposicdo 3.4.3 pode ser tomada na forma lnmg(r,q) = Aln(r/q) + B, com
A e B sendo niumeros positivos constantes.

Teorema 3.4.9. Suponha que estejamos nas condigoes do Teorema 3.4.2 e da Proposi¢ao
3.4.8, com

pr(@,y) =Rz —y)ll,  pa(z,y) = [|Ra(z —y)ll,
onde Ry e Ry sao operadores lineares compactos de dimensao finita.

Suponha que
h(s) = hos”, com B € (0,1].

Entao existem constantes Cy, Cy e Cy, possivelmente dependentes de 3, tais que, para
todo € > 0 suficientemente pequeno, vale a estimativa

non<a (b1 fn(2)] vem(2) e oset

Note que isso garante dimensao fractal finita para M apenas no caso 5 = 1.

Demonstracao. Conforme Observagao 3.4.8, existem A, B € R, constantes tais que existe
uma fungao mg nos moldes da Proposicao 3.4.3 satisfazendo

Inmg(r/q) = Aln(r/q) + B.

Observe que, se h(s) = hys”, entao



No que segue, C, Cy, C e C5 serao constantes implicitamente definidas no contexto

das contas.

Pela Proposicao 3.4.3, temos

HAM) < co | Slnm()( % ;118_ ]> ds + Hy (o) (M)
:Co/a % Aln (h 1256115_ ]) +B} ds + Hy, () (M)
N / % (25 1[1)16018 1/5) + B ds + Hy(eo) (M)
:co/ % Atn (€575 4 B| ds + Hyyiep) (M)
co/ % A (Cs™ ) 4 Bl ds + Hoyye (M)
= co/ % _A (B —1|In %) + Aln(C) + B} ds + Hg,(co) (M)
_ CO/ { <— - 1) I (i/s) + Aln(i) +B] ds + H,, (o) (M)

€0

+ [A In(C) + B] In(s)| + Hy,(eo)(M)
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3.5 Uma Interpretacao Fisica para a Dimensao Frac-
tal Finita do Atrator

“A continuidade é uma técnica
matemdtica para aprorimar
coisas de grao muito fino. O
mundo € sutilmente discreto,
nao continuo.”

— Carlo Rovelli, A Ordem do
Tempo, [40].

Este apéndice procura responder alguns anseios de curiosidade do autor a respeito
do mundo fisico e da relacao entre as ciéncias fisicas, as ciéncias experimentais e a ma-
tematica. Por essa razao, trata-se de uma tentativa de interpretacdo, e nao a defesa de
uma teoria ou, menos ainda, a demonstracao de um teorema. A escolha de apresentar
essa série de reflexoes se deve a expectativa do autor de que alguns leitores possam vir
a ter as mesmas duvidas que o motivaram a se aprofundar nos estudos a respeito de
dimensionalidade.

As duvidas centrais sao estas: considerando o carater abstrato do espaco de fases,
qual é o significado da finitude dimensional do atrator? Dado um sistema dissipativo
com significado fisico bem estabelecido, por que esperar que a dimensao do atrator tenha
dimensao finita?

Para tentar responder a essas questoes, convém darmos um passo para tras e investigar
por que, em primeiro lugar, é inevitavel a necessidade de trabalharmos em espacos de
dimensao infinita. Para entender isso, recorremos a explicacao simples, porém licida e
certeira, de I. M. Gel’Fand ([19]):

Uma importante motivacao no desenvolvimento da Algebra Linear e da Geo-
metria em n-dimensoes se deu por problemas relativos a pequenas oscilagoes
em sistemas elasticos.
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Figura 3.1: Corda AB com peso atracado no ponto C. (Fonte: [19])

Vamos considerar um exemplo classico desse tipo de problema (Figura 3.1).
Seja AB um fio flexivel com extremidades fixadas nos pontos A e B. Vamos
assumir que um objeto esteja atracado em um certo ponto C' da corda. Se o
objeto é movido da posigao de equilibrio, ele comeca a oscilar com uma certa
frequéncia w, a qual pode ser calculada quando conhecemos a tensao do fio,
a massa do objeto e sua posicao. O estado do sistema em cada instante é
dado por um tunico nimero, y;, que € o deslocamento do objeto em relacao a
posicao de equilibrio.
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Agora, vamos considerar n objetos no fio AB, cada um preso em um ponto
C1,Cy, ..., C,. O fio vai ser imaginado como sendo desprovido de massa. Isso
significa que a massa do fio é tao pequena, quando comparada com a massa dos
objetos, que sua magnitude pode ser negligenciada. O estado de tal sistema
em cada instante é dado por m ndameros, yi,¥s,- .., Yn, quUe representam os
deslocamentos de cada objeto em relagao aos pontos de equilibrio. A colecao
dos nimeros yi, 2, - - - , Y, pode ser considerada (e isso se revela ttil em muitos
aspectos) como um vetor (y;,¥s, ..., Y,) em um espago n-dimensional.

A investigacao das pequenas oscilagoes que ocorrem sob essas circunstancias
revela-se intimamente ligada aos fatos fundamentais da geometria de espacos
n-dimensionais. Podemos mostrar, por exemplo, que a correta determinacao
da frequéncia das oscilacoes de tal sistema pode ser reduzida a tarefa de en-
contrar os eixos de um certo elipsoide em um espago n-dimensional.

Vamos considerar, agora, o problema de pequenas oscilagoes em uma corda
com massa estendida entre os pontos A e B. Vamos ter em mente uma corda
idealizada e homogénea, isto é, uma corda elastica com massa finita distribuida
continuamente ao longo de sua extensao. Por “corda homogénea” entendemos
aquela cuja densidade é constante. Como a massa é distribuida de modo
continuo ao longo da corda, sua posicao nao pode mais ser dada por um
conjunto finito de nimeros yi, yo, - . . , Yn, € entao o deslocamento y(z) de cada
ponto = da corta precisa ser estipulado. Assim, o estado da corda em cada
instante é dado por uma certa fungao y(z).

O estado de um fio com n objetos atracados nos pontos com as abscissas
X1, T, ..., T, é representado graficamente por uma linha quebrada com n seg-
mentos (Figura 3.2), de modo que, quando a quantidade de objetos cresce, o
nimero de segmentos da linha tracejada aumenta na mesma medida. Quando
o numero de objetos cresce ilimitadamente e a distancia entre objetos adja-
centes tende a zero, obtemos, no limite, uma distribuicao continua de massa
ao longo do fio, ou seja, uma corda idealizada. A linha tracejada que descreve
a posicao do fio com pesos se torna, entao, uma curva que descreve a posicao
da corda (Figura 3.3.)

Figura 3.2: Corda AB com n pesos atracados. (Fonte: [19])

L/\v/ )

Figura 3.3: Corda idealizada e homogénea. (Fonte: [19])

Vemos, assim, que existe uma intima relacao entre as oscilagoes de um fio
com objetos e as oscilagcoes de uma corda. No primeiro problema, a posicao

116



do sistema era dada por um ponto em um espaco n-dimensional. Portanto, é
natural considerar a funcdo y(z) que descreve a posicao da corda oscilatéria
como um ponto ou vetor em um espaco de dimensao infinita. Uma série de
problemas semelhantes leva a essa mesma ideia de estipular um espaco cujos
pontos (vetores) sejam fungdes f(z) dadas em algum intervalo.

Note que a ideia de distribuicao continua de massa ao longo da corda, no exemplo
de Gel’Fand, é uma idealiza¢cao matematica: uma técnica conveniente para simplificar —
sem perda significativa de informacoes — a complexidade imensuravel da fisica em escalas
microscépicas. Essa idealizacdo 1til, que contorna o problema (insolivel) de precisarmos
estipular uma escala minima para o tecido da realidade, é o que acarreta a relevancia
fisica dos espacos abstratos de dimensao infinita.

Mesmo se deixarmos de lado a dificultosa discussao sobre se o mundo fisico é continuo
ou discreto, é fato que todos os modelos fisicos sao aproximacgoes simplificadas da rea-
lidade. Como tais, eles fazem um recorte adequado do fenémeno de interesse, levando
em consideracao apenas aquelas variaveis que sao interpretadas pelo pesquisador como
significativamente impactantes para aquilo que ele deseja estudar.

Assim sendo, modelos idealizados como continuos provem de observacoes de cardter
discreto, e curvas suaves sao passagens ao limite de observacoes aproximadas de objetos
com serrilhamento em escalas que escapam do nosso poder de apreensao. Nesse sentido,
talvez nao seja de se espantar que um modelo assim elaborado gere um atrator que nao
seja tao complexo (no sentido de exigir infinitos parametros para sua descri¢ao) quanto a
idealizacdo continua poderia sugerir?'. A necessidade de infinitas dimensoes talvez ocorra
apenas nos estados transientes da evolucao temporal do sistema, nao no conjunto tipico
de seu comportamento a longo prazo.

Além disso, é razoavel esperar que a dimensao do atrator dependa também da natu-
reza da dissipagao a que o sistema esteja sujeito. Por essa razao, dada uma EDP contendo
uma parcela f que represente alguma forca dissipativa, conhecimentos mais detalhados
acerca das propriedades estruturais de f podem ser 1teis para a obtencao de melhores es-
timativas para a dimensao do atrator ([39]). No cendrio atual, o mais comum é que se faga
assuncoes apenas sobre caracteristicas muito gerais dessas fungoes, abrindo margem para
que o modelo esteja sujeito a fungoes arbitrariamente complexas — e talvez destituidas
de sentido fisico — que atrapalhem na obtencao de estimativas mais precisas para aqueles
casos que de fato possam ocorrer na pratica. Essa obtencao de informagoes sobre f (é di-
zer: quais restrigdes podem ser impostas na funcao sem atrapalhar a acuracia do modelo)
é assunto extremamente complexo e delicado, que exige tratamento por parte de fisicos e
matematicos experientes e do exame caso-a-caso de cada fenomeno a ser estudado.

Para dar mais consisténcia a essas ideias, recorremos a referéncia [39], na qual o
autor constréi uma impressionante correspondéncia entre conceitos heuristicos da fisica
experimental e resultados rigorosos da matematica pura, fornecendo interpretacoes que,
de um lado, proporcionam seguranca as teorias fisicas e, de outro, justificam e enriquecem
a matematica abstrata de que tratamos nesta dissertacao.

O artigo, de James C. Robinson, aborda a relagao entre métodos experimentais no

21Vale observar que o atrator de um sistema dinamico é um atrator para o modelo abstrato, e nao
necessariamente para o fenomeno fisico que ele descreve. A correta correspondéncia entre o modelo e a
realidade dos fatos depende inteiramente da qualidade do modelo, e néo da técnica matemética ([25]).
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estudo de turbuléncia e resultados da teoria matemaéatica de sistemas dinamicos.

De acordo com o autor, os fisicos L. D. Landau e E. M. Lifshitz introduziram, em 1959,
a nocao de graus de liberdade® para a andlise pratica de turbuléncia. Essa nocdo vem
sendo utilizada com frequéncia por fisicos tedricos e experimentais. A ideia é relativamente
simples e estd ilustrada na Figura 3.4: imagine que o fluido sob andlise esteja contido em
uma regiao ). Para fins praticos, postula-se um comprimento [ que é considerado o
“comprimento minimo da escala do fluxo”. Em outras palavras, o nimero [ é escolhido
como o valor para o qual qualquer medicao em escala menor do que [ é impossivel ou
irrelevante, no sentido de que regioes do fluido com comprimento menor do que [ nao
acarretam qualquer influéncia significativa no sistema. Fixado esse valor [, a regiao €2 é
dividida em uma malha composta por cubos de lado [ e, entao, a quantidade de graus
de liberdade do sistema ¢ definida justamente como sendo a quantidade dos cubos dessa
malha que possuem interse¢ao com 2.

P e ¥

[\

!

T

PR

Figura 3.4: A definicao de graus de liberdade envolve dividir o dominio §2 em caixas de
lado [, a escala minima do fluido, e contar quantas dessas caixas estao em 2. (Fonte: [39])

Como se vé, a ideia subjacente é extremamente similar a da definigao de dimensao box-
counting (dimensao fractal). Nesse sentido, ndo é exagero interpretar a dimensao finita
de um atrator — isto é, a dimensao finita do estado tipico do sistema — como sendo
uma espécie de “ponte” técnica entre o mundo continuo, necessario para a matematica,
e o mundo discreto, imposto pelas limitagoes experimentais ou mesmo pela tessitura da
realidade.

No caso especifico da turbuléncia, James C. Robinson, com algumas ressalvas, identi-
fica o atrator do sistema dinamico com o conjunto de estados daquilo que ele chama de
“turbuléncia plenamente desenvolvida”. Utilizando um teorema apresentado pelo autor,

22Em Fisica, “graus de liberdade” é um termo usado para indicar a quantidade minima de ndimeros
reais necessédrios para descrever por completo o estado fisico de um dado sistema em cada instante de
tempo. Por exemplo, em um sistema com N particulas pontuais, cada particula é caracterizada por trés
coordenadas espaciais, de modo que o sistema possui 3N graus de liberdade ([33]).

118



¢é possivel garantir que “diferentes elementos do atrator, isto é, diferentes estados plena-
mente desenvolvidos da turbuléncia, podem ser distinguidos uns dos outros por meio de
um nimero finito®® de medicdes” ([39]). Assim, observagoes experimentais e resultados
matematicos rigorosos entram em concordancia, garantindo a utilidade de ambos. Essa
harmonia entre teoria e pratica e essa associacao entre graus de liberdade e dimensao
fractal justificam as interpretacoes que apresentamos aqui, sobre as quais convidamos o
leitor e refletir e a dialogar.

Por fim, convém deixar claro que, ao fazer esta tentativa de interpretacao fisica do
assunto, o autor nao quer sugerir de maneira nenhuma que uma teoria matematica possui
importancia apenas quando ela pode ser aplicada em alguma ciéncia fisica. Muito pelo
contrario, defendemos veementemente a relevancia da matematica como investigagao in-
telectual abstrata de todos os aspectos da realidade, e acreditamos — com fundamentos
solidos e embasamento na experiéncia — que mesmo a matematica mais alheia ao mundo
fisico pode ser 1til no exercicio de habilidades mentais valiosas, na estimulacao de ideias
aplicaveis em contextos diversos e no florescimento de muitas das melhores caracteristicas
que o espirito humano tem a oferecer.

ZEmbora finito, esse ntiimero pode ser excessivamente grande. Roger Temam alerta, inclusive, que
o numero de efetivos graus de liberdade em questoes meteoroldgicas e em experimentos aeronduticos
costuma ser da ordem de 10° a 10%°, gerando célculos que excedem poderes computacionais atuais. O
autor afirma que “estimativas computacionais em sistemas turbulentos de larga escala continuam sendo
problemas de considerdvel dificuldade e cuja resolugdo ainda estd em estdgio de infancia” [47].
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Conclusao

“A ciéncia € feita de fatos,
assim como uma casa € feita de
tijolos. Mas um amontoado de
fatos ndo € ciéncia, e um
amontoado de tijolos nao € uma
casa”

— Henri Poincaré, [32].

Neste trabalho, procuramos apresentar os primeiros rudimentos necessarios na busca
por estimativas de cotas superiores para a dimensao fractal de atratores de sistemas
dinamicos dissipativos em dimensao infinita. A teoria atual, embora vasta, ainda nao esta
desenvolvida por completo, de modo que muito esforco ainda é necessario na procura por
critérios mais eficientes, na investigacao de consequéncias praticas e tedricas de interesse,
e mesmo para o esclarecimento do significado fisico da finitude dimensional em cada caso
especifico.

Nestas paginas, procuramos dar alguma coesao estrutural aos resultados apresentados,
colhidos em diversas fontes. Seja reunindo a teoria ja existente em uma organizagao mais
didatica e detalhada, seja apresentando exemplos que reputamos esclarecedores, acredita-
mos que esta dissertacao pode ser 1til para estudantes e pesquisadores que busquem um
complemento em seus labores intelectuais direcionados a sistemas dissipativos.

Embora a énfase principal tenha sido na demonstracao rigorosa de cada um dos resul-
tados apresentados, tentamos nao deixar de lado consideragoes epistemolodgicas a respeito
da relevancia e do alcance dos assuntos aqui abordados quanto vistos no contexto mais
amplo de outras areas do conhecimento. Apesar do sucesso apenas moderado dessa ten-
tativa (dado o cardter excessivamente técnico dos tépicos), acreditamos que esse tipo de
didlogo seja indispensével para a fortificacdo do conhecimento cientifico®.

2 Fssa importancia é ainda mais evidente na conjuntura atual, agora que a ciéncia se ramificou em
diversas subdreas hiper-especializadas que pouco dialogam entre si. A esse respeito, recorremos aos
famosos dizeres de Erwin Schrédinger ([44]):

Herdamos de nossos antepassados um profundo desejo por um conhecimento unificado e
abrangente. O préprio nome dado &s mais altas instituigoes de ensino [universidades| nos
faz lembrar que, desde a Antiguidade e através de muitos séculos, o carater universal tem
sido o Unico a que se da total crédito. Mas o alargamento nos singulares tltimos cem anos
das multiplas ramificacbes do conhecimento, tanto em extensao quanto em profundidade,
confrontou-nos com um dificil dilema. Sentimos claramente que sé agora comecamos a
adquirir material confidvel para reunir tudo o que se sabe em uma sé totalidade. Mas, por
outro lado, tornou-se quase impossivel para uma sé6 mente dominar por completo mais que
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No que concerne a teoria matematica propriamente dita, a maior preocupacao que
tivemos foi na exposicao detalhada da dimensao fractal em espacos de dimensao infinita
(ampliando o cenério, até entdo restrito a espagos euclidianos, em que essa dimensao é
estudada em [15]). Esperamos que os contraexemplos selecionados — como o conjunto com
dimensao box inferior diferente de sua dimensao box superior — tenham sido elucidativos
para o leitor curioso com os meandros da teoria. Também esperamos que nossa pequena
contribuicao para casos de calculo da dimensao box-counting por meio de uma sequéncia
discreta de valores €, — 0 (Proposicao 3.1.17) seja esclarecedora a respeito das nuances
envolvidas na natureza dessa dimensao.

E importante registrar que nem todos os objetivos a que nos propusemos foram atingi-
dos a contento. Por transparéncia cientifica e também a fim de motivar futuras pesquisas
na area, reputamos conveniente mencionar pontos em que nossos estudos restaram in-
conclusivos. Seja por escassez de tempo, seja por limitagoes do autor, nao foram obtidas
estimativas dimensionais mais eficientes do que as ja conhecidas na literatura. Também
nao encontramos exemplos de sistemas dissipativos com significado fisico bem definido
cujo atrator tenha dimensao infinita (nem conseguirmos verificar se tais sistemas sequer
existem). Além disso, ndo abordamos algumas técnicas conhecidas de estimativa dimen-
sional, como, por exemplo, a técnica de andlise de contracao de volumes n-dimensionais
no espago de fases (a esse respeito, consultar [38]).

Por outro lado, resultados significativos foram analisados em detalhes. Em particular,
o Teorema 3.2.9 possui abrangéncia poderosa, sendo aplicavel a uma enorme gama de
sistemas dinamicos oriundos de equacgoes diferenciais parciais. Também ¢é digno de desta-
que o Teorema 3.3.2, que, além de cobrir alguns casos nao previstos pelo Teorema 3.2.9,
aborda em sua demonstragao técnicas refinadas que reputamos promissoras para futuras
pesquisas na area.

No demais, cremos que a compilacao aqui efetivada tenha sido satisfatoria e tao
didatica quanto possivel, mas nao dispensamos nenhuma critica que possa ser feita a fim
de corrigir ou incrementar o trabalho, ou mesmo para lhe dar maior clareza e precisao.

uma pequena porc¢ao especializada desse conhecimento.

Nao vejo outra saida para esse dilema (sob risco de nosso verdadeiro objetivo ser perdido
para sempre) além de alguns de nds nos aventurarmos a embarcar numa sintese de fatos e
de teorias, ainda que munidos de conhecimento incompleto e de segunda mao sobre alguns
deles, e sob o risco de parecermos tolos.

121



Apeéendices

“Too see a World in a grain of
sand

And a Heaven in a Wild Flower,
Hold Infinity in the palm of
your hand

And Eternity in an hour”

— William Blake, Auguries of
Inocence, [4].

Esta dissertagao aborda o conceito de dimensao fractal em um cenério no qual pouca
énfase se da ao adjetivo “fractal”. Em sistemas dinamicos de dimensao infinita, costuma-
se estar mais preocupado com a finitude da dimensao fractal do atrator do que com seu
valor eventualmente fracionario. Nestes apéndices, buscamos resgatar um pouco da bela
e 1til teoria sobre fractais (Apéndices A e B), bem como apresentar alguns exemplos que
esclarecem detalhes mencionados ao longo da dissertacao (Apéndice C).

Fractais, vistos em uma area de estudos prépria, sao conjuntos com detalhamento em
escalas arbitrariamente pequenas. Essa conceituacao é muito abrangente e, em ultima
analise, matematicamente imprecisa. Sua formalizacao exata depende da definicao de
dimensao de Hausdorff (apresentada no Apéndice B).

Formalmente, da-se o nome de fractal para todo conjunto cuja dimensao de Hausdorff
seja estritamente menor do que sua dimensao topolégica (nesta definigdo, a escolha da
dimensao de Hausdorff e nao da dimensao box superior é um tanto arbitraria, mas a
adotamos por ser a mais usual entre os autores contemporaneos). Em geral, fractais
possuem dimensao de Hausdorff nao-inteira.

Informalmente, é digno de ser chamado de fractal toda aquela forma que possua que-
bras, fraturas, descontinuidades ou complexidades em escalas tao pequenas que qualquer
aproximacao linear que dela se tente fazer seja pouco satisfatéria.

Muitos fractais famosos — estudados por importancia matematica, por simplicidade
didatica ou mesmo por valor estético — possuem caracteristicas de autossimilaridade.
Um resumo da teoria de fractais autossimilares é apresentado no Apéndice A, ao lado de
calculos detalhados da dimensdo box de alguns conjuntos em R?, onde o apelo visual é
mais evidente.
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Apéndice A: Fractais Autossimilares

Calcular com exatidao o valor da dimensao box-counting de conjuntos fractais nem
sempre é uma tarefa facil; em verdade, essa tarefa pode se revelar impraticavel mesmo
quando o conjunto sob andalise é apenas um pouco mais complexo do que os exemplos
classicos do Conjunto de Cantor e do Triangulo de Sierpinski.

Felizmente, é raro que estejamos interessados no valor exato da dimensao box de um
conjunto especifico. Problemas praticos, em geral, podem ser satisfatoriamente resolvidos
com estimativas e aproximagoes numéricas ([15]). Em casos de aplicagoes tecnoldgicas e
em serventia das ciéncias aplicadas, como no célebre exemplo de estimar o comprimento
da linha costeira de um pais ([28]), é natural que a dimensao box de um conjunto seja
avaliada por meio da contagem de cubos de lado € que interceptam o conjunto para uma
ampla gama de valores € cada vez menores.

Para célculos exatos, devemos recorrer a abordagens que, em geral, utilizam técnicas
analiticas e geométricas, por vezes necessitando da construcao de medidas e distribuigoes
de massa bastante dificultosas.

Neste apéndice, vamos enunciar (sem demonstrar) uma série de resultados que condu-
zem a um resultado ja classico que proporciona uma férmula fechada e bastante simples
para o célculo da dimensao fractal (e também da dimensdo de Hausdorff, definida no
Apéndice B) de conjuntos conhecidos como autossimilares. A exposicao serd feita nas li-
nhas de [13], [15] e [18]. Na sequéncia, vamos calcular por meios elementares, diretamente
da defini¢do, a dimensao fractal do Conjunto de Cantor e do grafico da fun¢ao sen(1/x).

A.1 Fractais Autossimilares

Fractais autossimilares sao aqueles que podem ser enxergados como uniao de cépias
exatas de si mesmos em escalas reduzidas. Tornaremos precisa essa defini¢ao logo a seguir,
mas a ideia subjacente é bastante clara quando pensamos na Curva de Koch.

Exemplo A.1 (Curva de Koch). Seja Eq um segmento de reta de medida 1. Conforme Fi-
gura 3.5, remova o ter¢o médio de Ey e o substitua pelos dois lados do triangulo equildtero
cuja base era esse terco médio. Faca o mesmo procedimento em cada parte retilinea de
cada figura Ey. Para k suficientemente grande, Ey e FEyyq diferem entre si apenas em de-
talhes minusculos, sendo distinguiveis apenas em escalas muito finas. Conforme k cresce
(k — 00), a sequéncia dessas curvas poligonais Ej tende a uma curva limite, K, que é

chamada de Curva de Koch, representada na Figura 3.6.

Note que K, embora seja wma curva continua, nio € diferencidvel em ponto algum?.

Uma caracteristica muito interessante da Curva de Koch € que ela é um conjunto au-
tossimilar, composta por 4 cdpias idénticas de si mesma em uma escala de 1/3, conforme
podemos intuir da imagem 3.0.

Z>Historicamente, Niels von Koch propés essa curva que hoje leva seu nome tencionando proporcionar
um exemplo tao intuitivo quanto possivel para a existéncia de fungées continuas mas sem nenhum ponto
de diferenciabilidade. A época de Koch, a famosa funcao de Weiestrass ja era conhecida, porém, em
decorréncia de sua construgao deveras dificultosa para alunos iniciantes, era desejavel que houvesse algum
exemplo mais elementar, sem as intricadas manipulagoes algébricas com épsilons e deltas. (Para conhecer
os artigos originais que deram origem a importantes raizes da Geometria Fractal, remetemos o leitor a
obra [12], com textos seminais de Weiestrass, Cantor, Moran, Mandelbrot, entre outros).
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Figura 3.5: Etapas da construcao iterativa da Curva de Koch (K'). Em cada iteragao, os
segmentos de reta sao substituidos por quatro partes menores, cada qual com um terco do
tamanho do antecessor. E possivel provar que a Curva de Koch, embora contida em uma
regido limitada do plano, possui comprimento infinito (medida unidimensional infinita).
Por outro lado, sua érea é nula (medida bidimensional zero). Nao por acaso, a dimensao
box-counting da Curva de Koch é lrri_?)’ um valor nao-inteiro estritamente entre 1 e 2.

(Fonte: Autor)

Vejamos mais dois conjuntos autossimilares. FEles serao tteis para ilustrar alguns
conceitos e resultados que apresentaremos mais a frente.

Exemplo A.2 (Conjunto de Cantor). Considere Ey := [0, 1].
1
Defina E, 1 == §[E" U (2 + E,)] para todo n € N.

O Conjunto de Cantor C' € o limite C' := lim C,, = ﬂ C,, conforme ilustrado na
n—oo
n=0

Figura 3.7.

Exemplo A.3 (Triangulo de Sierpinski). O Triangulo de Sierpinski é definido como sendo
o limite da sequéncia visualmente indicada na Figura 3.9, iniciada com um triangulo
equilatero de lado unitdrio.

Agora, vamos apresentar alguns conceitos para podermos definir com rigor o que é um
conjunto autossimilar.

Definicao A.4 (Contragoes de Similaridade; Fator de Escala; IFS; Conjunto Invariante;
Atrator). Sejam D € R" er € (0,1). Uma contragao de similaridade com fator de escala
r € uma aplicacao f : D — R" tal que

If(x) = f)| <rllz—vyl, Va,yeD.

Em particular, sao contracoes de similaridade com fator de escala r as transformacaoes
h do tipo h(xz) = rO(x) + b, onde O é uma transformagdo ortogonal (uma rotagdo, uma
reflexdo ou uma combina¢do de ambas) e b € R" é um ponto fixado qualquer, o qual gera
uma translacado.

Suponha que {f1,..., fm} seja uma familia de contragoes de similaridade de mesmo
dominio limitado D C R", cada f; com um respectivo fator de escala r; € (0,1). Familias
desse tipo sio conhecidas como Iterated Function Systems (IFS).
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Figura 3.6: Visualizando a autossimilaridade da Curva de Koch. Note que, devido ao
detalhamento infinitesimal, cada trecho destacado na imagem é uma cépia perfeita, em
escala de 1/3, da curva inteira. (Fonte: [34])

0 1 Eo
0 1/3 2/3 1 E,
- E,
R - = - - - E;
:

C, Cp

Figura 3.7: Primeiras etapas para a construgao do Conjunto de Cantor C'. Note que C,
e Cg, as partes da esquerda e da direita de C', sao copias exatas de C' em uma escala de
fator 1/3. (Fonte: Autor)

Por conveniéncia, para cada E C D, denotamos
S%E)=E,  S(E):=|]Jfi(E), S*YE)=S(S*E))., VkeN
i=1

Dado uma IF'S, é possivel provar que existe um unico conjunto compacto e nao-vazio

F tal que
F=S(F),

1sto €, tal que

Por essa propriedade, dizemos que F' € invariante sob efeito da familia { f;}*,. Também
dizemos que F' € o atrator dessa familia de contragoes.
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- Aﬁ

Figura 3.8: Primeiras etapas para a construcao do Tridngulo de Sierpinski. Note que esse
conjunto é composto por trés copias de si mesmo, cada qual na escala 1/2. (Fonte: Autor)

O nome “atrator” se deve ao fato de que também ¢é possivel provar que, dado qualquer
conjunto compacto e nao-vazio E C D tal que S(FE) C E, vale que

F = ﬁ SH(E).

Isso significa que a aplicacdo reiterada das contracoes f; em qualquer compacto que
contenha suas imagens por f; vai levar inevitavelmente ao conjunto F'. Isso justifica o
nome “atrator” para F.

A caracteristica de um conjunto F satisfazer a equagao autorreferencial
F=Ff(F)U---Ufn(F)

para algum IFS {fi,..., f,n} significa que F' é unido de m cépias de si mesmo, cada
qual em um fator de escala r;. Se, além disso, essas copias forem disjuntas ou tiverem
sobreposicoes desconsideraveis em um sentido que ainda vamos determinar, dizemos que
o conjunto F' é autossimilar.

Tornar precisa a nocao de “sobreposicoes desconsideraveis” exige uma definicao bas-
tante técnica. O leitor nao restara seriamente prejudicado se interpretar essa condigao
como significando que as sobreposi¢coes ocorrem apenas em uma quantidade finita ou
enumeravel de pontos.

Vejamos essa condicao em sua forma rigorosa.

Definicao A.5 (Open Set Condition — OSC; Separating Set). Dizemos que um IFS
{f1,---, fm} satisfaz a Condi¢ao do Conjunto Aberto (OSC) se existir algum conjunto
aberto, limitado e nao-vazio A tal que

L) fi(4) 4,

=1

onde o ponto dentro do simbolo de unido significa exigir que essa uniao seja disjunta.

126



O conjunto A que garante que um IFS satisfaz a OSC é chamado de separating set.

Note que um separating set é um conjunto aberto, limitado e nao-vazio tal que
S(A)=A e Si(A)NS;(A) =0, Vi#j.

Os fractais classicos, oriundos de alguma construcao iterativa explicita levada ao limite,
sao atratores de IFS que satisfazem a OSC.

O Conjunto de Cantor C', por exemplo, pode ser definido como sendo o atrator do
sistema de contragoes de fatores de escala r; =y = 1/3 dadas por

T+ 2

fo() = 5

xr
fi(z) = 3

Com efeito, é fato que?®
C = f1(C) U fo(C).

Encontrar o conjunto aberto A que garante a validade do OSC para cada IFS pode
ser um pouco inconveniente, mas no caso do Conjunto de Cantor é natural checar que
A = (0,1) cumpre os propositos.

Conforme aponta Gerald Folland em [18], a existéncia de um separating set é algo
mais delicado do que parece a primeira vista: se A for muito pequeno, nao vai ocorrer
S(A) C (A); se A for muito grande, nao vai ocorrer S;(A) N S;(A) = 0.

Para o Conjunto de Cantor, vimos que A = (0, 1) é um separating set. Para o Triangulo
de Sierpinski, podemos tomar como separating set o interior da regiao triangular inicial.
Para a Curva de Koch, o interior do tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (1/2,v/3/6), isto
é, o interior do envoltdrio convexo da imagem da primeira iteracao do IF'S.

Com essas definigoes e resultados, enunciamos agora o classico teorema que proporci-
ona uma férmula fechada para a dimensao box-counting de um fractal autossimilar.

Teorema A.6. Seja F' um fractal autossimilar, sendo F' o atrator de um IFS {fi,..., fm}
de contragoes de similaridade de razoes {ri,...,rn}, com r; € (0,1) para todo i €
{1,...,m}, e com esse IFS satisfazendo a OSC.

Neste caso, vale que

onde d € tal que

d _
ry = 1.
i=1
Para o caso de autossimilaridade estrita, em que ri1 = --- =1, =1, essa formula se
reduz a
mrd = 1,

26 Existem outros conjuntos X que satisfazem a equacao autorreferencial X = f1(X)U f2(X), como, por
exemplo, X = () ¢ X = R, mas nenhum deles é compacto e nao-vazio. Como afirmamos anteriormente,
existe um teorema que garante a unicidade do atrator (compacto e nao-vazio) de um IFS.

Verificar que € C < z € [f1(C) U f2(C)] é consequéncia da prépria defini¢ao iterativa do Conjunto
de Cantor. Essa verificagao pode ser feita por inducao.

Por curiosidade, note que, tomando F := [0,1], temos que E C f1(E) e E C fo(E). Assim, pelo
teorema aludido na Definicao A.4, vemos que aplicar f; e f> reiteradamente em E vai gerar um conjunto-
limite, que sé pode ser o Conjunto de Cantor. Convidamos o leitor a observar que esse procedimento é
essencialmente igual a definicao do Conjunto de Cantor por meio da remocao sucessiva de tergos-médios.
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que pode ser resolvida em d de modo particularmente satisfatorio:

lnm

In(1/r)

Aplicando esse teorema, é imediato calcular que a dimensao box do Conjunto de

In4
Cantor é n—, a do Triangulo de Sierpinski é B2 eada Curva de Koch é ns
In3 In2 In3
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A.2 Calculo Exato da Dimensao Box do Conjunto de Cantor e
do Grafico da Funcao sen(l/z) por Meios Elementares

Nesta secao, vamos calcular explicitamente o valor da dimensao box do Conjunto de
Cantor sem utilizar o Teorema A.6. Faremos isso com o intuito tinico de apresentar as
técnicas geométricas e analiticas tipicas para o computo da dimensao box em espagos
euclidianos.

Também vamos calcular a dimensdao box do grafico da funcdo sen(1/z), conforme
[1]. Faremos isso por dois motivos: i) trata-se de um conjunto que nao é autossimilar
no sentido apresentado na secao anterior, de modo que para ele nao é possivel aplicar
o Teorema A.6; 7i) os exemplos tipicos de graficos de fung¢oes que possuem dimensao
box nao-inteira sao de fungoes que nao apresentam nenhum ponto de diferenciabilidade.
Assim, a fungao sen(1/x) é um bom exemplo de que mesmo fungdes suaves podem ter
graficos com dimensao box estritamente maior do que 1.

Exemplo A.7. Seja C' o Conjunto de Cantor cldssico, conforme definido no Ezemplo
A.2, como limite da sequéncia

Ey = [O’ 1]:
E, =10/3,1/3]U[2/3,3/3],
By = [0/9,1/9] U [2/9,3/9] U [6/9,7/9] U [8/9,9/9],

In2

In3’

Para essa demonstragdo, vamos tomar N.(C') como sendo o menor nimero de inter-
valos de comprimento menor que ou igual a € suficientes para cobrir C'.

Vamos mostrar que dimpg(C)

Vejamos algumas observagoes iniciais que vao nos auziliar a estimar o valor N.(C').

Primeiro, note que a k-ésima etapa Ej, na construcio de C € composta por 2% in-
tervalos, cada qual com comprimento 1/3’“. Como a sequéncia de conjuntos E, — C é
decrescente, qualquer uma dessas etapas cobre por completo o conjunto-limite C'.

Note também que a menor lacuna entre os intervalos que compoem Ky, possui compri-
mento 1/3’“. Isso significa que conjuntos com comprimento menor do que 1/3’“ conseguem
interceptar mo mdzrimo um unico desses intervalos. Ademais, cada um desses intervalos
contém pontos que pertencem a C', afinal os pontos das extremidades nunca sao removidos.

Agora, veja que, para cada € > 0 suficientemente pequeno, existe um unico k € N tal
que 1/3"“‘ <e< 1/3k_1. Além disso, e — 0 se, e somente se, k — oco. Também temos que
1 1
¥ ¢ <gm
= 37F< & <3k
= In37*< lne <3
= —In37%*>—Ilne > —In37*!
= kln3>—-Ilne>(k—1)ln3
1 < 1 _ 1 '
kln3 “—Ine (k—1)In3

A

(A1)
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Feitas essas consideracoes iniciais, passemos as estimativas.

Como 1/3% < e, sabemos que os intervalos de Ej, possuem comprimento que ndo
excedem . Jd vimos que esses intervalos cobrem C e que existem 2% desses intervalos.
Assim,

N.(O) < 2%

Portanto, usando a parte da direita da desigualdade (A.1), obtemos

In N.(C) kln2
—Ine (k—1)In3
jmlnNs(C) < lim kln2
e=0 —Ine 7 koo (k—l)lnB

— In2
di < —.
= imp(C) < 3

(A.2)

Para encontrar uma cota inferior para N.(C'), perceba que, como & < 1/3k_1, temos
que intervalos com comprimento menor que ou igqual a € consequem interceptar um unico
dos intervalos de Ey_,. Existem 2871 desses intervalos, cada qual contendo pontos de C
que precisam ser cobertos. Assim,

2F=1 < N.(C).
Portanto, usando a parte da esquerda da desigualdade (A.1), obtemos

21 < N.(C)
= (k—1)In2 <InN.(C)
(k—1)In2 < In N.(C)

kIn3 —  lne
(k—1)In2 . InN(C)

= lim < lim
k—oo  kIn3 T o Ine

= — < dimgz(C). (A.3)

In2

Associando as desigualdades (A.2) e (A.3), concluimos que dimp(C) = 3
n

Para calcular a dimensao box do gréfico de sen(1/x), na linha de [1], vamos precisar
de alguns resultados abstratos.

Definigao A.8 (Variagdo Méxima de uma Fungao Real). Dada uma fungao f: R — R,
a variagao mdxima de f em um intervalo [ty,ts] € dada por

Rylty, to] == sup  [f(t) = f(s)|.

t,s€[t1,t2]
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Proposicao A.9. Seja f : [0,1] — R uma fungdo continua. Seja e € (0,1) dado. Seja
m = [(1/e)]. Se N. € o nimero de quadrados do e-reticulado que interceptam o grdfico
de f, entdao vale a estimativa

m

1ZRf[(i —1)e,ie] < N. <2m + é ZRf[(i — 1)e, ig].

g < -
=1 =1
A cota superior permanece verdadeira mesmo se [ ndo for continua.

Demonstracao. O resultado depende apenas de perceber o seguinte: o nimero de quadra-
dos de lado ¢ do reticulado que estao na coluna correspondente ao intervalo [(i — 1), ic] e
que interceptam o gréafico de f s@o, no maximo, 2+ R[(: — 1)e, ic] /e, e, se f for continua,
sao no minimo R¢[(i — 1)e,ic]/e. Somando sobre todos os intervalos, obtemos o resultado
pretendido. O

Proposicao A.10. Seja f : [a,b] — R uma fung¢do mondtona. Se N. é o nimero de
quadrados do e-reticulado que interceptam o grafico de f, entdo vale que

w g0 VOS],

Demonstracao. A demonstracgao é similar a da Proposicao A.9. Basicamente, vamos apli-
car o mesmo raciocinio, mas teremos que tomar o cuidado de observar que, como o
intervalo [a, b] pode ser tal que a nao coincida com o vértice de um dos quadrados do
reticulado, entao vamos ter que adicionar uma parcela de correcao na estimativa.

Desta vez, vamos definir m := [(b — CL)—‘ :

5
Sabemos que a € [(j — 1)¢, je| para algum j € N.

O intervalo [a, b] estd contido na uniao U[(] —1+4d)e, (5 +19)el.
i=0
Assim como foi feito na demonstracao da Proposicao A.9, o niimero de quadrados de
lado € do reticulado que estao na coluna correspondente ao intervalo [(j —1+1i)e, (j +1)e]
e que interceptam o grafico de f sdo, no méximo, 2+ Rs[(j — 1 +i)e, (j + i)e] Je.
Somando sobre todos os intervalos, obtemos

N. <2(m+1)+ % zm:Rf[(j —1+41)e, (5 +1)e].

Como a fungao é mondtona e esta restrita ao intervalo [a, b], a soma das variagoes nos
intervalos que cobrem [a, b] é a variagao total no intervalo [a, b], que nada mais é do que

£ (b) = f(a)l.

Assim, a estimativa se torna

No < 20m+ 1) + 1 (8) — f(@).

SR
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Portanto

Isso conclui a demonstragao. O]

Exemplo A.11. Considere a fungio f: (0,1] = R dada por f(x) = sen(1/x). Seja G o
grafico dessa funcao:

G={(z,y) eR* 2 €(0,1],y = sen(1/xz)}.

1
Afirmamos que dimp(G) =1+ 5"

Considerando a invariancia da dimensao box pelo fecho (ver Proposicio 3.1.14, vii),
sabemos que dimp(G) = dimp(G).

Vamos calcular a dimensio bozx do fecho G = G U ({0} x [-1,1]). Para isso, vamos
considerar N(F,¢) como sendo o nimero de quadrados em um e-reticulado de R* que pos-
suem intersecao com F. Um e-reticulado € um quadriculamento do plano por quadrados
de lado €, com um desses quadrados tendo vértice na origem e lados paralelos aos eixos.

Vamos proceder escolhendo uma sequéncia £, nos moldes do Teorema 3.1.16.

A

1

=k

Figura 3.9: Representacao do grafico de sen(1/z), com destaque a altura das ondas e as
distancias entre as raizes da fungao, motivando a escolha dos valores €;. (Fonte: [1])
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Para cada k € N, considere um ei-reticulado, com

1 1 1
o%kr  (2k+D)m  2k(2k+ 1)m

1

= [2k(2k 4+ )7 .

Er —

Na figura que ilustra o grdfico, considere o segmento vertical na crista da onda. Como
essa crista tem altura 1, ela vai ter interse¢ao com [(1/ey)| quadrados. O mesmo vai

: : 1 : L
acontecer para todas as k cristas e vales no intervalo Cy 1|. Assim, uma cota inferior
s

para N(G,¢e,) ¢
ﬁ < N(G,ék).
Ek

Para conveniéncia nos cdlculos, note que

k k

e [2k(2k + D]
= 2k*(2k + 1)
= (4k® 4 2K*) 7
> k3, Vk € N,

Assim,

k* < N(G,e), VEkeN. (A.4)

Para encontrar uma cota superior, vamos definir

_ — 1
Gl {(ZE,y)GG, r = (2]€+1)7T}7
Gy =1 (z,y) €G; x> L
S R Y
Naturalmente, o B o
N(G,&k) < N(Gl,&g) + N(Gg,&k). (A5)

Para encontrar uma cota superior para Gy, podemos cobrir por completo todo o retangulo

altura do retangulo, sao suficientes 2[(1/ey)| quadrados. Para cobrir o comprimento, sdo

x [—1,1] com os quadrados de lado €y, do reticulado. Para cobrir a

[Ezan
€k

suficientes quadrados. Assim,
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<2[(1/ex)] - —[m}

1/€k -
1 e+ 1)r] ™
= <5k i 1) {[213(21{ + 1)7@‘1}

( +2)-[2k1
< (§+2) - (2k 4+ 1)

”_1+2>-(2k+1>

[2k(2k + 1
= [4k(2k + 1) + 2] (2k + 1)
= (87K + 4k + 2)(2k + 1)
< (32K + 16k +2)(2k +1) (7 < 4)
= 64k> + 64k* + 20k + 2
< 27k3, para k suficientemente grande. (A.6)

Para encontrar uma cota superior para N(Gy,¢r), vamos aplicar a Proposicdo A.10

1
2k + )’ 1] nos quais a fungdo sen(1/x) é mondtona.
77

A Proposicao A.10 diz que o nimero Ns de quadrados do §-reticulado de R* que
interseptam o grdfico de uma fun¢ao mondtona g : |a,b] — R pode ser estimada por

(b—a)  |g(b) —g(a)l
) + €

aos subintervalos de [

Ns <2 + 4.

1

(2k + 1)’
mondotona podem ser agrupados como sendo 0s sequintes:

1 2 2 1 2 1 1 2 2 ]
. —— e |—,1/.
2k + V)7’ (4k+ V)|’ | (4k + )7’ 2km | 3n'w| |n'w 7
A quantidade total de intervalos é (4k+2). Em cada um desses intervalos, a varia¢do

[f(b) = f(a)] € de 1.

Somando as estimativas em todos os intervalos, obtemos

Note que os subintervalos de [ 1] nos quais a func¢ao f(x) = sen(l/z) €

— 2 4k+2
N(Go,er) < — +
Ek Ek

+4(4k +2).
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Para conveniéncia nos cdlculos, note que

_ 2 4k + 2
N@er) € = + +
k

Ek
4k + 4
= i + 16k + 4
Ek

S L ST
[2k(2k + 1)n]
4k +4) [2k(2k 4+ 1)7] 4 16k + 4
4k + 4)(4k* + 2k)7 + 16k + 4
= (16k® + 24k* + 8k)m + 16k + 4
< 64k3 +96k> + 48k +4  (m < 4)
< 27k3, para k suficientemente grande. (A.7)

+4(4k +2)

—~

Aplicando as estimativas (A.6) e (A.7) na relagao (A.5), temos, para k suficientemente
grande, que

N(G,ep) < 2%%°. (A.8)

Entao, para k grande o bastante, podemos usar as relagoes (A.4) e (A.8) para efetuar

0s sequintes calculos

In(k?) InN(G,er) _ In(28k3)
= S S
—Inegg —Ineg —lInegy
In(k3) In N(G, e,) In(2843)

= < <
In [2k(2k +1)7] = —Inee  ~ In [2k(2k + 1)7]
In(k?) <lnN(a, k) < In(2%43)

k d
- R S g gz grande)
3Ink <1nN(@,5k) < 8In2+3Ink
5In2+2Ink ~ —Ing, 2Ink
InN(G
Isso mostra que lim M = §
k—o0 —lnek 2

— 3
Portanto, pelo Teorema 3.1.16, concluimos que dimg(G) = 5
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Apéndice B: Dimensao de Hausdorff

Embora no contexto de Sistemas Dinamicos a dimensao fractal seja mais conveni-
ente, é importante enfatizar que, em outras areas, a dimensao de Hausdorff pode ser
mais interessante, por possuir propriedades que mais naturalmente associamos a ideia de
dimensao.

Em certo sentido, enquanto a dimensao box-counting analisa um objeto como um todo
(globalmente) para determinar sua dimensao, a dimensdo de Hausdorff faz uma andlise
mais local, investigando o comportamento dimensional desse objeto em cada particula
infinitesimal.

Para definir a dimensao de Hausdorff, vamos precisar definir a medida de Hausdorff e
conhecer algumas de suas propriedades.

Defini¢ao B.1 (Medida de Hausdorff s-dimensional). Seja X um espa¢o métrico. Dados
FcCX,d>0ed >0, definimos
HY(F) = inf {Z [diam(U;)]*; {U;} € enumerdvel, F C U U; e diamU; < 6} :

i=1 1=1
A medida (exterior) de Hausdorff d-dimensional do conjunto F € o limite

HYF) = lim HL(F).

FEsse limite estd bem definido (podendo ser 0 ou o) pelo sequinte motivo: se & di-
minui, a classe das d-coberturas de F' € reduzida. Assim, quando ¢ diminui, o infimo
que define HZ(F) aumenta ou permanece o mesmo, mas ndo diminui. Por causa dessa
monotonicidade, o limite com certeza existe em R.

Proposicao B.2 (Medida de Hausdorff sob efeito de transformagoes Holder). Dados
espacos métricos X e Y, um conjunto F' C X e uma aplicacao f: F —'Y tal que

d(f(2), f(y)) < cld(z,y)]”, V,yeF,
para constantes o > 0 e ¢ > 0. Entao, para cada d > 0, vale que
HY(f(F)) < Y HYF).
Demonstragao. Seja {U;}ieny uma d-cobertura enumeravel arbitrdria de F. Para todo
1 € N, como f é Holder, vale que
diam [f(F NU;)] < e[diam(F NU;)]" < ¢[diam(U;)]" < ed®.
Isso mostra que {f(F NU;)}ien é uma cd®-cobertura de f(F).
Como a cobertura {U;} foi escolhida arbitrariamente, vale que
diam [f(F N ;)] < c[diam U;]¥, VieN
= [diam[f(FNU)]]"" < ¢/*[diamU;]?, VieN
= f: [ diam [f(F N U;)] }d/a < e i[diam Uil
i=1 =1
- Hye < ¢ HY(F)
= HY*(f(F)) < ¢/*HY(F).
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Isso prova o desejado. O]

Proposigao B.3 (Valor critico da Medida de Hausdorff). Seja F C X. Se HY(F) < oo,
entdo HY (F) = 0 para todo D > d.

Demonstracao. Para uso futuro, note que, se D > d e diam V' < ¢, entao
[diam V]” = [diam V]P~[diam]¢ < 6°~¢[diam V<. (B.9)
Agora, observe o seguinte: se H%(F) < oo, entdo, para cada § > 0, existe uma 6-

cobertura enumeravel {U;} de F' tal que

> [diam U;)* < HY(F) + 1. (B.10)
i=1
Assim,

00 (B.9) 00
Z[diam U)P < P Z[diam U

i=1 i=1

(B.10)
< P [HYF)+1].
k
=r<o0

Portanto HP(F) < 6°~%k para algum k& < oco. Fazendo § — 0, concluimos que
HYF)=0. O

Corolario B.4 (Valor Critico da Medida de Hausdorff). Se HP(F) > 0, entio H* = oo
para todo d < D.

Demonstracao. Trata-se da contrapositiva da Proposicao B.3. O

Com base na Proposicao B.3 e no Corolario B.4, vemos que o valor da Medida de
Hausdorff d-dimensional é sempre oo ou 0, exceto possivelmente para um tnico valor de
d. Esse d especifico em que ocorre o “salto” de oo pra 0 é o que vamos definir como sendo
a Dimensao de Hausdorff.

Definicao B.5 (Dimensao de Hausdorff). A Dimensao de Hausdorff de um conjunto
F C X é definida por:

dimy (F) := inf{d > 0; H(F) = 0}
= sup{d > 0; H*(F) = oc}.
Se dimy (F) = d, entdo H*(F) pode ser 0, pode ser oo ou pode satisfazer 0 < H(F) <

o0o. Conjuntos cuja medida de Hausdorff s-dimensional é finita e nao-nula sao conhecidos
como “conjuntos-s”.

Agora, vamos conhecer o importante resultado que garante que a dimensao de Haus-
dorff nunca excede a dimensao fractal (nem mesmo a dimensao box inferior).
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Teorema B.6 (Relagao entre a Dimensao Box-Counting e a Dimensao de Hausdorff).
Para todo conjunto F' C X wale que

dimy(F) < dimg(F) < dimp(F).

Demonstracio. A desigualdade dimyz(F) < dimp(F) provém da definicio de dimensdo
box-counting.

Vamos mostrar que a dimensao de Hausdorff nunca excede a dimensao box inferior.
Se dimg(F) = 0, o resultado é imediato.
Se dimg(F) > 0, entdo existe algum d > 0 tal que H*(F) > 1.

Vamos considerar Ns(F') como sendo o menor niimero de conjuntos de uma d-cobertura
necessarios para cobrir F'.

Afirmamos que, para § pequeno o bastante, vale que
1 < HY(F) < Ns(F) - 6%

Com efeito, a primeira desigualdade é valida porque, quando & — 0, ocorre H§(F) —
HF) > 1. A segunda desigualdade é valida porque sabemos que Ns(F) conjuntos de
diametro nao excedendo § cobrem F', de modo que esses conjuntos pertencem a colecao

da qual extraimos o infimo de Z[diam U;]* para definir H{(F).
i=1
Tomando logaritmos em 1 < Ns(F)-6%, e considerando § pequeno o bastante (a ponto
de valer —Ind > 0) obtemos que

In[Ns(F)]
d
= < —1Iné
= d < dimg(F).

Isso vale para todo d > 0 tal que H%(F) > 1. Portanto também vale®” para o caso-
limite sup{d > 0; H*(F) > 1} = sup{d > 0; H(F) = oo} = dimy(F).
Ou seja, de fato vale que dimpy (F) < dimp(F). O

Proposicao B.7 (Propriedade da Estabilidade para Unides Enumeraveis). Seja {F;}:2,
uma colecao enumerdvel de conjuntos. Vale que

Ur

i=1

dimpy = sup [dimy F}].

1€EN

Demonstracao. A dimensao de Hausdorff satisfaz a propriedade de monotonicidade: se
E C G, entao dimyg E < dimy G. Isso é imediatamente verificavel da propriedade de
medida de que H*(F) < H*(G) para todo s € R quando E C G.

[e.e]

UF

i=1

Pela monotonicidade, temos que dimy > sup [dimy Fj].

1€EN

2"Em razao do Corolério B.4.

138



Vejamos a desigualdade inversa.
Se sup [dimy F;] = oo, nada hd a ser provado.
ieN
Se sup [dimy F;] < oo, tome s € R tal que s > dimy F; para todo ¢ € N. Por definigao,
ieN
isso implica que H*(F;) = 0 para todo i € N. Como H*® é uma medida exterior, temos

que
0<H* (UF) <> H(F)=0.

Por defini¢ao, isso mostra que dimpg U F;| <s.
i=1
Como essa relagao vale para todo s > sup [dimy F}], segue que dimpg UE <
ieN et
sup [dimpy F}].
ieN
e e}
Portanto dimpg U F;| = sup [dimy F}]. O
et ieN
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Apéndice C: Contraexemplo Notavel

Ao longo deste trabalho, demos énfase a dimensao fractal, e nao a dimensao de Haus-
dorff, por afirmar que, no contexto de sistemas dinamicos, a dimensao fractal possui
consequeéncias tedricas mais interessantes.

Nas referéncias [17] e [43], mostrou-se o seguinte:

Seja H um espago de Hilbert (possivelmente de dimensao infinita) e ' C H um
conjunto tal que dimy(F) < d/2. Entao, para qualquer imersao P de F' a R? e para

qualquer § > 0, existe uma imersio P tal que H]5 — P‘ < § e que }5|X tem inversa

Holder-continua. Esse fato implica que o atrator exponencial de um sistema dinamico
dissipativo de dimensao infinita também é o atrator exponencial de algum sistema de
dimensao finita de equacoes diferenciais ordinarias.

Nosso proposito, agora, ¢ indicar que um teorema de imersao similar a este nao é
possivel quando apenas a dimensao de Hausdorff é finita, e nao a dimensao fractal.

Vamos construir um conjunto C' C R? do tipo Cantor cuja dimensao de Hausdorff é
nula mas que possui a propriedade de que, para toda projecao de posto menor do que d,
essa projecao nao ¢ injetora quando restrita a C.

O exemplo é devido a Ittai Kan e consta na referéncia [43]. A construgao desse conjunto

pressupoe familiaridade com representacao bindria de nimeros néo-inteiros®®.

d d
Nosso conjunto C' sera a uniao de dois conjuntos disjuntos, A = U A,e B= U B,.

n=1 n=1
Cada um dos conjuntos A,, e B,, vai ser definido de forma similar aquela apresentada no

Exemplo 3.1.19. Depois disso, vamos mostrar que qualquer projecao P de posto menor
do que d vai acarretar P(A) N P(B) # ), de modo que P|¢ nao pode ser injetiva.

Preliminarmente, vamos precisar definir algumas ferramentas auxiliares:

e Seja (M;)j2, C N uma sequéncia de niimeros naturais tais que 0 = My < M, <
My < ... e tais que
lim 51— o
Jj—oo M]'

d
e Seja K, o cubo d-dimensional unitario K, := HL-, onde [; := [0, 1] para todo
i=1
i€{l,2,...,d}. Ou, simplesmente,
Kq=1[0,1]%

e Dado um nimero = € [0, 1], vamos denotar por 0.z'z%z ... sua representacao

bindria (ou seja, os digitos z' sio ou 0 ou 1). Para evitar ambiguidades do tipo

ZEgse tipo de construcao nao é incomum em geometria fractal. Pensemos no exemplo do Conjunto
de Cantor cldssico. Em geral, esse conjunto é definido recursivamente por meio da remocao sucessiva
do terco-médio de intervalos especificos. Essa construcao é classica em Anélise e baseia-se na intersecao
infinita de conjuntos. Contudo, uma definigao equivalente pode ser feita por meios aritméticos: o Conjunto
de Cantor é o conjunto dos nimeros reais entre 0 e 1 cujas representacoes em base terndria (base 3) nao
possuem o digito 1.
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0.1 =0.10000... = 0.0111111 ..., vamos considerar sempre a representacao binaria
com infinitos digitos nao-nulos, a qual é inica para cada ntmero real.

Passemos & definicao dos conjuntos A,, cada qual contido em uma face®® de K.
Um ponto a = (ay, as,...,aq) € K4 vai pertencer a A,, apenas quando a representagao

binaria de suas coordenadas a; satisfizerem todas as seguintes condigoes:

2 3
ai-u

1. a; = 0.a;a; . (isto significa, apenas, que a; € [0, 1]).

2. Se i =n, entdo a: = 0. Ou seja, a’ = 0.

3. Se i # n, entao, para todo k € {0,1,2,...}, vai ocorrer uma ou outra das seguintes
condicoes:

(a) al = 0 para todo [ € (May, Moy 11];
(b) al =1 para todo [ € (Myy, Moy i1].
Vamos estimar por cima a dimensao box-counting inferior de A,,.

Embora nao seja uma constatacao trivial, note que a projecao de A, no i-ésimo eixo
coordenado é um conjunto do tipo Cantor que pode ser coberto por 2" intervalos de

k

comprimento 2-M2++1 onde 1, = k + Z(ng — Msj_1). Por essa razao, fazendo o
j=1

produto cartesiano de (d—1) fatores®® entre todos esses intervalos, teremos uma cobertura

de 214D cubos d-dimensionais com lado medindo 27 Mzk+1

Tomando N(A,,e) como sendo o menor nimero de cubos d-dimensionais de lado ¢
capazes de cobrir A,,, temos que

di_mf(An) — limM

e—0 —Ine
In Q(dfl)rk
T oo — N 27 Mk
(d—1)rg
koo — Mo 1
(d—1)Myy
k—oo  Mopyq

IA
E.

Isso mostra que a dimensao box inferior de A,, é 0. Como a dimensao de Hausdorff de

um conjunto limitado nunca excede sua dimensao box inferior, segue que dimg(A,) = 0.
d

Definindo A := U A, temos que A também tem dimensao de Hausdorff nula, pois é

n=1
uniao enumeravel de conjuntos de dimensao de Hausdorff nula.

Face (d — 1)-dimensional.
30Precisamos de apenas (d — 1) fatores, e nao d, porque a proje¢ao de A4,, em uma das coordenadas é
apenas um ponto, de modo que pode ser coberta por um tnico intervalo de comprimento 2~ Mzk+1,
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Vamos definir conjuntos B,, de maneira similar. Cada um desses conjuntos também
val estar contido em uma face de Kj.

Um ponto b = (b, bs, ...,by) € Ky vai pertencer a B, apenas quando a representagao
binaria de suas coordenadas b; satisfizerem todas as seguintes condigoes:

1. b; = 0.b;b3b; ... (isto significa, apenas, que b; € [0, 1]).

2. Se i =n, entdo b} = 1. Ou seja, b = 1.
3. Se i # n, entao, para todo k € {0,1,2,...}, vai ocorrer uma ou outra das seguintes
condicoes:
(a) b = 0 para todo I € (Mopyy, Moyl;
(b) bl =1 para todo I € (Mayjy1, May].

d
Definindo B := U B, temos que B também tem dimensao de Hausdorff nula.

n=1

Agora, vamos definir C':= AU B. Naturalmente, dim;,(C) = 0.

Vejamos que nenhuma projecao de posto menor do que d pode ser injetora quando
restrita a C'.

Seja P uma projegao de posto menor do que d. Seja v = (vy,...,vq) € ker(P) tal que
|v;] <1 para todo i, com v, = 1 para algum n especifico.

Vamos mostrar que P|¢ nao é injetiva apresentando b € B e a € A tais que
0Fv=0b—a.

Para isso, escolhemos esses pontos a e b da seguinte forma.

1. Sei=n,entdo a, =0e bl =1. Ouseja, a’ =0e b =1.

2. Sei#nek>0,entao devem ocorrer simultaneamente

(a) i =0e bﬁ = vﬁ para todo | € (Mo, Moj41];
(b) a' = (v! +1) mod 2 e b, = 1 para todo | € (Maji1, Mogya];
Por defini¢do, a € A e b € B. Por construgao, v = b — a.

Como P(b—a) = 0, segue que P(b) = P(a), com b # a. Ou seja, P nado é injetora e,
portanto, nao tem inversa.
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