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RESUMO

ANDRADE, Ruan Ricci de. Taxa de lucro e propensdes a poupar em um modelo pos-
keynesiano com agentes heterogéneos de vida infinita e capital humano. 2025. 49 f.
Dissertagcdo (Mestrado em Economia Regional) — Centro de Estudos Sociais Aplicados,
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2025.

O presente trabalho investiga a taxa de lucro e as propensdes a poupar em um modelo pds-
keynesiano que incorpora agentes heterogéneos de vida infinita e capital humano. O estudo
estende o modelo de Faria (2001) para incluir capital humano de Lucas Junior (1988),
permitindo uma andlise mais abrangente dos impactos das decisdes de consumo, poupanca e
investimento em educacdo dos trabalhadores e capitalistas no crescimento econdmico € na
acumulacdo de capital fisico e humano. Os resultados demonstram que, mesmo com a
introdu¢do do capital humano, a taxa de lucro de equilibrio de longo prazo continua sendo
determinada pela taxa de preferéncia intertemporal dos agentes, independentemente da fungao
de producao adotada. Além disso, a Equacdo de Cambridge mantém sua validade no modelo ao
determinar a propensdo a poupar dos capitalistas, reforcando a sua importancia no equilibrio
econdmico. A introdugdo do capital humano altera o problema do trabalhador representativo,
aumentando sua propensao a poupar para compensar a reducao tempordria da renda gerada pelo
investimento em educacdo. No entanto, os capitalistas continuam poupando mais que os
trabalhadores, invalidando o "Teorema Dual" e garantindo a viabilidade da distin¢do entre as
duas classes economicas. A alocagdo 6tima de tempo entre trabalho e estudo ¢ influenciada pela
taxa de lucro e pela eficiéncia do aprendizado. O presente trabalho ndo apenas reforga a
viabilidade da integracdo entre as abordagens neoclassica e pos-keynesiana, mas também abre
espaco para extensOes que permitam o desenvolvimento de modelos mais abrangentes e

alinhados as complexidades das economias reais.

Palavras-chave: equacdo de Cambridge; taxa de lucro; propensao a poupar; capital humano;
modelo pos-keynesiano.



ABSTRACT

ANDRADE, Ruan Ricci de. Rate of profit and saving propensities in a Post-Keynesian
model with heterogeneous agents of infinite horizon and human capital. 2025. 49 p.
Dissertation (Master’s in Regional Economics) - Center for Applied Social Studies, State
University of Londrina, Londrina, 2025.

The present study investigates the profit rate and saving propensities in a Post-Keynesian model
that incorporates heterogeneous agents with infinite horizon and human capital. The study
extends Faria's (2001) model to include Lucas's Junior (1988) human capital, allowing for a
more comprehensive analysis of the impacts of workers' and capitalists' consumption, saving,
and education investment decisions on economic growth and the accumulation of both physical
and human capital. The results demonstrate that, even with the introduction of human capital,
the long-run equilibrium profit rate remains determined by agents' intertemporal preference
rate, regardless of the production function adopted. Moreover, the Cambridge Equation retains
its validity in the model by determining capitalists' propensity to save, reinforcing its
importance in economic equilibrium. The introduction of human capital alters the
representative worker's problem, increasing their propensity to save to compensate for the
temporary income reduction caused by education investment. However, capitalists continue to
save more than workers, invalidating the "Dual Theorem" and ensuring the feasibility of
distinguishing between the two economic classes. The optimal allocation of time between work
and study is influenced by the profit rate and the efficiency of learning. The present study not
only reinforces the feasibility of integrating neoclassical and post-Keynesian approaches but
also creates room for extensions that allow for the development of more comprehensive models

aligned with the complexities of real economies.

Keywords: Cambridge equation; rate of profit; propensity to save; human capital; post-
keynesian model.
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1 INTRODUCAO

A tradicdao pds-keynesiana, especialmente a Escola de Cambridge, teve inicio com os
trabalhos de Kaldor (1956) e Pasinetti (1962). O primeiro autor desenvolveu um modelo onde
a distribuicdo de renda entre lucros e saldrios ¢ fundamental para explicar como a economia
pode se manter em uma trajetdria de crescimento a longo prazo. J& o segundo autor adicionou
classes econdmicas ao modelo, obtendo resultado ainda mais gerais.

A relacao que determina a taxa de juros de equilibrio de longo prazo nos modelos de
Kaldor (1956) e Pasinetti (1962) ficou conhecida posteriormente como Equagdo de Cambridge.
Na versao de Pasinetti (1962), ela mostra que a taxa de lucro de equilibrio de longo prazo ¢é
determinada pela propensao a poupar dos capitalistas. Além disso, a taxa de lucro ¢ totalmente
independente da func¢do de producdo adotada, bem como da propensdo a poupar dos
trabalhadores.

A Equacdo de Cambridge desempenha um papel primordial no equilibrio econdmico
dentro dos modelos dos autores, pois € responsavel por determinar a fatia da renda nacional que
pertence aos lucros, bem como aos salarios, determinando, em ultima instancia, a poupanca e
consumo de equilibrio da economia.

Ap6s as contribui¢des de Kaldor (1956) e Pasinetti (1962), uma vasta gama de trabalhos
foi publicada, discutindo seus resultados, aplicagdes ou expandindo seus modelos. Segundo
Baranzini e Mirante (2013), a agenda de pesquisa pos-keynesiana da Escola de Cambridge,
desenvolvida a partir dessas contribui¢des, pode ser dividida em oito linhas distintas.

A primeira linha de pesquisa estuda a introdu¢ao de uma taxa de juros diferenciada sobre
a riqueza, rejeitando a hipotese de que, no longo prazo, a taxa de lucro obtida pelos capitalistas
em seus investimentos seja igual a taxa de juros recebida pelos trabalhadores sobre suas
poupangas (Baranzini; Mirante, 2013).

A segunda, segundo os autores, se preocupou com a incorporacao do setor monetario,
buscando superar a critica de que tais modelos nao levavam em conta o papel da moeda.

A terceira linha de pesquisa trata da inclusdo do setor publico, nos modelos pos-
keynesianos de Cambridge, com o objetivo de entender como o governo, por meio de impostos,
gastos e de divida publica, influencia a distribui¢do de renda e riqueza no longo prazo.

A quarta linha, segundo Baranzini e Mirante (2013), amplia os modelos ao incorporar

novas classes socioecondmicas, além dos tradicionais trabalhadores e capitalistas.
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A quinta linha de pesquisa busca integrar microfundamentacdes da escola neoclassica
aos modelos pos-keynesianos, enquanto a sexta linha investiga a evolugdo da distribui¢do de
riqueza e da participagdo da renda entre diferentes classes socioecondmicas ao longo do tempo.

A sétima linha introduz modelos de geragdes sobrepostas, analisando a transmissao de
riqueza entre diferentes geragdes e seus impactos na distribui¢dao de renda no longo prazo.

Por fim, a oitava e ultima linha, segundo Baranzini e Mirante (2013), examina a
aplicabilidade do Teorema Dual de Meade-Samuelson e Modigliani no contexto dos modelos
poOs-keynesianos da Escola de Cambridge.

Como pode visto pela agenda de pesquisa proposta por Baranzini e Mirante (2013), as
possibilidades e problemas de pesquisa que sucederam os trabalhos de Kaldor (1956) e Pasinetti
(1962) ¢ vasta. Segundo Baranzini (1991), o principal objetivo dos trabalhos iniciais que se
propuseram a incluir microfundamentos nos modelos pos-keynesianos de Cambridge era
endogenizar a propensao a poupar da classe capitalista e trabalhadora, representando-as como
fun¢do da taxa de juros ou outras variaveis do modelo. Com esse mesmo objetivo, Faria (2001)
adaptou um modelo do tipo Ramsey (1928) para incluir agentes heterogéneos pasinettianos,
trabalhadores e capitalistas.

O arcabougo do modelo de Ramsey (1928) se tornou um pilar de teoria neoclassica, pois
compreende como as decisdes de consumo e poupanca intertemporal em uma economia,
impactam o seu crescimento econdmico e acumulagdo de capital ao longo do tempo. A jungao
dessas duas abordagens, como realizada por Faria (2001), permite, evidentemente, utilizar as
interagdes entre classes econdmicas Kaldor-Pasinettianas em um contexto intertemporal, onde
o resultado para a economia sera determinado pela soma do comportamento de consumo e
poupanca ao longo do tempo de duas classes distintas, sendo possivel verificar como o
comportamento de cada uma delas afeta a economia e o resultado de equilibrio.

Romer (1994) discute a "controvérsia da convergéncia" e como modelos de crescimento
endogeno podem ajudar a entendé-la. Como mostra Lucas Junior (1988), os modelos
neoclassicos de crescimento, ao assumirem que a taxa de crescimento econdmico € determinada
exogenamente, enfrentam dificuldades em explicar as diferengas persistentes nos niveis de
renda e crescimento entre paises. Nesse sentido, foi necessario a introdug¢do de conceitos de
crescimento endogeno para aumentar o grau de realismo dos modelos de crescimento
neoclassicos e, consequentemente, a aderéncia deles aos dados empiricos observados na
realidade.

O capital humano ¢ uma das formas possiveis de endogenizar parte do progresso técnico

e, assim, introduzir crescimento endogeno dentro do modelo. Segundo Schultz (1961), as
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habilidades e conhecimentos adquiridos pelos individuos ao longo do tempo podem ser
considerados uma forma de capital e t€m um papel central no aumento da produtividade e no
crescimento econdmico. Nesse sentido, o capital humano pode ser entendido como o conjunto
de habilidades, conhecimentos e competéncias adquiridas por individuos ao longo do tempo,
que podem, por sua vez, ser acumuladas de forma similar ao capital fisico, impactando a
produtividade dos trabalhadores de forma positiva, haja vista que um trabalhador mais
qualificado consegue realizar tarefas de forma mais eficiente.

Lucas Junior (1988), em seu artigo seminal sobre o tema, introduziu capital humano em
um modelo neoclassico. No seu modelo, os agentes homogéneos da economia escolhem quanto
consumir ¢ quanto poupar para acumular capital, mas também quanto tempo dedicam ao
trabalho e aos estudos para acumular capital humano.

Sendo assim, o presente trabalho estende o modelo dindmico intertemporal de Faria
(2001), adaptando-o para incluir o capital humano de Lucas Junior (1988), com o objetivo de
explorar suas implicagdes sobre os resultados economicos. O modelo considera dois grupos
principais de agentes: trabalhadores e capitalistas. Cada grupo possui diferentes fontes de renda
e comportamentos intertemporais de consumo e poupanga. O resultado para a economia sera o
resultado da combinag¢do das escolhas intertemporais de consumo, poupanga ¢ acimulo de
capital humano de cada uma das classes propostas. Essa abordagem ¢ relevante porque combina
elementos da teoria de crescimento econdmico pos-keynesiana com microfundamentos da
teoria neoclassica, buscando estender os resultados e as discussdes de ambas as escolas de
pensamento, de forma a permitir uma melhor compreensdo dos fatores que influenciam o
crescimento econdmico e a distribuicao de renda em economias modernas.

Nesse sentido, os resultados deste estudo buscam contribuir para a literatura economica
ao fornecer uma analise dos efeitos associados a presenga do capital humano em modelos pos-
keynesianos, mais especificamente no que se trata da validade da Equag¢do de Cambridge, da
determinag¢do da taxa de lucro de equilibrio de longo prazo e da acumulagao de capital fisico e
humano.

Sendo assim, a presente dissertacdo tem como objetivo analisar a taxa de lucro e as
propensdes a poupar em um modelo pds-keynesiano que considera o impacto do capital humano
e incorpora agentes heterogéneos Kaldor-Pasinettianos com horizonte de vida infinito.

Nesse contexto, a extensao do modelo de Faria (2001) para incluir o capital humano de
Lucas Junior (1988), desenvolvida na se¢do 3.1 desta dissertacdo, insere-se principalmente na
quinta linha de pesquisa proposta por Baranzini e Mirante (2013), relacionada a introducdo de

microfundamentos nos modelos de crescimento pos-keynesianos.
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Esta dissertacdo ¢ composta por quatro segdes. A primeira se¢ao € esta introdugdo, cujo
objetivo foi contextualizar a pesquisa e os principais elementos tedricos abordados. A segunda
secdo aprofunda-se nos modelos pos-keynesianos Kaldor-Pasinettianos e na
microfundamentacgdo, com énfase no trabalho de Faria (2001) e nas contribui¢des subsequentes
que o seguiram. A terceira se¢do discute o papel do capital humano nas teorias de crescimento
econdmico neocléssicas e estende o modelo de Faria (2001) para incorporar o capital humano
de Lucas Junior (1988). Por fim, a quarta se¢ao apresenta a conclusao, sintetizando os principais

resultados do estudo e sugerindo possiveis direcdes para pesquisas futuras.
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2 MODELOS POS-KEYNESIANOS DE CRESCIMENTO ECONOMICO E
DISTRIBUICAO DE RENDA

Segundo Oreiro (2011), historicamente, a Escola Pos-Keynesiana desenvolveu-se em
duas vertentes teoricas. A primeira, associada a Escola de Cambridge, e a segunda, denominada
"keynesianismo fundamentalista".

De acordo com o autor, a vertente fundamentalista enfatiza os efeitos da incerteza,
tempo ¢ moeda sobre a dinamica econdmica, rejeitando a no¢ao de equilibrio. Por outro lado,
a vertente de Cambridge foca no crescimento econdmico e na distribuicdo de renda, tendo
origem com os trabalhos de Kaldor (1956) e Pasinetti (1962), que elaboraram modelos formais

para explicar o pleno emprego e a estabilidade economica no longo prazo.

w P
S=Styt Sy (1)

A equagdo (1) representa a propensao a poupar da economia no modelo de Kaldor
(1956). Em seu trabalho seminal, o autor divide a renda da economia, Y, entre lucros, P, e
salarios, W, atribuindo uma propensao a poupar constante especifica para cada tipo de renda,
S; para os salarios € s, para os lucros.

A partir da equacdo (1) € possivel verificar que alteragdes na distribui¢do de renda entre
lucros e salérios altera a propensdo a poupar da economia. Esta passa a ser determinada pelas
propensoes a poupar dos lucros e salarios, ponderadas pela participagdo dos lucros e saldrios na
renda nacional.

Dessa forma, Kaldor (1956) endogenizou a propensdo a poupar da economia, sendo
capaz de solucionar o problema de fio-de-navalha de Harrod (1939) e Domar (1946)
(Hagemann, 2009). O autor, entdo, demonstra que existird uma distribuicdo de renda entre
lucros e salarios, e uma correspondente taxa de lucro, que mantera a economia em equilibro de

longo prazo.

P_ . _ On
kT T, @
P_ gnK,
;_spY (3)
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Supondo que a propensao a poupar sobre os salarios € zero, Kaldor (1956) chega, a partir
da equacao (1), nas equagdes (2) e (3). A equacdo (2) representa a taxa de lucro de equilibrio
da economia, r. De acordo com o modelo de Kaldor (1956) ela ¢ determinada pela taxa de
crescimento natural e pela propensao a poupar sobre os lucros. Sendo assim, a taxa de lucro de
equilibrio se ajusta para garantir que a poupanga seja suficiente para financiar o investimento
necessario ao crescimento de longo prazo. Se a economia cresce mais rapidamente, g,, maior,
ou a propensao a poupar sobre os lucros ¢ menor, a taxa de lucro deve ser maior para gerar
poupanca suficiente para garantir o equilibrio.

A equagdo (3) representa a participag@o do lucro na renda nacional. Sendo assim, quanto
maior a taxa de lucro, maior a participagdo dos lucros na renda nacional, e, consequentemente,
menor a participagdo dos salarios na renda. Alteragdes na taxa de lucro irdo alterar a propensao
a poupar média da economia, s, como pode ser visto pela equacdo (1). Como a propensao a
poupar sobre os lucros é maior que a propensdo a poupar dos saldrios, um aumento da
participagdo dos lucros na renda, aumenta a propensao a poupar da economia. Da mesma forma,
uma diminuig¢do da participacao dos lucros, diminui. Essa relacdo evidencia a importancia que
taxa de lucro possui na determinagdo do equilibrio na economia.

Posteriormente, a equacdo (2) ficou conhecida como Equagdo de Cambridge. Ela
relaciona a taxa de crescimento econdmico com a propensdo a poupar € a participagdo dos
lucros na renda, destacando a importancia das distribui¢des de renda no processo de acumulagao
de capital. Além disso, ela ¢ totalmente independente da fungdo de producdo adotada ou da
propensdo a poupar dos trabalhadores. A Equacdo de Cambridge também ressalta o papel das
decisoes dos agentes econdmicos, especialmente dos capitalistas, no ritmo de expansdo da
economia.

O modelo de Kaldor (1956) utiliza uma distribui¢ao funcional da renda. Posteriormente,
Pasinetti (1962) desenvolveu um novo modelo onde € possivel trabalhar com classes
econOmicas. Sendo assim, o autor dividiu a populagdo da economia entre trabalhadores e
capitalistas, onde o primeiro grupo recebe salarios e lucros correspondentes ao seu estoque de

capital e o segundo apenas lucros.

P= P+ P, 4)

Dessa forma, os lucros sao divididos entre trabalhadores e capitalistas, como pode ser

visto pela equacdo (4), onde P. representa o montante dos lucros que pertencente a classe

capitalista e B, a classe trabalhadora.



14

sc(Po) | sw(W+ Py)

s = " + > )

Sendo assim, Pasinetti (1962) altera a equacdo (1) para a equagdo (5), onde s. ¢ a
propensdo a poupar dos capitalistas e s, dos trabalhadores. Desse modo, cada classe

econdmica possui uma propensdo a poupar especifica sobre a sua renda.

2 (6)

Sc

x|
I
<
I

A partir da equacdo (5), Pasinetti (1962) chega entdo na sua versdao da Equacdo de
Cambridge, equagdo (6). A diferenca para a equagdo original de Kaldor (1956) é de que a
propensao a poupar sobre os lucros foi substituida pela propensdo a poupar dos capitalistas.
Sendo assim, no modelo de Pasinetti (1962), ¢ a propensdo a poupar dos capitalistas que ira
determinar a taxa de lucro de equilibrio, e, por sua vez, a participacdo dos lucros na renda
nacional, influenciando em ultima instancia a propensao a poupar média da economia.

Pasinetti (1962) chega a esse resultado, sem a hipotese de que a propensao a poupar dos
trabalhadores ¢ igual a zero, como havia feito Kaldor (1956), o que confere ao seu resultado
uma maior generalidade.

Assim como no modelo de Kaldor (1956), a Equagdo de Cambridge do modelo de
Pasinetti (1962) ¢ totalmente independente da fun¢do de producao, bem como da propensdo a
poupar dos trabalhadores. Contudo, apesar da incapacidade da propensdao a poupar dos
trabalhadores em afetar a distribui¢do de renda entre lucros e saldrios, ela tem impactos na
distribui¢do de renda e riqueza entre os dois agentes do modelo. Se s, for suficiente alto, os
trabalhadores podem no longo prazo eliminar a classe capitalista, resultado que ficou conhecido
como “Teorema Dual” ou “eutanésia dos capitalistas” e surgiu com os trabalhos de Meade
(1963, 1966), Meade e Hahn (1965) e Samuelson e Modigliani (1966).

O trabalho de Samuelson e Modigliani (1966) buscou expandir, esclarecer limitacdes e
generalizar os resultados obtidos por Pasinetti (1962), analisando sua aplicabilidade em
diferentes contextos, como modelos neoclassicos e alternativas com diferentes fun¢des de
producao e condi¢gdes de mercado.

Os autores utilizam um modelo baseado em uma funcdo de produgdo com retornos
constantes de escala, explorando as dinamicas das duas classes econdmicas: capitalistas e

trabalhadores. Eles derivam equagdes para estudar o comportamento do sistema em diferentes
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condig¢des e investigam a estabilidade dos estados estacionarios. Desse modo, os autores obtém
que se a propensao a poupar dos trabalhadores ultrapassar um limite critico, a distribui¢do e o
equilibrio passam a ser determinados por essa propensdo, € ndo pela dos capitalistas.

O trabalho de Samuelson e Modigliani (1966) demonstra que a microfundamentagao de
modelos pds-Keynesianos ¢ possivel, além de permitir a introdu¢do de novas ferramentas e
teorias advindas da microeconomia ortodoxa, possibilitando expandir a quantidade de hipoteses
que podem ser adotadas e, assim, aumentar a extensao dos resultados teoricos. Como mostra
Baranzini (1991), a microfundamentacao nao s6 ¢ compativel com modelos pos-Keynesianos,

bem como pode ser realizada sem que o modelo perca suas qualificagdes mais importantes.

2.1 MICROFUNDAMENTOS EM MODELOS DE CRESCIMENTO ECONOMICO POS-KEYNESIANOS

Posteriormente a publicagdo do artigo de Pasinetti (1962), diversos autores se
envolveram na tarefa de fornecer microfundamentos da escola neocldssica a0 modelo ou
extensOes dele, comecando, segundo Baranzini (1991), com o trabalho de Samuelson e
Modigliani (1966). De acordo com o autor, o principal objetivo desses trabalhos iniciais era
endogenizar a propensao a poupar da classe capitalista e trabalhadora, representando-as como
funcdo da taxa de juros ou outras variaveis do modelo.

Procurando contribuir para essa literatura, Faria (2001), Faria e Araujo (2004) e Wei ¢
Araujo (2009) adaptaram um modelo do tipo Ramsey (1928) para incluir agente heterogéneos
com o objetivo de flexibilizar as propensdes a poupar dos trabalhadores e capitalistas. Segundo
Groth (2010), o modelo de Ramsey (1928) se tornou um dos pilares da teoria de crescimento
neoclassica apos ser fundido com o modelo de Solow (1956).

Em seu artigo original, Ramsey (1928) aborda o problema de quanto uma nacdo deve
poupar de sua renda para maximizar o seu bem-estar ao longo do tempo. O modelo consiste na
resolucao de um problema de maximizagdo intertemporal, onde o resultado da economia em
termos de equilibrio de longo prazo, consumo e acumulacao de capital ao longo do tempo sdao
resultados da maximizagdo de uma fun¢ao de utilidade agregada da utilidade do consumo e da
desutilidade. Essa fun¢do de utilidade é maximizada em um horizonte infinito de tempo.

Desse modo, Ramsey (1928) consegue endogenizar a propensdo a poupar da economia,
mostrando que ela se ajusta dinamicamente. O autor também obtém que a taxa de juros no longo
prazo ¢ determinada pela taxa de preferéncia intertemporal.

Apos a contribuicdo de Ramsey (1928), os primeiros trabalhos de destaque que lidaram

com problemas similares foram os de Koopmans (1963) e Cass (1966), que ajudaram a
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estruturar a abordagem neoclassica para os modelos macroecondmicos de crescimento (Chu,
2018). Koopmans (1963) estendeu o modelo de Ramsey (1928), discutindo o problema de
maximizar o bem-estar social em um horizonte de longo prazo. Diferentemente de Ramsey
(1928), que evitava incluir uma taxa de desconto explicita (considerando-a uma escolha ética
discutivel), Koopmans (1963) explicitou a necessidade de utilizar uma funcdo utilidade
intertemporal descontada para refletir as preferéncias sociais entre consumo presente e futuro,
justificando sua utilizagdo como uma forma de simplificar e tornar o problema resolvivel em
termos praticos.

A taxa de desconto reflete as preferéncias sociais pelo consumo presente em relagao ao
futuro, influenciando diretamente as trajetorias de consumo 6timo. A taxa de desconto em
modelos intertemporais ¢ semelhante a utilizada em analises de investimentos, pois tem o
objetivo de trazer valores futuros a valor presente. Enquanto em investimentos ela ¢ aplicada a
valores monetarios, no estudo em questdo, ela ¢ utilizada para descontar a utilidade ao longo
do tempo.

Dessa forma, quanto maior a taxa de desconto, maior ¢ a valorizacao da utilidade do
consumo presente pela sociedade. Por outro lado, uma taxa mais baixa indica maior
preocupagdo com o consumo futuro. Assim, uma taxa de desconto elevada favorece o consumo
imediato e reduz a poupanga, resultando em um crescimento mais lento. Em contraste, uma taxa
de desconto menor prioriza o bem-estar das geragdes futuras, incentivando maior poupanga €
investimento no presente.

Os trabalhos de Ramsey (1928), Koopmans (1963) e Cass (1966), formaram a base do
chamado modelo Ramsey-Cass-Koopmans. Embora eficaz para simplificar a analise, o agente
representativo desse tipo de modelo ignora a heterogeneidade entre individuos e questdes de
distribuicdo de renda, limitando o alcance do modelo em capturar desigualdades ou dinamicas
sociais. Nesse sentido, o artigo de Faria (2001) analisa a relevancia da Equacdo de Cambridge
dentro de um modelo dindmico, baseado na adaptagdo do modelo de Ramsey (1928) com
agentes heterogé€neos pasinettianos. A principal motiva¢do para a utilizacdo do modelo de
Ramsey (1928) ¢ relaxar a hipotese de propensdes a poupar fixas, até entdo tradicionais em
modelos Kaldor-Pasinettianos, e, assim, permitir que os agentes determinem seu consumo e
poupanga ao longo do tempo.

Desse modo, assim como Pasinetti (1962), o modelo de Faria (2001) divide a populagao
em duas classes econdmicas: capitalistas, cuja Unica fonte de renda ¢ o rendimento do seu
estoque de capital, e trabalhadores, cuja fonte de renda advém do salario recebido pela sua

atividade laboral e dos lucros provenientes do rendimento do seu estoque de capital. Cada classe
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¢ representada por um agente representativo que decide entre consumir € poupar para
maximizar a sua fun¢do de utilidade intertemporal em um horizonte infinito de tempo, sujeito
as suas restricdes orcamentarias.

Sendo assim, no modelo de Faria (2001), o capitalista representativo enfrenta o seguinte

problema:
Max [ U(c(t)) e~ P~™tdt
Sujeito a:
ke(t) = 1k (t) — c.(t) — nk(t) (7

A fungdo de utilidade do capitalista representativo, denotada por U(c.(t)), por hipbtese,
¢ estritamente concava e crescente em relacdo ao consumo da classe capitalista no tempo ¢,
representado por c.(t). A taxa de desconto intertemporal da classe capitalista ¢ representada
por p, e, no modelo, ¢ assumida como igual a da classe trabalhadora. A taxa de crescimento
populacional ¢ dada por n, enquanto k.(t) € o estoque de capital per capita possuido pela classe
capitalista no tempo t e r corresponde a taxa de lucro. Em suma, o capitalista representativo
precisa maximizar a sua fun¢do de utilidade instantanea, sujeito a equacao dinamica do seu
estoque de capital per capita, equagdo (7).

De forma similar, o trabalhador representativo enfrenta o seguinte problema:
Max [ U(c, (1)) e" Pt

Sujeito a:
k,, (t) = rk,, (t) + wb — ¢, (t) — nk,,(t)

Onde U(c, (t)) representa a fungdo de utilidade do trabalhador representativo, a qual,
por hipdtese, ¢ uma fungao estritamente concava e crescente em relagdo ao consumo da classe
trabalhadora no tempo t, denotado por ¢, (t). A taxa de desconto intertemporal da classe

trabalhadora ¢ dada por p, enquanto k,,(t) é o estoque de capital per capita possuido pela

mesma classe no tempo t e wb € o seu salario per capita.
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O resultado para essa economia serd a soma do comportamento da classe capitalista e

trabalhadora, considerando suas decisdes de consumo e acumulacdo de capital ao longo do

tempo.
He = Ulcc()) + 61(rkc(t) — cc(t) — nkc(8)) @®)
He = Ulcw(®) + 02k, (8) + wb — ¢, (8) — nky, (1)) ©)

Resolvendo os Hamiltonianos a valores correntes, H,, da classe capitalista, equacao (8),

e da classe trabalhadora, equagdo (9), Faria (2001) obtém que:

r=p (10)
Se =7 (1)

Sendo assim, no equilibrio de longo prazo, a taxa de lucro ¢ determinada pela taxa de
preferéncia intertemporal dos agentes, equagdo (10), assim como € padrao nos modelos do tipo
Ramsey (1928), e que a Equacdo de Cambridge ird determinar a propensao a poupar da classe
capitalista, equagdo (11).

Desse modo, de acordo com Faria (2001), no equilibrio de longo prazo, a taxa de lucro
¢ determinada pela taxa de preferéncia intertemporal dos agentes, e ndo pela Equacdo de
Cambridge, como originalmente proposto no “paradoxo de Pasinetti”. A Equacdo de
Cambridge, no entanto, ¢ valida no modelo, mas seu papel € restrito a determinagdo da
propensdo a poupar dos capitalistas. Em outras palavras, ela endogeniza a propensdo a poupar
dessa classe. Além disso, Faria (2001) também destaca que o resultado principal do seu modelo
implica que a taxa de lucro de longo prazo ¢ independente de caracteristicas especificas da
fungdo de producdo, como a produtividade marginal do capital ou qualquer outro parametro
relacionado a produgdo, assim como em Pasinetti (1962) e varios modelos que o seguiram.

Outro resultado destacado por Faria (2001) diz respeito a “eutandsia dos capitalistas” ou
“equilibrio dual”, que diz que se s,, for suficientemente alto, os trabalhadores podem no longo
prazo eliminar a classe capitalistas do modelo.

Do equilibrio de longo prazo, Faria (2001) obtém:
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nky (t)
T () +Wh (12)

Sy =

A equacgdo (12) representa a propensdo a poupar dos trabalhadores no equilibrio de
longo prazo, que ¢ inferior a propensao a poupar dos capitalistas, dada pela equagdo (11). Esse
resultado, no modelo, invalida o Teorema Dual proposto por Meade (1963, 1966), Meade e
Hahn (1965) e Samuelson e Modigliani (1966).

Em resumo, o artigo de Faria (2001) posiciona seus resultados dentro de uma linha de
estudos que integra elementos neocldssicos e poOs-keynesianos. A inclusao de agentes
heterogéneos pasinettianos no arcabouco do modelo de Ramsey (1928) ¢ bem-sucedida e
enriquece o debate teorico.

Posteriormente, seguindo a abordagem de Faria (2001), Faria e Araujo (2004) estendem
o modelo para incluir a atividade governamental, com o objetivo de analisar como a introdu¢ao
de déficits ou superavits temporarios das contas publicas afetam a distribui¢do de renda entre
lucros e saldrios. A extensdo dos autores contribui para a discussdo que teve inicio com o
trabalho de Fleck e Domenghino (1987).

Fleck e Domenghino (1987) ampliaram o modelo original de Pasinetti adicionando
atividades governamentais (como impostos € gastos publicos) e consideraram diferentes
situagdes de balango orcamentario (superavit, déficit e equilibrio). Além disso, incluiram
também o impacto do comércio exterior. Como resultado, os autores obtiveram que a Equacao
de Cambridge revisada demonstra que a versdo original de Pasinetti (1962) ¢ um caso especial,
aplicavel somente em cenarios sem atividade governamental e sem comércio exterior. Sendo
assim, segundo os autores, em um modelo pos-keynesiano ampliado, os resultados mostram
que a poupanga dos trabalhadores ndo pode ser desconsiderada.

O artigo de Fleck e Domenghino (1987) gerou uma série de publica¢des discutindo a
validade da Equacdo de Cambridge quando o governo com orcamento desequilibrado ¢
adicionado ao modelo.

Faria e Araujo (2004) introduzem um agente governamental ao modelo de Faria (2001),
que financia seus gastos através da tributagdo de lucros, t,, € saldrios, t,,. O governo divide a
sua arrecadacao entre consumo e investimento em capital proprio, podendo incorrer em déficits
ou superavits temporarios.

Resolvendo os problemas do capitalista e do trabalhador representativo com as

alteracOes necessarias, Faria e Araujo (2004), no equilibrio de longo prazo, obtiveram:
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p
= 1
r=ats (13)

n
Se = Aot (14)
nkw(t) (15)

Sw = (1-tp)rkw () +(1—ty,)Wb

Sendo assim, como resultado, Faria e Araujo (2004) concluem que no equilibrio de
longo prazo a taxa de lucro, representada pela equagdo (13), ¢ determinada pela taxa de
preferéncia intemporal, tal como em Faria (2001), porém, agora, ajustada pela tributacdo sobre
os lucros. O formato da Equagdo de Cambridge, equagdo (14), é similar as obtidas em Steedman
(1972) e Dalziel (1989) utilizando a abordagem pasinettiana tradicional. Contudo, ela nao
determina a taxa de lucro, mas sim a propensao a poupar da classe capitalista, assim como no
modelo de Faria (2001). Em relagdo ao Teorema Dual, Faria e Araujo (2004) também obtém
que no equilibrio de longo prazo a propensdo a poupar dos capitalistas ¢ maior que as dos
trabalhadores, dada pela equagao (15).

Além disso, como resultado, Faria e Araujo (2004) obtém que a distribui¢do de renda
entre lucros e salarios, conforme estabelecida pela Equacdo de Cambridge, ndo ¢ afetada por
déficits ou superavits governamentais transitorios. Este resultado, apoia as conclusdes obtidas
por Dalziel (1989) e outros autores na discussdo iniciada apds a publicagao do artigo de Fleck
e Domenghino (1987).

Em termos de politica tributaria, ¢ interessante destacar que Faria e Araujo (2004)
concluem que somente os impostos sobre lucros influenciam a taxa de lucro, impactando assim
o acumulo de capital e a producdo, enquanto a tributacao sobre saldrios nao exerce efeito sobre
essas variaveis econdmicas. Esse resultado ¢ um indicativo da possivel presenca do chamado
teorema de Chamley-Judd no modelo.

O teorema de Chamley-Judd tem origem com os trabalhos de Chamley (1985, 1986) e
Judd (1985). Ele estabelece que, sob certas condigdes, a taxa ideal de tributagdo sobre os lucros
no longo prazo € zero, pois a tributacdo dos rendimentos do capital pode gerar distor¢des que
reduzem o bem-estar intertemporal. Essa conclusdo € surpreendente e controversa, pois desafia
a intuicdo convencional de que tributar os lucros pode ser necessario para financiar o setor

publico e reduzir as desigualdades.
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Nesse sentido, Wei e Araujo (2009) estende o modelo de Faria e Araujo (2004) para
incluir um agente governamental, cujo objetivo ¢ maximizar as fungdes de utilidade
intertemporal do trabalhador e capitalista representativo. A investigagdo foca na definicao de
taxagdes Otimas sobre lucros e salérios, alinhando decisdes individuais e politicas publicas.

Sendo assim, no modelo de Wei e Araujo (2009) o problema do governo representativo

Max [°[U(cc(0) + U(c, (£), 1())] e~ P~™tdt
Sujeito a:
k() = f(k(®) + c(®) = g(t) — nk(t)

Onde f(k(t)) representa o produto per capita da economia no tempo t, g(t) sdo os
gastos per capita do governo, definidos exogenamente, e [(t) ¢ o tempo dedicado ao lazer pela
classe trabalhadora no tempo t. Esta tltima varidvel foi introduzida ao modelo pelos autores
para aumentar seu grau de realismo.

Resolvendo o problema do governo representativo, Wei e Araujo (2009) obtém que no
longo prazo a taxa 6tima de imposto sobre os lucros ¢ zero, enquanto a taxagao sobre os salarios
¢ positiva. Além disso, os autores também concluem em seu trabalho que, assim como Faria
(2001) e Faria e Araujo (2004), o Teorema Dual nao se aplica ao modelo, haja vista que s, >
Sw, € que a Equacdo de Cambridge continua determinando a propensdao a poupar dos
capitalistas.

O resultado a respeito da politica tributaria 6tima de Wei e Araujo (2009) esta, portanto,
em linha com o proposto pelo teorema de Chamley-Judd. Contudo, em relagdo a esse teorema,
existem estudos que questionam a universalidade dessa conclusao, sugerindo que pode ser ideal
manter impostos positivos sobre o capital, mesmo no longo prazo, como demonstrado por
Jones, Manuelli e Rossi (1997). Os autores desafiam o teorema de Chamley-Judd com a
inclusdo de capital humano ao modelo, o que, segundo eles, adiciona um componente de
estoque, fazendo com que a ideia proposta de que as aliquotas de impostos sobre estoques
devem ser nulas, enquanto sobre fluxos devem ser ndo nulas, ndo se aplique.

Nesse sentido, a introducao de capital humano confere mais realismo ao modelo, além

de alterar os seus resultados. Isso, por sua vez, levanta questionamentos a respeito dos impactos
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da introdu¢d@o do capital humano na tributagcdo 6tima no modelo de Wei e Araujo (2009), além
dos impactos na versdo mais simples de Faria (2001), em resultados chaves como a taxa de
lucro de equilibrio de longo prazo, a Equacao de Cambridge, a validade do Teorema Dual ¢ a

distribuic¢ao de renda.
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3 CAPITAL HUMANO E CRESCIMENTO ECONOMICO

Segundo Romer (1994), a teoria do crescimento enddgeno engloba uma variedade de
modelos que explicam o crescimento econdmico como resultado de decisdes e dindmicas
internas ao proprio sistema econdmico, sem depender exclusivamente de fatores exogenos,
como um progresso tecnoldgico arbitrario. Diversos desses modelos enfatizam o papel do
capital humano como um fator determinante no avango tecnologico, influenciando diretamente
a taxa de crescimento econdmico.

Schultz (1961) discute a ideia de que as habilidades e os conhecimentos adquiridos sdo
uma forma de capital, que, por sua vez, resulta de investimentos deliberados, como em educagao
e treinamento. Essas habilidades possuem valor econdomico porque aumentam a produtividade
e os rendimentos dos individuos, assim como contribuem para o crescimento economico geral.
Nesse sentido, o capital humano pode ser entendido como o conjunto de habilidades,
conhecimentos e competéncias adquiridas por individuos ao longo do tempo, que podem ser
acumuladas de forma similar ao capital fisico, impactando a produtividade dos trabalhadores
de forma positiva.

Schultz (1961) examina dados e exemplos historicos para demonstrar como o capital
humano contribui para o crescimento econdmico. Segundo o autor, o capital humano ¢
provavelmente o principal responsavel pelo aumento da produtividade, até¢ mais do que o capital
fisico.

Romer (1994) discute a evolugdo da teoria de crescimento endogeno, diferenciando-a
do modelo neocléssico tradicional, que trata o crescimento econdmico como um fendmeno
exodgeno. O autor aborda duas narrativas principais sobre a origem dessa teoria: a "controveérsia
da convergéncia", que analisa as diferencas no crescimento entre paises ricos e pobres; € a
necessidade de abandonar o conceito de competicdo perfeita para modelar adequadamente o
crescimento.

Dentro do arcabouco do tradicional modelo de Solow (1956), a convergéncia refere-se
a ideia de que as economias mais pobres, com menor estoque de capital por trabalhador, tendem
a crescer mais rapidamente do que economias mais ricas, aproximando-se do mesmo nivel de
renda per capita no longo prazo. Contudo, diversos trabalhos observam que dados empiricos
mostram que a convergéncia absoluta ndo ocorre consistentemente entre paises, especialmente
quando se considera um conjunto amplo de economias, incluindo as mais pobres (Romer,

1994).
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Ainda no tradicional modelo de Solow (1956), grande parte das explicagdes das taxas
de crescimento econdmico vém de uma variavel exdgena, o progresso técnico. Segundo Lucas
Junior (1988), existem enormes disparidades nos niveis de renda e taxas de crescimento de
diferentes paises, que nao conseguem ser explicadas de forma satisfatoria pelo modelo, o que
mostra a necessidade de uma teoria robusta para organizar esses fatos e compreender melhor as
oportunidades e limitagdes do crescimento. Nesse sentido, ele propde usar modelos
neoclassicos como base, mas sugere adaptagdes para incluir o papel do capital humano,
acumulado por meio da educacdo e do aprendizado, como motor do desenvolvimento
econdmico.

Lucas Junior (1988) define o estudo do desenvolvimento econdmico como a tarefa de
explicar os padroes observados nos niveis e taxas de crescimento da renda per capita em
diferentes paises ao longo do tempo. Para esse propdsito, o autor utiliza um problema de
maximizagdo intertemporal no estilo de Ramsey (1928). Por esse motivo e por sua destacada
relevancia académica, o modelo de Lucas Junior (1988) foi a principal referéncia utilizada para

estender o modelo de Faria (2001) para incluir capital humano.

Y() = AOK@O*[u®RON O] ™ *ha ()Y (16)

A equacgdo (16) ¢ a funcdo de produgdo utilizada por Lucas Junior (1988), onde A(t) ¢
o nivel de tecnologia da economia no tempo t, K(t) € o estoque de capital no tempo t, u(t) ¢
o tempo dedicado a produgdo no tempo t, h(t) é o estoque de capital humano per capita no
tempo t, N (t) € nimero de trabalhadores no tempo t, h,(t) € o efeito externo do capital humano
no tempo t e X e y sdo parametros de elasticidade da funcdo de producio. O termo h,! tem
como fung¢do capturar as externalidades positivas da acumulagdo de capital humano, de modo
a capturar os efeitos positivos que o nivel médio de conhecimento de uma sociedade exerce
sobre a produtividade dos fatores.

Lucas Junior (1988) define o capital humano como o nivel geral de habilidade de um
trabalhador. Um trabalhador com mais capital humano ¢ mais produtivo do que outro com
menos, sendo sua produtividade proporcional ao nivel de capital humano que possui. Assim, 0

capital humano ¢ tratado como um ativo que pode ser acumulado ao longo do tempo.

h(t) = h(t)e(1 = u(t)) (17)
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A equagdo (17) mostra como o estoque de capital humano per capita varia no modelo
de Lucas Junior (1988). De acordo com o autor, a variacdo do estoque de capital humano per
capita, h(t), é proporcional ao nivel possuido desse fator, h(t), refletindo um efeito cumulativo
onde os individuos aprendem mais rapido quanto maior for o seu estoque de capital humano.
Além disso, o crescimento depende do tempo dedicado aos estudos, (1 — u(t)), representando
um trade-off entre adquirir habilidades e participar da producao atual. J& ¢ mede a eficiéncia
do aprendizado, que, por hipotese, possui retornos constantes. A hipotese de Lucas Junior
(1988) referente a ¢ ¢ crucial para sustentar o crescimento econdmico enddgeno sem a
necessidade de progresso tecnoldgico exdgeno, pois permite que a economia experimente
crescimento continuo a medida que a populagdo equilibra producao imediata e o investimento
em capital humano.

A inclusdo do capital humano no modelo de Lucas Junior (1988) permite explicar o
crescimento econdmico sustentado de forma endogena, sem depender exclusivamente de
progresso tecnologico exdgeno, além de ajudar a justificar disparidades persistentes de renda
entre paises.

Mankiw, Romer e Weil (1992) examinaram a validade do modelo de crescimento de
Solow (1956) em relagdo as diferencas internacionais nos padrdes de vida. No modelo
tradicional, as taxas de poupancga e crescimento populacional determinam o nivel de renda no
estado estaciondrio. Utilizando evidéncias empiricas, os autores concluem que o modelo
original prevé corretamente a direcdo dos efeitos dessas variaveis, porém superestima os seus
impactos.

Para corrigir isso, Mankiw, Romer e Weil (1992) propdem um modelo ampliado que
inclui capital humano. Como resultados, os autores mostraram que o modelo de Solow
ampliado com capital humano oferece uma explicacdo mais robusta para as variagdes na renda
per capita. Além disso, a inclusdo do capital humano melhora a precisdo das previsdes do
modelo, ajustando as estimativas do impacto da poupanca e do crescimento populacional sobre
a renda. A andlise dos autores revelou que o modelo ampliado € consistente com a
“convergéncia condicional”, onde paises com caracteristicas similares em taxas de poupanca e
crescimento populacional convergem para niveis semelhantes de renda per capita, embora em
uma velocidade mais lenta do que a prevista pelo modelo tradicional.

Independentemente da controvérsia da convergéncia, Romer (1994), Lucas Junior
(1988) e Mankiw, Romer e Weil (1992) mostram, com seus trabalhos, que o capital humano ¢
um fator essencial para corrigir os desvios encontrados no modelo com crescimento exdgeno.

Com base nesses resultados, na secdo 3.1 estende-se o modelo de Faria (2001) para
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incluir o capital humano, a fim de analisar como a introducdo desse fator altera os mecanismos

de distribui¢do de renda e acumulacao de riqueza do modelo original.

3.1 INCLUSAO DE CAPITAL HUMANO EM UM MODELO POS-KEYNESIANO DE CRESCIMENTO

ECONOMICO E DISTRIBUICAO DE RENDA COM AGENTES HETEROGENEOS DE VIDA INFINITA

Como ja explicitado anteriormente, o modelo desta se¢ao ¢ uma extensao do modelo
original de Faria (2001), com objetivo de introduzir capital humano a ele. Nesse sentido, as
hipdteses e estrutura do modelo a seguir seguem a abordagem inicial do autor, com diferencas
que serdo explicitadas ao longo do texto.

Sendo assim, seguindo Faria (2001), a populagao total, L(t), é dividida entre capitalistas
e trabalhadores. Como em Pasinetti (1962), o primeiro grupo, representados por Z(t), sdo
definidos como aqueles agentes cuja renda advém exclusivamente de lucros, enquanto os
trabalhadores, representados por N(t), tem a renda proveniente de lucros e saldrios. Portanto,

tém-se:

L(t) = Z(t) + N(©

N(t) = bL(t) (18)

0<b<l1

Dessa forma, conforme a equagdo (18), os trabalhadores representam uma fragcdo b da
populagdo total e, consequentemente, os capitalistas representam a fragdo (1 — b).

A intencdo de utilizar agentes heterogéneos ¢ de representar melhor os diferentes grupos
de classe dentro da economia, que, por sua vez, possuem diferentes comportamentos de
consumo, poupanga e investimento. Essa distincdo permite analisar como o comportamento
desses agentes ira afetar o crescimento e a distribui¢do de renda da economia.

Em relagdo ao crescimento populacional, supde-se que a populagdo, bem como cada

classe do modelo, ird crescer a uma taxa exdgena n:

Lo _ 20) _ 8@ _
L(t)  zZ() N@)
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Para estender o modelo original de Faria (2001), incorpora-se capital humano a funcao
de producao da economia. Por hipotese, essa fungdo de producao é bem-comportada e apresenta

retornos constantes de escala.

Y(t) = F(K@®),H()) (19)
K@) = K, (t) + K (0) (20)
H(t) = h(t)N(t)u(t) 21)
0<u(t)<l1

A equagao (19) indica que o produto total da economia no tempo t, representado por
Y(t), é determinado pela combinagdo entre o capital fisico, K(t), e o capital humano, H(t),
disponiveis naquele periodo. A equacdo (20) desagrega o capital fisico em dois componentes:
o capital proprio dos trabalhadores, e o capital pertencente aos capitalistas. Por sua vez, a
equagdo (21) define o capital humano, H(t), como o produto do nivel médio de capital humano
por trabalhador, h(t), pelo numero de trabalhadores disponiveis, N(t)u(t), ou, o que seria
equivalente, pela quantidade total de tempo dedicado para a producao.

A fra¢do do tempo que cada trabalhador dedica a atividade laboral € representado pela
variavel u(t). A parcela complementar, (1 —u(t)), corresponde ao tempo alocado pelos
trabalhadores para a aquisi¢do de capital humano. Dessa forma, como € caracteristico em alguns
modelos que incorporam capital humano, como o de Lucas Junior (1988), existe um trade-off
entre o tempo dedicado ao trabalho e o tempo investido em educacdo ou treinamento. Assim, o
trabalhador enfrenta uma escolha intertemporal: dedicar-se integralmente ao trabalho,
recebendo um salario maior no periodo t, ou sacrificar parte desse salario atual para investir no
desenvolvimento de capital humano, visando um rendimento mais elevado no futuro.

E importante destacar outra hipétese relevante do modelo: considerando que apenas os
trabalhadores atuam diretamente na produc¢do de bens e servicos, eles sdo os Unicos com
autonomia para adquirir capital humano. No mundo real, ¢ evidente que a classe capitalista
também pode se qualificar e obter algum nivel de capital humano, o que pode influenciar a

atividade econdmica, seja de forma direta ou por meio de externalidades positivas.
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No entanto, no modelo, a classe capitalista ¢ caracterizada como vivendo apenas da
renda dos seus lucros, sem participacdo direta na producao de bens e servigos. Como o capital
humano ¢ definido como um fator que aumenta a produtividade da for¢a de trabalho, mesmo
que o capitalista possua maior instru¢do, ele ndo contribuiria diretamente para a produgao.

Dessa forma, por simplicidade, o modelo assume que apenas os trabalhadores possuem

e podem acumular capital humano:

H(t) = H,,(t)

Essa suposicao reforca a ideia de que o desenvolvimento econdmico esta ligado ao
investimento em educagdo e treinamento da for¢a de trabalho, pois sdo os trabalhadores que
exercem a atividade laboral e detém o capital humano necessario para impulsionar a

produtividade.

Yo

o = Fk(®,h(t)u(®),b) = F(ke(t) + kyy (£), huy (£), b) (22)

y(©) =

A equagdo (22) representa a fun¢ao de produgao em termos per capita no tempo t, onde
k.(t) é o estoque de capital per capita dos capitalistas, k,, (t) é o estoque de capital per capita
dos trabalhadores e h,,(t) representa o estoque de capital humano per capita que pertence a

classe trabalhadora, por hipotese, igual a h(t).

Y(t) =P(t)+W(t) (23)

Y(t) = rK:(t) + rK,, (t) + wN(t)u(t)

Da identidade da renda nacional, equagdo (23), tem-se que a renda da economia ¢
dividida entre lucros, P(t), e salarios, W (t). Como destacado no inicio da se¢do, os capitalistas
foram caracterizados como individuos cuja renda ¢ derivada dos lucros associados ao seu
estoque de capital. Enquanto isso, os trabalhadores foram definidos como aqueles cuja renda €
composta tanto pelos rendimentos de capital quanto pelos salarios recebidos em fun¢do de sua
atividade laboral. Portanto, todo o montante de salario pertence aos trabalhadores, wN (t)u(t),
e o lucro total da economia € dividido entre aqueles que pertencem a classe capitalista, rK.(t),

e a classe trabalhadora, rK,, (t).
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Ye(t) = rkc(0) (24)

Yw(t) =1k, (t) + whu(t) (25)

Sendo assim, por defini¢do, a renda per capita dos capitalistas, y.(t), e dos
trabalhadores, y,,(t), é representada pelas equagdes (24) e (25), respectivamente. Onde r € a
taxa de lucro que ird remunerar os estoques de capital e w ¢ a taxa de salario. Da equacao (25)
¢ possivel verificar o efeito do trade-off na escolha do tempo dedicado a produ¢do ao invés de
tempo dedicado ao aprendizado. No tempo t, quanto maior o tempo dedicado ao estudo, menor
serd o numero de horas dedicado a producao e, consequentemente, menor sera a renda recebida
pelo trabalhador como forma de salario. Desse modo, o trabalhador escolhe receber um salario
menor no periodo presente para possuir uma taxa maior de salario no futuro.

Assim como em Faria (2001), assume-se que existem diversas firmas idénticas, que
tomam o pre¢o do capital e do trabalho como dado, de modo que a maximizagao de lucros da

firma implica que:

r = Fi(ke(t) + ky (), hy (), u(t), b) (26)

whu(t) = F(ko(t) + ky, (£), hy, (), u(t), b) — 7k(t) 27)

A equagdo (26) estabelece que a taxa de lucro deve ser igual a produtividade marginal
do capital, enquanto a equagao (27) define o salario per capita como o valor que resta da renda
nacional apos a remuneragao do capital. A inclusdo do capital humano na funcao de producao
sendo definido, como em Lucas Junior (1988), como uma variavel que aumenta a produtividade
dos trabalhadores, tem como resultado, por consequéncia, em um aumento da produtividade
marginal do capital e do trabalho. Sendo assim, para uma mesma quantidade de capital e
trabalho a taxa de lucro e salario per capita sao maiores do que caso o capital humano estivesse
ausente do modelo.

Desde que o modelo possui agora duas variaveis de estoque, sendo elas o estoque de
capital e o estoque de capital humano, é necessario estabelecer, portanto, as equagdes dindmicas
dessas duas grandezas. Elas irdo mostrar como essas duas varidveis se acumulam ao longo do

tempo.
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Primeiramente, em relacdo a variagdo do estoque de capital per capita total da

economia, este sera resultado da acumulag¢do de capital per capita dos capitalistas e dos

trabalhadores:
k(6) = ke(t) + k() (28)
ke(t) = k() — cc(£) — nkc(t) (29)
k,, () = rk,, (t) + whu(t) — c,, (t) — nk,, (t) (30)

Sendo assim, a variacdo do estoque de capital per capita dos capitalistas, equagdo (29),
vai ser o resultado da renda per capita dessa classe, excluido o seu consumo ¢ o efeito de
dilui¢do demografica do crescimento populacional sobre o seu estoque de capital per capita.
Da mesma forma, como pode ser visto pela equagao (30), acontece para a variagdo do estoque
de capital per capita dos trabalhadores. Desse modo, a partir da equagao (28), tem-se, portanto,
que a variagdo do estoque de capital per capita total da economia vai ser igual a renda per
capita de ambas as classes, excluido os seus consumos per capita e o efeito de diluigao
demografica.

A equagdo dindmica da acumulacdo do capital per capita dos trabalhadores, equacao
(30), ira diferir da do modelo de Faria (2001) devido a inclusdo de u(t), que reduz o salario per
capita dos trabalhadores no periodo t a medida que estes dedicam parte do seu tempo total
disponivel a aquisi¢ao de capital humano.

Em relagdo a equagdo dinamica de acumulagado do estoque de capital humano per capita,
adota-se a formulacdo do modelo de Lucas Junior (1988), que, por sua vez, se inspirou nos

trabalhos de Uzawa (1965) e Rosen (1976).

h(t) = hy (8) = by (D@ (L — u(t)) €2))

A equagdo (31) ¢ a mesma utilizada por Lucas Junior (1988), com a diferenca de que o
modelo, agora, possui duas classes, e apenas os trabalhadores sdo permitidos de adquirirem
capital humano. Essa equagdo diz que a variacdo do estoque de capital per capita serd uma
fun¢do do nivel de capital humano per capita no tempo t, indicando que, quanto maior o

estoque de capital humano, mais rapidamente ele ird crescer, multiplicado pela fragao do tempo
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que os trabalhadores decidem dedicar aos estudos no tempo t ¢ ¢, que mede a eficiéncia do
aprendizado.
Assim como em Lucas Junior (1988), supde-se que ¢ possui retornos constantes. Esta

., - . hy@®) \ .
hipotese ¢ importante, pois hw_é:; ndo tende a zero a medida que h,,(t) aumenta, fazendo com
w

que a economia possa experimentar crescimento sustentado sem depender de fatores exdgenos,
como a taxa de progresso tecnologico no tradicional modelo de Solow (1956).

O resultado para essa economia sera fruto das decisdes de consumo e poupanga
intertemporal dos trabalhadores e capitalistas. Com as hipoteses do modelo bem definidas,
pode-se voltar, agora, a resolucao dos problemas dos agentes representativos.

Comegando pelo problema do capitalista representativo, este ndo possui alteragdo em

relacdo a versdo original de Faria (2001). Sendo assim, o problema continua sendo:
Max [ U(c.(t)) e~ P~™tdt
Sujeito a:
ke(t) = 1ke(t) = cc(t) — nk(t) (32)

Onde U(c.(t)) representa a funcdo de utilidade instantdnea do capitalista
representativo, por hipotese, estritamente concava e crescente em relacdo ao consumo do
agente, c.(t). A taxa de desconto intertemporal dessa classe ¢ dada por p, que, na presente
versao do modelo, ¢ idéntica a taxa de desconto intertemporal da classe trabalhadora. Em suma,
o capitalista representativo precisa maximizar a sua funcao de utilidade instantanea, escolhendo
seu consumo, sujeito a equagdo dindmica de acumulacao do estoque de capital per capita em
sua posse, equacao (32).

J& em relacdo ao problema do trabalhador representativo, este sofre alteragdes com a
inclusdo do capital humano. Em termos matematicos, a resolu¢do do problema do trabalhador
representativo agora envolve duas varidveis de controle, consumo e tempo dedicado ao
trabalho, e duas varidveis de estado, capital e capital humano.

Sendo assim, o problema do trabalhador pode ser formulado da seguinte forma:

Max [ U(c,(t)) e=®™tde
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Sujeito a:
k,, () = rk,, (t) + whu(t) — c,, (t) — nk,,(t) (33)
h(t) = hy(£) = hyy (D@1 —u(?)) (34)

Onde U(c,,(t)) representa a funcao de utilidade instantanea da classe trabalhadora, que
também, por hipotese, € estritamente concava e crescente em relagdo ao consumo dessa mesma
classe, c,,(t). A taxa de desconto intertemporal dos trabalhadores ¢ dada por p.

Dessa forma, o trabalhador representativo precisa maximizar a sua fun¢ao de utilidade
instantanea, escolhendo c,, (t) e u(t), sujeito a equacao dinamica de acumulagao do estoque de
capital per capita em sua posse, equacao (33), ¢ a equagao dinamica de acumulagdo de capital

humano per capita, equacao (34).

H

Ulec()) + 01 (rke(t) = cc(t) — nkc (1) (35)

H. = U(cy (D) + 05(rky (t) + whu(t) — ¢, (£) — nk,, (1)) (36)
+65(hy, (@1 — u(t)))

Os Hamiltonianos a valores correntes, H., a serem maximizados pelo capitalista
representativo e pelo trabalhador representativo sdo dados pelas equagdes (35) e (36),
respectivamente. Comecando pelo problema do capitalista representativo, a condicao de

transversalidade é:

lim e~ g, (t)k,(t)

t—>oo

E as condigdes de primeira ordem sao:

oH, ,
et 0— U'(c.(t)) =06, (37)

OH,
30, = 0= [r—nlke() —c.(t) = 0
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0H,

ake(D) - 91 = [p—r]6; (38)

6, — (p —n)b; = —

Resolvendo as equagdes dindmicas para o equilibrio de longo prazo', obtém-se:

r=p (39)

Sendo assim, como mostra a equagao (39), no equilibrio de longo prazo, a taxa de lucro
¢ determinada pela taxa de preferéncia intertemporal dos agentes, assim como nos modelos de
Faria (2001) e de Ramsey (1928). Dessa forma, a taxa de lucro de equilibrio de longo prazo
permanece independente da fungdo de producdo adotada, mesmo com a inclusao do capital
humano no modelo. Esse resultado reforca que a taxa de lucro de equilibrio de longo prazo
depende exclusivamente das preferéncias e das escolhas intertemporais de consumo e
acumulac¢do de capital dos agentes.

Além disso, no equilibrio de longo prazo, tem-se:

(40)

Rl

A equacdo (40) representa a propensdo a poupar de equilibrio de longo prazo da classe
capitalista. De acordo com ela, a propensdo a poupar dos capitalistas no equilibrio de longo
prazo sera determinada pela taxa de crescimento populacional dividida pela taxa de lucro. Esse
resultado endogeniza a propensdo a poupar dos capitalistas, que passa ser a determinada pela
Equacdo de Cambridge, assim como no modelo de Faria (2001).

Embora a Equagdo de Cambridge ndo determine mais a taxa de lucro de equilibrio de
longo prazo, ela continua sendo consistente com o modelo e apresenta a mesma relagdo inversa
entre a taxa de juros e a propensao a poupar dos capitalistas. No modelo de Pasinetti (1962),
uma taxa de lucro mais elevada era consequéncia de uma propensdo a poupar menor dos
capitalistas. No entanto, no modelo atual, ocorre o inverso: uma menor propensao a poupar dos
capitalistas ¢ resultado de uma taxa de juros maior.

Esse resultado € explicado, dentro do modelo, por meio de um efeito renda gerado pelo
aumento da taxa de juros. Como a elevacdo da taxa de juros proporciona maior rendimento

sobre a poupanca acumulada, os capitalistas podem reduzir sua poupanga ao longo do tempo

! Para resolugio, vide apéndice
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para elevar seu consumo intertemporal, mantendo o nivel desejado de riqueza sem a
necessidade de maiores sacrificios.

Esses resultados sdo os mesmos obtidos por Faria (2001), haja vista que a inclusao do
capital humano no modelo nao afetou a formulacao do problema do capitalista representativo,
mantendo inalterados os padrdes das suas decisdes intertemporais de consumo e poupanca.

Em relagdo ao problema do trabalhador representativo, as condi¢des de transversalidade

lim e~ (P~™t g, (t)k,(t)

tooo

lim e~ (=™t g, (t)h,, ()

t—co

E as condigdes de primeira ordem sdo:

OH,
dcy (t)

=0- U'l(cy(t) =6, (41)

OH,

Z_:: =0- [r—nlk, () +wbu(t) —c,(t)=0

OH,

Fr 0- hw(t)(p(l - u(t)) =0

OH,

b, — (p—n)6, = — k() 0, = [p—116; (43)
b3 — (p —m)bs = — 5o = 6y = [(p 1) — p(1 — u(t))]65 (44)

Resolvendo as equagdes dindmicas para o equilibrio de longo prazo?, obtém-se:

(45)

<
Il
)

2 Para resolugdo, vide apéndice
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u(t) =1- 2;; (46)

A equacgdo (45) representa o resultado padrao para a determinagdo da taxa de lucro de
equilibrio de longo prazo. Por sua vez, a equagdo (46) determina o valor 6timo do tempo
alocado pelos trabalhadores a atividade laboral. Observa-se que o tempo dedicado ao trabalho
esta negativamente relacionado a taxa de lucro. Isso significa que, quanto maior a taxa de juros,
menos tempo o trabalhador dedicard a atividade laboral e, consequentemente, mais tempo sera
destinado aos estudos. Esse resultado reflete o efeito renda do aumento dos juros na escolha
intertemporal de alocag¢do de tempo dos trabalhadores: um aumento na renda faz com que os
individuos optem por trabalhar menos e dedicar mais tempo aos estudos.

Além disso, a equagdo (46) também indica que o tempo dedicado a produgdo esta
positivamente relacionado a eficiéncia do aprendizado. Isso sugere que quanto mais eficiente
for o sistema educacional, menos tempo os trabalhadores precisardo investir nos estudos para
alcangar o mesmo nivel de conhecimento.

Evidentemente, de acordo com a teoria econdmica, a variagdo da taxa de juros também
pode gerar um efeito substitui¢do, que atua no sentido oposto. Se o retorno do trabalho presente
se tornar mais atrativo devido a uma taxa de juros mais alta, os trabalhadores podem reduzir o
tempo dedicado aos estudos e aumentar sua oferta de trabalho. Da mesma forma, uma maior
eficiéncia no aprendizado pode também aumentar o retorno do investimento em educagao,
incentivando os trabalhadores a dedicarem mais tempo aos estudos.

Nesse sentido, o resultado da equagdo (46) advém diretamente da equacdo de primeira
ordem (42), que define a regra otima para a escolha de u(t), garantindo que a decisdo da
variavel de controle escolhida maximize a funcdo objetivo, equacdo (36). Desse modo, um
aumento da taxa de lucro, por exemplo, precisa ser compensado por uma diminui¢ao no tempo
trabalhado. Da mesma forma, um aumento de ¢, precisa ser compensado por um aumento de
u(t) ou, o que ¢ equivalente, uma diminui¢ao do tempo dedicado aos estudos.

Por fim, no equilibrio de longo prazo, tem-se:

_ nky (t)
Sw = rky (t)+wbu(t) (47)
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A equacdo (47) da a propensdo a poupar de equilibrio de longo prazo da classe
trabalhadora. E possivel perceber que a relagio inversa entre a propensio a poupar ¢ taxa de
lucro se mantém, assim como na propensao a poupar do capitalista representativo.

A propensao a poupar dos trabalhadores ¢ similar a obtida por Faria (2001), contudo ¢
maior, haja vista que o tempo dedicado a atividade laboral aparece no denominador. Quanto
menor o tempo dedicado ao trabalho, maior serd a propensdo a poupar da classe trabalhadora.
Este ultimo resultado € interessante, pois mostra que para compensar a queda na renda devido
ao aumento no tempo de estudo, o trabalhador representativo aumenta a sua propensao a poupar,
aumentando seus rendimentos de capital.

Em relacdo ao Teorema Dual de Samuelson e Modigliani (1966), a propensao a poupar
dos trabalhadores precisa ser maior ou igual a propensdo a poupar dos capitalistas.

Matematicamente, isso € €Xpresso como:

_ nk,, (t)
Sw = e O+wbuo) = ¢

Multiplicando cruzado, tem-se:
rnk,, (t) = (rk, (£) + whu(t))n

Eliminando n e rk,,(t) dos dois lados da desigualdade, obtém-se:
wbu(t) <0

Portanto, para que a propensdo a poupar dos trabalhadores seja maior ou igual a
propensdo a poupar dos capitalistas, a condi¢do necessaria ¢ que wbu(t) seja menor ou igual a
zero. Evidentemente, um salério per capita negativo ndo faz sentido econdmico. Ja o caso em
que wbu(t) = 0 pode ocorrer apenas se o tempo dedicado ao trabalho for nulo, u(t) = 0, ou
seja, se os trabalhadores decidirem exclusivamente por investir em capital humano. Nesse
cenario extremo, os trabalhadores deixariam de exercer atividades laborais e passariam a viver
apenas da renda do seu capital acumulado, agindo como capitalistas e, consequentemente,
adquirindo a mesma propensao a poupar destes.

Isso resultaria, na pratica, em uma "eutandsia dos trabalhadores", pois a distin¢do entre

as duas classes deixaria de existir. No entanto, como a producao requer trabalho ativo e a fungao
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de produgdo do modelo ¢ bem-comportada, um cendrio em que ninguém trabalha levaria a um
produto econdmico nulo, tornando tal situacao invidvel.

Sendo assim, esse resultado refor¢a a robustez do modelo contra o Teorema Dual,
demonstrando que, mesmo quando os trabalhadores aumentam sua propensao a poupar devido
ao acimulo de capital humano, isso ndo ¢ suficiente para eliminar a classe capitalista em

condi¢des economicamente plausiveis.
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4 CONCLUSAO

A extensdo do modelo de Faria (2001) permite observar como as decisdes de consumo,
poupanga ¢ investimento em educagao dos trabalhadores e capitalistas afetam o crescimento
econdmico e a acumulacgdo de capital fisico e humano. Primeiramente, o estudo confirma que,
no equilibrio de longo prazo, a taxa de lucro continua sendo determinada pela taxa de
preferéncia intertemporal dos agentes, assim como nos modelos de Faria (2001) e Ramsey
(1928). Esse resultado demonstra que, mesmo com a introdugdo do capital humano, a taxa de
lucro de equilibrio de longo prazo permanece independente da fun¢do de producdo adotada.
Constatacao que reforga o papel central das preferéncias e escolhas intertemporais dos agentes
na determinacdo da taxa de lucro e no processo de acumulacao de capital ao longo do tempo.

Embora a Equacdo de Cambridge de Pasinetti (1962) ndo determine mais a taxa de lucro
de equilibrio de longo prazo, ela permanece consistente com o modelo, sendo responsavel pela
determinagdo da propensdo a poupar dos capitalistas. Além disso, a Equacao de Cambridge
mantém a relagdo inversa originalmente estabelecida entre taxa de lucro e a propensao a poupar
dos capitalistas. Esse resultado refor¢a a robustez da equacao dentro da estrutura tedrica do
modelo, demonstrando que, apesar das modificagdes introduzidas, seus fundamentos
permanecem validos e relevantes para a analise do equilibrio econémico.

Ademais, a introdug¢do do capital humano no modelo nao altera o problema do capitalista
representativo, mas modifica o do trabalhador representativo, que, por hipotese, ¢ o tnico a
exercer atividade laboral na economia e, portanto, o Unico agente capaz de acumular capital
humano. Nesse sentido, a introdu¢do do capital humano altera a propensao a poupar dos
trabalhadores, aumentando-a devido a necessidade de compensar a reducao temporaria da renda
em decorréncia do investimento em educacao e treinamento.

Apesar do aumento na propensdo a poupar dos trabalhadores devido a acumulagio de
capital humano, os capitalistas continuam poupando mais do que os trabalhadores no equilibrio
de longo prazo. Demonstrando que ao contrario do previsto no Teorema Dual, a classe
capitalista ndo desaparece e a distingdo entre trabalhadores e capitalistas permanece viadvel
dentro do modelo.

Em relagdo a acumulacao de capital humano, a decisdao entre o tempo dedicado ao
trabalho e aos estudos ¢ diretamente influenciada pela taxa de lucro e pela eficiéncia do
aprendizado. Esses determinantes desempenham um papel crucial na defini¢do dos incentivos

que os trabalhadores enfrentam ao decidir entre dedicar tempo a produgdo ou investir em
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qualificacdo, com implicagdes relevantes para a formulacdo de politicas educacionais e
produtivas.

Devido as condig¢des de controle 6timo, uma taxa de lucro mais elevada pode reduzir o
tempo dedicado ao trabalho, incentivando os trabalhadores a investirem mais na sua educagao,
refletindo um efeito renda na decisdo intertemporal de alocagdao do tempo. Por outro lado, um
sistema educacional mais eficiente diminui o tempo necessario para alcangar determinado nivel
de conhecimento, possibilitando que os trabalhadores dediquem mais tempo a produgdo de bens
e servicos, contribuindo para o aumento da producao da economia.

O presente modelo oferece, entdo, uma estrutura teérica robusta e flexivel para analisar
como as decisdes de consumo, poupanga ¢ investimento em educacdo de diferentes agentes
podem afetar o crescimento econdmico e a acumulagdo de capital, quando o capital humano
esta presente na economia. Nesse sentido, ele abre portas para diversas possiveis extensoes que
podem gerar contribui¢gdes ainda mais valiosas para o debate econdmico.

A introducdo de atividade governamental, por exemplo, permitiria capturar de forma
mais realista o papel do Estado na economia, seja por meio da tributa¢do, dos gastos publicos
ou dos investimentos em educagdo. A inclusdo dessas variaveis possibilitaria uma analise mais
aprofundada sobre como politicas fiscais e educacionais influenciam a acumulacgio de capital
humano e fisico, bem como secus efeitos sobre a distribui¢do de renda entre as classes e o
crescimento de longo prazo.

Outra questdo relevante que pode ser explorada refere-se a determinagdo da tributacao
otima e do investimento ideal em educagdo, com o objetivo de maximizar as funcdes de
utilidade das classes econdmicas presentes no modelo. Nesse sentido, o teorema de Chamley-
Judd afirma que a tributagao 6tima sobre lucros no longo prazo deve ser zero. No entanto, esse
resultado ndo se mantém em alguns modelos que introduzem capital humano, como no trabalho
de Jones, Manuelli e Rossi (1997). Além disso, os efeitos de politicas de transferéncias de renda
entre as classes econdmicas também poderiam ser incorporados e analisados.

Outra possivel extensdo diz respeito a hipdtese de que capitalistas ndo acumulam capital
humano, uma vez que ndo exercem atividade laboral. Reformular essa hipdtese permitiria
analisar de que forma um capitalista mais instruido pode influenciar a economia, seja
internamente, ou externamente, ao gerar externalidades positivas.

Sendo assim, as conclusdes deste trabalho destacam a relevancia e a robustez da
extensdo do modelo de Faria (2001) para incluir o capital humano, demonstrando como essa
ampliacdo contribui para a compreensdo das dindmicas economicas de longo prazo. Os

resultados obtidos reforcam que a integragdo de microfundamentos da escola neocléssica com
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a abordagem pds-keynesiana nao apenas ¢ possivel, como também contribui para a geragao de
descobertas valiosas para ambas as tradigdes teoricas.

Trabalhos anteriores, como os de Faria (2001), Faria e Araujo (2004) e Wei e Araujo
(2009), ja apontavam essa compatibilidade, e o presente estudo avanca nessa linha ao mostrar
que a inclusdo do capital humano mantém a coeréncia do modelo e fortalece suas previsdes
teoricas.

Essa sintese entre abordagens permite uma visdo inovadora e complementar dos
determinantes do crescimento econdmico e da distribuicao da renda, oferecendo uma estrutura
tedrica capaz de dialogar com diferentes correntes da economia. Assim, este trabalho nao
apenas refor¢a a viabilidade da integrag@o entre essas tradi¢cdes, mas também sugere caminhos
promissores para futuras pesquisas que busquem construir modelos mais abrangentes e

alinhados as complexidades das economias reais.
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APENDICE A — SOLUCAO DO PROBLEMA DO CAPITALISTA REPRESENTATIVO
Diferenciando a equacao (37) em relacdao ao tempo, tem-se:

—U"(cc(®)cc(t) = 6 (1A)
Substituindo as equacdes (37) e (1A) em (38), obtém-se:

—U"(cc®)cc(®) = [p —7r]1U"(cc(t)) 2A)
Rearranjando a equagdo (2A), pode-se expressar ¢.(t) como:

. U’ (cc(1)
Cc(t) = [T - p] U”(Ccc(t))

No equilibrio de longo prazo, onde c.(t) = 0, segue que:

Dessa forma, no equilibrio de longo prazo, a taxa de lucro deve ser igual a taxa de
desconto intertemporal. Se r for maior que p, o retorno sobre a poupanga ¢ maior do que a
impaciéncia do agente, o que resulta em menos consumo presente € mais poupanga,
aumentando o consumo futuro. Por outro lado, se p for maior que r, a taxa de juros ¢
relativamente baixa e o agente prefere consumir mais no presente € menos no futuro.

No equilibrio de longo prazo, tem-se também que k. (t) deve ser igual a zero. Sendo

assim, a equag¢do (32) implica que:

cc(t) = [r —nlk.(t) (3A)

Como a propensao a poupar ¢ definida como a fracdo da renda que ndo ¢ consumida,

tem-se:

ScYc(t) = YC(t) —c.(t)
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Substituindo y,.(t) por (24) e c.(t) por (3A), obtém-se:

Sc[rkc(t)] =1k (t) — Tk (t) + nk(t)

Simplificando, segue que:

S;r=n

Portanto, a propensdo a poupar dos capitalistas é:

(4A)

A equagdo (4A) ¢ a Equacdo de Cambridge, que no modelo endogeniza a propensdo a

poupar da classe capitalista.
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APENDICE B — SOLUCAO DO PROBLEMA DO TRABALHADOR REPRESENTATIVO

Assim como no problema do capitalista representativo, para encontrar a equagao de

Euler dos trabalhadores, ¢ necessario diferenciar a equagao (41) em relagdo ao tempo:

~U"(cw(®))ciy(t) = 6, (1B)
Substituindo (41) e (1B) em (43), obtém-se:

=U"(cw®)cw(®) = [p =10 (cw (1)) (2B)

Rearranjando a equagdo (2B), podemos expressar c,,(t) como:

: U'(ce)
cw® = Ir=plns (3B)

No equilibrio de longo prazo, onde c,, (t) = 0, segue que:

Novamente, o equilibrio de longo prazo requer que k,, (t) seja igual a zero. Assim, a

equagdo (33) implica que:
cw(t) = [r — nlk.(t) + wbu(t) (4B)

Como a propensado a poupar do trabalhador representativo ¢ definida como a fracao da

sua renda que ndo ¢ consumida, tem-se:
SwYw () = Y () — ¢y (1)
Substituindo y,, (t) por (25) e ¢,, (t) por (4B), obtém-se:

Swlrk, (t) + wbu(t)] = rk,, (t) + wbu(t) — rk,,(t) — wbu(t) + nk,,(t)
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Simplificando:

swrky, (t) + wbhu(t) = nk,,(t)

Isolando s,,:

_ nky (t)
Sw = rky () +wbu(t)

(5B)
A equacgdo (5B) determina a propensdo a poupar dos trabalhadores no equilibrio de
longo prazo.
Para encontrar o valor 6timo de u(t), pode-se reescrever a equacao (42) da seguinte

forma:

_ bw
37 ohy(t) 2

(6B)

Diferenciando (6B) em relagao ao tempo, tem-se:

_ bw  [hy(D)
37 oy () Lay(®)

6, + 9'2]

Substituindo 8, por (41) ¢ 6, por (1B), segue que:

6 =~ [22O (6, (1)) = U" (G (£)) 6 (0)] (7B)

Substituindo (7B) na equacdo dindmica da variavel adjunta do capital humano, equagao

(44), e 85 por (6B), obtém-se:

2 [PD U (e (9) = U (w(©)éw(®)] = [l = 1) = 91 = ()] =25 U' (e (6)

Rearranjando a equagao:

hw(®) _ U (cw(®) . - p—p— —
o e w® = pn—e—u®) (85)
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Isolando %“’((tt)))) na equacao (3B) e substituindo o resultado em (8B), tem-se:

hw() _ (r=p) .
o " i w® = p—n— - u(®)

Rearranjando a equagdo (31), substituindo Z‘”Eg pelo resultado e reorganizando os

termos, obtém-se:

p(1-u@®) - —-p)=p—n—ed—-u®)

Rearranjando a equagao:
<p(1—u(t))+<p(1—u(t)) =r—p+p—n
Simplificando:
20(1—u(@®))=r—-n
Por fim, isolando u(t):

u(t) = 1 —% (OB)

A equacio (9B) descreve como o trabalhador escolhe entre trabalho e estudo de modo
a maximizar a sua fung¢do objetivo.



