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"She had studied the universe all her life,
but had overlooked its clearest message: For
small creatures such as we the vastness is

bearable only through love."

Contato
Carl Sagan



"When you follow two separate chains
of thought, Watson, you will find some
point of intersection which should
approximate to

the truth."

Sherlock Holmes, The Disappearance of
Lady Frances Carfax.

Sir Arthur Conan Doyle



RESUMO

LIMA, C. N. Reconstrucdo e calibracio de rela¢cdes riqueza-massa com CosmoDC2-
LSST. 2023. 47 f. Qualificacao (Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2023.

A Cosmologia observacional tem ganhado for¢a nas ultimas décadas devido aos grandes
levantamentos de dados. Os aglomerados de galaxias sdo um dos objetos mais
importantes para esses levantamentos, por serem gigantescas estruturas ligadas
gravitacionalmente e assim terem caracteristicas ligadas intrinsecamente a formacao de
estruturas em larga escala. Uma propriedade importante, amplamente utilizada como
proxy de massa ¢ a riqueza, a medida do numero de galdxias membros do aglomerado.
Pode-se associar a riqueza a massa de um aglomerado por meio da distribui¢do riqueza-
massa. Neste trabalho estudou-se a calibragdo da distribui¢do riqueza-massa, utilizando
parametrizagdes para a média e desvio padrdo da distribui¢do, cujo o formato ¢
supostamente gaussiano, com o objetivo de estudar o comportamento destes modelos.
Para isto, utilizou-se dados do catdlogo simulado cosmoDC2 para ajustar os valores dos
parametros desses modelos através de métodos estatisticos de inferéncia. Além disso,
através da divisdao em pequenos intervalos, foi realizada uma reconstrugdo destas
relacdes, que foi usada para fazer uma validacdo cruzada com os modelos calibrados.

Palavras-chave: Andlise Estatistica; Aglomerados de Galaxias; Relagdes Riqueza-Massa.



ABSTRACT

LIMA, C. N. Richness-mass relations calibration and reconstruction with CosmoDC2-LSST.
2023. 47 p. Qualification (Master in Physics) — State University of Londrina, Londrina, 2023.

Observational Cosmology has gained strength in recent decades due to big data surveys.
Galaxy clusters are one of the most important objects for these surveys, as they are the
largest gravitationally-bound structures in the universe and, therefore, have characteristics
intrinsically linked to the formation of large-scale structures. An important property,
widely used as a mass proxy, is richness, a quantity that estimates the number of galaxies
that are members of the cluster. It can be associated with the mass of a cluster through
the richness-mass distribution.In this work, we studied the calibration of the richness-
mass distribution, using parameterizations for the mean and standard deviation of the
distribution, with the aim of studying the behavior of these models.To do this, we used
data from the cosmoDC2 simulated catalog to infer the values of the parameters of these
models through statistical inference methods. Furthermore, through division into small
intervals, a reconstruction of these relatios was performed, which was used to cross-validate
with the calibrated models.

Key-words: Statistic Analysis. Galaxies Clusters. Richness-Mass Relations.
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1 INTRODUCAO

Desde os primoérdios a humanidade tem olhado para o céu e buscado explicacoes
sobre os processos naturais que via ao seu redor. O que sdo os pontos brilhantes no
céu? Porque ha dia e noite? O céu é infinito? A curiosidade humana produziu diversas
perguntas que ao longo de milénios levaram a discussoes que impulsionaram a busca por
conhecimento. Hoje, sabe-se que algumas dessas questoes foram respondidas, algumas

ainda busca-se respostas, outras talvez nunca serao esclarecidas.

A atracdo pelo céu levou a construcao de instrumentos para melhor observa-lo,
assim nasceram os telescopios. Com os primeiros telescopios foi possivel ver que o planeta
Terra era apenas um de varios outros e além disso, havia corpos que também orbitavam

esses planetas. Assim, sistemas cada vez mais complexos seriam mais e mais desbravados.

Com o avango dos telescopios, foi possivel enxergar cada vez mais longe. Diversos
sistemas astrofisicos novos e maiores foram descobertos, o que gerou debates. O quao
grande é o Universo em que vivemos? Alguns pensavam que o Universo se restringia a
nossa propria galaxia, outros que nossa galaxia é apenas uma de muitas outras espalhadas
pelo cosmos (PIGATTO, 2005). As evidéncias encontradas mostraram que o segundo
grupo estava correto (HUBBLE, 1929b).

Foi alimentado pela vontade de saber mais sobre esses objetos que Edwin Hub-
ble as estudou e classificou. Além disso, ele percebeu que elas se afastavam umas das
outras na mesma taxa (figura 1), conhecida como ‘constante’ de Hubble, H, (HUB-
BLE, 1929a). No entanto, a taxa medida por Hubble na época estava bastante imprecisa,
cerca de 500 km s~ Mpc~!, devido a subestimacdo nos valores das distancias. Hoje sabe-
se que o parametro de Hubble evolui com o redshift (desvio para o vermelho), sendo
Hy quando o redshift ¢ 0 (e.g. Nishizawa, Taruya e Saito (2011), Moresco e Marulli
(2017)). Diversas pesquisas vém tentando medir precisamente Hy, mensuramentos fei-
tos através de estrelas cefeidas e supernovas do tipo Ia levam a uma faixa de valores de
7324+ 1.4 km s7! Mpc™ (RIESS et al., 2021), ja inferéncias do Planck apontam para
uma faixa de 67.4 4 0.5 km s~! Mpc~t (Planck Collaboration et al., 2020b), o que indica

divergéncias entre diferentes tipos de medidas, veja Valentino et al. (2021).

Com os resultados de Hubble pdde-se concluir que o Universo estd em expansao
e a partir disso, ao longo das décadas diferentes modelos cosmoldgicos comegaram a ser
considerados. Naturalmente criou-se o interesse em esclarecer quais os mecanismos que

iniciaram essa expansao, bem como entender a fisica do Universo primordial.

Em 1917, Einstein publicou o que é considerado por muitos o primeiro modelo

cosmolégico. O modelo era baseado em uma solucao para suas equacoes de campo da
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Figura 1 — Gréfico de distancia versus velocidade radial de galaxias, publicado por Hubble
em 1929.

Relatividade Geral (RG) (EINSTEIN, 1917). Neste foi introduzida uma constante, hoje
chamada de constante cosmoldgica, A, para contrabalancear o efeito atrativo da gravidade,

afim de modelar um Universo estatico, de acordo com o que ele pensava na época.

Atualmente, o modelo mais consolidado é o Modelo Cosmolégico Padrao, ACDM,
que tem como principio a homogeneidade e isotropia do espaco, em escalas maiores que
100 Mpc, além de considerar a estrutura da RG com a constante cosmolégica (CARROLL;
PRESS; TURNER, 1992). Medidas observacionais, como por exemplo a observagao das
distancias de supernovas tipo Ia (RIESS et al., 1998), mostram uma expansao acelerada
do Universo e trazem a necessidade da inclusdo, no ACDM, de uma componente de energia
com pressao negativa, chamada de energia escura, a qual a natureza ainda é desconhecida.
Outra questao em aberto que vem da RG, sdo as evidéncias, como as curvas de rotagao de
galaxias espirais (RUBIN; FORD W. KENT, 1970), velocidades de dispersao de galaxias
(ZWICKY, 1933) e lenteamento gravitacional fraco (MARKEVITCH et al., 2004), que
apontam para um tipo de matéria desconhecida, nao observavel, que interage apenas de

forma gravitacional, denominada matéria escura.

Diversos grandes levantamentos de dados vem trabalhando a mais de 20 anos em
buscas de respostas para as questoes em aberto, como (Planck Collaboration et al., 2020a),
que buscou, através dos dados, informacoes a respeito do Universo primordial, e SDSS
(Sloan Digital Sky Survey)(Kollmeier et al., 2019), um grande levantamento espectrosco-

pico do céu, buscando dados de milhoes de objetos.

Pesquisas observacionais de grande escala estdao cada vez mais entrelagadas ao
desenvolvimento de modelos cosmoldgicos sélidos. Em 2013, o DES (Dark Energy Survey)
(Dark Energy Survey Collaboration et al., 2016) entrou em operagao. Uma colaboragao
que contou com pesquisadores de mais de 25 paises, incluindo Brasil. De 2013 a 2019,

foram levantados os dados de 300 milhoes de galaxias e 5000 graus quadrados do céu
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com b filtros épticos diferentes '. Essas valiosas informacoes sdo usadas por intmeras
pesquisas hoje que investigam a natureza da energia e matéria escura através da restri¢oes

de parametros cosmolégicos, e.g. Abbott et al. (2023).

Hoje outras grandes colaboragoes estao em andamento para investigar a evolugao
do universo, como DESC-LSST 2 (Dark Energy Science Collaboration - Rubin Observatory
Legacy Survey of Space and Time) (The LSST Dark Energy Science Collaboration et
al., 2018) e Euclid ? (Euclid Collaboration et al., 2022). O DESC é uma colaboragao
internacional que pretende usar dados do telescopio LSST para mensurar com alta precisao
parametros cosmologicos fundamentais. Atualmente, a colaboragao possui o catalogo de
galaxias sintéticas cosmoDC2 (KORYTOV et al., 2019) que cobre 440 graus quadrados
do céu, com redshift até z=3, e tem o objetivo principal de servir de apoio para a ciéncia

de precisao da colaboragao.

Um dos objetos de estudo mais importantes desses levantamentos sao os aglome-
rados de galaxias. Formados por colecoes de galdxias, esses objetos sao uma das maiores
estruturas do Universo e sao conhecidos por serem "sondas" cosmoldgicas, isso porque suas
propriedades, principalmente sua massa e distribuicao espacial, estao intrinsecamente re-
lacionadas com a formagao das estruturas em larga escala, como serd discutido no proximo

capitulo.

Dados de propriedades de aglomerados de galadxias podem ser utilizados para en-
contrar limites nos modelos cosmolégicos (e.g. Abdullah et al. (2023)), mas, medidas
observacionais contém erros intrinsecos que precisam ser considerados. Além disso, a mo-
delagem estatistica deve ser robusta e coerente com o comportamento dos dados. Erros
na analise estatistica enviesam as estimativas e isso pode resultar em conclusoes erroneas

a respeito de modelos cosmolégicos.

Algumas propriedades de aglomerados que sao utilizadas para testar modelos cos-
moldgicos sdo massa, redshift e riqueza. A massa nao é um observavel direto, para ser
mensurada, frequentemente é necessario utilizar sua relagdo com outras propriedades (ob-
servaveis), que sao denominadas prozies. Uma propriedade importante que pode ser utili-
zada como prozy de massa é a riqueza (e.g. Andreon (2010)), ela é a medida da quantidade
de galaxias de um certo tipo, membros do aglomerado. Os critérios de medida de riqueza
nao sao bem definidos visto que ela depende do critério de identificacao do aglomerado,
tendo significados distintos para diferentes referéncias, por exemplo, Chiu et al. (2020)
usam a defini¢do de riqueza como a sobredensidade de galaxias de sequéncia vermelha, ja
Croft et al. (1997) define a riqueza como o nimero ponderado de galdxias dentro de um

raio de contagem em um intervalo de magnitude. Neste trabalho, considera-se riqueza a

' www.darkenergysurvey.org/

Isstdesc.org/

3 www.esa.int/Science_ Exploration/Space_ Science/Euclid_ overview
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quantidade de particulas de matéria escura associadas ao halo (aglomerado) identificado

via Spherical Overdensity (SO) da simulagao de N-Corpos.

Pode-se associar a riqueza a massa de um aglomerado por meio da distribuicao
riqueza-massa, que ¢ a distribui¢ao de probabilidade das medidas de riqueza condicionada
aos dados de massa e redshift. A gaussianidade da distribui¢cao massa-observavel é ampla-
mente proposta, desde Lima e Hu (2005), em que motivam esse formato pela dispersao
dos observaveis em relacoes de escala entre medidas de propriedades de aglomerados. Al-
gumas dessas pesquisas propoe diferentes parametrizagoes para a média e variancia da
distribuicao (e. g. Saro et al. (2015) e Murata et al. (2018)). Deve-se ter cuidado ao assu-
mir a normalidade dessa distribuicao, visto que hé indicios de uma nao-gaussianidade que
deve ser considerada para observaveis que possuem grande dispersao, como os de riqueza,
sendo mais perceptivel para valores mais altos de massa e redshift dos aglomerados, veja
Shaw, Holder e Dudley (2010).

Neste trabalho estudou-se a calibracao da distribuicao riqueza-massa utilizando o
catdlogo simulado cosmoDC2 assumindo o modelo de , como o de Lima e Hu (2005), e
usando parametrizagoes para a média e desvio padrao da distribui¢ao, com o objetivo de
estudar o comportamento destes modelos. Para isto, primeiramente foram ajustados os
valores para os parametros desses modelos através de métodos estatisticos de inferéncia.
Depois, através da divisao em pequenos intervalos dos dados de massa e redshift, foi rea-
lizada uma reconstrugao destas relacoes, que foi usada para fazer uma validacao cruzada

com os modelos calibrados.

Para a calibragao das relagoes riqueza-massa foram retirados dados de riqueza,
massa e redshift do cosmoDC2 disponiveis no NERSC*(National Energy Research Sci-
entific Computing Center), um supercomputador localizado nos Estados Unidos a qual
a equipe tem acesso por meio do DESC-LSST. Para auxiliar nos calculos numéricos, foi
utilizado a Numerical Cosmology Library® (NumCosmo), que é uma biblioteca numérica
de cosmologia com diversas ferramentas que podem ser usadas para analises de modelos

estatisticos e cdlculos cosmologicos.

O conteudo dessa dissertacao esta dividido da seguinte forma: No capitulo 2, é
feita uma breve revisao sobre como a formacao de estruturas no universo esta relacionada
a abundancia de aglomerados de galdxias e como liga-se suas propriedades observaveis a
massa através de relagoes massa-observaveis. No capitulo 3, é tratado sobre os métodos
estatisticos usados na inferéncia de parametros. No capitulo 4 sdo descritas as analises e

os resultados obtidos e no 5 a conclusao do trabalho.

4
5

https://www.nersc.gov/
https://numcosmo.github.io/
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2 AGLOMERADOS DE GALAXIAS E AS RELACOES
MASSA-OBSERVAVEL

Os aglomerados de galaxias sdo grandes estruturas supermassivas formadas por
matéria escura, gas no meio intergalatico e galadxias. Suas propriedades podem ser ligadas
a evolugao das estruturas em grandes escalas através da fungao de massa, que nos da o
nimero de aglomerados em uma regiao. Neste capitulo é feita uma breve revisao sobre a
formacao de estruturas e sua ligagao com a contagem de aglomerados e como associamos
as propriedades observacionais dos aglomerados a massa por via de relacoes de escala e

de distribui¢oes massa-observaveis.

2.1 Formacao de estruturas, funcao de massa e distribuicao de

aglomerados

Segundo o modelo ACDM, o Universo apresenta uma homogeneidade espacial em
grandes escalas. Mas para escalas menores deve-se considerar a existéncia de variagoes de
densidade conforme a localidade ¥ de um ponto no espaco. As pertubagoes de densidade
de matéria sao descritas pelo contraste de densidade §(Z), que é a variagdo da densidade

de matéria em um certo ponto p(Z) em relagao a densidade média de matéria do Universo

Pm;

5(7) = p(f)p;pm. (2.1)

A formacao de estruturas ocorre em consequéncia da evolucdo do contraste de
densidade de matéria. Devido a interacao gravitacional a densidade em um ponto do
espago pode aumentar ao passo que em outra regiao ela diminui, em razao disso as flutua-
¢oes de densidade acabam dando origem a estruturas cosmoldgicas. Essas flutuagoes foram
originadas no Universo primordial, onde havia flutuagoes quanticas em um campo de den-
sidade quantico aleatério, onde posteriormente deram origem as pertubacoes primordiais
no campo de matéria, que sao a condigao inicial para a evolucao de §(Z) (DODELSON,
2003).

O valor mensurado do contraste de densidade em um ponto do espaco é uma
realizagao de uma distribuigao gaussiana (isso é assumido considerando o grande niimero
de flutuagoes de densidade e o teorema do limite central), assim, o campo de densidade
pode ser descrito através dos momentos da distribuicao, a média e a variancia. Tomando
o valor esperado na equagao 2.1, chega-se que (§(Z)) = 0. Considerando §(Z) para dois
pontos do espago separados por uma distancia 7 = |Z — 7 |, a covariancia é calculada
por meio de uma funcao de correlacao de 2-pontos, em que consideramos a hipdtese

de isotropia estatistica para que seja valida uma dependéncia apenas na distancia de
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separacao entre os pontos,
&y = (0(&)07(a")). (2.2)
Através do coeficiente &s5: € possivel estimar o quanto os objetos estao agrupados em uma

regiao do espaco e assim identificar regides de sobredensidade.

Considerando o espago de Fourier, £55 pode ser calculado tomando a transformada
de fourier de 6(%),

5(F) = / T BE (7)™ (2.3)
Assim, -
(o) = (|~ ' &%t (@) o (ah)e ™)
= (| i s s@p(ane ) (2.4)
= [ @7 T g ()
Como a delta de dirac é 63(k — k) = P [, d37 e (F=F) ¢ a transformada de
Fourier de &s56/, chamada de espectro de potenc1a da matéria P(k), é

P(F) = / BT Esp e, (2.5)
logo pode ser observado que o coeficiente de correlacao de 2-pontos do contraste de den-

sidade no espaco de Fourier é

(3(k)o*(K')) = (2m)*6*(k' — k) P (k). (2.6)

O contraste de densidade média filtrado é definido como

/ SISV (|2 — z)). (2.7)

Em que W é um filtro do tipo cartola, que suaviza o campo de densidade média dentro
de uma regiao R,
r<R

1
W(r) = { 43 - (2.8)
0, r > R.

Assim, observando 2.4, 2.5 e 2.9, a variancia filtrada do campo de densidade média

o= {(6@P) = [ &7 (5()) W2(a’ - a)

_ /OO & 7W2(|x’—a:\)/oo Ik - P(k)
(2m)?

d3k 7
:/ / dS /W2 |) ikx

-/ gff;P(k)W?(\k’ ~ k).

(2.9)
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em que W é a funcdo cartola no espaco de Fourier.

Entao, dada a variancia filtrada, equacao 2.9 e a média nula, contraste de densidade

filtrado tem a distribuicao p(dg),

p(dr) = ! 5%’] : (2.10)

exp |—
\/27‘(‘0’%% [ 2‘712%

Segundo o formalismo de Press-Schechter, a formagao de uma esrutura ligada esta
condicionada a dg, em uma regiao de raio R, ser maior que uma densidade critica d..;. A
fragao de objetos colapsados com massa maior que M (M = %’TR3 pm) é dado pela fungao
de selecao (PRESS; SCHECHTER, 1974)

& 1 6cm't
F(>M) = [ pén)din =3 |1 - orf . 2.11
) = [ ttmyisn = 3 |1t (2 )] 211
A funcao de selecao estd relacionada a distribuicao de aglomerados em uma regiao
através de fungao de massa n(M, z), que descreve o nimero de aglomerados com massa
M e redshift z em um certo volume do espa¢o (PENNA-LIMA, 2010). Assim,
dn(M, z) pm dF (> M)
—_m= 1\ 7 2.12
dM M  dM (2.12)
De forma geral pode-se calcular a funcao de massa através de outros formalismos
que descrevem o processo de colapso de estruturas gravitacionalmente ligadas através da
fungao de multiplicidade f(ogr(z)). Neste caso, a relacao 2.12 pode ser escrita como (e.g.
Penna-Lima (2010))

dn(M, z)

B pm  dog(2)
) .

Mog(z) dM

(2.13)

Por exemplo, uma fungdo de multiplicidade muito conhecida é a de Jenkins (JEN-

KINS et al., 2001), obtida por meio de simula¢oes da fungao de massa, cuja forma é dada
por

f1(or) = Aexp|—|In (0g) " + B|]. (2.14)

Em que A, B. e € sao coeficientes ajustados através da simulagao.

Algo importante a se destacar é que na equacao 2.13, ao mesmo tempo que se
verifica a “universalidade” da fungao de massa, observa-se que a cosmologia e a informacao
sobre o processo de evolugao da formagao de estruturas estd implicito em og(2), ao passo
que o formalismo de colapso em estruturas ligadas gravitacionalmente estd contida na
fungdo de multiplicidade f(og(z)), de forma que pode-se evidenciar uma ligacao entre a

contagem de aglomerados no céu e a formacao de estruturas no Universo.
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A funcao de massa tem uma papel fundamental na Cosmologia com aglomerados,
através dela pode fazer a contagem de aglomerados de forma tedrica. A densidade numé-
rica de aglomerados em um intervalo de massa (PENNA-LIMA, 2010; LIMA; HU, 2005;
SHAW; HOLDER; DUDLEY, 2010) é dada pela equacao:

- Mi+1 dn(M, z)
N:/ dinM ————=. 2.1
M; " (2.15)

Integrando num volume espacial, obtém-se o nimero médio de aglomerados com
massa M > M,,;, em um intervalo de redshift [z,in, Zmez] (PENNA-LIMA, 2010):

Zmax D2 oo d M
A(M > My, 2) = / 4o / “dz HA((ZZ)) /M | danW. (2.16)

Em que: D4(2) é a distancia de didmetro-angular; H(z) é o parametro de Hubble;

Q) é o angulo solido, df) = sin 6dOde.

Pode-se notar que os primeiros termos da equagao 2.16 dependem da geometria do
espago-tempo, ja o tltimo termo depende da fun¢ao de massa (que carrega implicitamente
informagoes sobre a cosmologia). Logo, fica explicito que a contagem de aglomerados em
um volume do espago depende dos modelos tedricos de Universo. Assim, como é uma
quantidade que pode ser também medida observacionalmente, pode ser usada para testa-
los. A distribuicao tedrica pode ser vinculada a observacional através da distribuicido de
massas observadas, que é a convolucao da fun¢do de massa com a distribuicdo massa-
observavel (SHAW; HOLDER; DUDLEY, 2010):

dn(M, z) /dl Manz)

PITSY T M P(Mps| M). (2.17)

Em que P(Mgys|M) é a distribuicao massa-observavel.

Para a consolidagao dos modelos tedricos se faz necessario a busca por observacoes
que os validem. Como pode-se notar pela fungao de massa, a massa dos aglomerados é uma
importante propriedade dos aglomerados e através de distribuicoes massa-observaveis ¢
possivel vincular as medidas observacionais com os modelos tedricos. Porém a massa nao
é medida diretamente, sua estimativa muitas vezes é feita por meio de outras quantidades
observacionais, chamadas prozies. Nas proxima secao discutir-se-a a respeito de como

pode-se relacionar essas quantidades mediante relagoes massa-observaveis.

2.2 Relacoes de escala

A massa dos aglomerados é uma propriedade que nao pode ser medida direta-
mente, sendo necessarios proxies de massa, isto é, observaveis que indicam o valor dessa
quantidade. Entre esses proxies, podem ser destacados o decréscimo do fluxo de Sunyaev-
Zel'dovich (e.g. Nagai (2006)), temperatura de raios-X (e. g. Ikebe et al. (2002)), riqueza
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(e. g . Andreon (2010) ) e o efeito de cisalhamento provindo de lentes gravitacionais
fracas (e. g. Hoekstra et al. (2013)). Algumas destas propriedades fisicas e a massa de

aglomerados podem ser correlacionadas através das relagoes de escala.

As relacoes de escala correlacionam importantes propriedades fisicas dos aglome-
rados de galdxias. Uma relagdo de escala pode ser definida como uma relacao de propor-
cionalidade entre uma quantidade e outra que a represente. No caso dos aglomerados, as
relagbes massa-observaveis relacionam a massa, que é quantidade intrinseca, ou seja, nao

pode ser observada diretamente, com uma quantidade observavel.

De forma geral, as relagoes massa-observavel podem ser escritas através de leis de
poténcia, ou seja, tém a forma
P =aM". (2.18)

P e M sao o prory de massa e a massa do aglomerado respectivamente e, a e b sao os

coeficientes da relacao de escala.

Neste trabalho o foco sera nos dados de massa e riqueza. Nem sempre esta dispo-
nivel um grande ntimero de dados observacionais, por isso, simula¢des de N-Corpos sao

muito utilizadas para a calibracao dos modelos.

Para a andlise de rela¢oes riqueza-massa, neste trabalho foram utilizados dados
obtidos por meio de simulagoes, que estao disponiveis em catélogos acessados através do
NERSC. Nestas simulacoes sao necessarios algoritmos que identifiquem os halos formados
e suas massas, chamados de halo finders. Dois dos mais utilizados sao Friends-Of-Friends
(FOF) (HUCHRA; GELLER, 1982; DAVIS et al., 1985) e Spherical Overdensity (SO)
(LACEY; COLE, 1994). O FOF tem como principio reconhecer particulas ligadas entre si
se a distancia entre elas estiver abaixo de um limiar denominado "comprimento de ligagao".
Ja SO identifica halos analisando uma regiao esférica, o halo é identificado quando ao
variar o tamanho da regido, a densidade dentro atinge um valor maior que uma densidade

de referéncia.

Para a modelagem dos dados sao utilizados modelos estatisticos, com esses mo-
delos e métodos estatisticos de inferéncia é possivel estimar parametros cosmoldgicos e
suas incertezas. Na proxima se¢ao sera introduzida a distribuicao massa-observavel, cujo
formato e sua calibracdo (estimativa de seus pardmetros) sdo o objeto de estudo desse
trabalho.

2.3 Distribuicao Massa-Observavel

Para estudar os aglomerados de galaxias e suas propriedades fisicas é necessario
medir quantidades observaveis através de instrumentos astrondémicos. Essas medidas pos-
suem erros intrinsecos, de forma que se faz necessario o uso de uma estatistica apropriada

para a analise desses dados.
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Tomando as relagoes massa-observavel, que podem ser escritas como
b
Gobs = aM 5 (219)

em que a e b sao parametros de escala, g.s ¢ um observavel e M é a massa medida do

aglomerado. Pode-se linearizar aplicando um logaritmo, chegando em
l0g(gobs) = log(a) + blog(M). (2.20)

Considerando ¢,,s uma realizagao ruidosa de uma distribuicao de medidas Q)us, 2.21 pode

ser escrito como
(log(Qops)| M) = log(a) + blog(M). (2.21)

Na literatura a distribuigdo de Qs é proposta como uma gaussiana em log(Qups)

(LIMA; HU, 2005), ou seja, a distribuicdo massa-observéavel tem a forma

P(log(Qobs)\M):mexp —(log@"“)_ég’f(Q"“)lM» . (2.22)

Através da distribuicdo massa-observavel é possivel construir a fungdo verossimi-
lhanca dos dados. Essa funcao nos mostra o quanto um conjunto de dados é provavel
considerando o conjunto de parametros em um determinado modelo. Assim, ela é usada
por meio de métodos estatisticos na estimativa de parametros de modelos estatisticos e
cosmologicos (e. g. (ABDULLAH et al., 2023)). No préximo capitulo é feita uma breve

revisao sobre dois desses métodos, que foram utilizados no trabalho.
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3 METODOS ESTATISTICOS NA INFERENCIA DE PARA-
METROS

3.1 Inferéncia bayesiana e método de Markov Chain Monte
Carlo

A estatistica bayesiana tem como base a interpretacdo de que a probabilidade
expressa o grau de confiangca em um evento. Este grau de confianga pode ser baseado em
conhecimentos prévios sobre o evento. Assim, a inferéncia bayseana consiste em medir a
probabilidade de uma hipétese usando os dados e as informagoes anteriores (GELMAN
et al., 2004).

Considere um conjunto de dados d = d;(i = 1,2,...) e uma hip6tese 6, dada por
um conjunto de pardmetros w, 0y = w;(i = 1,2,...), que modela os dados. Pelo teorema
de Bayes (Apéndice B), pode-se relacionar a verossimilhanga dos nossos dados -Z(d|6y)

a posterior, que é a probabilidade da hipdtese 6y condicionada aos dados mensurados,
P(6y|d). Assim,
£ (d|0o) P(8)
P(d)
Em que P(d) é a probabilidade dos dados, chamada de evidéncia.

P(6o|d) = (3.1)

Uma observacao importante é que a verossimilhanga é uma estatistica que mostra o
quao verossimeis sdo o conjunto de dados dado uma hipétese e o prior P(6y) é a informagao

a priori sobre o quao provavel é a hipotese.

Estamos interessados na hipotese que possui a maior probabilidade, assim pode-se
fornecer uma nova hipétese, calcular a probabilidade e compara-la a anterior. Fornecendo
outra hipdtese 6; = \;(i = 1,2, ...), pode-se comparar a posterior de 6y & de ¢, calculando

a razao entre as duas, ou seja,

P(6,|d) _ £(d|6:)P(6:) (3.2)
P(Oold)  Z(d|0)P(0) |

De forma um pouco menos simplista pode-se utilizar métodos de cadeia de Markov
para estimar a distribuicao posterior. Uma cadeia de Markov é um processo estocéstico,
formado por um conjunto de estados {zg, z1, x2, ...}, em que, dado um tempo t, somente o
atual estado z; afeta o estado futuro x;,1, ou seja, a probabilidade de um estado z;,; esta
condicionada ao estado anterior z;, P(x;41|x;). Ao considerar todo t =0, 1,2, ..., pode se
construir uma matriz de transicdo de probabilidades, em que as entradas sao dadas por

pij = P(x141 = jlz, = 1), i,j € S = espaco dos estados.

As cadeias de Markov sao utilizadas por meio do método de Markov Chain Monte

Carlo (MCMC). Este método tem como resultado a amostragem de uma distribuigao de
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probabilidade. Uma classe de MCMC sao os algoritmos de Metropolis-Hastings (HAS-
TINGS, 1970), que tem como base as etapas a seguir:

1. Definir uma distribui¢do proposta g.
2. Definir uma hipétese inicial 6y pertencente ao dominio de g.
3. Iteracao:
a) Gere um candidato a partir de g cujo valor seja dependente do anterior, 6.

b) Gere um nimero u a partir de uma distribui¢do uniforme U(0, 1).

c) Calcule a taxa de aceitacao:

(b, 0¢11) = min <P(9t+1) 9(0:]6¢11) ’ 1)

P(0:) g(01+10:)
Em que P(0) é distribuigao alvo.

d) Se u < «(b,0,41), aceite 0;,1. Caso contrario faga 0,1 = 6,

4. Repita a iteracao até atingir a acuracia desejada.

Uma limitagao que ocorre para algoritmos mais simples é que a matriz de transi¢ao
depende apenas do ponto atual e nao utiliza outras informagoes para gerar um novo ponto.
Isso é contornado usando muitas cadeias paralelas combinadas. Alguns algoritmos fazem
isso, como o APES (VITENTI; BARROSO, 2023) e o Affine Invariant MCMC Ensemble
Sampler (GOODMAN; WEARE, 2010).

Com a posterior também ¢é possivel construir intervalos de confianga que indicam
as margens de incertezas dos pardmetros. Isso pode ser feito escolhendo um parametro e
marginalizando sobre os demais pardmetros, ou seja, dado um intervalo [0, dmas] que
contém um parametro wy da hipdtese 6y, o nivel de confianga desse parametro nessa regiao

é

6777,31:0
/5 ~ P(wold)dwo =1 - «a, (3.4)
em que
P(wold) = /9 P(0o]d)dwr dws... (3.5)
0

é a distribuicao marginal de wy e o é um valor que indica a probabilidade fora da regiao

de confianca.
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3.2 Estimadores de maxima verossimilhanca (MLE)

A verossimilhanga £ é a probabilidade de obter o conjunto de dados x = {z;}

dado o conjunto de parametros 6 = {w;},
Z(x]0) = p(x1]0)p(z2]0)...

~ptn). o

Considerando que a verossimilhanca domina a estimativa da probabilidade pos-
terior (LUPTON, 1993), pode-se estimar os pardmetros de 6 que resultam na maxima
probabilidade dos dados.

Problemas de maximizacao podem ser muito complicados de se calcular computa-
cionalmente, assim, frequentemente utiliza-se a minimizacao de T,

T =—-2In(Z(zlw)). (3.7)

Isso é possivel pois as fungdes £ e In.Z sdo monotonicamente relacionadas e a mesma
estimativa de maxima verossimilhanca é obtida através de qualquer uma delas, sendo mais
vantajosa a segunda por ter em seu cdlculo um somatério ao invés de um produtério. Além
disso, quando a verossimilhanca vem de uma distribuicao gaussiana, esse método se torna

um problema de minimos quadrados, T = x?2,
2 _ [ <= (2 — fi(0))?
X° = | 3.8
(? 5(6) (88)

Em que f;(#) é o modelo tedrico com pardmetros 6.
Entao os estimadores de maxima verossimilhanga (em inglés Mazimum Likelihood

FEstimators, MLE) podem ser definidos como

w; = arg 7170*326791 {—2In(ZL(x|w))}. (3.9)

Analiticamente, calcula-se a minimizacao através da diferenciacdo de T em relacao

ao parametro que se quer estimar, ou seja,

Oln %

(?w w=w;

— 0. (3.10)

Esta equacao pode nao ter uma forma fechada para a estimativa, assim, em muitos casos

é necessario calcular o MLE numericamente.
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4 CALIBRACAO DE RELACOES RIQUEZA-MASSA

Este capitulo contém a descri¢ao da calibragao e anélises deste trabalho, que foram
feitas na distribuicao Riqueza-Massa. Para a calibracao foram usados os dados de riqueza
A, redshift z e massa M do catdlogo cosmoDC2, dos halos com densidade 200 vezes maior
que a densidade critica do Universo!, identificados via SO diretamente da simulacdo de
N-Corpos. Considerou-se um modelo de parametrizagao linear, dependente do logaritmo
natural da massa In M e z, e outro com termos quadraticos, como ¢é discutido na préxima

secao.

4.1 Relagoes Riqueza-Massa (A-M)

Considerando uma distribui¢cao massa-observavel como na equagao 2.22, a distri-

buigdo riqueza-massa pode ser escrita da seguinte forma:

(In(A) = (n(N)[M, Z>)21 '

2
20_11’1 A

P(In(\)|M, z) =

exp l— (4.1)

On av2r

Segundo o modelo de Ascaso, Ascaso et al. (2016), a média (InA|M, z) da distri-

buicdo pode ser parametrizada considerando uma dependéncia no redshift e na massa do

tipo:
M 1+=2
InA\|M, z) = In(— 1 . 4.2
(InA[M, z) = pio + n(MO>+u2n<1+z0) (4.2)
De mesma forma, o desvio padrao oy, » pode ser parametrizado como
M 1
Omx = 0¢ +011n (%>+021n(1:;>~ (4.3>

Em que, p; = {0, pt1, fto, 00, 01,02} € o vetor de parardmetros deste modelo de relagao
riqueza-massa, My é uma massa pivot, My = 3.0 x 10M® e zy é um redshift pivot,
z20 — 0.6.

Neste trabalho, além dos termos lineares, também considerou-se uma parametriza-
¢ao estendida com termos quadraticos, além de um termo cruzado entre massa e redshift,
afim de comparar os dois tipos de parametrizacao e o impacto que termos de ordem supe-

rior teriam no formato da distribuicao. Assim, o segundo modelo de parametrizacao para

L A densidade critica do Universo p, é uma quantidade definida, a partir das equacdes de Friedmann,

como
_ 3Hy?
Pec = ek
em que Hy é a constante de Hubble e G é a constante gravitacional universal de Newton. Veja sobre
em Carroll (2014), capitulo 8.
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Tabela 1 - Ascaso
Inicial Melhor ajuste MLE MCMC

o 3.190 4.454 4.454 £ 0.005
o 0.868 0.689 0.873 £+ 0.001
e -0.304 1.237 0.042 £ 0.002
oo 0.000 0.227 1.773 £ 0.001
o;  0.000 -0.051 -0.141 £+ 0.0007
oy 0.000 -0.125 0.142 £ 0.001

a média e desvio padrao avaliado é:

M M
(In \|M, 2) = po + piarn In (M()) + piar2(In (MO))2+

1+2 1+2
al Lol 2 4.4
mn(lﬂo)wxn(lﬂo)w (4.4)

n 1 <1+2)1 (M>
>IN n|——
Hum 1—|—ZO M()

=00+ 1<M)+ (1<M)ﬂ+
Olnx = 0o T Op1 1N M, O pr2\11L M,
1 1
+0.1 1n (1 : - ) + 0.2(In < 2 ))2+ (4.5)

20 1+ZO
n 1 (1+Z>l (M)
Opz 1N n

M 1"—20 Mo

Em que, p, = {,UOaMMl;PJM%MZla,uZQa,UMZaU()»UMlaUM2aUZl7UZQaOMZ} € o vetor com os
12 pararametros do modelo estendido.

4.2 Analise I: Modelo de Ascaso

A inferéncia dos parametros p; foi realizada utilizando os métodos descritos no
capitulo 3. Tanto para os MLE quando para o MCMC foram utilizados métodos im-
plementados na NumCosmo. A verossimilhan¢a (Equacao 3.6) foi calculada usando a
distribui¢ao P(In(\)|M, z, p) (Equagao 4.1) e os momentos do modelo de parametrizagao

(para a andlise I, equagoes 4.2 e 4.3) :

Z(InAp) = HP In(\,)|M, z,p). (4.6)

Primeiramente, foram escolhidos valores iniciais para os parametros contidos, veja
tabela 1, depois esses parametros foram deixados livres. Utilizando o conjunto completo de
dados foi encontrado o melhor ajuste para os dois modelos, via MLE, também disponiveis

na tabela 1. Depois esses valores foram utilizados como valores iniciais para o MCMC.

Para encontrar os limites nos parametros dos modelos, utilizou-se o algoritmo
NemFitESMCMC em conjunto com o algoritmo APES (VITENTI; BARROSO, 2023),
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implementados na NumCosmo, em que o algoritmo calculou 300 cadeias, considerando o
modelo de Ascaso. Para gerar as amostras da posterior além da verossimilhanga (Equacao
4.6) foi utilizado um prior uniforme para os pardmetros. Os resultados constam na Tabela
1 e as regioes de confianca de 68% e 95% para os pardmetros inferidos podem ser vistas

no grafico da figuras 2.

Ascaso
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Figura 2 — Resultado para a analise por MCMC dos parametros do modelo de parametri-
zacao de Ascaso, com 3 x 10° pontos. Os contornos correspondem as regides
de confianca dos parametros de 68% (verde mais escuro) e 95% (verde mais
claro).

Na determinagao de um modelo que descreva os dados, é importante analisar
as diferencas entre os valores previstos pelo modelo e os dados reais. Assim, a andlise
dos residuos pode conter informagoes a cerca da qualidade do ajuste e indicar a possivel
existéncia de um viés. Neste trabalho calculamos um vetor de residuos res para cada valor
de riqueza nos dados e seu correspondente valor de massa e redshift, fixando os valores

dos parametros conforme o melhor ajuste da tabela 1 e ponderando pelo seu respectivo



24

desvio padrao:

rog = SN = (In XM, ) 1,23 . (4.7)
Oln )\,

O resultado do céalculo dos residuos para o conjunto completo dos dados e o mo-
delo de Ascaso é mostrado nos graficos da Figura 3. Pode-se observar que os residuos
apresentam uma grande heteroscedasticidade, diminuindo a variancia, quando tragados
em relacdo a In M e o mesmo, mas de forma mais leve, quando tracados em relacdo ao

redshift (para altos valores de z).

Residuos Parametrizacdo de Ascaso

Residuos
{=]

Residuos
o

Residuos
Residuos

Figura 3 — Residuos: Os dois graficos de dispersao superiores representam os residuos
calculados levando em consideracao o modelo de parametrizagao de Ascaso, os
inferiores o da parametrizacao estendida. Os da esquerda representam residuos
X In M e os da direita residuos x z, a linha preta pontilhada marca residuo
= 0.0.

Quanto a normalidade dos residuos, ao fazer os histogramas (Figura 4), pode-se no-
tar visualmente que a distribuicao dos residuos apresenta uma assimetria nao desprezivel,

indicando que nao ¢ uma distribui¢cao normal.

Para testar a normalidade dos residuos de modo formal, utilizou-se o teste de
Kolmogorov-Smirnov (KS) (KOLMOGOROV, 1933; SMIRNOV, 1939), que compara duas
distribuigoes através da distancia entre suas respectivas fun¢oes cumulativas (ou funcao de
distribui¢ao acumulada). Esse teste foi escolhido por ser eficaz em amostras com grandes
numeros de dados. Assim, foi aplicado o teste KS para res e para as amostras de uma
distribuicao normal com média e desvio padrao igual ao de res. Para que a distribuicao

de res seja igual a da normal, com uma confianca de 95%, a estatistica p-valor deve ser
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Figura 4 — Histograma dos Residuos: pode-se notar uma assimetria na distribuicao dos
residuos tando para o modelo de Ascaso (verde), quanto o estendido (roxo).

Tabela 2 - Estendido

Inicial Melhor ajuste MLE MCMC

o 3.190 4.604 4.606 + 0.014
pay1 o 0.868 0.872 0.873 = 0.010
parz - -0.304 0.042 0.042 £ 0.002
pz1  0.000 1.774 1.773 £ 0.015
fzz2  0.000 -0.141 -0.141 + 0.010
parz - 0.000 0.142 0.142 + 0.005
oo 0.330 0.288 0.291 + 0.011
om1 -0.080 0.017 0.019 + 0.008
om2  0.000 0.015 0.016 % 0.002
oz1 0.000 -0.017 -0.015 £+ 0.013
ozo  0.000 0.008 0.009 £+ 0.007
omz  0.000 0.037 0.038 + 0.004

maior que 0.05, caso contrario essa hipotese é rejeitada. Os p-valor encontrados para o

modelo de Ascaso foi 0.00, isso indica que a distribuicao de res nao é normal.

estendido, que considera termos quadraticos dependentes de In(M) e In(1 + z), para

Os resultados desta analise motivaram a uma segunda analise com um modelo

entender se o formato dos residuos se deve a uma caracteristica dos dados ou é dependente

do modelo de relagao riqueza-massa.

4.3 Analise II: Modelo estendido

Nesta andalise o mesmo procedimento feito para a inferéncia dos parametros p, foi

realizada para os parametros do modelo estendido, p,. Os valores fiduciais para o calculo

dos MLE e os resultados do ajuste podem ser vistos na tabela 2.
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Para encontrar os limites nos pardmetros modelo estendido, foram calculadas 2200

cadeias no NemFitESMCMC. Os resultados podem ser vistos na Tabela 2 e as regioes de

confianca de 68% e 95% para os parametros inferidos podem ser vistas nos gréaficos das

Figura 5 .
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Figura 5 — Resultado para a analise por MCMC dos parametros do modelo de parame-
trizacdo estendida, com 2,288 x 10% pontos. Os contornos correspondem as
regides de confianga dos pardmetros de 68% (roxo mais escuro) e 95% (roxo

mais claro).

Quanto a analise dos residuos, pode-se perceber, nas figuras 3 e 4 que os resultados

sao bem parecidos com o do modelo de Ascaso, apresentando heterocedasticidade na

dispersao dos residuos em relagao a In M e z e mantendo uma distribuicao assimétrica de

formato semelhante.

A proximidade entre o formato dos residuos das relacoes de escala de Ascaso

e sua versao estendida ainda nao determina que esses resultados provenham de uma
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caracteristica natural dos dados. Isso motiva a uma reconstrugao da média (In \|M, z) e
variancia oy, , usando pequenos intervalos de In M e z e a comparacgao desta reconstrucao

com as parametrizacoes ja discutidas, isso sera apresentado na préoxima secao.

4.4 Analise III: Analises em intervalos

Para fazer uma andlise de validagdo mais profunda dos modelos analisados até
aqui, o procedimento ideal seria uma comparacao com valores reais dessas quantidades
através de uma validagdo cruzada, como isso nao é possivel, propos-se reconstruir o com-
portamento da média e desvio padrao através da divisdo dados em pequenos intervalos. A
cada pequeno intervalo de massa e redshift sao calculados a média e desvio padrao de In A
e, ao fim, é obtido um conjunto de médias e desvios padroes que podem ser vinculadas a

um valor aproximado de In M e z.

Para fazer a reconstrucao, primeiramente os dados do catalogo provindo do cos-
moDC2 (KORYTOV et al., 2019), que tem um range de massas de halos variando entre
1.00 x 1013M,, e 1.88 x 10 My, e, redshifts de 0 a 3, foram divididos em intervalos de
z com largura 0.05 e In M com largura 0.25, de forma que os 454475 halos do catalogo
simulado foram separados em 1281 intervalos. Considera-se In \;, In M; e z;, os i-ésimos
conjuntos de valores de In A, In M e z, respectivamente, que estao dentro de cada inter-
valo. Para cada In \; foi feito um histograma, o resultado dos primeiros 200 e 1ltimos 200
histogramas estao contidos na Figura 6, para ilustrar o formato das distribui¢des dos In );

(caso queira uma visualiza¢do maior, veja o Anexo A).

Observa-se pelos histogramas que a distribuicao de In \; aparenta ter uma forma
gaussiana e para averiguar normalidade foram realizados os testes KS e de Shapiro-Wilk
(SHAPIRO; WILK, 1965), SW, que testa se uma amostra vem de uma distribui¢ao nor-
mal e é recomendado para amostras com menos de 50 elementos (PIGATTO, 2005). Para
intervalos com menos de 5 elementos nao foram aplicados os testes pois, poucos ou ne-
nhum elemento, nao fornecem um resultado confiavel. Para intervalos de 5 a 50 elementos
foi aplicado o teste SW e para maiores de 50 elementos foi aplicado o teste KS. Os resul-
tados foram que 72.55% dos In \; analisados pelo teste KS (206 intervalos) e 85.92 % dos
In \; analisados pelo teste SW (499 intervalos) foram considerados normais com 95% de

confianca.

A partir dos resultados dos testes KS e SW, pode-se supor uma normalidade na
distribuicao de In\; e assim considerar seu valor esperado como a média aritmética de In \;,
i x- O conjunto de médias tracado em relacao a valores de In M e z é uma reconstrugao

de (In A\|M, z) e pode ser visto na Figura 7.

Nos graficos da Figura 7 observa-se que pu, ), aparenta ter uma relagdo linear com

InM, ja quanto a z, a forma das curvas aparentam ter uma relacao quadratica. Pode-se
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(b) Histogramas dos 200 tltimos intevalos de
In A

Figura 6 — Histogramas dos 200 primeiros (baixas massas e redshifts) e 200 tltimos (altas
massas e redshifts) intervalos de In A\: Em azul os histogramas dos conjuntos
In \;. As linhas pretas sdo o trago de uma gaussiana de média e desvio padrao
igual ao do respectivo In \;.

verificar a relagao entre py, ) € In z na Figura 8, nota-se que essa relagao nao ¢ linear.

Usando a reconstrucao da média py, ) pode-se entdo validar os resultados dos
modelos de relagoes (In A|M, z) e desvios padroes oy, 5. Tragando a evolucao de py, )y e
(In \|M, z) em relagdo a InM e z, de forma sobreposta, é possivel comparar de forma

visual o comportamento dessas duas quantidades. Isso ¢é feito nos graficos das figuras 9 e
10 .

Percebe-se, pela Figura 10, que visualmente o modelo estendido da média aparenta
se encaixar melhor na sobreposicao com py, ). Para testar a qualidade de ajuste de ambos
os modelos em comparacao com a fy, \ foi realizada uma validagao cruzada em que 30%
dos dados foram separados em um conjunto de teste e 70% em um conjunto de treinamento

para os modelos. Isso realizado com o algoritmo train_test split 2 da biblioteca numérica

2 https://scikit-learn.org/stable/modules/generated /sklearn.model _selection.train_ test_ split.html
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Figura 7 — p, \ em fungdo de In M e z: Os graficos mostram as médias dos conjuntos In \;
tracadas em relagdo a In M e z. Para fazer o grafico de dispersao foram usadas
as médias de In M e z em cada intervalo e relacionadas a uy, do respectivo
intervalo. No grafico mais a esquerda ha p, ) tracado em relacao a In M e z,
no grafico ao centro ha uma projecao py,, do primeiro grafico em relacao a
superficie In M x p, 5, € no grafico mais a direita uma projecao na superficie
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Figura 8 — p,\ em funcao de In 2.

scikit-learn, que divide os dados em subconjuntos aleatérios de treinamento e teste. Com
o conjunto de treinamento e usando o método de MLE, foram ajustados os parametros
dos modelos. Depois, com o conjunto de teste, foi calculado (In A\|M, z) e comparado com
i x utilizando estatisticas como o erro relativo, o erro quadratico médio (Mean Squared
Error, MSE) e sua raiz (Root Mean Squared Error, RMSE), e o erro médio absoluto
percentual (Mean Absolute Percentage Error, MAPE).
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Figura 9 — Modelo de Ascaso para (In A|M, z) em comparagao com a resconstrucao atra-
vés de intervalos: em escala de cores o modelo de Ascaso, em preto a recons-

trucao usando as médias iy, x.

O erro relativo, ER, pode ser calculado através da equagao

ER(hl il Mj,zi) — {

In X, | M, 2;) — iy, .
(n | Z> Ml)\}71:1,2,
len)\

Ele indica o quanto um ponto do modelo, (In A\;|M;, z;) esta afastado do respectivo ponto

3, ...

(4.8)

Wiy Tracando um grafico de dispersio de KR vs. o conjunto de predigao, Figura 11,

tem-se que o ideal é que os pontos estejam dispersos de forma aleatéria, de forma que os

erros nao tenham algum tipo de correlacao (homocedasticidade), mas no gréafico observa-

se que para valores mais altos do conjunto de predicao a variancia dos erros relativos é

maior.
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Figura 10 — Modelo estendido para (In A|M, z) em comparagao com a resconstrucao atra-
vés de intervalos: em escala de cores o modelo estendido, em preto a recons-

trucao usando as médias i, z.

Na figura 12, pode-se observar os histogramas dos erros relativos e, aplicando um
teste KS, o resultado é que em ambos os modelos os residuos nao apresentam normalidade,

o p-valor para Ascaso é 1.013 x 107!° e para o modelo estendido é 4.111 x 10735,

O erro quadratico médio é uma estatistica que d4 uma nogao geral de quanto os
pontos do modelo diferem do que se quer estimar. O cédlculo para o MSE dos modelos de
(In \;|M;, z;) sao feitos por

1 X, 2
MSE<IH>\i|Mi7Zi> - N Z(:U’ In\ — <]Il )"LlM%’ ZZ>) . (49)
O resultado usando o conjunto de teste é que para o modelo de Ascaso o MSE foi de 0.018

e para o modelo estendido foi de 0.040.
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Figura 11 — Erros relativos dos modelos de (In \;|M;, z;) calculados usando o conjunto de

teste.
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Figura 12 — Histogramas dos erros relativos dos modelos de (In \;|M;, z;) calculados
usando o conjunto de teste.

Quanto ao MAPE, essa é uma estatistica de erro relativo médio que utiliza valores
absolutos para impedir que os erros positivos e negativos se anulem. E bastante utilizada
em areas como economia e logistica por ser uma meio intuitivo de inferir a qualidade
de ajuste de um modelo de regressao e comparagao com outros modelos de previsao
(MYTTENAERE et al., 2016). Para o caso do ajuste de (In \;|M;, z;), o MAPE pode ser

calculado como

1 X (In A | My, 25) — piln
MAPE @z M 2) = N Z N ’

Para Ascaso o erro de previsao da estimativa da média, segundo o MAPEyy, y,u;,2,) € de
2.19%, ja para o modelo estendido é de 2.57%.

(4.10)
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Além de (In A\;| M;, z;), o modelo do desvio padrao oy,  também foi avaliado. Usando
os intervalos divididos anteriormente, foi calculado o ¢¢, para os dados dentro de cada
intervalo i. Nas Figuras 13 e 14 pode ser observado o grafico de dispersao que sobrepoe

os valores de oy, y, ao longo de InM e z, com os valores de o°.

Modelo de Ascaso
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0.35

=
w
=
Oina

0.25

0.20

InM

32

Figura 13 — Modelo de Ascaso para oy, em comparacao com a reconstrucao do desvio
padrao usando intervalos: em escala de cores o modelo de Ascaso, em preto
a reconstrugao usando os desvios padroes o’.

Pode se notar nas figuras que ambos os modelos o1,y ndo se aproximam bem do
formato da reconstrucao usando os o?, tendo uma diferenca notavel quando tracado em
relacao a In M. Fazendo a validagao cruzada, usando os mesmos conjuntos de treinamento
e teste anterior, foram calculadas as estatisticas de erros. O resultado para os erros relati-
vos pode ser visualizado na Figura 15(a), na Figura 15(b) tem-se os mesmo resultados mas

excluindo possiveis outliers (ER > 10). Quanto ao M SE,,_,, para Ascaso o resultado foi

InX?
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Modelo Estendido (In(1 + z))
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Figura 14 — Modelo estendido para o}, em comparacao com a reconstrucao do desvio
padrao usando intervalos: em escala de cores o modelo estendido, em preto a
reconstrugao usando os desvios padroes o’.

de 0.008 e para o modelo estendido 0.012. Para o M APE,, , os resultados foram 58.35%
e 70.83% respectivamente. Esses valores mostram quantativamente o quao distante estdao

os valores calculados pelos modelos dos valores reconstruidos através dos o°.

Os resultados da andlise do desvio padrao mostram que ha uma grande discrepan-
cia entre os resultados dos modelos e o da reconstrucao por intervalos. Além disso, esses
resultados podem estar relacionados aos dos residuos das andlises I e II que apresentaram
heteroscedasticidade, o decrescimento na variancia de res ao longo InM e z. Isso indica

que esses modelos de paremetrizagao de oy, » podem nao ser adequados.
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Figura 15 — Erros relativos dos modelos de oy, calculados usando o conjunto de teste.
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5 CONCLUSAO

A Cosmologia atual esta fortemente interligada as analises estatisticas de dados
observacionais. Por meio de distribui¢cbes massa-observaveis pode-se inferir parametros
cosmologicos e testar os modelos tedricos. Devido a isso, as préprias distribuigoes devem

ser testadas, a fim de avaliar o quao bem elas descrevem os dados.

Neste trabalho foram estudados dois modelos de parametrizacao para a distribui-
cdo Riqueza-Massa, a parametrizacao de Ascaso e a estendida. Inferiram-se seus para-
metros via MLE, e seus resultados foram validados usando uma comparacao entre os
resultados dos modelos de parametrizacao e das reconstrucoes da média e desvio padrao

usando intervalos de dados de largura 0.05 para z e largura 0.25 para In M.

Para as calibragoes de (In \;|M;, 2;), conclui-se que os modelos de Ascaso e es-
tendido, equacoes 4.2 e 4.4, possuem resultados parecidos. Quando comparados com a
reconstrugao da média por intervalos, visualmente (Figuras 9 e 10) tem comportamentos
proximos ao de p,x ao longo de In M e z. Esse resultado é validado quantativamente
através das estatisticas de erros, para o modelo de Ascaso o RMSE é de 0.135 e 0o MAPE
¢ 2.19%, j4 para o modelo estendido esses valores sao 0.200 e 2.57% respectivamente. Esses

valores indicam uma diferenca relativamente baixa entre os modelos e a reconstrucao.

A respeito da calibragdo dos modelos de desvios padroes oy, nota-se facilmente
pelos graficos das figuras 13 e 14 que ha uma grande discrepancia entre os modelos e
a reconstrucao através dos dados. Esses resultados ficam ainda mais notaveis ao calcu-
lar o MAPE, para o modelo de Ascaso 58.35% e para o estendido 70.83%, indicando
uma grande diferenga dos comportamentos dos modelos em relagao a reconstrugao. Esse
comportamento indica que esse modelo de parametrizacdo nao é adequado, o que pode
explicar a heteroscedasticidade que foi observada na dispersao dos residuos nas analises I

e I, Figura 3.

Esses resultados motivam uma futura investigacao mais detalhada a cerca da dis-
crepancia de oy, , e de modelos mais precisos para as relagoes Riqueza-Massa. Além disso,
o estudo a respeito da reconstrugao e calibracao dessas relagoes é apenas um passo ini-
cial para futuros trabalhos a respeito de reconstrugoes nao-paramétricas de distribuicoes

massa-observaveis.
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APENDICE A - PROBABILIDADE

Calculos probabilisticos sao essenciais para a andalise de dados observacionais pois
estes possuem uma incerteza associada a sua medi¢ao. Além disso, usando um ferramental
estatistico é possivel estimar propriedades intrinsecas através de observaveis de um objeto

de estudo, como os aglomerados de galadxias, por exemplo.

Considerando um espago amostral €2 (espaco de todos os eventos possiveis), a
probabilidade de se observar um evento X, resultado provindo desse espago, é definida

como

n(X)
n(§2)’

em que n(X) é o nimero de observacoes de X e n(£2) é o nimero total de eventos que

P(X) = (A.1)

podem ser medidos. A probabilidade também pode ser interpretada como o quanto de

confianca se tem de que um evento X ocorra, dado um espago amostral §2.

Se considerarmos dois eventos X e Y, a probabilidade conjunta desses dois
eventos, P(X NY') pode ser definida como a chance de X e Y ocorrerem simultaneamente

e pode ser definida como

P(X,Y)=P(XNY) = P(X)P(Y). (A.2)

Também pode-se calcular a probabilidade de X ou Y ocorrer, ou seja, a probabi-
lidade desses eventos nao ocorrerem juntos. Esta serda dada pela juncao da probabilidade
de cada caso excluindo a situagao em que os dois eventos ocorram simultaneamente, ou

seja,

P(XUY)=P(X)+P(Y)-P(XnY). (A.3)

Caso o evento X esteja condicionado a ocorréncia de Y, a probabilidade condi-
cional P(X|Y') pode ser definida por

P(XNY)

POXIY) = =55

(A.4)

A probabilidade também pode ser calculada para conjuntos de variaveis continuas
dentro de um intervalo. Dado um conjunto w = {w;} e outro v = {w;}, pertencentes
ao espaco (), pode-se definir uma funcao densidade de probabilidade, p(w,v), tal que a

probabilidade conjunta de w e v em um intervalo I' = {a < w; < b;jc<v; <d} € Q é

Pw,vel)= //Fp(w,v)dwdv. (A.5)
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As distribui¢coes marginais de w e v sdo definidas como as densidades de pro-

babilidade de cada variavel independentemente, ou seja,

P(w) = /vp(w,v)dv,

(A.6)
P(v) :/wp(w,v)dw.

Voltando a probabilidade condicional, a probabilidade de uma variavel v condici-

onada a outra w, P(v|w), pode ser invertida, de forma conveniente, da seguinte forma:

Consideramos as probabilidades

Pluwlv) = }w ~ P(wnv) = P(w|v)P(v) (A7)
P(olw) = P(]f(z];”) ~ P(vnw) = P(o]w)P(w). (A3)

Como P(wNwv) = P(vNw), podemos juntar A.7 e A.8 em uma tnica equagdo, a qual é

denominada teorema de Bayes,

P(ulo) P(v)

Plvfuw) = =50

(A.9)
Aqui, P(v|w) é chamada de probabilidade posterior, P(w|v) é a verossimilhanga, P(v) é
a probabilidade anterior ou prior e P(w) é a evidéncia. Esta equagao é muito importante
na inferéncia de parametros a partir de dados observacionais, neste tipo de analise con-
sideramos w como um conjunto de dados e v como um conjunto de parametros de um

modelo.
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Figura 16 — Histogramas dos 200 primeiros intevalos de In A
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