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1 INTRODUÇÃO

Desde os primórdios a humanidade tem olhado para o céu e buscado explicações

sobre os processos naturais que via ao seu redor. O que são os pontos brilhantes no

céu? Porque há dia e noite? O céu é infinito? A curiosidade humana produziu diversas

perguntas que ao longo de milênios levaram a discussões que impulsionaram a busca por

conhecimento. Hoje, sabe-se que algumas dessas questões foram respondidas, algumas

ainda busca-se respostas, outras talvez nunca serão esclarecidas.

A atração pelo céu levou a construção de instrumentos para melhor observá-lo,

assim nasceram os telescópios. Com os primeiros telescópios foi possível ver que o planeta

Terra era apenas um de vários outros e além disso, havia corpos que também orbitavam

esses planetas. Assim, sistemas cada vez mais complexos seriam mais e mais desbravados.

Com o avanço dos telescópios, foi possível enxergar cada vez mais longe. Diversos

sistemas astrofísicos novos e maiores foram descobertos, o que gerou debates. O quão

grande é o Universo em que vivemos? Alguns pensavam que o Universo se restringia a

nossa própria galáxia, outros que nossa galáxia é apenas uma de muitas outras espalhadas

pelo cosmos (PIGATTO, 2005). As evidências encontradas mostraram que o segundo

grupo estava correto (HUBBLE, 1929b).

Foi alimentado pela vontade de saber mais sobre esses objetos que Edwin Hub-

ble as estudou e classificou. Além disso, ele percebeu que elas se afastavam umas das

outras na mesma taxa (figura 1), conhecida como ‘constante’ de Hubble, H0 (HUB-

BLE, 1929a). No entanto, a taxa medida por Hubble na época estava bastante imprecisa,

cerca de 500 km s−1Mpc−1, devido a subestimação nos valores das distâncias. Hoje sabe-

se que o parâmetro de Hubble evolui com o redshift (desvio para o vermelho), sendo

H0 quando o redshift é 0 (e.g. Nishizawa, Taruya e Saito (2011), Moresco e Marulli

(2017)). Diversas pesquisas vêm tentando medir precisamente H0, mensuramentos fei-

tos através de estrelas cefeidas e supernovas do tipo Ia levam a uma faixa de valores de

73.2 ± 1.4 km s−1 Mpc−1 (RIESS et al., 2021), já inferências do Planck apontam para

uma faixa de 67.4 ± 0.5 km s−1 Mpc−1 (Planck Collaboration et al., 2020b), o que indica

divergências entre diferentes tipos de medidas, veja Valentino et al. (2021).

Com os resultados de Hubble pôde-se concluir que o Universo está em expansão

e a partir disso, ao longo das décadas diferentes modelos cosmológicos começaram a ser

considerados. Naturalmente criou-se o interesse em esclarecer quais os mecanismos que

iniciaram essa expansão, bem como entender a física do Universo primordial.

Em 1917, Einstein publicou o que é considerado por muitos o primeiro modelo

cosmológico. O modelo era baseado em uma solução para suas equações de campo da
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Figura 1 – Gráfico de distância versus velocidade radial de galáxias, publicado por Hubble
em 1929.

Relatividade Geral (RG) (EINSTEIN, 1917). Neste foi introduzida uma constante, hoje

chamada de constante cosmológica, Λ, para contrabalancear o efeito atrativo da gravidade,

afim de modelar um Universo estático, de acordo com o que ele pensava na época.

Atualmente, o modelo mais consolidado é o Modelo Cosmológico Padrão, ΛCDM,

que tem como princípio a homogeneidade e isotropia do espaço, em escalas maiores que

100 Mpc, além de considerar a estrutura da RG com a constante cosmológica (CARROLL;

PRESS; TURNER, 1992). Medidas observacionais, como por exemplo a observação das

distâncias de supernovas tipo Ia (RIESS et al., 1998), mostram uma expansão acelerada

do Universo e trazem a necessidade da inclusão, no ΛCDM, de uma componente de energia

com pressão negativa, chamada de energia escura, a qual a natureza ainda é desconhecida.

Outra questão em aberto que vem da RG, são as evidências, como as curvas de rotação de

galáxias espirais (RUBIN; FORD W. KENT, 1970), velocidades de dispersão de galáxias

(ZWICKY, 1933) e lenteamento gravitacional fraco (MARKEVITCH et al., 2004), que

apontam para um tipo de matéria desconhecida, não observável, que interage apenas de

forma gravitacional, denominada matéria escura.

Diversos grandes levantamentos de dados vem trabalhando a mais de 20 anos em

buscas de respostas para as questões em aberto, como (Planck Collaboration et al., 2020a),

que buscou, através dos dados, informações a respeito do Universo primordial, e SDSS

(Sloan Digital Sky Survey)(Kollmeier et al., 2019), um grande levantamento espectroscó-

pico do céu, buscando dados de milhões de objetos.

Pesquisas observacionais de grande escala estão cada vez mais entrelaçadas ao

desenvolvimento de modelos cosmológicos sólidos. Em 2013, o DES (Dark Energy Survey)

(Dark Energy Survey Collaboration et al., 2016) entrou em operação. Uma colaboração

que contou com pesquisadores de mais de 25 países, incluindo Brasil. De 2013 a 2019,

foram levantados os dados de 300 milhões de galáxias e 5000 graus quadrados do céu
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com 5 filtros ópticos diferentes 1. Essas valiosas informações são usadas por inúmeras

pesquisas hoje que investigam a natureza da energia e matéria escura através da restrições

de parâmetros cosmológicos, e.g. Abbott et al. (2023).

Hoje outras grandes colaborações estão em andamento para investigar a evolução

do universo, como DESC-LSST 2 (Dark Energy Science Collaboration - Rubin Observatory

Legacy Survey of Space and Time) (The LSST Dark Energy Science Collaboration et

al., 2018) e Euclid 3 (Euclid Collaboration et al., 2022). O DESC é uma colaboração

internacional que pretende usar dados do telescópio LSST para mensurar com alta precisão

parâmetros cosmológicos fundamentais. Atualmente, a colaboração possui o catálogo de

galáxias sintéticas cosmoDC2 (KORYTOV et al., 2019) que cobre 440 graus quadrados

do céu, com redshift até z=3, e tem o objetivo principal de servir de apoio para a ciência

de precisão da colaboração.

Um dos objetos de estudo mais importantes desses levantamentos são os aglome-

rados de galáxias. Formados por coleções de galáxias, esses objetos são uma das maiores

estruturas do Universo e são conhecidos por serem "sondas" cosmológicas, isso porque suas

propriedades, principalmente sua massa e distribuição espacial, estão intrinsecamente re-

lacionadas com a formação das estruturas em larga escala, como será discutido no próximo

capítulo.

Dados de propriedades de aglomerados de galáxias podem ser utilizados para en-

contrar limites nos modelos cosmológicos (e.g. Abdullah et al. (2023)), mas, medidas

observacionais contêm erros intrínsecos que precisam ser considerados. Além disso, a mo-

delagem estatística deve ser robusta e coerente com o comportamento dos dados. Erros

na análise estatística enviesam as estimativas e isso pode resultar em conclusões errôneas

a respeito de modelos cosmológicos.

Algumas propriedades de aglomerados que são utilizadas para testar modelos cos-

mológicos são massa, redshift e riqueza. A massa não é um observável direto, para ser

mensurada, frequentemente é necessário utilizar sua relação com outras propriedades (ob-

serváveis), que são denominadas proxies. Uma propriedade importante que pode ser utili-

zada como proxy de massa é a riqueza (e.g. Andreon (2010)), ela é a medida da quantidade

de galáxias de um certo tipo, membros do aglomerado. Os critérios de medida de riqueza

não são bem definidos visto que ela depende do critério de identificação do aglomerado,

tendo significados distintos para diferentes referências, por exemplo, Chiu et al. (2020)

usam a definição de riqueza como a sobredensidade de galáxias de sequência vermelha, já

Croft et al. (1997) define a riqueza como o número ponderado de galáxias dentro de um

raio de contagem em um intervalo de magnitude. Neste trabalho, considera-se riqueza a
1 www.darkenergysurvey.org/
2 lsstdesc.org/
3 www.esa.int/Science_Exploration/Space_Science/Euclid_overview
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quantidade de partículas de matéria escura associadas ao halo (aglomerado) identificado

via Spherical Overdensity (SO) da simulação de N-Corpos.

Pode-se associar a riqueza à massa de um aglomerado por meio da distribuição

riqueza-massa, que é a distribuição de probabilidade das medidas de riqueza condicionada

aos dados de massa e redshift. A gaussianidade da distribuição massa-observável é ampla-

mente proposta, desde Lima e Hu (2005), em que motivam esse formato pela dispersão

dos observáveis em relações de escala entre medidas de propriedades de aglomerados. Al-

gumas dessas pesquisas propõe diferentes parametrizações para a média e variância da

distribuição (e. g. Saro et al. (2015) e Murata et al. (2018)). Deve-se ter cuidado ao assu-

mir a normalidade dessa distribuição, visto que há indícios de uma não-gaussianidade que

deve ser considerada para observáveis que possuem grande dispersão, como os de riqueza,

sendo mais perceptível para valores mais altos de massa e redshift dos aglomerados, veja

Shaw, Holder e Dudley (2010).

Neste trabalho estudou-se a calibração da distribuição riqueza-massa utilizando o

catálogo simulado cosmoDC2 assumindo o modelo de , como o de Lima e Hu (2005), e

usando parametrizações para a média e desvio padrão da distribuição, com o objetivo de

estudar o comportamento destes modelos. Para isto, primeiramente foram ajustados os

valores para os parâmetros desses modelos através de métodos estatísticos de inferência.

Depois, através da divisão em pequenos intervalos dos dados de massa e redshift, foi rea-

lizada uma reconstrução destas relações, que foi usada para fazer uma validação cruzada

com os modelos calibrados.

Para a calibração das relações riqueza-massa foram retirados dados de riqueza,

massa e redshift do cosmoDC2 disponíveis no NERSC4(National Energy Research Sci-

entific Computing Center), um supercomputador localizado nos Estados Unidos a qual

a equipe tem acesso por meio do DESC-LSST. Para auxiliar nos cálculos numéricos, foi

utilizado a Numerical Cosmology Library5 (NumCosmo), que é uma biblioteca numérica

de cosmologia com diversas ferramentas que podem ser usadas para análises de modelos

estatísticos e cálculos cosmológicos.

O conteúdo dessa dissertação esta dividido da seguinte forma: No capitulo 2, é

feita uma breve revisão sobre como a formação de estruturas no universo está relacionada

à abundância de aglomerados de galáxias e como liga-se suas propriedades observáveis à

massa através de relações massa-observáveis. No capitulo 3, é tratado sobre os métodos

estatísticos usados na inferência de parâmetros. No capítulo 4 são descritas as análises e

os resultados obtidos e no 5 a conclusão do trabalho.

4 https://www.nersc.gov/
5 https://numcosmo.github.io/
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2 AGLOMERADOS DE GALÁXIAS E AS RELAÇÕES

MASSA-OBSERVÁVEL

Os aglomerados de galáxias são grandes estruturas supermassivas formadas por

matéria escura, gás no meio intergalático e galáxias. Suas propriedades podem ser ligadas

à evolução das estruturas em grandes escalas através da função de massa, que nos dá o

número de aglomerados em uma região. Neste capítulo é feita uma breve revisão sobre a

formação de estruturas e sua ligação com a contagem de aglomerados e como associamos

as propriedades observacionais dos aglomerados à massa por via de relações de escala e

de distribuições massa-observáveis.

2.1 Formação de estruturas, função de massa e distribuição de

aglomerados

Segundo o modelo ΛCDM, o Universo apresenta uma homogeneidade espacial em

grandes escalas. Mas para escalas menores deve-se considerar a existência de variações de

densidade conforme a localidade x⃗ de um ponto no espaço. As pertubações de densidade

de matéria são descritas pelo contraste de densidade δ(x⃗), que é a variação da densidade

de matéria em um certo ponto ρ(x⃗) em relação a densidade média de matéria do Universo

ρm,

δ(x⃗) :=
ρ(x⃗) − ρm

ρm

. (2.1)

A formação de estruturas ocorre em consequência da evolução do contraste de

densidade de matéria. Devido à interação gravitacional a densidade em um ponto do

espaço pode aumentar ao passo que em outra região ela diminui, em razão disso as flutua-

ções de densidade acabam dando origem a estruturas cosmológicas. Essas flutuações foram

originadas no Universo primordial, onde havia flutuações quânticas em um campo de den-

sidade quântico aleatório, onde posteriormente deram origem as pertubações primordiais

no campo de matéria, que são a condição inicial para a evolução de δ(x⃗) (DODELSON,

2003).

O valor mensurado do contraste de densidade em um ponto do espaço é uma

realização de uma distribuição gaussiana (isso é assumido considerando o grande número

de flutuações de densidade e o teorema do limite central), assim, o campo de densidade

pode ser descrito através dos momentos da distribuição, a média e a variância. Tomando

o valor esperado na equação 2.1, chega-se que ⟨δ(x⃗)⟩ = 0. Considerando δ(x⃗) para dois

pontos do espaço separados por uma distância r⃗ = |x⃗ − x⃗′|, a covariância é calculada

por meio de uma função de correlação de 2-pontos, em que consideramos a hipótese

de isotropia estatística para que seja válida uma dependência apenas na distância de
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separação entre os pontos,

ξδδ′ =
⟨

δ(x⃗)δ*(x⃗′)
⟩

. (2.2)

Através do coeficiente ξδδ′ é possivel estimar o quanto os objetos estão agrupados em uma

região do espaço e assim identificar regiões de sobredensidade.

Considerando o espaço de Fourier, ξδδ′ pode ser calculado tomando a transformada

de fourier de δ(x⃗),

δ(k⃗) =
∫ ∞

−∞
d3x⃗ δ(x⃗)e−ik⃗x⃗. (2.3)

Assim,
⟨

δ(k⃗)δ*(k⃗′)
⟩

=
⟨∫ ∞

−∞
d3x⃗ d3x⃗′ δ(x⃗)e−ik⃗x⃗δ(x⃗′)eik⃗′x⃗′

⟩

=
⟨∫ ∞

−∞
d3x⃗ d3x⃗′ δ(x⃗)δ(x⃗′)e−ik⃗x⃗eik⃗′(r⃗+x⃗)

⟩

=
∫ ∞

−∞
d3x⃗ d3x⃗′ ξδδ′(r⃗)eix⃗(k⃗′−k⃗) eik⃗′r⃗.

(2.4)

Como a delta de dirac é δ̃3(k⃗′ − k⃗) = 1
(2π)3

∫∞
−∞ d3x⃗ eix⃗(k⃗′−k⃗) e a transformada de

Fourier de ξδδ′ , chamada de espectro de potência da matéria P (k), é

P (k⃗) =
∫ ∞

−∞
d3x⃗ ξδδ′eik⃗r⃗, (2.5)

logo pode ser observado que o coeficiente de correlação de 2-pontos do contraste de den-

sidade no espaço de Fourier é
⟨

δ(k⃗)δ*(k⃗′)
⟩

= (2π)3δ̃3(k⃗′ − k⃗)P (k). (2.6)

O contraste de densidade média filtrado é definido como

δR(x⃗) =
∫ ∞

−∞
d3x⃗′δ(x⃗′)W (|x′ − x|). (2.7)

Em que W é um filtro do tipo cartola, que suaviza o campo de densidade média dentro

de uma região R,

W (r) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

1
4/3πr3 , r ≤ R

0, r > R.
(2.8)

Assim, observando 2.4, 2.5 e 2.9, a variância filtrada do campo de densidade média

é

σ2
R =

⟨

δ(x⃗)2
⟩

=
∫ ∞

−∞
d3x⃗′

⟨

δ(x⃗′)2
⟩

W 2(|x′ − x|)

=
∫ ∞

−∞
d3x⃗′W 2(|x′ − x|)

∫ ∞

−∞

d3k⃗

(2π)3
eik⃗x⃗′

P (k)

=
∫ ∞

−∞

d3k⃗

(2π)3
P (k)

∫ ∞

−∞
d3x⃗′W 2(|x′ − x|)eik⃗x⃗′

=
∫ ∞

−∞

d3k⃗

(2π)3
P (k)W̃ 2(|k′ − k|),

(2.9)
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em que W̃ é a função cartola no espaço de Fourier.

Então, dada a variância filtrada, equação 2.9 e a média nula, contraste de densidade

filtrado tem a distribuição p(δR),

p(δR) =
1

√

2πσ2
R

exp

[

− δ2
R

2σ2
R

]

. (2.10)

Segundo o formalismo de Press-Schechter, a formação de uma esrutura ligada está

condicionada a δR, em uma região de raio R, ser maior que uma densidade crítica δcrit. A

fração de objetos colapsados com massa maior que M (M = 4π
3

R3ρm) é dado pela função

de seleção (PRESS; SCHECHTER, 1974)

F (> M) =
∫ ∞

δcrit

p(δR)dδR =
1

2

[

1 − erf

(

δcrit√
2σR

)]

. (2.11)

A função de seleção está relacionada à distribuição de aglomerados em uma região

através de função de massa n(M, z), que descreve o número de aglomerados com massa

M e redshift z em um certo volume do espaço (PENNA-LIMA, 2010). Assim,

dn(M, z)

dM
= −ρm

M

dF (> M)

dM
. (2.12)

De forma geral pode-se calcular a função de massa através de outros formalismos

que descrevem o processo de colapso de estruturas gravitacionalmente ligadas através da

função de multiplicidade f(σR(z)). Neste caso, a relação 2.12 pode ser escrita como (e.g.

Penna-Lima (2010))

dn(M, z)

dM
= −f(σR(z))

ρm

MσR(z)

dσR(z)

dM
. (2.13)

Por exemplo, uma função de multiplicidade muito conhecida é a de Jenkins (JEN-

KINS et al., 2001), obtida por meio de simulações da função de massa, cuja forma é dada

por

fJ(σR) = A exp[−|ln (σR)−1 + B|ε]. (2.14)

Em que A, Bc e ε são coeficientes ajustados através da simulação.

Algo importante a se destacar é que na equação 2.13, ao mesmo tempo que se

verifica a “universalidade” da função de massa, observa-se que a cosmologia e a informação

sobre o processo de evolução da formação de estruturas está implícito em σR(z), ao passo

que o formalismo de colapso em estruturas ligadas gravitacionalmente está contida na

função de multiplicidade f(σR(z)), de forma que pode-se evidenciar uma ligação entre a

contagem de aglomerados no céu e a formação de estruturas no Universo.
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A função de massa tem uma papel fundamental na Cosmologia com aglomerados,

através dela pode fazer a contagem de aglomerados de forma teórica. A densidade numé-

rica de aglomerados em um intervalo de massa (PENNA-LIMA, 2010; LIMA; HU, 2005;

SHAW; HOLDER; DUDLEY, 2010) é dada pela equação:

N̄ =
∫ Mi+1

Mi

dlnM
dn(M, z)

d ln M
. (2.15)

Integrando num volume espacial, obtém-se o número médio de aglomerados com

massa M > Mmin em um intervalo de redshift [zmin, zmax] (PENNA-LIMA, 2010):

n̄(M > Mmin, z) =
∫

dΩ
∫ zmax

zmin

dz
D2

A(z)

H(z)

∫ ∞

Mmin

dlnM
dn(M, z)

d ln M
. (2.16)

Em que: DA(z) é a distância de diâmetro-angular; H(z) é o parâmetro de Hubble;

Ω é o angulo sólido, dΩ = sin θdθdφ.

Pode-se notar que os primeiros termos da equação 2.16 dependem da geometria do

espaço-tempo, já o último termo depende da função de massa (que carrega implicitamente

informações sobre a cosmologia). Logo, fica explícito que a contagem de aglomerados em

um volume do espaço depende dos modelos teóricos de Universo. Assim, como é uma

quantidade que pode ser também medida observacionalmente, pode ser usada para testá-

los. A distribuição teórica pode ser vinculada a observacional através da distribuição de

massas observadas, que é a convolução da função de massa com a distribuição massa-

observável (SHAW; HOLDER; DUDLEY, 2010):

dn(M, z)

d ln Mobs

=
∫ ∞

0
d ln M

dn(M, z)

d ln M
P (Mobs|M). (2.17)

Em que P (Mobs|M) é a distribuição massa-observável.

Para a consolidação dos modelos teóricos se faz necessário a busca por observações

que os validem. Como pode-se notar pela função de massa, a massa dos aglomerados é uma

importante propriedade dos aglomerados e através de distribuições massa-observáveis é

possível vincular as medidas observacionais com os modelos teóricos. Porém a massa não

é medida diretamente, sua estimativa muitas vezes é feita por meio de outras quantidades

observacionais, chamadas proxies. Nas próxima seção discutir-se-á a respeito de como

pode-se relacionar essas quantidades mediante relações massa-observáveis.

2.2 Relações de escala

A massa dos aglomerados é uma propriedade que não pode ser medida direta-

mente, sendo necessários proxies de massa, isto é, observáveis que indicam o valor dessa

quantidade. Entre esses proxies, podem ser destacados o decréscimo do fluxo de Sunyaev-

Zel’dovich (e.g. Nagai (2006)), temperatura de raios-X (e. g. Ikebe et al. (2002)), riqueza
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(e. g . Andreon (2010) ) e o efeito de cisalhamento provindo de lentes gravitacionais

fracas (e. g. Hoekstra et al. (2013)). Algumas destas propriedades físicas e a massa de

aglomerados podem ser correlacionadas através das relações de escala.

As relações de escala correlacionam importantes propriedades físicas dos aglome-

rados de galáxias. Uma relação de escala pode ser definida como uma relação de propor-

cionalidade entre uma quantidade e outra que a represente. No caso dos aglomerados, as

relações massa-observáveis relacionam a massa, que é quantidade intrínseca, ou seja, não

pode ser observada diretamente, com uma quantidade observável.

De forma geral, as relações massa-observável podem ser escritas através de leis de

potência, ou seja, têm a forma

P = aM b. (2.18)

P e M são o proxy de massa e a massa do aglomerado respectivamente e, a e b são os

coeficientes da relação de escala.

Neste trabalho o foco será nos dados de massa e riqueza. Nem sempre está dispo-

nível um grande número de dados observacionais, por isso, simulações de N-Corpos são

muito utilizadas para a calibração dos modelos.

Para a análise de relações riqueza-massa, neste trabalho foram utilizados dados

obtidos por meio de simulações, que estão disponíveis em catálogos acessados através do

NERSC. Nestas simulações são necessários algoritmos que identifiquem os halos formados

e suas massas, chamados de halo finders. Dois dos mais utilizados são Friends-Of-Friends

(FOF) (HUCHRA; GELLER, 1982; DAVIS et al., 1985) e Spherical Overdensity (SO)

(LACEY; COLE, 1994). O FOF tem como princípio reconhecer partículas ligadas entre si

se a distância entre elas estiver abaixo de um limiar denominado "comprimento de ligação".

Já SO identifica halos analisando uma região esférica, o halo é identificado quando ao

variar o tamanho da região, a densidade dentro atinge um valor maior que uma densidade

de referência.

Para a modelagem dos dados são utilizados modelos estatísticos, com esses mo-

delos e métodos estatísticos de inferência é possível estimar parâmetros cosmológicos e

suas incertezas. Na próxima seção será introduzida a distribuição massa-observável, cujo

formato e sua calibração (estimativa de seus parâmetros) são o objeto de estudo desse

trabalho.

2.3 Distribuição Massa-Observável

Para estudar os aglomerados de galáxias e suas propriedades físicas é necessário

medir quantidades observáveis através de instrumentos astronômicos. Essas medidas pos-

suem erros intrínsecos, de forma que se faz necessário o uso de uma estatística apropriada

para a análise desses dados.
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Tomando as relações massa-observável, que podem ser escritas como

qobs = aM b, (2.19)

em que a e b são parâmetros de escala, qobs é um observável e M é a massa medida do

aglomerado. Pode-se linearizar aplicando um logaritmo, chegando em

log(qobs) = log(a) + b log(M). (2.20)

Considerando qobs uma realização ruidosa de uma distribuição de medidas Qobs, 2.21 pode

ser escrito como

⟨log(Qobs)|M⟩ = log(a) + b log(M). (2.21)

Na literatura a distribuição de Qobs é proposta como uma gaussiana em log(Qobs)

(LIMA; HU, 2005), ou seja, a distribuição massa-observável tem a forma

P (log(Qobs)|M) =
1

Qobsσ̃
√

2π
exp

[

−(log(Qobs) − ⟨log(Qobs)|M⟩)2

2σ̃2

]

. (2.22)

Através da distribuição massa-observável é possível construir a função verossimi-

lhança dos dados. Essa função nos mostra o quanto um conjunto de dados é provável

considerando o conjunto de parâmetros em um determinado modelo. Assim, ela é usada

por meio de métodos estatísticos na estimativa de parâmetros de modelos estatísticos e

cosmológicos (e. g. (ABDULLAH et al., 2023)). No próximo capítulo é feita uma breve

revisão sobre dois desses métodos, que foram utilizados no trabalho.
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3 MÉTODOS ESTATÍSTICOS NA INFERÊNCIA DE PARÂ-

METROS

3.1 Inferência bayesiana e método de Markov Chain Monte

Carlo

A estatística bayesiana tem como base a interpretação de que a probabilidade

expressa o grau de confiança em um evento. Este grau de confiança pode ser baseado em

conhecimentos prévios sobre o evento. Assim, a inferência bayseana consiste em medir a

probabilidade de uma hipótese usando os dados e as informações anteriores (GELMAN

et al., 2004).

Considere um conjunto de dados d = di(i = 1, 2, ...) e uma hipótese θ0 dada por

um conjunto de parâmetros ω, θ0 = ωi(i = 1, 2, ...), que modela os dados. Pelo teorema

de Bayes (Apêndice B), pode-se relacionar a verossimilhança dos nossos dados L (d|θ0)

à posterior, que é a probabilidade da hipótese θ0 condicionada aos dados mensurados,

P (θ0|d). Assim,

P (θ0|d) =
L (d|θ0)P (θ0)

P (d)
. (3.1)

Em que P (d) é a probabilidade dos dados, chamada de evidência.

Uma observação importante é que a verossimilhança é uma estatística que mostra o

quão verossímeis são o conjunto de dados dado uma hipótese e o prior P (θ0) é a informação

à priori sobre o quão provável é a hipótese.

Estamos interessados na hipótese que possui a maior probabilidade, assim pode-se

fornecer uma nova hipótese, calcular a probabilidade e compará-la a anterior. Fornecendo

outra hipótese θ1 = λi(i = 1, 2, ...), pode-se comparar a posterior de θ0 à de θ1 calculando

a razão entre as duas, ou seja,

P (θ1|d)

P (θ0|d)
=

L (d|θ1)P (θ1)

L (d|θ0)P (θ0)
. (3.2)

De forma um pouco menos simplista pode-se utilizar métodos de cadeia de Markov

para estimar a distribuição posterior. Uma cadeia de Markov é um processo estocástico,

formado por um conjunto de estados {x0, x1, x2, ...}, em que, dado um tempo t, somente o

atual estado xt afeta o estado futuro xt+1, ou seja, a probabilidade de um estado xt+1 está

condicionada ao estado anterior xt, P (xt+1|xt). Ao considerar todo t = 0, 1, 2, ..., pode se

construir uma matriz de transição de probabilidades, em que as entradas são dadas por

pij = P (xt+1 = j|xt = i), i, j ∈ S = espaço dos estados.

As cadeias de Markov são utilizadas por meio do método de Markov Chain Monte

Carlo (MCMC). Este método tem como resultado a amostragem de uma distribuição de
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probabilidade. Uma classe de MCMC são os algoritmos de Metropolis-Hastings (HAS-

TINGS, 1970), que tem como base as etapas a seguir:

1. Definir uma distribuição proposta g.

2. Definir uma hipótese inicial θ0 pertencente ao domínio de g.

3. Iteração:

a) Gere um candidato a partir de g cujo valor seja dependente do anterior, θt+1.

b) Gere um número u a partir de uma distribuição uniforme U(0, 1).

c) Calcule a taxa de aceitação:

α(θt, θt+1) = min

(

P (θt+1) g(θt|θt+1)

P (θt) g(θt+1|θt)
, 1

)

. (3.3)

Em que P (θ) é distribuição alvo.

d) Se u ≤ α(θt, θt+1), aceite θt+1. Caso contrário faça θt+1 = θt

4. Repita a iteração até atingir a acurácia desejada.

Uma limitação que ocorre para algoritmos mais simples é que a matriz de transição

depende apenas do ponto atual e não utiliza outras informações para gerar um novo ponto.

Isso é contornado usando muitas cadeias paralelas combinadas. Alguns algoritmos fazem

isso, como o APES (VITENTI; BARROSO, 2023) e o Affine Invariant MCMC Ensemble

Sampler (GOODMAN; WEARE, 2010).

Com a posterior também é possível construir intervalos de confiança que indicam

as margens de incertezas dos parâmetros. Isso pode ser feito escolhendo um parâmetro e

marginalizando sobre os demais parâmetros, ou seja, dado um intervalo [δmín, δmáx] que

contém um parâmetro ω0 da hipótese θ0, o nível de confiança desse parâmetro nessa região

é
∫ δmáx

δmín
P (ω0|d)dω0 = 1 − α, (3.4)

em que

P (ω0|d) =
∫

θ0

P (θ0|d)dω1dω2... (3.5)

é a distribuição marginal de ω0 e α é um valor que indica a probabilidade fora da região

de confiança.
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3.2 Estimadores de máxima verossimilhança (MLE)

A verossimilhança L é a probabilidade de obter o conjunto de dados x = {xi}
dado o conjunto de parâmetros θ = {wi},

L (x|θ) = p(x1|θ)p(x2|θ)...

=
n
∏

i=1

p(xi|θ).
(3.6)

Considerando que a verossimilhança domina a estimativa da probabilidade pos-

terior (LUPTON, 1993), pode-se estimar os parâmetros de θ que resultam na máxima

probabilidade dos dados.

Problemas de maximização podem ser muito complicados de se calcular computa-

cionalmente, assim, frequentemente utiliza-se a minimização de ϒ,

ϒ = −2 ln (L (x|w)) . (3.7)

Isso é possível pois as funções L e lnL são monotonicamente relacionadas e a mesma

estimativa de máxima verossimilhança é obtida através de qualquer uma delas, sendo mais

vantajosa a segunda por ter em seu cálculo um somatório ao invés de um produtório. Além

disso, quando a verossimilhança vem de uma distribuição gaussiana, esse método se torna

um problema de mínimos quadrados, ϒ = χ2,

χ2 =

⎛

⎝

n
∑

j

(xj − fj(θ))2

fj(θ)

⎞

⎠ . (3.8)

Em que fj(θ) é o modelo teórico com parâmetros θ.

Então os estimadores de máxima verossimilhança (em inglês Maximum Likelihood

Estimators, MLE) podem ser definidos como

ŵi = arg min
wi∈θ

{−2 ln (L (x|wi))} . (3.9)

Analiticamente, calcula-se a minimização através da diferenciação de ϒ em relação

ao parâmetro que se quer estimar, ou seja,

∂ ln L

∂w

⃒

⃒

⃒

⃒

w=wi

= 0. (3.10)

Esta equação pode não ter uma forma fechada para a estimativa, assim, em muitos casos

é necessário calcular o MLE numericamente.
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4 CALIBRAÇÃO DE RELAÇÕES RIQUEZA-MASSA

Este capitulo contém a descrição da calibração e análises deste trabalho, que foram

feitas na distribuição Riqueza-Massa. Para a calibração foram usados os dados de riqueza

λ, redshift z e massa M do catálogo cosmoDC2, dos halos com densidade 200 vezes maior

que a densidade crítica do Universo1, identificados via SO diretamente da simulação de

N-Corpos. Considerou-se um modelo de parametrização linear, dependente do logaritmo

natural da massa ln M e z, e outro com termos quadráticos, como é discutido na próxima

seção.

4.1 Relações Riqueza-Massa (λ-M)

Considerando uma distribuição massa-observável como na equação 2.22, a distri-

buição riqueza-massa pode ser escrita da seguinte forma:

P (ln(λ)|M, z) =
1

σln λ
√

2π

exp

[

−(ln(λ) − ⟨ln(λ)|M, z⟩)2

2σ2
ln λ

]

. (4.1)

Segundo o modelo de Ascaso, Ascaso et al. (2016), a média ⟨lnλ|M, z⟩ da distri-

buição pode ser parametrizada considerando uma dependência no redshift e na massa do

tipo:

⟨lnλ|M, z⟩ = µ0 + µ1 ln
(

M

M0

)

+ µ2 ln
(

1 + z

1 + z0

)

. (4.2)

De mesma forma, o desvio padrão σln λ pode ser parametrizado como

σln λ = σ0 + σ1 ln
(

M

M0

)

+ σ2 ln
(

1 + z

1 + z0

)

. (4.3)

Em que, p1 = {µ0, µ1, µ2, σ0, σ1, σ2} é o vetor de pararâmetros deste modelo de relação

riqueza-massa, M0 é uma massa pivot, M0 = 3.0 × 1014M⊙ e z0 é um redshift pivot,

z0 = 0.6.

Neste trabalho, além dos termos lineares, também considerou-se uma parametriza-

ção estendida com termos quadráticos, além de um termo cruzado entre massa e redshift,

afim de comparar os dois tipos de parametrização e o impacto que termos de ordem supe-

rior teriam no formato da distribuição. Assim, o segundo modelo de parametrização para
1 A densidade crítica do Universo ρc é uma quantidade definida, a partir das equações de Friedmann,

como

ρc ≡ 3H0
2

8πG
,

em que H0 é a constante de Hubble e G é a constante gravitacional universal de Newton. Veja sobre
em Carroll (2014), capítulo 8.
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Tabela 1 - Ascaso
Inicial Melhor ajuste MLE MCMC

µ0 3.190 4.454 4.454 ± 0.005
µ1 0.868 0.689 0.873 ± 0.001
µ2 -0.304 1.237 0.042 ± 0.002
σ0 0.000 0.227 1.773 ± 0.001
σ1 0.000 -0.051 -0.141 ± 0.0007
σ2 0.000 -0.125 0.142 ± 0.001

a média e desvio padrão avaliado é:

⟨ln λ|M, z⟩ = µ0 + µM1 ln
(

M

M0

)

+ µM2(ln
(

M

M0

)

)2+

+µz1 ln
(

1 + z

1 + z0

)

+ µz2(ln
(

1 + z

1 + z0

)

)2+

+µMz ln
(

1 + z

1 + z0

)

ln
(

M

M0

)

(4.4)

e

σln λ = σ0 + σM1 ln
(

M

M0

)

+ σM2(ln
(

M

M0

)

)2+

+σz1 ln
(

1 + z

1 + z0

)

+ σz2(ln
(

1 + z

1 + z0

)

)2+

+σMz ln
(

1 + z

1 + z0

)

ln
(

M

M0

)

.

(4.5)

Em que, p2 = {µ0, µM1, µM2, µZ1, µZ2, µMZ , σ0, σM1, σM2, σZ1, σZ2, σMZ} é o vetor com os

12 pararâmetros do modelo estendido.

4.2 Análise I: Modelo de Ascaso

A inferência dos parâmetros p1 foi realizada utilizando os métodos descritos no

capítulo 3. Tanto para os MLE quando para o MCMC foram utilizados métodos im-

plementados na NumCosmo. A verossimilhança (Equação 3.6) foi calculada usando a

distribuição P (ln(λ)|M, z, p) (Equação 4.1) e os momentos do modelo de parametrização

(para a análise I, equações 4.2 e 4.3) :

L (lnλ|p) =
n
∏

i=1

P (ln(λi)|M, z, p). (4.6)

Primeiramente, foram escolhidos valores iniciais para os parâmetros contidos, veja

tabela 1, depois esses parâmetros foram deixados livres. Utilizando o conjunto completo de

dados foi encontrado o melhor ajuste para os dois modelos, via MLE, também dísponíveis

na tabela 1. Depois esses valores foram utilizados como valores iniciais para o MCMC.

Para encontrar os limites nos parâmetros dos modelos, utilizou-se o algoritmo

NcmFitESMCMC em conjunto com o algoritmo APES (VITENTI; BARROSO, 2023),
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implementados na NumCosmo, em que o algoritmo calculou 300 cadeias, considerando o

modelo de Ascaso. Para gerar as amostras da posterior além da verossimilhança (Equação

4.6) foi utilizado um prior uniforme para os parâmetros. Os resultados constam na Tabela

1 e as regiões de confiança de 68% e 95% para os parâmetros inferidos podem ser vistas

no gráfico da figuras 2.

Figura 2 – Resultado para a analise por MCMC dos parâmetros do modelo de parametri-
zação de Ascaso, com 3 × 105 pontos. Os contornos correspondem as regiões
de confiança dos parâmetros de 68% (verde mais escuro) e 95% (verde mais
claro).

Na determinação de um modelo que descreva os dados, é importante analisar

as diferenças entre os valores previstos pelo modelo e os dados reais. Assim, a análise

dos resíduos pode conter informações a cerca da qualidade do ajuste e indicar a possível

existência de um viés. Neste trabalho calculamos um vetor de resíduos res para cada valor

de riqueza nos dados e seu correspondente valor de massa e redshift, fixando os valores

dos parâmetros conforme o melhor ajuste da tabela 1 e ponderando pelo seu respectivo
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desvio padrão:

res =

{

ln λi − ⟨ln λi|Mi, zi⟩
σln λi

}

, i = 1, 2, 3, ... (4.7)

O resultado do cálculo dos resíduos para o conjunto completo dos dados e o mo-

delo de Ascaso é mostrado nos gráficos da Figura 3. Pode-se observar que os resíduos

apresentam uma grande heteroscedasticidade, diminuindo a variância, quando traçados

em relação à ln M e o mesmo, mas de forma mais leve, quando traçados em relação ao

redshift (para altos valores de z).

Figura 3 – Resíduos: Os dois gráficos de dispersão superiores representam os resíduos
calculados levando em consideração o modelo de parametrização de Ascaso, os
inferiores o da parametrização estendida. Os da esquerda representam resíduos
× ln M e os da direita resíduos × z, a linha preta pontilhada marca resíduo
= 0.0.

Quanto a normalidade dos resíduos, ao fazer os histogramas (Figura 4), pode-se no-

tar visualmente que a distribuição dos resíduos apresenta uma assimetria não desprezível,

indicando que não é uma distribuição normal.

Para testar a normalidade dos resíduos de modo formal, utilizou-se o teste de

Kolmogorov-Smirnov (KS) (KOLMOGOROV, 1933; SMIRNOV, 1939), que compara duas

distribuições através da distância entre suas respectivas funções cumulativas (ou função de

distribuição acumulada). Esse teste foi escolhido por ser eficaz em amostras com grandes

números de dados. Assim, foi aplicado o teste KS para res e para as amostras de uma

distribuição normal com média e desvio padrão igual ao de res. Para que a distribuição

de res seja igual a da normal, com uma confiança de 95%, a estatística p-valor deve ser



25

Figura 4 – Histograma dos Resíduos: pode-se notar uma assimetria na distribuição dos
resíduos tando para o modelo de Ascaso (verde), quanto o estendido (roxo).

Tabela 2 - Estendido
Inicial Melhor ajuste MLE MCMC

µ0 3.190 4.604 4.606 ± 0.014
µM1 0.868 0.872 0.873 ± 0.010
µM2 -0.304 0.042 0.042 ± 0.002
µZ1 0.000 1.774 1.773 ± 0.015
µZ2 0.000 -0.141 -0.141 ± 0.010

µMZ 0.000 0.142 0.142 ± 0.005
σ0 0.330 0.288 0.291 ± 0.011

σM1 -0.080 0.017 0.019 ± 0.008
σM2 0.000 0.015 0.016 ± 0.002
σZ1 0.000 -0.017 -0.015 ± 0.013
σZ2 0.000 0.008 0.009 ± 0.007

σMZ 0.000 0.037 0.038 ± 0.004

maior que 0.05, caso contrário essa hipótese é rejeitada. Os p-valor encontrados para o

modelo de Ascaso foi 0.00, isso indica que a distribuição de res não é normal.

Os resultados desta análise motivaram a uma segunda análise com um modelo

estendido, que considera termos quadráticos dependentes de ln(M) e ln(1 + z), para

entender se o formato dos resíduos se deve a uma característica dos dados ou é dependente

do modelo de relação riqueza-massa.

4.3 Análise II: Modelo estendido

Nesta análise o mesmo procedimento feito para a inferência dos parâmetros p1 foi

realizada para os parâmetros do modelo estendido, p2. Os valores fiduciais para o cálculo

dos MLE e os resultados do ajuste podem ser vistos na tabela 2.
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Para encontrar os limites nos parâmetros modelo estendido, foram calculadas 2200

cadeias no NcmFitESMCMC. Os resultados podem ser vistos na Tabela 2 e as regiões de

confiança de 68% e 95% para os parâmetros inferidos podem ser vistas nos gráficos das

Figura 5 .

Figura 5 – Resultado para a analise por MCMC dos parâmetros do modelo de parame-
trização estendida, com 2, 288 × 106 pontos. Os contornos correspondem as
regiões de confiança dos parâmetros de 68% (roxo mais escuro) e 95% (roxo
mais claro).

Quanto à análise dos resíduos, pode-se perceber, nas figuras 3 e 4 que os resultados

são bem parecidos com o do modelo de Ascaso, apresentando heterocedasticidade na

dispersão dos resíduos em relação a ln M e z e mantendo uma distribuição assimétrica de

formato semelhante.

A proximidade entre o formato dos resíduos das relações de escala de Ascaso

e sua versão estendida ainda não determina que esses resultados provenham de uma
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característica natural dos dados. Isso motiva a uma reconstrução da média ⟨ln λ|M, z⟩ e

variância σln λ usando pequenos intervalos de ln M e z e a comparação desta reconstrução

com as parametrizações já discutidas, isso será apresentado na próxima seção.

4.4 Análise III: Análises em intervalos

Para fazer uma análise de validação mais profunda dos modelos analisados até

aqui, o procedimento ideal seria uma comparação com valores reais dessas quantidades

através de uma validação cruzada, como isso não é possível, propôs-se reconstruir o com-

portamento da média e desvio padrão através da divisão dados em pequenos intervalos. A

cada pequeno intervalo de massa e redshift são calculados a média e desvio padrão de ln λ

e, ao fim, é obtido um conjunto de médias e desvios padrões que podem ser vinculadas a

um valor aproximado de ln M e z.

Para fazer a reconstrução, primeiramente os dados do catálogo provindo do cos-

moDC2 (KORYTOV et al., 2019), que tem um range de massas de halos variando entre

1.00 × 1013M⊙ e 1.88 × 1015M⊙ e, redshifts de 0 a 3, foram divididos em intervalos de

z com largura 0.05 e ln M com largura 0.25, de forma que os 454475 halos do catálogo

simulado foram separados em 1281 intervalos. Considera-se ln λi, ln Mi e zi, os i-ésimos

conjuntos de valores de ln λ, ln M e z, respectivamente, que estão dentro de cada inter-

valo. Para cada ln λi foi feito um histograma, o resultado dos primeiros 200 e últimos 200

histogramas estão contidos na Figura 6, para ilustrar o formato das distribuições dos ln λi

(caso queira uma visualização maior, veja o Anexo A).

Observa-se pelos histogramas que a distribuição de ln λi aparenta ter uma forma

gaussiana e para averiguar normalidade foram realizados os testes KS e de Shapiro-Wilk

(SHAPIRO; WILK, 1965), SW, que testa se uma amostra vem de uma distribuição nor-

mal e é recomendado para amostras com menos de 50 elementos (PIGATTO, 2005). Para

intervalos com menos de 5 elementos não foram aplicados os testes pois, poucos ou ne-

nhum elemento, não fornecem um resultado confiável. Para intervalos de 5 a 50 elementos

foi aplicado o teste SW e para maiores de 50 elementos foi aplicado o teste KS. Os resul-

tados foram que 72.55% dos ln λi analisados pelo teste KS (206 intervalos) e 85.92 % dos

ln λi analisados pelo teste SW (499 intervalos) foram considerados normais com 95% de

confiança.

A partir dos resultados dos testes KS e SW, pode-se supor uma normalidade na

distribuição de lnλi e assim considerar seu valor esperado como a média aritmética de ln λi,

µln λ. O conjunto de médias traçado em relação a valores de ln M e z é uma reconstrução

de ⟨ln λ|M, z⟩ e pode ser visto na Figura 7.

Nos gráficos da Figura 7 observa-se que µln λ aparenta ter uma relação linear com

lnM , já quanto a z, a forma das curvas aparentam ter uma relação quadrática. Pode-se
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(a) Histogramas dos 200 primeiros intevalos de
ln λ

(b) Histogramas dos 200 últimos intevalos de
ln λ

Figura 6 – Histogramas dos 200 primeiros (baixas massas e redshifts) e 200 últimos (altas
massas e redshifts) intervalos de ln λ: Em azul os histogramas dos conjuntos
ln λi. As linhas pretas são o traço de uma gaussiana de média e desvio padrão
igual ao do respectivo ln λi.

verificar a relação entre µln λ e ln z na Figura 8, nota-se que essa relação não é linear.

Usando a reconstrução da média µln λ pode-se então validar os resultados dos

modelos de relações ⟨ln λ|M, z⟩ e desvios padrões σln λ. Traçando a evolução de µln λ e

⟨ln λ|M, z⟩ em relação a lnM e z, de forma sobreposta, é possível comparar de forma

visual o comportamento dessas duas quantidades. Isso é feito nos gráficos das figuras 9 e

10 .

Percebe-se, pela Figura 10, que visualmente o modelo estendido da média aparenta

se encaixar melhor na sobreposição com µln λ. Para testar a qualidade de ajuste de ambos

os modelos em comparação com a µln λ foi realizada uma validação cruzada em que 30%

dos dados foram separados em um conjunto de teste e 70% em um conjunto de treinamento

para os modelos. Isso realizado com o algoritmo train_test_split 2 da biblioteca numérica
2 https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.model_selection.train_test_split.html
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Figura 7 – µln λ em função de ln M e z: Os gráficos mostram as médias dos conjuntos ln λi

traçadas em relação a ln M e z. Para fazer o gráfico de dispersão foram usadas
as médias de ln M e z em cada intervalo e relacionadas à µln λ do respectivo
intervalo. No gráfico mais à esquerda há µln λ traçado em relação a ln M e z,
no gráfico ao centro há uma projeção µln λ do primeiro gráfico em relação a
superficie ln M x µln λ, e no gráfico mais a direita uma projeção na superfície
z x µln λ.

Figura 8 – µln λ em função de ln z.

scikit-learn, que divide os dados em subconjuntos aleatórios de treinamento e teste. Com

o conjunto de treinamento e usando o método de MLE, foram ajustados os parâmetros

dos modelos. Depois, com o conjunto de teste, foi calculado ⟨ln λ|M, z⟩ e comparado com

µln λ utilizando estatísticas como o erro relativo, o erro quadrático médio (Mean Squared

Error, MSE) e sua raiz (Root Mean Squared Error, RMSE), e o erro médio absoluto

percentual (Mean Absolute Percentage Error, MAPE).
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Figura 9 – Modelo de Ascaso para ⟨ln λ|M, z⟩ em comparação com a resconstrução atra-
vés de intervalos: em escala de cores o modelo de Ascaso, em preto a recons-
trução usando as médias µln λ.

O erro relativo, ER, pode ser calculado através da equação

ER⟨ln λi|Mi,zi⟩ =

{

⟨ln λi|Mi, zi⟩ − µi
ln λ

µi
ln λ

}

, i = 1, 2, 3, .... (4.8)

Ele indica o quanto um ponto do modelo, ⟨ln λi|Mi, zi⟩ está afastado do respectivo ponto

µi
lnλ. Traçando um gráfico de dispersão de ER vs. o conjunto de predição, Figura 11,

tem-se que o ideal é que os pontos estejam dispersos de forma aleatória, de forma que os

erros não tenham algum tipo de correlação (homocedasticidade), mas no gráfico observa-

se que para valores mais altos do conjunto de predição a variância dos erros relativos é

maior.
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Figura 10 – Modelo estendido para ⟨ln λ|M, z⟩ em comparação com a resconstrução atra-
vés de intervalos: em escala de cores o modelo estendido, em preto a recons-
trução usando as médias µln λ.

Na figura 12, pode-se observar os histogramas dos erros relativos e, aplicando um

teste KS, o resultado é que em ambos os modelos os resíduos não apresentam normalidade,

o p-valor para Ascaso é 1.013 × 10−10 e para o modelo estendido é 4.111 × 10−35.

O erro quadrático médio é uma estatística que dá uma noção geral de quanto os

pontos do modelo diferem do que se quer estimar. O cálculo para o MSE dos modelos de

⟨ln λi|Mi, zi⟩ são feitos por

MSE⟨ln λi|Mi,zi⟩ =
1

N

N
∑

(µi
lnλ − ⟨ln λi|Mi, zi⟩)2. (4.9)

O resultado usando o conjunto de teste é que para o modelo de Ascaso o MSE foi de 0.018

e para o modelo estendido foi de 0.040.
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Figura 11 – Erros relativos dos modelos de ⟨ln λi|Mi, zi⟩ calculados usando o conjunto de
teste.

Figura 12 – Histogramas dos erros relativos dos modelos de ⟨ln λi|Mi, zi⟩ calculados
usando o conjunto de teste.

Quanto ao MAPE, essa é uma estatística de erro relativo médio que utiliza valores

absolutos para impedir que os erros positivos e negativos se anulem. É bastante utilizada

em áreas como economia e logística por ser uma meio intuitivo de inferir a qualidade

de ajuste de um modelo de regressão e comparação com outros modelos de previsão

(MYTTENAERE et al., 2016). Para o caso do ajuste de ⟨ln λi|Mi, zi⟩, o MAPE pode ser

calculado como

MAPE⟨ln λi|Mi,zi⟩ =
1

N

N
∑

i

| ⟨ln λi|Mi, zi⟩ − µi
lnλ|

|µi
lnλ| . (4.10)

Para Ascaso o erro de previsão da estimativa da média, segundo o MAPE⟨ln λi|Mi,zi⟩ é de

2.19%, já para o modelo estendido é de 2.57%.
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Além de ⟨ln λi|Mi, zi⟩, o modelo do desvio padrão σln λ também foi avaliado. Usando

os intervalos divididos anteriormente, foi calculado o σi, para os dados dentro de cada

intervalo i. Nas Figuras 13 e 14 pode ser observado o gráfico de dispersão que sobrepõe

os valores de σln λ, ao longo de lnM e z, com os valores de σi.

Figura 13 – Modelo de Ascaso para σln λ em comparação com a reconstrução do desvio
padrão usando intervalos: em escala de cores o modelo de Ascaso, em preto
a reconstrução usando os desvios padrões σi.

Pode se notar nas figuras que ambos os modelos σln λ não se aproximam bem do

formato da reconstrução usando os σi, tendo uma diferença notável quando traçado em

relação a ln M . Fazendo a validação cruzada, usando os mesmos conjuntos de treinamento

e teste anterior, foram calculadas as estatísticas de erros. O resultado para os erros relati-

vos pode ser visualizado na Figura 15(a), na Figura 15(b) tem-se os mesmo resultados mas

excluindo possíveis outliers (ER > 10). Quanto ao MSEσln λ
, para Ascaso o resultado foi



34

Figura 14 – Modelo estendido para σln λ em comparação com a reconstrução do desvio
padrão usando intervalos: em escala de cores o modelo estendido, em preto a
reconstrução usando os desvios padrões σi.

de 0.008 e para o modelo estendido 0.012. Para o MAPEσln λ
os resultados foram 58.35%

e 70.83% respectivamente. Esses valores mostram quantativamente o quão distante estão

os valores calculados pelos modelos dos valores reconstruídos através dos σi.

Os resultados da análise do desvio padrão mostram que há uma grande discrepân-

cia entre os resultados dos modelos e o da reconstrução por intervalos. Além disso, esses

resultados podem estar relacionados aos dos resíduos das análises I e II que apresentaram

heteroscedasticidade, o decrescimento na variância de res ao longo lnM e z. Isso indica

que esses modelos de paremetrização de σln λ podem não ser adequados.
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(a) Erros relativos do desvio padrão conside-
rando todos os dados do conjunto de teste.

(b) Erros relativos do desvio padrão em escala lo-
garitmica.

Figura 15 – Erros relativos dos modelos de σln λ calculados usando o conjunto de teste.
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5 CONCLUSÃO

A Cosmologia atual está fortemente interligada às análises estatísticas de dados

observacionais. Por meio de distribuições massa-observáveis pode-se inferir parâmetros

cosmológicos e testar os modelos teóricos. Devido a isso, as próprias distribuições devem

ser testadas, a fim de avaliar o quão bem elas descrevem os dados.

Neste trabalho foram estudados dois modelos de parametrização para a distribui-

ção Riqueza-Massa, a parametrização de Ascaso e a estendida. Inferiram-se seus parâ-

metros via MLE, e seus resultados foram validados usando uma comparação entre os

resultados dos modelos de parametrização e das reconstruções da média e desvio padrão

usando intervalos de dados de largura 0.05 para z e largura 0.25 para ln M .

Para as calibrações de ⟨ln λi|Mi, zi⟩, concluí-se que os modelos de Ascaso e es-

tendido, equações 4.2 e 4.4, possuem resultados parecidos. Quando comparados com a

reconstrução da média por intervalos, visualmente (Figuras 9 e 10) tem comportamentos

próximos ao de µln λ ao longo de ln M e z. Esse resultado é validado quantativamente

através das estatísticas de erros, para o modelo de Ascaso o RMSE é de 0.135 e o MAPE

é 2.19%, já para o modelo estendido esses valores são 0.200 e 2.57% respectivamente. Esses

valores indicam uma diferença relativamente baixa entre os modelos e a reconstrução.

A respeito da calibração dos modelos de desvios padrões σln λ nota-se facilmente

pelos gráficos das figuras 13 e 14 que há uma grande discrepância entre os modelos e

a reconstrução através dos dados. Esses resultados ficam ainda mais notáveis ao calcu-

lar o MAPE, para o modelo de Ascaso 58.35% e para o estendido 70.83%, indicando

uma grande diferença dos comportamentos dos modelos em relação a reconstrução. Esse

comportamento indica que esse modelo de parametrização não é adequado, o que pode

explicar a heteroscedasticidade que foi observada na dispersão dos resíduos nas análises I

e II, Figura 3.

Esses resultados motivam uma futura investigação mais detalhada a cerca da dis-

crepância de σln λ e de modelos mais precisos para as relações Riqueza-Massa. Além disso,

o estudo a respeito da reconstrução e calibração dessas relações é apenas um passo ini-

cial para futuros trabalhos a respeito de reconstruções não-paramétricas de distribuições

massa-observáveis.
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APÊNDICE A – PROBABILIDADE

Cálculos probabilisticos são essenciais para a análise de dados observacionais pois

estes possuem uma incerteza associada a sua medição. Além disso, usando um ferramental

estatístico é possível estimar propriedades intrínsecas através de observáveis de um objeto

de estudo, como os aglomerados de galáxias, por exemplo.

Considerando um espaço amostral Ω (espaço de todos os eventos possíveis), a

probabilidade de se observar um evento X, resultado provindo desse espaço, é definida

como

P (X) =
n(X)

n(Ω)
, (A.1)

em que n(X) é o número de observações de X e n(Ω) é o número total de eventos que

podem ser medidos. A probabilidade também pode ser interpretada como o quanto de

confiança se tem de que um evento X ocorra, dado um espaço amostral Ω.

Se considerarmos dois eventos X e Y, a probabilidade conjunta desses dois

eventos, P (X ∩ Y ) pode ser definida como a chance de X e Y ocorrerem simultaneamente

e pode ser definida como

P (X, Y ) = P (X ∩ Y ) = P (X)P (Y ). (A.2)

Também pode-se calcular a probabilidade de X ou Y ocorrer, ou seja, a probabi-

lidade desses eventos não ocorrerem juntos. Esta será dada pela junção da probabilidade

de cada caso excluindo a situação em que os dois eventos ocorram simultaneamente, ou

seja,

P (X ∪ Y ) = P (X) + P (Y ) − P (X ∩ Y ). (A.3)

Caso o evento X esteja condicionado a ocorrência de Y, a probabilidade condi-

cional P (X|Y ) pode ser definida por

P (X|Y ) =
P (X ∩ Y )

P (Y )
. (A.4)

A probabilidade também pode ser calculada para conjuntos de variáveis contínuas

dentro de um intervalo. Dado um conjunto w = {wi} e outro v = {vi}, pertencentes

ao espaço Ω, pode-se definir uma função densidade de probabilidade, p(w, v), tal que a

probabilidade conjunta de w e v em um intervalo Γ = {a ≤ wi ≤ b; c ≤ vi ≤ d} ∈ Ω é

P (w, v ∈ Γ) =
∫ ∫

Γ
p(w, v)dwdv. (A.5)
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As distribuições marginais de w e v são definidas como as densidades de pro-

babilidade de cada variável independentemente, ou seja,

P (w) =
∫

v
p(w, v)dv,

P (v) =
∫

w
p(w, v)dw.

(A.6)

Voltando à probabilidade condicional, a probabilidade de uma variável v condici-

onada a outra w, P (v|w), pode ser invertida, de forma conveniente, da seguinte forma:

Consideramos as probabilidades

P (w|v) =
P (w ∩ v)

P (v)
⇒ P (w ∩ v) = P (w|v)P (v) (A.7)

e

P (v|w) =
P (v ∩ w)

P (w)
⇒ P (v ∩ w) = P (v|w)P (w). (A.8)

Como P (w ∩ v) = P (v ∩ w), podemos juntar A.7 e A.8 em uma única equação, a qual é

denominada teorema de Bayes,

P (v|w) =
P (w|v)P (v)

P (w)
. (A.9)

Aqui, P (v|w) é chamada de probabilidade posterior, P (w|v) é a verossimilhança, P (v) é

a probabilidade anterior ou prior e P (w) é a evidência. Esta equação é muito importante

na inferência de parâmetros a partir de dados observacionais, neste tipo de análise con-

sideramos w como um conjunto de dados e v como um conjunto de parâmetros de um

modelo.
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ANEXO A – ANÁLISE III: HISTOGRAMAS DOS 200

PRIMEIROS E 200 ÚLTIMOS INTERVALOS DE ln λ

Figura 16 – Histogramas dos 200 primeiros intevalos de ln λ
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Figura 17 – Histogramas dos 200 últimos intevalos de ln λ


