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Resumo

O emaranhamento entre sistemas ndo locais, vem gerando grande interesses nas
pesquisas pois esse recurso pode ser utilizado na comunicagdo quantica e computagao
quantica distribuida. Nesse trabalho propomos a geragdo de emaranhamento entre dois
atomos (A;A,) aprisionados em uma cavidade possuida por Alice, € um unico atomo (B)
aprisionado em uma cavidade que esta com Bob, através da interacdo com um campo
eletromagnético no estado comprimido de dois modos injetado nas cavidades com uso de
um divisor de feixe. Analisamos a evolugdo do emaranhamento dos trés atomos, dev-
ido a interagdo atomo campo, fazendo um trago sobre os graus de liberdade do campo.
Deste modo obtivemos expressdes analiticas para o estado dos atomos, estado do campo,
negatividade, extensdo "convex-roof'da negatividade e entropia linear, como fungao do
tempo de interagao, intensidade de interagédo e parametro de compressdo. Esses resultados
foram utilizados para o estudo da dinamica do emaranhamento do &tomo (B) com o par
(A1A;). Também calculamos o emaranhamento dos atomos individuais através da "two-
way"negatividade. Verificamos que a quantidade de transferéncia de emaranhamento das
variaveis continuas do campo para os atomos depende do parametro de compresséo, assim
obtivemos o valor de parametro de compressao e o parametro de interagdo, que gera maior
emaranhamento do atomo (B) com o par (AA;). Além disso, comparamos a entropia de
Von Neumann do campo, com a entropia de Von Neumann dos atomos para verificar a

transferéncia de emaranhamento do campo para o sitema de trés atomos.

Palavras-chave: Estados comprimidos. Atomos em cavidade. Emaranhamento.



Abstract

The entanglement between non local systems has been received much attention
during the last years, because it can be used in distributed quantum computation and
quantum commnication. In this work we examine the entanglement generation between
the two-trapped atoms (A4A,) in a cavity held by Alice and a single trapped atom (B) in
a second cavity owned by Bob, trough interaction with two mode squeezed light injected
into the cavities by a beam splitter. The entanglement dynamics of the three atoms
due to atom field interaction is analyzed after tracing out the field degrees of freedom.
Analytical expressions are obtained for the negativity, convex roof extended negativiy and
linear entropy as function interaction time, interaction intensity and squeezing parameter.
These results were used to examine the entanglement dynamic of atom (B) with the pair
(A1Az). We have also calculated the entanglement of individuals atoms through of two-
way negativities, and verified that the quantity of entanglement transference between the
continuous variables of the field to the atoms have a squeezing parameter dependence. The
individuals atoms entanglement have been calculated trough of two-way negativity, and
have a dependeny on the squeezing parameter. Therefore, the squeezing parameter value
as well as the interaction parameter were obtained, wich generated a higher entanglement
among the atom (B) and the pair (A4A,). Moreover, we have compared the Von Neumann
entropy of the field with the Von Neumann entropy of the atoms to verify the entanglement

transfer.

Keywords: Squeezed states. Atoms in cavities. Entanglement.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1965 Gordon More [1] observou que a densidade de transistores em um chip
dobrava em média a cada dois anos. Ao reduzir as dimensdes dos transistores integrados
num unico microchip, e ao colocar, um numero maior deles na mesma area, aumenta-
se 0 poder computacional. Para termos uma idéia da observacdo de More, em 1964
um chip possuia 32 transistores, um exemplo atual é o processador Pentium IV que
possui 40 milhdes de transistores. Essa observagdo fez com que os limites fisicos da
informacéo classica fossem questionados uma vez que com essa taxa de crescimento levaria
rapidamente a escala dos componentes na regido de dominio da mecanica quantica.

Paul Beniof em 1980 [2], [3], demonstrou a possibilidade de um sistema intrinse-
camente quantico reproduzir computagao classica. R. P. Feyman em 1982 [4], [5], prop6s
que sistemas quanticos poderiam ser simulados eficientemente em computadores quanti-
cos, isto € com um ganho exponencial em relagdo aos computadores classicos. Em 1985
D. Deutsh [6], formalizou a idéia de computador quantico, em seu trabalho ele utilizou
caracteristicas quanticas préprias de sistemas microscopicos, como superposicdo de am-
plitudes de probabilidades para resolver um problema com fungfes binarias. Com isso

teve surgimento a ciéncia da informagao quantica.

Devido a seu grande potencial e superioridade no processamento da informagao em

relacdo a computacgao classica, existe um grande interesse na computagao quantica. Exis-
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tem alguns sistemas quanticos que possibilitam a implementag¢édo do computador quantico
que sdo: fotons, spin nucleares, pontos quanticos, ions em armadilhas e atomos de dois
niveis em cavidades.

As cavidades quanticas com atomos de dois niveis representam um sistema que
pode ser utilizado no processamento da informagdo quéantica. Experimentalmente isso
é possivel, quando colocamos atomos em cavidades sem dissipagdo, ou seja, com altos
valores de Q (Q é chamado de fator de qualidade), os modos do campo eletromagnético
na cavidade com alto valor de intensidade de campo elétrico, permitem um acoplamento
dipolar entre atomo e campo muito alto. Por este motivo os fétons podem interagir com
os atomos.

Existem varias propostas, para geracdo de estados emaranhados em sistemas de
uma cavidade com atomos de dois niveis, [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13].

O emaranhamento compartilhado entre sistemas espacialmente separados repre-
senta um recurso central para a comunicagado quantica [14] e computacdo quantica dis-
tribuida [15]. Quando se fala em computagdo quéantica distribuida equivale a um com-
putador quantico formado por uma rede de processadores locais conectados por uma linha
de transmigao [16]. Por este motivo atualmente tem havido grande interesse no emaran-
hamento entre atomos aprisionados em cavidades distintas.

Nessa dissertagdo apresentamos um sistema de duas cavidades onde a primeira
possui dois atomos de dois niveis, e a segunda cavidade possui um atomo de dois niveis
aprisionado. As cavidades estdo inicialmente no estado vacuo, depois é enviado para as
cavidades um estado comprimido de dois modos.

No capitulo 2, demonstramos a quantizagdo do campo eletromagnético e com-
pressao nas quadraturas do campo. Descrevemos alguns estados do campo eletromag-
nético que sdo os estados de Fock, estados coerentes e os estados comprimidos. Também
estudamos os estados comprimidos de dois modos que serdo utilizados no sistema pro-
posto.

No capitulo 3, apresentamos a interacdo de um atomo de dois niveis com um



campo de modo unico no estado de Fock na cavidade, e também estudamos o caso em
que dois atomos de dois niveis interagem com um campo de modo unico no estado de
Fock na cavidade. Para os dois casos, verificamos a dindmica do sistema e obtivemos o
operador evolugao.

No capitulo 4, listamos as propriedades que uma medida de emaranhamento deve
satisfazer, além de apresentarmos as defini¢cbes da entropia de Von Neumann, entropia
linear, concorréncia, negatividade, extensédo "convex roof"da negatividade e negatividade
"K-way". Além disso, demonstramos que o estado comprimido de dois modos possui
emaranhamento que depende do parametro de compressao e utilizamos a entropia de Von
Neumann para quantificar o emaranhamento do estado comprimido de dois modos.

No capitulo 5, estudamos a dindmica de um sistema de duas cavidades separadas
espacialmente, onde a cavidade um esta no laboratorio de Alice e possui dois atomos
aprisionados e a cavidade 2 que esta no laboratorio de Bob possui um uUnico atomo de
dois niveis. Estas cavidades estdo inicialmente no estado vacuo, e lhes sdo enviadas um
estado comprimido de dois modos onde cada modo é enviado para uma cavidade distinta.
A juncgéo entre campo externo e campo na cavidade ¢é feita por um divisor de feixe (beam
splitter). Deste modo, obtivemos expressdes analiticas para o estado dos atomos, estado
do campo, negatividade, extensdo "convex-roof'da negatividade e entropia linear, como
funcdo do tempo de interagao, intensidade de interagdo e parametro de compressao. Esses
resultados foram utilizados para o estudo da dindmica do emaranhamento do atomo (B)
com o par (A4A,), com isso pode-se verificar qual medida de emaranhamento é a mais
apropriada para o sistema reduzido dos atomos. Também calculamos 0 emaranhamento
dos atomos individuais através da negatividade "two-way", e verificamos que a quanti-
dade de transferéncia de emaranhamento das variaveis continuas do campo para os atomos
dependem do parametro de compressao, assim obtivemos o valor de parametro de com-
pressdo e o parametro de interagdo, que gera maior emaranhamento do atomo (B) com o
par (A4A;). Além disso, observamos a transferéncia do emaranhamento do campo para

os atomos utilizando a entropia de Von Neumann.



Capitulo 2

Campo eletromagnético e oscilador

harmonico

A luz sempre foi objeto de estudo pelos fisicos. Newton proporcionou grandes
contribuigdes no campo da dptica, por outro lado ele ndo acreditava no comportamento
ondulatério da luz. A unificagdo dos campos elétricos e magnéticos foi feita por Maxwell,
que demonstrou que a luz tinha propriedades ondulatérias. As equagdes de Maxwell
também admitem uma classe de solu¢bes denominadas ondas eletromagnéticas, nas quais

campos elétrico e magnético oscilam perpendicularmente, propagando no meio.

No inicio do século XX Mas Planck propdés um modelo para explicar o espectro
de radiagdo do corpo negro, para isso Planck assumiu que as energias das oscilagbes
na cavidade sdo quantizadas. Utilizando-se dessa idéia, Einstein propds a quantizagao
da radiagdo eletromagnética para explicar o efeito fotoelétrico, e com isso introduziu o
conceito de foton atribuindo propriedades corpusculares ao campo de radiacgao.

Dirac [20], combinou os aspectos ondulatorios e corpusculares da luz, para explicar
todos os fenébmenos de interferéncia, além de mostrar a excitacdo de um especifico atomo
localizado ao longo de uma onda frontal absorvendo um unico féton de energia. Com isso
Dirac, associou cada modo do campo de radiagdo com um oscilador harménico quantizado,

essa é a esséncia da teoria quantica da radiagao.

2



2.1 Quantizacdo do campo eletromagnético

Para demonstrarmos como o campo eletromagnético é quantizado, primeiramente
consideraremos ondas eletromagnéticas em uma regido do espaco, onde a parte transversal
da densidade de corrente é igual a zero (Jr = 0). Utilizando-se do gauge de Coulomb

[1.A(r,t) = 0, o potencial vetor A(r, t) devera satisfazer a equacdo de onda,

32
2A(r, t) + ﬁA(E, t) = 0. (2.1)

Podemos considerar que o campo eletromagnético existe em uma caixa de lado L.

Neste caso o potencial vetor pode ser expandido em uma série de Fourier,

Va Gl Lo B o 7l
A(r,t)= A (el KT+ A (t)eTTkr (2.2)
k

onde os componentes k = (k, ky, k), assumem valores discretos k; = 2mu;/L, com u; =
0, %1, +£2...A condigdo do gauge de Columb é satisfeita apenas se k.A, (t) = 0 e k.A | (t) =
0. As componentes de A (r, t) sdo independentes e separaveis satisfazendo a equacgdo do

campo,

@2
e A (t) + w2A, (1) =0 (2.3)

onde wy = c|K|.

Devemos introduzir uma posicéo efetiva e momento associado, com o modo do
campo eletromagnético da caixa e também analisar o valor médio da energia.
A solugédo da Eq. (2.3) pode ser dada como A, (t) = A, exp(—iwt), deste modo
o potencial vetor complexo é escrito como,
AN\ A & i( wet—k.r '
Acr,ty=" AT (kn) 4 4ot (2.4)
k

O valor médio da energia contendo um unico modo de k e obtido através da



integral,

— 1L
Sk

leoE2 + pH2" V. (2.5)

2 caixa
Os campos elétrico e magnético associado com o modo k, podem ser expressos

em termos do potencial vetor Ay, através das equacdes,

Ek (ﬂ, t) = _%Ak, (26)

Hk (ﬂ, t) = }JLD x Ak. (27)
0

Através das relagdes do campo elétrico e magnético, com o potencial vetor, podemos

obter a relagéo,

o= oo 2.8)
€0

Desta maneira podemos expressar o valor médio de energia, contendo um unico

modo de k como,

€, = 26V w2A. - Ay, (2.9)

onde V = L3.
O potencial vetor associado a um dado modo k, € um numero complexo e pode
ser escrito como z = a + ib. Com isso conseguimos escrever o potencial, substituindo por

uma quadratura generalizada adimensional x e p, ou seja,

1
kT2 2e0V g

A (X +iPk) « (2.10)

Pg
I

(X = 1Pk) 2.11)

N —

2€0V Wk
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as coordenadas Xy € px séo quantidades escalares.

A energia média associada a um unico modo do campo pode ser expressa como,

fo= 2l pt 212)

A aproximacgao mais direta para a quantizagdo do campo eletromagnético, consiste
na substituicdo das variaveis classicas xx e px pelos operadores quanticos X« € Pk, de

maneira que,

[Re, ] = 2iBpa T (2.13)

Nos associamos a cada modo do campo eletromagnético um oscilador harménico
quantico, definindo os operadores de aniquilagédo e criagao de fétons,

(X — 1 Pk) - (2.14)

Consequentemente o operador numero de fétons no modo k, e dado por,

Ak = 814y (2.15)

Os potenciais vetores sdo quantizados, usando as definigdes da equagao (2.14),

nas equacoes (2.10) e (2.11), com isso temos,

o] Y.
A = 2 ZeoV dk, (2.16)
A, L b (2.17)

- E 2€oV Wk %

Utilizando-se das expressdes quantizadas do potencial vetor, podemos escrever as



expressdes quantizadas para o campo elétrico e magnético associado ao modo k, como

ék =i 2}8(:\k/ ip éke_i( wkt—k.?) —_ a“r(ei( wkt—k.?) ’ (218)
N 2 1" ) B ) |
A, = g_“i\cl wk& x [ Bge i otkr) gl gi( wctokr) (2.19)

O Hamiltoniano para o campo eletromagnético quantizado pode ser escrito como,

11— M 1II

=7 12 43 - A
&E +|JOH a°v = Jwk aLak+

A=l -
2 caixa K 2

(2.20)

onde a somatoria em k representa um conjunto de osciladores harménicos.

2.2 Relagbes de incerteza e compressao das flutu-
acoes quanticas

Considerando a relacdo de incerteza de um observavel A, a variagdo média é

definida por,

v £ U Ly

(AAY = A2 — A . (2.21)
Para dois observaveis A e B, que ndo comutam, temos a seguinte relagao,

AB =iC, (2.22)

neste caso ndo existem auto-estados simultaneos entre os observaveis A e B, deste modo
eles ndo podem ser determinados precisamente quando medidos.

A relagao de incerteza entre os dois observaveis pode ser expressa como,

AAABZ; c . (2.23)



O estadoem que AAAB = € /2, é chamado de estado inteligente. Se obtemos
a incerteza minima para os observaveis Ae I§, ou seja, AA = AB = U. Entéo o estado

inteligente satisfaz a relagéo,

uz=_"¢ ". (2.24)

Um estado inteligente, com incerteza AA < U, é chamado de estado comprimido em

relacdo ao observavel A.

2.3 Compressao das quadraturas do campo

Considerando um campo eletromagnético que possua um unico féton, e que os

operadores X e p satisfagam as relagdes de comutacéo de Heisenberg,

[X,p] = i~, (2.25)
as relagdes de incerteza desses observaveis podem ser escritas como,

~2

(AX)*(Ap)? = 1 (2.26)
Podemos também definir X, de modo que,
%o = % '3e=1® + gte=i0" (2.27)
Com isso temos,
P Y D
X—E a+al =X (2.28)



~ T v
p=5 a—a" = Ryp. (2.29)

A relacdo de incerteza para duas quadraturas Xy € Xg+m/2, POde ser escrita como

. (2.30)

N —

(AR (ARgarriz)* =

Existe uma determinada classe de estados para qual a igualdade na relagao de
incerteza ¢ satisfeita. Estes estados sdo estados de incerteza minima, dentro deste grupo

de estados com incerteza minima existe um grupo de estados comprimidos para qual,

(A%p)? < % (2.31)

Para o caso em que o Hamiltoniano livre é invariante sob rotaces de fase, os
auto-estados do Hamiltoniano livre, podem ser estados de incerteza minima, mas nao

podem ser estados comprimidos.

2.4 Estados de Fock

Considerando um unico modo do campo eletromagnético com freqiéncia v, onde os
operadores de criagdo e aniquilacdo para o campo sdo &' e &, respectivamente, e o vetor
|ni € um auto estado do operador A, com correspondente auto-valor de energia E,,, ou

seja

Hni=~v aa+- |ni=E,|ni. (2.32)

Aplicando o operador a no lado direito da equacgéao (2.32), e utilizando a relagao

£ o
de comutagdo a,a’ =1, nés obtemos a seguinte equagao,



Ha|ni = (E, — ~v)a|ni. (2.33)

Isso significa que o estado

a, |n—1i=2ajni, (2.34)
na Eq. (2.34) temos um auto-vetor |n — 1i, com auto-valor de energia reduzido de ~v, ou
seja

E._s =E, —~v. (2.35)

Se repetirmos o procedimento da Eq. (2.34) n vezes, n6s descemos a escada de

energias em degraus de ~v, até que obtemos,

Ha|0i = (Eo — ~v)a|0i . (2.36)

O auto valor de energia E, representa a energia do estado vacuo. NOs ndo possuimos

valores de energia menores que Eq para o oscilador, com isso concluimos que,

410i = 0. (2.37)

A energia do estado vacuo é obtida aplicando o operador H sobre o estado |0i,

H |0i = % 10i = Eo [0i . (2.38)

Através da Eqg. (2.32), concluimos que a energia para o oscilador tem a seguinte

forma,

~V. (2.39)



Podemos determinar a constante de normalizagdo a, Eq. (2.34), da seguinte

forma,

in—1ln—1i = — njatan” = ”lz mnini = - ”|2 =1. (2.40)
A n

n |an

. N_ .
Com isso temos que a, = n, desta maneira podemos escrever a Eq (2.34) como,

~

V_
ajni= nin—1i. (2.41)

Também podemos calcular o valor de a,, para o caso em que a' atua sobre o estado |ni,

N
allni= n+1|n+1i. (2.42)
Se aplicarmos a' repetidas vezes sobre o estado |0i, obtemos,

Ini = =—|0i. (2.43)
nl
Os auto estados |ni sdo chamados de estados de Fock ou estados numero. Eles
formam um conjunto completo de estados, de modo que,

oo

" nibn| =1, (2.44)
n=0

Os auto valores de energia para esses estados sdo discretos, e 0 quanta de energia cor-
responde a ~v, o0 auto valor de energia do estado |0i equivale ~v/2, e é conhecido como
energia do vacuo. As energias dos estados de Fock contrastam com os valores de energias

para um campo eletromagnético classico que possui um espectro continuo de energia.

10



2.5 Estados Coerentes

Os estados coerentes foram primeiramente descobertos por Schrédinger em 1926,
nesse ano ele produziu seis importantes artigos [19], onde o principal artigo se tratava da
solucéo do atomo de hidrogénio.

Usando a fungédo geradora encontrada no livro classico de Courant e Hilbert,
Schrodinger demonstrou que uma funcdo de onda Gaussiana pode ser construida como
uma superposicao particular de fungdes de ondas, correspondentes para os auto-valores
discretos do oscilador harménico. Ele também descobriu que esses estados possuiam
propriedades semi-classicas.

No inicio da década de sessenta Glauber [22] apresentou relagdes entre os estados
coerentes e propriedades do campo de radiacdo, dando origem ao que se conhece hoje
como optica quantica.

Um estado coerente é um estado ndo classico com comportamento bem proximo
ao dos estados classicos. Esses estados sdo definidos como auto estados do operador

aniquilagao, ou seja,

alai = alai, (2.45)
onde a é um numero complexo. Atuando com o operador identidade sobre |ai, temos

oo
~

lai = |nihn|ai. (2.46)
n=0

Utilizando-se da equacéo (2.43), podemos escrever a equagao (2.46) como,

oo
PN )n

lai = ho|ai Ini. (2.47)

n=0
Através da relagdo de ortogonalidade halai = 1, podemos determinar a constante de

normalizagdo hO|ai,
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X gl
noloi = jhojail? 19—y
n!
n=0
com isso temos,
m 2 -
hOlai = exp —ﬁ . (2.48)

2

Deste modo, a expressao para o estado coerente |ai, tem a seguinte forma,

|0i . (2.49)

_ n
|ai=e"‘"§ 33?'_|ni=e 2

Podemos utilizar a propriedade exp(—@& &) |0i = |0i, para reescrever a equagio

(2.50), de modo que,

a2

lai = e~7 e%e% 2|0 | (2.50)
Definindo o operador de deslocamento

~ — 02 ~ ~

D(a) =z e%'ga (2.51)

verificamos que |ai = f)(a) |0i.

Utilizando-se dahfc')rmula de Baker-Hausdor(], que demonstra que se os operadores A

e B, comutam com A,B se,

1A, B],Al = [[A, B],B] = 0, (2.52)

eles possuem a seguinte propriedade,

eA*B = gABI2gAgB (2.53)

Como &' e &, possuem a mesma relagdo de comutagdo da equagéo (2.53) podemos ree-

12



screver o operador deslocamento D(a) como,

D(a) = e0@'—a2), (2.54)

O operador deslocamento ¢ unitario,

B(a)= B(a)  =D(a). (2.55)

Atuando I5(a), sobre os operadores de aniquilagio e criagdo, d e 8T temos,

D~ '(a)aD(a) =4 + & (2.56)

D (a)a’D(a) =3t +& . (2.57)

Isso representa um deslocamento nas quadraturas x e p, do campo eletromagnético.
Podemos verificar esse deslocamento nas quadraturas do campo aplicando o operador

deslocamento em X e f,

D~"(a)xD(a) = ﬁ(aT +o +a+0)= % [X + Re(a)], (2.58)
B~"(a)pD(a) = %(é* +o —d—q)= ~‘;m [F—Im@)].  (2.59)

Através das equacgdes (2.58) e (2.59), demonstramos que a agéo do operador deslo-
camento provoca um deslocamento nas quadraturas do campo. Consequentemente um

estado coerente |ai = I5(a) |0i, tem quadraturas ,

~ ~wm
R hpi = —
o e(a) e hpi >

hxi =

Im(a).

13



2.5.1 Propriedades dos estados coerentes.

Nao ortogonalidade

O produto escalar entre dois estados coerentes tem resultado ndo nulo, ou seja
estados coerentes, sdo estados ndo ortogonais. Podemos verificar essa propriedade calcu-

lando o produto escalar entre os estado |ai e |Bi,

Moy o n
hBlai = exp —§IBI2+0(B*—§IOKI2 : (2.60)

fazendo o modulo da equagédo (1.61) temos

Ihg|ail> = exp ' — |8 — af*" (2.61)
ou

M 1 11
IhB|ai] = exp —§|B—a|2 . (2.62)

Supercompleteza

O conjunto de todos os estados coerentes |ai, formam um conjunto supercompleto.

Para demonstrarmos essa propriedade primeiro devemos considerar a seguinte integral,

—

J = |aiha|d?q, (2.63)

onde d’a = d(Re a)d(Im a). Reescrevendo a integral, com o estado |ai, escrito em funcéo

do estado |ni Eq. (2.48) temos,
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-
2<|nlihn|

J= (@)™ a" exp[— ja)*]d2a. (2.64)

niin!
n,n? 0

Para calcular a integral utilizaremos coordenadas polares,

a=re® d?a=rdrde. (2.65)

Deste modo a integral tem a seguinte forma,

£ £
Xin'in "
J= m% et lergr  gitt-megg. (2.66)
.t n'in! 0 0

Para todo n' = n a expressdo acima se anula, desta maneira ela assume a seguinte
forma,

-
_ 2X|nihn| .

J 2 1e=rdr = . (2.67)

n!
n 0

Com isso podemos verificar que a relacdo de completeza para os estados coerentes

€ escrita como,

=

% |ai ha| d?a = 1. (2.68)

Relacdo de incerteza para estados coerentes.

Utilizando-se da equagéo (2.49), a|ai = a|ai obtemos os valores esperados dos

operadores X, X2, p e p?, como

Xlai = ; + -
ha|X|ai 2mw(a a), (2.69)

(@+a )?+1, (2.70)
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~Mmw

(a—a) (2.71)

Fazendo uso dos valores esperados podemos calcular as incertezas 4x e 4p, com isso

temos,

(AR = %2 —h&i’= n: (2.72)

(4p)y’ = p* —hpi’=

(2.73)

~

Desta maneira obtemos a relagéo de incerteza 4X4 p = ~/2, mostrando com isso

que estados coerentes sdo estados com incerteza minima.

2.6 Estados Comprimidos

Em 1927, Kennard [21] escreveu um artigo sobre movimento quantico, onde intro-
duziu os estados comprimidos. Esses estados sdo distribuigbes gaussianas, e suas larguras
nao sdo as mesmas do estado fundamental, e a largura do produto das incertezas para
estes estados varia com tempo. Na época este artigo ndo teve muita importancia, s6 sendo
estudado tempos mais tarde.

Para estudarmos os estados comprimidos, primeiramente verificaremos a relacao
de incerteza para estes estados.

Considerando dois operadores hermitianos Ae B, que satisfazem a seguinte re-

lacdo de comutacao,
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~ o~

[A, B]1=iC, (2.74)

de acordo com as relagdes de incerteza de Heisenberg, o produto das incertezas de dois
observaveis A e B, é dado por,

4A4|§22 ¢ . (2.75)

1UI:

Um estado é chamado de comprimido se a incerteza em um observavel (A, por
exemplo) satisfaz a relagao,
4A <_ C ,. (2.76)
além desta condigao esse estado deve possuir incerteza minima ou seja,

1LJI:

4/K4|§=2 ¢ . (2.77)

Satisfazendo essas duas propriedades o estado é chamado de estado comprimido ideal.

O operador de compresséo §(§), é definido como,

() = exp% e 22 _gat? (2.78)

onde ¢ = sexp(iB), € um numero complexo arbitrario. Também podemos verificar que

§(€), ¢ um operador unitario,

S©)= 8¢ =8 (2.79)

Atuando com §(§) sobre os operadores de aniquilacdo e criagdo, a e at temos,

§%(€)aS(¢) = acoshs — afe® sinhs = pa — va', (2.80)
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§t(€)atS(€) = a' coshs — de ® sinhs. = paf — v a, (2.81)

onde py = coshs, e v = e®sinhs. As equagdes acima sdo obtidas utilizando a seguinte

propriedade dos operadores ,

1[] ]

e"Be A =B —[A Bl + . A A B] +.. (2.82)

Podemos reescrever as Eqgs (2.80) e (2.81) definindo novos operadores de aniquilagédo

e criagao de fotons do campo comprimido, b e b,

ua —vat =b, (2.83)

pat —v'a =bf. (2.84)

Dado as quadraturas do campo eletromagnético,

X, = 'a+at" (2.85)
7
X, = %'a — 5t (2.86)
|

Atuando com S(¢), sobre as quadraturas do campo temos,

ST(€)X,S(€) = 372_'6 +bf =V, (2.87)

SHE)XS(€) = i_\1/2_'6 —bt =VY.. (2.88)

Podemos reescrever Y, e Y,, em termos de X; e Xy,
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Y, = X673, (2.89)

Y, = Xes. (2.90)

Através das Egs. (2.89) e (2.90), podemos concluir que a agdo do operador de compressdo
sobre as quadraturas do campo, causa um alargamento em uma quadratura e a compressao
de outra, dependendo se o valor de s for positivo ou negativo.

Um estado coerente comprimido |a, i, é obtido a partir da agdo do operador

deslocamento D(a), sobre o estado vacuo, seguido da acdo do operador de compresséo

S(8),

la, €&i = $(€)D(a) |0i . (2.91)

Um estado coerente é gerado a partir de termos lineares de 8 e &', enquanto um estado
comprimido ¢ gerado via termos quadraticos em a e af. Verificaremos a seguir os valores

esperados de 8, a7, 82, (a")? e '3, para o estado |a, £i. Com isso temos,

hai = ha, £|3a, £i = u0|I5T(a)§T(§)é SA(§)I5(0()|OI_
= alacoshs —a'e®sinhs|a
= acoshs — a €® sinhs, (2.92)
" _ Vi b

= 0B1(@)S1(€)aS(E)B(a)0

= al§'©ES©)S OB @)la
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= a?cosh®s — (a )?e?® sinh?s — 2 |a|? €® sinh s cosh s

—e®sinhscoshss, (2.93)
"a'a = |al?(cosh?s + sinh?s) — (a )2e® sinh s cosh's

—ae ¥ sinh s cosh s + sinh?s. (2.94)

Utilizando desses resultados, as incertezas nas quadraturas Y4 e Y,, séo

|9 =)

B ~ 2 v c ~
ay, = 2 = ¥, =-e= (2.95)

(AY,)2 = (Yo —hYpi = %ezs. (2.96)

Com isso podemos verificar que um estado coerente comprimido possui incerteza minima,

4?1 4?2 = %

Verificando o resultado das incertezas 4Y, e 4Y,, percebemos que estas quanti-

dades dependem do valor de s. Entdo se uma quadratura é comprimida consequentemente

a outra quadratura é alargada.

2.6.1 Estados comprimidos de dois modos

Estados comprimidos s&o gerados através de conversdo paramétrica descendente.
Este processo consiste na incidéncia de fétons sobre um meio 6ptico nado linear (cristal

de KH,PO,). Considerando um féton com frequéncia w4 enviado através de um meio
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Optico nao linear, apos a interagdo com o meio, o campo é convertido para dois fétons
com frequéncia w, € w3z, onde Wy = w2 + Ws.
Na representacdo de interacdo o Hamiltoniano efetivo correspondente para o

processo de conversdo parameétrica descendente, é escrito como,

H, = i~(£a'al — € 4,3,), (2.97)

a quantidade ¢, inclui a amplitude do campo dirigido e também a suscetibilidade de
segunda ordem para a conversdo paramétrica. Os subscritos 1 e 2 dos operadores bosénicos
de criacdo e aniquilagdo indicam em qual modo do campo eles atuam, pois se trata de
um campo comprimido de dois modos. O operador evolugdo para o processo de conversao

paramétrica descendente é dado por,

U(t) = exp[—iH,t/~] = exp(€ 88} — € 8,8,) = S2(€), (2.98)

onde §12(§) é chamado de operador de compressado de dois modos, com ¢ = sexp(i). O
termo s é o parametro de compresséo e 6 é o angulo de fase. O operador §12(§) pode ser

escrito como um produto de exponenciais, de modo que,

[N}
$12(€) = (coshs) "exp —alal e®®tanhs exp — ala,; +ala, In(coshs) x

exp —4,3, e2®tanhs . (2.99)

A acdo do operador compressdo Sq,(¢), sobre o vacuo produz um estado comprimido

de dois modos,

S12(€)10i, |0i, = (coshs) 'exp —a%ahe?®tanhs |0i, |0i, =
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M I o=
1 Ve

€ip= —s e™® (tanh s)™ |mi, |mi, . (2.100)
m=0

Os estados comprimidos sdo estados do campo, que possuem emaranhamento
de variaveis continuas. No capitulo V de nosso trabalho estudaremos a transferéncia
desse emaranhamento para atomos aprisionados em cavidades espacialmente separadas. A

quantificagdo do emaranhamento para estados comprimidos sera apresentada no capitulo

IV sobre medidas de emaranhamento.
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Capitulo 3

Atomos aprisionados em cavidades

Em 1963 Jaynes e Cummings [32], apresentaram um modelo para descrever a
interagdo de um atomo de dois niveis com o campo eletromagnético de um unico modo, que
é conhecida como modelo Jaynes-Cummings (JCM). Esse modelo é de grande simplicidade
e com uma vasta riqueza de detalhes, e vem sendo vastamente estudado nas ultimas
décadas. Um trabalho de revisdo sobre o modelo JCM e algumas das aplicagdes foi
publicado por Shore e Knight [33].

O modelo JCM oferece uma grande possibilidade para gerar estados nao classicos
dos modos do campo nas cavidades. G. Rempe et al [34], realizaram experimentos com
atomos interagindo com os estados comprimidos de luz nas cavidades Opticas. Além disso,
existem outras propostas para geragdo de estados do campo como, os estados de Fock [37]
[38], estados gato [39] e uma superposigdo geral de estados [40], [41] nas cavidades. Outras
propostas envolvendo a implementacdo do modelo JCM sao observagdes de colapsos e
revivamentos da inversdo da populacéo atdbmica [42] [43], tomografia quantica [47], teste
de desigualdade Bell [45] [46], teletransporte quéantico [47] e computagdo quantica [48].

Neste capitulo utilizaremos 0 modelo JCM para descri¢cdo da evolugdo temporal
de um sistema composto de um atomo de dois niveis, interagindo com um campo de unico
modo na cavidade, e também apresentaremos a dindmica de um sistema de dois atomos

de dois niveis cada interagindo com um campo de Uunico modo na cavidade.
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3.1  Um atomo de dois niveis interagindo com o campo
na Cavidade

O modelo JCM ¢é um dos mais elementares no estudo da interacdo do campo
eletromagnético com a matéria. Utilizaremos o0 modelo JCM para descrever a interagao
de um atomo de dois niveis em uma cavidade sem dissipagdo com um campo quantizado
de modo unico. Como estamos tratando de atomos de dois niveis podemos escrever seus
vetores na base computacional atribuindo o vetor base |0i para o estado fundamental e
|1i para o estado excitado. O Hamiltoniano JCM para esse sistema é escrito como,
¢ L ~Wa

2

~ [, ~ ” SN P At iot?
H=~w 2a'a 6, +9g~(8++6-) aewt+3afeWt" (3.1)

onde wy € a freqiiéncia do campo e ~w, é a energia de excitagdo do atomo, g é a constante

de acoplamento entre atomo e o campo. Os operadores de Pauli 6, = |0ih0| — |[1ih1],

G+ = [1ih0] e 6= = |0i h1|, atuam sobre os estados do atomo de dois niveis, da forma que,
6.+ |0i =i, 6-|1i =|0i, (3.2)
6, [1i =|1i, 6,[0i =—]0i. (3.3)

Os operadores de criagdo e aniquilagdo de foton, &' e a, obedecendo a relagdo de
comutacéo,

aal =1, (3.4)

atuam sobre os estados nimeros de fotons |ni, auto vetor do operador nimero '3, de
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modo que,

o oAy - N— I .
alani=Ani, 8ni= nin—=1i, 8|ni= n+1|n+1i. (3.5)
O Hamiltoniano da equagéao (3.1) pode ser escrito como uma soma de

£ ~w,.

Ho = "'wol ala + 5 0z (3.6)
e do Hamiltoniano de interagdo atomo campo,
Hy =g~ (6. +6_) 'ae~ "t + afeivt” (3.7)

Expandindo H,, obtemos quatro termos, sendo que G _af, descreve o processo
pelo qual o atomo ¢ levado do estado excitado para o fundamental, com isso o campo
na cavidade ganha um féton. O termo §.3, corresponde a aniquilagdo de um féton na
cavidade levando o atomo de um estado fundamental para o estado excitado. O termo
G_a descreve o processo em que o atomo vai para o estado fundamental e o campo perde
um foton. O termo 68" descreve o processo em que o0 atomo ¢ excitado e 0 campo ganha

um foton.

3.1.1 A aproximacao de onda girante

Reescrevemos o Hamiltoniano de interagdo na representacao de interagédo fazendo

a transformacéo unitaria.

|:||| = O(J)r':hoo, (38)

onde Uy = exp —iHot/~ . Através da relacdo de Backer-Campbell-Hausdor™ general-

izada,
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ecABe—cA —

onde

A, 1B =B, [A, B =[A, B], [A B = [AA, B].

Obtemos,

U TP o
giwod atae iwoad'at — 3e |wot,

eiwoéTétaTe—iwoéTét = gtgiwot

ez waﬁztﬁ'_e_i Walzt — 6+e_i wat.

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Deste modo o Hamiltoniano de interagéo na representagao de interacdo tem a seguinte

forma,

Hy = g~ '86.e% +a16_e™® + 86 _e714t + 416 e 4t" |

onde a dissinténia do campo € dada por 6 = w; — Wy e 4 = w, + Wy.

Utilizando a aproximacéo de onda girante [36] w, — wy ¥ 0, deste modo temos

que ~ (wa + wo) A ~(wa — wg), com essa aproximagdo podemos desprezar os termos at6.+

e 46—, pois esses termos oscilam com frequéncias mais altas, ou seja w, + wy = 0, € 0s

termos 86+ e 8'G_, oscilam mais lentamente perto da ressonancia com w, — wy ~ 0.

Com a aproximagao de onda girante o Hamiltoniano de interagao na representagéo

de interacdo é escrito da seguinte forma,
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Ay = g~ '86.e% +afg_e " (3.14)

3.1.2 Evolugao temporal

Para calcularmos a evolugao temporal do sistema que envolve atomo de dois niveis
e 0 campo de um unico modo no estado de Fock, utilizaremos a condi¢do w, — wp = 0.
Deste modo podemos escrever o Hamiltoniano de interagdo da equacgao (3.14), na forma

®
matricial, utilizamos a base acoplada o0,,a'a , onde os vetores bases para o sistema sdo

escritos como,

I-1,ni e |1,n—1i, (3.15)

que na base computacional tem a seguinte forma,

0,ni e [1,n—1i, (3.16)

onde |0i representa o atomo no estado fundamental e |1i o atomo no estado excitado e

|ni representa o numero de fétons. Deste modo H,, na forma matricial é escrito como,

N—
0 nD

Hi =g~ (3.17)
n 0

Diagonalizando o hamiltoniano de interagdo da equacgao (3.17), obtemos os au-

tovetores

01 = <L (0.0 + 1,n= 10, (3.18)

|(p2i=335(|0,ni—|1,n—1i). (3.19)
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Que correspondem aos autovalores de energia,

N_ N

Ei=9g~ neE,=—g~ n.

Podemos escrever os vetores base |0,ni e |1,n — 1i, em termos de |¢,i € |@,i, como,

0,ni = = (i + oz, (3.20)

1,0 =1i = 2 loyi = Ies). (3.21)

Para calcularmos a evolugédo temporal do sistema no estado inicial |0, ni e |1,n — 1i,

usamos o operador de evolugdo temporal,

U(t) = exp(—iH, t/~), (3.22)

que pode ser escrito na forma matricial como,

- cos & —jsin W
uw=- 2 N (3.23)

Deste modo
0(t) [0, ni = |W,(t)i, (3.24)
onde
TR V-l
|W1(t)i = cos 492— 10, ni — iisin 42% 1,n—1i (3.25)
e
U(t)[1,n —1i = [Wy(t)i, (3.26)
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onde

T TR
|Wa(t)i = —i sin 493— 10, ni + cos 49% 1,n—1i. (3.27)

3.2 Dois atomos interagindo com o campo na cavi-
dade.

O Hamiltoniano para o sistema que consiste dois atomos de dois niveis interagindo

com um campo de unico modo na cavidade, tem a seguinte forma,

~ i .f ~Ww,,. ~ JN P At iot?
H=~w, 38 + 2aoz +g~(6+ +G8-) 8e Wt +3alewt (3.28)
onde,
6,=6"+52, 6, =6V +6Pe 6_-=57+5%, (3.29)

0 sobrescrito (1) e (2), denota em que atomo o operador atua.
Com a aproximagao de onda girante o Hamiltoniano de interagdo na representagéo

de interacdo é escrito da seguinte forma,

Ay = g~ '86.e%t +afg_e " (3.30)

Para calcularmos a evolugdo temporal utilizando a condicdo w, — wg = 0, uti-

: ® : .
lizamos a base acoplada 0,,afa , onde os vetores bases para o sistema s&o escritos como,
|—-2,n+1i, [O,ni e |2,n—1i, (3.31)

que na base computacional tem a seguinte forma,
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M . -
10,0,n + 1i, My ni e [1.1,n—1i.

O Hamiltoniano de interagado na forma matricial ¢ dado por,

onde,

P V_
= (n+1) e A= n

Diagonalizando o Hamiltoniano de interagdo obtemos os autovalores,

Ei=' 2(A2+B?), E;=0eE,=—' 2(AZ+B?),

que correspondem aos autovetores,

B AJ_ A
2,n+1i+ 0,ni + 2,n—1i,
| i Pm| | PW|

A _ B .
|(p2|—pml_2,n+1l+-pf|2,n_1|

| @i pL| 2n+1|+AJ—|0n| pA—|2 n—1i.
2(A2 +B?) 2(A+1B?)
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Podemos escrever os vetores base equacgado (3.31) em termos de |@4i, |@,1 € |@5i

como,
—2.n+1i= o (01i = [04]) = P— 0, (3.38)
; 2(A2 + BY) ¢4 03 (A2 + B2) ¢t .
0, ni = 3.,L2 (1911 + [0s) (3.39)
e
2n—1i= o (|o1i = [9si) — P[0 (3.40)
; 2(A2 + B2) @4 03 (A2 + B2) Pt .

3.2.1 Evolucédo temporal

A evolugao temporal para os vetores base |[—2,n + 1i, |0, ni e |2, n — 1i, e calcu-

lada atuando com o operador evolugao,

U(t) = exp(—=i H; t/~), (3.41)

que pode ser escrito na forma matricial como,

., BZcos TT2AZ + 282 t+ A2 sin  2AZ +2B2 t cos  2A2 +2B2 t—1 ; :
o A2 + B2 -iB A2+ B2 AB AZ + B2 o
o — — ]
U (t)=§ i —iBiI:ZAZ;Zth cos 2A2+2B2 t —iAw i i . (342)
o AZ+ B2 A+ B2 o
‘ cos 2A2+2B2 t—1 AZcos  2AZ + 2BZ t+ B2
AB A2 + B2 :,\_;_tn,\o . Ap2 . A2 + B2

Atuando com U(t) sobre os vetores base temos,

Ut)|=2,n+1i = |¥, ()i, (3.43)

onde
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B2 cos p2 (A2 +B2)gt + A2 iB sin p2 (A2 + B2)gt

[N} p ]
AB cos = 2(A?+B?)gt —1 )
FNpasy 12,n—1i, (3.44)
U(t) 10, ni = |W,(b)i, (3.45)
onde
iBsin T2 (AZ + B2)gt p
Y,(t)i = — P -2,n+1i+cos 2(A2+B?)gt |0,ni—
|Wa(t) P | ( ot |
iAsin p2 (A2 + B2)gt
- 1 © 2,n—1i 3.46
P | (3.46)
e
Ut)|2,n —1i = |Ws(b)i, (3.47)
onde
" P ' . P
~ AB cos  2(A*+B?)gt —1 _iAsin © 2(A? + B?)gt _
|Ws(t)i = A2 + B2 |=2,n +1i— pm |0, ni +

A2 cos p2 (A2 +B2)gt + B?
A? + B2

12,n—1i. (3.48)
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Os operadores de evolugéo U(t), para um e dois atomos serao utilizados no capi-

tulo V de nosso trabalho no estudo do emaranhamento de trés atomos.
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Capitulo 4

Medidas de Emaranhamento

O emaranhamento é uma das caracteristicas de maior estranheza na mecanica
quantica. Essa propriedade de sistemas quanticos compostos, foi primeiramente descrita
por Einstein, Podolsky e Rosen [49], que propuseram um experimento conhecido como
paradoxo EPR, onde o resultado de uma medida realizada em uma parte do sistema
quantico pode ter efeito instantaneo no resultado de uma medida realizada em uma outra
parte, independente da distancia entre as partes.

Em 1964 Bell [51], apresentou um teorema chamado de desigualdade de Bell.
Esse teorema propde uma desigualdade que relaciona as probabilidades de detecgéo de
dois observaveis dicotémicos, relativos a dois sistemas. Se a correlagéo entre os dois
sistemas for descrita por uma teoria realista local, a desigualdade é sempre satisfeita. Por
outro lado a violacdo dessa desigualdade implica que os sistemas em questdo exibem uma
correlagdo nao-local, prevista pela mecanica quantica.

A desigualdade de Bell tem base no experimento do paradoxo EPR, em que dois
observadores remotos, (denominados posteriormente Alice e Bob) compartilham um par
de particulas emaranhadas. Bell afirmou que a correlagdo entre as particulas é devido
ao emaranhamento quantico do par, o estado ndo pode ser determinado até o momento
em que uma medida é feita por um dos observadores. Esta idéia esta inteiramente de

acordo com o principio da incerteza de Heisenberg, um dos conceitos mais fundamentais
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na mecanica quantica. O emaranhamento quéantico, ndo possui nenhum analogo classico,
este elemento aparece na violagao da desigualdade de Bell.
Podemos verificar que um sistema é emaranhado quando o operador densidade

de um sistema bipartido ndo pode ser representado por uma soma de estados produtos,

V4

5= p,(i) L Buli), (4.1)

onde P, e P, sdo os operadores densidades para os subsistemas a e b.

Além de sabermos se um sistema esta emaranhado ou néo, é interessante saber
a quantidade de emaranhamento que o sistema possui. As medidas de emaranhamento
tém como fungdo quantificar o emaranhamento de um estado quantico. Uma medida de
emaranhamento deve satisfazer as seguintes propriedades [71]:
(i) Valor zero para estados separaveis:

Para um estado separavel p, E (p) = 0.

(ii) Normalizacéo:

O emaranhamento do estado ¥ = 3%'_ i |ii®, é

E(JWih¥]) = log,d 4.2)
com |iiA, uma base ortonormal.

(iii) Nao crescente por LOCC:

Seja um mapa A_occ, implementado por uma operagao local e comunicagéo clas-

sica (LOCC), entao

E(ALocc p) 6 E(p). (4.3)
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(iv) Continuidade:

E(p) deve ser uma fungédo continua de p,

E(p) —E(0) — 0 para ||[p—o0o|| — 0. 4.4)

(v) Aditividade Parcial:

As n copias idénticas do estado p, contém n vezes 0 emaranhamento de p,

E(p ") = nE(p). (4.5)

(vi) Subaditividade

Para dois sistemas independentes p e g, dizemos que o sistema global é descrito por

p [l g, e as fungdes que medem emaranhamento devem satisfazer,

E(p U o) 6 E(p) + E(0). (4.6)

(vii) Convexidade

E (p) deve ser convexa no espago dos operadores,

E pipi 6 pPiE(p;), (4.7)

onde p = r pip;, para todos {p; |¥;i}, comp; >0e r pi = 1.

Enconltrar uma medida que satisfaca todas essasI propriedades ¢ algo muito difi-
cil. G. Vidal [72] propbs que um bom quantificador de emaranhamento seria aquele
que satisfaz apenas a propriedade de ndo crescimento, em média, por operagdes locais e
comunicagéo classica (LOCC). Deste modo definiu-se o que se chama de mono6tono de

emaranhamento.
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Vidal também demonstrou um conjunto de condigbes necessarias para que E seja

um monodtono de emaranhamento sio:

1. Para qualquer operagéo local ndo-deterministica &; , (p), realizada na i-ésima parte,

E() 6 pE (0o (4.8)
k

onde
Pk =Tr ¢ w(p) ,

_ Gik(P)
“ P

2. Convexidade: para qualquer ensemble {qx, px},

E() 6 &E (o). (4.9)
Kk

As medidas de emaranhamento devem satisfazer as propriedades citadas e séo
divididas em dois tipos, operacionais e abstratas. As medidas operacionais séo obtidas
por meio de operagdes locais € comunicagdo classicas (LOCC), as medidas operacionais
mais comuns sdo emaranhamento destilavel [60] e custo de emaranhamento [61]. As
medidas abstratas, sdo usadas como limites paras medidas operacionais, dois exemplos de
medidas abstratas sdo concorréncia [53], que mede emaranhamento de formacao e entropia
relativa [62], [63].

Um grande problema nas medidas de emaranhamento é a quantificagdo do emaran-
hamento de estados mistos, esses estados sdo escritos como uma combinagdo convexa de

estados,

P= Dip; (4.10)
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onde '_ pj = 1,ep; = 0. Fisicamente isso corresponde a uma mistura de estados puros, de
modquue p; tem probabilidade p;. Os estados mistos ndo podem ser escritos como fungéo
de onda, mas podemos escrevé-los como uma soma de estados puros. Um estado puro
nao pode ser representado como uma somatoéria de outros estados e pode ser escrito como
funcdo de onda. Estados mistos podem ter emaranhamento ligado, ndo existe regra geral
para saber se um estado possui esse tipo de emaranhamento. Primeiramente devemos
verificar se o estado esta emaranhado, e se o estado pode ser destilado em singletos. Se
um estado misto ndo pode ser destilado em singletos, mas possui emaranhamento, entao
esse estado possui emaranhamento ligado.

Atualmente o estudo das medidas de emaranhamento, é usado em pesquisas nas
areas de computagao quantica e criptografia quantica. Neste capitulo, mostraremos algu-
mas medidas de emaranhamento, que serdo utilizadas para detectar o emaranhamento

do sistema de trés atomos que apresentaremos no capitulo V, também mostraremos que

0 campo eletromagnético no estados comprimidos de dois modos possui emaranhamento.

4.1 Entropia.

No inicio do século XX Von Neumann generalizou o conceito de entropia, para
sistemas de particulas quanticas, onde um estado misto definido por uma matriz densidade

p, tem a entropia definida como,

S(p) =—-Tr(plnp). (4.11)

Bennett et al [52], utilizaram-se da entropia de Von Neumann como uma medida
de emaranhamento para estados bipartidos.
Dado o operador densidade p de um par de sistemas quanticos A e B, con-

siderando todos os estados puros decompostos de p, que sdo todos os ensembles do estado
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|W;i, com probabilidade p;,

Para cada estado puro, o emaranhamento E (V) é definido como a entropia de Von Neu-

mann, de qualquer um dos subsistemas A e B,

E(¥) = —Tr(palogzpa) = —Tr(p,l0ogz ), (4.13)

onde p, é obtido através do trago parcial de p sobre o subsistema B, e da mesma maneira
conseguimos p,, fazendo o traco parcial de p sobre o subsistema A.
Para demonstrarmos como é calculado o trago parcial tomaremos como exemplo

o seguinte estado de dois qubits’,

|Wagi = cos8|00i — sin®[11i, (4.14)

0 operador densidade para este estado é,

) ] cos’®  —cosBsind [
Pag = [YasihWap| = g (4.15)

—cosOsin® sin?@

Verificando traco parcial em relagédo ao subsistema B temos,

L L

cos?6 0

Pa =Tre(pag) = o (4.16)
0 sin’@
Agora iremos verificar a entropia para o estado |Wagl,
E(Was) = — cos? 8 log,(cos? 8) + sin2 8 log,(sin? ) . (4.17)

Podemos ver que a quantidade E(Wag) tem valor 0, para 6 = 0 e 8 = 11/2, para

"Unidade de informag&o quantica, que é descrita por um vetor de estado de um sistema quéantico de
dois niveis.
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estes valores de 8 temos estados separaveis. Para 8 = 11/4 temos E(Wag) = 1, para este

valor de 6 temos um estado maximamente emaranhado de dois qubits.

4.2 Entropia Linear

A entropia linear é uma medida de pureza de um estado [73], e é definida como,

Si(p) = % 1 =Tr(p?) . (4.18)

Para um estado puro no espacgo de Hilbert com dimenséo d a entropia linear é zero e para

um estado maximamente misto S;(p) = 1.

4.3 Concorréncia

Hill e Wootters [53], apresentaram um tipo de medida de emaranhamento de
formacéo, denominada concorréncia, neste trabalho eles obtiveram uma expressao exata
para medida de emaranhamento de formacédo de dois qubtis.

Para demonstrarmos estd medida de emaranhamento, primeiramente iremos in-
troduzir uma transformacao de "spin flip", que ¢ uma fungao aplicavel sobre estados de
um numero arbitrario de qubits. O primeiro passo € demonstrar essa transformacéao sobre
um estado puro de um Unico qubit,

LTJI_=oy|LIJ*i, (4.19)

onde |¥ i representa o conjugado complexo de |Wi.
Para realizarmos a transformacao spin flip sobre n qubits, devemos fazer essa
operacgao individualmente em cada qubit. A operacéo spin flip para um estado geral p de

dois qubits, tem o seguinte forma,
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p = (oy L oy)p (0y [ oy). (4.20)

Podemos utilizar a transformagao spin flip para expressar emaranhamento de
estados puros. De modo que a medida de emaranhamento que definimos na equagéo Eq.
(4.13), pode ser escrita como,

E(¥) =g(CM)), (4.21)

onde a concorréncia C é escrita como,

|9 ~E
CWwW) = Ywv , (4.22)
a funcéo ¢ é dada por,
M Ne——7=31I
¢(C)=nh 1r 1= ; c , (4.23)

onde h(x) é a fungdo entropia binaria, que tem a seguinte forma,

h(x) = —[xlog, x + (1 — x) log,(1 — x)]. (4.24)

¢(C) é uma funcdo monotonica e varia de 0 a 1, assim como C também varia de 0 a
1. A concorréncia, pode ser tomada como medida de emaranhamento, como exemplo

consideraremos um estado maximamente emaranhado de dois qubtis.

Wagi = %’Eqmi — [10i), (4.25)

|9 =
a concorréncia que é dada por WY|V¥ , para o estado da equagdo (4.25) tem valor 1.
Podemos tomar como outro exemplo um estado separavel |WYagi = |011, para este estado

a concorréncia tem valor 0.
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A concorréncia pode ser expressa utilizando a seguinte operagao,

C(p) = {0, A\1, No\s/\y), (4.26)

onde os /\;s sdo as raizes quadradas dos auto valores da matriz ndo hermitiana pp. A
determinacao fisica da concorréncia C(p), como também a execugédo experimental foram
obtidas para um sistema de dois qubits, esses resultados sdo encontrados nos trabalhos

de Mintert [64], Horodecki [65] e Walborn [66].

4.4 Negatividade

O conceito de negatividade tem origem na observagao feita por Peres [55], onde
a transposta parcial de uma matriz densidade, associada com um estado separavel ainda
€ uma matriz densidade valida. Horodecki et al [56], demonstram que o critério de Peres
€ uma condi¢do necessaria para um estado ser separavel, para dimensdes do espaco de
Hilbert, 2X2 e 2X3. O critério de Peres nos leva a uma medida de emaranhamento chamada
de negatividade.

A negatividade é uma medida de emaranhamento para qualquer tipo de estado
puro ou misto de um sistema bipartido arbitrario [67] [57] [68]. Essa medida se baseia na
norma do trago da transposta parcial p}’g, do estado bipartido p,g. Com isso temos a

negatividade definida como,

N(pag) = o5 —1, (4.27)

onde pLAB , € a norma do traco de pTAAB, que é 0 mesmo que a soma dos modulos dos
autovalores de pTAAB. Utilizando a definicdo da norma do traco e o fato que Tr(pLAB) =1,

nos temos,
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o =2 A+, (4.28)
onde A;, sdo os autovalores negativos da matriz py. Deste modo a negatividade pode
ser escrita como,

N(as) =2 A . (4.29)

A negatividade de um estado bipartido maximamente emaranhado equivale a 1,
e para um estado separavel tem valor 0.

A negatividade é uma medida de emaranhamento bastante usada pois ela tem
capacidade de detectar emaranhamento de estados bipartido? de qualquer dimenséo, que
possuam transposta parcial negativa (NPT). Temos que lembrar que estados que possuem
transposta parcial positiva e possuem emaranhamento, sdo estados com emaranhamento
ligado, ou emaranhamento ndo destilavel e para esses estados a negatividade ndo detecta

0 emaranhamento.

4.5 Extensao "convex roof'da negatividade.

Existe um conjunto de estados que possuem transposta parcial positiva (PPT)
e sdo emaranhados, essa classe de estados possuem emaranhamento ligado ou emaran-
hamento ndo destilavel, a negatividade ndo detecta esse emaranhamento. Uma medida
que pode detectar esse emaranhamento ¢ a extensao "convex roof"da negatividade (CRE
negatividade) [58].

Para definirmos a (CRE) negatividade, devemos considerar a negatividade de um
estado puro d [ d com d 6 d, e com Hamiltoniano total Hy [0 Hg. Através do teorema

de decomposigdo de Schimit, um estado puro |Wi pode ser escrito como,

2estados de duas particulas
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=

Wwi=" Virlab;i = Ua 01 Ug |0, (4.30)
j=0
onde Vp_j sdo os coeficientes de Schimidt e Ua e Ug sdo operadores unitarios definidos
por, Ua ji = |aji e Us [ji = |bji respectivamente, e
_y
|Pi = [UNITLE (4.31)
j=0
Para um estado puro, a negatividade ndo se modifica quando se aplica uma trans-
formacéo local sobre o estado |Wi, de modo que,
i _ . 2 N _
N(|Wih¥]) = N(|®ihd|) = =1 miF; = Np(p), (4.32)

i<j

onde

N__ V_ N
BH=( Mg My Hg—q)

e o vetor de Schmidt. Podemos verificar que N,(p) = 0 se e somente se |Wi for um estado
separavel. Desta maneira N, pode ser uma medida de emaranhamento para um estado
bipartido puro e pode ser extendida como uma medida de emaranhamento para um estado
misto p através da extensdo "convex roof'da negatividade.

Para calcularmos a extenséo "convex roof'da negatividade para um estado misto
p, primeiro devemos diagonalizar este estado, deste modo conseguimos calcular os autove-
tores e autovalores de P, apds a diagonalizagdo um estado misto arbitrario p, pode ser
escrito como,

-

p= pxl|WPcihWy|. (4.33)
k

Utilizando-se da equagéo (4.33), temos que a (CRE) negatividade é dada por,
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Nere(0) = min N (i), (4.34)
k

onde min representa que o estado P, deve ser decomposto de forma que Ncre(p), assuma
0 menor valor possivel, e p, séo os vetores de Schmidt de |Wi.

No6s podemos mostrar que Ncre(p) = 0, somente se p for separavel. Isso implica
que a extensdo "convex roof"da negatividade, diferencia separabilidade e emaranhamento
ligado, que ndo pode ser detectado pela negatividade de p'. A fungdo Ncre é convexa,

e Ncre(p) > Np(p) pela convexidade da negatividade original [57].

4.6 "K-way"Negatividade

Para um sistema N-partido, composto com trés ou mais partes, pode-se dividir o
sistema em M partes, onde cada parte contém um ou mais subsistemas. Se considerarmos
um unico subsistema, de um sistema composto por M partes, esse subsistema pode estar
emaranhado, com seu complemento de diferentes maneiras. Por exemplo, num sistema
de trés qubits (ABC), o subsistema A pode n&o estar emaranhamento com o sistema BC,
como também pode haver emaranhamento entre A e BC, ou AB com C e AC com B

Para demonstrarmos como é calculada a negatividade "K-way" [59], primeiro
mostraremos como é feita a transposta parcial "K-way". A transposta parcial "K-way"(2 6
K 6 N) de um estado p com relagdo a um qubit p, é obtida da matriz p mediante a apli-

cacao das seguintes condigoes:

W

.. . 1aTay= = .Y T . . . 1aTay= = . .
iz NP J2edn = Tizedp—1, Jp, Tpet - NI D d 2o dp—15 T s Jpea 0N
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®
i1i2...iN|ﬁLA|j1j2...jn = hi1i2...iN|ﬁ|j1j2...jni se (1 - 6im,jm) = K,

m=1

onde

0 =1 para im = jm,

im.jm

0 =0 para im = Jm-

im,jm

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Um elemento de matriz tipico do operador p envolve a troca de estado dos K

subsistema, com K=0 até N. Para um sistema N-partite, o operador p pode ser dividido

em N partes rotuladas por K(0 6 K 6 N) e escrita como,

com

onde

~ XA
p= Rk,
m=1
Rk = hiyig..in|Blit2. - Jni ligio..inihjqd2. )N ]
I
- - . - - - ’_\A )
I = iyip.in, Jad2--dN Oim.jm = N —K
m=1

A tranposta parcial "K-way"com relagdo ao subsistema p é escrita como,
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B = Rie + RY. (4.41)
K'=0,1...N

K=K
A negatividade "K-way"é calculada a partir da transposta parcial "K-way"da

matriz p com respeito a um subsistema p, e é definida como,

NP = —pIg—1 —1, (4.42)

onde _pk’_1, ¢ a norma do traco de p,T(p. Usando a definicdo da norma do trago, e o fato
que tr(pk) =1, nos temos,

PN

ToRT =2 NS o+, (4.43)

onde A!“, sdo 0s autovalores negativos da matriz pr. Com isso a negatividade pode ser

escrita como,

(4.44)

com

(pP=2,3,..,N). (4.45)

A negatividade N}, depende das correlagbes quanticas "K-way", e é uma medida
de todos os tipos possiveis de emaranhamento atribuidos para as correlagdes quanticas
"K-way". Intuitivamente para um sistema que tem emaranhamento N-partite puro, €
necessario que as correlagbes quanticas "N-way"nao sejam zero.Por outro lado emaran-
hamento N-partite pode ser gerado por correlagbes quanticas (N -1)-way .

No capitulo V do nosso trabalho utilizaremos a negatividade "k-way"para caracteri-

zacao do emaranhamento dos trés atomos.
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4.7 Emaranhamento de variaveis continuas.

Estados quanticos que possuem variaveis continuas, sdo estados com dimensao do
espaco de Hilbert infinita, por exemplo estados coerentes e estados comprimidos. Nessa
secao demonstramos o emaranhamento dos estados comprimidos de dois modos. Como

foi mostrada na se¢éo (2.6.1), o estado comprimido de dois modos (2.100), é escrito como,

G = —ors e (tanhs)" |ni, |ni,, (4.46)

n=0
onde o subscrito 1 e 2 se referem aos dois modos do campo. E facil observar através da
equacao (4.46) que o numero de fétons em cada modo é perfeitamente correlacionado com
o numero de fétons no outro modo.
Para estudarmos as correlagdes quanticas entre os dois modos do estado comprim-
ido, precisamos quantificar o seu emaranhamento, para isso usaremos a entropia de Von
Neumann (4.13) [69]. Para calcularmos a entropia necessitamos do operador densidade

para o estado comprimido de dois modos, que é dado por,

M 12 ==
. e n+n? - .
P12 = |§ip Ny, = oshs . (tanh's) Ini, [ni, hn'|, hn'], . (4.47)
n0_=0
Com isso temos que,
E = —Tr(p,logp,) = —=Tr(p,log p4), (4.48)

onde p, = Tri{psy} € p1 = Tr2{ps,}. Deste modo a entropia de Von Neumann para um
unico modo do estado comprimido, é dado por [70],
E = cosh? s log,(cosh? s) — sinh? s log,(sinh? s). (4.49)

Através da equacéo (4.49), fizemos um grafico do emaranhamento E em fungéo
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Figura 4.1: Emaranhamento do estado comprimido de dois modos versus parametro de
Ccompressao s.
do parametro de compresséo s, que esta demonstrado na figura (4.1).

O grafico da figura (4.1), mostra que o emaranhamento é praticamente linear
em relagdo ao parametro de compressdo s. Para o parametro de compressao s tendendo
ao infinito (s — «), o estado comprimido de dois modos é maximamente comprimido e
maximamente emaranhado, mas isso ndo é possivel pois implica na necessidade de energia
infinita para se conseguir maximo emaranhamento. Podemos verificar essa afirmagao

através do numero médio de fotons em cada modo do estado comprimido, que é dado por,

hn4i = hnyi = sinh?s (4.50)

Através da equacao (4.50) fizemos um grafico que esta demonstrado na figura
4.2).
O grafico da figura (4.2) demonstra que quando o parametro de compressao tende

ao infinito (s — ), o numero médio de fotons do estado comprimido de dois modos
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Figura 4.2: Numero médio de fontons hni versus parametro de compresséo s.

também tende ao infinito (hni — «), o equivalente também acontece com a energia do
estado comprimido (E — ).

Nesta secdo demonstramos a existéncia de emaranhamento entre os fétons do es-
tado comprimido de dois modos e sua dependéncia em fungéo do parametro de compresséo.
No capitulo V, demonstraremos o procedimento para a transferéncia de emaranhamento
de variaveis continuas para um sistema de estados quanticos discretos, ou seja atomos

aprisionados em cavidades.
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Capitulo 5

Emaranhando um qubit remoto com
um par de Bell através da interacao
com um campo comprimido de dois

modos

Existe um grande interesse no emaranhamento de qubits remotos, pois estes po-
dem ser usados na implementacéo de protocolos de comunicagéo, atualmente necessitamos
de grande seguranga no envio de dados, no comércio eletrénico, transagdes financeiras,
movimentagdes bancarias e troca de informagdo militar. Bennett e Brassard [74], pro-
puseram um novo conceito de comunicagdo segura, chamado de distribuicdo de chave
quantica (QKD). Nessa nova proposta eles apresentaram um tipo de comunicagdo onde
Alice e Bob (dois laboratdrios distintos), compartilham uma chave secreta, e a mensagem
¢ transferida através do envio de qubits unicos, que sdo fétons polarizados (vertical ou
horizontal), a mensagem é criptografada utilizando a chave secreta compartilhada entre
eles.

Outro possibilidade de envio de mensagens com segurancga, é a comunicagao quan-

tica segura e direta (QSDC). Nesse tipo de comunicagdo nao é necessario o compartil-
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hamento de chave secreta, para o envio da mensagem. F. G. Deng et al [84], apresentaram
um protocolo onde Alice possui um conjunto de pares EPR, ela fica com um qubit do par,
e envia o outro qubit para Bob. Um grupo aleatdrio de qubits é enviado para Bob com a
finalidade de checar a seguranga na comunicacao e verificar se existe um interceptor. Caso
nao exista interceptor eles ddo continuidade ao processo de comunicagdo, deste modo a
mensagem ¢ cripitografada através do envio de um conjunto de particulas dos pares EPR
para Bob.

Neste capitulo, apresentamos uma proposta de geragdo de estados emaranhados
de atomos localizados em cavidades distintas, onde Alice possui uma cavidade com dois
atomos de dois niveis (A e A,) aprisionados , e Bob possui uma cavidade com um
atomo de dois niveis (B) aprisionado. Essas cavidades estdo inicialmente em um estado
vacuo e sera enviado a elas um campo comprimido de dois modos. O campo comprimido
de dois modos, é gerado através de um processo de conversdo paramétrica descendente,
onde fétons interagem com um meio éptico ndo linear (cristal), produzindo um estado
comprimido de fétons de dois modos. Cada modo do campo comprimido € enviado para
uma cavidade. A juncdo entre o campo comprimido externo e cavidade é feita usando um
divisor de feixe. No artigo de W. Son et al [75], a possibilidade de emaranhar dois qubits
remotos através de estados bipartidos com variaveis continuas foi demonstrada. Nesse
trabalho foram considerados duas cavidades separadas espacialmente, com um atomo em
cada cavidade. O estado comprimido de dois modos é compartilhado entre as cavidade,
de maneira que cada modo do campo € enviado para uma cavidade distinta.

Estados que possuem trés qubits emaranhados podem ser utilizados na comu-
nicacdo. Jian Wang et al [81], apresentaram um protocolo onde eles utilizam estados
W para a comunicagdo. Nesse protocolo Alice fica com dois qubits e envia o qubit re-
manescente para Bob, Alice cripitografa a mensagem fazendo operagGes locais | e ioy.
Utilizando-se de outra classe de estados de trés qubits Jian Wang et al [82], demonstraram
um protocolo de comunicagao com estados GHZ. Nesse protocolo existem trés laboratérios

comunicando-se, Alice, Bob e Charlie e a mensagem é criptografada através de operagoes
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unitarias.

Além disso, estados emaranhados de trés particulas podem ser utilizados no tele-
transporte de estados quanticos [83]. No teletransporte Alice e Bob compartilham um par
EPR, Alice possui uma particula com estado desconhecido. Alice pode enviar o estado
quantico da particula desconhecida para Bob, através de operagdes locais e comunicagao
classica.

Como o sistema estudado possui atomos aprisionados em cavidades com sepa-
racao espacial, devemos verificar se apos a interagdo com o campo comprimido os atomos
possuem emaranhamento. Para quantificar o emaranhamento dos atomos no sistema pro-
posto foram usados trés tipos de medidas de emaranhamento, que sdo entropia linenar,
negatividade [57] e uma extensdo "convex roof'da negatividade [58] . Com essas medidas
pode-se verificar se 0 sistema possui 0 emaranhamento livre durante a interagcdo atomo, ou
se possui emaranhamento ligado. Examinamos também, a evolugdo temporal do estado
do sistema e a dindmica do emaranhamento dos atomos.

Para melhor entendimento da dindmica do sistema, o capitulo foi dividido em
trés se¢des, que sdo: campo na cavidade, interagdo atomo campo e emaranhamento entre

os atomos.

5.1 Campo na Cavidade

Como foi demonstrado na segdo (2.6.1), os estados comprimidos de dois modos

[76], podem ser gerados através de um processo de conversao paramétrica descendente. O
operador de compressao associado a esse processo pode ser escrito como,

S(s) = exp(—sab + safb?), (5.1)

onde s é parametro de compressao e 3 e b sdo os operadores bos6nicos de aniquilagéo e

afe bf sdo os operadores bosonicos de criagcdo dos fotons. A atuacdo do operador §(s)
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sobre os estado vacuo |0, 0i, produz um estado comprimido de dois modos.

I\(tanh s)"|n, ni, (5.2)
n=0

Yei =
AGH coshs

Como foi verificado no capitulo IV, a quantidade de emaranhamento do estado
comprimido de dois modos é linearmente proporcional ao parametro de compressao s [77].
A juncgéo entre campo externo e cavidade, é feita através do operador divisor de

feixe

B(0) = exp g(eff—an) , (5.3)

onde ¢ e (C), sdo os operadores de aniquilagéo e (criagdo) para o campo na cavidade e
f (e fAT), sao os operadores de aniquilagdo e (criagdo) para o campo externo, o coeficiente
r = cos /2, representa a refletividade do divisor de feixe.

Como o campo comprimido possui dois modos, cada modo é enviado para uma
cavidade . Com a injecdo de pr = |WrihWe| nas cavidade que tem estado inicial vacuo,

obtemos o operador densidade total para o estado do campo numa unica cavidade,

Brc, = B1(8)B¢ [0i h0|¢ BI(B). (54)

Em nosso trabalho estamos interessados somente no comportamento do campo
na cavidade, para conseguirmos ter acesso a esse campo, devemos fazer um trago sobre o

modo do campo externo na equagao (5.4), com isso temos,

~ . ¥
Pc, = Tre Prc, - (5.5)

Depois de feito o trago sobre o campo externo, o estado quantico do campo nas
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cavidades, tem a seguinte forma,

onde

com

M 1 12 oo minfn,m]

pc = (tanhs)™ ™" GE"(8)
coshs n,m=0 Kk,I=0

x|n—k,n—lihm—k,m—1I|

G"(8) = C( (8)Ci" (8) G (8) C™ (8),

=
n! « 0

! 0
n = — i n_k -
Cy (0) KI(n — K)! coS 9 sin >

(5.6)

O operador densidade p representa o campo nas cavidades em um estado emaran-

hado misto, independentemente do valor de 6 que é a refletividade do divisor de feixe,

como foi demonstrado na segédo (4.7) do capitulo (4).

5.2

Interacdo Atomo Campo

Para verificarmos como se da a interagdo atomo campo nas cavidades, primeiro

devemos examinar a interagao de dois atomos com o campo no estado de Fock na cavidade

e um atomo com o campo no estado de Fock. Para descrevermos a interagdo atomo campo,

utilizaremos o modelo Jaynes Cummings de interagao [80].

Uma cavidade sem dissipacado que esta localizada no laboratério de Alice, possui

dois atomos (A e A,) aprisionados interagindo com os fétons no estado de Fock |n — Ki,

o Hamiltoniano de interagdo, conforme a equacgao (3.28) da segdo (3.3), pode ser escrito

como,

C

L

N_
1 O 28 0
N N
Hqi== 28 0 20
L V_ L
0 2a 0
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onde

a="(—-Kk=T)gt
o M
B= (n—Kk)gt.

Também verificamos na segéo (3.2), que Hamiltoniamo de interagéo para um unico
atomo aprisionado em uma cavidade sem dissipagéo interagindo com um campo de fétons

no estado de Fock |n — li é escrito como,

0 vy
] (]
Hy, =, L (5-8)
y 0
onde
M.
y=gt (n—1).

Os operadores unitarios que determinam a evolugao temporal do sistema quantico

nas cavidades (1) e (2) séo,

. ift o it
Git)y=exp ——= e Uy(t) =exp ———2 (5.9)
o estado quantico do sistema composto é determinado por,
Ura(t) = Us(t) 0 (1), (5.10)

-
Na base no,i, a'a , onde os estados possiveis do sistema na cavidade (1)

séo: |[—2,n—Kki,, [0,n—k —1i, e [2,n —k — 2i,, a representacdo matricial do operador

UP*(t) ¢ dada por,

- -
2 —iB sin 202 +2B2 t aB cos 202 +2B2 t —1
e =
a2 + B2 a2 + p2 a2 + B2

-
B2 cos 202 +2B2 t +«

-]
| B - 000

n—k — 1 —iB sin 202 +2B2 t N —iasin 2a2 +2B2 t

U1 (t) -t cos 2a2 +2B2 t ) (511)
o a2 + B2 o2 + g2
-t N « _—
1 i ap cos 202 +2p2 t —1 - a? cos 202 +2B2 t +B2
—iasi 2 2
oz + p2 iasin 2a<+ 2B+ t o2 + p2
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Na cavidade (2) a representagdo matricial de 05‘_'(t), nabase |—1,n—lie|l,n—1—1i

é dado por, u N
cos(yt) —isin(yt
= WY v o (5.12)

—isin(yt) cos(yt)

Fazendo um produto tensorial entre as equagdes (5.11) e (5.12), obtemos o op-
erador evolugdo temporal Ufy *n~I(t) no espaco Cs = Cs [ C, para o sistema composto,
nabase, |-2,n — ki, [—-1,n—1Ii,, |0,n—k —1i,[-1,n—li,, |2,n—k —2i,|—-1,n —Ii,,
|—-2,n—ki, |[1,n—=1—=1i,,|0,n—=k—=1i,|1,n=1—-1i,, e]2,n—k —=2i, [-1,n—=1—1i,.
Considerando um estado inicial ®(0) = |—2,n — ki, |—1,n — li,, 0 estado do sistema no

instante t é dado por,

p(t) =Un " '(t)|[-2,n — ki, |—1,n — li,h—2,n —k|h—1,n — 1| U """ '(t) (5.13)

onde Uy, (t)®(0), é escrito como,

cos p(n—I)T ) o, MY 2||,
_ 5 P
d(t) = o+ 2 a‘+B%cos t a2+ |—2,n—Ki,|—1,n—1i,
P —ip Mg n
+cos (DT e———sin t a2+B% [0,n—k—1i,|—1,n—li,
a2 + B2

p
cos  (n—-Dr apM M4y
cos t a2+B2 —1 |2,;n—k=2i,|-1,n—li,

a? + B2
i sin ID(n—I)T a?’ , ., Bd . _ _
+ Y ac+B°cos t o?2+B° |-2,n—Ki,[1,n—1—1i,
sin p(n—I)T B~ MY I
+ sin t a2+p% |0,n—k—1i[1,n—1—1i,
a? + B2
isin T(n—1)r ap cos t o2+p2 —1
+ 12,n—k—2i,|1,n—1—1if5.14)

a? + B2
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5.3 Geracao de estados emaranhados dos atomos Aq,

AzeB.

Nesta se¢do estudaremos a evolugdo temporal do sistema, atomo campo, com
finalidade de gerar estados emaranhados dos atomos remotos usando o campo comprim-
ido. Consideramos os atomos preparados inicialmente no estado separavel Wa,a,s(0) =
|—2i, [—1i, e 0 campo no estado comprimido P, dado pela equagdo (5.6). Os subscritos
Ase A, correspondem aos dois atomos na cavidade de Alice e o subscrito B, corresponde
ao unico atomo na cavidade de Bob.

O efeito da emissdo espontanea é minimizado pelo fato dos trés atomos estarem
no estado fundamental no instante (t = 0). Os operadores unitarios que determinam a
evolugéo temporal do sistema quéantico nas cavidades (1) e (2) séo,

e Oz(t) = exp _IH,t , (5.15)

~

_iH;t

l’J\1(t) =exp

onde H,; é o Hamiltoniano da equacgao (3.14), e H,, é o Hamiltoniano da equacao (3.30).

A evolugao temporal do sistema é determinada pelo operador unitario

Usa(t) = Uy (t) 0 Uy(t).

O operador densidade do sistema composto por atomo e campo no instante t, é

escrito como,

1 112 22 miﬂn\,m]

H
pt) = Up(t) (tanhs)"™*™GI™(9) (5.16)

n,m=0 k,I=0
x|—2,n —ki|—1,n —lih—2,m — k| h—1,m — 1]301,(t)
= n+meanm Y n—k ~ =1
coshs n,m=0 k,I=0 (tanh S) le (e) U1 (t) M U2 (t)

|-2,n—ki|—=1,n—=lih—2,m —k|h—1,m = 1| UI™*) 0 UI™'(t) .

coshs
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Com o objetivo de investigar o emaranhamento entre atomos, um trago sobre os
modos do campo, é feito para obter uma expressao analitica para o estado reduzido dos

atomos,

Paae(t) = Tre {B()}. (5.17)

Considerando o caso em que os atomos sado inicialmente preparados no estado

|—2i, [—1i,, a matriz densidade reduzida pa,a,s(t) nNa base,

|=2i, [=1iy, [0i,|=1i,, |20, =iy, |=2i,[1iy, [0i,|1i,, |2, [1i,, (5.18)

tem a seguinte forma,

C
C

piy 0 0 0 pys O

U] ]
0 pp 0 0 0 py o
~ 0 0 py 0 0 O
Pa,A.B (D) = - E (5.19)
40 0 0 py O 0 v
Sps 0 0 0 pgg O O
0 pp 0 0 0 pg
Os elementos da matriz pa,a,5(t) séo escritos como,
P—
NN 0032 (n - I)gt
= Fa'(s,0 x 5.20
P11 okl ki (,0) 2n—2k — 1) (5.20)
h p I2
(n—k)cos (4n—4k—2)gt +(n—k—1)
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Py = Fo'(s,0) —— % (5.21)
=0k =0 (2m =2k —1)

P
p(n —I)gt sin? = (4n—4k —2)gt |,

cos?

o

b n—k—=1)(n—KkK

P33 = Fa'(s, 6)( )( 5 ) x (5.22)
n=0k,I=0 (2n—2k —1)

P 1 - 1
(n—1Ngt cos p(4n—4k—2)gt -1,

2 I:)(n — gt
= Fa'(s,0 x 5.23
Pas om0 ki (S, 0) (2n— 2k — 1Y (5.23)
h p [ 1)
4n—4k—2)gt +(n—k—1)

AN sin

(n —Kk)cos

x (5.24)
okrmo 2m — 2k — 1)

P
2 ID(n — gt sin> = (4n—4k —2)gt

AN n—k—=1)(n—k
o5 = F(e). (=K (5.25)
n=0k,I=0 (2n =2k —1)

1 1o
sin?' (n—1)gt cos' (4n—4k —2)gt— 1
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m

NAN > n—k+1
P15 = Far'e) - p—( ) x (5.26)
=0k =0 2n—2k+1)2n—2k—1)
p— [ ] p— [ ]
cos (n—1Ilgt (n—k)cos (4n—4k—2)gt +(n—k—1) x

3

p—
sin  (n—1+1)gt sin p(4n — 4k + 2)gt ,

co n rsYyM§oe—
ININ n—k n—k+1 P
Oy = Fore @y ) ) s Plongt x  (527)
=0k 1=0 2n—2k—1)(2n —2k + 1)
P pP— " P
sin  (4n—4k—2)gt sin  (n—Igt cos (

4n —4k +2)gt —1 ,

onde

_ (tanhs)™"

D= o sy

GIn(e). (5.28)

5.3.1 Probabilidade de gerar pares de Bell emaranhados com o

qubit B.

Os elementos fora da diagonal principal no operador densidade reduzido pa,a,g(t)

(5.19), indicam ha possibilidade de emaranhamento entre os estados |—2i, |—1i, e |0i, |1i,,

e os estados, |0i, [—1i, e |2i, |1i,. Isso representa emaranhamento do qubit B com um

par Bell na cavidade de Alice pois os estados |0i, |—1i, e |0i, |1i,, correspondem aos

estados de Bell, e podem ser escritos na base computacional como,

10i, [—1i, = %(|01i1 +110i,) 0i,,

10i, |1, = %qom +10i,) [1i, . (5.29)
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Figura 5.1: Probabilidades de ocupagéo P4, Paas P33, Paar P55 € Pgg, VErsus parametro de
interacdo T, paras =0,5¢e 06 = 3, 14.

Para escolher o valor do parametro de compressdo para a geracao de estados
emaranhados de trés atomos, fizemos quatro graficos onde plotamos as probabilidades
de ocupacao dos estados base em fungdo do parametro de interagdo T = gt, onde g ¢
a intensidade de interacédo, e t € o tempo de interagdo, para os valores de parametro
de compressdo (s = 0,5), (s = 0,94), (s = 1,2) e (s = 1,5), com (6 = 3,14) ou
seja refletividade do divisor de feixe zero pois (r = cos(6/2)) . Esses graficos estéo
representados nas figuras (5.1), (5.2), (5.3) e (5.4).

Através da andlise dos graficos das figuras (5.1), (5.2), (5.3) e (5.4), verificamos

P
que para o tempo de interacéo (1 =0, 8), na figura (5.1), (p1; =0,8)e ( p;; =0,2), na
i=2

6 6
figura (5.2), (p4; =0,48)e ( p;; =0,52), na figura (5.3), (p4y =0,34)e( p;; =0,66)e
i=2 i=2
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Figura 5.2: Probabilidades de ocupaga@o pqs, Pyy, Pa3s Pass Pss € Pess VErsus parametro de
interacdo T, paras =0,94 e 6 = 3, 14.
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Figura 5.3: Probabilidades de ocupacéo py, Pyy, P33s Pass Pss € Pess VErsus parametro de
interacdo T, paras = 1.2 e 6 = 3,14.
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Figura 5.4: Probabilidades de ocupaga@o Py, Pyy, Pa3s Pass Pss € Pess VErsus parametro de
interagdo T, para parametro de compressdo s = 1,5 e 6 = 3, 14.
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=
na figura (5.4), (p41 =0,27) e ( p; = 0, 73). Utilisando-se desses resultados verificamos
=2

P
que na figura (5.1) para (1 =0, 8), p;; €é maior que a  p;;, na figura (5.2) para (1 =0, 8),
o

P
o valor de p,, € aproximadamente igual a  p;;, ou seja a probabilidade de numa medida
i=2

P
encontramos o sistema no estado inicial € muito grande em relacdo a  p;;, para os
i=2
valores de parametro de compressado (s = 0,5) e (s = 0,94). Nas figuras (5.3) e (5.4)

para (T = 0,8), a probabilidade p,, € menor * p;i- No grafico da figura (5.4), onde
i=2 P
utilizamos (s = 1, 5), verificamos que p,, possui menor valor em relacdo a  p;;, porém
i=2
para esse valor de parametro de compressédo (s = 1, 5), o numero médio de fétons e quase
0 dobro em relagao ao valor de parametro (s = 1,2). Isso pode ser observado através da
figura (4.2), da segéo (4.7). Para o parametro de compressao (s = 1, 5), necessitamos de
uma energia do estado comprimido maior consequentemente um numero médio de fétons
maior, isso gera uma maior dissipagdo na cavidade. Adotamos como valor de parametro
de compressédo (s = 1,2) no estudo do emaranhamento entre os atomos, pois para esse
valor, uma boa fragdo do estado inicial do campo interage com os atomos, enquanto o
numero médio de fétons dentro da cavidade ndo é muito grande.
Os elementos da diagonal principal da matriz pa,a,s(t), € 0s elementos fora da
diagonal p,5 € p,s que sdo responsaveis pelo emaranhamento, estéo representados na figura

(5.5) em fungao do parametro de interagéo utilizando parametro de compresséo (s = 1, 2).

5.4 Dinamica de emaranhamento dos atomos A{A; e

B.

Nesta se¢do estudamos o emaranhamento do qubit B com o par A;A,, para esta
analise utilizamos trés medidas de emaranhamento que séo: entropia linear, negatividade
e a extensao "convex roof"da negatividade. Para verificar o emaranhamento do qubit A,

com os qubits individuais A, e B calculamos a negatividade two-way e fizemos um grafico
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Figura 5.5: Probabilidades de ocupagao py4, P2, P33, Pasr P55 € Pgs € termos fora da diag-

onal principal p5 € p,s Versus parametro de interagdo T, para pardmetro de compresséo
(s=1,2)e (6 =3,14).
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onde representamos a negatividade "two-way"e a extenséo "convex roof" negatividade do
qubit A¢. O emaranhamento do qubit B com qubit A também foi verificado. Além disso
verificamos qual valor de parametro de compressdo gera maior emaranhamento do qubit

B com o par AA;.

5.4.1 Emaranhamento entre o qubit B e o par A/A,

Para calcularmos o emaranhamento entre o qubit B e o par AA,, primeiramente

necessitamos reescrever pa,a,g(t) (9.19) na base computacional,

1000ip 5> 1010ip 5> 1100ip ams 1110ia a5

1001in a5, 0Mia s, 110Tians, [111iaas- (5.30)

Lembrando que,

| . . v
_ '1010i 5 3 1100i, o5
2
- '
11014 4,

g g
011i +
|=2,1i = [001is o5, [0,1i = | A1AZB«J§ 212,10 = 1M1 a8 »

|=2,=1i = [000i, n,q, [0,—1i , 10, —1i = |110i,(5,31)

deste modo temos,
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C
C

5 5
ey 00 0 0 QJE EJE 0
2o P2 P2 oo o o o Re-
- 2 2 2 -
S0 P2 P2 o o o o R
- 2 2 2
S0 0 0 py O 0 0 0
Pasas(t) = E (5.32)

S0 0 0 0 py, O 0 0 -
R 0 0 0 o P= Ps g o
SR 2 2 -
R o 0 0 o P Ps g
o2 2 2 =

0 R RE o 0 0 0 pg

2 2

O operador densidade P, a,5(t), caracteriza os trés atomos em um estado misto.
Para calcularmos o emaranhamento entre o qubit B e o par A1A;, foram utilizadas trés
medidas de emaranhamento que s&o: entropia linear, negatividade e a extensdo "convex

roof"da negatividade.

Fazendo o trago parcial sobre o operador densidade da equagéo (5.32), obtemos

o estado reduzido do qubit B com isso temos,

Ps = Traa(Pa,aB)

1 P11+ P ¥ P33 0 O
Pg = - (5.33)
0 P44+ P55 + Pes

Utilizando a equacgédo (4.18), a entropia linear Sg(s, 6, gt) associada ao estado pg, é

escrita como,

Sa(s,8,9t) = 2{[Tr(pg)l* — Tri(ps )1},
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Se(s,0,9t) =2 1= (pyq +pp + p33)2 — (Pgg + P55 + pes)z . (5.34)

A negatividade para qubit B, é calculada a partir da transposta parcial p,If,L’;g

do operador densidade equacao (5.32). Usando a equacgao (4.29), a negatividade para o
qubit é dada por,

Ne(s,8,9t) = piiy —1=2 A7,

(5.35)
. . T, . — — ~ re
Diagonalizando pA’jX;zB, obtemos os auto valores negativos A, e A, . A expressdo analitica

para o calculo da negatividade Ng, € escrita como,

Na(s,8,gt) =2' A7 + Ay ', (5.36)

onde,

(U
A = (P33 + Pss) — (P33 — Pss)? + 4p%s

\.1
se (Pa3 + Pss) < (P33 — Pss)? + 4p%s,

(O
Ay =0, se (P33 +Ps5) = (P33 — Pss)’ + 4p%s (5.37)

A |

Ay = (P +Pg4)— (P2 — F>44)2 +4p%5

[
s (P +Psq) < (P2~ p44)2 + 4p3s.
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\.1
A, =0, 58 (02 +Paa) = (Poo— Pas)’ + 403 (5.38)

A extensdo "convex roof" da negatividade é calculada através da diagonalizagao

de pa,a,a(t) (5.32), 0 operador pu, a5 diagonalizado tem a seguinte forma,

Paae = P1lMThuy| + p2 [ugihuy| + pa [usi hys| + pa [Ugi hyy| + (5.39)
P43 |110i h110] + p,, |001i h0O1|,

onde

A\

1 1

P = 5(911 + 055+ (Pyy — Pss) 2+ 4p7), (5.40)
1 |

P2 = E(pﬂ + 055 —  (Py — Pss)? + 4p%5), (5.41)
1 o |

P3 = E(pzz +pgs + (P22 — Pes) 2+ 40%), (5.42)
1 o |

Py = E(pzz +0gs + (P22 — Pes) 2+ 40%), (5.43)

os estados |u4ihuy|, [M20 huy|, |Usihus| € |Mai hyy| S&0 escritos como,

lusihus| = |as|?|000i hOOO| + aibs [000i h101] + ascq [000i 011+  (5.44)
byay [101i h00O| + [b4]?[101i h101] + bycy [101i hO11] +
c1ay |011i h00O| + c1b; [011i h101] + [b4]2[011i hO11],

onde
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2
a; = 4 a ,

~ 2
Py +Pss+ (P — Pss)? +4p55+ 204 — (2915)2

P
1 P11+ P55+ (Pyy — Pss5)? + 4pTs — 2044
b1 e C1 = -y

2 .~ 3

2 . — 2 2 _ 2
2045)" *+ Py F P55+ (P1q — Ps5)? + 4pT5 — 204

I,ihyl = [az|? 000 hOOO| + asbs |000i h101] + azc, [000i hO11] +
bpay [101i h00O| + [by|?[101i h101] + byc, [101i h011] +

Coa, |011§ h000| + cyb, [011i h101] + [b] 20117 hO11],

onde
2
a, = Prs 5 :
P
P11+ Pss —  (Pyy — Pss)? + 4p%s + 204, _(2915)2
~
Prr+Pss = (P1y — Pss)? +4p%s = 2P
b2=02=’- .
2 = 7 7 2
(2p15)" + Pgq +Ps5— (P11 — Pss)? + 4p%5 — 2044
lusihus| = |as|2[100i h100] + asbs [100i h010] + ascs [100i h111] +
b3 [010i h100] + [bs|2 [010i hO10] + bacs [010i h111] +
G535 [ 1117 h100] + cgbs [111i h101] + [b|2[111i h111],
onde

12

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)



— h 2026
az = bz gy = 5
(P22 +Pes + (P22 — Pes)? + 4P%6 — 2P65)? + (2026)

~
P22+ Pss + (P22 — Pes)? + 4P3s — 2066
C3 = AJZ—FH

~ 2
Po2+Pes+ (P22 — Pes)® +4P% — 206+ (2p3)°

Iaihusl = [a4]?|100i h100| + ashs [100i hO10] + asca [100i h111| +
bsas |010i h100| + |bs|?[010i hO10| + bscy [010i h111] +

C4a4 [11110100] + c4by |11110101] + |b4|2|111ih111|,
onde

Fan NN

_ 2056
a4 - b4 M = 2!
(P2 +Pes + (P22 — Pes)? + 4P%6 — 2P6s)? + (2026)

P
P22+ Pss + (P22 — Pes)? + 4P3s — 2066
C4 = AJZ—FH

~ 2
P22+ Pss + (P22 — Pes)? + 4P%6 — 2066 + (2926)2

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

Utilizando-se do operador densidade diagonalizado (equagao (5.39)), podemos calcular a

CRE negatividade para o qubit B, através da expressao (4.34), como,

NgRE(pA1AzB) =min  pNB(p,),
K

(5.55)

Os resultados numéricos foram obtidos a partir das equagdes (5.34), (5.36) e

(5.55), utilizando o programa fortran. Os calculos foram feitos para 6 = 3,14, ou seja

reflectividade do divisor de feixe r = 0 (r = cos8/2) e s = 1, 2. Os resultados numéricos da

entropia linear, negatividade e extensado "convex roof"'da negatividade sao representados

na figura (5.6), como funcdo do parametro T = gt.
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|V !\W\

20

Figura 5.6: Entropia linear Sg, negatividade Ng e CRE negatividade N8z, paras = 1,2,
8 = 3,14 em fungdo do parametro de interagdo T = gt.
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A figura (5.6) mostra que a negatividade tem valor zero para alguns valores de
T, iss0 ocorre porque trata-se de um estado misto que possui emaranhamento ligado. A
extensdo "convex roof"da negatividade é capaz de detectar tanto emaranhamento livre
como emaranhamento ligado. A entropia linear assim como a extensédo "convex roof"da
negatividade demonstra que o estado esta emaranhado para todos os valores de 1 > 0.
Com essa analise verificamos que o sistema estudado possui emaranhamento ligado e que
a negatividade, ndo e capaz de detectar esse emaranhamento. Por outro lado a extenséo
"convex roof"da negatividade e entropia linear detectam o emaranhamento ligado.

Também verificamos que apesar de haver uma correspondéncia entre os picos dos
graficos da entropia linear e da extensdo "covex roof"da negatividade, a forma da curva
da extensdo "convex roof"da negatividade ndo segue exatamente o0 mesmo padrdo que o
da entropia linear. O efeito tem sua origem no fato de que o grau de mistura do estado
do qubit B é devido ao emaranhamento com qubits A;, A, e campo eletromagnético.
Por outro lado a extenséo "convex roof"da negatividade foi calculada a partir do estado
Pa,a.B (9-55), e detecta somente o emaranhamento do qubit B com o par de qubits AA;.

Para examinarmos a dinamica do emaranhamento dos qubits, ndo utilizaremos a
medida de negatividade pois ela ndo detecta o emaranhamento ligado do sistema, também
nao sera usada a entropia linear, pois ela ndo mede somente o emaranhamento dos atomos,
ela também quantifica 0 emaranhamento atomo campo. Deste modo, utilizaremos apenas
a extensdo "convex roof" da negatividade para verificagdo do emaranhamento entre os
atomos, pois ela depende somente do emaranhamento dos atomos, além de detectar o

emaranhamento ligado.

5.4.2 Emaranhamento do qubit A

Para o emaranhamento do qubit A, primeiro calcularemos o seu emaranhamento

, . T .
com o par A,B, este calculo é feito usando o operador pAf,%\Z‘B, com isso pode-se calcular a
extensdo "convex roof" da negatividade N&&L. O emaranhamento do qubit A, com o qubit

A,, assim como o emaranhamento de A com B, foi calculado através da negatividade
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T ..
"two-way", para isso calculamos pA1 A5 € Para,p, deste modo obtemos as negatividades

"two-way"NAL A2 e NALZ B . Utilizando-se desses resultados foi feito um grafico, onde
representamos N&%Le, N&t1"2 e NALZ P, em fungao do parametro de interacéo T, para

0 =23,14es=1,2, como mostra a Figura (5.7).

1,0 -

Figura 5.7: Negatividade N&%e , negatividade tipo-2 NaLz 2 e Nake 2P, para 8 = 3, 14

e s = 1,2 versus o parametro de interacdo T.

Na figura (5.7) verificamos que para T = 14,6, 0 emaranhamento entre os atomos
nas cavidades distintas € maior que o emaranhamento entre os atomos A4 e A, da cavidade
de Alice. Isso ocorre devido a transferéncia de emaranhamento do estado comprimido para
os estados dos atomos. Cada modo do estado comprimido € enviado para uma cavidade,
a correlagdo quantica do estado comprimido é transferida para os estados dos atomos, por
esse motivo a extensao "convex roof"da negatividade N&%., que mede o emaranhamento

do qubit A com o par A;B, e NCRE que verifica 0 emaranhamento entre o qubit A e
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B, € maior que Né,}{EA1A2, que demonstra o emaranhamento entre os qubits A, e Ay, que

estdo localizados na mesma cavidade. Também observamos que para os parametros de
interagéo 1 =(0,48), (7,85) e (14,6), os picos de N &k coincidem com os picos de NaLL B,
Esses pontos demonstram que onde ha maior emaranhamento entre o qubit B com A;

equivalem aos pontos onde o existe maior emaranhamento do qubit B com o par A;A,.

5.4.3 Emaranhamento do qubit B

O emaranhamento do qubit B com o par A{A,, é obtido através do operador

TA1A2 2A W U H B
Pa.n,5+ deste modo calculamos a extenséo "convex roof'da negatividade Ncre. Para

calcular emaranhamento do qubit B com A; necessitamos do operador p;?;;\é, deste
modo obtemos a negatividade "two-way"NSz2". O emaranhamento do qubit B com A, ¢
0 mesmo que o emaranhamento do qubit B com A,, pois p,I'f,;zAé = p,If’;ZABZ. Utilizando-se
desses resultados fizemos um grafico, onde representamos NE-- e NSz2", em fungéo do
tempo de interagdo 1, para 8 = 3,14 e s = 1,2, como mostra a figura (5.8).

A figura (5.8) mostra que a extensdo "convex roof'da negatividade NE-., que
mede o emaranhamento do qubit B com o par A A,, para T = 14,5 é maior que a
negatividade two-way NE’;’E*, que verifica 0 emaranhamento entre o qubit B com A;.
Como o emaranhamento do estado comprimido é compartilhado entre as cavidades e
transferido para os atomos, a quantidade de emaranhamento da cavidade de Alice e
dividida entre os atomos A, e A,, por este motivo N8 é maior que Ngz2". Também
verificamos que para os parametros de interacdo T =(0,48), (7,85) e (14,6), os picos
de NBrz e NE32" coincidem, da mesma forma que foi observado na figura (5.7), isso
confirma a analise que os pontos onde o emaranhamento do qubit B com o par AA;, é

maior, equivalem aos pontos onde se tem maior emaranhamento do qubit B com A;.
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1,0 -

B-BA
¥
N CRE

0,5

0,0- . LE . |

Figura 5.8: Negatividade NSz e negatividade tipo-2 N2z2', para 8 = 3,14 es = 1,2

versus o parametro de interagdo T
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5.5 Parametro de compressao

O valor do parametro de compressao s, que gera 0 maior emaranhamento entre
os atomos, foi verificado através de um grafico onde plotamos as negatividades N2k e
NEze. e das two-ways negatividades N&Le"2 e NALE™ B, em fungdo do parametro de

compressao s, para 6 = 3,14 e 1 = 14, 5, este grafico esta representado na figura (5.9).

Figura 5.9: Negatividades (NErg, Nake) e two-ways negatividades (N2Le "2, N oLy 2B)

versus parametro de compressao s, para 6 = 3,14 e 1 = 14, 5.

O parametro de interagédo (1 = 14, 5), foi utilizado pois este equivale ao ponto de
maior emaranhamento entre o qubit B e o par A1A; para (0 = 1 = 25), isso pode ser
notado através da figura (5.6). Na figura (5.8) verificamos que o valor do parédmetro de
compressao para o maior emaranhamento do qubit B com o par A;A;, (linha azul figura

5.9) é s = 0,94. Como foi verificado na figura (5.3), para esse valor de parametro de
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< . . . P : .
compressdo a componente p,, é aproximadamente igual a  p;;, ou seja, em um medida
i=2
no sistema a probabilidade de encontrar o sistema no estado inicial é muito alta. Por
este motivo utilizamos (s = 1.2), no calculo do emaranhamento dos atomos, um ponto

préoximo do pico de emaranhamento.

5.6 Transferéncia do emaranhamento das variaveis
continuas para os qubits

Nesta se¢do, comparamos a entropia de Von Neumann para estado reduzido dos
atomos como fungéo do parametro de interagdo, com a entropia de Von Neumann do es-
tado inicial do campo comprimido, com o objetivo de verificar a transferéncia de emaran-
hamento das variaveis continuas do campo para o sistema quantico composto de trés
qubits. O operador densidade p(t), obtido a partir de transformacgao unitaria atuando so-
bre o estado inicial do sistema atomo campo, caracteriza os trés atomos e 0 campo em um
estado puro. Para calcularmos a entropia de Von Neumann dos atomos A;A,B, devemos
fazer um trago sobre o campo, no operador densidade p(t) da equagéo (5.16), e obter o
operador densidade reduzido P, a,g(t). A forma analitica do operador pa, A, (t) foi apre-
sentada na equagao (5.19). Diagonalizando o operador P, a,g(t), obtemos os autovalores,

pi (i =1 —6), que sdo escritos como,

1 |

pr = 5(911 + 055+ (P11 — Ps5)? + 4p%),
1 o |

p2 = §(p11 + 055 — (P11 — Ps5)? + 4p%s),
1 |

ps = 5(922 +0ss + (P22 — Pes)? + 4P%),

1 |
Ps = 5(922 +pes (P22 — Pes)? T 4P%),

Ps = Ps3

Pe = Pag (5.56)
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—S(p, , ,(*))
3- ——S(p(7))

o 10 _ 20
T

Figura 5.10: Entropias de Von Neumann S(pa, a,g(9t)) € S(Pc(gt)), versus parametro de
interacdo T, paras=1,2e 0 =3,14

A entropia de Von Neumann para estado pa,a,s(t), € escrita como,

7

S(Baae(@)) == pilog, (pi). (5.57)

A entropia de Von Neumann para o estado inicial do campo, S(p:(0)), foi obtida
como fung¢édo do parametro de compressdo no capitulo (4), secdo (4.7), e representa o
emaranhamento presente no estado inicial devido ao fato de que os trés atomos séo ini-
cialmente preparados em um estado separavel. Na figura (5.10) plotamos as entropias de
Von Neumann S(Pa,a,8(9t)) € S(Bc(at)) = S(Pc(0)) — S(Ba,a,5(gt)), como funcdo do

parametro T = gt para parametro de compressao (s = 1.2) e (6 = 3, 14).
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Podemos verificar na figura (5.10) que a entropia de Von Neumann para o campo
em T = 0 tem como valor (S(pc(gt)) = 2,95), que é o mesmo valor da entropia do
estado comprimido de dois modos para o parametro de compressédo (s = 1, 2), isso pode
ser verificado através da figura (4.1) do capitulo (4). Por outro lado a entropia de Von
Neumann para o campo no tempo zero é iS(’pS,MAzB(gt)) = 0¢, isso acontece porque atomos
e campo sao inicialmente preparados em um estado separavel. Também observamos que
para o parametro de interagdo (1 = 3, 2) temos o primeiro pico de S(pa,a,s(gt)), esse valor
de tempo de interacdo corresponde ao primeiro vale de S(p.(gt)), para o parametro de
interagdo (T = 3, 2) temos maior transferéncia de emaranhamento do campo para o estados
dos atomos a partir de t = 0. Para os parametros de interagao (1 = 4,5), (1 = 5,6),
(Tt =8,4), (1 = 9,8) e (r = 18,7), observa-se picos, da entropia de Von Neumann
S(Pa,a,e(9t)), indicando que para estes valores de parametro de interagdo ocorre uma
transferéncia significante de emaranhamento das variaveis continuas do campo para os

atomos em comparagao com o estado inicial do sistema.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho estudamos a transferéncia de emaranhamento das variaveis con-
tinuas do estado comprimido do campo eletromagnético de dois modos, para um sistema
de atomos aprisionados em cavidades distintas. O sistema estudado é composto por trés
atomos aprisionados em duas cavidades onde o laboratério de Alice tem uma cavidade
com dois atomos aprisionados e o laboratério de Bob possui uma cavidade com um unico
atomo aprisionado. Um campo comprimido de dois modos é enviado para as cavidades,
sendo que cada modo do campo é enviado para uma cavidade distinta. A jungéo entre
campo externo e campo na cavidade é feita através de um divisor de feixe.

Para verificarmos o possivel existéncia de emaranhamento entre os atomos foi
feito um trago sobre os modos do campo no operador densidade do sistema composto
dos atomos A, A, e B e campo quantizado no tempo t. Com isso obtivemos a ma-
triz densidade reduzida pa, a,g(t) (equagio (5.19)), essa matriz possui elementos fora da
diagonal principal, o que caracteriza um possivel emaranhamento. Utilizando-se das prob-
abilidades de ocupagéo dos estados base do sistema dado pela matriz p,, 5,5 €M fungéo
do parametro de interacdo, verificamos que o melhor valor de parametro de compressao
para o calculo do emaranhamento dos atomos é (s = 1.2). Para este valor de parametro
de compressdo a probabilidade p,,; possui menor valor em relagdo a F5’p“, além disso,

i=2
esse valor de parametro de compressdo possui um numero médio de fétons pequeno figura
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(4.2). Quando utilizamos um paréametro de compressdo maior que (s = 1.2), observamos
uma diminui¢do no valor de p,,; em relagéo a ?pii, mas para valores de parametro de
compressao maiores que (s = 1.2), ocorre um alIJ_riento no numero médio de fotons, o que
contribui para uma maior dissipa¢do na cavidade.

No estudo do emaranhamento do qubit B com o par A A, (figura (5.5)), onde
plotamos a entropia linear, extensdo "convex roof" da negatividade e negatividade do
qubit B em fungdo do parametro de interagdo T, verificamos que a negatividade assume
valor zero para alguns valores de T, isso ocorre porque se trata de um estado misto
que possui emaranhamento ligado. A extensao "convex roof" da negatividade é capaz
de detectar tanto emaranhamento livre como emaranhamento ligado mostrando que o
sistema tem emaranhamento para todos os valores de T > 0. Também observamos que
apesar de haver uma correspondéncia entre os picos dos graficos da entropia linear e da
extensdo "convex roof" da negatividade, a forma da curva da extensao "convex roof" da
negatividade n&o segue o mesmo padréo que o da entropia linear. O efeito tem sua origem
no fato de que o grau de mistura do estado do qubit B é devido ao emaranhamento com
qubits A;, A, e campo eletromagnético. Por outro lado a extensado "convex roof" da
negatividade foi calculada a partir do estado pa, 5,5, € detecta somente o emaranhamento
do qubit B com o par de qubits A1A,. Deste modo utilizamos a extensdo "convex roof"
da negatividade, para calcular o emaranhamento dos atomos.

Nos graficos das figuras (5.6) e (5.7), que os picos nas medidas de emaranhamento,
para os parametros de interacdo 1 =(0,48), (7,85) e (14,6), coincidem para as medidas de
emaranhamento entre 4tomos em cavidade separadas N2L "2, NALe, Noe ™ e N&xe,
0 que indica pontos de maior emaranhamento entro o qubit remoto e o par de Bell.

Também verificamos que parametro de compresséo (s = 0, 94), gera maior emaran-
hamento do qubit B com o par A;A,. Apesar desse valor gerar maior emaranhamento,
para parametro de interagdo (1 =0, 8), este paramtro de compressdo tem probabili-
dade de ocupacéo p,, aproximadamente igual a I$’pii figura (5.3), ou seja existe grande

i=2
probabilidade de medir o sistema no estado inicial que corresponde a essa probabilidade.
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Preferimos o valor (s = 1, 2), como valor de parametro de compressdo para verificagdo da
dindmica do emaranhamento do sistema de atomos, pois para esse valor, uma boa fragéo
do estado inicial interage com o campo, enquanto o numero médio de fétons dentro da
cavidade ndo é muito grande.

No sistema estudado ocorre a transferéncia de emaranhamento do campo para
os atomos. Para verificarmos a transferéncia do emaranhamento, calculamos a entropia
Von Neumann para os atomos e o campo. Para os parametros de interagédo (1 = 4,5),
(t =5,6), (1 =8,4), (r =9,8) e (r =18,7), observamos picos, da entropia de Von
Neumann S(Pa,a,s(9t)), indicando que para estes valores de pardmetro de interagéo
ocorre uma transferéncia significativa de emaranhamento das variaveis continuas do campo

para os atomos em comparagao com o estado inicial do sistema.

O Emaranhamento entre atomos aprisionados em cavidades distintas, pode ser
utilizado na comunicagao quantica e na computagao quantica distribuida. Por outro lado
o sistema proposto esta em um estado misto, a quantificagdo desse emaranhamento ainda

€ uma questao em aberto.

85



Referéncias Bibliograficas

[1] R. More, Eletronics Magazine, 19, 1965.
[2] P. Beinof, Phys. Rev. Lett. 48(23):1581-1585, Jun (1982)
[3] P. Beinof, J. Stat. Phys, 22:563, (1980).

[4] R. P. Feynman, Feynman Lectures on Computation, Hayger Collins Canada / Perseus

Boock (1996).
[6] R. P. Feynman, Int. J. Theor. Phys., 21:467, (1982).
[6] D. Deutsh, Proc. Royal Soc. London, A400(1818), 97-117, (1985).
[7] J. I. Cirac, P. Zoller, Phys. Rev. A. 50, R2799 (1994).

[8] E. Hagley, X. Maitre, G. Nogues, C. Wunderlich, M. Brune, J. M. Raimond, and S.
Haroche, Phys. Rev. Lett. 79, 1 (1997).

[9] J. M. Raimond, M. Brune, and S. Haroche, Rev. Mod. Phys. 73, 565 (2001).
[10] S. B. Zheng, G. C. Guo, Phys. Rev. Lett. 85, 2392 (2000).
[11] G.P. Guo, C.F. Li, G. C. Guo, Phys. Rev. A. 65, 042102 (2002).

[12] M. Brune, E. Hagley, J. Dreyer, X. Mamitre, A. Maali, C. Wunderlich, J. M. Raimond,
and S. Haroche, Phys. Rev. Lett. 77, 4887 (1996).

[13] S. B. Li and J.B. Xu, Phys. Rev. A. 72, 022332 (2005).

86



[14] C. H. Bennett, D. P. DiVicenzo, Nature (London) 404, 247 (2000).

[15] A. Ekert and R. Jozsa, Rev. Mod. Phys. 68, 733(1996); V. Vedral and M.B. Plenio,
Prog. Quantum Electronics. 22, 1 (1997).

[16] J. I. Cirac, A. K. Ekert, S. F. Huelga, and C. Macchiavello, Phys. Rev. A. 59, 4249
(1999).

[17] M. O. Scully, M. S. Zubairy, Quantum Optics, (1997).

[18] P. L. Knight, V. Busek, Lecture Notes in Physics, pp 3-32, (2002)

[19] E. Schrodinger, Naturwiss. 14, 664 (1926).

[20] P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. A 114, 243 (1927).

[21] E. H. Kennard, Z. Physik 44, 326 (1927).

[22] R. Glauber, The quantum theory of optical coherence. Phys. Rev. 130 (6), 2529
(1963). Coherent and incoherent states of the radiation field. Phys. Rev. 131 (6),
2766 (1963).

[23] R. J. Glauber, Quantum Optics and Eletronics, Les Houches, ed. C. DeWitt, A.
Blandin, and C. Cohen-Tannoudji (Gordon and Breach, New York 1965).

[24] L. Mendel, E. Wolf, Rev. Mod. Phys. 37, 231 (1965).

[25] J. R. Klauder, B. S. Skagerstam, Coherent States, (World Scientific, Singapore 1985).

[26] D. Stoler, Phys Rev. D. 1, 3217 (1970).

[27] C. Y. E. Lu, Lett. Nuovo Cim. 2, 1241 (1971),

[28] M. Sargent 111, M. O. Scully, W. E. Lamb Jr., Laser Physics, (Addison Wesley, Mass,
1974).

[29] H. P. Yuen, Phys. Rev. A 13, 2226 (1976).

87



[30] J. N. Hollenhorst, Phys. Rev. D 19, 1669 (1979).

[31] W. Schleich, J. A. Wheeler, Nature 326, 574 (1987); J. Opt. Soc. Am. B 4, 1715
(1987).

[32] E. T. Jaynes, F. W. Cummings, Proc. |IEEE 51, 89 (1963).

[33] B. W. Shore, P. L. Knight, J. Mod. Opt. 40, 1195, (1993).

[34] G. Rempe, R. J. Thompson, R. J. Brecha, W. D. Lee, H. J. Kimble, Phys. Rev. Lett.
67, 1727 (1991)

[35] Rodney Loudon. The Quantum Theory of Light. University of Press, Oxford, 1973.

[36] B. W. Shore, P. L. Knight, The jaynes-cummings model. J. mod. Opt., 40:1195, 1993.

[37] M. J. Holland, D. F. Walls, P. Zoller, Phys. REv. Lett. 67, 1716 (1991).

[38] M. Bruce, S. Horoche, J. M. Raimond, L. Davidovich, N. Zaguary, Phys. Rev. A 45,
519 (1992).

[39] P. Meystre, M. Sargent |11, Elements of Quantum Optics (Springer, Berlim, 1990).

[40] K. Vogel, V. M. Akulin, W. P. Schleich, Phys. Rev. Lett. 71, 1816 (1993).

[41] A. S. Parkins, P. Marte, P. Zoller, O. Carnal, H. J. Kimbel, Phys. Rev. A 51, 1578
(1995).

[42] J. H. Erbely, N. B. Narozhny, J. J. Sdnches-Mondragdn, Phys. Rev. Lett. 44,1323,
(1980).

[43] Yoo, H. -I., J. J. Sanches-Mondragén, J. H. Erbely, J. Phys. A 14, 1383 (1981).

[44] P. J. Bardro', E. Mayr, W. P. Schleich, Phys. Rev. A 51, 4963 (1995).

[45] S. J. D. Phoenix, S. M. Barnett, J. Mod. Opt. 40, 979 (1993).

88



[46] J. I. Cirac, L. J. Garay, R. Blatt, A. S. Parkins, P. Zoller, Phys. Rev. A 49, 1202
(1994).

[47] L. Davidovich, N. Zagury, M. Bruce, J. M. Raimond, S. Haroche, Phys. Rev. A 50,
R895 (1994).

[48] T. Sleator, H. Weinfurter, Phys. Rev. Lett. 74, 4087 (1995).
[49] A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen, Phys. Rev. 47 (1935) 777.
[50] E. Schrodinger. Naturwissenschaften 23 (1935) 807.

[51] J. S. Bell, Physics 1, 195 (1964).

[62] C. H. Bennett, H. J. Bernstein, S. Popescu, B. Schumacher, Phys. Rev. A 53, 2046
(1996).

[53] S. Hill, W. K. Wootters, Phys. Rev. Lett. 78, 5022 (1997).

[54] W. Wootters, Phys. Rev. Lett. 80 2245 (1998).

[55] A. Peres, Phys. Rev. Lett. 76 1413 (1996).

[56] M. Horodecki, P. Horodecki, R. Horodecki, Phys. Lett. A 223 1 (1996).
[67] G. Vidal, R. F. Werner, Phys. Rev. A 65 32314 (2002).

[58] S. Lee, D. P. Chi, S. D. Oh, J. Kim, Phys. Rev. A 68, 062304 (2003).
[59] S. Shelly Sharma, N. K. Sharma, Phys. Rev. A 76, 012326 (2007).

[60] C.H. Bennett, G. Brassard, S. Popescu, B. Schumacher, J. A. Smolin, W. K.Wootters,
Phys. Rev. Lett. 76 (1996) 722-725. C. H. Bennett, D. P. Di Vincenzo, J. Smolin,
and W. K. Wootters, Phys. Rev. A 54, 3824 (1996).

[61] P. Hayden, M. Horodecki, and B.M. Terhal, J. Phys. A 34, 6891 (2001).

89



[62] V. Vedral, M.B. Plenio, M.A. Rippin, and P.L. Knight, Phys. Rev. Lett. 78, 2275
(1997).

[63] V. Vedral and M.B. Plenio, Phys. Rev. A 57, 1619 (1998).

[64] F. Mintert, M. Kus and A. Buchleitner. Phys. Rev. Lett., 95:260502, (2005).

[65] P. Horodecki. Phys. Rev. Lett., 90:167901, (2003).

[66] S. P. Walborn, P. H. Souto Ribeiro, L. Davidovich, F. Mintert and A. Buchleitner.
Nature, 440:1022, (2006).

[67] J. Eisert, PhD thesis (University of Potsdam, February 2001).

[68] M.B. Plenio, Phys. Rev. Lett. 95, 090503 (2005).

[69] Matteo G. A. Paris, Phys. Rev. A 59, 1615 (1999).

[70] S. J. van Enk, Phys. Rev. A 60, 5095 (1999).

[71] D. Brub, J. Math. Phys. 43, 4237 (2002).

[72] G. Vidal, J. Mod. Opt. 47, 355 (2000).

[73] S. Bose V. Vedral, Phys. Rev. A 61, 040101 (2000).

[74] C. H. Bennett, and G. Brassard, in in Proceedings of IEE International Conference
on Computers, Systems and signal Processing, Bangalore, India (IEEE, New York),

pp. 175 - 179 (1984).

[75] W. Son, M. S. Kim, Jinhyoung Lee, and D. Ahn. Journal Of Modern Optcs 49, 1739
(2002).

[76] B. L. Schumaker, and C. M. Caves, Phys. Rev. A 31, 3093 (1985); S. M. Barnettand,
P. L. Knight, J. mod. Opt. 34, 841 (1987).

[77] S. Parker, S. Bose and M. Plenio, Phys, Rev. A 61, 032305 (2000).

90



[78] J. Lee, H. Joeong, and M. S. Kim, Phys. Rev. A 62, 032305 (2000).
[79] L. M. Duan, G. Giedke, J. I. Cirac and P. Zoller, Phys. Rev. Lett. 84, 2722 (2000)

[80] E. T. Jaynes, and F. W. Cummings, Proc. IEEE 51, 89 (1963); B. W. Shore, and P.
L. Knigth, J. Mod. Opt. 40, 1195 (1993).

[81] J. Wang, Q. Zhang and C. J. Tang, arXiv:quant-ph/0603144v1
[82] J. Wang, Q. Zhang and C. J. Tang, arXiv:quant-ph/0602166v2

[83] C.H. Bennett, G. Brasssard, C. Crepeau, R. Jozsa, A. Peres, and W. K. Wootters,
Phys. Rev. Lett. 70, 1895 (1993).

[84] F. G. Deng, and G. L. Long, Phys. Rev. A 68, 042315 (2003).

91



