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SOTANA, Tiago de Souza. Paralelização de Códigos Computacionais para Solução da

Equação de Transporte sem Simetria Azimutal. 2013. 70 f. Dissertação (Mestrado) -

Universidade Estadual de Londrina, Londrina. 2013.

Resumo

O método LTSN vem sendo extensamente utilizado para a solução da equação de transporte

de part́ıculas. Inúmeros trabalhos foram desenvolvidos, tendo sempre como foco a obtenção

de resultados numéricos para a equação. Dentre os principais, pode-se citar: o dependente

do tempo e em 2 e 3 dimensões. Neste trabalho foi feita a paralelização do método LTSN

para a solução da equação sem simetria azimutal. Os algoritmos que foram paralelizados

foram propostos por Brancher[1] e Segatto[2]. A principal motivação para o desenvolvimento

deste trabalho foi buscar melhorias na performance de ambos, identificando pontos fortes,

fracos e também melhorias nos resultados já existentes na literatura. Para este fim, utilizou-

se o compilador Fortran 90, e também a biblioteca de algebra linear LAPACK e o MPI,

que foi utilizado na paralelização propriamente dita. Ambos os algoritmos implementaram

o mesmo método porém com caracteŕısticas diferentes. Brancher utilizou uma técnica de

inversão recursiva de matrizes, enquanto Segatto utilizou a técnica da diagonalização para

inverter a mesma matriz com Dummy Node. Como principais resultados, são apresentadas

as implementações em paralelo de ambos os algoritmos, e também resultados numéricos mais

precisos para os graus de anisotropia L = 8, L = 82 e L = 299 e inéditos para L = 1999, que

também representam um avanço significativo no processo de solução de transporte.

Palavras-Chave: Computação paralela. Equação de Transporte. Interface de Passagem de

Mensagem. Boltzmann.



SOTANA, Tiago de Souza. Parallelization of Computer Codes for the Solution of

Transport Equation Without Azimuthal Symmetry. 2013. 70 p. Dissertation (Master’s

degree) - State University of Londrina, Londrina. 2013.

Abstract

The LTSN method has been extensively used to solving transport equation of particles. Coun-

tless studies have been developed, always focused on obtaining numerical results for the equa-

tion. Among the principal works, can be cited: time dependent and 2 and 3 dimensions.

This work was done the parallelization of the LTSN method for the solution of the equation

without azimuthal symmetry. The algorithms that were parallelized were proposed by Bran-

cher[1] and Segatto[2]. The main motivation for this work was the development in order to

seek improvements in both performance and intentify strengths, weaknesses and also improve-

ments in results in the existing international literature. For this purpose, we used the compiler

Fortran 90, and also a library of linear algebra LAPACK and MPI, which was used in paralleli-

zation itself. Both algorithms implemented the same method but with different characteristics.

Brancher used a recursive matrix inversion technique while Segatto uses the diagonalization

technique to invert the matrix and also uses Dummy Node. he main results are presented in

parallel implementation of both algorithms and also more accurate numerical results for the

degree os anisotropy L = 8, L = 82 and L = 299, and unpublished for L=1999, which also

represent a significant advance in the process of transport solution.

Keyword: Parallel Computing. Transport Equation. Message Passing Interface. Boltzmann.
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βm
l : Coeficientes da expansão em Polinômios de Legendre da função de fase.
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ϕ: Ângulo azimutal.
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1 Introdução

A equação de Boltzmann descreve a distribuição de part́ıculas, como neu-

trons, elétrons, ı́ons, moléculas e ondas eletromagnéticas, que fluem em um meio material,

levando em conta seu movimento e suas interações com o meio [3] [4]. Assim, pode ser usada

para descrever os mais diferentes fenômenos f́ısicos como difusão da luz através de atmos-

feras planetárias, distribuição de neutrons no núcleo de um reator, fluxo de tráfego em uma

auto-estrada, entre outras.

O método LTSN consiste em resolver a aproximação SN da equação de

transporte, aplicando a transformada de Laplace no sistema de equações ordinárias, SN , ob-

tendo um sistema de N equações e N incógnitas. Esse sistema é resolvido de forma anaĺıtica

para a intensidade de radiação que é encontrada invertendo-se a matriz LTSN e calculando a

transformada inversa de Laplace.

O primeiro trabalho sobre o método é de Vilhena e Barichello [5], que o

desenvolveram para solucionar problemas em uma dimensão [6]. Essa formulação foi extendida

para duas [7] e três dimensões [8]. Cabe ressaltar que a solução LTSN aproxima a solução

exata de Case [9], quando N tende ao infinito [10].

A formulação desenvolvida era válida apenas para N até 8. Do ponto de

vista computacional era impraticável a utilização do método para valores maiores que 8, então

Brancher et al. [11] propuseram um método recursivo para inverter a matriz LTSN e obti-

veram resultados satisfatórios para N=100. Como a maioria dos casos estudados possuiam

autovalores reais, Simch et al. [12] apresentaram uma generalização do método para solucionar

problemas de transporte com autovalores complexos.

Para aumentar a abrangência do método, Marona [13] modificou o método

para resolução de problemas isotrópicos quando o parâmetro albedo é unitário e Rost [14]

definiu uma solução anaĺıtica usando a decomposição espectral para transformar a matriz

LTSN em uma matriz diagonal.

Observa-se que o método LTSN já foi aplicado a uma vasta quantidade de
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problemas de transporte de part́ıculas, portanto a matemática e a f́ısica envolvendo o tema já

foram extensamente estudadas. O grande problema associado a ele é o alto custo computaci-

onal, quando implementado, o tempo para encontrar-se a solução aumenta exponencialmente.

Na prática, isto significa que para valores de N grandes, acima de 500, o tempo de processa-

mento torna-se proibitivo.

Uma das soluções para a melhoria de desempenho dos algoritmos, é a pa-

ralelização do mesmo, em que partes pré-definidas do código são executados em diversos

processadores ao mesmo tempo, assim é obtido um aumento no desempenho. Para que um

algoritmo seja paralelizável, é necessário que ele possa ser decomposto em subproblemas que

possam ser executados satisfatoriamente ao mesmo tempo. Depois de decomposto, o al-

goritmo já pode ser paralelizado, bastando apenas escolher o modelo de paralelismo a ser

adotado.

Um dos modelos conhecidos é a troca de mensagens. Este método é larga-

mente utilizado em sistema de memória distribúıda, em que cada processador endereça sua

própria memória e a troca de dados entre os processos é feita por mensagens. Um padrão

de biblioteca que usa a troca de mensagens é o MPI (Message Passing Interface), que define

instruções para criar, gerenciar e realizar a comunicação entre os processos.

O padrão MPI é o mais utilizado para programação paralela em sistemas

de memória distribúıda [15]. As duas maiores vantagens na utilização desse padrão são a

portabilidade e a funcionalidade. A portabilidade se refere ao fato de que o MPI pode ser

executado em diferentes plataformas, que suportem o padrão, sem que seja necessário realizar

alterações no código. A funcionalidade vem da existência de mais de 300 rotinas definidas

para atender todas as necessidades dos usuários [16].

Considerando-se o acima exposto, o objetivo desse trabalho é melhorar o

desempenho de duas técnicas aplicadas ao algoritmo LTSN para N grandes (maiores que

500) por meio da paralelização. Dessa forma pode-se aumentar o valor de N, conseguir um

resultado mais próximo da solução exata de [9] e ainda diminuir o tempo de processamento.

Para alcançar esse objetivo, o trabalho foi organizado da seguinte maneira:

o caṕıtulo 2 apresenta a formulação do problema. Descreve-se a equação de Boltzmann, o

problema com e sem simetria azimutal, o método LTSN e também as abordagens sobre os

métodos de inversão e de interpolação. O caṕıtulo 3 apresenta o motivo da paralelização, as

caracteŕısticas do paralelismo, do MPI e da LAPACK. No caṕıtulo 4 é abordado o detalha-

mento da implementação, analisando a estrutura do algoritmo e mostrando a diferença entre

o algoritmo sequencial e o paralelo. O caṕıtulo 5 mostra os resultados comparando os obtidos
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com os da literatura, seguido pelos resultados obtidos ao executar os problemas com os dois

algoritmos e também uma análise do desempenho obtido. Também são apresentados resulta-

dos para um novo grupo de problemas, ainda não existente na literatura, com anisotropia de

grau 1999. Para finalizar, o caṕıtulo 6 contém a conclusão do trabalho e as sugestões para

trabalhos futuros.
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2 Formulação do Problema

Como já foi definido por vários autores na literatura, dentre eles [21], [14]

e [13], foram apresentadas as equações de transporte com e sem simetria e a aplicação do

método LTSN . Também foram apresentados dois métodos de inversão da matriz LTSN , a

diagonalização e o método recursivo baseado na decomposição de Schur. A inversão recursiva

foi mostrada por Segatto et al. [22] e Marona [13]. Além disso, foi mostrado como calcular a

intensidade de radiação em direções diferentes das N calculadas utilizando a técnica de Dummy

Node [14].

2.1 Equação de Boltzmann

A equação de transporte de Boltzmann, desenvolvida por Ludwig Boltzmann,

descreve o comportamento estat́ıstico de um fluido fora do equiĺıbrio termodinâmico [23] [24].

Ela pode ser utilizada para determinar como as quantidades f́ısicas variam, como calor e

momento, quando um fluido está em transporte. Outras propriedades caracteŕısticas dos

fluidos são viscosidade, condutividade térmica e elétrica. A equação de Boltzmann pode ser

escrita, de forma geral, como

df

dt
=

(
df

dt

)
força

+

(
df

dt

)
difusão

+

(
df

dt

)
colisão

, (2.1)

onde o termo força corresponde à força exercida nas part́ıculas por uma influência externa, o

termo difusão representa a difusão das part́ıculas e o termo colisão representa as forças agindo

entre as part́ıculas em colisões.

Modelando os termos de força e difusão, reescreve-se (2.1) como:

df

dt
+

p

m
.∇f + F.

df

dp
=

(
df

dt

)
colisão

, (2.2)
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enquanto o termo colisão tem a forma(
df

dt

)
colisão

=

∫ ∫
gI(g,Ω)[f(p′A, t)f(p′B, t)− f(pA, t)f(pB, t)]dΩd3pA , (2.3)

onde pA e pB são os momentos de duas part́ıculas antes da colisão e p′A e p′B são os momentos

depois da colisão, satisfazendo a conservação do momento, ou seja,

g = |pB − pA| = |p′B − p′A|

sendo g a magnitude do momento relativo e I(g,Ω) a seção transversal diferencial da colisão.

2.2 Equação Transporte com Simetria Azimutal

A partir da equação principal, definida em (2.1), é posśıvel descrever a equa-

ção de transporte linear bidimensional, monoenergética, estacionária e com simetria azimutal,

como:

µ
d

dx
ψ(x, µ) + ψ(x, µ) =

ω

2

L∑
l=0

βlPl(µ)

∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ(x, µ′)dµ′ +Q(x, µ) (2.4)

com as condições de contorno

ψ(0, µ) = f(µ), se µ > 0

e

ψ(x0, µ) = g(µ), se µ < 0 ,

onde:

• x varia do começo ao fim da placa, ou seja, x ∈ [0, x0];

• µ = cos θ, sendo que θ é o angulo polar e varia entre [-1,1];

• ω ∈ [0, 1] é o termo de espalhamento do meio, conhecido também como albedo;

• Q(x, µ) é uma fonte externa;

• ψ(x, µ) é a intensidade de radiação em x na direção µ;

• f(µ) e g(µ) são intensidades de radiação conhecidas nas fronteiras do doḿınio, nas

direções positiva e negativa.
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Para obter a aproximação SN , primeiro é feita a aproximação do seu termo

integral pela quadratura de Gauss-Legendre, conforme descrito na equação (2.5)∫ 1

−1
Pl(µ

′)ψ(x, µ′)dµ′ '
N∑
k=1

Pl(µk)ψk(x)wk , (2.5)

onde µk e wk são ráızes e pesos do polinômio de Legendre de grau N e ψk(x) = ψ(x, µk). Na

sequência, aplica-se o método da colocação sobre a equação (2.4) considerando como função

teste a distribuição delta de Dirac, usando como pontos de colocação as N ráızes do polinômio

de Legendre PN(µ). Desta forma é obtida a seguinte equação

d

dx
ψn(x) +

ψn(x)

µn
=

ω

2µn

L∑
l=0

βlPl(µn).
N∑
k=1

Pl(µk)ψk(x)wk +
Qn(x)

µn
(2.6)

para n = 1, 2, ..., N com as condições de contorno

ψn(0) = fn, , se µn > 0

ψn(x0) = gn, , se µn < 0

onde Qn(x) = Q(x, µn). Conforme é usual na literatura, as direções discretas são ordenadas

de forma decrescente

µN < . . . < µN
2
+1 < 0 < µN

2
< . . . < µ1 .

Reescrevendo as equações SN descritas pela equação (2.6) na forma matricial

d

dx
Ψ(x)−AΨ(x) = Q(x) , (2.7)

onde A representa uma matriz quadrada de ordem N cujos elementos são:

ai,j =


− 1
µi

+
ωwj

2µi

[
L∑
l=0

βlPl(µi)Pl(µj)

]
se i = j

ωwj

2µi

[
L∑
l=0

βlPl(µi)Pl(µj)

]
se i 6= j

(2.8)

Q(x) é um vetor fonte de ordem N definido por:

Q(x) =

[
Q1(x)

µ1

,
Q2(x)

µ2

, . . . ,
QN(x)

µN

]T
(2.9)
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e o vetor intensidade de radiação é um vetor de ordem N definido por:

Ψ(x) =

[
Ψ1(x)

Ψ2(x)

]
=



ψ1(x)
...

ψN
2

(x)

ψN
2
+1(x)
...

ψN(x)


. (2.10)

Para facilitar a notação, na equação (2.10), a intensidade de radiação é dividida em dois

sub-vetores de ordem N/2, onde o primeiro Ψ1(x) representa a intensidade de radiação das

direções positivas e o segundo Ψ2(x) representa a intensidade das direções negativas de µ.

Dessa forma, as condições de contorno podem ser escritas como:{
Ψ1(0) = f

Ψ2(x0) = g

onde f = [f1, f2, . . . , fN/2]
T e g = [gN/2+1, gN/2+1, . . . , gN ]T .

O método LTSN consiste, primeiramente, em aplicar a transformada de La-

place sobre a variável espacial desta equação, criando um sistema linear de equações algébricas

de N incógnitas e N equações, representadas por:

(sI−A)Ψ(s) = Ψ(0) + Q(s) , (2.11)

onde I é uma matriz identidade de ordem N, o parâmetro s é complexo e a barra representa

a transformada de Laplace, isto é, Ψ(s) = L[Ψ(x)] e Q(s) = L[Q(x)]. Resolvendo a

intensidade de radiação transformada da equação (2.11) temos:

Ψ(s) = (sI−A)−1Ψ(0) + (sI−A)−1Q(s) . (2.12)

Agora para encontrar a intensidade radiação basta aplicar a transformada inversa de Laplace

na equação (2.12), isto é:

Ψ(x) = B(x)Ψ(0) + H(x) (2.13)

onde

B(x) = L−1
[
(sI−A)−1

]
e

H(x) = B(x) ∗Q(x)

onde o śımbolo * indica convolução.
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Observando a equação (2.13), nota-se que é conhecida apenas as N/2 pri-

meiras componentes do vetor inicial Ψ(0), isto é, Ψ1(0). Para encontrar Ψ2(0), reescreve-se

a solução definida pela equação (2.13) como:[
Ψ1(x)

Ψ2(x)

]
=

[
B11(x) B12(x)

B21(x) B22(x)

][
Ψ1(0)

Ψ2(0)

]
+

[
H1(x)

H2(x)

]
. (2.14)

Fazendo x = x0 em (2.14) e usando as N/2 últimas equações deste sistema, obtem-se

Ψ2(x0) = B21(x0)Ψ1(0) + B22(x0)Ψ2(0) + H2(x0) . (2.15)

Como os vetores Ψ1(0), Ψ2(x0) e H2(x0) são conhecidos, calcula-se Ψ2(0) da forma

Ψ2(0) = B−122 (x0)

[
Ψ2(x0)−B21(x0)Ψ(0)−H2(x0)

]
, (2.16)

logo a solução da equação (2.13) está completamente definida.

2.3 Equação Transporte sem Simetria Azimutal

A equação de transporte sem simetria azimutal é descrita como:

µ
d

dx
ψ(x, µ, ϕ) + ψ(x, µ, ϕ) =

ω

4π

∫ 1

−1

∫ 2π

0

p(cos θ)ψ(x, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′ +Q(x, µ, ϕ) (2.17)

com as seguintes condições de contorno

ψ(0, µ, ϕ) = πδ(µ− µ0)δ(ϕ− ϕ0) se µ > 0

e

ψ(x0, µ, ϕ) = 0 se µ < 0 ,

onde:

• x ∈ [0, x0] é espessura ótica;

• p(cos θ) representa a função de fase, e θ é o angulo entre as direções do fóton antes e

depois da colisão com o alvo;

• ω ∈ [0, 1] é o termo de espalhamento simples do meio, também conhecido como coefi-

ciente de albedo;

• Q(x, µ, ϕ) é o termo de fonte.
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• ψ(x, µ, ϕ) é a intensidade de radiação na posição x e na direção definida por µ;

• as direções ϕ ∈ [0, 2π] e µ ∈ [−1, 1] são, respectivamente, o angulo azimutal e o cosseno

do angulo polar;

Expandindo a função de fase em uma série de polinômios de Legendre, tem-

se:

p(cos θ) =
L∑
l=0

βlPl(cos θ) .

Usando o Teorema de Adição para os polinômios de Legendre, obtem-se:

p(cos θ) =
L∑

m=0

(2− δ0,m)
L∑
l=m

βml P
m
l (µ)Pm

l (µ′) cos[m(ϕ− ϕ′)] ,

onde os coeficientes βml são dados por,

βml = βl
(l −m)!

(l +m)!
, (2.18)

sendo β0 = 1 e |βl| < 2l + 1, l = 1, 2, ..., L e

Pm
l (µ) = (1− µ2)

m
2
dm

dµm
Pl(µ)

são as funções associadas de Legendre.

Para resolver o problema (2.17) foi utilizado a solução proposta por ??, onde

a intensidade de radiação pode ser escrita como:

ψ(x, µ, ϕ) = ψ∗(x, µ, ϕ) + πδ(µ− µ0)δ(ϕ− ϕ0)e
−x/µ . (2.19)

Substituindo a equação (2.19) em (2.17) tem-se

µ
d

dx
ψ∗(x, µ, ϕ) +ψ∗(x, µ, ϕ) =

ω

4π

∫ 1

−1

∫ 2π

0

p(cos θ)ψ∗(x, µ′, ϕ′)dϕ′dµ′+Q(x, µ, ϕ) (2.20)

ψ∗(0, µ, ϕ) = 0 se µ > 0

e

ψ∗(x0, µ, ϕ) = 0 se µ < 0

onde

Q(x, µ, ϕ) =
ω

4

L∑
m=0

(2− δ0,m)
L∑
l=m

βml P
m
l (µ)Pm

l (µ0) cos[m(ϕ− ϕ0)]e
−x/µ0 .
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Expandindo a intensidade de radiação em uma série de Fourier, obtem-se:

Q∗(x, µ, ϕ) = ψ0
c (x, µ) +

∞∑
i=1

[
ψic(x, µ) cos[i(ϕ− ϕ0)] + ψis(x, µ) sin[i(ϕ− ϕ0)]

]
.

Tem-se então duas situações:

i) Multiplicar as equações resultantes por sin[k(ϕ − ϕ0)], com k = 1, 2, . . . e integrar em

ϕ ∈ [0, 2π], resultando na equação

µ
d

dx
ψks (x, µ) + ψks (x, µ) =

ω

2

L∑
l=k

βkl P
k
l (µ)

∫ 1

−1
P k
l (µ′)ψks (x, µ′)dµ′ (2.21)

para k = 1, . . . , L, ou na equação

µ
d

dx
ψks (x, µ) + ψks (x, µ) = 0 (2.22)

para k = L+ 1, L+ 2, . . ., e com as condições de contorno

ψks (0, µ) = ψks (x0,−µ) = 0 se µ > 0

.

Mediante a ausência de fonte e as condições de contorno serem nulas, pode-

se afirmar que a solução para os problemas diferenciais acima, tem solução nula, ψks (x, µ) = 0,

para k = 1, 2, . . ..

ii) Multiplicar as equações resultantes por cos[k(ϕ − ϕ0)], com k = 0, 1, 2, . . ., e integrar

em ϕ ∈ [0, 2π], resultando na equação

µ
d

dx
ψkc (x, µ) + ψkc (x, µ) =

ω

2

L∑
l=k

βkl P
k
l (µ)

∫ 1

−1
P k
l (µ′)ψkc (x, µ′)dµ′ +Qk(x, µ) (2.23)

para k = 0, 1, 2, . . . , L, onde

Qk(x, µ) =
ω

2

L∑
l=k

βkl P
k
l (µ)P k

l (µ0)e
−x/µ

ou na equação

µ
d

dx
ψkc (x, µ) + ψkc (x, µ) = 0 (2.24)

para k = L+ 1, L+ 2, . . ., e com as condições de contorno

ψkc (0, µ) = ψkc (x0,−µ) = 0 se µ > 0
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.

Novamente, pode-se afirmar que ψkc (x, µ) = 0, para k = L + 1, L + 2, . . .,

restando assim, resolver o problema diferencial dado pela equação (2.23). Portanto, a solução

do problema sem simetria azimutal dado na equação (2.17) pode ser reescrita como:

ψ(x, µ, ϕ) =
L∑

m=0

ψmc (x, µ) cos[m(ϕ− ϕ0)] + πδ(µ− µ0)δ(ϕ− ϕ0)e
−x/µ (2.25)

onde as funções ψmc (x, µ) são soluções do problema diferencial (2.23), para 0 ≤ m ≤ L.

2.4 Método LTSN

Para resolver o problema sem simetria azimutal foi utilizado o método da

diagonalização, portanto, resolver esse problema é o mesmo que resolver L+1 problemas com

simetria azimutal. A aproximação SN é feita com a aproximação do termo integral por meio

da Quadratura Gaussiana [27] de ordem N e aplicando o método da colocação usando como

função teste a distribuição delta de Dirac nas N direções discretas, resultando em

µn
d

dx
ψmn (x) + ψmn (x) =

ω

2

L∑
l=m

βml P
m
l (µn)

[
N∑
k+1

Pm
l (µk)ψ

m
k (x)wk +Qm

n (x)

]
(2.26)

com condições de contorno homogêneas. A intensidade de radiação e o termo de fonte podem

ser representados, respectivamente, como Ψm
n (x) = Ψm

c (x, µn) e Qm
n (x) = Qm

c (x, µn).

Dividindo a equação (2.26) por µn, aplicando a transformada de Laplace

na variável espacial e fazendo uso da equação (2.18) para exprimir βml , obtemos para n =

1, 2, . . . , L as equações(
s+

1

µn
− ω

2µn

L∑
l=m

βl
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (µn)Pm

l (µn)wn

)
Ψ
m

n (s)−

ω

2µn

L∑
l=m

βl
(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (µk)wkΨ

m

k (s) = ψmn (0) +
Q
m

n (s)

µn
(2.27)

Logo, obtem-se L+1 sistemas de equações na forma matricial

(sI−Am)Ψ
m

(s) = Ψm(0) + Q
m

(s) (2.28)
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com 0 ≤ m ≤ L, onde cada elemento am(i, j) da matriz Am, é definido por:

ami,j =


s+ 1

µi
− ω

2µi

[
L∑
l=m

βl
(l−m)!
(l+m)!

Pm
l (µi)wjP

m
l (µj)

]
se i = j

− ω
2µi

[
L∑
l=m

βl
(l−m)!
(l+m)!

Pm
l (µi)wjP

m
l (µj)

]
se i 6= j

(2.29)

e os vetores Ψ
m

(s), Ψm(0) e Q
m

(s) são escritos como:

Ψ
m

(s) =


ψ
m

1 (s)

ψ
m

2 (s)
...

ψ
m

N(s)

 , Ψm(0) =


ψm1 (0)

ψm2 (0)
...

ψmN (0)

 , Q
m

(s) =


Q

m
1 (s)
µ1

Q
m
2 (s)
µ2
...

Q
m
N (s)
µN

 . (2.30)

Resolvendo a equação 2.28 é obtido para cada valor de m, os fluxos trans-

formados:

Ψ
m

(s) = (sI−Am)−1[Ψm(0) + Q
m

(s)] . (2.31)

Pode-se obter o vetor intensidade Ψm(x) em função do vetor Ψm(0):

Ψm(x) = Bm(x)Ψm(0) + Cm(x) (2.32)

onde as funções Bm(x) e Cm(x) são definidas como:

Bm(x) = L−1[(sI−Am)−1], Cm(x) = Bm(x) ∗Qm(x) , (2.33)

sabendo que o operador ∗ indica convolução.

2.5 Métodos de Inversão da Matriz LTSN

Neste trabalho são discutidos dois métodos. O primeiro é a inversão recursiva

associada a decomposição de Schur [11] e o segundo é o método da diagonalização.

2.5.1 Inversão Recursiva usando Decomposição de Schur

O teorema de Schur [29], garante que toda matriz quadrada pode ser de-

composta na forma

A = UTUT , (2.34)



28

onde U é uma matriz unitária, isto é, U−1 = UT e T é uma matriz triangular superior. Assim,

podemos simplificar a inversão da matriz cheia, (sI − A)−1, para a inversão de uma matriz

triangular da seguinte maneira:

(sI−A)−1 = (sUUT −UTUT )−1 = (U(sI−T)UT )−1 = U(sI−T)−1UT . (2.35)

Assim, como U é uma matriz constante, então

L−1[(sI−A)−1] = UL−1[(sI−T)−1]UT . (2.36)

Observa-se que:

• A matriz sI−T tem a forma:

sI−T =



s− t11 −t12 . . . −t1N−1 −t1N
0 s− t22

. . . −t2N−1 −t2N
0

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 s− tNN


.

• O determinante é dado por:

det(sI−T) =
N∏
i=1

(s− tii) .

• A inversa da matriz bloco pode ser calculada como:[
C D

0 E

]−1
=

[
C−1 −C−1DE−1

0 E−1

]
,

onde 0 é uma matriz nula e C−1 e E−1 existem.

Para fazer a inversão da matriz sI−T é constrúıda uma sequência de matrizes

Sk de ordem k definidas por:

Sk =



s− t11 −t12 . . . −t1k−1 −t1k
0 s− t22

. . . −t2k−1 −t2k
0

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . .

...

0 . . . . . . . . . s− tkk


, k = 2, . . . , N . (2.37)
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Analisando a fórmula acima, pode-se escrever a matriz Sk em função de Sk−1

como:

Sk =

[
Sk−1 −V

0 [s− tkk]

]
, (2.38)

onde 0 é um vetor linha nulo de ordem k − 1 e V = [t1k, . . . , tk−1k]
T é um vetor coluna de

ordem k − 1. Quando k = 2, S1 é uma matriz unitária, logo sua inversa é fácil de calcular.

Para k = 3 temos

S−12 =

[
S−11

S−1
1 V

s−t22

0 1
s−t22

]
. (2.39)

Assim como Sk, escreve-se S−1k em função de S−1k−1, ou seja,

S−1k =

 S−1k−1
S−1
k−1V

s−tkk

0 1
s−tkk

 , k = 2, . . . , N . (2.40)

Para calcular a transformada inversa de Laplace, utilizando o Teorema de

Heaviside, precisa calcular sua adjunta

Adj(Sk) = S−1k det(Sk) =

[
(s− tkk)Adj(Sk−1) Adj(Sk−1)V

0 det(Sk−1)

]
, k = 2, 3, . . . , N (2.41)

Finalmente, o Teorema de Heaviside que garante que se tem uma função do

tipo

F (s) =
P (s)

Q(s)
,

onde o grau de Q(s) é maior que o grau de P (s), então

L−1
{
P (s)

Q(s)

}
=

n∑
k=1

P (αk)

Q′(αk)
eαkx (2.42)

sendo αk as ráızes de Q(s).

Assim, pode-se escrever a matriz B(x) como sendo:

B(x) = L−1[(sI−A)−1] = UL−1[(sI−T)−1]UT = U

[
N∑
i=1

Adj(SN)
d
ds

det(SN)|s=tii
etiix

]
UT (2.43)

Assim a descrição do método de inversão é conclúıdo, tendo sua solução

definida na equação (2.43).
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2.5.2 Método da Diagonalização

O método da diagonalização possui uma aproximação um pouco diferente

da apresentada anteriormente. Neste caso, a matriz A pode ser decomposta espectralmente

como

A = XDX−1

onde D é uma matriz diagonal formada pelos autovalores de A

D =



d1 0 0 . . . 0

0 d2 0 . . . 0

0 0 d3 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . . . . . . . dN


(2.44)

e X é a matriz que tem como colunas os autovetores de A. Logo,

B(x) = L−1
[
(sI−A)−1

]
= L−1

[
(sXX−1 −XDX−1)−1

]
=

L−1
[
(X(sI−D)X−1)−1

]
= L−1

[
X(sI−D)−1X−1

]
. (2.45)

Como X é uma matriz constante, reescreve-se a equação acima na forma

B(x) = XL−1
[
(sI−D)−1

]
X−1 . (2.46)

Escrevendo a matriz diagonal sI−D na forma matricial

sI−D =



s− d1 0 0 . . . 0

0 s− d2 0 . . . 0

0 0 s− d3 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . . . . . . . s− dN


,

onde os elementos di são os autovalores de A. Assim a inversa fica

(sI−D)−1 =



1
s−d1 0 0 . . . 0

0 1
s−d2 0 . . . 0

0 0 1
s−d3 . . . 0

...
. . . . . . . . .

...

0 . . . . . . . . . 1
s−dN


. (2.47)
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Aplicando a transformada inversa de Laplace na matriz acima, tem-se

L−1
[
(sI−D)−1

]
=



ed1x 0 0 . . . 0

0 ed2x 0 . . . 0

0 0 ed3x . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . . . . . . . edNx


= eDx . (2.48)

Logo, a matriz B(x) pode ser escrita da seguinte forma

B(x) = XeDxX−1 . (2.49)

2.6 Técnica de Interpolação Angular

Como já foi visto, a formulação para encontrar a intensidade de radiação nas

direções µi, onde i = 1, 2, . . . , N , já foi obtido. Porém para calcular a intensidade de radiação

em uma direção diferente das N já encontradas, pode ser utilizado a interpolação polinomial.

Aqui é mostrada a técnica DNI que consiste na inclusão de nós fict́ıcios associados a pesos

nulos da quadratura.

2.6.1 DNI

A técnica DNI é a inclusão de nós fict́ıcios na formulação do problema,

considerando nulo os pesos da quadratura nesse ponto. Assim, determina-se a solução angular

de part́ıculas em M novas direções discretas onde está querendo calcular a intensidade de

radiação, sendo ζ1 > ζ2 > . . . > ζM
2
> 0 > ζM

2
+1 > . . . > ζM as direções cujos pesos

associados são nulos. Desta forma são redefinidas as direções como:

γ1 = ζ1 −→ ω1 = 0

...
...

γM
2

= ζM
2
−→ ωM

2
= 0

γM
2
+1 = µ1 −→ ωM

2
+1 = w1

...
...

γM
2
+N = µN −→ ωM

2
+N = wN

γM
2
+N+1 = ζM

2
+1 −→ ωM

2
+N+1 = 0
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...
...

γM+N = ζM −→ ωM+N = 0

desta forma as N+M
2

primeiras direções da nova quadratura são positivas e as N+M
2

restantes

são negativas. Assim, o método LTSN é aplicado sobre o novo sistema de M +N equações,

fazendo com que a matriz LTSN também tenha ordem M +N .
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3 Ferramentas

Neste caṕıtulo é descrita a motivação para se paralelizar os códigos com-

putacionais, suas caracteŕısticas, o padrão de biblioteca MPI e a biblioteca de álgebra linear

LAPACK.

3.1 Histórico do Paralelismo

O interesse em computação paralela data da década de 50, com avanços nos

supercomputadores através dos anos 60 até 90. Esses computadores eram multiprocessadores

com memória compartilhada trabalhando paralelamente nos dados. No meio da década de 80,

um novo tipo de computador paralelo foi apresentado quando a Caltech Concurrent Compu-

tation apresentou um supercomputador para aplicações cient́ıficas com 64 processadores Intel

8086. Essa arquitetura recebe o nome de massively parallel processors ou MPP.

No fim dos anos 80, os clusters vieram para competir com os MPPs. Um

cluster é um tipo de computador paralelo que contém vários computadores conectados entre si

através de uma rede. Atualmente, a computação paralela é baseada em processadores multi-

núcleos. A maioria dos computadores e notebooks pessoais são equipados com processadores

dual-core e até mesmo quad-core. As fabricantes de processadores começaram a melhorar o

desempenho dos chips com a adição de novos núcleos, pois são mais eficientes em economizar

energia e dissipar calor do que simplesmente aumentar a frequência dos processadores.

3.2 Hardware Paralelo

A arquitetura de hardware utilizada por um computador paralelo influencia

de forma direta no funcionamento do mesmo. Por isso são apresentados duas classificações

bastante utilizadas na arquitetura de computadores: a classificação de Flynn e quanto ao

modelo de comunicação.
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3.2.1 Classificação de Flynn

Embora seja bastante antiga, a classificação de Flynn [31] é a mais aceita.

O processo computacional é visto como uma relação entre o fluxo de instruções e o fluxo de

dados. Foram propostas quatro classes de computadores: SISD, SIMD, MISD, MIMD.

• SISD: Fluxo de instrução e de dados únicos. Um processador executa um conjunto de

instruções em um conjunto de dados. Não é um computador paralelo.

• SIMD: Fluxo de instruções único e vários fluxos de dados. Múltiplos processadores

executando simultaneamente o mesmo conjunto de instruções em diversos conjuntos de

dados.

• MISD: Vários fluxos de instruções e fluxo de dados único. Múltiplos processadores

executando diferentes conjuntos de instruções em um único conjunto de dados.

• MIMD: Vários fluxos de instruções e de dados. Múltiplos processadores executando

diferentes conjuntos de instruções em diferentes conjuntos de dados.

É importante lembrar que essa classificação desconsidera os avanços nas

técnicas empregadas no paralelismo, levando em conta apenas as instruções de processador.

3.2.2 Classificação quanto ao Modelo de Comunicação

A comunicação entre os processos é um grande problema a ser resolvido para

que haja eficiência no uso do paralelismo. De forma geral, quanto maior a distância f́ısica entre

dois processadores, mais lenta será a comunicação entre elas, por outro lado, quanto menor a

distância, mais cara é a solução.

Como não existe uma solução ideal é preciso escolher quais caracteŕısticas

beneficiar e arquitetar o hardware em função da sua aplicação. As duas propostas que mais

se destacam no quesito desempenho e viabilidade são: memória compartilhada e troca de

mensagens.

• Memória Compartilhada: Consiste em compartilhar o espaço de memória através de

conexão por meio do barramento e primitivas do tipo load/store. Existem dois tipos de

multiprocessadores que compartilham a memória, os UMA, também conhecidos como

SMP, onde todos os processadores possuem o mesmo tempo de acesso a qualquer posição
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da memória, e os NUMA, onde os processadores tem diferentes tempos de acesso,

dependendo de qual processador solicitou o acesso e qual a posição a ser acessada.

• Troca de Mensagens: Consiste em definir espaços de memória privados e compartilhar

dados entre estes por meio de uma rede e de primitivas do tipo send/receive. Neste tipo

de sistema não há a necessidade de fazer alterações estruturais nos processadores e

permite uma grande escala de paralelismo, com até centenas de processadores. Porém

como a comunicação é feita por meio de rede, a velocidade fica limitada à conexão da

rede, que pode ser bem inferior à velocidade do barramento de memória.

3.3 Message Passing Interface

MPI é um padrão de comunicação entre processos em programação paralela.

Essa comunicação é utilizada em sistema com memória distribúıda, pois é necessário passar

informações importantes de um processo ao outro, devido a cada processador ter sua própria

memória independente, o que não acontece em um sistema com memória compartilhada, pois

todos os processos acessam os mesmos endereços de memória.

O MPI é extensamente utilizado em computação paralela, por ser apenas um

padrão e não uma implementação, com isso, ele é totalmente portável, pois funciona em várias

plataformas diferentes. A maioria das implementações do MPI é um conjunto de subrotinas

chamadas diretamente pelas linguagens C, C++ e Fortran. Essa interface proporciona uma

topologia virtual, sincronização e comunicação entre um conjunto de processos, que foram

mapeados como nós de um cluster , processadores de um computador multi-processador ou

núcleos de um multi-núcleo.

As funções definidas no MPI incluem comunicação ponto-a-ponto, troca de

mensagens entre pares de processos, combinação de resultados parciais, sincronização de nós,

e informações sobre a rede, tais como: número de processos, identidade do processador onde

o processo foi mapeado, processos vizinhos acesśıveis na topologia, entre outros. As rotinas

de comunicação ponto-a-ponto incluem as formas śıncrona, asśıncrona e com buffer.

Apesar do MPI possuir centenas de funções, muitos algoritmos paralelos

podem ser escritos com apenas seis funções básicas. São elas: MPI INIT, MPI FINALIZE,

MPI SEND, MPI RECV, MPI COMM SIZE, MPI COMM RANK.

• MPI INIT: Inicializa o ambiente de execução do MPI;

• MPI FINALIZE: Finaliza o ambiente de execução;
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• MPI SEND: Envia uma mensagem;

• MPI RECV: Recebe uma mensagem;

• MPI COMM SIZE: Determina o tamanho do grupo que está associado com um co-

municador;

• MPI COMM RANK: Determina o rank de cada processo num comunicador.

Essas operações são utilizadas de forma totalmente simplificada. No começo do algoritmo

iniciamos o MPI, com o MPI INIT. Depois configuramos o tamanho do grupo e o rank

de cada processo, com o MPI COMM SIZE e MPI COMM RANK, respectivamente. Assim

uma implementação está configurada para funcionar paralelamente em qualquer arquitetura.

Quando necessário trocar informações entre os processos, utilizamos MPI SEND para enviar

e MPI RECV para receber mensagens. Para finalizar a execução do algoritmo, utilizamos o

MPI FINALIZE para encerrar a paralelização.

3.4 LAPACK

LAPACK é uma biblioteca para o cálculo de álgebra linear. Foi escrita em

Fortran 90 e possui rotinas para solução de sistemas de equações lineares, problemas de

autovalores e problemas de SVD. Possui rotinas associadas a fatoração de matrizes, como

LU, Cholesky, QR, Schur, entre outras.

O objetivo principal da LAPACK era fazer um uso das bibliotecas EISPACK

e LINPACK e executar satisfatoriamente em processadores paralelos e em memória compar-

tilhada. Nessas máquinas, a LINPACK e a EISPACK fazem o acesso à memória de forma

ineficiente, mas a LAPACK corrige esse problema fazendo com que o algoritmo use operações

de matrizes em blocos. Esses blocos são otimizados para cada arquitetura de computador,

levando em conta a hierarquia de memória.

As rotinas foram escritas para que o máximo posśıvel de computação seja

feita por chamadas a BLAS, que é uma biblioteca para realizar operações básicas de álgebra

linear [33][34][35]. Ela foi desenvolvida para explorar a BLAS ńıvel 3, que é um conjunto de

especificações para subprogramas em Fortran que faz vários tipos de multiplicação matricial e

calcula a solução de sistemas triangulares.
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4 Detalhamento da Implementação

Nesse caṕıtulo são apresentados as estruturas dos algoritmos e a implemen-

tação paralela de ambos.

Os dois algoritmos implementam o método LTSN , cada um usando uma

técnica diferente. Brancher et al. [11] e Segatto et a l. [22] utilizaram uma maneira recursiva

de inverter a matriz LTSN , utilizando a Decomposição de Schur, melhorando o desempe-

nho do algoritmo. Segatto [2] utilizou o DNI, que consiste na inserção de nós fict́ıcios na

quadratura, podendo ser encontradas novas intensidades de radiação nas novas direções dis-

cretas. Mesmo com caracteŕısticas diferentes, ambos utilizam a mesma estrutura de cálculo

definida no método clássico. A solução do método segue alguns passos pré-definidos que são

representados no algoŕıtmo pelas rotinas.

• Gera Matriz A: Calcula todos os elementos aij da matriz A, que são definidos na

equação (2.29). A matriz A é a matriz mais importante a ser calculada, pois é a partir

dela que todas as outras matrizes e vetores serão calculados;

• Calcula Autovalores e Autovetores: Calcula os autovalores e autovetores que serão

usados no cálculo da matriz B. O cálculo é feito utilizando uma rotina da LAPACK cha-

mada DGEEV. Essa rotina recebe como parâmetros principais os seguintes elementos

JOBVL, JOBVR, N, A, WR, WI, VL, VR. JOBVL e JOBVR que indicam se os autove-

tores da esquerda e/ou da direita serão calculados. N é o tamanho da matriz. A é a

matriz onde serão calculados os autovalores e autovetores, WR e WI são respectivamente

a parte real e parte imaginária dos autovalores e VL e VR recebem, respectivamente, os

autovalores da esquerda e da direita;

• Calcula Matriz B: Calcula a transformada inversa de Laplace para encontrar a matriz

B(x), conforme apresentado na equação (2.33);

• Calcula Vetor Fonte: Calcula o vetor Q(x) que será usado na convolução. Esse vetor

pode ser calculado como Q(x) = L−1[Q(s)] e o vetor Q(s) foi definido na equação
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(2.30);

• Calcula Convolução: Calcula a convolução entre a matriz B e o vetor Fonte. Tendo

calculado a matriz B(x) e o vetor Q(x), resolve-se a convolução entre os dois para ser

utilizado no cálculo do fluxo angular. A convolução é definida na equação (2.33);

• Calcula Fluxo Angular: Calcula o fluxo angular para o determinado valor de L. O

fluxo angular é calculado como sendo a soma entre a matriz B(x) e a convolução, como

definido na equação (2.32).

4.1 Algoritmo Sequencial

O algoritmo sequencial segue a estrutura definida anteriormente, seguindo

todos os passos. Como o problema sem simetria azimutal é calculado como sendo L + 1

problemas com simetria, pode-se dizer que o algoritmo segue essa estrutura de cálculo para

cada um dos problemas existentes. O problema calcula o fluxo para L = 0, depois para L = 1,

e assim sucessivamente até realizar o cálculo para L = N . Para cada um desses subproblemas,

o código calcula como sendo um problema diferente, então para cada um deles, uma matriz A

é gerada, uma matriz B é gerada e assim por diante. Para ilustrar essa execução, o fluxograma

do algoritmo é mostrado na Figura 4.1, mostrando claramente as L+1 repetições na execução.

4.2 Algoritmo Paralelo

Conforme foi mostrado no algoritmo sequencial, o paralelo também segue

a mesma estrutura. A vantagem de se utilizar o paralelismo, nesse caso, vem do problema

ser dividido em subproblemas independentes. Essa caracteŕıstica é baseada no paradigma de

programação ”divide and conquer” que significa dividir e conquistar. Esse paradigma consiste

em dividir um problema complexo em subproblemas mais simples para serem resolvidos e depois

as soluções de cada subproblema é combinada para obter a solução do problema original.

No caso do paralelismo, cada subproblema é calculado em um processo /pro-

cessador separado, não precisando esperar um cálculo finalizar para começar outro. Com essa

caracteŕıstica, a execução do algoritmo acaba sendo mais rápida, pois vários problemas são

executados ao mesmo tempo e conforme a quantidade de processos sendo executados pa-

ralelamente o ganho de desempenho pode variar. A Figura 4.2 ilustra o fluxograma desse

algoritmo paralelo, mostrando claramente como cada problema independente é executado em

um processo diferente.
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Figura 4.1: Fluxograma do algoritmo sequencial para cálculo da equação de transporte.

Como pode ser observado na Figura 4.2 cada processo executa um dos sub-

problemas de forma independente, para então concluir o problema somando os resultados
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Figura 4.2: Fluxograma do algoritmo paralelo para cálculo da equação de transporte.

parciais obtidos por cada um dos processos.
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5 Resultados e Discussão

5.1 Desempenho dos Algoritmos em Paralelo

Para avaliar o ganho de performance do paralelismo, cada algoritmo foi sub-

metido a dois problemas conforme demonstrado pela Tabela 1, sendo executado em três

máquinas de testes diferentes, conforme a Tabela 2.

Tabela 1: Problemas Executados
ω µ0 x0 L

Problema 1 0.9 0.5 1.0 82
Problema 2 0.9 1.0 64.0 299

Tabela 2: Máquinas utilizadas para testes
Tipo Processador Memória

Máquina 1 Notebook Intel Core i7 720QM @1.6GHz 16 GB
Máquina 2 Notebook Intel Core i7 3612QM @2.1GHz 8 GB
Máquina 3 Servidor 2x AMD Opteron 6176 SE @2.3GHz 32 GB

Os problemas foram executados e obtiveram os resultados conforme pode

ser observado nas Tabelas 19 e 21, no Apêndice A. Os resultados em ambas as técnicas são

equivalentes, eles diferem apenas na precisão dos valores com o aumento ou diminuição do

valor de N.

Os problemas foram executados, primeiramente, na Máquina 1, utilizando

para a técnica DNI valor de N = 2000 e para a técnica de recursividade, N = 200. Essa

diferença de grandeza entre as duas técnicas existe pelo fato de o algoritmo com recursividade

ter sido implementado para processamento vetorial, assim instruções que nesta arquitetura

são executadas em tempos muito baixos, no processador da máquina utilizada demandou uma

grande quantidade de tempo, sendo inviável executar o mesmo com valores de N grandes.

Nesse equipamento foram executados ambos os problemas primeiro sequencialmente para ob-

ter o tempo para comparar com as execuções paralelas, fazendo assim, a comparação dos

resultados e análise do ganho de tempo.
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Os problemas 1 e 2, utilizando o algoritmo com DNI, quando executados

sequencialmente, levaram aproximadamente 5000 e 20000 segundos até concluir a execução. A

diminuição nos tempos de execução conforme o aumento na quantidade de processos rodando

simultaneamente pode ser observada pelas Figuras 5.1 e 5.2.
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Figura 5.1: Gráfico Processos x Tempo para Anisotropia 82 e técnica DNI na Máquina 1.
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Figura 5.2: Gráfico Processos x Tempo para Anisotropia 299 e técnica DNI na Máquina 1.

Da mesma forma, os dois problemas utilizando o algoritmo recursivo, quando

executados sequencialmente, levaram aproximadamente 400 e 1300 segundos. Nas execuções

paralelas, pode-se observar a diminuição nos tempos conforme mostrado nas Figuras 5.3 e 5.4.

Conforme pode ser observado na Tabela 3, os ganhos obtidos diferem dos

ganhos ideais. Isso se deve ao fato de que os algoritmos foram implementados e executados em

um computador com memória compartilhada, e por isso, quando executado de forma sequen-

cial, o barramento e a memória ficam dispońıveis para apenas um processador, e conforme o
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Figura 5.3: Gráfico Processos x Tempo para Anisotropia 82 e técnica de Inversão Recursiva
na Máquina 1.
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Figura 5.4: Gráfico Processos x Tempo para Anisotropia 299 e técnica de Inversão Recursiva
na Máquina 1.

número de processos executando simultaneamente aumenta, há um aumento da concorrência

utilizando o barramento e acessando a memória, por isso os ganhos acabam sendo inferiores.

Ao analisar a Tabela 3 pode-se observar que o ganho real é menor do que o

ganho ideal pois são vários processos acessando a mesma memória. Porém se for analisado a

relação entre os ganhos, vê-se que o algoritmo paralelo cumpre seu papel. Quando executado

8 processos em paralelo, que é o número de núcleos presentes no processador da Máquina 1

teste, o ganho é de 2.4 vezes. Porém, quando executado 16 processos em paralelo, observa-

se que o ganho agora é aproximadamente o dobro do obtido para 8 processos em paralelo.

O mesmo pode ser observado para 32 e 64 processos executados em paralelo. Conforme o

número de processos é dobrado, o ganho aproximadamente dobra também.
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Tabela 3: Aumento de Velocidade Ideal e Obtido na Máquina 1
Técnica Anisotropia Número de Processos Ganho Ideal Ganho Obtido

8 8 2.38
DNI 82 16 16 4.19

32 32 8.24
64 64 12.31
8 8 2.58

DNI 299 16 16 5.03
32 32 9.33
64 64 18.63

8 8 1.29
Recursividade 82 16 16 2.17

32 32 4.20
64 64 7.13
8 8 1.56

Recursividade 299 16 16 2.99
32 32 5.66
64 64 10.29

Na sequência, os algoritmos foram executados nas Máquinas 2 e 3. Na

Máquina 2 foi executado apenas o algoritmo com dummy node, devido a quantidade de

memória utilizada pelo algoritmo recursivo ser maior do que o apresentado na mesma. Os

resultados obtidos pela Máquina 2 são apresentados nas Figuras 5.5 e 5.6
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Figura 5.5: Gráfico Processos x Tempo para Anisotropia 82 e técnica DNI na Máquina 2.

Os resultados obtidos na máquina 2 são satisfatórios, levando aproximada-

mente 4500 segundos para o problema de anisotropia 82 e 15000 segundos para o problema

de anisotropia 299. Este não possui resultados com 64 processos em paralelo devido a falta de

memória na máquina para gerar as 64 instâncias. Os ganhos obtidos podem ser observados na
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Figura 5.6: Gráfico Processos x Tempo para Anisotropia 299 e técnica DNI na Máquina 2.

Tabela 4: Aumento de Velocidade Ideal e Obtido na Máquina 2
Anisotropia Número de Processos Ganho Ideal Ganho Obtido

8 8 3.01
82 16 16 5.45

32 32 10.80
64 64 15.46
8 8 3.09

299 16 16 6.03
32 32 11.17

Tabela 4, onde o ganho para 8 processos é 3 vezes, e os ganhos, conforme dobram o número

de processos, são aproximadamente o dobro do obtido para 8 processos.

Na Máquina 3, por ser um servidor e consequentemente mais poderoso que

os dois notebooks envolvidos no experimento foi posśıvel executar os dois problemas para os

dois algoritmos. No algoritmo com DNI não há a necessidade de um valor de N maior que

2000, portanto manteve-se o mesmo, mas no algoritmo recursivo tentou-se utilizar N=500,

porém o tempo tornou-se inviável para execução, pois não obteve resultado mesmo depois de

várias horas em execução. O valor de N que obteve um tempo satisfatório foi N=300.

As Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 apresentam os resultados obtidos nas execuções dos

problemas na máquina 3. A Tabela 5 apresenta os ganhos obtidos nas execuções paralelas.
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Figura 5.7: Gráfico Processos x Tempo para Anisotropia 299 e técnica DNI na Máquina 3.
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Figura 5.8: Gráfico Processos x Tempo para Anisotropia 82 e técnica de Inversão Recursiva
na Máquina 3.

5.2 Anisotropia 1999

Como o desempenho do algoritmo melhorou, problemas até então inviáveis

puderam ser calculados, como é o caso da anisotropia 1999. Problemas com esse grau de ani-

sotropia ainda não possuem resultados obtidos na literatura, o que torna este, possivelmente,

o primeiro resultado obtido para esse problema.

Para realizar esse cálculo, foi necessário calcular os valores de βl, que foram

obtidos através da fórmula

βl =
(2l + 1)

(2l − 1)

(L+ 1− l)
(L+ 1 + l)

βl−1, 0 ≤ l ≤ L e β0 = 1 (5.1)
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Figura 5.9: Gráfico Processos x Tempo para Anisotropia 299 e técnica de Inversão Recursiva
na Máquina 3.

Tabela 5: Aumento de Velocidade Ideal e Obtido na Máquina 3
Técnica Anisotropia Número de Processos Ganho Ideal Ganho Obtido

8 8 3.02
DNI 299 16 16 5.31

32 32 10.08
64 64 17.28

8 8 5.01
Recursividade 82 16 16 7.75

32 32 13.28
64 64 21.88
8 8 5.09

Recursividade 299 16 16 7.01
32 32 11.76
64 64 23.56

sabendo que L é o valor da anisotropia [39].
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Tabela 7: Aumento de Velocidade Ideal e Obtido para o Problema de Anisotropia 1999
Anisotropia Número de Processos Ganho Ideal Ganho Obtido

8 8 3.51
1999 16 16 6.89

32 32 13.36

Seguindo a proposta do trabalho, este problema também foi paralelizado e

o ganho de performance analisado. A Figura 5.10 mostra os tempos de execução para o

problema sequencial e paralelo e a Tabela 7 mostra os ganhos obtidos de desempenho.

1 8 16 32
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]

Figura 5.10: Gráfico Processos x Tempo para Anisotropia 1999.

5.3 Cálculo dos Erros dos Problemas

Sabendo que o resultado de cada problema é dado pela soma dos resultados

dos L+1 problemas independentes, foi feito um algoritmo que calculava o erro entre o resultado

final previamente calculado e o resultado parcial de cada iteração do problema. Calculando o

erro de todas as posições da tabela utilizando a Equação (5.2)

e =

∥∥∥∥∥Rf −Rp

Rf

∥∥∥∥∥ (5.2)

onde Rf é o resultado final, obtido após a soma dos L + 1 problemas e RP é o resultado

parcial calculado até o momento.

Para calcular, foi utilizado um erro de 10−5. A Tabela 8 mostra o menor

valor parcial de l para que o resultado não obtenha erro maior que 10−5.
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Tabela 8: Menores Valores para Obter um Resultado Satisfatório
Anisotropia Menor Valor l

8 7
82 51

299 213

Com isso, não é preciso calcular todos os subproblemas independentes para

obter o resultado final, tornando a execução dos problemas mais rápida. Usando esse método

em conjunto com a paralelização é posśıvel obter resultados considerados ótimos em um

peŕıodo de tempo menor. Não foi feita a verificação para os valores de L = 1999.
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6 Conclusões

Nesse trabalho foi implementada a paralelização dos dois algoritmos para so-

lução da equação de transporte, um utilizando a técnica de inversão recursiva e outro utilizando

a técnica de inclusão de dummy nodes. Ambos foram executados para diferentes problemas e

números de processos variáveis afim de analisar o ganho no desempenho.

Considerando a arquitetura para a qual o algoritmo recursivo foi programado,

não foi posśıvel realizar sua execução com o valor de N grande, mesmo uma das máquinas

sendo um servidor com desempenho relativamente superior as outras. Apesar disso, foi posśıvel

ver o ganho de performance de ambos os algoritmos em todas as máquinas de teste, mesmo

que inferior ao ideal. Isso se deve ao fato de as máquinas de testes possúırem uma arquitetura

de memória compartilhada, assim, quando a execução é feita de forma sequencial, toda a

banda memória está dispońıvel para apenas um processo e no caso das execuções em paralelo,

a banda é compartilhada entre todos os processos, o que ocasionará concorrência.

Também foram executados os problemas presentes na literatura, e em com-

paração com esses resultados, os encontrados são mais precisos devido à utilização de um

valor de N maior. Outro resultado interessante que se originou deste trabalho, foi o cálculo de

um grupo de problemas com anisotropia 1999, que não possui resultados publicados, tornando

esta uma contribuição importante.

Portanto, é posśıvel concluir que a paralelização foi obtida de forma satisfa-

tória para ambos os algoritmos, pois os resultados mostram um aumento no desempenho dos

mesmos.

6.1 Trabalhos Futuros

O próximo passo desse trabalho, é expandir a formulação e os algoritmos

para outros grupos de problemas mais complexos, testando a eficiência do algoritmo para

estes problemas.
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APÊNDICE A -- Resultados Obtidos em

Comparação com a Literatura

Como forma de comparar os resultados obtidos, alguns problemas presentes

na literatura foram executados pelos algoritmos. Os problemas foram retirados de [40].

A Tabela 9 mostra os problemas apresentados em [40], onde ω é o termo

de espalhamento, µ0 é o cosseno do angulo polar, x0 é o comprimento da placa, L é o valor

da anisotropia e N é o tamanho da quadratura utilizada. O primeiro problema tem seus

resultados apresentados nas Tabelas 10 até 18. Os resultados dos problemas com anisotropia

82 são apresentados nas Tabelas 19 e 20, assim como o resultado para anisotropia 299 é

apresentado na Tabela 21.

Tabela 9: Valores dos Parâmetros dos Problemas Executados
ω µ0 x0 L N

0.95 0.5 1 8 500
0.9 0.5 1 82 1000
0.9 1 1 82 1000
0.9 0.5 64 299 1000
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Se for feita a comparação entre os resultados apresentados nas Tabelas 10

até 21 e os resultados apresentados nas Tabelas 1 a 9, 13, 14 e 20 do artigo [40], pode-se

notar um aumento na precisão dos dados, devido a utilização de valores de N maiores que os

utilizados anteriormente.
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