Universidade
Estadual de LondRrina

MATHEUS RODRIGUES MEDEIROS SILVA

OTICA GEOMETRICA EM ESPACOS-TEMPO
CURVOS E GEOMETRIA DO CONE DE LUZ

Londrina
2019






MATHEUS RODRIGUES MEDEIROS SILVA

OTICA GEOMETRICA EM ESPACOS-TEMPO
CURVOS E GEOMETRIA DO CONE DE LUZ

Dissertacao de mestrado apresentada ao
Departamento de Fisica da Universidade
Estadual de Londrina, como requisito parcial a
obtencao do titulo de Mestre em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Thiago dos Santos Pereira

Londrina
2019



MATHEUS RODRIGUES MEDEIROS SILVA

OTICA GEOMETRICA EM ESPACOS-TEMPO CURVOS E
GEOMETRIA DO CONE DE LUZ

Dissertacao de mestrado apresentada ao
Departamento de Fisica da Universidade
Estadual de Londrina, como requisito parcial a
obtencao do titulo de Mestre em Fisica.

BANCA EXAMINADORA

Orientador: Prof. Dr. Thiago dos Santos Pereira
Universidade Estadual de Londrina — UEL

Prof. Dr. Pietro Chimenti
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Prof. Dr. Carlos Molina Mendes
Universidade de Sao Paulo - USP

Londrina, 13 de setembro 2019.



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor, através do Programa de Geragdo
Automaética do Sistema de Bibliotecas da UEL

Silva, Matheus.
Otica geométrica em espacos-tempo curvos e geometria do cone de luz/ Matheus Silva. -
Londrina, 2019.
78 f. ¢ il.

Orientador: Thiago dos Santos Pereira.
Dissertagao (Mestrado em Fisica) - Universidade Estadual de Londrina, Centro de Ciéncias

Exatas, Programa de Pés-Graduagdo em Fisica, 2019. Inclui bibliografia.

1. Cosmologia 1 - Teses. 2. Espacos-tempo curvos. 2 - Teses. 3. Otica Geométrica. 3 -
Teses. 4. Astrometria. 4 - Teses. 1. Pereira, Thiago. II. Universidade Estadual de Londrina.

Centro de Ciéncias Exatas. Programa de Pés-Graduagao em Fisica. IV. Otica geométrica em

espagos-tempo curvos e geometria do cone de luz.







Dedico esta dissertagdo ds pessoas mais importantes da minha vida, minha avd Iraci, meus
pais, Almir e Sonia e a minha esposa Leticia, por todo o suporte que me deram.






Agradecimentos

Sou grato a Deus por todas as forcas que me deu e por todas as oportunidades
que se abriram no decorrer deste trabalho.

Nos primeiros meses do mestrado, antes mesmo de receber a primeira prestagdao
da bolsa, eu pensava em apenas alugar um apartamento e levar somente os itens basicos
até comecar a transformar o apartamento em um lar, no entanto, minha familia se
juntou, fizeram uma vaquinha e me ajudaram a montar o apartamento com todos os
itens que fornecessem aconchego para mim e minha esposa Leticia. Sou muito grato
a toda minha familia por toda ajuda que me deram no decorrer de todos estes anos
de estudo, em especial, sou grato a minha v6, minha esposa e meus pais, por sempre
acreditarem em mim e prestarem todo o suporte necessério.

Sou muito grato a UEL e a todos os funciondrios, que sempre proporcionaram
salas limpas para o estudo, um almoco e jantar delicioso no R.U., sou grato a secretaria
da p6s, por sempre estarem dispostos a ajudar com as questdes burocréticas, em
especial a Licia que sempre esteve pronta a ajudar.

Sou grato a Capes/Fundacdo Araucdria pelo suporte financeiro durante esta
pesquisa.

Sou grato aos professores Pietro Chimenti, Marcelo Costa e Carlos Molina por
se disporem a compor a banca e contribuir com este trabalho.

Durante o inicio do mestrado tive muitas dificuldades com as disciplinas, no
entanto, amigos se dispuseram a me ajudar, sou grato ao Luiz, Andres, Rodrigo, Lucas
e Ladislau. Sou muito grato aos professores, Pedro, Paula e Thiago que ministraram
as disciplinas do mestrado e tiveram bastante paciéncia comigo durante este periodo.
Sou grato ao pessoal da sala 15, por compartilhar bons momentos de trabalho, a
Débora, a Ana e ao Antdonio. Sou grato a todos do Grupo de Fisica Teérica da UEL,
em especial ao pessoal do grupo de Cosmologia, ao Victor, ao Renan, ao Richard com
quem compartilhei o aprendizado de Relatividade Geral, ao Oton cuja importancia
foi fundamental no decorrer deste trabalho.

Por dltimo gostaria de agradecer ao meu orientador Thiago dos Santos Pereira
que foi fundamental para minha formagdo, no comeco do mestrado esteve bem préximo
durante os estudos de Relatividade Geral e fornecendo auxilio em todo o aporte
matemadtico que eu ndo tive, o que foi importante pra mim néo s6 no desenvolvimento
desta dissertacdo, como também para enfrentar as primeiras disciplinas da pés. Além
disso, o Thiago escolheu um tema que estivesse a altura das minhas aptiddes, mas
que nao deixasse de ser um tema interessantissimo. Nao tenho como agradecer por
tudo que o Thiago proporcionou na minha carreira como fisico, espero continuar

trabalhando com ele ao longo da minha carreira como Cosmologista.






”No government has the right to decide on the truth of
scientific principles, nor to prescribe in any way the
character of the questions investigated. Neither may a
government determine the aesthetic value of artistic
creations, nor limit the forms of literary or artistic
expressions. Nor should it pronounce on the validity of
economic, historic, religious, or philosophical doctrines.
Instead it has a duty to its citizens to maintain the
freedom, to let those citizens contribute to further

adventure and the development of the human race.”
Richard P. Feynman.






SILVA, MATHEUS. Otica geométrica em espacos-tempo curvos e geometria do cone
de luz. 2019. 78fls. Dissertacdo de Mestrado em Fisica— Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2019.

Resumo

Nos dltimos anos, com os avangos tecnoldgicos, a cosmologia entrou em uma era de
precisdo observacional. Gragas a estes avangos, novas janelas observacionais se abrem
para a exploracdo do Universo. Um bom exemplo de uma nova area é a chamada
Astrometria Relativistica, a partir da qual podemos vincular a taxa de expansdo e a
geometria do Universo em “tempo real” usando medidas precisas da paralaxe e do
redshift de objetos astrofisicos. Nesta dissertacdo buscamos descrever alguns destes
observéveis astrométricos em termos de um sistema de coordenadas que explora
ao maximo a geometria do cone de luz, e conhecido como coordenadas GLC (do
inglés, Geodesic Light-cone Coordinates). Em particular, exploramos este sistema de
coordenadas para o cdlculo das varia¢des temporais (conhecidas como drifts) do redshift
e da paralaxe de objetos astrofisicos em uma geometria arbitraria e levando em conta
suas velocidades peculiares.

Palavras-chave: Cosmologia 1. Espagos-tempo curvos 2. Otica geométrica 3. Astro-

metria 4. Cosmologia em tempo real 5.
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Abstract

In the last few years, with advances in technology, cosmology has entered into an
observational precision era. Due to these advances, new observational windows
open to the exploration of the Universe. A good example of a new field is the so-
called Relativistic Astrometry, by means of which we can constrain the expansion rate
and geometry of the Universe in “real time” by using precise measurements of the
paralax and redshifts of astrophysical objects. In this dissertation, we have sought to
describe some of these observables by using a coordinate system which explores to the
maximum the light cone geometry, and known as Geodesic Light-cone Coordinates
(GLQ). In particular, we explored this coordinate system to compute time variations
(known as drifts) of the redshift and paralax of astrophysical objects in an arbitrary
geometry and including the contribution of their peculiar velocities.

Keywords: Cosmology 1. Curved spacetime 2. Geometric optics 3. Astrometry 4.

Real-time cosmology 5.
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1 Introducao

A cosmologia, enquanto ramo da fisica, visa responder grandes questdes da
humanidade sobre o Universo tais como sua origem, evolucdo e sua finitude no espago
e no tempo. Entretanto, mesmo nos anos seguintes a formulagdo da gravitacdo New-
toniana — a primeira teoria cientifica passivel de ser aplicada as escalas cosmoldgicas
— a cosmologia manteve o status de ramo especulativo da ciéncia. Foi s6 a partir de
1915, quando Einstein formulou sua teoria relativistica da gravitacdo, que a cosmologia
passa a ser vista como uma verdadeira disciplina da fisica teérica. Do ponto de vista
observacional, a cosmologia passou por um momento de estagnacao até que, em 1965,
a Radiagdo Coésmica de Fundo (RCF) foi descoberta por Penzias e Wilson. Desde entdo,
a RCF se tornou um dos principais observéveis em cosmologia, jogando luz sobre a
natureza isotrépica e homogénea do Universo em escalas aproximadamente maiores
que 100 Mpc'. Nos tltimos anos os satélites de alta precisio COBE [2] , WMAP [3, 4] e
o Planck [5], foram decisivos para o estabelecimento do Modelo Padrdo de Cosmologia,
o qual estabelece que o Universo é uma estrutura espacialmente homogénea e isotré-
pica com cerca de 13,8 bilhdes de anos, composta por 68,3% de energia escura, 26,8%
de matéria escura, 4,9% de matéria comum (baridnica) [5]. E importante enfatizar
que todas estas observagdes sdo feitas no nosso cone de luz passado, ou seja, em uma
pequena porg¢do do Universo ao qual temos acesso.

Um dos problemas atuais da cosmologia consiste em explicar a discrepancia
nas medidas de Hj (i.e., a taxa atual da expansdo do universo) obtidas pelos dados
da RCF de um lado e, de outro, a partir das curvas de luminosidade de supernovas
do tipo Ia. Por um lado, quando consideramos o modelo ACDM para explicar a RCF,
encontramos uma taxa de expansdo de Hy = 67, 8 Km s’lMpC*1 [5]. Por outro lado, o
valor encontrado pela missdo Hubble é de aproximadamente 73,2 Kms~"Mpc ™! [6].
Essa diferenca pode indicar tanto a existéncia de uma nova fisica como a presenca de
algum erro sistemadtico na interpretacdo dos dados cosmolégicos [7].

Uma maneira de entender melhor o que esta acontecendo é procurar por uma
medida independente da taxa de expansdo do Universo. Com os avangos tecnol6gicos
tornou-se possivel estimar a taxa de expansdo do Universo a partir de medidas da
variacdo temporal do redshift — ou, usando um jargado da drea, o drift* do redshift —
de Quasares [8]. Este novo observavel deu origem a uma nova 4rea da cosmologia,
conhecida como cosmologia em tempo real, a qual permite medir variagdes de observa-
veis cosmologicos em escalas de tempo da ordem de décadas. Medidas astrométricas

recentes, tais como as fornecidas pela missdo Gaia, prometem inferir o drift de redshift

1

1Mpc equivale a 3 x 10" Km.

2 Ou “deriva”, em portugués.
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com precisdo comparavel as atuais medidas de H, [9]. As medidas da cosmologia
em tempo real ainda podem testar modelos cosmolégicos com expansdo anisotrépica,
medindo o drift da paralaxe [10, 11] , ou até mesmo prover uma maneira independente
de medir a velocidade peculiar da terra com relagdo a RCE, sendo assim uma maneira
de compreender melhor a origem da anisotropia dos termos de dipolo na RCF [12].

Um formalismo desenvolvido em Marcori et al. [13] permite calcular o drift
destes observéveis a partir da integragdo da equagdo da geodésica da luz em espagos-
tempo cosmolégicos. Entretanto, os autores deste trabalho empregam uma construcdo
que nao explora completamente a geometria do cone de luz onde estas observacoes
sdo feitas. Assim, o principal objetivo desta dissertacdo é adaptar o formalismo
apresentado em [13] em termos das varidveis do cone de luz passado do observador,
uma vez que, conforme demonstrado em [14], todo e qualquer observéavel cosmolégico
pode ser coordenatizado univocamente em termos da geometria do seu cone de
luz. Para tanto, esta dissertacdo serd organizada da seguinte forma. No capitulo
2 faremos uma breve revisao sobre Otica geométrica no contexto da relatividade
restrita, a qual sera generalizada para o contexto de espagos-tempo curvos no capitulo
3. No capitulo 4, faremos uma discussdo sobre a geometria do cone de luz de um
observador geodésico em um espago-tempo arbitrario, a qual naturalmente nos levara
a introdugdo das coordenadas de cone de luz, ou coordenadas GLC. Finalmente, apds
termos compreendido a geometria das coordenadas GLC, faremos uma exposicdo do
formalismo de Marcori et al. [13] no capitulo 5, onde também iremos apresentar nossos
principais resultados. Apresentaremos em seguida nossas conclusdes no capitulo 6.
Dado que o enfoque desta tese esta na aplicacdo de um sistema de coordenadas ao
calculo de observéaveis astrométricos, iremos assumir do leitor a familiaridade com a
teoria da Relatividade Geral. Entretanto, para a conveniéncia do leitor, apresentamos
no apéndice A um compéndio com os principais resultados de relatividade geral
utilizados nesta dissertacgao.

Ao longo deste trabalho, utilizaremos a métrica com assinatura (—, +,+,+) e
unidades nas quais ¢ = 1. Indices gregos (e.g. #, v, etc) variam de o a 3, enquanto
que indices latinos (e.g., i, j, etc) variam de 1 a 3. Indices repetidos subentendem um

sinal de soma.
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2 Otica Geométrica

2.1 Noc¢oOes Basicas

Neste capitulo pretendemos construir uma versdo do eletromagnetismo em
que a invariancia relativistica seja evidente, para que, no préximo capitulo, possamos
estender esta construgdo para um versao compativel com espagos-tempo curvos. Para
isto definiremos escalares, vetores e tensores como elementos que sdo invariantes
por transformacgdes de Lorentz. Tensores arbitrdrios serdo definidos em termos dos
elementos de base dos espacos tangentes (e,) e cotangentes (e/). Por exemplo, um

tensor de ordem arbitraria serd escrito como

T:TVU'D;ﬁmey@ev...e“@e.B...,

em que suas componentes, T" Vaﬁ, se transformam de maneira inversa aos elementos
de base, de modo a garantir que T permaneca invariante sob transformagdes lineares
da forma:

xt = = A}f,/xv. (2.1)

Ou seja

T(x)=T() — T = oxt’ 9" 9x* 9P

N K
a’ﬁ’-“ - BxV axv ax“/ axﬁ/ T a’g...r (2'2)

onde / /
ox% JdxH u ox® oxH o
o - (2.3)

axv ox V7 oxV' dx~
O elemento de linha invariante é dado por:

ds* = mydxtdx’ = —dt* + 5;dx'dx/, (2-4)

em que 1, = diag(—1,1,1,1) é a métrica do espago-tempo de Minkowski, e x/ =
(t,x,y,z). Particulas sem massa se deslocam em trajetérias com velocidade v =
A/ dd—’f% = 1, e portanto com ds? = 0. Particulas massivas, por sua vez, se deslocam
em trajetérias com velocidades inferiores a 1, e portanto com ds? < 0. O tempo préprio

de observadores é definido como a grandeza positiva dt = v/ —ds? e portanto:

/dT:/\/W: /dtm. (2.5)

Seguindo esta construcdo, a agdo de uma particula livre relativistica de massa m é

dada por:

S[x*] = —m/d*r(x”). (2.6)
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A aplicagdo do principio de minima agdo (6S = 0) com relacdo as trajetérias x# nos
leva a equacado
d?xt

a qual descreve o movimento relativistico de uma particula livre.

2.2 Eletromagnetismo

Procuramos agora encontrar uma descri¢do para o campo eletromagnético a
partir de uma agao geral de campos interagindo com uma particula massiva. Para
tanto, devemos levar em conta dois ingredientes: a invariancia sob transformagoes de

Lorentz (2.1) e a invaridncia de calibre. Uma agdo possivel é:

S = /alT(—mc2 +agp + put Ay +yutu"Hyy + ...), (2.8)
em que «, 3 e y sdo constantes de acoplamento e:
dxH
ut = % , (2.9)

é a quadri-velocidade da particula, a qual, em virtude de (2.4), automaticamente
satisfaz:
uut = —1. (2.10)

Note que essa condi¢do de normalizacdo serd automaticamente obedecida se:
Uy = —0yT. (2.11)

Essa ultima quantidade nos serd ttil quando construirmos as coordenadas GLC, no
capitulo 4, onde veremos que a quantidade T(x*) descreve hipersuperficies de tempo
constante, as quais representam uma das coordenadas de um evento no cone de luz.
Comecaremos analisando os termos mais simples da a¢do. Para tanto devemos
lembrar que nossa construgdo é puramente cldssica, e na natureza ndo conhecemos
campos escalares cldssicos, portanto ¢ = 0. Logo, analisaremos primeiro a dindmica
da particula sob influéncia do campo A¥ que, como vamos ver, corresponde ao
acoplamento da particula com campo eletromagnético. O ultimo termo, Hy,, pode
ser visto como um campo de spin-2 que corresponde a uma descri¢do linearizada de
ondas gravitacionais. Porém, ndo é o objetivo desta dissertacdo discutir este termo,
ou termos de spin mais altos, de modo que iremos truncar a agdo a partir deste termo.
As equagdes de movimento sdo as equagdes de Euler-Lagrange, que também
podem ser obtidas a partir do principio de minima a¢do, em que o movimento cldssico

corresponde a um extremo da agéo:

0S = (S/dT(—m + ButAy), (2.12)
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Temos também que:

SAM = AF(x* + 5x%) — AF(x%)

~ 0x%0, A" . (214)
Portanto, a variacdo da acgao se torna:
58 = m / " () + B / 5(dx" A,)
’ b d b
=m {/ﬂ at {(Mﬂ)u" + uVE(ch”)l } + ﬁ/ o(dxtAy)
(2.15)

=m {/ﬂb dt B(S(uyu”) -+ ;—T(uydx") (5de 1 } —|—ﬁ/ o(dxtAy)

b du b b
:/ dtoxt [—m—”} +,B/ 5(dxt Ay) + oxMuy,|
a dT a 4

em que, na tltima passagem, usamos J(u,ut) = §(—1) = 0 e também o fato de que,
por hipétese, dx# se anula nos extremos da trajetéria da particula. Calculamos agora

o segundo termo:
b b b
a a a

b b
:/ dx?‘éx“a,xAy—/ (Sx”dAy—i—éxVAy‘Z
¢ ) (2.16)
/ dxt6x" 9, Ay, — / 519 Apdx® + S Ay "
a

/ dTox* ul [33 Ay — 3uAa] + 031 A,l]

onde usamos novamente o fato de que 6x* se anula nos extremos da trajetéria. Rear-

ranjando os indices e combinando este resultado com a etapa anterior, teremos:

duy, N
mE = 51:]4“1/[ , (2.17)
em que F,, € o tensor de Faraday:
Fy =0,A) — VA, (2.18)

e o lado direito da expressdo (2.17) é equivalente a forca de Lorentz. Portanto = g
e A¥ = (¢,A), que sdo respectivamente os potenciais escalar e vetor do eletromagne-
tismo. Considerando agora o termo de superficie, 0,S = P,, em que P, é o momento

conjugado da particula e é dado por:

Py = muy, +qA,. (2.19)
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Nesta expressdo, o primeiro termo é o momento intrinseco da particula, enquanto
o segundo termo é um momento devido a interacdo da particula com o campo A¥.
Como sabemos, na natureza o momento se conserva. Portanto, a conservagao do
momento total deste sistema implica necessariamente que o campo A* deve possuir
também momento intrinseco e, consequentemente, uma dinadmica também.

Para encontrar as equagdes dindmicas do campo A¥, precisamos construir sua
agdo levando em conta dois ingredientes: a invariancia da agdo sob transformagdes

de Lorentz (2.1) e a invaridncia sob transformacoes de calibre da forma
Ay — Ay +ouf. (2.20)

Também devemos exigir que as equagdes sejam lineares nos campos e de no maximo

de segunda ordem nas derivadas. Esses ingredientes nos levam a agao:
S = / d*x L (2.21)

= / d*x (aFu F' + BALJM) . (2.22)

A invariancia de calibre do primeiro termo fica evidente devido a antissimetria do

tensor de Faraday (2.18):
Ay — Ay+ouf = Fu— Fuy. (2.23)

Ja o segundo termo, aparentemente, viola a invaridncia de calibre. No entanto, sob

uma transformacdo da forma (2.20) a lagrangiana ganha um termo adicional:
L— L =L+ 0uf)]". (2.24)
Mas, fazendo uma manipulacdo no segundo termo, obtemos:

(9 f)]* = 9a(f]*) = fOu)". (2.25)

Quando integrado sobre o volume do espago-tempo, o primeiro termo nessa expressao
se torna um termo de superficie. Assim, assumindo que f]* se anula no infinito,
este termo ndo afetard as equagdes de movimento. J4 o segundo termo sera nulo se

admitirmos a validade da conservacado de carga, i.e., se
o] =0. (2.26)

Portanto, a agdo (2.22) serd invariante de calibre desde que acopladas a cargas conser-
vadas.

Para encontrar as equagdes de movimento do campo, extremizaremos a agdo
com relagdo ao campo A¥. Devido a antissimetria de F/*¥, podemos escrever 6 (Fy,, FF) =
40, (0A,)F*, de modo que:

6S = / d*x [4ad, (0A,) F' + B (6A,) T'] - (2.27)
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Integrando por partes e considerando que os campos vao a zero no infinito, encon-
tramos 9, F"' = —(B/4a)J", em que [V = (p,]) representa de maneira covariante a
densidade de carga p e a densidade de corrente J. Comparando com as equagdes de
Maxwell em unidades naturais no formalismo covariante veremos que « = —} e f = 1.

Portanto:
o F'F =]". (2.28)

As equacgdes sem fonte (i.e., as equagdes homogéneas) sdo naturalmente satisfeitas
devido a antissimetria de F*":
() = 0. (2.29)

Ja as equagoes (2.28) representam as equagdes ndo homogéneas de Maxwell.

2.3 Equacgdes de Onda
A partir da equacgdo (2.28), as equagdes para a dindmica de A¥ se tornam:
0,0l A" — 99, Al = —]", (2.30)
as quais podem ser formalmente resolvidas, passando para o espago de Fourier:
Al (x) = /d4kAV(k)eik"‘xa, (2.31)
JH(x) = / d*kJH (k)e™, (2:32)

em que k¥ é o quadrimomento do féton'. Assim, as equagdes para A¥ se tornam
equacdes algébricas:
(kK26 — Kk A¥ (k) = " (k). (2:33)

No entanto, esta equagdo é obviamente ndo inversivel, pois para v = u o autovalor
da matriz (kzé;j - k”ky> é nulo e a equagdo ndo serd inversivel. Podemos no entanto
usar a liberdade de calibre (2.23) e fixar o calibre de Lorenz (9, A" = 0) que, no espaco
dos momentos, corresponde a k;, A" = 0. Deste modo a equagao se torna:

KAk (k) = —]"(k). (2.34)

Considerando o vacuo eletromagnético, (J# = 0) e por hipdtese uma regido em que o

campo eletromagnético ndo seja nulo, isto é A* # 0, a equacgdo (2.34) se torna:

K2AM (k) = 0. (2-35)

Essa nomenclatura é informal, pois a rigor ndo estamos introduzindo a mecanica quantica. Formal-
mente, k¥ deve ser interpretado como o vetor tangente as geodésicas da luz.

1
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Logo, essa igualdade s6 ser4 satisfeita se k? = k,k* = 0. Ou seja, a luz se propaga em

uma geodésica® nula. Além disso, devido a fixagdo de calibre:
0, AF =0 — k,A¥(k) =0, (2.36)

o que significa que o potencial A* é ortogonal ao momento do féton. Veremos na
proxima segdo que estas condicOes satisfazem naturalmente as hipéteses da o6tica

geométrica.

2.4 Otica Geométrica no Espaco-Tempo de Minkowski

Atualmente a cosmologia passa por um estdgio de pleno desenvolvimento
das observagdes de alta precisdo. Com exce¢do das ondas gravitacionais, todos os
observaveis em cosmologia estdo no espectro eletromagnético. Além disto, estas ondas
eletromagnéticas se deslocam em regides em que os comprimentos caracteristicos
do meio sdo maiores que o comprimento da onda. Podemos portanto utilizar a

aproximacdo de 6tica geométrica, que deve satisfazer as seguintes leis:
1. Raios de luz sdo descritos por geodésicas do tipo luz (ou nulas)3.

2. O vetor de polarizagdo da onda é perpendicular aos raios de luz e é transportado

paralelamente ao longo da geodésica.
3. A amplitude da onda é governada por um invariante adiabatico#.

No entanto estas leis sdo validas somente sob algumas circunstancias, as quais preci-
samos quantificar. Seja A o comprimento de onda da luz, k¥ o quadrivetor de onda,

w a frequéncia angular e f a frequéncia, tais que:
A= — w =271f. (2.37)

As leis acima serdo validas quando as dimensdes espaciais D e temporal 7 forem

maiores que as quantidades mencionadas, isto é no limite:

1 1
D»A=D>,  T>—. (2.38)

Além disso, as ondas devem se propagar em um meio homogéneo, ou em regides
pequenas o suficiente de modo que o meio possa ser considerado homogéneo.
Seja a equacdo de onda dada por:

OA* = 0. (2.39)

Para uma definicdo da equacdo da geodésica, veja o apéndice (A).
3 Equivalente a dizer que a luz se desloca com velocidade constante na superficie do cone de luz.
4+ Equivalente a dizer que o ntimero de fétons é conservado.

2
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Estaremos interessados em empregar a aproximacao de 6tica geométrica em um for-
malismo covariante para ondas eletromagnéticas. Nossa intencdo é parametrizar o
potencial vetor separando-o em termos que possam ser desconsiderados na aproxi-

magdo de 6tica geométrica. Um ansatz possivel é

AF = (at +eb" + ...)ei%, (2.40)

em que at e b* sdo vetores complexos e € ~ O(A/D,1/wT ) é um parametro pequeno.
Nesta expressdo, a* é a parte da amplitude que independe de A, enquanto que
eb" + O(€?) sdo as correcdes da Gtica geométrica dependentes de A. Esse ansatz é
motivado pela aproximagdao WKB, onde supde-se que, em uma regido de interesse, a
amplitude da onda varia muito pouco em comparacdo a sua fase. Como ja mencionado,
o calibre de Lorenz parece ser bastante adequado para empregar a aproximagao de
Otica geométrica e portanto trabalharemos neste calibre. Por meio dele, constatamos

que:

0y AF =0 — |9, (a" + eb!) + éky(aﬂ + eb") et = 0, (2.41)

onde introduzimos a definig¢do
ky =0,¢. (2.42)

Assumindo a consisténcia dessa aproximagdo ordem a ordem em €, obtemos:

Oe™!): kua =0. (243)

Podemos notar que, em ordem O(e°), o vetor de polarizacdo definido por f* o
(xat + Beb" + O(e?)) implicard em k;, f* o« Bek,b! # 0. Vemos assim que este termo
ndo serd nulo, em desacordo com a segunda lei da ética geométrica. Isso nos mostra
que o limite da 6tica geométrica ndo serd satisfeito em ordem O(e%) ou superior.
Portanto, iremos truncar a amplitude do vetor (2.40) em ordem €Y e definir o vetor
de polarizacdo como f# = “7”, em que a = (ayay)%. Agora é facil ver que, em ordem
O(e 1), este novo vetor satisfaz a condigdo de ortogonalidade k, f* = 0.

Podemos agora aplicar o ansatz (2.40) na equacdo de onda (2.39):

(a" + Zékﬂaya‘/ + éa‘ukygv _ 6_2gv éle =0.

Separando os termos de mesma ordem em ¢, teremos:

O(e): 2ik'dua’ = —ia"d,k",

O(€™2): kyk* =0. (44

2

Em ordem €%, vemos que esta aproximagdo satisfaz a hipotese 1. De fato, nesta

aproximacdo a luz nao sofre difracdes ou refracdes e, portanto, se desloca na superficie
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do cone de luz. Podemos obter as leis restantes, reescrevendo o termo de ordem e~}

com a¥ = af":
2kM9,(f'a) + fYad,kt = 2akt9, f* + fV (2k'9,a + ad, k") = 0. (2.45)

Mas podemos multiplicar ambos os lados do termo de ordem e~! por 4} na equagio

(2.44):
k'o,a* + a0, k" = 9, (a*k) = 0. (2.46)

Substituindo (2.46) em (2.45) multiplicada por a4, veremos que:
ko, f" = 0. (2.47)

Mas sendo k* = dx"/ds o vetor tangente a trajetoria x*(s) da luz, seque que:

ifl/
Hu v __ —

Portanto, a equagdo acima nos mostra que o vetor de polarizagado satisfaz a equagdo
do transporte paralelo (para espago-tempo plano). Finalmente, da equacdo (2.46),
vemos que a lei de conservacdo mencionada na terceira lei da Otica geométrica é
satisfeita, sendo a?k* um invariante adiabéatico, i.e. para obter este resultado estamos
considerando que a amplitude da onda varia de maneira adiabéatica, enquanto que a
fase oscila muito. Em resumo, portanto, conseguimos exaurir todas as leis aplicando

o ansatz da equacao 2.40 e desprezando termos superiores a ordem e~ .
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3 Otica geométrica em Espaco-Tempo

Curvo

A necessidade de incorporar a fisica que conhecemos (como por exemplo
termodindmica, eletrodindmica, 6tica geométrica, etc.) em regides curvas do espago-
tempo como, por exemplo, nas proximidades de buracos negros, ou de estrelas com
grandes massas que distorcem significativamente o espaco-tempo ao seu redor, ou até
mesmo em modelos cosmolégicos, exige que as leis fisicas conhecidas em geometrias
planas sejam generalizadas para geometrias curvas. Dado que nesta dissertagao
trabalharemos com modelos que apresentam curvatura, discutiremos neste capitulo
o acoplamento minimo, o qual permite incluir os efeitos da gravitagdo na fisica e, em
particular, no eletromagnetismo. Em seguida, discutiremos a aproximacado de 6tica
geomeétrica em espagos-tempo curvos. Esta secdo foi escrita com base na referéncia
[15].

Em qualquer variedade diferencidvel (pseudo) riemanniana com métrica gy,
podemos sempre fazer uma transformagao de coordenadas de modo que a métrica
possa, em um ponto P qualquer’, ser identificada com a métrica de Minkowski
[16]. Deste modo, qualquer evento em P se comportard como em um referencial
localmente inercial e, assim, de acordo com o principio da equivaléncia, pode ser
descrito pelas leis da relatividade especial neste referencial. Ao reescrever as leis
da fisica que regem este evento na forma covariante — onde agora o conceito de
covariancia é estendido para transformagdes gerais de coordenadas —, esta lei passara
ndo somente a ser védlida no ponto P como também nas vizinhancas deste ponto.
Dado que o Principio de Equivaléncia estabelece que as leis da fisica devem ser
as mesmas, esteja o observador em um referencial acelerado ou na presenca de um
campo gravitacional, o procedimento descrito pode ser usado para generalizar a fisica
para espagos-tempo curvos (i.e., variedades riemannianas). O procedimento geral,
conhecido como principio de acoplamento minimo, consiste em formular as leis da
fisica em uma forma covariante por transformagdes de Lorentz, e validas localmente.
Em seguida, procuramos pela extensdo mais simples possivel desta lei e que seja
covariante por um conjunto arbitrario de transformacgdes. Para tanto, propde-se as

seguintes regras: o elemento de volume infinitesimal d*x devera ser substituido por:
dtx — \/|g|d*x. (3.1)
Derivadas parciais, d,,, serdo substituidas por derivadas covariantes:

9 — Vy, (3.2)

*  Exceto, possivelmente, em pontos de singularidade.



32 Capitulo 3. Otica geométrica em Espago-Tempo Curvo

com a condicdo de que, no caso de fungdes escalares, a derivada covariante se reduz

a derivada parcial. No entanto, para vetores a derivada covariante é escrita como:
VuV¥ =0, V¥ + T,V (3-3)

em que a I' é a conexdo sem tor¢do e compativel com a métrica que satisfaz (para

mais detalhes, veja o apéndice A):

1
[ = Egm(aug«m + 9ugur — IA&ua) - (3-4)

A chamada hipoétese de tor¢do nula, equivale a condigao V, V¢ = V, V¢ para
qualquer funcéo escalar ¢.

Agora podemos prosseguir nossa discussdo com objetivo de apresentar o ele-
tromagnetismo em espagos-tempo curvos e entdo obter o limite de 6tica geométrica
na propagacdo da luz. A titulo de ilustragdo, vamos considerar o caso de uma teoria
escalar. O principio de acoplamento minimo aplicado a agdo de um campo escalar ¢

nos diz que:

1 1
- [@xGagrerv) — - [\glakGVevie ). G9)

Extremizando a acdo com respeito a ¢, para encontrar a equacdo de movimento deste

campo em espagos curvos, encontramos:
5S = —/ g|d*x(V .09V + %54;)
. oV
= — [ \/Igld*x |V, (6pVHP) + (=V,VF + @W ,

em que no primeiro passo ao aplicar a variagdo, foi considerado que a métrica g,y

(3.6)

ndo possui dependéncia nos campos. Na tltima passagem foi feita uma integracdo por
partes e agora o termo de superficie serd desconsiderado. Desta forma as equagdes

de movimento podem ser escritas como:

V, Vi =0p =00 657
¢

Diferentemente do que ocorre em espagos planos, ndo se pode em geral intro-
duzir solugdes de ondas planas ou reescrever a equagdo no espago de Fourier de modo
a encontrar equagdes algébricas, sem levar a curvatura do espago em consideracéo.
Na préxima segdo serdo discutidas condi¢des para implementar o limite de 6tica

geométrica em espagos curvos, e esta afirmagao ficard mais clara.
Para campos eletromagnéticos acoplados com a quadricorrente serd necessario
redefinir a quadricorrente. Seja em uma hipersuperficie de x° = cte, a métrica dada

por h;j, de modo que o elemento de volume destas hipersuperficies seja escrito como:

Vhdx dx?dx® = VhdV. (3.8)
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onde 1 € o determinante da métrica /;;. Em coordenadas sincronas as componentes go;

da métrica sdo nulas [17] e deste modo a métrica é escrita como:
2 02 [ 10
ds® = —(dx")" + hydx'dx! . (3.9)

Calculando o determinante da métrica g, utilizando para tanto o teorema de Laplace,

vemos que:
g =—A%+g,A”%, (3.10)

em que A% é o cofator dos elementos & da linha 0 da matriz. Para o célculo do deter-
minante, como estamos nas coordenadas sincronas, precisaremos calcular apenas o
cofator A%que é dado por A? = (—1)%h. Portanto

h=1lgl. (3.11)

Em termos da métrica h;;, a carga elétrica liquida associada a distribuicao de
carga p sera escrita como:
q = / VhdVp. (3.12)
Deste modo:
4 dxH
X—r
dx0
A covaridncia deste elemento de integracdo ndo é evidente. Mas reescrevendo a

dgdx" = pvV/'hd (3.13)

equacdo acima, lembrando que |g| = &, encontramos:

dxt

Ho— dxo——
dqdx gld xp——. (3-14)
Assim a quadricorrente pode ser escrita como:
JF = pu®, (3.15)

onde u/ = dx"/dt é a quadri-velocidade de um observador comével com a quadri-
corrente.

Podemos agora escrever o tensor eletromagnético, a agdo, e reobter as equagdes
de movimento do eletromagnetismo em um espago-tempo curvo. Pelo principio de

acoplamento minimo, a eq. (2.18) fica:
Fyy - VHAV - VVAH. (3.16)
Ja a acdo do campo eletromagnético, generalizada para espagos-tempo curvos, fica:

1
S = /\/E (ZPWFW + AV]”) d*x. (3.17)

Extremizando esta agdo com respeito as varia¢des virtuais de A¥, encontramos:

55 = / VISl AT + V(A M), (3.18)
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Integrando por partes o segundo termo e levando em consideragdo que 6 A, se anula

no infinito, chegamos finalmente em:

VuFH = —J%. (3-19)
Esta equacdo também segue da aplicacdo do principio de acoplamento minimo dire-

tamente em (2.28).

3.1 Otica Geométrica

Como ja mencionado, em um espago-tempo geral, as solu¢des de equagdes
tais como a equagdo (3.7) ou a equagdo (3.19) ndo podem ser dadas diretamente por
expansdes no espaco de Fourier. Isso acontece pois os modos de Fourier sdo definidos
em funcdo das simetrias do espago-tempo de fundo. Numa situagdo geral, o espago-
tempo de interesse pode ter poucas, ou mesmo nenhuma simetria, o que impossibilita a
generalizagdo dos modos de Fourier. Isso ndo serd uma limitacdo para o nosso trabalho,
pois estaremos interessados em solugdes aproximadas da Eq. (3.19) no limite de 6tica
geométrica. Para tanto, a aproximagdo utilizada deve ser consistente com as leis
fundamentais da 6tica geométrica, 1, 2, 3. O limite para obtencdo destas leis sera

dado em torno de trés comprimentos caracteristicos do sistema fisico:

¢ O comprimento de onda como medido por um observador em um referencial

inercial A.

* O comprimento tipico £ sobre o qual as amplitudes, polariza¢des e os compri-

mentos das ondas variam.

* Oraio de curvatura R do espaco-tempo (ou, de maneira equivalente, a magnitude
de uma componente tipica do tensor de curvatura do espago-tempo) através do

qual as ondas se propagam.
Assim, podemos definir uma quantidade L tal que:
Ly = min [9%_%,/2]. (3.20)

Outra quantidade a ser definida é dada por:

e=0 (i) <1, (3.21)
Lo
que serd util ao expandir a amplitude da onda em poténcias de €. Reescrevendo a
equagdo (3.19):
Vu(VFA" = VVAl) = OA" + VY(V, AF) — g" [V, V] AF
= 0A" + VY(V,AF) — g Rl A7 (3.22)
= —J".

Note que o raio de curvatura tem unidades de 1/ (comprimento)?.

2
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No calibre de Lorenz V,A¥ = 0, e usando RP:TW = Ry, essa equagdo se simplifica:
LAY — Ry AP = —]". (3.23)
Considerando ondas eletromagnéticas no vacuo, ficamos com:
LAY — Ry, AP =0. (3.24)
Podemos, assim como no capitulo anterior, propor uma solugdo da forma:
AM = (a + eb" + ...)ei% : (3.25)

Substituindo esta expressdo no calibre de Lorenz para espacgos curvos V, A" = 0,

encontramos: 3
Vyu(a" +ebt +..) + i%(ﬂﬂ + eb") et = 0. (3.26)

Comparando os termos de mesma ordem em e:

O(e™): ku" =0, (3-27)
O(): Vyua' = —ik,b",

em que, novamente, k, = d,¢. Definindo o vetor de polarizacdo como f# = %, perce-

bemos que para satisfazer a segunda lei da 6tica geométrica (o vetor de polarizacdo
deve ser perpendicular ao vetor de onda e deve satisfazer a equagdo de transporte
paralelo ao longo da geodésica), deveremos desconsiderar termos de ordem mais alta

que O(e~1) para obter da equacdo (3.27):

kuft =0. (3-28)

Na equagdo de onda iremos desconsiderar o termo R, A" = 0, ja que a ordem mais
baixa deste termo é €°, pois, RY = O(€Y) i.e. este termo independe de A. Substituindo

agora o ansatz (3.25) na equagao de onda (3.24) teremos:
2i o ! x 1 o i?
—Oat — =k, V*at — —(V k*)at + —kak at| ete =0.
€ € €

Comparando novamente termos de mesma ordem:

O(e™?): k=0, (3-29)
O(e™!): 2k*Vua" +a"V,k* = 0. (3.30)

A equagdo (3.29) satisfaz a lei (1) da 6tica geométrica. De fato os raios de luz seguem

geodésicas nulas. Reescrevendo a equacgdo (3.30) com a# = af#:

0 =ak*Vft' + fH(k*Vaa + %av(xk“) . (3.31)
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No entanto, multiplicando a equacéo (3.30) por a;:

Za;‘lk“vaa“ + 4%V k= KAV 4a? + a®V k%,
— le(azka) 7 (3'32)
=0.

Da equagdo acima, teremos a lei de conservagdo para a quantidade a%k®, ou seja, a lei 3
da 6tica geométrica é satisfeita. Além disto, substituindo a equagdo (3.32) na equagdo
(3.31) multiplicada por a, veremos que o vetor de polarizacdo satisfaz a equacdo de

transporte paralelo ao longo da geodésica:

K*Vuft =0, (3-33)

e a lei (2) da 6tica geométrica é satisfeita. Isto é, o vetor de polarizacdo f# é perpendicu-
lar aos raios de luz e é transportado paralelamente ao longo da geodésica. Exaurimos

assim todas as leis da 6tica geométrica com o ansatz (3.25) no calibre de Lorenz.

3.2 Redshift

Em 1929, analisando o redshift de varias galdxias, Hubble foi capaz de medir
a taxa de expansdo do Universo [18]. Nesta secdo apresentaremos o redshift para que
mais adiante possamos explorar o drift do redshift em aplica¢des astrométricas, como
uma alternativa para a medida da taxa de expansao do Universo.

Em espacgos-tempo curvos e, em partircular, em espagos-tempo cosmolégicos,
ndo podemos comparar vetores em pontos diferentes do espago-tempo, j4 que esta
comparacdo depende da escolha de uma curva que conecta estes pontos e, em geral,
esta escolha ndo é tnica. Consequentemente, ndo podemos falar em velocidades
relativas entre as galdxias. No entanto, existe uma nog¢do bem definida de distan-
ciamento destas galdxias em funcdo da expansdo do universo. De fato, as galdxias
estdo se deslocando em um movimento de queda livre com a expansdo do Universo.
Neste sentido o redshift cosmolégico ndo é um efeito Doppler usual, resultante de
velocidades intrinsecas da fonte, mas sim um efeito resultante da prépria expansdo
do universo. Apesar disso, o redshift também é observado por uma mudanga na
frequéncia da luz emitida com rela¢do a luz observada. Substituindo, na equagdo usual
do efeito Doppler, a velocidade relativa v pelo redshift z, e lembrando que estamos
trabalhando com ¢ = 1, encontramos:

Wy = ¢ Wws — Wy = ! w (3.34)
o= \cro) s o=\113) ¥ 3-34

em que os subindices s e 0 designam fonte e observador, respectivamente. Da de-

finicdo (2.42), sabemos que k;, = d,¢. Se agora projetarmos este vetor ao longo da
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quadrivelocidade u* = dx#/dt, segue que

d¢

H _
uS,OkPl - dTS o

= —Ws,o, (3-35)

em que ¢ é a fase da onda, u“;’,’o é a quadrivelocidade da fonte (s) ou observador (o), e
ws, € a frequéncia do féton do ponto de vista da fonte ou do observador. Portanto

teremos o redshift dado por:

K dp dr,

1 = .
Tz ugkt drs dg’ (3:36)
ou seja:
at,
in 1+z. (3.37)

A equacdo acima serd utilizada adiante para andlise dos graus de liberdade da métrica
nas coordenadas GLC e também quando formos calcular o drift do redshift.
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4 Coordenadas de Cone de Luz

O Modelo Cosmolégico Padrao, ou modelo ACDM" estabelece que o atual
Universo é constituido por 68,3% [5] de energia escura, responsavel por sua expansao
acelerada, e 26,8% [5] de matéria escura, responsavel pela formacdo de estruturas em
grandes escalas®. A existéncia da energia e matéria escuras implicam no chamado
problema da coincidéncia, que consiste em explicar a razdo para o fato das densidades
de energia e de matéria escuras serem hoje da mesma ordem de magnitude (68,3% e
26,8%, respectivamente), o que implica que a expansdo acelerada deve ter comecado
apenas mais recentemente na histéria do Universo. Do contrério, caso a densidade
de energia relacionada a energia escura fosse de maior ordem, a expansao acelerada
do Universo teria se iniciado muito antes, potencialmente impedindo a formacédo de
estruturas que hoje observamos [19]. Uma das possiveis solugdes a esse problema
esta no efeito conhecido como backreaction gravitacional, que é relacionado ao fato
de que pequenas perturbag¢des do conteido material do Universo homogéneo pode-
riam efetivamente imitar o comportamento de um fluido responsavel pela expansao
acelerada do Universo.

A questdo do uso de backreaction para a explicacdo da energia escura é ainda
um tema em pleno desenvolvimento, além de bastante controverso (veja, e.g., as Refs.
[20, 21]). No entanto, o principal caminho para sua implementacdo é desenvolver um
procedimento covariante e invariante de calibre para o calculo de valores esperados de
grandezas cosmolégicas. Uma importante contribuicdo nesta diregao foi apresentada
em [22, 23]. Com o intuito de desenvolver um formalismo geral e invariante de calibre
para calcular valores esperados de sinais do tipo luz, estes autores introduziram o
sistema de coordenadas de cone de luz para observadores geodésicos, também conhe-
cido como coordenadas GLC3 [14]. Um sistema de coordenadas similar, e conhecido
como coordenadas observacionais, ja havia sido introduzido por Maartens e Ellis e sdo
apresentadas didaticamente no livro [24]. As coordenadas GLC foram usadas em diver-
sas aplica¢des na literatura: na reconstrugdo da métrica do espago-tempo diretamente
a partir de observagdes [25, 26]; na determinagdo do efeito de inomogeneidades na
relacdo redshift-distancia em espacos-tempo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW) [27, 28, 29]; no efeito das inomogeneidades cosmolégicas para a interpretacdo
do diagrama de Hubble [30, 31, 32]; no cdlculo de lentes gravitacionais [33, 34]; na
contagem do ntimero de galdxias [35] e até mesmo na cinematica de propagacdo de

particulas relativisticas [36].

Acrénimo para Lambda Cold Dark Matter, na sigla em inglés.
Os 4,9% restantes sdo compostos de matéria barionica, radiacdo eletromagnética e neutrinos.
3 Geodesic Light-Cone Coordinates, na sigla em inglés.

2
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Nas se¢des seguintes, faremos a construcdo do sistema de coordenadas GLC
e analisaremos seus graus de liberdade seguindo os passos da referéncia [1]. Em
seguida, com o intuito de ganhar familiaridade com estas coordenadas, verificaremos
a métrica de FLRW em coordenadas GLC, utilizando um formalismo que facilita a
transformacao de coordenadas e é ttil para espagos-tempo que possuem uma estrutura
mais complicada. No préximo capitulo, estaremos interessados em aplicar este sistema

de coordenadas no célculo de observaveis astrométricos.

4.1 Base Coordenada e Métrica

O sistema de coordenadas GLC consiste em coordenatizar um evento E(x*)
qualquer em termos das propriedades do cone de luz de um observador geodésico
(com de linha de mundo .%,) que detecta este evento. Como mostraremos abaixo,
qualquer evento em um cone de luz pode ser descrito por quatro fun¢des: uma funcdo
w(x#) que rotula hipersuperficies do tipo-luz (ou seja, o cone de luz), uma fungio t(x*)
que descreve o tempo proprio do evento (e, portanto, menor que o tempo préprio do
observador no instante da deteccdo), e por duas fungdes 07, com a = 1,2, que podem
ser interpretadas como sendo a direcdo do evento no cone de luz passado.

Antes de apresentar a construgdo detalhada, vamos considerar como exemplo
o caso de um espago-tempo homogéneo e isotrépico, tal como o espago-tempo de
Minkoswki. Neste caso, podemos imaginar que w = t,* caracteriza o tempo proprio
do observador que vé o evento, ao passo que T = t descreve a hipersuperficie de
tempo constante na qual o evento foi emitido. Por conta da simetria do espago-tempo
de Minkowski, os pontos com t = cte definem uma esfera ao redor do observador,
caracterizando todos os eventos acessiveis a ele através de f6tons que se deslocam em
trajetorias especificadas por 8” = cte. Portanto, os parametros t, e t definem, neste caso,
uma superficie bidimensional que para o caso de Minkowski corresponde a uma esfera,
e que possui raio r = t, — t caracterizado pelo tempo de deslocamento dos fétons da
superficie da esfera até o observador, como representado na figura 1. Partindo das

coordenadas esféricas (t,7,60,¢), a métrica de Minkowski nas coordenadas GLC fica
ds? = —dt* + dr* + r*d*Q
= dt2 —2dtdt, + (t, — t)*d*Q). (4.1)

Veremos adiante como este resultado surge a partir de um formalismo sistemaético e

aplicavel a qualquer espago-tempo.

4+ Mostraremos mais adiante que este caso corresponde a uma fixagdo de calibre das coordenadas GLC.
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Figura 1 — Cone de luz do espaco-tempo de Minkowski, com uma das dimensdes
suprimidas. Perceba uma esfera de raio r = t, — t, estd imersa na intersecgado
da superficie de t = cte = t,.

Como vimos para o caso especifico de Minkowski, no sistema de coordenadas
GLC um evento é descrito pelas coordenadas x* = (7,w,6%). Assumiremos que
o espago-tempo pode ser fatiado em hipersuperficies de tempo proprio T = cte’ e
localizaremos qualquer evento no cone de luz passado de um observador geodésico
através da geodésica da luz que conecta o evento e o observador. Para tanto, a
coordenada w que especifica o cone de luz passado deve ser uma coordenada nula
ie., dywitw = 0. Assim, a luz se desloca da hipersuperficie T ao qual o evento
pertence, sobre o cone de luz definido por w. Eventos na superficie de T = cte e
w = cte, sdo coordenatizados pelos dngulos 6“. A superficie do cone de luz é portanto
descrita por uma 1-forma de onda k, « d,w nula. Dado que, nas coordenadas GLC,

a propria funcdo w é usada como uma das coordenadas, segue que
w
ky o Oy s (4.2)

e, portanto, k = 0. Além disso, como vimos em (2.11), a hipersuperficie de T = cte
possui uma 1-forma normal dada por Uy = —ayr. Porém, novamente, T é uma das

coordenadas de interesse, de modo que

Uy = —5; (4-3)

5 Para mais detalhes sobre essa construcéo, ver [24].
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0 que implica que u® = 1, em virtude da normalizacdo u*u, = —1. Finalmente,
geodésicas de fétons sdo descritas por 6% = cte, em que 6% coordenatiza a posigdo dos
eventos na superficie bidimensional formada por w = cte = T, conforme ilustrado na

figura 2.

>~
[

Figura 2 — Representagdo grafica das coordenadas GLC. O cone de luz é definido
com base em um observador geodésico com linha de mundo £, e quadri-
velocidade u. Note que o vetor de onda k é paralelo a superficie do cone
e segue geodésicas com 07 = cte em um cone de luz definido por w = cte.
Figura reproduzida da Ref. [1].

O sistema de coordenadas GLC descreve, portanto, eventos que ocorrem no
cone de luz de um observador geodésico. Por construgdo, este sistema é mal definido
em regides de lentes gravitacionais fortes em que um mesmo evento pode ser visto
por fétons que percorrem trajetorias diferentes (i.e., imagens multiplas). Nestes casos,
um mesmo evento possui multiplas coordenadas, de modo que a relagdo entre evento
e coordenadas deixa de ser inversivel.

Para dar o primeiro passo na construgdo destas coordenadas, podemos escolher
como base coordenada a base formada pelos vetores (9, 9y,9,). Considere agora
dois eventos E e E’ infinitamente proximos, e pertencentes ao mesmo cone. Logo,
teremos E = E(t,w,0") e E' = E/(T +dt,w,67). Como estes eventos estdo no mesmo
cone de luz, e na mesma geodésica 0” = cte que conecta os eventos ao observador,
segue que:

dr « k, (4-4)

assim como mostra a Figura 3. Portanto o vetor de onda é tal que

Kt o oL . (4-5)
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Isso contrasta com o resultado (4.2) para a 1-forma de onda, onde vimos que k;, o (5;717.
Portanto, segue que a métrica do espago-tempo neste sistema de coordenadas é nao-
diagonal, ja que ky = gwrk".

Figura 3 — Base vetorial d; proporcional ao vetor k de onda conectando dois eventos E
e E'. Figura reproduzida da Ref. [1].

Resta-nos agora calcular os coeficientes de proporcionalidade, com intuito de
obter os componentes da métrica. A partir da defini¢do de frequéncia
uykt = —w (4.6)
e usando (4.3), segue que
K'=w. (4-7)
O vetor de base d pode agora ser reescrito como:
0 = w k. (4.8)

Mas como k é um vetor do tipo luz, temos que:

grr = §(9r,97) = wg(k,k) =0, (4.9)
que é uma outra caracteristica importante desta métrica. Além da ndo diagonalidade, o
elemento g desta métrica é nulo, o que implica em muitas simplificagdes em cdlculos
de observéveis cosmoldgicos, como veremos mais adiante.
Como a 1-forma k que determina a hipersuperficie do cone de luz satisfaz (4.2),
encontramos:

g1a = g(ar, aa)
= wlg(k,9,)
= w1k,

=0.

(4.10)
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Para encontrar os demais componentes da métrica, iremos decompor o vetor de onda k
como a soma de um vetor d paralelo a hipersuperficie de T = cte e a quadrivelocidade

do observador, u, que é perpendicular a esta hipersuperficie:
k=w(u+d), (4.11)

em que d representa a direcdo espacial de propagacdo de um féton com momento
k, no referencial de um observador fundamental. Este vetor satisfaz as seguintes as

relagdes de ortonormalidade:
d'd, =1, d"u, =0, (4.12)
além de ser ortogonal a d;:
8(d,9.) = g(w ™'k, s) — g(u,9,) =040, (4.13)

onde usamos o fato de que o primeiro termo do lado direito é nulo devido a relagdo
de proporcionalidade da 1-forma de onda, e o segundo é nulo devido ao fato de 9,
pertencer a hipersuperficie de T = cte. Como os vetores dy, d1, d2, d, sdo todos tangen-
tes a hipersuperficie tridimensional definida por T = cte, eles ndo sdo independentes
entre si. E como d, é ortogonal a d, podemos expandir d,, como combinacéo linear
destes dois vetores:

0w = —Yd — U"9,, (4.14)

em que Y e U” correspondem a 3 graus de liberdade da métrica que serdo de fun-
damental importancia para a aplicagdo das coordenadas GLC em astrometria. Para
compreender melhor estes graus de liberdade podemos imaginar d, a linha de visada,
em fungdo dos vetores de base d e d;. Em um universo em que U? = 0, podemos ver
que Y esta associado a dilatacdo do cone de luz e portanto a expansdo do universo
(este resultado serd demonstrado explicitamente para a métrica de FLRW a seguir).
Ja para universos em que U” # 0 vemos que a dire¢do de observagdo ird mudar e
portanto isto estara associado a anisotropias e/ou inomogeneidades do espago-tempo.
Antecipando resultado dos préximos capitulos, devemos esperar que o drift do redshift
devido a geometria do espago-tempo ocorra em universos em que Y # cte e o drift
da direcdo de observacdo (paralaxe e aberragdo) ocorra para universos em que U* # 0.

Podemos agora encontrar os préximos componentes da métrica em termos

destes graus de liberdade:

grw = g(a'r/ aw) =Y. (4-15)

Como ja haviamos antecipado, g deveria ser ndo nulo e portanto a métrica nédo é
diagonal.

Ainda utilizando a equacao (4.14) teremos:

Suw = (9w, 0w) = d'd, Y + g U U" = Y? 4+ U?. (4.16)
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A componente associada ao drift da dire¢do de observacdo, serd dada por:

Swa = g(aw/aa) = _gabub = —U,. (4-17)

Finalmente, a parte angular da métrica (i.e., a métrica induzida na superficie de T = cte

e w = cte) sera definida como

Sab = 8(9a,9p) = Vap - (4.18)

Em particular, para o caso do espago-tempo de Minkowski, ,,d6?d0"=d()?.
Em resumo, portanto, o elemento de linha no sistema de coordenadas GLC é

escrito como:
ds?> = Y2dw? — 2Ydwdt + v, (d6° — Udw)(d6° — Uldw), (4.19)

em que, vt é definido de maneira que Yy = 8%, Mais adiante sera explorada
as liberdades de calibre da métrica, que estdo presentes em Y,U” e 7,,. Agora
demonstraremos que 7y, € singular na linha de mundo do observador .%,, assim como
as coordenadas esféricas também possuem uma singularidade na origem.

Sejam os eventos ocorrendo em uma regido bem préxima de .Z, de maneira
que o espaco possa ser considerado localmente plano. O tempo de separacdo entre os
eventos e .%, é o tempo de deslocamento dos f6tons (7, — 7), em que T, é 0 tempo em
que o observador recebe o féton. Lembrando que para o espaco-tempo de Minkowski
a intersecgdo das superficies de T e w constantes, é uma esfera S? com as coordenadas
6” e raio (1, — 7). A distancia entre os eventos pode ser calculada em coordenadas
esféricas, tal que:

ds? ~ (1, — 7)%d0?, (4.20)

0 que também é escrito nas coordenadas de cone de luz:
ds? = ,,d0°d6", (4.21)

logo:

Yab = O(T — 1), (4-22)
ou seja, de fato <y, é singular na linha de mundo £,, assim podemos esperar que os
vetores de Killing de rotacdo em coordenadas GLC sejam singulares na origem, assim
como o sdo em coordenadas esféricas para r = 0.

Como ja mencionamos uma das caracteristicas interessantes das coordenadas
GLC, é a ndo diagonalidade da métrica (4.19), a métrica e a sua inversa terdo a seguinte

relacdo matricial:

0 -Y 0 -1 Y- —y-l(ub)
gt =1-Y Y2+ (W) | ghc=] -Y! 0 0
0 —(U)"  ya Y tuH)t o 0

(4.23)
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Devido a esta ndo diagonalidade, a quadrivelocidade da particula terd com-
ponentes nas dire¢des espaciais, podemos ver isto na figura (3), o quadrimomento
que possui apenas a componente k?, varia sobre o cone de luz, enquanto que a
quadrivelocidade é perpendicular a hipersuperficie de T = cte.

Das componentes da 1-forma de velocidade uy = —(5;, podemos calcular as
componentes da quadrivelocidade de um observador geodésico:

ut = —gh's;
(4-24)

da primeira linha da métrica (4.23), teremos a quadrivelocidade:

1 Ut
[ i
u (1, Y, Y ) 7 (4'25)

é interessante observar que apesar do quadrimomento s6 possuir a componente k7, a
quadrivelocidade possui componentes em todos os vetores de base e portanto devido
a decomposigdo do vetor k equacdo (4.11), a diregdo de observacdo terda que cancelar

as demais componentes e portanto:

1 u
[ —_
4 (0' Y Y > ' (4-26)

Utilizaremos a expressdo acima para calcular os observaveis astrométricos. Esperamos
que o drift do redshift esteja relacionado a componente d“ e o drift da dire¢do de

observacao esteja relacionado a componente 4”.

4.2 Liberdade de Calibre

Na construgdo anterior, omitimos uma defini¢do precisa do parametro w que
define o cone de luz, bem como uma defini¢do precisa dos angulos 6”. Vale notar que
estes angulos ndo necessariamente estdo relacionados aos angulos apropriados para
observacdo e isto depende da escolha de calibre [37, 38]. A liberdade na escolha destas
coordenadas permite transformagdes de coordenadas que preservam o elemento de

linha (4.19). Portanto, constituem uma liberdade de calibre das coordenadas GLC.

4.2.1 Liberdade de Parametrizacao do Cone de Luz

Podemos parametrizar o cone de luz por escolhas apropriadas de w de modo a
preservar (4.19). De fato, fazendo uma transformagéo da forma w — w'(w), as fungdes
Y e U” se transformardo do seguinte de modo:

dw dw

Y _> Y/ — YW Ua _> UI; — Uadw,, (4.27)
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de maneira que a métrica (4.19) terd a mesma estrutura se escrita em termos das novas
coordenadas. E evidente desta construgdo que w pode ser redefinido de tal maneira
que Y seja igual a 1, pelo menos em alguma regido do espago-tempo. Esta escolha de
calibre corresponde ao caso em que parametrizamos o cone de luz, pelo tempo em
que o observador recebe os fétons, w = T,, ou seja, ao caso em que o tempo proprio
do observador no decorrer de dois eventos define o cone de luz.

Ja utilizamos esta escolha de calibre quando apresentamos a métrica de Min-
kowski em coordenadas GLC. Utilizaremos também este calibre, para cdlculo dos
observéveis astrométricos, em que um evento sera coordenado por x§ = (T, 7o, 6%)
em que os subscritos, (s) sdo para designar as coordenadas da fonte.

E esta escolha de calibre serd chamada de calibre temporal em que Y, = 1. Para
provar esta afirmagdo iremos considerar dois eventos E e E, separados por dx¥, de
modo que os eventos estejam bem préoximos de .7, deste modo com uma escolha
adequada de sistema de coordenadas o espago pode ser considerado localmente plano
e poderemos trabalhar com a geometria euclidiana. As coordenadas de Fermi [39]
possuem a propriedade de serem localmente planas. Utilizando as coordenadas de
Fermi e considerando dois eventos correspondentes a duas emissoes de luz, E e E’,

observadas em L,.

dt,

dx*

E'

dtT a5 dx*

dr

Figura 4 — Distancia entre dois eventos na perspectiva do observador nas coordenadas
de Fermi. Em que os dngulos destacados sdo iguais e possuem 45, as linhas
de mesma cor possuem 0 mesmo tamanho.

Podemos escrever a 1-forma de onda k nas coordenadas (¢, 7,6%) de Fermi [39]
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e comparar com as coordenadas de cone de luz:

kudxt = kg,dw,

(4.28)

em que na ultima passagem teremos dt, = dr + dt, pode-se perceber pela figura 4
que os raios de luz formam angulos de 45° com dr e, portanto, por igualdade de
tridngulos vemos que os tridngulos com hipotenusa d71, sdo semelhantes e compostos
pelo tridngulo de hipotenusa dx" e pelo tridngulo is6sceles de lado dt. Assim vemos que
o lado dt, corresponde a soma (dt + dr). O observador mede a distancia entre ambos

eventos pelo tempo decorrido entre a observacdo de ambos eventos. Comparando:

kS,dw = —wodT,

(

= (uwkw)odTo (4-29)
(
(

logo:

— =Yg .
Ty = Lz (4.30)
acabamos de mostrar que a escolha de calibre de modo que Y = 1 satisfaz a condicdo
em que T,, 0 tempo préprio do observador, define o cone de luz.

E interessante observar da equagdo (3.37) em que discutimos o redshift no
capitulo de 6tica geométrica em espacgos-tempo curvos, que neste calibre Y~! =1+ z,
ja que:

dw dt,
— = —=1 .
dt  dt, tz (4.31)

istovem de Y, = 1.

4.2.2 Liberdade de Escolha de Raios de Luz

A segunda liberdade de calibre esta em como parametrizar os angulos 6°, e
como transferir esta parametrizacdo de um cone de luz para outro. Pode ser feita
uma transformagado da forma 0* — ¢*(w, 6") , de modo que preserve a métrica:

00” 06”

a_ 7
do? = dew+aq)“

o

de".

(4.32)

Substituindo no elemento invariante:
ds? = Y2dw? — 2Ydtdw
+ Yab(96°050") [dg" — (00" + 229" U")dw][dpP — (—3uef + 3ppPU")dw],
(4-33)
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assim, redefinindo:

Yap = Yab (atxgaaﬁeb)/

U* = —0u¢" + 0u9"U" (434

ou seja a métrica é invariante sobre reparametrizacdo dos angulos.

4.2.3 Transformac¢des Conformes

As transformagdes conformes da métrica, nos ajudardo a absorver o fator de
escala na métrica de FLRW, facilitando a transformacdo de coordenadas. Sabe-se que
geodésicas nulas ndo sdo afetadas por transformagdes conformes, i.e. dado dois vetores
do tipo luz, o elemento de linha entre eles é dado por:

ds? = gdxtdx’ =0 = ds? = Q%ds? =0, (4.35)

logo, as curvas de w e 6% constantes serdo geodésicas nulas tanto no sistema de

coordenadas original quanto no transformado. A transformacédo é dada por:

Suv = ngNyv- (4.36)

Transformagoes conformes sdo transformagdes que preservam angulos [40]
e portanto o produto escalar deve ser preservado, deste modo, uma transformagao
conforme satisfaz d.(d7) = 9z(dt), ou seja:

o _ -
S = grr — 8(07,07) = O 2g(9+,07), (4.37)

assim, a coordenada T necessita ser renormalizada, tal que satisfaga a exigéncia da

primeira igualdade, entdo:
0 = 09, = d7 = QO ldr. (4-38)
A métrica é reescrita como:
ds? = QO 2ds*
= O 2[Y2dw? — 2dwdt + (60" — Udw) (d6° — Ubdw)] (4-39)
= O 2Y2dw? — 207 YdwdT + Q™ 2,,(d6° — Udw)(d6° — Uldw)).

Portanto, as coordenadas e componentes da métrica se transformam como:

6 =6, (4-40)
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enquanto os graus de liberdade se transformam como:

Y =QY,
ut =ue, (4.41)
Yab = Qz")v’ab ’

no entanto, no calibre temporal, w = 7,. E o diciondrio de transformacdes se torna:

dw — Qod@,
6" = 6", (4-42)
dt = QdT,
os graus de liberdade:
O\ ~
= (&)
u® = Q;lﬁ“, (4-43)
Yab = QZ")V’ab ’

utilizaremos estas transformagdes na sec¢do abaixo, para Q)(t) = a(t), em que a(t) é o
fator de escala para métrica de FLRW.

4.3 Métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

A cosmologia observacional estabelece que o Universo é homogéneo e isotrépico
em grandes escalas i.e. acima de 100Mpc, pois sabemos que em pequenas escalas
existem estruturas astrofisicas como aglomerados de galédxias, estrelas, etc. Uma
descricdo mais realista do Universo consiste no espago-tempo de FLRW perturbado, no
entanto neste capitulo trabalharemos com o espago-tempo de FLRW néo perturbado
para ganharmos uma intui¢do com as coordenadas GLC, para no préximo capitulo
tentarmos aplicd-las ao cdlculo de observaveis astrométricos.

A métrica de FLRW pode ser escrita como:

ds*> = —dt* + R(t)%do?, (4-44)

em que R(t) representa o fator de escala e do? = 'yi]-(u)duiduj , sendo esta a métrica
na fatia espacial tridimensional da hipersuperficie de t = cte, esta métrica estd escrita
no sistema de coordenadas coméveis j& que ndo possui termos cruzados do tipo dtdu'
e além disso dt nao depende de u'. Isto significa que observadores que permanecem
em geodésicas com u' = cte sdo coméveis, um observador na terra por exemplo, nao
é comovel e devido a isto ndo vemos a RCF completamente isotrépica e devemos
portanto retirar este efeito em anédlises como as da RCF em que aparecem termos de

dipolo anisotrépicos [41].
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A métrica de FLRW possui fatias espaciais maximamente simétricas, nestes
espacos o tensor de Riemann satisfaz®:

Rijr = k(vikvjt — virvie), (4-45)
em que k = &, contraindo com ~:
Rj; = 2kvyj. (4-46)
Devido a simetria esférica podemos reescrever a parte espacial como:
do? = 2P g2 4 424002, (4-47)

em que dQ? = d6? + sen®0d¢?, calculando os tensores de Ricci para esta métrica e
utilizando a equagdo (4.46), obtém-se B = —% In(1 — kr?)7.
A métrica de FLRW pode ser reescrita como:

dr?
1— kr?

ds* = —dt* + R(t)? { + rzdﬂz} , (4.48)
no entanto, podemos normalizar k para {+1,0, —1} e reescrever a componente radial

da métrica como: J
r

= ﬁ (4-49)

Resolvendo para os trés valores de k, encontramos:

d

[1

r(k=+41) = sen(E)
r(k=0)=
r(k = —1) = senh(Z2),

1

(4.50)

substituindo na expressdo da métrica, percebemos que k = 1, corresponde a um espago
com curvatura positiva, k = 0, espaco plano e k = —1 espago com curvatura negativa.

No entanto, estaremos interessados no caso k = 0 e portanto a métrica é escrita como:

ds? = —dt* + a(t)éi]-dxidxj. (4.51)
R(t)

Em que a(t) é um fator de escala adimensional, dado por a(t) = R(ig)" O comporta-
mento do fator de escala é calculado através da equagdo de Friedmann, que para a
métrica de FLRW com secgdo espacial plana, possui a seguinte forma:
881G
H = =Zp. (4.52)
A taxa de expanséo do Universo é dada por, H =%, e p é a densidade de energia do
contetido de matéria e energia do Universo.

6 A demonstragdo desta equagdo pode ser encontrada em [42].

7 Todos os passos sdo desenvolvidos em [43].
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A equacdo 4.52 satisfaz as equacgdes de Einstein para a métrica de FLRW e com
tensor energia momento dado por um fluido perfeito e isotrépico, com equagao de

estado:
p = wp, (4.53)

em que p é a pressdo do fluido.

4.4 Espaco-Tempo de FLRW em Coordenadas GLC

Com intuito de facilitar o procedimento de transformacdo de coordenadas, é
feita uma transformagéo conforme na métrica de FLRW, em que g, = a=2(t) Suv, deste

modo o elemento de linha serd dado por:
ds? = —dn* + dx'dxd, (4.54)

em que, dt = ady.

O espago-tempo de FLRW é naturalmente folheado como fatias planas tridi-
mensionais, em hipersuperficies de tempo constante. Ou seja, pela equagado (4.54) o
espago-tempo de FLRW é naturalmente folheado em fatias de 7 = cte. Sendo assim,
uma escolha imediata para a coordenada temporal de GLC corresponde a T = 7 e
além disso, trabalhando no calibre temporal w = 7,.

Resta-nos ainda a liberdade de escolha dos angulos 6%, que serdo escolhidos
de maneira a coordenar um féton que cruza a linha de mundo do observador em 7.

A direcdo espacial de propagacgdo do féton é dada por:
dy = —D'(0, p)e; = —senbcosge; — senbBsenqe, — cosdes. (4-55)
Estabelecendo o mapa entre as coordenadas coméveis e GLC conforme:

(1, %, ¥, 2) = (1, 10, 0, @) (4.56)

Uma das maneiras de obter este mapa, consiste em integrar o vetor de onda com

respeito ao pardmetro afim:

X = ; dA'k, (4-57)
sabendo que: 0
k(7) = %(%) = @9:(T) — dA = @7, (4.58)
e portanto:
Xt = /77: dq’&_ldij%j, (4.59)

conforme resumo de relatividade geral no apéndice A, k; é constante ao longo de sua

geodésica, devido a existéncia de um vetor de Killing de translacdo espacial dado por
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C;,l) = (5}(,1) em que o indice (i) nomeia vetores e ndo componentes de vetores. Este vetor

deve satisfazer a equacdo de Killing A.17. Logo:
ki = K0 = @od; = —@oDi(6, 9). (4.60)
Além disso, o fato de k ser nulo permite escrever:
@ = 8kikj = D;(6, )D' (6, ¢) = 1, (3.61)

deste modo, tem-se uma relacdo explicita entre as coordenadas coméveis e as coorde-

nadas GLC conformes:

. . n .
x'(11, 10, 0, ) = —=D'(6, 9) / dy’ = (110 — 1)D'(6, 9). (4.62)

0

As componentes da expansdo de dx' nas novas coordenadas serdo dadas por:

ox!

i —D'(0,¢),

ox’ ,

_— Dl 9’ , (4‘63)
o~ D(0:9)

ox’ oD!

O elemento invariante nas coordenadas conformes GLC, fica:

, _ i
d’sz = — di]z —+ 51] [—Dldi’] + Dldﬂo =+ (170 — 1]) aalg)a d@a:|
| | 3D (4.64)
X |:—D]d77 + D]dﬂo + (770 — ﬂ)wd@b} ,
em que os termos cruzados, envolvendo 46”dn ou d6dy, sdo nulos, pois:
1 ,
DiaaDl - Eaa(DZDZ) — O. (4.65)
A métrica se reduz a:
ds? = dn? — 2dydn, + (17 — 11)26;0.D'9, D’ (d6°d6"), (4.66)
a parte angula é dada por:
9,D'd0" — d¢D' = (+cosOcose, +cosbseng, —send),
dpD' = (—senfseng, +senbcosg, 0), (4.67)
os produtos serdo dados por:
9pD'9yD; =1,
dpD'9,D; = sen’t, (4.68)

9pD'9,D; =0,
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a forma final da métrica, fica:
ds? = dn? — 2dndy, + (110 — 1) (d6* + sen®0d ¢?). (4.69)

Por identificacdo da forma geral do elemento de linha GLC (4.69), e pelo

diciondrio conforme (4.43) verifica-se que os graus de liberdade serdo fixados em:

v _ _a(t)
Y_1—>Y_a(to),

0 — U, -0, (4.70)
Fab = Yab = (10 — 11)26;;0aD'0p D/ .

Podemos observar na métrica (4.69) que para escrever o espago-tempo de FLRW
em coordenadas GLC, podemos fazer a substitui¢do r = #, — #, 0 mesmo vale para
Minkowski, como ja fizemos no inicio deste capitulo, isto nos serd ttil adiante para
calcular observéaveis astrométricos no espago de Minkowski em coordenadas GLC.

A equagdo (4.70) mostra que o redshift é dado por:

1+Z:aUV (4.71)

0 que esta de acordo com os livros textos [43] e também com a nossa discussdo do

calibre temporal.



55

5 Astrometria

A astrometria é o ramo da astronomia que consiste em medir a posi¢do de
objetos astrofisicos como galdxias, quasares, etc. Nos dias atuais a astrometria alcangou
um grande avango tecnoldgico, medindo em tempo real a posi¢ao de objetos astrofisi-
cos’, e fornecendo com grande precisdo a medida de observéveis astrofisicos, tais como
a paralaxe e a aberrac¢do da luz, e cosmolégicos, tais como o redshift. Com a missao
Gaia, se tornou possivel testar geometrias cosmolégicas de maneira independente
das técnicas atuais [10, 9]. Além disso, a missdo Gaia também nos permite medir,
de maneira independente das técnicas atuais (e.g., CMB e supernovas), a taxa de
expansdo do Universo, podendo assim nos ajudar a compreender a origem da tensado
nas medidas de H, obtidas pela missdo Planck e as obtidas através de Supernovas do
tipo Ia. Um outro dado importante que poderiamos obter através destas medidas é
a velocidade peculiar da terra com relagdo a superficie de tltimo espalhamento da
RCEF, o que em principio nos permite inferir o valor do dipolo primordial da RCF,
com importantes desdobramentos para a inflagdo cosmolégica [12].

Para ser possivel obter os resultados mencionados acima devemos calcular a
variagdo temporal (drift) dos observaveis de interesse cosmolégico. Em um formalismo
desenvolvido por Marcori et al. [13], o drift destes observéveis foi obtido a partir
da comparacdo de um mesmo observavel integrado sobre duas geodésicas do tipo
luz separadas por um intervalo de tempo J7. Com isso, foi possivel calcular neste
formalismo o drift da direcdo de observacdo e do redshift de objetos astrofisicos (e.g.,
um quasar) para os espagos-tempo de Minkowski, FLRW e Bianchi I, com e sem
a inclusdo das velocidades peculiares das fontes. Esbogaremos aqui o calculo para
Minkowski com velocidades peculiares, com o objetivo de explorarmos o formalismo
e adapta-lo para o sistema coordenadas GLC. Nosso objetivo final é o cdlculo destes
observaveis de uma maneira completamente geral em termos dos graus de liberdade
da métrica GLC.

5.1 Minkowski

Para seguirmos a constru¢do do formalismo desenvolvido em [13], precisaremos
de um resultado conhecido da geometria diferencial. Seja ¢# um vetor de Killing e k¥ o
quadri-momento de uma particula, entdo k#¢, é uma constante ao longo da geodésica

t A titulo de ilustracdo, a missdo europeia Gaia [http://sci.esa.int/gaia/] tem tecnologia capaz de

repetir 100 medidas da posigdo angular de um mesmo objeto ao longo de um periodo 5 anos, com
precisdo de 10 parcsec [10].
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da particula [16]:
KV (K'Ey) = 5k Vi () + KKV (38, =0, (5.1)

onde usamos que o primeiro termo é nulo, pois na aproximagao de 6tica geométrica

o quadrimomento do féton é transportado paralelamente, a qual apresentamos no

apéndice A. O segundo termo é nulo pois satisfaz a equagdo de Killing A.17. Em

particular, para os vetores de Killing de translagdo da métrica de Minkowski, " = &I/,

segue que a componente k' do vetor de onda é constante:

i
dA

onde A é um parametro afim ao longo da geodésica do féton.

= cte, (5.2)

Iniciaremos os célculos, decompondo o vetor de onda na quadrivelocidade
do observador e em um vetor paralelo a hipersuperficie de T = cte, assim como
ja fizemos no capitulo anterior na equacdo (4.11). No entanto, naquele capitulo
estdvamos interessados na direcdo de propagacdo da luz, enquanto que aqui estaremos
interessados na dire¢do de observagao. Portanto, introduziremos o vetor n = —d, em

termos do qual nossa decomposicao fica:

k=w(u—n), (53)

emqueu-n=0u-u=-1,n-n=1
Neste ponto sera importante ressaltar que no caso estatico, como o espago-
tempo de Minkowski, tanto o drift do redshift quanto o drift da dire¢do de observacdo
serdo trivialmente nulos. No entanto, se o observador e a fonte possuirem velocidades
peculiares, mesmo para o espago-tempo de Minkowski, vai ocorrer o drift do redshift e
da direcdo de observagao, devido as velocidades peculiares. Logo, pretendemos incluir
estas velocidades através de:
u—u~u+o, (5.4)

onde estamos desconsiderando termos ndo lineares em v, pois ndo estaremos traba-
lhando com velocidades relativisticas. Portanto, em ordem linear em em v a condigdo
(2.10) exige que u - v = 0.

Para observadores ndo geodésicos:

K= @it — i)

Ep— (5-5)

em que w é a frequéncia medida por um observador que possui velocidade peculiar

ndo nula e n* é sua direcdo de observagdo. Ao escrever o projetor h*" = g + utu?,

?  Apesar do abuso de linguagem de chamarmos o observador de ndo geodésico, ele ainda assim serd

geodésico, pois estard sob agdo apenas da gravitagdo e as velocidades v* serdao consideradas apenas
como perturbagdes na métrica.
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e comparar a quantidade h*'k, relacionada a observadores com e sem velocidades
peculiares, teremos o seguinte diciondrio:
w=w <1—|—vini) ,
S (5.6)
it =n'+ L; v/,
Sm que J_;.: 5]1. —njn', o qual projeta um vetor perpendicularmente a n, e portanto
ntn, = ntn, = 1. Notemos também que a existéncia de vetores de Killing de
translagdo espacial implica em n; = n? = cte ao longo da geodésica da luz.
A partir de (5.2) podemos integrar a geodésica da luz diretamente:

dx! o ,
== —Wo(1y — Vp), (5.7)

em que o subscrito (0) é para designar quantidades constantes ao longo da geodésica.

ki

Pela regra da cadeia:

didt _ i
dt dA 7 dt (5.8)
= _&O(ﬁé - Ué)-

Utilizando o diciondrio (5.6), segue que:

dxt S
—=Lid -, (5.9)

Essa equagdo pode ser imediatamente integrada, fornecendo:

xf) - xé = (L; UZ? - né)(to —t5), (5.10)

em que os subscritos sdo usados para denotar a posi¢do do observador (o) e da fonte

(s).

Para a segunda geodésica a posicdo do observador/fonte serd xé s(E+6t) =

xé/s(t) -+ vé/séto/s e a velocidade do observador serd v'(t, + 6t,) = v'(t,) + ©'dt,, e

portanto teremos:
Xy + Vhte — xi — vidts = — (7' + o7 — L ol — L 9h0to) (to + Oty — ts — Ots)
= (L} b — ') (ty + Oty — ts — Ots) + (L 0hote — O71) (to — ts),
(5.11)

em que na segunda passagem desconsideramos termos de segunda ordem em 4.

Multiplicando por n;, teremos:

5ts / /

_ N R

g =1- nz(vs Uo) : (5-12)
0

Para obter a expressdo acima consideramos que a varia¢do na diregdo é7n' deve ser

perpendicular a direcdo de observagéo 7', o que decorre diretamente de 4 (7;71') = 0.
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Levando em consideragdo a equagdo (5.12) e comparando as equagdes, (5.10) e (5.11)
teremos: A ; ;

1) .

(;% :J_; %—l— J_;- ). (5.13)
Obtemos portanto a variacdo da direcdo de observagdo ao longo do tempo devido a
relagdo entre a velocidade do observador e da fonte e também devido a aceleragao
do observador.

O primeiro termo da equacdo (5.13) corresponde ao drift da paralaxe e o
segundo ao drift da aberragao da luz. E interessante observar que o primeiro termo é
inversamente proporcional a distancia entre observador e fonte, ou seja, para fontes
mais distantes a contribui¢do deste termo para (5.13) é atenuada, como mostrado na
referéncia [13].

Calcularemos agora o drift do redshift. Por defini¢do, o redshift é:

ws  UkH
1 = — = — , .
logo:
1+z=1+4m(0} o)), (5.15)

0 que ja era esperado da equagdo (5.12), pois, como vimos no capitulo de o6tica

geométrica em espacos-tempo curvos, % = 1+ z. Teremos portanto:
0

j—; = — (1 +z)n;0’, + ;v (5.16)
Podemos ver que o drift do redshift é ndo nulo apenas para fontes e observadores
acelerados. Este resultado também é plausivel, j4 que o espago-tempo de fundo é
estatico.

Para estender este formalismo para as coordenadas GLC, precisaremos pri-
meiro compreender estes resultados. Primeiramente o que vemos é que o drift do
redshift é paralelo a linha de visada enquanto que o drift da direcdo de observagdo é
perpendicular a linha de visada. Da perspectiva de um observador no espago-tempo
de Minkowski, eventos em uma hipersuperficie de tempo préprio constante e que
pertencem ao mesmo cone de luz passado do observador, estio em uma superficie

esférica:
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Figura 5 — Drift do redshift associado a uma altera¢do do raio da esfera enquanto que
o drift da direcdo esta associado a velocidade v” das coordenadas GLC.

Vemos na figura acima que o drift da direcdo de observacdo estd associado
a uma rotacdo do cone de luz ou entdo a anisotropias e/ou inomogeneidades do
espaco-tempo. Portanto, este efeito estd adaptado as coordenadas GLC, pois ele pode
ser compreendido pelo desalinhamento da linha de visada com relagdo ao vetor dy, na
direcdo do vetor d, como ja vimos na equagdo (4.14), i. e. este efeito estd associado ao
grau de liberdade U” da métrica do sistema de coordenadas GLC. O drift do redshift é
identificado com uma dilata¢do do cone de luz, devido a expansdo do Universo, ou
entdo a aceleracdo peculiar do observador e da fonte.

5.2 Drift em Coordenadas GLC

Como vimos na secdo anterior o drift do redshift e da direcdo de observacao
estdo totalmente adaptados a geometria do cone de luz e, portanto, o calculo destes
observaveis nas coordenadas GLC deve ser bastante simples. No entanto, devido ao
fato das coordenadas GLC serem adaptadas ao cone de luz, teremos k¥ = wé? = cte,
para qualquer espago-tempo (veja a eq. (4.7)). Por isso devemos buscar outras maneiras
de implementar o formalismo de Marcori et al. [13], j4 que o procedimento como
vimos, consiste em integrar a equacdo da geodésica em duas trajetdrias sucessivas,
separadas por um JT. Percebemos que o artificio deste formalismo é integrar a equagao
da geodésica, para no final relacionar a posi¢do da fonte com a dire¢do de observagao.
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Uma maneira alternativa de prosseguirmos com este formalismo para as co-
ordenadas GLC consiste em integrar a quadrivelocidade da fonte afim de obter sua
posicgdo. Isto serd ttil, pois no sistema de coordenadas GLC a posi¢do do evento em
que os fétons foram emitidos sdo solucdo da equacdo da geodésica:

kK =0= w = cte,

1
k* =0 = 07 = cte”, (5-17)

ou seja, as constantes que representam w e 6 sdo as condi¢des iniciais de cada
geodésica. Portanto, é imediato ver que para o espago-tempo de Minkowski o drift da
direcdo de observacdo sera nulo quando observadores e fonte forem estaticos, pois,
neste caso 60" = 0. Considerando apenas o movimento da fonte3, teremos novamente
il = ul +ol, em que, para um espaco-tempo geral, u¥ = (1, 3, UT> , e a condicdo de
ortogonalidade u"v, = 0, implica em v* = 0.

Para Minkowski, como ja vimos na equacdo (4.1), Y = 1 e U” = 0. Escreveremos
portanto, v* = (0,9%,v%), além disso observamos da decomposi¢do do vetor de
onda 4.11 que, como k' = wé?, entdo, n* = ut — w kH# = (0, Y,—”). Portanto, em
coordenadas GLC teremos que integrar as equagdes da quadrivelocidade da fonte:

v _w_ 1
dt Y’
WU >
dt Y’

Podemos observar primeiramente que no espago-tempo de Minkowski a métrica é
escrita como:
ds?® = dw?® — 2dtdw + (w — t)2d0)?, (5.19)

em que a substituigdo feita foi r = w — t4, e portanto:

dr dw
e 1. (5.20)

Como discutido na secdo anterior esperamos que g i

7 seja proporcional ao redshift. Nas
coordenadas comoveis g,,n'v" = n;v', que é proporc10nal ao redshift, para o espago-
tempo de Minkowski, como vimos na equagao (5.15). No entanto, nas coordenadas
GLC:

w

guot'n” = Yn"v" = 0", (5.21)

e portanto, 49 2 = 0, que é proporcional ao redshift para o espago-tempo de Minkowski.

Nesta construcdo heuristica que estamos fazendo, vemos que =1+2zo0queja

3 O espago-tempo de Minkowski é plano e portanto podemos trivialmente comparar vetores em
pontos diferentes. Deste modo podemos considerar apenas a velocidade da fonte como sendo a
velocidade relativa entre observador e fonte.

4 No capitulo anterior quando escrevemos a métrica de Minkowski nas coordenadas GLC (4.1) fizemos
a substituicdo r = t, —t , além disso, no calibre temporal w = t,, logo fazendo a substituicao
r = w — t, obtemos a métrica 5.19.
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havia sido obtido tanto na secdo (3.2) quando deduzimos a equacdo (3.37), quanto no
calibre temporal 4.2.1, quando deduzimos a equacgdo (4.31) na aproximacgédo de 6tica
geométrica. Portanto esperamos que o drift da direcdo, que é perpendicular a linha

de visada, seja proporcional a v*.

5.2.1 Drift no Espaco-Tempo de Minkowski

Agora pretendemos calcular os drifts no espago-tempo de Minkowski, consi-
derando a velocidade peculiar da fonte. Para isso teremos que resolver as equagdes

(5.18) em duas geodésicas separadas por um 6t e portanto por um dw também. Da

equagio (5.20) vimos por argumentos heuristicos que 9 sera proporcional ao redshift, e

dt
portanto esperamos que para % = cte, ndo ocorra redshift, assim como ja apresentado

na figura 5.
Considerando velocidades peculiares, as equagdes de movimento para a fonte

serao:
Z—Z: =147,
.22
i (5-22)
E = US .

Logo, para Minkowski, teremos que o redshift é nulo quando v = 0. Além disto, vale

observar que as coordenadas estdo de tal maneira aptadas ao problema que:

W
Z =1, (523)
o que é equivalente a equacdo (5.15), pois, como ja vimos v;n' = v?, para o caso

particular do espago-tempo de Minkowski. O drift do redshift serd dado por:

6z _
ot

0g - (5.24)

A equagdo (5.24) é andloga a equagdo (5.16), para vh =0.

Integrando a componente 07 da quadrivelocidade da fonte (5.22) obtemos

movimento da fonte em dois cones de luz sucessivos:

t+4ot
09t + 6t) — 0°(t) = / dtot, (5.25)
t
logo:
604
5 ve. (5.26)

Vemos nesta construcdo que o drift da dire¢do de observacdo é nulo quando v* = 0
para o espago-tempo de Minkowski e assim recuperamos os resultados j& encontrados

nas segdes anteriores.
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5.3 Construcao Geral

Nosso objetivo nesta secdo é calcular o drift do redshift e da direcdo de observa-
¢do de maneira geral, i.e. para geometrias arbitrarias. Na secdo anterior consideramos
apenas a velocidade peculiar da fonte para calcular a variacdo da posigdo, e por isso
iremos agora relacionar a posi¢do da fonte com a posi¢do do observador. Uma ma-
neira de fazer isso é notar que a dire¢do de observacdo depende da posicdo da fonte
n# (T, To, 02). Consideraremos as equagdes do quadrimomento do féton para obter o
drift em termos da direcao de observacao n:

n" = 1 + 9%,

Y
(5.27)
o 5-27

_ a
H—Y+U.

Para prosseguir, podemos expandir estas quantidades em dois cones de luz diferentes

e obter a variacdo da direcdo de observacao:

n®(t + ot,w + dw, 0" + 66%) — n“(t,w,0%) =6 <%> + 60",
— Y2 (3,Y6t + 9w Yow + 35Y507) ¢

+ 0,05 0w .

5.28)

No lado esquerdo temos dn® e, como vimos no calibre temporal, w = 7,. Entdo
teremos n% = Z%‘; =1+ z, e portanto, én” = J4z.

Como discutimos quando introduzimos as coordenadas GLC, estas coordenadas
sdo singulares no observador e portanto estaremos considerando a expansado de 66*
na equacdo (5.28) apenas como uma mudanca de posi¢do da fonte, devido a prépria
natureza do espago-tempo e/ou de velocidades peculiares. Agora, para relacionarmos
0T, com T, e 667 e com isso obter a mudanga da diregdo de observagdo em fungao da
mudanca de posi¢do da fonte, precisaremos considerar a quadrivelocidade da fonte,

a
ub = (1,4, %) Para a componente w teremos:

ow 1
oY + vy, (5-29)
S
ou: 5
T
%% y(1-Yor). (5:30)

. ) A .
Estaremos interessados também em ‘;—ui. Utilizando a regra da cadeia:

6

T2 = (1 Yol) (Ug + Yot (531)

teremos:
004

5—; = U? — o¥YUZ 4 Yol (5.32)
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Substituindo as equagdes (5.30) e (5.32) na equagdo (5.28) poderemos calcular
o drift do redshift com relagdo ao tempo préprio w = 7, do observador. A resposta
serd dada por:

0z
50 Y 72[Y (1= Y0o®)d:Y + Y + 9, Y (U? — v¥YU? + Yo!)] 4 0,0Y . (5.33)
A expressdo acima ja foi calculada no trabalho de Gasperini et al. [14], também nas
coordenadas GLC, expandindo 1 4 z em termos dos graus de liberdade da métrica

de GLC, sem fixar o calibre. A expressdo obtidas por eles foi ligeiramente diferente

da nossa:
0z ~ 1 ug s
o = (1+2)H, + Y_Oa“’o(l +z) + 0 In(l+z) + Y_oa”(l +1z), (5.34)
em que:
~ 1
Ho - TOaTOYO . (5'35)

No entanto, a expressao (5.34) foi calculada sem fixar o calibre associado ao cone de
luz. No calibre temporal, lembramos que 1+ z = Y-1eY, = 1. Portanto, quando
tomamos como nula as velocidades peculiares v = v = 0 na equacgdo (5.33) que
encontramos calculando uma pequena variagdo temporal na componente w da dire¢do
de observagdo, vemos que nossa expressao corresponde a expressdo (5.34) encontrada
em [14].

Esperamos portanto, encontrar o drift da dire¢do fazendo o mesmo procedi-

mento acima para a componente 4 da direcdo de observacdo:

nt 1 » . ; b o ) ]
s Y {Y(l — Yovg') 0rU" + 9, U" + (us —0¥YU! +sz> U }
u&l
¥z {Y (1=Y0g) 0rY + 9w Y + (usb — oYU + Yv§> aby} (5-36)
+ 0?05

Vemos na expressdo acima que a maneira como construimos o drift levou a uma
expressdo que contém tanto o drift do redshift quanto o da diregéo:
on” 1 w a a b w b b a
= =7 {Y(1 — Yo) 3. U" + 3, U" + (u — oYU +sz) U }
Y (5.37)
dw

+ 9y 0.

No entanto, isto era esperado, ja que, apesar de em Minkowski o split do espaco-tempo
satisfazer a condigdo (1+2+1), para um espago-tempo geral isto j4 ndo é mais verdade,
pois dy ndo serd perpendicular a d,, para U* diferente de zero, como vimos na equagao

(4.14). No entanto para U” = 0, recuperamos o split (1+2+1).
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As equagoes (5.33) e (5.36), sdo respectivamente o drift do redshift e o drift da
direcdo de observacdo com todas as contribui¢des, seja de velocidades peculiares ou
devido a estrutura do espago-tempo, e podem ser ajustadas para casos especiais.

A liberdade de calibre para parametrizar o cone de luz, foi escolhida como
w = T,, no entanto, ndo definimos os angulos 6. No capitulo anterior quando
escrevemos a métrica de FLRW nas coordenadas GLC, fixamos estes dngulos, para
parametrizar a direcdo de propagacdo da luz que atinge o observador £,. A escolha
dos angulos 6 serd definida, ap6s a fixagdo deste calibre, assim como os graus de
liberdade da métrica Y e U”, também terdo suas estruturas funcionais fixadas ap6s a
escolha do espago-tempo de fundo.

As expressdes (5.33) e (5.36) podem ser empregadas em uma tentativa de direta
reconstrucao da geometria do espago-tempo a partir das observagdes. Ou entdo podem
ser empregadas como um um guia simplificado para obtencdo do drift em diferentes
espagos-tempo, bastando apenas escrever o espago-tempo em coordenadas GLC e no

calibre temporal e substituir seus valores nas equacgdes (5.33) e (5.36).
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6 Conclusdo

As aproximacgdes de 6tica geométrica sdo satisfeitas em cosmologia quando
estamos lidando com regides grandes o suficiente do espago-tempo, de modo que os
comprimentos caracteristicos do meio sejam bem superiores as dimensdes em que
o comprimento de onda varie. Estas aproximacdes sdo de grande importancia na
construcdo das coordenadas GLC.

Neste trabalho apresentamos uma deducdo das coordenadas GLC, seguindo
a construcdo apresentada em [1]. Discutimos também os seus graus de liberdade
e entdo escrevemos o espac¢o-tempo de FLRW em coordenadas GLC. Esta revisao
nos deu condicdo para desenvolvermos nosso objetivo final que era o de empregar
o procedimento introduzido por [13] para o calculo dos observéveis astrométricos
no espago-tempo de Minkowski. Estes cédlculos serviram de suporte para o nosso
objetivo de calcular o drift do redshift e o drift da dire¢do de observacdo de maneira
completamente genérica.

Como resultado, obtivemos expressdes para os observaveis astrométricos no
espago-tempo de Minkowski em coordenadas GLC, os quais concordam com aqueles
encontrados na referéncia [13]. Ao comparar a componente w da dire¢do de observa-
¢do para duas geodésicas distintas encontramos uma expressao geral para o drift do
redshift considerando velocidades peculiares da fonte e do observador. Para velocida-
des peculiares nulas, nossa expressdo se reduz a expressao ja encontrada na literatura
em [14] quando escrita no calibre temporal. Isto nos serviu de guia para acreditar que
nossos resultados estdo corretos. Além disto quando repetimos o procedimento para
a componente n* da direcdo de observacdo encontramos uma expressdo para o drift
da direcdo em termos dos graus de liberdade da métrica, considerando velocidades
peculiares.

Com estas expressdes esperamos contribuir para o estado da arte da cosmologia
em tempo real, oferecendo uma expressao sem geometria pré-determinada, permi-
tindo reconstruir a métrica através de observacdes astrométricas, além de também
oferecer um procedimento alternativo para o cédlculo de observéveis astrométricos para
diferentes métricas de espago-tempo.

Como perspectivas futuras esperamos escrever a expressao do drift da direcdo
que encontramos para diferentes geometrias e comparar com os resultados da literatura,

como um check de consisténcia desta equagao.
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APENDICE A - Resumo de
Relatividade Geral

Apresentamos abaixo os principais resultados sobre a teoria da relatividade
geral, que serdo utilizados nesta dissertacao.

Em espacos planos, vetores, tensores e seus duais, naturalmente pertencem
ao mesmo espaco tangente e assim as operagdes de soma e produto entre estes
objetos sdo triviais. Uma variedade pseudoriemanniana é uma variedade diferenciavel,
equipada com um tensor métrico g, simétrico e de rank (0,2), que define o produto
interno usual e portanto as no¢des de distancia nestes espagos. Em espago-tempo
curvos, vetores devem ser comparados apenas localmente, ou seja, no mesmo espago
tangente, pois, diferentemente do que ocorre em espagos planos, em espagos curvos,
quando arrastamos um vetor ao longo de duas trajetérias diferentes podemos obter

resultados diferente.

S

Figura 6 — Vetor sendo transladado sobre a superficie de uma esfera em uma trajetéria
fechada. Percebe-se que ap6s a trajetéria fechada, o vetor transladado nao
serd paralelo ao original.

A figura 6 mostra que diferentemente do que ocorre em espagos planos o
transporte de um vetor em espagos curvos ndo € arbitrdrio. Mais adiante, definiremos

algumas maneiras de transportar um vetor em um espago curvo.
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Como dissemos, uma variedade pseudoriemanniana é dotada de métrica, a qual
estabelece a nocdo de distancia. A métrica permite relacionar componentes de vetores

com seus duais (1-formas) i.e. a métrica pode ser utilizada para descer indices:

A‘ll —= g}/lVAVI (A.l)

ou seja, esperamos que possamos também realizar a operagdo inversa A¥ = glA,,

no entanto, para isto a operagdo deve ser inversivel:

Al = o e, AY, (A.2)

entdo, g gu = 5, ou seja, a métrica possui inversa.

As componentes de um tensor devem satisfazer a seguinte lei de transformacao:

v oxtaxY ox® oxP
ol nv _ . L THY
T(x) - T (x ) — T a/‘B/... - axl,{ axv ax“/ axﬁ/ T 0(‘3 7 (A'3)
no entanto, a derivada parcial de um tensor se transforma como:
;oxt . (oY
v _ 9 v
(A.4)

Coxt oY, Loxt . [oxV
= o WA T AT, (E)x‘/) ,

vemos que devido ao segundo termo, a transformacdo acima nao satisfaz uma lei
de transformacdo tensorial, e portanto deveremos introduzir uma nova derivada que
satisfaz uma lei de transformacao.

A nova derivada devera possuir um termo adicional, para cancelar o segundo
termo da equacdo (A.4). Em espagos planos a derivada parcial é um mapa de tensores
de posto (k,I) em tensores (k,! 4 1), logo estamos buscando por um operador que
estabelece 0 mesmo mapa em espacos curvos. E satisfaca as propriedades ja conhecidas

da derivada parcial:
e linearidade: d,(A + B) = 9, A +9,B;
e regra do produto de Leibniz: 9,(AB) = Ad,B + Bd, A.

Logo, este operador deve se reduzir a derivadas parciais em espagos planos, ou
quando atuar sobre um escalar, j4 que derivadas parciais de escalares se transformam

da maneira apropriada. Teremos portanto:

VA" = 9, A" + T, A%, (A.5)
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em que I, é conhecida como conexdo e deve se transformar de modo que a derivada
covariante V mapeie tensores do tipo (k,I) em tensores (k,I 4 1), logo:

/ /
/ r o ox¥ oxt oxt ox"
gAY = ———T,A" = A"—0, | == | , (A.6)
we dxvoxt dxH oxV
ou seja, a lei de transformacdo acima é uma lei ndo tensorial para garantir que a
derivada covariante de um tensor se transforme de maneira adequada.
Como j& mencionado, sob a hipétese de tor¢do livre, a derivada covariante de

um escalar deve se reduzir a derivada parcial:
V}l<A0(le) — ay(Alem) . (A.7)

Por outro lado, utilizando a regra do produto:
Au (aVB“ + r;‘;VBV) + B* <ayB“ + f‘;mAv) = 0,(AB"), (A.8)

logo vemos que para satisfazer a igualdade, T = —T.

A conexdo que utilizamos em relatividade geral € livre de tor¢do I';, =I7, e
compativel com a métrica i.e. Vg, = 0. Estas condi¢des resultam em uma conexao
Unica, conhecida como simbolo de Christoffel:

1
[
T =3

Como pode ser observado, a conexdo (A.9) é nula para espagos planos como o de

gM(aygAv + Qv — aAgyV) . (A.9)

Minkowski, sob uma escolha adequada de coordenadas, em que as componentes da
métrica sdo constantes.

Dado que a arbitrariedade de trajetérias no arraste de um tensor, leva a dife-
rentes tensores, iremos definir o transporte paralelo. O transporte paralelo é uma
maneira de transportar o vetor ao longo de uma curva, mantendo o mesmo constante.
Em espagos-tempos planos, o transporte paralelo deve satisfazer:

dxt (M)
dA

em que x¥(A) é a curva sobre a qual estamos interessados em transportar o vetor e A é

39, T =0, (A.10)

o parametro ao longo da curva, logo esta é uma derivada direcional. Em espagos-tempo

curvos, a equagdo acima deve ser substituida pelo andlogo covariante:

dxt
ﬁVyT“fv = 0. (A.11)

Em relatividade geral a métrica é sempre transportada paralelamente ao longo das
curvas, ja que, utilizamos a conexdo compativel com a métrica. Neste caso, a nogdo

de produto interno é a mesma ao longo de toda a curva:

dx¥ dxH dxH
Vi (8apA"BP ) = TBaV AT+ Ap

p
dA dA VuB”.
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Agora estamos prontos para definir geodésicas, que sdo curvas as quais o vetor

tangente é transportado paralelamente ao longo delas, ou seja:

dxt _ dx*
a0 (A.12)
ou melhor:

2 1%

‘ZT’C; + rf,jﬁ%% =0, (A.13)
vemos imediatamente que esta equacdo se reduz a nogdo de linhas retas em espagos
planos, ja que para espacos planos a conexdo é nula. O mesmo acontece em relatividade
geral, a geodésica é a trajetéria de observadores em queda livre, ou seja, sem nenhuma
forca atuando sobre eles.

Além da derivada covariante podemos introduzir a derivada de Lie. A derivada

usual é definida por:

i _mfEte) —fx) (A1g)
dx  e=0 €

no entanto, mais uma vez lembramos que a simples generalizagdo da equagdo acima
levaria a inconsisténcias, ja que em espagos curvos ndo podemos simplesmente arrastar
um vetor de um ponto a outro. Entdo para definir a derivada de Lie, faremos uso do
conceito de curvas de integrais x(A), em que A é um parametro que varia sobre estas
curvas, também definidas como curvas de congruéncia, que sdo uma familia de curvas
que ndo devem se cruzar, isto se faz necessario, pois em cada ponto de cada curva
teremos um vetor tangente ¢ = Z—jﬁ e este vetor deve possuir uma correspondéncia
univoca com os pontos da curva, i.e. dado um vetor, podemos obter a curva.

Agora podemos comparar dois vetores em pontos diferentes de uma mesma
curva, fazendo uma mudanca de coordenadas ativa, i.e. arrastando o vetor de um
ponto a outro sobre esta curva, e entdo poderemos definir a derivada de Lie como:

Ty (x) — T;/w(x)

Ty = i A.
Glo = 19

em que Ty, (x) é um vetor que originalmente pertencia ao ponto xF' = x4+ A" e sob
uma mudanga de coordenadas foi arrastado ao ponto x*.

A derivada de Lie da métrica é dada por:
Eggyv = v‘uéy + Vyéy ’ (A.16)

quando a derivada de Lie da métrica na diregdo do vetor ¢ é nulaie. guv(x) = g3, (x).
O vetor ¢ é chamado de vetor de Killing e estd associado as simetrias da métrica.

A equacdo de Killing é dada por:

Vy{:y + Vygy == 0, (A.17)



77

para espagos-tempo como o de Minkowski, em que a métrica é dada por:
ds* = —dt* + dx* +dy? + dz*, (A.18)

vemos que a métrica é independente de (t,x,1,z) e portanto, teremos 4 vetores de
Killing associados a translagdes espaciais e temporais. Para cada um destes vetores
conseguimos associar uma quantidade conservada. No caso da propagacdo de ondas
eletromagnéticas teremos:

em que o primeiro termo se deve ao transporte paralelo de k¥ e o segundo devido a
equagdo de Killing (A.17).

A curvatura de um espago é medida pelo tensor de Riemann, se considerarmos
uma trajetoria fechada, composta respectivamente pelas curvas u#(A), o (B +c), u" (A +
c), v"(B), em que c é uma constante, podemos intuir sobre a curvatura de um espago.
Como ja mencionamos o caso da esfera na figura 6, aqui pretendemos levar um vetor
de um ponto a outro de uma trajetéria fechada de duas maneiras diferente, uma delas
é fazendo o transporte paralelo ao longo de u#(A) e depois de v#(B + ¢), a segunda
é fazendo o transporte ao longo de v (p) e depois, ao longo de u*(A +¢), e entdo
subtraimos ambos:

Vi (V) =V (VaV? ) = o (T, V0V (A20)

no entanto, mesmo que escolhermos trajetérias em que os dois tltimos termos se
cancelem, ainda restard o comutador das derivadas covariantes, que estara relacionado

a curvatura do espago-tempo em questdo:
[V, V]V = R, V. (A.21)
Um célculo longo, no entanto direto, mostra que o tensor de Riemann é dado por:
Rh o = 0Ty — 0T + TagTho — ThTho (A.22)

Algumas vezes é 1til reescrever um tensor a partir de suas partes irredutiveis,
neste caso o tensor de Ricci e o escalar de Ricci possuem toda informagao sobre os

tracos do tensor de Riemann, e eles sdo dados respectivamente por:
Ruw = Rig, (A23)

podemos decompor novamente em:

= 1
Rl’ﬁ/ — R]/ll/ - ZRgVV ’ (A.24)
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em que R = ¢"' Ry, € o escalar de Ricci.
As equagdes de campo de Einstein relacionam o contetido de matéria e energia

do Universo Ty, com a geometria do espago-tempo representada pelo tensor G,:
Guy =8n1Tyy, (A.25)
em que o tensor energia-momento satisfaz a lei de conservagéo:
vV, TH =0, (A.26)

Deste modo, o tensor de Einstein também deve satisfazer uma lei de conservacao deste

tipo, um outro tensor que satisfaz a mesma lei de conservacgao é dado por:

1
Guv = Ryy — Egva/ (A.27)

j& que, o tensor de Ricci satisfaz:

1
V.Rh = SViR, (A.28)

e portanto o tensor também satisfaz V,,G*" = 0. Foge do foco deste apéndice apresen-
tar argumentos que de fato as equagdes de campo de Einstein (A.25) sdo as equagdes
da gravitacdo e de fato reproduzem as equagdes da gravitacdo newtoniana no limite
de campo fraco. Nosso objetivo neste apéndice é apenas introduzir algumas das

ferramentas que utilizamos ao longo desta dissertacdo.
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