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KANNO, Tallys Yuri de Almeida. Analise Combinatéria: uma proposta de ensino. 53 f.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Universidade
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RESUMO

Devido as préticas pedagdgicas tradicionalistas utilizadas para o ensino de “Analise
Combinatoria” observa-se que, muitas vezes, ele acaba por se tornar um entrave de
aprendizagem para os alunos, que o associam a um exercicio de mera aplica¢do de formulas.
Esta dissertacdo objetiva apresentar uma proposta para o ensino de Analise Combinatoria por
meio de uma Trajetoria Hipotética de Aprendizagem (THA), apoiada na utilizacdo de tarefas
na perspectiva investigativa, com a finalidade de que os alunos sejam os protagonistas da
construcdo dos seus proprios conhecimentos e ndo receptaculos de um conhecimento expresso
pelo docente. A elaboracdo da Trajetoria Hipotética de Aprendizagem foi feita a luz das ideias
do estudioso Martin Simon, por meio de cinco tarefas, com o objetivo de apresentar uma
proposta de introducdo e sistematizacdo dos conteudos: Principio Fundamental da Contagem,
Permutacdo, Arranjo e Combinacgédo. Espera-se que este trabalho sirva de inspiragcdo para que
os professores reflitam sobre a importancia de os estudantes serem ativos na construcdo dos
conceitos matematicos.

Palavras-chave: ensino de matemaética; trajetéria hipotética de aprendizagem; analise
combinatéria; investigacdo matematica.



KANNO, Tallys Yuri de Almeida. Combinatorial Analysis: a teaching proposal. 53 p.
Dissertation (Professional Masters in Mathematics) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2022.

ABSTRACT

As a result of traditionalist pedagogical practices used to the teaching of “Combinatorial
Analysis” we observe that, many times, it becomes a learning obstacle to students, that,
associate it to an exercise of mere formula application. This essay aims to present a
hypothetical learning trajectory (THA) for teaching “Combinatorial Analysis”, in conjunction
with the utilization of assignments in a investigative perspective. So that students start being
the protagonists of the construction of their own knowledge and not only receptacles of the
lessons and subjects explained by their teachers. The elaboration of the “Hypothetical
Learning Trajectory” was elaborated based on the ideas of Martin Simon, through three
assignments with the main goal of presenting a proposal of introduction and systematization
of the subjects: Fundamental Principle of Counting, Permutation, Arrangement and
Combination. It's expected that this essay serves as an inspiration so that teachers think about
the importance of students being active on building the knowledge on these mathematical
concepts.

Key-words: teaching mathematics; hypothetical learning trajectories; combinatorial analysis;
mathematical research.
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INTRODUCAO

Em nosso contexto atual escolar, ainda nos deparamos com muitas
dificuldades para trabalharmos o Ensino de Matematica e, também, para lidar com os
resultados de aferi¢des nacionais, as quais buscam inferir a respeito da aprendizagem dos
alunos. Muitas vezes, a falta de contextualizacdo dos contetdos e o0s encaminhamentos
expositivos das aulas, frequentes nos ambientes escolares, podem contribuir com o
desinteresse e desmotivacao dos alunos.

Deparamo-nos, frequentemente, com um ensino de Matematica voltado para
a memorizagdo de formulas e para o ensino de algoritmos, para a repeticdo de instrucbes pré-
definidas, as quais “devem” ser executadas mecanicamente, ou seja, oS alunos acabam
resolvendo exercicios sem a demonstracdo de como se aplicar e sem o significado do porqué
aplicar/aprender, 0 que, na nossa opinido, impossibilita ao aluno um aprendizado efetivo. Em
contraposicdo a esta ideia e de acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCNSs),

assumimos a perspectiva de que o ensino de Matematica

desempenha papel decisivo, pois permite resolver problemas da vida
cotidiana, tem muitas aplica¢cbes no mundo do trabalho e funciona como
instrumento essencial para a construcdo de conhecimentos em outras areas
curriculares. Do mesmo modo, interfere fortemente na formacdo de
capacidades intelectuais, na estruturacdo do pensamento e na agilizagdo do
raciocinio dedutivo do aluno (BRASIL, 1997, p. 15).

Ao ndo identificarem as contextualizacdes e aplicabilidades dos contetudos
em situacdes do nosso cotidiano, por exemplo, observamos que os alunos apenas decoram
processos para ter a sua aprovagdo ao final do ano, atitude esta que compromete o objetivo
final de aprender. Entretanto, sabemos o qudo fundamental é aprender dando significado e
compreender a matematica de uma forma contextualizada, desenvolvendo um raciocinio
dedutivo e logico, que sera atil para a resolucdo dos mais diversos problemas que podem

surgir ao longo da vida, afinal

aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada
a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e
habilidades que s8o essencialmente formadoras, a medida que
instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para
compreender e interpretar situacGes para se apropriar de linguagens
especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias, tomar
decisBes, generalizar e para muitas outras agdes necessarias a sua formacéao
(BRASIL, 2002, p. 111).

E fato que ndo existe apenas um caminho correto de ensino, por isso o
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docente deve conhecer sua turma e, assim, escolher qual a melhor forma de se fazer o
encaminhamento das aulas. O docente também deve estar muito bem preparado para 0s
desafios do ensino, pois é recomendavel que saia da sua zona de conforto, deixando o roteiro
padrdo tradicional (uma breve explicacdo do conteudo seguida por Varios exercicios
direcionados aos alunos, para serem resolvidos individualmente) de lado, afinal, na nossa
opinido, esse roteiro € um dos maiores fatores que contribuem para o desinteresse dos alunos
pela Matematica.

Diante da necessidade de algumas mudancas no ensino da Matematica,
buscamos recursos para que os alunos tenham mais interesse e também melhorem o
desenvolvimento na forma de pensar matematicamente. As metodologias escolhidas pelo
professor, por exemplo, também interferem no aprendizado. O profissional deve estar apto e
disposto a desenvolver outras técnicas metodoldgicas, para que desencadeie outros
questionamentos e raciocinios 16gicos em seus alunos.

Consideramos que a Matematica é a ciéncia do raciocinio légico e abstrato,
qgue se desenvolveu a partir de conceitos basicos, como a contagem, as medicGes e 0s
calculos, evoluindo para estudos sistematicos. Ela consiste em buscar padrfes, conjecturas e
busca explicar seus resultados através de deducgdes, axiomas, teoremas, corolarios, lemas,
postulados, proposi¢des e definigcdes.

A investigacdo matematica € uma das alternativas do ensino da matemaética
gue consiste em apresentar uma situacdo problema ao aluno, induzindo-o a fazer
guestionamentos, conjecturas, teses e validacdes. Essa estratégia metodoldgica possibilita a
autonomia do aluno de encontrar formas e estratégias para resolver problemas, desenvolver
férmulas e/ou algoritmos a seus proprios métodos.

Ponte, Brocardo e Oliveira (2019, p. 20) afirmam que a investigacdo
matematica € dividida em quatro etapas: a primeira que o aluno comeca a explorar o problema
e formular questbes para resolvé-lo; a segunda etapa é organizar os dados e formular
conjecturas; a terceira etapa é testar as conjecturas e realizar os devidos ajustes e, por fim,
temos a justificativa das conjecturas e avaliacdo dos resultados.

Para que os alunos tenham sucesso na aprendizagem de conceitos
combinatdrios, é importante que o professor tenha dominio do contetdo, incentive o
raciocinio légico buscando desenvolver o raciocinio combinatorio em vez de ensinar seus
alunos de uma forma mecanizada. Assim, possibilitara que os alunos consigam analisar 0s
pequenos detalhes dos problemas combinatérios, conforme afirma Morgado et al. (1991, p.
2),
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Por outro lado, se a aprendizagem destes conceitos se faz de maneira
mecanica, limitando-se a empregé-los em situa¢Ges padronizadas, sem
procurar habituar o aluno com a anélise cuidadosa de cada problema, cria-se
a impressdo de que a Andlise Combinatoria é somente um jogo de formulas
complicadas.

A partir dessas consideracGes iniciais, este trabalho objetivou apresentar,
por meio de fontes tedricas e tarefas selecionadas por nds, uma forma distinta da expositiva de
ensinar, uma forma de agir do docente que possibilite 0 pensamento questionador do aluno de
forma que ele ndo se torne um repetidor de formulas, mas um desenvolvedor delas.

Assumir uma atitude investigativa, em um espaco colaborativo de trabalho
entre estudantes e professor € uma das premissas que tomamos para que o ensino de Analise
Combinatoria seja eficiente. Coll (1994) e Colago (2004) sdo exemplos de autores que ja
realizaram uma analise ampla dos efeitos dos trabalhos realizados de forma colaborativa entre
estudantes. Alguns dos pontos positivos sobre o trabalho colaborativo séo:

e socializacdo, em geral, o estudante terd oportunidade de se
comunicar/expressar mais, apoiar, orientar, corrigir;

e 0 desenvolvimento de habilidades, pois, enquanto discutem, acabam
ensinando e aprendendo, tornar-se adaptavel a condicéo de interacao
a fim de negociar papéis especificos em algum momento da
atividade;

e desenvolver o colaborativismo ao invés do egocentrismo, uma vez
que terd que respeitar/ouvir/discutir sobre opiniGes/ideias que, as
vezes, ndo serdo iguais as suas;

e além do controle de impulsos agressivos. Assim melhorando o

desenvolvimento escolar, intelectual e social.

Logo, para explorarmos nosso objetivo geral, dividimos esta dissertagdo em
quatro capitulos:

1 - O primeiro capitulo denomina-se fundamentacdo tedrica, a qual nos
embasamos em estudiosos da Analise Combinatéria, da Trajetoria Hipotética de
Aprendizagem, indicando alguns aspectos sobre a atitude de investigacdo e a importancia do
trabalho colaborativo.

2 - O segundo capitulo denomina-se procedimento metodoldgico, a qual
mostrara as nossas intengdes através do objetivo geral e dos objetivos especificos.

3 - Um terceiro capitulo denominado de proposta, apresentara as tarefas que
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serdo trabalhadas com os alunos, as possiveis resolugcdes dos problemas, as possiveis duvidas
e a formalizacao do contetdo.
4 - Por fim, apresentaremos o Ultimo capitulo apresentando algumas

considerac@es a respeito do trabalho proposto.
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1 FUNDAMENTACAO TEORICA

No contexto escolar, tem se discutido sobre a Educacdo Matematica e sobre
suas alternativas para tentar suprir as necessidades de aprendizagem dos alunos, pois 0
envolvimento deles dependera das atividades e das metodologias dos professores, que, por sua
vez, devem despertar a participacdo ativa dos estudantes na construcdo de uma aprendizagem
reflexiva e critica. Dessa forma, é importante que o educador esteja sempre procurando novas
metodologias que considerem as dificuldades dos alunos em um processo de aprendizagem,
como afirma Florentino, Melo e Morais (2018) ao abordarem que os educadores devem se
atualizar constantemente as varias abordagens educacionais a fim de desenvolver, em seus
alunos, varios fatores importantes tanto para aprendizagem conteudista como interacional,
como melhorar a autoestima, a autoconfianca, 0 senso critico, cooperativo e criativo, assim
como o raciocinio logico, a concentracdo e a melhor forma organizacional para efetivar
positivamente as atividades propostas em sala.

Para tanto os professores devem deixar de lado as aulas expositivas,
trazendo aos alunos atividades investigativas que facam referéncias ao cotidiano. Além disso,
¢ essencial que substituam o “lugar” de dono do conhecimento pelo papel de mediador e
questionador a fim de que desenvolvam ainda mais alunos com pensamentos autbnomos.

Assim como toda ciéncia, a Matematica evolui, juntamente com os métodos
de ensino, os livros didaticos, as tecnologias e os proprios alunos, pois ha grande diferenga
nos modelos de alunos de épocas distintas. Nossa sociedade possui cada vez mais meios
interativos, que vao além do quadro e do giz, elementos tecnoldgicos que devem ser utilizados

a favor do desenvolvimento da autonomia dos alunos.

1.1 — ANALISE COMBINATORIA

A Anélise Combinatéria é considerada um tema complicado tanto pelo
professor quanto pelo aluno, pelo fato do ensino se limitar muitas das vezes apenas por
explicacbes de formulas, como ressalta Morgado et al. (1991). E comum os alunos pensarem
gue estudar Analise Combinatéria se trata apenas de resolver problemas utilizando as
formulas de permutacOes, arranjos e combinacdes. Afinal, como ja dito anteriormente, a
introducdo deste conteldo pode ndo estar sendo devidamente adequada. Por esse motivo,
sabemos que, muitas vezes, tanto os alunos, na hora da resolugéo dos problemas, quanto os

professores, na hora de lecionar, sentem uma dificuldade em lidar com o tema.
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Além das dificuldades causadas pelo processo mecénico que geralmente é
utilizado, de aplicacdo de exercicios e uso de formulério, a dificuldade também pode ser
notada nos problemas de contagem por apresentarem informacgoes que precisam ser analisadas
minuciosamente, isso faz com que os professores sintam dificuldades em trabalhar com a
parte interpretativa desses tipos de problemas, e consequentemente, essa dificuldade
influencia no aprendizado dos alunos, uma vez que t&o pouco séo familiarizados com os tipos

de problemas.

Problemas combinatérios sdo usualmente considerados dificeis pela maioria
dos alunos e professores de matematica. Talvez a principal dificuldade seja a
da conexdo correta entre o problema dado e a teoria matematica
correspondente. E dificil determinar se o problema combinatério dado é um
problema de arranjo, de permutagdo ou de combinagdo, ou entdo se é
suficiente usar diretamente o principio multiplicativo (HARIKI, 1996, p. 29).

De acordo com Nicholson (1818, p. 1), a analise combinatdria ¢ “o ramo da
matematica que nos ensina a averiguar e expor todas as possiveis formas através das quais um
dado nimero de objetos pode ser associado e misturado entre si”.

A anélise combinatoria é muito utilizada nos contetdos de estatistica e
probabilidade, além de ter vérias outras aplicacbes em outros campos de estudo (Quimica;
Biologia...) e, de acordo com Roa ¢ Navarro-Pelayo (2001), é considerada um dos contelidos
fundamentais para o desenvolvimento légico geral do aluno. Ela objetiva o desenvolvimento
do raciocinio combinatorio e recursivo, podendo colaborar em varios sentidos, como: na
abstracdo, na estimativa, na organizacdo dos pensamentos e na elaboracdo de hipéteses.

Dentre varios conteldos importantes na matematica que apresentam
obstaculos no momento de sua abordagem, a Analise Combinatéria é uma delas, que muitas
das vezes € introduzida a partir de uma aplicacdo de exercicios e de um formulario. Com isso,
os alunos acabam “brincando” de ‘“chutar” as féormulas em vez de buscarem esquemas ou
estratégias para resolverem os problemas. Assim, acaba-se perdendo a oportunidade de
desenvolver o raciocinio l6gico, o pensamento dedutivo do aluno e, consequentemente, o total
interesse na resolucdo do problema.

Muitas situagdes do nosso cotidiano, as quais devemos fazer uma tomada de
decisdo sdo trabalhadas na parte da Analise Combinatéria. Ela também é um assunto
importante na resolucdo de problemas e para o estudo da probabilidade. Por esses e outros
motivos, ela deve ser tratada e trabalhada com muita cautela e importancia, afinal ela também
desenvolve outras habilidades matematicas.

Segundo Roa e Navarro-Pelayo (2001, p. 255), temos que
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Os problemas combinatérios e as técnicas para sua resolucdo tiveram e tém
profundas implicacBes no desenvolvimento de outras areas da matematica
como a probabilidade, teoria dos numeros, a teoria dos autbnomos e
inteligéncia artificial, investigacdo operativa, geometria e topologia
combinatdrias.

Para que os alunos cheguem ao entendimento do contetdo, ndo basta seguir
passos mecanicos para resolverem os problemas ou apenas fazerem a aplicacdo direta dos
formulérios sem o minimo do entendimento do conteldo de anélise combinatdria, isso seria 0
mesmo que estarmos desperdi¢cando uma experiéncia de estudo do contetdo, por uma regra a
se seguir para se resolver os problemas. O ensino dessa vertente so serd satisfatorio quando
fizermos com que os alunos consigam entender os porqués de cada formula.

Os Pardmetros Curriculares Nacionais destacam, entre outros conteudos, o
papel importante do raciocinio combinatério na formacdo dos alunos do Ensino Médio

ressaltando que

As habilidades de descrever e analisar um grande nimero de dados, realizar
inferéncias e fazer predicdes com base numa amostra de populacdo, aplicar
as ideias de probabilidade e combinatéria a fendmenos naturais e do
cotidiano sdo aplicacbes da Matematica em questGes do mundo real que
tiveram um crescimento muito grande e se tornaram bastante complexas.
Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem duvida,
instrumentos tanto das ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas.
Isto mostra como serd importante uma cuidadosa abordagem dos contelidos
de contagem, estatistica e probabilidades no Ensino Médio [...] (BRASIL,
1998, p. 257).

Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a Analise Combinatoria €
proposta como uma progressdo ano a ano, a fim da “compreensdo e utilizagdo de novas
ferramentas e também na complexidade das situa¢fes-problemas propostas, cuja resolugéo
exige a execugdo de mais etapas ou nog¢des de unidades tematicas” (BRASIL, 2017, p. 277).

Dessa forma, os problemas que envolvem contagem devem iniciar de
situacbes em que o aluno consiga descrever todas as possibilidades, a fim resolvé-los
posteriormente, por meio do principio multiplicativo e aditivo, recorrendo as diferentes
estratégias.

Os problemas combinatérios sdo divididos em trés tipos de agrupamentos:
as permutacdes, um caso particular dos arranjos, em que seus agrupamentos sdo formados por
todos os elementos do conjunto e os agrupamentos que se diferem apenas pela ordem dos
elementos; 0s arranjos, agrupamentos em que o numero de elementos de cada grupo € menor
gue o total e um elemento € considerado uma Unica vez em cada grupo e 0s agrupamentos se

diferem pela natureza ou pela ordem dos elementos; as combinagfes, agrupamentos em que 0
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nimero de objetos de cada grupo pode ser menor ou igual ao total e os agrupamentos se
diferem apenas pela natureza dos elementos (OLIVEIRA, 2015).
Segundo Navarro-Pelayo et al. (1996), os problemas combinatdrios simples
podem ser divididos, sistematicamente, em trés tipos: particionamento, colocacéo e selecao.
Os problemas de particionamento se caracterizam pela divisdo em grupos
ou subgrupos, dentro das condicdes especificadas e de sua existéncia.

Exemplo 1: Em uma padaria estdo sendo vendidos quatro tipos de
salgados (esfirra, coxinha, risélis e quibe) e dois tipos de sobremesa
(pudim e torta alema). Supondo que Jodo vé até esta padaria e possua
dinheiro para comprar apenas um salgado e uma sobremesa, quantas sdo

as combina¢des que Jodo poderd comprar?

Particionaremos o0s grupos de salgados e sobremesas da seguinte forma: um
primeiro subgrupo sera para a combinacdo do que ele comprara e um segundo subgrupo para
0 que ele deixara de comprar.

Para facilitar, utilizaremos as iniciais dos salgados: E para esfirra, C para
coxinha, R para risolis e Q para quibe para representa-los. De maneira similar, utilizaremos P
e T para os doces pudim e torta alemd. O Quadro 1 traz as possiveis situacdes para 0s
subgrupos do que pode ser comprado, trazendo o ndo comprado, simultaneamente.

Quadro 1: Subgrupos de comprados e ndo comprados

Comprado N&o comprado
EeP C,R,QeT
EeT C,R,QeP
CeP E,R,QeT
CeT E,R,QeP
ReP E,C,QeT
ReT E,C,QeP
QeP E,C,ReT
QeT E,C,ReP

Fonte: o autor.
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Podemos observar que 0s grupos iniciais, o dos salgados e dos doces, foram
particionados em outros dois subgrupos, o dos comprados e dos ndo comprados, com suas
condicdes especificas.

Os problemas de colocacdo trazem situagdes nas quais n elementos,
diferentes ou ndo, ocupam m lugares (NAVARRO-PELAYO et al, 1996). Para esse tipo de
problema devemos considerar as suas peculiaridades, as quais influenciardo no resultado final.
Exemplos de peculiaridades podem ser as caracteristicas dos elementos, sendo esses iguais ou
trazendo caracteristicas que os diferenciam, a disposi¢do dos elementos, se possuem alguma
ordenacdo. O exemplo 2, a seguir, expressa uma situa¢do na qual a ordem dos elementos é
relevante para a resolucdo, sendo, inclusive possivel se considerar posi¢les vazias, ou seja,

sem elementos.

Exemplo 2: Jodo possui uma prateleira com cinco lugares onde ele
poderéa organizar seus dois troféus de campeonatos de futsal que ganhou
em 2021 e 2022. De quantas formas diferentes Jodo poderd organizar

seus troféus em sua prateleira?

Neste problema identificamos a peculiaridade do fato de os troféus que
serdo posicionados serem distintos, o que resulta, com a troca de posicdo entre eles, em uma
nova organizacdo e também percebemos que ha mais lugares do que troféus, ou seja, sobrara
lugares vazios.

Agora para resolvermos o problema, vamos supor que Jodo, primeiramente,
posicionara o troféu de 2021. Dessa forma, em um primeiro momento, Jodo possui 5 opcoes
de lugares para escolher posicionar esse troféu. Apds ter selecionado o local do primeiro
troféu ele terd ainda 4 lugares para escolher posicionar o seu troféu de 2022. Assim, de
qualquer forma que posicionarmos os troféus, perceberemos que sempre teremos 5 posices
para colocar o primeiro troféu e 4 posicdes para o segundo.

No intuito de ilustraras possibilidades, vamos denotar por P1, P2, P3, Pse Ps
as posicdes possiveis em que poderemos colocar os troféus, obtendo um par ordenado (Pi,P;j),

sendo que a primeira coordenada é para o troféu de 2021 e a segunda para o de 2022.
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(P1, P2) (P2, P1) (Ps, P1) (P4, P1) (Ps, P1)
(P1, P3) (P2, P3) (Ps, P2) (P4, P2) (Ps, P2)
(P1, Ps) (P2, Ps) (P3, Ps) (P4, P3) (Ps, P3)
(P1, Ps) (P2, Ps) (P3, Ps) (P4, Ps) (Ps, Ps)

Podemos concluir entdo que ha 20 modos de organizar os troféus.

Os problemas de selecdo estdo relacionados a ideia de amostras nas quais
podem configurar agrupamentos ordenados ou ndo, com repeticdo ou nao de elementos
(NAVARRO-PELAYO et al, 1996). A seguir trazemos um exemplo desse tipo de problema,

sendo sem repeticdo e ndo ordenado.

Exemplo 3: Uma rede de escolas esta inaugurando um de seus colégios
em uma determinada cidade, mas para isso é necessario primeiramente
montar uma comissdo formada por trés figuras: diretor, vice-diretor e
coordenador geral. Supondo que 7 pessoas possam se candidatar as

vagas, quantas comissdes diferentes podemos ter?

Ao selecionarmos o diretor, por exemplo, teremos apenas 6 opc¢des para
vice-diretor, ja& que uma mesma pessoa ndo pode ter dois cargos. Assim temos 42 opcdes de
combinagOes de diretor e vice-diretor. Seguindo a mesma ideia, para cada uma dessas 42
combinages teremos 5 opg¢des para coordenador geral, logo teremos 240 (7 X 6 X 5) opgdes
de comissoes.

E importante que o aluno tenha o incentivo e o conhecimento das varias
representacdes possiveis, como a enumeracdo, o diagrama de arvores, 0s esquemas de
risquinhos (pictogramas) e, até mesmo, do formulario, desde que ndo as utilizem sem
entendé-las. Cabendo ainda destacar que, para cada problema combinatério, ndo ha somente
uma Unica e infalivel representacéo e, dessa forma os alunos também podem expor suas ideias
de resolucgéo, questionar caminhos e refletir sobre suas resolucGes, sendo incentivados a
validarem suas respostas (resultados).

Para Esteves (2001), é importante valorizar os diferentes tipos de
representacdes. As representacdes facilitam a visualizacdo do processo utilizado para chegar a
formalizacdo. Elas possibilitam a percepgéo de objetos abstratos que ndo sdo diretamente

compreensiveis e observaveis.
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Podemos iniciar com situagdes-problema de menor complexidade, para que
os alunos possam iniciar a interpretagdo dos enunciados dos problemas e dos esquemas
combinatdrios. Assim poderdo construir diversas representacdes, até que cheguem a estratégia
que considerem ser a mais viavel para a resolucao dos problemas.

Os alunos, ao tentarem solucionar os problemas, deparam-se com alguns
empecilhos, como: a interpretacdo de enunciados, o calculo aritmético e principalmente a
ordenacdo/separacdo dos agrupamentos, ou seja, saber escolher a forma mais adequada de
organizar as informacdes € muito valioso, porque cada problema se distingue por suas
caracteristicas/critérios e natureza.

Para finalizar a abordagem sobre Analise Combinatéria, ainda de acordo
com Oliveira (2015), como alternativas para o seu ensino, levando em conta os principais
empecilhos e dificuldades mencionados na se¢do anterior, podemos citar:

e tomar o problema como ponto de partida, Unico, como objeto de
indagacdo desafiante.

e incentivar a investigagéo e a estruturacéo do pensamento.

e utilizar materiais manipulativos.

e valorizar as diferentes estratégias e formas de registro.

e valorizar um ambiente propicio a aprendizagem.

e propor atividades que tragam questdes envolvendo situaces com as

quais o0 aluno esta familiarizado.

1.2 — TRAJETORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAGEM

Em nosso contexto atual de ensino de Matematica nas escolas de Ensino
Médio, percebemos uma grande dificuldade na aprendizagem dos alunos, principalmente,
guando se trata de alguns contedos matematicos. Visto esta necessidade, docentes buscam a
utilizacdo de novos meios, 0s quais possam promover o aprendizado dos alunos.

De acordo com Simon (1995), o ciclo abreviado de aprendizagem da
matematica (Figura 1) € um modelo de inter-relagdes ciclicas dos aspectos de conhecimento
do professor, pensamentos e tomadas de atitudes. Este ciclo pode ser um suporte para que o
professor organize seu planejamento didatico, de modo a aproveitar as experiéncias de ensino

e aprendizagem que vivencia junto de seus alunos.
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Figura 1 — Ciclo de ensino de matemaética abreviado (SIMON, 1995).

En-nlll:nlnh Traietéria Hi stica de
»>
» . Aprendizagem
A Obyetrvos do professor
pDara a .'|:.-'-'-r'|.!|.‘.i-.'_i-='l'r' 0%
aluno
Plano do professor Pdara
atividades de ensing
Hipoteses do professor
SO0TE O processo a8
Avaliacio do aprendizagem dos alunos
conhecimento dos -
alunos

Realizacao interativa das
atividades em sala de aula

Fonte: traduzido e adaptado de Simon (1995, p. 136)

Um dos recursos para o ensino que pode ser explorado pelo professor é a
Trajetdria Hipotética de Aprendizagem (THA), pela qual o docente criard uma suposta
(porqué poderd ser modificada durante o processo ou ndo) trajetoria que proporcionard a
aprendizagem matematica dos alunos. Nesse sentido, os alunos, deverdo aproveitar a
proposicéo das atividades, sendo livre a sua forma de pensar e resolver as atividades, de forma
individual ou coletivamente. O docente tera um papel importantissimo, o de mediador ou o de
observador, 0 que dependera de seus objetivos.

Segundo Simon (1995), uma Trajetdria Hipotética de Aprendizagem (THA)
é composta por trés componentes essenciais:

e 0s objetivos do professor com direcdes definidas para a
aprendizagem de seus alunos;

e as atividades! de ensino;

e 0 procedimento hipotético de aprendizagem - uma suposi¢cdo de
como o pensamento e o entendimento dos alunos sera colocado em
acao no contexto de aprendizagem das atividades.

Observaremos no proximo esquema (Figura 2) da Trajetoria Hipotética de

1 Neste trabalho chamaremos de Tarefas.
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Aprendizagem de Simon (1995) que, no momento da preparacdo de uma THA sobre algum
contedo matematico, por mais que o docente possua um grande conhecimento e seja 0 mais
rigoroso possivel na criacdo de suas hipoOteses e objetivos, a trajetdria ainda tem a

possibilidade de estar em uma constante modificacéo.

Figura 2 — Relag&o entre os varios dominios do conhecimento do professor, a
trajetdria hipotética de aprendizagem e as interacdes dos alunos (SIMON, 1995).

Conhecimento de
Matematica do
professor

Conhecimento de

Objetivos de
aprendizagem do
professor

Plano do professor
para atividades de
aprendizagem

Hipéteses do
professor sobre o
conhecimento dos
estudantes

Teorias do professor
sobre o ensino-
aprendizagem

atividades

—> matematicas e

representagdes do
professor

Hipoteses do
professor sobre o
processo de
aprendizagem

Conhecimento do
professor da
aprendizagem dos | «—
alunos de um dado
conhecimento

Avaliagdo do
conhecimento dos
alunos

Fonte: traduzido e adaptado de Simon (1995, p. 137).

Na THA, podem surgir varias interacdes entre professor e o conhecimento
hipotético do aluno durante a aplicacdo, podem aparecer varios resultados/caminhos
inesperados e, com isso, além de estar suscetivel a certas modificacbes em seu
desenvolvimento podem surgir novos conhecimentos/hip6teses para uma proxima preparagdo
de uma THA ou para sua reestruturacdo, uma melhor interpretacdo das dificuldades dos
alunos e em suas tomadas de decisdes, proporcionando, ao professor, novos pensamentos
referentes as aplicacdes futuras.

O professor pode comecar a elaborar suas hipdteses a partir de sua
experiéncia, do conhecimento que ele tem sobre o conteudo, da forma como ele pensa que 0s
alunos aprendem. Pires (2009, p.154) diz que no que se refere

ao conhecimento dos professores de Matematica, além das hipéteses sobre o
conhecimento dos alunos, outros diferentes saberes profissionais intervém,
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como, por exemplo: teorias de ensino sobre Matematica; representagdes
matematicas; materiais didaticos e atividades; e teorias sobre como alunos
constroem conhecimentos sobre um dado assunto — saberes estes derivados
da pesquisa em literatura e/ ou da prépria experiéncia docente.

Nesse sentido, o planejamento pode lhe conferir um conhecimento mais
dindmico e integrador do assunto, tanto matematico, quanto do envolvimento dos alunos com

as tarefas.

1.3 - A ATITUDE INVESTIGATIVA E O TRABALHO COLABORATIVO

Para que o ensino-aprendizagem da Matematica se torne mais dindmico e
mais interessante para os alunos, os professores devem adotar abordagens de ensino que
proporcionem uma maior interacdo entre professores e alunos, ou até mesmo entre os préprios
alunos. Dessa forma, as dlvidas e questionamentos, devem servir para contextualizar o
entendimento e a compreensdo dos conceitos matematicos pelos alunos.

Os processos e as abordagens colaborativas integram uma abordagem
educacional na qual os alunos sdo encorajados a trabalharem em conjunto na construcdo das
aprendizagens e desenvolvimento do conhecimento. A aprendizagem colaborativa é baseada
em um modelo orientado para o aluno e o grupo, promovendo a participacdo dinamica nas
atividades e na definigdo dos objetivos comuns do grupo (DIAS, 2001, p. 8).

Deixando um pouco de lado as aulas expositivas e as atividades
mecanicas/repetitivas individuais, partindo de um ensino utilizando grupos colaborativos, o
professor podera ser um mediador, acompanhando as discussfes e/ou até mesmo fazendo
algumas intervencdes, colaborando com a aprendizagem da qual os alunos serdo os agentes
principais responsaveis ou, até mesmo, 0s autores.

Logo, em relacdo as varias caracteristicas metodoldgicas que devem ser
alteradas, contemplando a perspectiva do trabalho colaborativo, para favorecer o aprendizado
e uma mudanca de atitude dos alunos, é esperado que o professor assuma, também, uma nova

atitude.

Embora, vez por outra, ainda desempenhe o papel do especialista que possui
conhecimentos e/ou experiéncias a comunicar, no mais das vezes
desempenhara o papel de orientador das atividades do aluno, de consultor, de
facilitador da aprendizagem, de alguém que pode colaborar para dinamizar a
aprendizagem do aluno, desempenharé o papel de quem trabalha em equipe,
junto com o aluno, buscando os mesmos objetivos; numa palavra,
desenvolverd o papel de mediagdo pedagogica (MASETTO, 2000, p. 142).
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Além do trabalho do professor, ressaltado por Masetto (2000), ha também as
peculiaridades do trabalho dos alunos para que melhor desenvolvam suas habilidades.

Com resolugdes/tarefas feitas coletivamente, o professor tem a chance de
participar mais constantemente do processo de aprendizagem de seus estudantes, investigar,
analisar como eles lidam e expressam determinados problemas, ou seja, como 0s interpretam,
quais estratégias e procedimentos utilizam para resolvé-los.

As metodologias que sdo pautadas nas tendéncias atuais da Educacdo
Matematica possibilitam que os alunos desenvolvam o senso critico e o reflexivo, que reflitam
sobre suas conclusdes, que fornecam e que recebam feedbacks e, uma das caracteristicas mais
importantes, que aprendam a interagir com colegas e professores, explorando atitudes, valores
pessoais e sociais.

A atitude investigativa pode ajudar a despertar o interesse dos alunos a
criarem seus proprios métodos e teorias para estudar matematica. As aulas na perspectiva da
investigacdo acabam fazendo que os alunos saiam do convencional e partam para uma
abordagem diferente e construtiva do proprio saber.

Um cenério investigativo geralmente (existem outros tipos de investigacdes
com outros objetivos) € composto por trés etapas: a primeira é aquela na qual o professor
tenta envolver os alunos; na segunda etapa, o professor analisa 0 processo e faz que os
estudantes comecem a formular questionamentos, buscar explicacfes e elaborar conjecturas,
ou seja, serem responsaveis pelo préprio processo de aprendizagem e, por fim, na ultima
etapa, o professor recolhe as conclusdes e as ideias que os fizeram chegar em tal resultado e

discute-as.

Investigar matematicamente envolve a participacdo do aluno num processo
ativo, em que seu esforco na construcdo do conhecimento se faz
imprescindivel. Nessa dindmica, o aluno ndo recebe o conhecimento pronto,
ele mesmo vai sendo o autor do processo (MAGALHAES; ROCHA;
VARIZO, 2016, p. 3-4).

Segundo os autores supracitados, com essa forma de ensino de matemaética o
cenario acaba se tornando complexo para os alunos, e para tentar descomplicar um pouco esse
cenario, é valido considerar um contrato didatico com eles, para que se evitem, por exemplo,
situacOes que néo sdo relevantes para o andamento da aula como, por exemplo, 0 modo como
o0 professor e os alunos se comportardo durante uma aula na perspectiva de investigacdo. O
estabelecimento de um contrato didatico pode levar a previséo de outros conflitos que podem

ser evitados durante a execucdo das atividades.
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Um dos papéis importantes do professor é primeiramente tornar essa nova
experiéncia para os alunos um ambiente confortivel e ndo um ambiente ameagador. O
professor deve estar muito bem familiarizado e preparado para as diversas situacfes que
surgirdo como, por exemplo, os questionamentos que ele lancara aos alunos e os feitos pelos
alunos e a forma como poderdo ser respondidos, tendo em vista que ndo podera "direciona-
los", afinal, se o fizer, limitar4 os alunos em suas construcées e fugira do objetivo de tornar o
aluno um investigador. Outra situacdo que o professor terad de lidar € com a tomada de decisdo
de pausar ou concluir a investigacdo. Nesse sentido é que acreditamos que a elaboracdo de
uma THA pode facilitar o trabalho docente.

Outros aspectos importantes para o professor sdo apoiar seus alunos, saber
fazer boas perguntas em momentos certos, observar o raciocinio e as duvidas dos alunos
individual e coletivamente. Além disso, ele pode proporcionar informacdes que sejam Gteis na
hora de recordar ou compreender conceitos matematicos, formas de representacdes
importantes e, até mesmo, ter a oportunidade de introduzir outros conceitos durante a
investigacao.

Os problemas séo ditos “problemas” porque ndo sabemos resolvé-los
antecipadamente, geralmente, possuem um carater aberto e variam entre 0s niveis de
dificuldades, dependendo do propdsito da investigacdo. Para resolucdo deles, devemos
primeiramente investigar modos para resolvé-los, ja que alguns sdo considerados tdo
complexos, que, as vezes, ndo conseguimos chegar a uma conjectura e podemos deixar
“pausado”, ou seja, podem servir de inspiracdo inicial e serem retomados em momento
oportuno.

Os problemas de investigacdo propostos aos alunos deverdo ser
pensados/criados minuciosamente, de modo que facam os alunos refletir e desenvolver ideias
e métodos, sem ser necessario dizer o que devem fazer.

Ponte, Brocardo e Oliveira (2003, p. 9) sinalizam que em

contextos de ensino e aprendizagem, investigar ndo significa
necessariamente lidar com problemas muito sofisticados na fronteira do
conhecimento. Significa, tdo sO, que formulamos questBes que nos
interessam, para as quais ndo temos resposta pronta, e procuramos essa
resposta de modo tanto quanto possivel fundamentado e rigoroso. Desse
modo, investigar ndo representa obrigatoriamente trabalhar em problemas
muito dificeis. Significa, pelo contrério, trabalhar com questfes que nos
interpelam e que se apresentam no inicio de modo confuso, mas que
procuramos clarificar e estudar de modo organizado.

De acordo com Goldenberg (1999, p. 35-49) os problemas de investigacdo
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podem ter trés tipos de objetivos: exploracdo, descoberta ou discussdo. Os problemas de
exploracao normalmente sdo usados para uma primeira experiéncia, na qual o objetivo é fazer
os alunos se familiarizem com a situacdo, ndo necessariamente buscarem uma resolucéo; a
descoberta pode ser utilizada como uma primeira experiéncia, mas pode também ser a fase
final de uma investigacdo, nessa ja € possivel que alguns alunos, pelo menos, consigam
encontrar uma conjectura ou uma generalizagdo para o seu problema; e a discussao, que pode

ser utilizada, por exemplo: como um aprofundamento, uma reviséo, entre outros.
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2 ESTRATEGIA METODOLOGICA

Neste trabalho, apresentamos uma proposta de trabalho qualitativa, visto a
natureza da nossa pesquisa e de nossas intencdes. A fundamentacéo teorica foi baseada em
trés pilares: na Analise Combinatoria, na Trajetoria Hipotética de Aprendizagem e em
aspectos da atitude investigativa e colaborativa de aprendizagem.

Apresentamos uma proposta, visando a aprendizagem dos alunos. Nessa
perspectiva, os professores serdo mediadores e os alunos serdo 0s responsaveis pela
construcdo do seu proprio conhecimento. A organizacdo dessa proposta tem como
fundamento os pressupostos teodricos das Trajetorias Hipotéticas de Aprendizagem (SIMON,
1995).

Objetivamos, de forma geral, apresentar uma proposta de ensino-
aprendizagem que aborde uma introducdo ao principio fundamental da contagem, aos
conceitos de permutacdo, arranjo e combinagdo. Como objetivos especificos, aspiramos que
os alunos deduzam as férmulas principais da Analise Combinatdria, que geralmente servem

de recurso para resolucdo de problemas dessa natureza.

2.1 — OBJETIVO GERAL

Apresentar uma proposta para o ensino de Analise Combinatoria por meio

de uma Trajetdria Hipotética de Aprendizagem.

2.2 — OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Elaborar uma trajetéria de trabalho que contemple desde a
introducéo aos conceitos pilares da Anélise Combinatdria.

e Apresentar uma proposta de Trajetdria Hipotética de Aprendizagem
para o0 ensino de Analise Combinatoria utilizando tarefas que
promovam a investigacdo e colaboragdo entre os estudantes e o
professor.

e Fazer uma reflexd@o sobre a proposta apresentada.

Primeiramente, o professor deve ter como principio pensar nos estudantes

como os proprios responsaveis pela producdo de seu conhecimento, propondo as tarefas e



32

fazendo questionamentos para encaminha-los e guid-los em seus processos de aprendizagem.

Ao terem tomado conhecimento das tarefas e dos conceitos envolvidos, professores e

estudantes buscardo a formalizacdo do contetdo juntos, sempre valorizando os alunos

trabalhando coletivamente, a fim de buscar uma aprendizagem produtiva.

2.3 — PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Para cada tarefa apresentada na THA apresentaremos:

Enunciado da tarefa.

Obijetivos especificos da tarefa.

Procedimentos de organizacdo da proposicdo da tarefa.
Possiveis dificuldades encontradas.

Possiveis resolucdes para a tarefa.

Uma proposta de discusséo e sistematiza¢do do contetdo.

Adotaremos o0 seguinte esquema para representar nossos dialogos hipotéticos:

A: aluno conversando

P: professor conversando




33

3 APROPOSTA

Neste capitulo sera apresentada uma Trajetdria Hipotética de Aprendizagem
contendo cinco tarefas, sobre o conteddo de Analise Combinatdria, a fim de formalizar os
conceitos do Principio Fundamental da Contagem, Permutacdo, Arranjo e Combinacdo. Os
problemas foram elaborados tentando trazer situacGes préximas da realidade dos alunos em
busca uma maior motivagao.

Como ja visto, a THA é uma proposta didatica pautada em hipdteses, a qual
sugere um suposto “caminho” de aprendizagem, no qual se imagina as atitudes tomadas pelos
professores e alunos, as possiveis dividas e resolucbes que podem emergir durante 0 processo

de resolucédo de problemas e de formalizacéo do contetdo.

TAREFA 01

A concretizacdo profissional € o sonho de todo pai para seu filho, mas, para isso, muitos
deles, desde criancas, sdo colocados em bons colégios e é necessario muito foco e estudo
para se conseguir uma aprovagdo em um vestibular.

Assim, muitos jovens e seus familiares buscam formas de conseguirem a aprovacdo no
vestibular e uma destas formas € buscarem universidades privadas, nas quais a
concorréncia é "menor" em comparacao as universidades publicas. Mesmo sabendo disso,
muitas vezes, ainda ha um grande obstaculo, o custo do curso. Por ser uma universidade
privada e um dos cursos mais concorridos atualmente, o custo € altissimo e o resultado
final do aluno é muito importante, pois, além da aprovacdo, ele terd a oportunidade de
receber uma bolsa de estudo que o ajudara financeiramente.

O vestibular de verdo de 2022 de Medicina da Universidade UNIVest, como exemplo,
ofereceu apenas 36 vagas para o0 curso. Vamos supor que dos 36 ingressantes do curso
sejam oferecidas apenas trés bolsas, dadas aos melhores colocados no curso de Medicina
desse vestibular e as bolsas sejam respectivamente de 100%, 80% e 50% de desconto na
mensalidade. Quantas séo as possibilidades de formacdo dos grupos de ingressantes que
receberdo estas bolsas?

Objetivos especificos

e Interpretar e identificar que a classificacdo dos ingressantes € importante no contexto
do problema.

e Resolver o problema de variadas formas.

e Perceber os padroes quando se € alterado os valores de “n (conjunto dos ingressantes)”

e “p (conjuntos formados de acordo com niimero de bolsas)”.
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Formalizar o Principio Fundamental da Contagem (PFC).

Procedimentos

O problema seré entregue por impresso para grupos de alunos (a formagdo dos grupos
pode considerar um nimero medio de 3 estudantes por grupo).

Serd dado um tempo necessédrio para a leitura, interpretacdo, discussdo entre 0s
participantes dos grupos e para resolugéo do problema.

Durante o processo de resolucdo serd necessario que o professor primeiramente
observe os grupos (dificuldades, métodos, discussdes).

O professor devera orientar os processos de resolucdo dos alunos questionando-os
sobre suas resolucgdes e davidas.

Incentivar os alunos a buscarem outros esquemas para a resolucdo do problema
(pddio, arvore de possibilidades etc).

Incentivar os alunos a criarem problemas secundarios utilizando nimeros menores
(mudando primeiramente apenas o0 valor de n“conjunto dos ingressantes formado por
n elementos”, em seguida apenas o valor de p “conjunto formado de acordo com
numero (p) de bolsas”).

O professor devera discutir e refletir algumas resolugdes do problema no final, a fim
de promover um aprofundamento e encaminhar uma sistematizacdo dos conceitos

envolvidos.

Possiveis dificuldades encontradas

Pode ser que ndo consigam desenvolver meios de resolver o problema antes do

6.9

incentivo de criarem problemas secundarios utilizando niumeros menores para “n” e

[{e2]

p
Ce_ 99 €69

Nao chegarem a uma conclusdao quando se ¢ alterado os valores de “n” e “p”.

Algumas Possiveis Resolucdes




Resolugéo 1

Vamos supor que A, B, C e D sdo os 4 ingressantes que concorrerdo as 3 bolsas.

Wamos fazer todos os grupos possiveis e a ordem conforme aparecem é de acordo com a sua
colocagéo.

Exemplo:

A, BeC— A(12 colocado), B (22 colocado) e C (32 colocado).

ABeC B,AeC C,AeB D,AeB
A, BeD B, AeD C,heD D,AeC
ACebB B,CeAd C,Bed D,Be A
A CeD B,CeD C,BeD D,BeC
A, DeB B,DeA C,Del D,Cel
A DeC B,DeC C,DeB D,CeB

Total de 24 possibilidades

Resolugéo 2

Vamaos supor que A, B, C e D sdo 0s 4 ingressantes que concorrerdo as 3 bolsas.
Vamos montar um esquema ligando as letras.
C ABC C B-A-C

B—» D D
A A
A—» C—*™B A-C-B B—» C\—AI*A B-C-A
N

A-B-D A

e

O A-CD D

D
Na o
B ADB A " B-D-A

C AD-C C B-D-C

7

B CAGB B D-AB
A - D C-AD Als € DAC
_—F - - -4 =
//'

c > B\—\\: A CBA DX % B—» A DBA
" D D CBD N c C  DBC

N N
A CDA A DCA
B CDB B D-C-B

Total de 24 possibilidades
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Resolucéo 3
4
3 2
. 1 — 4x3x2=24possibilidades
3

Uma possibilidade de discussdo e de sistematizacdo do conteudo

Supondo que as duavidas comecem somente apds a leitura do problema, que todos os
alunos tenham entendido que dos 36 ingressantes no curso apenas os trés melhores colocados
receberiam as bolsas de descontos, de acordo com a sua colocacdo (1° colocado receberd a
bolsa de 100%, 2° colocado receberd a bolsa de 80% e o terceiro colocado receberé a bolsa de
50%).

A: OK! Professor, iremos tentar resolver o problema.

A: Professor, estamos tentando montar algum esquema alterando as pessoas entre elas, mas
percebemos que ird dar muito trabalho, deve ter muitas possibilidades de receber as trés
bolsas.

A:Vamos ficar até amanha aqui fazendo grupos de trés pessoas, ndo estamos conseguindo
pensar em outra forma mais simples de esquematizar.

P: Muito bem! E isso mesmo! Vocés ja conseguiram pelo menos perceber que havera varias
formas de agrupar os possiveis ingressantes que receberdo as trés bolsas.

P: E sim! Daria muito trabalho se vocés continuassem combinando essas trés pessoas por
tentativas.

P: E ... se, em vez de pensarmos em 36 ingressantes, pensassemos em um nimero menor de
pessoas? Por exemplo: quatro pessoas possiveis para agrupar de trés em trés.

A: Ah! Assim acho que conseguiriamos montar nosso esquema.

P: Muito bem! Tentem resolver esse problema com apenas quatro ingressantes e trés bolsas
para receberem.

A: Bom! Professor, conseguimos terminar o problema. O resultado é 24?

P: Isso mesmo! Muito bem! Qual foi a forma que resolveram?

A: NOs pegamos quatro letras e fizemos de conta que eram as iniciais dos nomes de pessoas,
por exemplo: A de Ana, B de Bianca, C de Carlos e D de Denise, em seguida fomos

embaralhando as posi¢Oes entre elas.



37

P: Otimo! Essa ¢ uma das formas que vocés poderiam esquematizar.

P: Agora que vocés conseguiram resolver listando um por um e alternando as letras, tentem
buscar resolver de outras formas.

A: Professor, ndo estamos conseguindo pensar em uma outra forma de resolver.

P:Ok! Como vocés j& perceberam, existe uma ordem para receber as bolsas, entdo vamos
supor que vocés precisam montar um lanche simples do Subway, lembrem-se de que também
h& uma ordem para montar seu lanche.

P: Nao dé foco nos nimeros, mas sim no esquema que vVocés utilizardo para resolver parte do
problema.

P: Qual é a dindmica para vocé montar seu préprio lanche? Me explique.

P: Tentem montar algum esquema para me mostrar todas as possibilidades possiveis de se
montar um lanche, sabendo que deve haver apenas um tamanho, um tipo pao e um tipo de
recheio.

A: Ok! Professor, vamos tentar imaginar algo aqui.

A: Acho que conseguimos montar um esquema (arvore de possibilidades), professor.

A: As duas opcBes de tamanho, escolhemos o lanche de 15cm, em seguida percebemos que
para esse mesmo lanche temos sete opcdes de pées e escolhendo um deles, por exemplo, de
trés queijos, ainda vamos ter treze opcgdes de recheios para apenas a combinacdo de lanche de
15cm e de péo de trés queijos.

P: Muito bem! E agora? Sera que vocés conseguem resolver o mesmo problema com ndmeros
menores dessa mesma forma?

P: Tente montar o esquema e verificar se chegamos no mesmo resultado.

A: Conseguimos, professor! E a resposta também bateu com o nosso anterior que fizemos um
por um.

P: O que vocés conseguem perceber no esquema (arvores de possibilidades) que vocés
montaram, observem por partes.

P: Quantos mini esquemas vocés subdividiram?

A: Foram 4 partes, s6 que em ordens diferentes das letras.

P: Muito bem! Vamos pegar essa primeira parte e dar uma olhada. Quantas ramificacdes
secundarias tivemos?

A: Trés partes.

P: Muito bem! E cada uma dessas secundarias tiveram quantas ramificacGes terciarias?

A: Duas partes.

P: Muito bem! O que vocés perceberam e podem afirmar sobre esse esquema?
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P: Tentem me explicar o porqué isso acontece. Voltem para o contexto do problema. Por que
para o primeiro temos 4, para 0s secundarios 3 e por ultimo 2.

A: Bom! Temos 4 possibilidades para o primeiro lugar, assim para o segundo s6 podemos ter
3 possibilidades e para a ultima, apenas duas.

P: Muito bem! E como podemos ter uma relagdo entre o resultado e esses valores?

A: Professor, percebemos que se multiplicarmos os valores também chegaremos no resultado.
P: Isso ai! Serd que pode ser coincidéncia? Vamos testar para outros numeros? Tentem
resolver o problema com 5 ingressantes e 3 bolsas.

A: Resolvemos pelo método da &rvore de possibilidades e conseguimos perceber que o
resultado é 60.

P: Entdo... se fizerem o mesmo sera que chegardo em 60 também?

A: Sim, professor! Porque5 X 4 x 3 também ¢é 60.

P: E se mudarmos a quantidade de bolsas? Em vez de 3 bolsas para os 4 ingressantes, for
apenas 2 bolsas para 4 ingressantes?

A: Ai ficaria apenas 4 x 3.

P: Muito bem! Conseguiram perceber o que acontece quando mudamos um dos numeros e
depois o outro separadamente?

A: Acho que sim, professor.

P: Entdo! Apenas tentem resolver o mesmo problema somente pensando nos valores, que
agora serdo 8 ingressantes para 5 bolsas. N&o precisa calcular o resultado, apenas monte o
esquema.

P: Muito bem! Sera que conseguimos montar outros esquemas?

P: Podemos dizer que, dos 4 ingressantes, apenas 3 vao receber bolsas, certo? Podemos
afirmar que isso € uma competicao?

A: Sim, professor! Faz sentido ser uma competicdo, porque o melhor colocado receberé a
melhor bolsa.

P: Onde normalmente os competidores recebem premiacdes? Pense em competi¢bes, como
atletismo, corridas etc.

A: Bom! Normalmente é entregue algum troféu ou medalha no pédio.

P: Isso mesmo! Um pddio! Vocés conseguem fazer um esbogo?

A: Sim! Aqui esta.

P: Agora vamos voltar ao estudo das possibilidades. Vamos supor que o degrau mais alto é
para bolsa de 100%, o médio para bolsa de 80% e o mais baixo para a bolsa de 50%. Quantas

pessoas podem ganhar a bolsa de 100%?



39

A: Quatro pessoas.

P: Muito bem! Vamos supor que ja saibamos quem ganhou a bolsa de 100%. Quantas pessoas
ainda podem ganhar a bolsa de 80%?

A: Trés pessoas, porque uma delas ja ganhou e ndo podera ganhar duas bolsas.

P: Isso ai! E 0 mesmo ocorre com a bolsa de 50%, certo?

A Isso mesmo.

P: Entdo... podemos colocar quatro possibilidades no degrau maior, 3 possibilidades no
degrau médio e 2 no degrau mais baixo?

A: Podemos, sim! E novamente aparece 0s numeros 4,3 e 2. Bem parecido com 0 nosso
esquema anterior, s6 que ndo precisamos listar todas as letras no esquema.

P: Isso mesmo! Bem mais pratico, ndo é?

A: E sim! E s6 colocar o nimero de ingressantes em ordem decrescente e ver a quantidade de
bolsas a serem distribuidas.

P: Muito bem! Agora vocés ja perceberam o padrdo nesse ultimo esquema.

P: Agora vocés conseguem resolver também o problema original. Como ficaria 0 nosso
esquema para resolver o problema?

A: Entdo... para resolver o problema basta fazermos o seguinte célculo: 36 x 35 x 34.

P: Muito bem!

P:E, com isso, chamaremos esse processo de Principio Fundamental da Contagem ou também
de Principio Multiplicativo da Contagem.

P: Vou fazer apenas duas pequenas observagdes para concluirmos essa etapa.

P: A primeira é: aquele esquema em que tivemos varias ramificacdes, que vocés estudaram
por grupos separados até chegarem no resultado, nds o chamamos de arvore de possibilidade,
pois, como podem perceber, se parece muito com as ramificacdes de galhos de arvores.
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P: E a segunda observacdo é: quando vocés fizeram um esbo¢co do pddio, ndo
necessariamente precisam desenhar o esboco dele, vocés podem simplesmente representar por
risquinhos uns ao lado dos outros, por exemplo: o 1° risquinho significa o primeiro colocado,
0 2° risquinho & direita (meio) significa o segundo colocado e o ultimo para o ultimo

colocado.

Sistematizacao objetivada

Principio Fundamental da Contagem ou Principio Multiplicativo da Contagem

“quando um evento é composto por n etapas sucessivas e independentes, de tal modo que as
possibilidades da primeira etapa é x e as possibilidades da segunda etapa € y, resulta no
numero total de possibilidades de o evento ocorrer, dado pelo produto (x). (y)”.

“‘nosso evento é composto por 3 etapas sucessivas e independentes (que s@o as colocagdes
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dos ingressantes)’’, de tal modo que:

e as possibilidades da primeira etapa (ingressante com melhor desempenho) é 36
e as possibilidades da segunda etapa (ingressante com segundo melhor desempenho) é 35
e ¢ as possibilidades da terceira e Ultima etapa (ingressante com o terceiro melhor
desempenho) é 34
No caso especifico do nosso problema x representa a quantidade de bolsas oferecidas
e y representa a quantidade de ingressantes que vao concorrer as bolsas. Portanto, a solugédo

para desse problema é dado por: 36 35 x 34.



TAREFA 02

Vamos supor que, em um determinado ano, a UNIVest decida dar bolsas a todos que
consigam ingressar no curso de Medicina, porém a porcentagem de desconto da bolsa
recebida pelos ingressantes (36) sera de forma decrescente a colocacéo e decaindo 2%
por cada colocagdo (100%, 98%, 96%, ..., 30%). Nesse caso, quantas composi¢des
distintas podem ser feitas de acordo com as possiveis colocacdes dos candidatos?

Objetivos especificos

e Interpretar e identificar que a classificacdo dos ingressantes é importante no contexto

do problema.

e Perceber que nesse problema agora a quantidade de bolsas é igual a quantidade de

ingressantes Nno Curso.

e Utilizar os conhecimentos e esquemas formalizados anteriormente.

e Perceber o padrdo quando se altera igualmente o valor de “n (nimero de elementos do

conjunto dos ingressantes)” ¢ “p (numero de subconjuntos formados de acordo com

nimero de bolsas)”.

e Formalizar a ideia e 0 conceito de Permutag&o.

Encaminhamentos

O problema sera entregue por impresso para grupos de alunos.

e Serd dado um tempo necessario para a leitura, interpretacdo, discussdo entre 0s

participantes dos grupos e para resolucdo do problema.

e Durante o processo de resolucdo seré necessario que o professor observe e incentive 0s

grupos (dificuldades, métodos, discussdes).

e O professor devera orientar os processos de resolucdo dos alunos questionando-os

sobre suas resolucgdes e davidas.

e Incentivar os alunos a utilizarem esquemas para a resolucdo do problema (pddio,

arvore de possibilidades etc).

e Incentivar os alunos a criarem problemas secundérios utilizando nimeros menores,

mudando igualmente os valores de “n (conjunto dos ingressantes)” ¢ de “p (conjuntos

formados de acordo com niimero de bolsas)”.

e O professor deverd discutir e refletir algumas resolugdes do problema no final, a fim

de promover um aprofundamento.



Possiveis Resolucdes

Resolugéo 1

Vamos supor que A, B, C e D sdo os 4 ingressantes gue concorrerdo as 4 bolsas.

Wamos fazer todos os grupos possiveis e a ordem conforme aparecem & de acordo com a sua
colocagdo.

Exemplo:

A, B, CeD— A(l2 colocado), B (22 colocado), C (32 colocado) e D (42 colocado).

A B, CeD B,A CeD C,ABeD DA BeC
A B DecC B,A,DeC C,A,DeB D,ACeB
A C,BeD B,C,AeD C,B AeD D,B AeC
A C,DeB B,C,DeA C,B,DeA D, B, CeA
AD,BeC B,D,CeA C,D,AcB D,C AecB
A D,CeB B,D,AeC C,D,BeA D,C BeA

Total de 24 possibilidades

Resolugéo 2

Vamos supor que A, B, C e D sdo os 4 ingressantes que concorrerdo as 4 bolsas,

WVamos montar um esquema ligando as letras.

C —*D A-B-C-D C —*D B-A-C-D

B D—»C A-B-D-C A—p D—»C B-A-D-C

A—» C—*B —D A-C-B-D B—s C—®* A —»D B-C-A-D
\‘ D\\A D—»B A-C-D-B ‘\‘ [}\ D—=B B-C-D-B
K\‘ B—»C A-D-B-C K\‘ A—»C B-D-A-C
C—»EB A-D-C-B C—»E B-D-C-B

B —*D C-A-B-D B —*C D-A-B-D

A—» D—»=B C-A-D-B A C—» B D-A-C-B
C—»B—> A —D C-B-A-D D—»B—* A —»C D-B-A-C
\‘ D D—»A C-B-D-A \\‘ C\\\ C —»A D-B-C-A

Q A —»B C-D-A-B i‘ A —» B D-C-A-B

B—» A C-D-B-A B—» A D-C-B-A
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Resolucéo 3

4

- — » 4x3x2x1=24possibilidades

Uma proposta de discussdo e sistematizacdo do contetido

P: Agora que vocés ja fizeram a leitura e discutiram um pouco, tentem resolver o problema.
A: OK! Professor.

A: Professor, novamente estda muito complicado resolver o problema, vamos ter muitas
possibilidades. N6s podemos fazer o mesmo que o problema passado, usar nimeros menores
primeiro?

P: Claro! Podem sim.

A: Professor, tentamos também usar os mesmos esquemas e também funcionou para resolver
0 problema.

P: Isso mesmo! Também da para se usar oS mesmos métodos que vocés utilizaram e
“criamos” juntos para resolver o problema anterior.

P: Vocés conseguiram perceber algo em comum e algo diferente deste problema para o outro?
A: Talvez, professor! Antes nds estavamos trabalhando com dois nimeros diferentes (a
quantidade de bolsas e a quantidade de ingressantes).

P: Muito bem! Perceberam que, nesse problema, o nimero de bolsas e ingressantes sdo
iguais. E o que vocés conseguem perceber de semelhante em ambos problemas? Investiguem.
A: Que no problema anterior e nesse problema, em ambos importa a ordem da classificacdo?
P: Isso mesmo! Em ambos importam a ordem/classificacdo dos ingressantes.

P: O que fizeram para resolver o problema?

A: Diminuimos 0s numeros, em vez de 36, usamos 4.

P: E qual foi o resultado?

A: 24,

P: Muito bem! E o0 que mais? Quais esquemas utilizaram?

A: Conseguimos fazer por arvore de possibilidades, pelo pictograma e também pelo PFC.

P: Muito bem! E o que perceberam quando utilizaram os métodos? Quero dizer... em relagcdo
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aos numeros para se chegar no resultado. Qual foi o célculo?

A: Usando o Principio Fundamental da Contagem, fizemos 4 x 3 x 2 x 1, por exemplo,
professor.

P: Isso mesmo! E, se, por acaso, em vez de utilizar o numero 4 para resolver, vocés
estivessem escolhidos 5, como ficaria?

A: Ficaria5 X 4 x 3 x 2 X 1 e o resultado seria 120.

P: Isso mesmo! Conseguem perceber algo nisso?

A: Conseguimos, sim! Que o nimero que escolhermos, ele vai multiplicando todos os seus
antecessores.

P: Isso mesmo! Muito bem! No problema anterior, vocés fizeram uma multiplicacédo parecida,
certo?

A: Sim, professor.

P: Mas o que diferencia um do outro em rela¢&o aos célculos?

A: Nesse problema, ele multiplica todos os antecessores, enquanto, no outro problema, ndo
chegava até o numero 1 no desenvolvimento do fatorial.

P: Muito bem!

P: Antes de formalizarmos o proximo passo, vou fazer uma pequena observacdo novamente.
Essa multiplicacdo sucessiva a qual vocés estdo fazendo que termina sempre até o 1, também
podemos reescrever colocando um ponto de exclamacéo no seu final.

P: Vou mostrar um exemplo, em vez de escrevermos 5 X 4 X 3 x 2 X 1, podemos escrever
apenas na forma de 5!.

A: Ah! Entendemos, professor. Entdo, caso queiramos substituir 7 X 6 X 5 x4 x 3 x 2 X 1,
podemos reescrever na forma de 71?

P: Isso mesmo!

P: Além disso, esse ponto de exclamacdo é chamado de fatorial. Entdo lemos o numero e em
seguida fatorial, por exemplo: 5!, I&-se “cinco fatorial”.

P: Dado um namero natural n (n > 1), define-se n fatorial ou fatorial de n (indicado por n!),
como sendo o produto dos n nimeros naturais consecutivos, escritos desde n até 1.

P: E quando temos os mesmos valores de “n” e “p”, que nesse caso sdo a quantidade de
ingressantes e bolsas para fazer os agrupamentos, podemos chamar de uma Permutacdo

Simples.

Sistematizacao
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Permutacdo Simples

“Dado um conjunto de n elementos, chama-se permutacdo simples dos n elementos
quaisquer sequéncia (agrupamento ordenado) desses n elementos, diferindo apenas pela
ordem dos elementos. Para determinar o nimero de permutacBes em um grupo com n

elementos, basta calcular o fatorial desse n.”
Pn= n!

“nosso evento é composto por 36 etapas sucessivas e independentes (que sdo as colocacdes
dos ingressantes), de tal modo que:

e as possibilidades da primeira etapa (ingressante com melhor desempenho) é 36
e as possibilidades da segunda etapa (ingressante com segundo melhor desempenho) é 35
e as possibilidades da terceira etapa (ingressante com o terceiro melhor desempenho) é 34
e as possibilidades da quarta etapa (ingressante com o quarto melhor desempenho) é 33
e assim sucessivamente até as possibilidades da trigésima sexta etapa (ingressante

com o pior desempenho) que é 1.

No caso especifico do nosso problema n representa a quantidade de bolsas oferecidas
e também representa a quantidade de ingressantes que vao concorrer as bolsas, ja que temos a
mesma quantidade de bolsas e ingressantes. Portanto, a solucdo para desse problema é dado
por: 36X 35 X34 X ... X1 = 36!
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TAREFA 03 — UMA SEGUNDA ABORDAGEM PARA O PROBLEMA 1

O vestibular de verdo de 2022 de Medicina da Universidade UNIVest como exemplo,
ofereceu apenas 36 vagas para 0 curso. Vamos supor que dos 36 ingressantes do curso
serdo oferecidas apenas 3 bolsas, dadas aos melhores colocados no curso de Medicina
desse vestibular e as bolsas sdo respectivamente de 100%, 80% e 50%, de quantas
formas diferentes serd possivel organizar as bolsas aos ingressantes do curso?

TAREFA 04 — UMA SEGUNDA ABORDAGEM PARA O PROBLEMA 2

Vamos supor que, em um determinado ano, a UNIVest decida dar bolsas a todos que
consigam ingressar no curso de Medicina, porém a porcentagem de desconto da bolsa
recebida pelos ingressantes (36) serd de forma decrescente a colocacdo e decaindo 2%
por cada colocagédo (100%, 98%, 96%, ... ,30%). Nesse caso, de quantas formas (ordens)
distintas os candidatos podem receber as bolsas?

Obijetivos especificos

e Reanalisar as resolugdes dos problemas 1 e 2, fazendo uma conexdo entre eles.

e Formalizar a ideia de Arranjo Simples ou Permutacao.

Encaminhamentos

e O professor devera voltar em algumas discussdes das resolugdes, encaminhamentos,
das tarefas 1 e 2, a fim de promover um aprofundamento que colabore para a
formalizacdo do conceito de Arranjo.

e O professor devera orientar os alunos a observarem a relagdo dos valores de “n”
(quantidade de ingressantes), “p” (quantidade de bolsas) e (n — p).

e O professor deveréa orientar os alunos a generalizar a formula de Arranjo.

Possiveis dificuldades que podem ser encontradas

e Pode ser que ndo consigam desenvolver meios de resolver o problema antes do incentivo

€69 e %

de criarem problemas secundarios utilizando numeros menores para “n” e “p”.

€6 .9 e

e Nao chegarem a uma conclusdo quando se ¢ alterado os valores de “n” e “p”.

Uma proposta de discussdo e sistematizacdo do contetido.

P: Bom! Pessoal, iremos voltar um pouco em nosso primeiro problema e fazermos um
aprofundamento, porque temos mais uma parte muito importante para ser formalizada.
P: Preciso que voceés estejam com as resolugdes em méos dos dois problemas anteriores.

P: Todos vocés ja perceberam uma semelhanca, mas também alguma diferenca entre o PFC e
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as permutac0es, certo? Quais séo?

A: Sim, professor! A semelhanca é a forma que conseguimos resolver os problemas usando 0s
“mesmos” métodos e a diferenga sdo os nimeros (n e p). No primeiro problema, os nimeros
sdo diferentes, sdo 36 bolsas para apenas 3 ingressantes, j& no segundo problema, a
quantidade de bolsas e ingressantes sdo as mesmas, sdo 36 bolsas para os 36 ingressantes.

P: Muito bem! Isso mesmo! Podemos dizer que, no primeiro problema, faremos uma
multiplicacdo decrescente apenas do 36 até o 34 (36 x 35 x 34), enquanto, no segundo
problema, vocés perceberam que ha uma multiplicacdo de todos 0s seus antecessores, ou seja,
do 36 até o numero 1 (36 X 35 X 34 X ... X 1).

A: 1sso0 mesmo, professor!

P: Agora vamos observar os valores do enunciado do primeiro problema e a multiplicacéo
que nos leva ao resultado.

P: O que vocés fizeram para chegar ao resultado? Relevem a troca por nimeros menores.

A: Bom! Professor, tinhamos 36 ingressante para apenas 3 bolsas, entdo fizemos por um
esquema de pddio. Em primeiro lugar (no topo), tinhamos 36 pessoas possiveis para receber a
bolsa de 100%, para a colocacgdo de segundo lugar (a direita) agora temos apenas 35 possiveis
pessoas para receber a bolsa e, por fim, no terceiro lugar, temos apenas 34 possiveis pessoas
para receber a bolsa.

P: Muito bem! Isso mesmo!

P: E o que aconteceu quando resolveram o problema dois?

A: Em vez de pararmos no 34 na multiplicacdo, multiplicamos todos os antecessores até o 1.
P: Muito bem! Entdo, basicamente, qual é a diferenca de um problema para o outro,
observando apenas para essas multiplicacdes?

A: A diferenca é que, no problema um, ndo temos a multiplica¢do (33 x 32 x 31 X...x 3 X
2 X%1).

P: Muito bem! Isso mesmo! E ambos os problemas sdo muito idénticos, tirando essa
observacao, certo?

A Isso mesmo!

P: O que poderiamos fazer para a multiplicagdo do segundo problema se tornar a
multiplicagdo do primeiro problema?

P: Quero dizer, sera que poderiamos fazer algo para “cancelar” esses valores (33 X 32 X
31 X ... X 3 x 2 x 1) que é diferente de um problema para o outro? (Aqui o professor pode
dar um tempo a mais para os alunos refletirem e rascunharem algumas possibilidades antes de

continuar a discusséo).
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A: Bom! Professor, eles estdo em uma multiplicagdo, entdo, para cancelar, teriamos que fazer
uma operagdo inversa, ou seja, dividir pelos mesmos nimeros (33 X 32 X 31 X...X 3 X 2 X
1).
P: Isso mesmo! Muito bem! Ent&o, quer dizer que, para transformarmos (36 x 35 x 34 X
. X3X2x%x1) em (36 x35x34), basta dividir (36 x35Xx34X...x3x2xX1) por
(33 x32x%x31X%..x3x2x1)?
A Isso mesmo!
P: Também ja formalizamos anteriormente a nocédo de fatorial certo?
A: Sim! Que é a multiplicacdo dos antecessores até o 1.
P: Isso mesmo! Entdo, como poderiamos reescrever isso que vocés acabaram de me falar?
A: Ficaria 36!/33! ndo é, professor?
P: 1sso mesmo! Muito bem!
P: Bom! Estamos quase la. Gostaria que vocés percebessem agora uma relacdo entre esses
dois numeros com os dois nimeros do enunciado. Observem um pouco e vejam se conseguem
encontrar alguma semelhanca. (Novamente o professor pode deixar que os alunos reflitam e
tentem elaborar algum resultado).
A: Acho que percebemos, professor! O 36 tem, no préprio exercicio, que € a quantidade de
ingressantes, ja o 33 ndo tem no enunciado, mas, se fizermos a quantidade de ingressantes
menos a quantidade de pessoas que vao receber bolsa, dara outro valor.
P: Isso mesmo! Era isso que queria que vocés concluissem. Entdo é sé pegar o valor 36! e
dividir por (36-3)! e chegamos ao resultado.
P: Seréa que isso vale para 0s outros problemas que reduzimos 0s numeros? Testem a relacao.
A: Funciona sim, professor! Para 4 ingressantes e 2 bolsas, ficara 4!/(4-2)! E, para 0s outros,
todos valem também.
P: Entdo, vamos formalizar juntos agora.
P: Vamos supor que chamaremos de “n” 0 numero de ingressantes (o maior dos valores) e 0
nimero de bolsas chamaremos de “p” (o menor dos valores). Como poderiamos montar uma
formula?

n!
(n-p)!’

P: Isso mesmo! E essa férmula é a do chamado Arranjo.

A: Entdo ficaria
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Conteudo gue se pretende sistematizar

Arranjo Simples

“Sdo agrupamentos em que se considera a ordem dos elementos, isto é, qualquer mudan¢a na
ordem dos elementos altera o agrupamento”.

“Dado um conjunto de n elementos distintos, chama-se arranjo simples dos n elementos,
tomados de p a p, (n > p) a qualquer sequéncia ordenada de p elementos distintos escolhidos
entre os n existentes”.

n!
Ao = —p)!
No caso especifico do nosso problema n representa a quantidade de bolsas oferecidas
e p representa a quantidade de ingressantes que vao concorrer as bolsas. Portanto, a solugéo
para desse problema é dado por:
36! 36!

Azes = m = Ases = 5377 Ase3 = 36 X 35 X 34 = 42840



TAREFAQS

Vamos supor que a UNIVest decida oferecer trés bolsas de 100%, aleatoriamente, para
0s ingressantes (36) do curso de Medicina. Se assim o fizer, quantos sdo os grupos, de
trés ingressantes distintos, que podem ser formados?

Objetivos especificos
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e Interpretar e identificar que a classificacdo dos ingressantes ndo é importante no

contexto do problema.

e Perceber que nesse problema a quantidade de bolsas é diferente da quantidade de

ingressantes no curso.

e Utilizar os conhecimentos e esquemas formalizados anteriormente.

e Perceber 0 padrdo quando se altera os valores de “n (numero de elementos do conjunto

dos ingressantes)” e “p (niimero de subconjuntos formados de acordo com numero de

bolsas)”, separadamente.
e Perceber a relacéo entre a formula do Arranjo e da Combinagéo.

e Formalizar a Combinagéo.

Procedimentos

O problema sera entregue por impresso para 0s grupos de alunos.

e Serd dado um tempo necessario para a leitura, interpretacdo, discussdo entre 0s

participantes dos grupos e para resolugdo do problema.

e Durante o processo de resolucdo serd necessario que o professor observe e incentive 0s

grupos (dificuldades, métodos, discussdes).

e O professor devera orientar 0s processos de resolugdo dos alunos questionando-o0s

sobre suas resolucgdes e davidas.

e Incentivar os alunos a utilizarem os diversos esquemas para a resolugdo do problema;

e Incentivar os alunos a criarem problemas secundarios utilizando nimeros menores,

mudando separadamente os valores de “n (conjunto dos ingressantes)” e de “p

(conjuntos formados de acordo com numero de bolsas)”.

e Durante a resolucao sera necessario que o professor consiga fazer com que os alunos

percebam a relacdo da formula de arranjo e o resultado do problema para se chegar na

concluséo da diviséo por p!.
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e O professor devera discutir e refletir algumas resolugdes do problema no final, a fim

de promover um aprofundamento.

Possiveis dificuldades

e Caso 0 aluno ndo perceba que a classificacdo, ordenacdo, dos ingressantes ndo é
importante neste contexto podem, possivelmente resolver o problema como um

Arranjo.

Uma proposta de discussao e sistematizacdo do conteudo

P: Agora leiam o problema e tentem resolver, pessoal.

A: Ja lemos, professor. Vamos fazer igual fizemos nos problemas anteriores, iremos tentar
resolver o problema primeiro com um nimero menor.

P: Muito bem!

A: Em vez de 36, iremos utilizar 4.

A: Professor, estdvamos resolvendo o problema e percebemos que a ordem dos ingressantes
ndo importara, dessa vez, certo?

P: Isso mesmo! Porque as bolsas serdo sorteadas aleatoriamente entre 0s ingressantes.

A: Entdo, por exemplo, o grupo Ana, Jodo e Carlos sera 0 mesmo que Carlos, Ana e Jodo,
certo?

P: 1sso mesmo! Muito bem!

P: Qual foi o total de grupos que vocés conseguiram formar? E como vocés pensaram para
resolver isso?

A: Bom! Primeiramente tentamos listar todos os grupos. E encontramos o resultado 4.

P: Muito bem! Pedirei para vocés fazerem um passo extra que sera muito importante.

P: Tentem listar todos o0s grupos, mesmo repetindo as pessoas em ordem diferentes.

A: Mas ai seria 0 mesmo que o problema de arranjos, nao seria, professor?

P: Isso mesmo! VVocés teriam 24 grupos de acordo com o resultado que vocés ja tinham feito,
certo?

A: 1sso mesmo!

P: Agora gostaria que, em um canto de uma folha, todos vocés escrevessem o resultado de
todos os fatoriais de 1 até 5, por favor.

A: OK! Professor!

P: Agora que vocés escreveram, gostaria que vocés comparassem o problema de arranjo que
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voceés utilizaram n = 4 e p = 3 e 0 problema de agora. Vejam se conseguem perceber algo.
A: Bom! No problema de arranjo, o resultado deu 24 e importava a ordem, nesse o resultado
deu 4 e ndo importa a ordem dos ingressante.

P: Muito bem! Agora que vocés ja sabem a formula do arranjo, tentem resolver o problema
para quando n = 5 e p = 3 e também resolver esse mesmo problema com esses valores.

A: Ok! Professor!

5!

A: No problema de arranjo, ficaria =]

= 60 e, para esse problema, listamos todos e

chegamos em 10 grupos.

P: Agora percebam a relagdo dos resultados. Usando n = 4 e p = 3, vocés encontraram 24 e
4,jacomn =5 e p = 3, vocés encontraram 60 e 10. Conseguem perceber algum padrdo? (O
professor pode pedir para que os alunos construam um quadro, explicitando esses e outros
resultados para que os alunos percebam a relagéo).

A: Acho que sim, professor. 24 dividido por 4 resulta em 6 e 60 dividido por 10 também
resulta em 6.

P: Muito bem! O que vocés conseguiram perceber no resultado, entdo, do problema de
arranjo e desse problema?

A: Percebemos que basta pegar o resultado do problema de arranjo e dividir por 6.

P: Isso mesmo! E, se agora, em vez de mudarmos o numero de ingressantes, mudarmos o
resultado das bolsas? Vamos tentar mudar o problema para trés ingressantes e duas bolsas e
em seguida quatro ingressantes e duas bolsas, nas duas situagoes.

A: Ok! Professor! Vamos tentar resolver.

A: Usando a ideia de arranjo com n = 3 € p = 2, encontramos 6 como resultado e, para esse
nosso problema, com 0s mesmos nlmeros, encontramos trés como resposta.

A: Jausando n = 4 e p = 2 na ideia de arranjo, encontramos 12 como resultado e, para esse
problema, com 0os mesmos ndmeros, encontramos 6.

P: Muito bem! E o que vocés conseguem perceber de relagdo entre os resultados?

A: E 0 mesmo que nos anteriores, s6 que agora, em vez de dividir por 6, os resultados est&o
sendo divididos por 2.

P: Muito bem! Agora vamos dar uma observada. Por que, no primeiro, dividimos por 6 e, no
segundo, por 2? De onde sera que esses nimeros surgiram?

P: Tentem observar os nimeros de “n” e “p” de cada situagdo e perceber de onde surgiram o
6 e 0 2 dessas divisoes.

A: Poderiamos falar que € o valor de “p”, mas s6 daria certo no caso em que usamos 0 p = 2,
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no primeiro exemplo deu 6 e 0 “p” ¢ igual a 3.

P: Isso mesmo! Nao ¢ apenas dividir pelo valor de “p”. Continuem pensando mais um pouco
dessa forma.

A: Professor, 2! = 2 e 3! = 6. Sera essa a relacdo? Teremos que dividir por p!?

P: Vamos testar? Utilizem outros nimeros que ndo usamos e que sejam pequenos para VOCés
poderem verificar.

A: Vamos usar n =5e p =4 e verificar listando os grupos também para verificar os

resultados.

A: Para a formula do arranjo, vai ficar % = 120 e, listando todos os grupos, percebemos

que o resultado deu 5 grupos diferentes. Entdo, nossa relacdo deu certo, porque 120 dividido
por 4! é igual a 5.

P: 1sso mesmo! Muito bem!

P: Esses problemas, para os quais ndo importa a ordem, sdo chamados de Combinacdes.

P: E também podemos concluir, entdo, que a férmula da Combinacédo serd dada pela formula
do Arranjo dividido por p!, certo?

A: 1sso mesmo, professor.

P: Porque, pensem bem, nas situacGes de Arranjo importa a ordem. Assim, quando VOcés
listaram todos 0s grupos, mesmo com as mesmas pessoas, apenas trocando as posi¢oes, VOCcés
tiveram que excluir as repeticdes para resolver esse ultimo problema e o total de repeticdes

formam um outro grupo que o resultado é dado por p!.

Contetido que se pretende sistematizar

Combinacéo

“S8o agrupamentos em que ndo se considera a ordem dos elementos, isto €, mudancas na

ordem dos elementos ndo alteram o agrupamento. ”

Dado um conjunto A com n elementos distintos, chama-se combinagdo dos n elementos de A,

tomados p a p, (n p), qualquer subconjunto de A formado por p elementos.

n!

Cnp == p)!p!

No caso especifico do nosso problema n representa a quantidade de bolsas oferecidas e p

representa a quantidade de ingressantes que vao concorrer as bolsas. Portanto, a solucéo para



desse problema é dado por:

36! 36!

C363 = m = (363 = 33131 - (363 =

36 x 35 x 34

3xX2x1

- C36,3 = 7140
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4 CONSIDERACOES SOBRE A PROPOSTA

Neste trabalho, apresentamos uma proposta de ensino para o contetido de
Anadlise Combinatoria utilizando a Trajetoria Hipotética de Aprendizagem a fim de
possibilitar uma aprendizagem do contetdo partindo da utilizacdo da matematica para praticas
rotineiras, mas ndo de forma tradicional, e sim de forma interativa entre professor e alunos,
uma vez que ha necessidade de desenvolver a autonomia de resolucdo e pensamento l6gico
nos discentes. Para tanto propusemos a realizacao de tarefas coletivas para que haja percep¢ao
da boa funcionalidade de resolucdes de problematicas diarias matematicas em grupos, além,
claro, de possibilitar que varias estratégias sejam possiveis.

A opcéo da utilizagcdo de tarefas na perspectiva investigativa ocorreu para
gue também haja uma maior interacdo entre os préprios alunos, resultando em mais
discussGes e em mais ideias para analisar. Com isso, aos poucos, 0s alunos estabelecerdo
etapas para facilitar as resolucdes e se tornardo cada vez mais independentes em relacdo a
propria aprendizagem.

Objetivamos, com isso, oportunizar que os alunos criem suas préprias
estratégias de resolucdo, isto €, sejam protagonistas e criadores dos proprios conhecimentos e
desenvolvedores do raciocinio combinatorio/logico de forma significativa e ampliada, sem se
pautarem apenas em conceitos “concretos” utilizados normalmente e frequentemente pelo
ensino tradicionalista, como os formularios.

Devido ao objetivo deste trabalho, concluimos também que ha necessidade
de mudanca ndo apenas do método de ensino, mas, principalmente, da familiaridade dos
préprios professores para com o conteldo e também para com as estratégias metodoldgicas
que visam a autonomia dos alunos a qual s6 é possivel se os docentes assumirem uma atitude
de mediadores do conhecimento.

Visamos ainda sugerir que ha necessidade de oportunizar aos professores a
verificacdo das dificuldades dos seus alunos, para que fagam modificaces futuras em sua
Trajetoria Hipotética de Aprendizagem, “aprimorando-a” a cada nova situa¢do de acordo com
cada novo contexto, cada nova turma, cada nova duvida ou entrave que os alunos
apresentarem.

As propostas possibilitaram perceber que a mudanca de atitude assumida
pelo professor é desafiadora, uma vez que a maioria se vé como transferidor de conhecimento
e ndo mediador dele. Ha ainda a dificuldade de preparacdo da aula, uma vez que necessitard

de tempo, leitura, atualizacdo por parte do responsavel pela aula, topicos de dificil
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desenvolvimento para a maioria dos professores que se encontram, muitas vezes,
paradoxalmente, em zonas desconfortaveis mas, de certa forma, confortaveis.

Em concordancia com os tedricos citados neste trabalho, ressaltamos que as
estratégias metodologicas da Educacdo Matematica sdo mais eficientes que as tradicionais,
pois, além de superar a monotonia do ensino em sala de aula e o desinteresse dos alunos,
incentiva-os a, cada vez mais, superarem suas dividas relacionadas a problemas rotineiros e,
sem duavida, as aulas que variam na metodologia, tornam a aplicacdo e o ambiente mais
interessantes aos estudantes e incentiva-os a sempre buscarem mais conhecimento e a sairem
da zona de conforto de decorar, ler, resolver e conferir o resultado.

Porém, apesar das metodologias alternativas, como a investigacao
matematica, serem mais interessantes, funcionais e atraentes, ha varias problematicas a serem
resolvidas: o tempo de preparacdo de aulas € muito maior do que o fornecido de horas
atividades pelas escolas; a aplicacdo é mais demorada, 0 que custaria mais aulas, fator
agravante em uma grade fixa de ensino que possui aulas limitadas e insuficientes; o contetdo
programatico a ser cumprido semanalmente, mensalmente, bimestralmente, trimestralmente...
também ¢é “uma enorme pedra no meio do caminho”, como diria Carlos Drummond de
Andrade, pois faz que os docentes sejam forcados a ensinar teorias e praticas dentro de
tempos ja insuficientes e, caso ndo cumpram prazos, os professores podem ser afetados
profissionalmente, assim como os alunos em relagdo a concursos, como 0s vestibulares e
avaliacdes rotineiras.

A nossa proposta mereceria ser aplicada para que pudéssemos avalia-la com
maior qualidade, porém, para 0 momento, 0 que destacamos é a necessidade de repensar ndo
apenas a aplicacdo de novas metodologias, mas também repensar os livros didaticos, a grade
escolar obrigatoria, a necessidade de propor projetos interdisciplinares, pois esses sdo
possibilidades para unir a pratica matematica com a realidade de cada aluno em disciplinas e

contextos distintos.
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