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RESUMO

O presente trabalho tem por finalidade apresentar uma proposta didatica para o estudo dos
problemas isoperimétricos, visando aprimorar o processo de ensino e aprendizagem de
Geometria na Educacdo Basica. A motivacdo para sua elaboracdo surgiu da necessidade de
desenvolver atividades de isoperimetria em tal nivel de ensino. Inicialmente, apresenta-se o
problema isoperimétrico classico, conhecido pela Lenda de Dido e a busca de sua solugdo por
diversos matematicos através dos tempos. Na sequéncia, sdo propostas algumas atividades
sobre isoperimetria que tém como ponto de partida a anélise das figuras pelas observacoes e
construcdes que permitem fazer conjecturas e identificar propriedades, levando o aluno a
construir argumentos plausiveis, uma vez que a pratica da argumentacao € fundamental para a
compreensdo das demonstracdes. As atividades propostas incluem o uso de materiais
concretos, como palitos de fdésforo, geoplano (material e virtual) e o software de geometria
dindmica GeoGebra. Em relacdo as demonstraces, sempre que possivel sdo apresentadas
mais de uma maneira de provar a solugdo, ficando a cargo do professor definir a mais
adequada para o nivel de aprendizagem de seus alunos.

Palavras-chave: Geometria. Isoperimetria. Geoplano. Geogebra. Palitos de fosforo.
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submitted to the Professional Master in Mathematics in National Network — PROFMAT —
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ABSTRACT

This paper aims to present a didactic proposal for the study of isoperimetric problems, aiming
to improve the teaching and learning of Geometry in Basic Education. The motivation for its
development arose from the need to develop isoperimetry activities in this level of education.
Initially, we present the isoperimetric classic problem, known by the Legend of Dido and the
search for its solution by several mathematicians through the ages. Following are some
proposed activities on isoperimetry that have as their starting point the analysis of the figures
by the observations and constructs that allow to make conjectures and identify properties,
leading the student to construct plausible arguments, since the practice of argumentation is
essential for understanding of demonstration. The proposed activities include the use of
concrete materials such as matchsticks, Geoplano (material and virtual) and the dynamic
geometry software GeoGebra. Regarding the demonstrations whenever possible are presented
in more than one way to prove the solution, leaving it to the teacher to define the most
appropriate for the level of learning in their students.

Keywords: Geometry. Isoperimetry. Geoplano. GeoGebra. Matchsticks.
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INTRODUCAO

A Matematica sempre esteve presente nas atividades cotidianas do ser humano
e, portanto, o desenvolvimento das competéncias matematicas € essencial a medida que
ocorre uma intensificacdo das interacdes do homem com o mundo fisico, social e cultural.
Desde os primordios da humanidade, a Matematica foi desenvolvida apoiada na resolucéo de
problemas, sendo considerada por muitos “a arte de resolver problemas”. Assim, sobre a
resolucdo de problemas, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) afirmam que “o estudo
da Geometria é um campo fértil para trabalhar com situagdes problema e € um tema pelo qual

os alunos costumam se interessar naturalmente” (BRASIL, 1998, p.51).
Segundo Deguire (1994),

E possivel citar muitas razdes para que se estude geometria nas séries
elementares e médias. Uma delas é a oportunidade que a geometria oferece
de ensinar a resolver problemas e ensinar para resolver problemas.
Permitam-me esclarecer essas duas frases: “ensinar a resolver problemas”
ultrapassa a mera resolucdo de problemas para incluir a reflexdo sobre
processos de resolugdo, objetivando coligir estratégias de resolucdo de
problemas que poderdo ser uteis posteriormente; “ensinar para resolver
problemas” envolve 0 ensino do conteido de uma maneira significativa, de
modo a que passe a ser utilizado em outros problemas e aprendizados. Uma
maneira, pelo menos, de ensinar para resolver problemas consiste em
desenvolver o contetdo a partir de episddios de resolu¢do de problemas.
(DEGUIRE, 1994, p.73)

Os Parametros Curriculares Nacionais reafirmam a importancia dos conceitos
geomeétricos no curriculo da Matemaética ao citar que, “por meio deles, o aluno desenvolve um
tipo especial de pensamento que lhe permite compreender, descrever e representar, de forma

organizada, o mundo em que vive” (BRASIL, 1998, p. 51).
As OrientacGes Curriculares para o Ensino Médio enfatizam que

O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o desenvolvimento da
capacidade de resolver problemas praticos do quotidiano, como, por
exemplo, orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e comparar distancias
percorridas, reconhecer propriedades de formas geométricas basicas, saber
usar diferentes unidades de medida. Também é um estudo em que os alunos
podem ter uma oportunidade especial, com certeza ndo a Unica, de apreciar a
faceta da Matematica que trata de teoremas e argumentac@es dedutivas. Esse
estudo apresenta dois aspectos — a geometria que leva a trigonometria e a
geometria para o célculo de comprimentos, areas e volumes (Brasil, 2006,
p. 75).
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Por muitos anos, o ensino de geometria foi deixado de lado pelos professores,
como relata Pavanello (1989) em seu trabalho O abandono do ensino de geometria. Embora a
Matematica seja imprescindivel nas atividades cotidianas do ser humano, os resultados das
avaliacbes externas (Saeb, Saresp, Prova Brasil, Pisa, etc.) ndo sdo animadores,
principalmente no que diz respeito a geometria. Serd que a geometria continua sendo deixada

para segundo plano?

Procurando cumprir seu dever de garantir a todos uma base comum de
conhecimentos e competéncias, a Secretaria da Educagéo do Estado de Sdo Paulo propGs, em
2008, um curriculo basico para a rede estadual de ensino nos niveis de Ensino Fundamental
(Ciclo 11) e Ensino Médio. Os contetdos disciplinares de Matematica foram organizados em
trés blocos tematicos — Numeros, Geometria e Relacdes —, sendo ressaltada a articulacéo
entre esses blocos, de forma a favorecer uma aproximacgéo entre os variados assuntos e para
que uma espécie de “interdisciplinaridade interna” da propria Matematica seja promovida.
Segundo esse curriculo, a Geometria deve ser tratada, ao longo de todos os anos, de forma
espiralada, o que significa dizer que os grandes temas podem aparecer tanto nos anos do
Ensino Fundamental quanto nas séries do Ensino Médio, sendo a diferenga a escala do
tratamento dado ao tema. Dessa forma, sendo o curriculo como um mapa que representa o
inesgotavel territério do conhecimento, cabe ao professor escolher a escala apropriada para o

aprofundamento da abordagem dos contetdos sugeridos na grade curricular.

Num primeiro momento a sugestdo do tema “Problemas Isoperimétricos”, feita
pela professora orientadora, causou-me certo desconforto, pois o termo isoperimétrico ndo me
parecia familiar. Com o passar do tempo, foi possivel notar que a expressdo “problemas
isoperimétricos” realmente ndo é usual na educacdo basica, pois, ao informar o tema
escolhido a todos que me perguntavam, percebia certa “cara de espanto”, inclusive de
professores de matematica e, logo apos, vinham os questionamentos: “Por que um tema tao
dificil?”, “Por que vocé ndo escolheu algo mais facil?”, “Tem tanto contetido mais simples,
por que vocé escolheu esse tao dificil?”. Realmente, o termo parece assustar, mas pesquisando
sobre o tema, é notdrio que provavelmente muitos ja se depararam com a resolugdo de algum
problema envolvendo figuras com mesmo perimetro (isoperimétrico = mesmo perimetro). No
sexto ano, por exemplo, quando estudamos areas e perimetros, frequentemente encontramos
questdes nas quais se pede para encontrar retangulos com éareas diferentes e determinado
perimetro, ou vice-versa. Ja, no Ensino Médio, os problemas isoperimeétricos estdo

relacionados aos problemas de otimizacdo, quando estudamos as func¢bes quadraticas. Na
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prova da segunda série do Ensino Médio, da sexta edi¢do da Avaliagdo da Aprendizagem em
Processo para o primeiro semestre de 2014, promovida pela Secretaria da Educagédo do Estado
de Sdo Paulo, encontramos uma questdo referente a um problema isoperimétrico, cujo
enunciado € o seguinte: “Existe uma infinidade de retingulos com perimetro 18 metros. Quais
sdo a largura x e a altura y daquele que, dentre todos, tem a maior area? Justifique sua

resposta”.

Tais vivéncias nos levam a concluir que a nomenclatura “problemas
Isoperimétricos” € pouco conhecida; no entanto, os exemplos citados mostram que esta classe

de problemas tem sido abordada em sala de aula.

Sendo de grande importancia no desenvolvimento das competéncias
matematicas, os problemas isoperimétricos, suas abordagens tedricas e as ferramentas
matematicas para resolvé-los aparecem em livros como o de Courant e Robbins (2000) e
Major (2013), em artigos como o de Pereira e Possani (2004), além de diversos trabalhos de
conclusdo de curso. Nesses trabalhos, alguns autores focaram o assunto usando apenas

Geometria Euclidiana, outros o abordaram utilizando o Célculo Diferencial.

O livro de Zoltdn Major (2013), An Interesting Optimization Problem Family —
Isoperimetric Problems, é dirigido a estudantes do Ensino Médio e seus professores. Nele,
encontramos uma breve descricdo do problema isoperimétrico classico, que despertou o
interesse de muitos dos grandes matematicos, como, por exemplo, Arquimedes, Euler,
Descartes, Weierstrass e Steiner. Além de exemplos resolvidos, também séo apresentados 237
problemas isoperimétricos nos espacgos bidimensional e tridimensional com suas respectivas
solugcdes. Como o objetivo principal do livro é melhorar as habilidades de resolucdo de
problemas através do uso das desigualdades, sempre que possivel foram utilizadas as
desigualdades das médias nas solucfes dos problemas.

Courant e Robbins (2000) apresentam, entre diversos problemas de maximos e
minimos, a demonstracdo de que, entre todos os triangulos, dado um lado ¢ e a soma a + b
dos outros dois lados, o de area maior € o triangulo isosceles, para o qual a = b. Além disso,
¢ apresentada uma das provas arquitetadas por Steiner de que “o circulo encerra a maior area
entre todas as curvas fechadas com um comprimento dado” (COURANT; ROBBINS, 2000,
p. 427).
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O artigo de Pereira e Possani (2004) concentra-se no problema de Dido,
mostrando sua prova. Ele nos alerta para sermos prudentes durante o processo de ensino e
aprendizagem, considerando inicialmente problemas mais simples, como uma classe restrita

de regides.

Limberger (2011) apresentou abordagens do problema isoperimétrico para
serem aplicadas no Ensino Médio ou Superior, incluindo aspectos historicos, deducdes
formais do problema fazendo uso de Geometria Euclidiana ou por meio do Célculo
Diferencial, contextualizacdo em problemas de otimizacdo por meio de recursos
computacionais, além de uma descricdo detalhada do material audiovisual produzido para o
Ensino Médio. O material audiovisual citado faz parte da colecdo M3 Matematica Multimidia,
disponivel em http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1126, acesso em 14/04/2014, que contém
recursos educacionais multimidia em formatos digitais desenvolvidos pela Unicamp com
financiamento do FNDE, SED, MCT e MEC para o Ensino Médio de Matematica no Brasil.

O foco do trabalho de Silva (2013) foi apresentar solugdes para os problemas
usando matematica elementar, tais como Desigualdades Algébricas, Desigualdades

Geométricas, Desigualdades e Identidades Trigonométricas, etc.

Rocha (2013), em sua dissertacdo de mestrado, apresenta alguns métodos
algébricos para o Ensino Médio, destacando a otimizacdo de fungdes quadréticas, funcBes
discretas, algumas fung¢des continuas, além de aplicacdes da desigualdade das médias. Dentre
os exemplos de problemas de otimizacdo apresentados, alguns estdo relacionados a
isoperimetria, como por exemplo, mostrar que, entre todos os retangulos de mesmo perimetro,
0 quadrado é o de &rea maxima. Para provar que, de todos os tridangulos de mesmo perimetro,
0 equilatero possui area maior, foi utilizada a desigualdade entre as médias aritmética e

geomeétrica.

Em sua dissertacdo de mestrado, Brito (2013) relata uma experiéncia de ensino
envolvendo problemas de otimizacdo geométrica, discutindo alguns problemas
isoperimétricos envolvendo a determinacdo de poligonos que englobam maior area, em

determinadas condigoes.

Pasquali (2014) propds um trabalho com os problemas classicos de valores
extremos utilizando basicamente métodos geométricos, para que 0s professores possam

trabalhar em sala de aula sem que os alunos tenham o conhecimento do célculo. Para o
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problema de Dido, é apresentada a solucdo de Steiner, cuja demonstracdo é considerada

incompleta, pois parte da hipotese de que a solugédo do problema existe.

Buscando eliminar a necessidade do Calculo Diferencial na resolucdo de
problemas de otimizacdo a fim de torna-los acessiveis a alunos e professores da educacédo

béasica, Costa da Fonte (2013) propde a utilizacdo da desigualdade das médias.

Madeira (2005) inicia sua dissertacdo com o lendario problema de Dido. No
primeiro capitulo, faz uma abordagem geométrica do problema isoperimétrico apresentando
as nogdes de comprimento e area de um conjunto e, logo na sequéncia, a demonstracdo de
Zenodoro do Teorema Isoperimétrico para poligonos e a demonstracéo de Steiner baseada em
conceitos de convexidade e simetria para o Teorema Isoperimétrico. Na abordagem
variacional do problema isoperimétrico, no segundo capitulo, deduz a equacdo de Euler-
Lagrange para os problemas de Dido e isoperimétrico classico. Através da Desigualdade de

Wirtinger, é demonstrada a desigualdade isoperimétrica.

Como professores, devemos buscar alternativas que visem motivar 0 processo
de ensino e aprendizagem, buscando desenvolver nos alunos, além das competéncias e
habilidades relacionadas aos conteudos matematicos, o raciocinio légico-dedutivo, a
concentracdo, a organizagdo e 0 senso cooperativo. Nosso desafio serd desenvolver um
trabalho que seja capaz de levar aos professores da educagdo béasica conhecimentos sobre
problemas isoperimétricos, propondo atividades que possam ser aplicadas em sala de aula nos
diferentes niveis de ensino. Dessa forma optamos pelo uso da Geometria Euclidiana, tendo em

vista que o estudo do Célculo Diferencial ndo é priorizado nos curriculos da Educacéo Basica.
Este trabalho esta organizado como segue:

No capitulo 1, visando facilitar a leitura deste trabalho, apresentamos conceitos

matematicos que embasam teoricamente as atividades que serdo apresentadas.

No capitulo 2, fazemos uma abordagem do problema isoperimétrico classico,
conhecido pela famosa “Lenda de Dido”, mencionando varios matematicos que se dedicaram
a solucioné-lo. Ainda neste capitulo, apresentamos a solugdo dada por Steiner para o

problema isoperimétrico.

Nos capitulos 3, 4 e 5, propomos algumas atividades sobre isoperimetria que

tém como ponto de partida a analise das figuras pelas observagdes e construgdes que
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permitam fazer conjecturas e identificar propriedades, levando aluno a construir argumentos
plausiveis, uma vez que a préatica da argumentacdo é fundamental para a compreensdo das
demonstracdes. Visando despertar interesse nos alunos, elaboramos atividades que incluem o
uso de materiais concretos, como palitos de fosforo, geoplano (material e virtual) e do
software de geometria dindmica GeoGebra. Em relacdo as demonstracdes, sempre que
possivel apresentamos mais de uma maneira de provar a solucdo, uma vez que ficara a cargo

do professor definir a mais adequada para o nivel de aprendizagem de seus alunos.

A proposta deste trabalho ndo sera a de esgotar todas as possibilidades de
problemas isoperimétricos, mas sim fornecer subsidios que ajudem os professores no
desenvolvimento do tema na Educacdo Béasica. Um excelente material que fornece 237
problemas isoperimétricos é o livro An interesting optimization problem Family:

Isoperimetric problems, de Zoltan Major (2013).

As construcdes geométricas encontradas no trabalho foram produzidas pelo

autor com o auxilio do software Geogebra.
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1 FUNDAMENTACAO TEORICA

A fim de facilitar a leitura deste trabalho, neste capitulo apresentamos

conceitos matematicos que embasam teoricamente as atividades que serdo apresentadas.

Por brevidade, vamos sempre nos referir a area da regido limitada por uma

curva fechada no plano simplesmente como a rea da curva.

1.1 REGIAO CONVEXA E NAO CONVEXA

Defini¢do 1.1.1 — Uma regido R do plano é convexa quando, para todos os
pontos A,B € R, tivermos AB < R. Caso contrario, diremos que R é uma regido ndo

convexa.

Figura 1 — Regifes convexa e ndo convexa.

B ——~___

1.2 ADESIGUALDADE TRIANGULAR

Postulado 1.2.1 — Dados no plano uma reta r e um ponto A & r, existe uma

Unica reta s, paralela a r e passando por A.

Proposicao 1.2.1 (Soma dos angulos internos de um tridngulo) — Em qualquer

tridangulo, a soma dos trés angulos internos é igual a dois angulos retos.

Demonstracao: Seja ABC um triangulo qualquer e DE areta paralela a BC que

passa pelo ponto A (Figura 2).
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Figura 2 — Soma dos éngulos internos de um triangulo.

D A B

Do paralelismo de DE e BC, considerando a transversal AB, decorre que

B = BAD (angulos alternos internos).

Do paralelismo de DE e BC, considerando a transversal AC, decorre que

C = CAE (angulos alternos internos).

Os trés angulos internos do triangulo sdo iguais aos trés angulos que tém o

vértice comum em A e que formam um angulo de 180°, ou dois angulos retos.
Portanto,

A+B+C=A+BAD + CAE = 180°.
[ ]

Corolario 1.2.1 (Teorema do angulo externo) — Em todo triangulo, a medida
de um angulo externo € igual a soma das medidas dos dois angulos internos ndo adjacentes a

ele.

Demonstracdo: Seja ABC um triangulo arbitrario e D um ponto sobre a

semirreta BC tal que C € BD. Assim, o angulo externo 2ACD ¢é adjacente e suplementar ao

angulo 2C, e os angulos £A e £B ndo sdo adjacentes ao angulo externo £ACD.

Figura 3 — Teorema do angulo externo.

A
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Assim temos,
ACD + € =180° = ACD = 180° - C.

Pela Proposicédo 1.2.1, segue que
A+B+C¢=180°=>A+B=180°—C.

Portanto,

Proposicéo 1.2.2 — Se ABC é um triangulo tal que B > C, entdo AC > AB.

Demonstracdo: Como B > €, podemos tracar a semirreta BX, intersectando

o interior de ABC e tal que CBX = %(E — () (Figura 4). Sendo P o ponto de intersecgéo de

BX com o lado AC, segue do teorema do angulo externo que

N =
o
+
(N
Il
N =
sv)
+
N =
(N
Il
N -

- . N SO A
APB=CBP+BCP=§(B—C)+C=§B—

(B +C), segue que o

—
Il
N | =

Por outro lado, como ABP = B - % (B-¢C

triangulo ABP é isosceles de base BP.

Figura 4 — Triangulo ABC e a semirreta BX.

A

Portanto,

=
oo}
[
3
ge]
A
Al
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Teorema 1.2.1 (Desigualdade Triangular) — Em todo tridngulo, cada lado tem

comprimento menor que a soma dos comprimentos dos outros dois lados.

Demonstracdo: Seja ABC um triangulo. Mostraremos que AC < AB + BC,

sendo a prova das demais desigualdades totalmente analoga. Seja D um ponto sobre a
semirreta AB tal que B € AD e BD = BC. Assim, 0 tridngulo BCD é isésceles com base CD.

(Figura 5). Isto implica que BCD = BDC.

Figura 5 — A Desigualdade Triangular.

A

Note que CB divide o angulo ACD, pois AD intersecta CB em B. Assim,
ACD = ACB + BCD > BCD = BDC.

Sendo ACD > BDC, pela Proposicdo 1.2.2, temos que AD > AC. Como
B € AD, entdo

AD = AB+ BD = AB + BC.

Logo, AB + BC > AC.

1.3 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Defini¢do 1.3.1 — Dois tridngulos s&o congruentes se for possivel estabelecer
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos

correspondentes sejam congruentes.
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Figura 6 — Triangulos congruentes.

D

B E

A figura 6 mostra dois triangulos congruentes ABC e DEF com a

correspondéncia dos veértices
Ao D;BoE;CoF.
Entéo, para tais tridangulos, temos

N

A=D:B=E,C=F

AB = DE; BC = EF ; AC = DF .

Escrevemos ABC = DEF para denotar que os triangulos ABC e DEF séo

congruentes e que a congruéncialevaAem D, BemEeCemF.

Axioma 1.3.1 (primeiro caso de congruéncia de tridangulos — LAL) — Dados

dois triangulos ABC e DEF, se AB = DE, AC = DF e A =D, entdo ABC = DEF.

Figura 7 — Caso de congruéncia de triangulos — LAL.

D
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Teorema 1.3.1 (segundo caso de congruéncia de triangulos — ALA) — Dados

dois triangulos ABC e DEF,se AB = DE, A=D e B = E, entdo ABC = DEF.

Demonstracdo: Sejam ABC e DEF dois triangulos tais que AB = DE, A = D
e B = E. Considere G um ponto da semirreta AC tal que AG = DF (Figura 8).

Figura 8 — Caso de congruéncia de triangulos — ALA.

F

Comparando os triangulos ABG e DEF, temos que, pelo Axioma 1.3.1 (caso de
congruéncia de triangulos — LAL), os triangulos ABG e DEF s&o congruentes, pois AB = DE,
AG = DF e A =D. Consequentemente, temos ABG = E. Por outro lado, pela hipétese,

E = ABC. Logo, ABG = ABC e, dessa forma, as semirretas BG e BC coincidem. Ento, o
ponto G coincide com o ponto C e, portanto, coincidem os tridangulos ABG e ABC. Assim,

como ABG = DEF, temos que ABC = DEF. -

Teoremal.3.2 (terceiro caso de congruéncia de triangulos — LLL) — Dados

dois triangulos ABC e DEF, se AB = DE, AC = DF e BC = EF, entdo ABC = DEF.

Demonstracdo: Sejam ABC e DEF dois triangulos tais que AB = DE,
AC = DF e BC = EF. Mostraremos que ABC = DEF.

Marcando um ponto G no semiplano oposto ao que contém o ponto C, tal que

ABG = E e BG = EF, obtemos o triangulo ABG (Figura 9).
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Figura 9 — Caso de congruéncia de triangulos — LLL.

C F

G

Como, por hipétese, AB = DE e, por construcdo, BG = EF e ABG = E, temos
que, pelo Axioma 1.3.1 (caso de congruéncia de triangulos — LAL), os triangulos ABG e DEF

séo congruentes.

Agora, mostraremos que os triangulos ABC e DEFséo congruentes.

Por construcio, temos que AG = DF = AC e BG = EF = BC; entdo, tracando

0 segmento CG, temos que os triangulos AGC e BGC sdo isésceles de base CG. Logo, como

AGC = ACG e CGB = GCB, concluimos que AGB = ACB. Assim, pelo Axioma 1.3.1 (caso

de congruéncia de triangulos — LAL), os triangulos ABG e ABC sao congruentes. Portanto,
como ABG = DEF, temos que ABC = DEF.

n

Proposicao 1.3.1 — Se os lados opostos de um quadrilatero sdo congruentes,

entdo o quadrilatero é um paralelogramo.

Demonstracdo: Seja ABCD um quadrilatero com AB = CD e BC = AD.
Provaremos que ABCD é um paralelogramo, ou seja, que AB//CD e BCIIAD.

Figura 10 — Quadrilatero ABCD.

D C
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Seja BD uma diagonal do quadrilatero ABCD (Figura 10). Nos triangulos ABD
e CDB, temos que o segmento BD é lado comum aos dois triangulos e, por hipotese,
AB = CD e BC = AD. Logo, pelo Teorema 1.3.2 (caso de congruéncia de triangulos — LLL),
os triangulos ABD e CDB sdo congruentes. Assim, CDB = ABD e CBD = ADB. Dessa
forma, a primeira igualdade garante que AB//CD, e a segunda garante que BC//AD. Portanto,

ABCD é um paralelogramo.

Proposicdo 1.3.2 — Se dois lados opostos de um quadrilatero séo congruentes

e paralelos, entdo o quadrilatero € um paralelogramo.

Demonstracdo: Seja ABCD um quadrilatero com AD//BC e AD = BC.

Provaremos que ABCD é um paralelogramo. Pela Proposicdo 1.3.1, temos que, se provarmos

que AB = CD, ent#o o quadrilatero ser4 um paralelogramo.

Considere a diagonal BD e os triangulos ABD e CDB (Figura 10). Como as
retas paralelas AD e BC sio cortadas pela reta transversal BD, temos que os angulos alternos
internos possuem a mesma medida, ou seja, CBD = ADB. Logo, como AD = BC e 0
segmento BD é lado comum aos dois triangulos, temos que, pelo Axioma 1.3.1 (caso de
congruéncia de triangulos — LAL), os triangulos ABD e CDB sdo congruentes. Portanto,
AB = CD.

n

Teorema 1.3.3 (Teorema da base média) — O segmento ligando 0s pontos
médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao terceiro lado e tem metade de seu

comprimento.

Demonstracéo: Seja ABC um triangulo, D o ponto médio do segmento AC e E

AB.

N | =

0 ponto médio do segmento BC. Mostraremos que DE//AB e que DE =

Marcando na semirreta DE um ponto F tal que E € DF e EF = DE , obtemos

o tridngulo BFE (Figura 11).
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Figura 11 — Teorema da base média.

C

A B
Como BE = EC (E é o ponto médio do segmento BC) e CED = FEB (angulos
opostos pelo vértice); entdo, pelo Axioma 1.3.1 (caso de congruéncia de triangulos — LAL), 0s
triangulos CDE e BFE s&o congruentes. Consequentemente, EEB = CDE e FB = CD = AD
(D é ponto médio do segmento AC). Logo, os segmentos FB e AD sao paralelos e tém o

mesmo comprimento. Pela Proposicdo 1.3.2, temos que o quadrilatero ABFD é um

paralelogramo. Portanto, DF//AB e DF = AB. Dessa forma, como E é o ponto médio do

AB.

N | =

segmento DF, temos que DE =

1.4 RELACAO ENTRE AREA E PERIMETRO DE UM TRIANGULO

Proposicdo 1.4.1 (Teorema de Pitagoras) — O quadrado sobre a hipotenusa de

um tridngulo retangulo é igual a soma dos quadrados sobre os catetos.

Figura 12 — Teorema de Pitagoras.

a =b+
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Segundo EVES (2011), a segunda edicdo do livro The Pythagorean
Proposition escrito por Elisha Scott Loomis, € uma colecdo de nada menos que 370 provas do
Teorema de Pitadgoras. Dentre as centenas de provas, optamos por apresentar apenas duas. A
primeira utiliza o diagrama da prova Chinesa (Figura 13), que também pode ter sido usada,
independentemente, por Pitagoras. A segunda é uma demonstragdo apresentada por EVES
(2011) como sendo uma possivel demonstracdo que Pitagoras poderia ter dado, j& que

provavelmente ele a tenha feito por decomposicéo.

Demonstracéo 1: Seja um triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e c.
Construiremos um quadrado de lado (b + ¢). Nele, conforme a Figura 13, construiremos

quatro triangulos retangulos idénticos ao triangulo dado.

Figura 13 — Possivel demonstracdo dada por Pitagoras
(diagrama chinés).

[

A figura interna é um quadrado, pois, pelo teorema da soma dos angulos

internos de um triangulo, temos a + 8 + 90° = 180°. A érea do quadrado maior é (b + c)? e

a area do quadrado menor é a?. As areas dos quatro triangulos totalizam 2bc. Logo,
a? + 2bc = (b + ¢)? e, portanto, a? = b? + c2.

n

Demonstracéo 2: Denotemos por a, b 0s catetos e ¢ a hipotenusa de um

tridangulo retadngulo e consideremos os dois quadrados da Figura 14, cujos lados medem

a + b. O primeiro quadrado estd decomposto em seis partes, sendo dois quadrados sobre os

catetos e quatro triangulos retdngulos congruentes ao triangulo dado. O segundo quadrado

estd decomposto em cinco partes, sendo o quadrado sobre a hipotenusa e quatro triangulos
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congruentes ao triangulo dado. Assim, subtraindo iguais de iguais, concluimos que o

quadrado sobre a hipotenusa é igual & soma dos quadrados sobre os catetos.

Figura 14 — Demonstragao por decomposicao de quadrados.

b a " b

Usando o fato de que a soma dos angulos internos de um triangulo retangulo é
igual a 180°, podemos provar que o poligono central da decomposi¢do do segundo quadrado

¢ um quadrado de lado c.

Segundo Garbi (2010), embora Herdo de Alexandria tenha apresentado a
deducéo da famosa formula da area de um triangulo em funcédo dos trés lados, 0 comentarista
arabe Al-Biruni (973 — 1048) reinvindicou para Arquimedes a paternidade da célebre férmula,
mas nada foi comprovado ou refutado. Assim, continuamos atribuindo a Herdo a descoberta

dessa relacdo.

Apresentamos, na demonstracdo 1, a belissima prova geométrica dada por
Herdo, em seu livio A Métrica, encontrada no livro de Garbi (2010). A demonstragdo 2
utiliza-se do Teorema de Pitagoras para estabelecer a relagdo entre a area e o perimetro de um

tridangulo, tornando mais simples a compreensao.

Proposicao 1.4.2 (Férmula de Herdo) — Se um triangulo ABC tem lados

medindo a, b e ¢ com perimetro 2p, entdo a area desse triangulo sera dada por:

a+b+c

A(ABC) = Jp(p —a)(p — b)(p — ©), onde p = ——

Demonstracao 1: Consideremos o tridngulo ABC e o circulo nele inscrito, cujo

centro K € o ponto de interseccdo das bissetrizes dos angulos 24, 2B e «C. Seja P, Q e R 0s
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pontos de tangéncia desse circulo com os lados AB, AC e BC, respectivamente (Figura 15).

Entdo, KP = KR = KQ = r (raio do circulo inscrito).

Figura 15 — Deducéo da Formula de Herdo.

A

Assim, a area A do triangulo ABC é a soma das areas dos triangulos AKB, BKC

e AKC, ou seja,
1 — 1 — 1 —
A(ABC) =ETAB +ETBC+ ET‘AC

1 —— — a+b+c
A(ABC) = Er(AB +BC+AC)=r———.

Dessa forma, tomando o perimetro (a+b+c) =2p, temos que
A(ABC) = rp, onde p é o semiperimetro. Como APK = AQK,BPK = BRK e CRK = CQK,

temos que AP = AQ, BP = BRe CQ = CR.
Assim,
AP+ BP =AB (I)

AQ +CQ=AC (D
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BR+ CR = BC, (III)
Somando, membro a membro as igualdades (I), (II) e (III), temos
AP + BP+AQ +CQ + BR+ CR = AB + AC + BC
(AP +A4Q) + (BP+BR)+ (CQ + CR) = 2p

(AP + AP) + (BP + BP) + (CQ + CQ) = 2p

Logo, como
AP +BP = AB =,
E=p—(ﬁ+ﬁ) =p-—c.
Analogamente,

BP=p-(AP+CQ)=p-(AQ+CQ)=p-AC=p—b

ﬁ=p—(ﬁ+@)=p—(ﬁ+C_R)=p—ﬁ=p—a.
Portanto,
AP=4Q =(p—a)
BP = BR = (p — b)
CQ=CR=(p—o0.

Seja G um ponto sobre a semirreta CB, tal que B € CGe BG = AP =p —a. O

segmento CG, entdo, tem comprimento
CG=BG+BR+CR=(p—-a)+(p-b)+(p—-c)=3p—(a+b+c)=3p—2p=np.
Por construcédo (Figura 15), temos que

2a + 2B + 2y = 360°
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a+ B +y=180°
a =180°— (B + ).

Seja Z o ponto de interseccdo entre a reta perpendicular a reta KC passando
pelo ponto K e a reta perpendicular a reta BC passando pelo ponto B, e Y o ponto de
interseccdo de BC com KZ. O quadrilitero BKCZ € inscritivel, pois como
ZBC = ZKC = 90°, os pontos B e K estdo sobre o lugar geométrico dos pontos de onde o
segmento ZC ¢é visto sob um angulo reto e tal lugar é uma circunferéncia com diametro ZC.
Assim, como seus angulos opostos do quadrilatero BKCZ somam 180°, temos que

B +y+ BZC = 180°, ou seja, BZC = 180° — (8 + y). Logo, BZC = a.

Pela figura 15, podemos observar que os tridngulos APK e CBZ s&o

semelhantes, pois ambos sdo triangulos retangulos e tém um dos angulos agudos de medida

igual a . Portanto, como AP = AQ = BG = (p — a) e KP = r, temos que

BC AP BG

BZ KP T
ou

BC _ 5z av)

BG T

Os triangulos BYZ e YKR também sdo semelhantes, pois ambos séo triangulos

retangulos e BYZ = RY K (4ngulos opostos pelo vértice). Portanto,

BZ KR r
BY YR YR
ou
BB w
r YR
De (IV) e (V), temos que
BC BY
BG YR
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Por construcdo, o triangulo KYC é retangulo. Logo, pelas relacbes métricas do
triangulo retdngulo, o quadrado da altura em relacdo a hipotenusa € igual ao produto das

projecdes dos catetos sobre eles, ou seja,

KR =YR.CR=r2 (VID

Tomando a igualdade (VI) e somando 1 a ambos os membros, obtemos

ou

(BC+BG) (BY +YR)
BG YR

Assim, como BC + BG = CG e BY + YR = BR, temos

CG BR
—=—. (VI
BG YR

- . _ CG
Multiplicando, entdo, o lado esquerdo da igualdade (VIII) por <= leo

. CR
direito por — = 1, obtemos
CR

CG.CG _BR.CR
BG.CG YR.CR

Por outro lado, como, por (VII), YR. CR = r?, temos

CG.E_W.C_R
BG. CG r2

ou
r2.CG. CG =CG. CR. BR. BG.

Portanto, como, por construcdo, CG =p, CR= (p—c), BR=(p—b) e
BG = AP = (p — a), temos

r’p? =p(p —a)(p —b)(p —¢)
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rp =P — a)(p — b)(p — ¢)

ou

A(ABCO) = \[plp—a)(p-b)(p—0).
[ ]

Demonstracéo 2: Considere um triangulo ABC de lados medindo a, b e c e

altura h relativa ao lado de medida c (Figura 16).

Figura 16 — Triangulo ABC.

C
b (a
h
CcC— T 11 xr
A H B

Sendo o ponto H o pé da perpendicular baixada do vértice C ao lado AB, temos
que os triangulos AHC e BHC sao retangulos. Assim, aplicando o Teorema de Pitadgoras

nesses triangulos retangulos, temos
b? = (¢ — x)? + h? N
a’ = x? + h? (I
Subtraindo, membro a membro as igualdades (I) e (IT), temos
b2—a?=(c—x)?—x?= c?—2cx+x*>—x*>=c%?—-2cx.
Assim,

c? + a? — b?

= 2c

Substituindo x em (IT) , obtemos

c? + a? — b2\’
a2=<—2C > + h?.
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Logo,

2 +a?—b%\*>  4a?c? — (c? + a? — b?)?
h? = q% — = .
2c 4¢?

Portanto,

_ J4a?c? — (c? + a? — b?)?

h 2C

Dessa forma, a area do triangulo ABC sera dada por

ch ¢ \/4a262 —(c? 4+ a? — b?)?
AABO =5 =73 2

_ VJ(ac)? - (c? + a? — b?)?
B 4

J[2ac + (c? + a? — b2)][2ac — (c% + a? — b?)]
4

JI(@? + 2ac + ¢2) — b2][—(a? — 2ac + c?) + b?]
4

_|lla+¢c)? = b2][b* — (a —c)?]
B 16

\/[(a+c+b)(a+c—b)][(b+a—c)(b—a+c)]
16

Portanto,

(a+b+c) (a+b+c—-2b) (a+b+c—2c) (a+b+c—2a)
A(ABC)=\/ 5 . 5 . 5 . 5 .

n ] ., a+b+c .
Sabemos que o triangulo possui semiperimetro p = — Ent&o, fazendo as

devidas substituicdes, temos

A(ABC) = p(p —bD)p —c)(p — a).
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1.5 AREAS DE ALGUMAS FIGURAS PLANAS

1.5.1 Area do tridngulo equilatero

Em um tridngulo equilatero, todos os lados sdo congruentes e cada angulo

interno mede 60°.

Podemos obter a area de um triangulo equilatero utilizando a medida de seus

lados (1) e de sua altura (h).

Figura 17 — Triangulo equilatero.
C

7 _

O triangulo CHB é retangulo em H. Assim, pelo Teorema de Pitagoras, temos

[\? 312 /3
2 _ 1,2 _ 2=_ [ p—
l_h+(2)=>h s h=—C.

Logo, a area do triangulo equiléatero é dada por

_ base . altura _ l.

/3
7 _ 3
2 2 4

1.5.2 Area de poligonos regulares

Todo poligono regular pode ser decomposto em triangulos isosceles
congruentes. Observe alguns exemplos de poligonos regulares e suas respectivas

decomposigdes:
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Figura 18 — Poligonos regulares decompostos em triangulos.

Definigcdo 1.5.2.1 — Apdtema de um poligono regular é o segmento com uma

extremidade no centro do poligono e a outra no ponto médio de um lado.

Proposicao 1.5.2.1 — A éarea de um poligono regular de n lados, é igual ao

produto do comprimento do semiperimetro pelo comprimento do apétema.

Demonstracéo: Consideremos um poligono regular de n lados. Pela Figura 18,
podemos notar que, se um poligono regular tem n lados, este pode ser decomposto em
n tridngulos isoésceles congruentes, nos quais a base é o lado [ do poligono e a altura € o
apotema a do poligono. Para calcular a area A deste poligono regular de n lados,

multiplicamos o nimero de lados pela area de cada triangulo.

Assim, a area de um poligono regular de n lados é dada por
2 l.a
=Nn.—.
2
Podemos escrever essa expressdo da seguinte maneira:

A=

n.l
5 .a.

L, n.l, . ,
Nessa expressao, - é 0 semiperimetro p de um poligono regular.

Logo,
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1.5.3 Area do setor circular

Um setor circular é uma parte de um circulo determinada por um éangulo
central qualquer. A parte pintada no circulo (Figura 19) corresponde a um setor circular de um

circulo de raio r determinado por um angulo central a e um arco L.

Figura 19 — Setor circular OAB.

O setor circular é uma fracdo do circulo, e sua area A € diretamente
proporcional a medida do angulo central que o determina, isto é, se o angulo aumenta, a area

do setor circular aumenta na mesma proporcao.
O comprimento [ do arco também é proporcional ao angulo central a. Entéo,

A(setor OAB)  Qgraus  Qraa |
r2 ©360°  2m 2mr’

As razdes acima poderdo ser usadas conforme as informacdes conhecidas.

Assim, se o0 angulo central tem medida @ em graus, a area do setor OAB €

a
A(setor OAB) = 360° nr?.

1.6 A ELIPSE

Sejam os pontos distintos F; e F, de um plano a, de modo que a distancia entre
eles seja igual a 2¢, com ¢ > 0. Denominamaos elipse o conjunto de pontos de « tal que, para
cada ponto, a soma de suas distancias aos pontos F; e F, seja uma constante 2a e maior do

que 2c, isto é, 2a > 2c.
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Figura 20 — Elipse.

2¢
2a

Na Figura 20, temos:

P1F1+P1F2 :P2F1+P2F2 :P3F1+P3F2 :P4F1+P4,F2 :2a.
Em uma elipse, podemos destacar os seguintes elementos:

Figura 21 — Elementos da Elipse.

2c
2a

Focos: séo os pontos fixos F; e F;;

Distancia focal: € a distancia 2c = F, F;;

Eixo maior: é 0 segmento A, 4,, tal que 4,4, = 2a;
Eixo menor: € o segmento B; B,, tal que B, B, = 2b;

Centro: € o ponto 0, correspondente ao ponto médio de F;, F, , A;A, € B;B,;

Excentricidade: é o nimero e = —, em que 0 < e < 1. Quanto mais proxima
a

de 1 for a excentricidade, mais achatada € a elipse e quanto mais proxima de 0,
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a elipse é mais arredondada. Caso a excentricidade fosse zero, teriamos ¢ = 0
e, nesse caso, a = b = r (raio da circunferéncia). Logo, a circunferéncia seria

um caso particular de elipse.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo F;B;0, obtemos a
seguinte relagéo:
a? = b? + 2.
Vamos determinar uma equacao para a elipse (Figura 22) cujo eixo maior A; A4,

é paralelo ao eixo x, centro C(x,, y,) € focos F; (xy + ¢, v,) € F,(xg — ¢, Vo).

Figura 22 — Elipse de centro C(x,, yo) € eixo maior paralelo ao eixo x.

Y

Yo+

Consideremos um ponto P(x,y) qualquer pertencente a elipse no plano

cartesiano. Temos que:

P_F1+P_FZ=2a.

O que implicaem

Vo= Geo + O + & = y0)? +Ir = Go — OF + 0/~ %0)? = 2a.

Desenvolvendo essa igualdade e utilizando a relagéo a® = b? + c?, obtemos a

equacao reduzida da elipse em questéo.

(x —x0)* (¥ —¥0)*
St =1
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Caso o centro da elipse seja a origem € (0,0) e os focos F; e F, pertencam ao
eixXo x, a equacao serd dada por

XZ yZ
E-Fﬁ:l.

De maneira semelhante, ao considerarmos em um plano cartesiano uma elipse

(Figura 23) com o eixo maior A;A, paralelo ao eixo y e centro C(x,, y,), obtemos a equacéo

reduzida:

)2 o2
G-x? G-y _
b2 a?

Figura 23 — Elipse de centro C(x,, yo) € eixo maior paralelo ao eixo y.

Y

Yo

Iy

No caso em que o centro da elipse € a origem €(0,0) e os focos F; e F,

pertencem ao eixo y, a equacao serd dada por

1.7 DESIGUALDADE ENTRE AS MEDIAS ARITMETICA E GEOMETRICA

Teorema 1.7.1 — Sejam n numeros positivos a4, a,, as, ..., A, € Sejam me g

as médias aritmética e geomeétrica, respectivamente,
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a1+a2+"'+an n
m = e g="1a;.a,..a,.

n
Entdo, m > g, com igualdade se, e somente se, a; = a, = - = a,,.
Demonstracdo: Se a; = a, = - = a,, esté claro que m = g, entdo podemos

assumir que nem todos 0s n nimeros s&o iguais e provaremos que m > g.

Se a média aritmética desses n numeros € m e nem todos sédo iguais, haverda um
menor que chamaremos de u e um maior que chamaremos de v. Necessariamente, temos

u < v, pois nem todos 0s n nUmeros sao iguais.
Mostraremos que m < v.
Suponhamos que v < m, entdo como u < v,
nm=a,+a,++a,<u+(n—-Dv<v+n—-Dv<nm
e isto € uma contradi¢cdo. Analogamente, vemos que u < m.

Agora, substituiremos 0s nimeros u e v por outros nimeros u' e v’ de modo a
ndo alterar a média aritmética. Para isso, u'=m e v' =u+v —m. Assim, u' e v’ sdo
ndmeros positivos, pois m>0 e v—m>0 (v>m). Como, u' —u=m—-u>0 e

v —u=v—m>0,temos que
o<W -w@w-w=uv+uu—uwv' —v'u=uv' —ulv' +u" —u
=uv' —u(u+v-m+m—-—u) =u'v' —uv.

Entdo, uv < u'v'. Logo, o produto dos n nimeros depois de substituir u e v

por u’ e v’ foi aumentado estritamente.

Assim, considerando que pelo menos um desses dois novos numeros € m.
Apds um numero maximo de n — 1 passos neste estilo, todos 0s n nimeros serdo iguais a m e
teremos aumentado (estritamente) o produto e, consequentemente, a média geométrica. Como
ao final teremos g = m, pois todos 0s numeros serdo iguais a m, inicialmente deve ser

g <m.
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2 O PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Neste capitulo, apresentamos uma breve historia sobre os problemas
isoperimétricos e a busca pela solugdo do problema isoperimétrico classico, conhecido pela
famosa “Lenda de Dido”, por diversos matematicos através dos tempos. Ainda neste capitulo,

mostramos a solucao dada por Steiner para o problema isoperimétrico.

2.1 O PROBLEMA ISOPERIMETRICO ATRAVES DA HISTORIA

Ja na antiguidade, os matematicos demonstravam interesse pelos problemas
isoperimétricos, que eram abordados no contexto geométrico. Entre eles, encontramos os
matematicos gregos Euclides (ca. 360 a.C — ca. 290 a.C), Zenodoro (ca. 200 a.C —
ca.140 a.C) e Papus (ca. 290 — ca. 350).

Segundo Struik (1997), o teorema que contém o primeiro problema de maximo
que chegou até nos, estd no livro VI de Os Elementos de Euclides (por volta do século
Il a.C.), com a prova de que, entre todos os retangulos de um dado perimetro, o que encerra

maior area € o quadrado.

Zenodoro estudou a area de uma figura com perimetro fixo, verificando que
dentre todos os poligonos com mesmo perimetro o poligono regular é o que apresenta area
maxima. Imaginando o circulo como um poligono regular cujo nimero de lados cresce
infinitamente, apesar de ndo apresentar uma prova, Zenodoro concluiu que o circulo

determina maior area entre os poligonos regulares com o mesmo perimetro.

“Ap6s cerca de 300 d.C., a matematica grega perdeu algo de sua criatividade.
Nesse periodo, comec¢a a haver uma énfase em produzir edicdes e comentarios de obras
anteriores.” (BERLINGHOFF; GOUVEA, 2010, p.22). Por volta do ano 320, Papus de
Alexandria, considerado o ultimo dos grandes ge6bmetras gregos, produziu uma verdadeira
obra-prima intitulada Colecdo Matematica, composta por 8 livros, a qual engloba toda a
Geometria da época, incluindo “trabalho original, comentérios sobre trabalho anterior e até

resumos de trabalhos de outros matematicos”. (BERLINGHOFF; GOUVEA, 2010, p.22).
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Segundo Boyer (2010), Papus, no livro V da Cole¢do Matematica, dedica-se a
isoperimetria no plano e no espaco, mostrando que, de dois poligonos regulares de mesmo
perimetro, o que tem maior numero de lados tem maior area. Baseando-se nisso, Papus
levanta a questdo da esperteza das abelhas em relagdo a matematica, provando que os Unicos
poligonos regulares que tornam possivel a pavimentacdo de um plano s&o triangulo, quadrado
e hex&gono e que dentre estes poligonos com perimetro fixo, 0 hexagono é o que maximiza a
area. Dessa forma, como as abelhas constroem seus favos no formato de prismas hexagonais,
ele concluiu que a opcéo foi feita para minimizar o volume da cera usada em sua construcéo.
Neste livro, Papus também demonstra que o circulo tem maior area que um poligono regular
de igual perimetro. “Aqui Papus parece estar seguindo de perto uma obra, Sobre figuras
isoperimétricas, escrita quase meio milénio antes por Zenodoro (cerca de 180 a.C.), da qual
alguns fragmentos foram preservados por comentadores posteriores” (BOYER, 2010, p.127).
Infelizmente, o livro de Zenodoro foi perdido, no entanto algumas partes sobreviveram nas

obras de Papus.

O matematico suico Jakob Steiner (1796 — 1863) apresentou Varias
demonstracfes criativas e puramente geométricas para o problema isoperimétrico. Tais
demonstracdes foram criticadas por alguns matematicos, pois assim como Zenodoro, Steiner
assume a existéncia da solucéo para o problema. Dirichlet (1805 - 1859) alertou Steiner para o
fato da sua prova estar incompleta, uma vez que ndo estava garantida a existéncia de uma
solugdo para o problema. Perron (1880 — 1975), por sua vez, ao criticar a demonstracdo
apresentada por Steiner, em um artigo publicado em 1913, disse que, utilizando um
argumento similar ao de Steiner, poderia provar que o nimero 1 € o maior dos nimeros
naturais, pois, assumindo a existéncia de um namero natural que é o maior e tomando um
namero natural diferente de 1, podemos encontrar outro que € maior simplesmente elevando
ao quadrado. Assim, considerando a € N o maior niimero natural, como x < x?, Vx € N, a

Unica hipétese é ter a = a?, ou seja, a = 1. Portanto, o 1 é o maior nimero natural.

A primeira demonstracdo rigorosa e completa do problema isoperimétrico
surgiu por volta de 1880 com K. Weierstrass (1815-1897). Trata-se de uma demonstracdo

complexa, utilizando o célculo de variagoes.

Apdbs Weierstrass, outros matematicos solucionaram o problema, entre eles o
alemdo Hurwitz (1859 — 1919) que, em 1902, deu uma prova puramente analitica baseada nas

séries de Fourier, 0 matematico austro-hingaro Blaschke (1885 -1962) que apresentou outra
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demonstracdo com geometria diferencial em 1930, o matematico alem&o Erhard Schmidt
(1876 — 1959) que, em 1939, também vinculou sua prova a geometria diferencial e o espanhol
Santal6 (1911 — 2001) que usou geometria integral. Segundo Zoltan (2013), embora cada vez
mais provas e generalizacbes sejam criadas utilizando-se dos conceitos matematicos mais
elaborados como, por exemplo, o céalculo das variagdes, até hoje ndo ha nenhuma prova

elementar real da existéncia da solucéo para o problema isoperimétrico.

2.2 A LENDA DE DIDO

O problema isoperimétrico tem suas raizes na mitologia. Sua beleza
matematica esta relacionada a lenda da fundacdo da cidade de Cartago, em 814 a.C, pela
rainha Dido. A lenda de Dido ficou conhecida através do épico Eneida, escrito pelo poeta
romano Virgilio (70 a.C — 19 a.C).

Segundo a lenda, a princesa fenicia Elisa, também conhecida como Dido, e seu
irmdo Pigmalido eram filhos de Muto, o rei de Tiro. Apos o falecimento do pai, ainda muito

jovem, Pigmalido foi aclamado rei.

Sendo Pigmalido um homem ambicioso, tramou a morte do cunhado, Siqueu,
para tomar-lhe suas riquezas. Assim que tomou conhecimento do assassinato de seu marido,
horrorizada com o crime e temendo a propria morte, Dido decidiu fugir, levando consigo todo

o0 tesouro do marido e varios nobres tirios descontentes com o governo de seu irméo.

Desembarcando no norte da Africa, regio onde hoje é a Tunisia, ela negociou
com o rei Jarbas a compra das terras, ficando acertado que ela sé teria em terras o que
conseguisse abranger usando a pele de um boi. Entéo, a princesa e seus seguidores decidiram
cortar o couro em tiras muito finas e emendé-las formando uma longa corda. Assim, eles
cercaram uma grande quantidade de terras ao longo da costa, onde surgiu em seguida a cidade

de Cartago (inicialmente Birsa, que significa couro).

A rainha Dido deparou-se com o seguinte problema: Dado um fio com um

determinado comprimento, qual é a maior por¢édo de terra que se consegue delimitar?

Logo, o problema de Dido consiste em determinar a forma do contorno de tal

maneira que a area limitada fosse méxima. Segundo a lenda, ela deduziu corretamente que,
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entre todas as figuras de mesmo perimetro, o circulo encerra a maior area. Assim, como a
regido a ser delimitada ficava a margem do mar, eles decidiram demarcar o terreno no

formato de semicirculo.

Figura 24 — Dido e seu povo cortando o couro de um boi.

N:} 3

-
Fonte: MADEIRA, 2005

Problema de Dido — Encontre a forma que tem a area maxima para um
perimetro fixo, que € delimitada por uma linha reta e um arco curvilineo cujas extremidades

pertencem a essa linha.

Figura 25 — Problema de Dido.

Nas escavacdes arqueoldgicas observa-se a forma semicircular de Cartago
original. Provavelmente, Dido resolveu esse problema isoperimétrico de maneira empirica,

pois somente apds alguns séculos surgiram demonstracdes da solucdo desse problema.

Apbs Cartago tornar-se uma cidade poderosa com forte controle maritimo no

Mediterraneo, Jarbas propds casamento a Dido. Sob a ameaca de destruir a cidade, caso
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recusasse o pedido, a entdo rainha Dido pediu um prazo de trés meses a fim de apaziguar a

alma do marido falecido e, quando este prazo expirou, suicidou-se em uma pira funebre.

O épico Eneida, escrito pelo poeta romano Virgilio no século | a.C., faz
referéncia ao problema isoperimétrico, através da histéria de Dido, embora ndo faca
referéncia a forma como o terreno foi cercado. Abaixo, é reproduzido um trecho desse
classico, traduzido por Manuel Odorico Mendes, no século XIX, onde se evidencia tal

problema.

E longa a injuria, tem rodeios longos;
Mas tracarei seu curso em breve suma.
Siqueu, fenicio em lavras opulento,

Foi da misera esposo, e muito amado:
Com bom pressagio o pai lha dera intacta.
Pigmalido, faganhoso entre os malvados,
Barbaro irmé&o, do estado se empossara.

Interveio o furor: de fome de ouro

Cego, e a paixao fraterna sem respeito,
Pérfido, impio, a Siqueu nas aras mata;
O fato encobre, e a crédula esperanca
Da amante aflita largo espaco ilude

Com mil simulagGes. Mas do inumado
Consorte, com esgares espantosos,
Palida em sonhos lhe aparece a imagem:
Da casa o crime e trama desenleia;

A ara homicida, os retalhados peitos
Desnuda, e a patria intima-lhe que fuja:
Prata imensa e ouro velho, soterrados,
Para o exilio descobre. Ela, inquieta,
Apressa a fuga, e atrai os descontentes
Que ou rancor ao tirano ou medo instiga;
Acaso prestes naus, manda assalta-las;
Dos tesouros do avaro carregadas
Empegam-se: a mulher conduz a empresal
Chegam d’alta Cartago onde o castelo
Veras medrando agora e ingentes muros:
Mercam solo (do feito o alcunham Birsa)
Quanto um coiro taurino abranja em tiras.

Em sua obra, Virgilio, “sem se preocupar com a cronologia segundo a qual
haveria pelo menos trezentos anos entre a tomada de Troia e a fundagdo de Cartago”
(TELMA, 2005, p. ii — iii), idealiza o romance entre o principe troiano Enéias e Dido. Na
versdo de Virgilio, apds a derrota de Troia, o heroi, Enéias, foge rumo a Italia, mas devido a
uma tempestade ancora em Cartago, que era governada pela rainha Dido. Passado um ano,
quando Enéias é obrigado por Jarbas a continuar viagem, Dido, apaixonada por ele, ndo

resistindo ao abandono, ergue uma enorme pira e suicida-se entre as chamas.
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Figura 26 — Enéias descreve a queda de Trdéia a Dido,
Pierre-Narcisse Guérin (1774 — 1833), no Museu do Louvre.
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Fonte: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/8/82/Pierre-Narcisse_Gu%C3%A9rin_-_Dido_and_Aeneas_-
_WGA10972.jpg/220px-Pierre-Narcisse_Gu%C3%A9rin_-_Dido_and_Aeneas_-_  WGA10972.jpg, acesso em 22/03/2014

Figura 27 — Morte de Dido, por Heinrich Friedrich Flger, 1792,
Museu do Ermitage, Sao Petersburgo.

Fonte: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/d/dc/Heinrich_Friedrich_F%C3%BCger_006.jpg/800px-
Heinrich_Friedrich_F%C3% BCger_006.jpg, acesso em 22/03/2014.

N&o é por acaso que muitas cidades medievais tinham o formato circular ou
semicircular. Como eram comuns muralhas de protecdo ao redor das cidades e estes muros
exigiam muito trabalho dos construtores e certa quantidade de material para sua construcgéo,
tendo conhecimento da solugdo deste problema isoperimétrico, a area cercada era maximizada

com uma quantidade fixa de material.

Analisando as imagens via satélite pelo Google Earth, é possivel notar que
muitas cidades preservaram o formato de origem. Argumentando economicamente, esse

formato concentrado visa & maior densidade demogréafica e a racionalidade da ocupagdo do


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/8/82/Pierre-Narcisse_Gu%C3%A9rin_-_Dido_and_Aeneas_-_WGA10972.jpg/220px-Pierre-Narcisse_Gu%C3%A9rin_-_Dido_and_Aeneas_-_WGA10972.jpg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/8/82/Pierre-Narcisse_Gu%C3%A9rin_-_Dido_and_Aeneas_-_WGA10972.jpg/220px-Pierre-Narcisse_Gu%C3%A9rin_-_Dido_and_Aeneas_-_WGA10972.jpg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/d/dc/Heinrich_Friedrich_F%C3%BCger_006.jpg/800px-Heinrich_Friedrich_F%C3%25%20BCger_006.jpg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/d/dc/Heinrich_Friedrich_F%C3%BCger_006.jpg/800px-Heinrich_Friedrich_F%C3%25%20BCger_006.jpg
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espaco, garantindo a racionalizacdo dos investimentos publicos, principalmente no que se
refere a otimizac&do de infraestrutura (agua, energia, esgoto, etc.). Dessa forma, quanto mais o
formato de uma cidade se aproxima de um circulo, maior sera a otimizacdo do espaco. No

entanto, algumas vezes este formato € impedido devido ao relevo da regido.

Figura 28 — Cidade de Paris, Franga (1530).

Map 9

Crry oF Paris

'l EE SEEN S : i feis - .
Fonte: http://3.bp.blogspot.com/-InR_XhmG00s/UIIQQcCDy3I/AAAAAAAABDS/WWgNPNrmpY 1/s640/6a00d8341d17 e553ef01156f3f9eda970c:
800wi.jpg, acesso em 22/03/2014

Figura 29 — Cidade de Paris, Franca (2014).
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Figura 30 — Cidade Colbnia, Alemanha (1807).
D

. . ol AR \E
Fonte: http://www.worldmapfinder.com/Map_Detail.php?MAP=110969&FN=cologne-1807-
2.jpg&MW=2379&MH=2069&FS=2714&FT=jpg&WO=0& CE=3&CO=11&CI=688&IT=0&L C=9&PG=1&CS=utf-
8&FU=http%3A%2F%?2Fliteraryecology.files.wordpress.com%2F2013%2F05%2Fcologne-1807-2.jpg&SU=http%3

Figura 31 — Cidade de Colbnia, Alemanha (2014).
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http://www.worldmapfinder.com/Map_Detail.php?MAP=110969&FN=cologne-1807-2.jpg&MW=2379&MH=2069&FS=2714&FT=jpg&WO=0&CE=3&CO=11&CI=688&IT=0&LC=9&PG=1&CS=utf-8&FU=http%3A%2F%2Fliteraryecology.files.wordpress.com%2F2013%2F05%2Fcologne-1807-2.jpg&SU=http%253
http://www.worldmapfinder.com/Map_Detail.php?MAP=110969&FN=cologne-1807-2.jpg&MW=2379&MH=2069&FS=2714&FT=jpg&WO=0&CE=3&CO=11&CI=688&IT=0&LC=9&PG=1&CS=utf-8&FU=http%3A%2F%2Fliteraryecology.files.wordpress.com%2F2013%2F05%2Fcologne-1807-2.jpg&SU=http%253
http://www.worldmapfinder.com/Map_Detail.php?MAP=110969&FN=cologne-1807-2.jpg&MW=2379&MH=2069&FS=2714&FT=jpg&WO=0&CE=3&CO=11&CI=688&IT=0&LC=9&PG=1&CS=utf-8&FU=http%3A%2F%2Fliteraryecology.files.wordpress.com%2F2013%2F05%2Fcologne-1807-2.jpg&SU=http%253

Figura 32 — Mapa Medieval da cidade de Braga (1594).

Fonte: http://upload.wikimedia.org/wikipedialcommon0/02/Braga—mapa_mediaval.jpg, acesso em 22/03/2014

Figura 33 — Cidade de Braga, Portugal (2014).
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Fonte: Google Earth, acesso em 14/03/2014


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/02/Braga-mapa_mediaval.jpg
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Figura 34 — Cidade de Palmanova, Itélia (c.a.1600).

Fonte: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/a/a2/Palmanova1600.jpg/794px-Palmanoval600.jpg , acesso em 12/04/2014

Figura 35 — Cidade de Palmanova, Italia (2014).

%

Y |
&Sottoselva
7 7‘" (:J')r

Fonte: Google Earth, acesso em 12/04/2014


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/a/a2/Palmanova1600.jpg/794px-Palmanova1600.jpg

57

2.3 A SOLUCAO DE STEINER PARA O PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Jakob Steiner (1796 — 1863) arquitetou diferentes maneiras engenhosas para
provar que o circulo encerra maior area entre todas as curvas fechadas com um comprimento
dado. A seguir, apresentaremos uma das solugdes realizadas por Steiner para o problema

isoperimétrico.

Problema isoperimétrico: Entre todas as curvas planas fechadas de um dado

comprimento L, encontrar aquela que engloba a maior area.

A demonstracdo de Steiner parte da hipotese de que uma solucédo efetivamente

existe, supondo que a curva C seja a procurada, com comprimento L e area maxima.
Vamos mostrar que C € uma curva convexa.

Suponhamos que a curva C ndo seja convexa, como na Figura 36, entdo um
segmento AB poderia ser tracado em algum par de pontos A e B sobre C tal que o segmento
AB esteja fora da regido delimitada por C, com excecdo dos pontos A e B. O arco AQ’B, que é
a reflexdo de AQB na reta AB, forma juntamente com o0 arco ARB, uma curva de
comprimento L englobando maior area que a curva original, pois inclui as regiGes I e I1. Isto
contradiz a suposi¢do inicial de que C englobaria maior area para uma curva fechada de

comprimento L. Portanto, a curva C procurada deve ser convexa.

Figura 36 — A figura de &rea maxima deve ser convexa.

Q'

I kY

Fixando um ponto A sobre a curva C, podemos encontrar outro ponto B,

também sobre a curva C, de modo que a reta AB divide o perimetro em duas partes iguais.
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Assim, esta reta também divide a area da superficie de C em duas partes iguais, uma vez que,
caso contrario, seria suficiente tomar a figura formada pela parte com maior area e refleti-la
em relacdo a reta AB para formar uma figura com 0 mesmo perimetro que a original, mas com

area maior (Figura 37).

Figura 37 — O segmento AB divide o perimetro da curva C em duas partes iguais.

Podemos supor que a figura é simétrica em relacéo a reta AB; se nio fosse,
uma vez que as duas metades tém mesma area e mesmo perimetro, bastaria tomar uma das

metades e refleti-la em relacdo a esta reta.

Como as duas metades possuem a mesma area € O Mesmo perimetro,
consideraremos apenas a metade da solucdo. Assim, devemos encontrar o arco de
comprimento L/2 tendo seus pontos extremos A, B sobre uma reta e encerrando uma area
méaxima entre ele e esta reta. Mostraremos que a solucdo para este novo problema é um

semicirculo. Logo, a solucdo para o problema isoperimétrico sera o circulo.

Antes de prosseguirmos com a demonstracdo, demonstraremos duas

proposicoes.
Proposicdo 2.3.1 — Considere a regido formada por uma curva convexa C e

pelo segmento AB. Se P é um ponto sobre C tal que APB = 90°, entdo C é um semicirculo.

Demonstracédo: Sejam O o ponto médio do segmento AB e P um ponto
qualquer sobre C. Devemos provar que OP = OA. Para isso, temos que mostrar que a = f3,

sendo @ = APO e B = OAP.

Tracando uma reta paralela ao segmento PB passando por O, essa reta cortard o

segmento AP em M. Assim, pelo Teorema 1.3.3, temos que M é o ponto médio do segmento
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AP (Figura 38). Dessa forma, os angulos correspondentes ZAMO e £APB s&o congruentes.
Logo, AMO = PMO = 90°. Portanto, pelo Axioma 1.3.1 (caso de congruéncia de triangulos

- LAL), os triangulos AMO e PMO sdo congruentes. Entdo, a = .

Figura 38 — Proposicéo 2.3.1.

Proposi¢do 2.3.2 — Entre todos os triangulos com dois lados com medidas

fixas, o de maior area é o triangulo que possui esses lados por catetos.

Demonstracdo: Seja ABC um triangulo qualquer tal que AB=c e AC =b
(Figura 39). Se h é a medida da altura do tridngulo na base AB, entdo a area do triangulo é
dada por A = > ch. Assim, a area sera méxima quando a medida da altura do tridngulo for a

maior possivel e, isto ocorre quando a altura coincide com o segmento AC, ou seja, quando o

tridngulo é retangulo.

Figura 39 — Triangulo de area maxima, dados dois lados.

C

Voltemos a ultima etapa da demonstracéo do problema isoperimétrico.
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Seja C’ uma curva convexa que, entre as curvas convexas de comprimento L/2,
delimita juntamente com o segmento AB a maior area. Provemos usando a Proposicdo 2.3.1
que C’ é um semicirculo. Para isto, temos que provar que todo angulo inscrito, assim como o

angulo 2APB (Figura 40), é um angulo reto.

Figura 40 — Regido dividida em trés outras.

1()

Suponhamos que o angulo £APB nao seja reto. Entdo, podemos movimentar o
ponto B de tal forma que as areas R, e R, e 0 comprimento do arco APB (C; U C,) ndo sejam
alterados (Figuras 41 e 42). A variacdo da area encerrada pelo segmento AB e pela curva C’
estara condicionada a modificacdo do triangulo APB. Assim, pela Proposi¢cdo 2.3.2, a maior

area serd obtida quando o triangulo APB for retangulo.

Devemos observar que, se a medida do angulo £APB fosse maior que 90°,
deslocariamos o ponto B até obter APB = 90°, aproximando-o do ponto A. Dessa forma, a

area do triangulo seria maxima e a curva €’ continuaria convexa (Figura 41).

Figura 41 — Movimentag&o do ponto B, para APB > 90°.

IJ

A B Y

Entretanto, com a medida do angulo ZAPB menor que 90°, o ponto B se
distanciaria de A, fazendo com que a curva C’ deixasse de ser convexa (Figura 42). Entéo,

teriamos que retomar o argumento para obtermos uma curva convexa de mesmo comprimento
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e maior area. Esta contradi¢cdo mostra que, para todo ponto P, o angulo £APB deve ser um

angulo reto.
Figura 42 — Movimentag&o do ponto B, para APB < 90°.
1)

C

A B

Assim, concluimos que a curva APB € um semicirculo; entdo, a solugcdo para o

problema isoperimétrico € o circulo.

Observe que, como dissemos anteriormente, a solucdo de Steiner sé é possivel
porque ele parte da hipdtese de que existe uma solugdo para o problema e, em seguida, analisa

a hipotese e extrai conclusdes que permitam descrever e construir a solugéo.

Podemos expressar a propriedade isoperimétrica do circulo na forma de uma
desigualdade. Se L é o comprimento do circulo e r seu raio , temos L = 2mr. Assim, seu raio
é r = L/2m e, consequentemente, sua area é A = n(L/2m)? = L?/4m. Portanto, segue a
desigualdade isoperimétrica entre a area A e o comprimento L de qualquer figura, sendo o
sinal de igualdade valido apenas para o circulo,

LZ

A< —.
T 4n
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3 ISOPERIMETRIA NO GEOPLANO

Neste capitulo, procuramos mostrar a importancia do uso do geoplano em sala
de aula. A seguir, propomos alguns problemas para serem solucionados com o auxilio deste
recurso didatico.

3.1 O GEOPLANO EM SALA DE AULA

Segundo Vieira (2010), a utilizacdo de um novo recurso e de uma nova
metodologia durante o processo de ensino e aprendizagem pode colaborar no
desenvolvimento das habilidades matematicas, auxiliando no exercicio da criatividade e

autonomia do aluno, aumentando sua capacidade de argumentacédo e deducdo.

O geoplano é um material criado pelo matematico inglés Calleb Gattegno, do
Institute of Education, London University em 1961. Constitui-se de uma base de madeira ou
outro material, onde sdo fixados pregos ou pinos de forma a obter uma malha pontilhada.

Elasticos de borracha ou barbantes s&o utilizados para construir as figuras no geoplano.

Figura 43 — Geoplano quadriculado.

~ Fonte: 0 préprio autor

A atividade realizada com o auxilio do geoplano permite desenvolver 0s
conceitos de area e perimetro, de forma concreta, contribuindo para uma maior compreensao e

distingdo dos mesmos.
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Como afirma Deguire (1994),

Materiais de manipulagdo fornecem oportunidades para raciocinar com objetos e,
portanto, para ensinar a resolver problemas e ensinar para resolver problemas. Um
deles ¢ o geoplano. Os resultados de atividades com o geoplano podem ser
registrados em papel pontilhado, de preferéncia com os pontos dispostos de maneira
a corresponder aos geoplanos que efetivamente estdo sendo usados. Ha varias
atividades com o geoplano que podem proporcionar prazer e beneficios as criancgas.
Por exemplo, elas podem fazer figuras nas pranchas, dar nomes as figuras ja feitas,
contar para determinar as areas e os perimetros das figuras e usar os pinos como
sistemas de coordenadas ou rede. Cada uma delas pode ser uma excelente atividade
de aprendizagem e também pode ser ampliada para fornecer desafios de resolucéo
de problemas (DEGUIRE, 1994, p.77).

Figura 44 — Alunos manipulando um geoplano.

Fonte: o proprio autor

Atualmente, além do geoplano material, temos também o geoplano virtual, que
utiliza as facilidades que o computador proporciona, tornando mais atual e atraente 0 processo
de ensino e aprendizagem com o Geoplano.

3.2 GEOPLANO NA RESOLUGCAO DE PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS

Problema 3.2.1 — Figuras planas com 0 mesmo perimetro possuem

necessariamente a mesma area?
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Solucdo: Para responder a este problema, vamos construir, no geoplano
quadriculado, varias figuras com perimetro fixo, como por exemplo, perimetro igual a

12 unidades de comprimento.

Antes de iniciar a atividade, é preciso estabelecer duas unidades convenientes
para medir comprimentos e areas de figuras no Geoplano Quadriculado.

e A unidade de medida de comprimento (u.c.) corresponderd a medida do
segmento de reta entre dois pinos adjacentes na horizontal ou vertical.
e A unidade de medida de éarea (u.a.) correspondera a superficie quadrada

delimitada por quatro pinos, sem que haja outro em seu interior.

Figura 45 — Figuras planas de perimetro igual a 12 u.c.

I
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Tabela 1 — Area e perimetro das figuras.

Figura Perimetro Area
A 12 u.c. 9 u.a.
B 12 u.c. 8 u.a.
C 12 u.c. 5u.a.
D 12 u.c. 5u.a.
E 12 u.c. 5u.a.
F 12 u.c. 5u.a.
G 12 u.c. 5u.a.
H 12 u.c. 5u.a.
| 12 u.c. 5u.a.

Fonte: o proprio autor

Observando a tabela 1, verificamos que a figura A possui area igual a 9
unidades de medida de area, a B possui area igual a 8 unidades de medida de area e as figuras
C, D, E,G, H e Ipossuem areas iguais a 5 unidades de medida de area. Dessa forma,
concluimos que, mesmo possuindo 0 mesmo perimetro, suas areas nao Sao necessariamente

iguais e, entre as figuras construidas, o quadrado € a que determina maior area.

Outra opcdo interessante é realizar as construcdes em um geoplano virtual,
como o que foi utilizado para a construcdo das Figuras 46 e 47, disponivel em
http://escolovar.org/mat_geometri_geoplano.mathplay.swf, acesso em 29/06/2014. No caso
especifico deste geoplano, o préprio software determina o perimetro e a éarea da figura

selecionada.

Figura 46 — Figura de perimetro 25,8 u.c. construida no geoplano virtual.

Remove

Area and
Perimeter

Area
25 sq. units

Perimeter
25.8 units

MathPlayground.com
Fonte: http://escolovar.org/mat_geometri_geoplano.mathplay.swf, acesso em 29/06/2014.



http://escolovar.org/mat_geometri_geoplano.mathplay.swf
http://escolovar.org/mat_geometri_geoplano.mathplay.swf
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Figura 47 — Figuras de perimetro 12 u.c. construidas no geoplano virtual.

Remove

Reset

Measure

Area

9 sq. units

Perimeter

12 units

MathPlayground.com

Fonte: http://escolovar.org/mat_geometri_geoplano.mathplay.swf, acesso em 29/06/2014.

Problema 3.2.2 — Entre todos os retdngulos com perimetro igual a 12 u.c.,

possiveis de serem construidos no geoplano quadriculado, qual encerra maior area?

Figura 48 — Retangulos de perimetro 12 u.c. construidos no geoplano.

Fonte: o proprio autor

Solugdo: Das construgdes realizadas no Problema 3.2.1, é possivel verificar

que o quadrado é o que possui maior area.


http://escolovar.org/mat_geometri_geoplano.mathplay.swf
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Problema 3.2.3 — Entre todos os retangulos com perimetro igual a 20 u.a.,

possiveis de serem construidos no geoplano quadriculado, qual encerra maior area?

Solucdo: Observando as construgdes realizadas no geoplano (Figura 49), é

possivel concluir que o quadrado de lado 5 u.c. € o retdngulo que possui maior area.

Figura 49 — Retangulos com perimetro de 20 u.c.

B

Iy

Problema 3.2.4 — Com a ajuda do geoplano, podemos concluir que, entre

todos os retangulos de perimetro fixo, o que determina maior area é o quadrado?
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Solugcdo: Tomando como base apenas as construcGes de retangulos com
mesmo perimetro no geoplano, ndo chegariamos a esta conclusdo. Por exemplo, se
construissemos retangulos com perimetro igual a 14 u.c. (Figura 50), concluiriamos que o de

maior area € o que possui dimensdes 3u.c. por 4 u.c., ou seja, ndo € um quadrado.

Figura 50 — Retangulos com perimetro de 14 u.c.

o= ® ® ]
[ ] [ ] [ ] [ ] ®
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] ® [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] ®
Perimetro: 14 u.c.
Area: 12 u.a.
[ ] [ ] [ ® & [ ] [ ] [ ] [ ]
® @ ® [ ] ® [ ] L ] ® [ ]
® L ] [ ® o ® L ] L ] ®

Fonte: o proprio autor

Apbs a construcdo de variados retangulos com mesmo perimetro, mesmo nao
sendo possivel a construcdo de um quadrado, devido as limitacdes do geoplano, ressaltamos
a importancia de o aluno perceber que a area aumenta estritamente quando a diferenca entre a
medida do comprimento e da altura do retangulo diminui, de modo que, quando essa

diferenca é nula, temos o retdngulo de area maxima, isto €, temos um quadrado.

Este trabalho possibilitara também o uso da malha quadriculada, facilitando a

manipulag&o e o registro.

Problema 3.2.5 — Dentre todos os retangulos de mesmo perimetro, qual o de

maior area?
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Por se tratar de uma prova simples, sugerimos a solugdo de Zenodoro
(ca. 200 a.C — ca.140 a.C), apresentada no livro de Garbi (2010, p.126).

Demonstracédo: Consideremos um quadrado de lado a, perimetro 4a e uma
familia de retangulos de perimetro também igual a 4a. Para que ndo ocorra alteracdo do

perimetro, os lados de tais retangulos medem (a + x) e (a — x), como mostra a Figura 51.

Fazendo variar x, tal que 0 <x < a, sdo obtidas todas as alternativas

possiveis.

Figura 51 — Demonstracao de Zenodoro.

Assim, a area do quadrado é a?, enquanto as areas dos retangulos sdo
(a—x)(a+x)=a?—x?% onde 0 < x < a. Logo, exceto para x = 0, a area de qualquer

dos retangulos é sempre menor do que a area do quadrado, cuja area a? é maxima.
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4 I1SOPERIMETRIA NO GEOGEBRA

Neste capitulo, apresentamos o software GeoGebra e sua funcionalidade em
sala de aula para o processo de ensino e aprendizagem de Matematica. Além disso, propomos
problemas para serem levantadas conjecturas a partir da experimentacao e criacdo de objetos
geométricos com o auxilio deste software, para que, na sequéncia, sejam apresentadas suas

devidas demonstracgdes.

4.1 O GEOGEBRA EM SALA DE AULA

O GeoGebra € um software gratuito de Matematica dindmica e
multiplataforma que reline geometria, algebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e
calculos simbdlicos em um Unico ambiente. Criado por Markus Hohenwarter, 0 GeoGebra foi
desenvolvido para ser um aliado no processo de ensino e aprendizagem da Matematica em
todos os niveis de ensino.

O referido software pode propiciar oportunidades para o desenvolvimento do
raciocinio e para a troca de ideias, envolvendo conceitos ja conhecidos e
explorando novos conceitos, exigindo que os alunos usem raciocinio
dedutivo e analisem cada possibilidade apresentada. Através dessa

exploracdo, os alunos podem adquirir mais maturidade geométrica, atingindo
niveis mais altos de compreenséo (VIEIRA, 2010, p. 60).

Segundo Zulatto (2002), o uso de softwares de Geometria Dinamica possibilita
realizar construcdes geométricas, feitas usualmente com régua e compasso, de maneira
dindmica e rapida. A utilizacdo desse recurso leva o aluno a averiguar a veracidade de suas
hipoteses ou a validade de propriedades enunciadas.

No que tange a exploracéo, o aluno pode formular suas proprias conjecturas
e tentar verificar se elas sdo validas. Ou seja, o proprio aluno ira realizar a
verificacdo e validagdo da conjectura que formulou. Isso é possivel devido
aos recursos dos softwares, como arrastar, que possibilita a simulacdo de
diferentes casos da figura, como se o aluno estivesse verificando “todos” os
casos possiveis de uma mesma familia de configuracdo (ZULATTO, 2002,
p. 21).

Observando as medidas apresentadas pelo software apds cada deformacéo, é

possivel comprovar conjecturas, mas é importante que, ao se utilizar softwares de geometria
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dindmica, o professor tenha em mente que hé& necessidade de estimular os alunos a demonstrar

os resultados. Ou, ainda, nas palavras de Freitas,
[...] a apresentacdo de demonstragOes gerais de resultados ndo invalida nem
menospreza a atividade de descoberta, baseada em casos particulares, de
regularidades que se vém a revelar como sendo resultados gerais. Mesmo na
investigacdo matematica este tipo de aproximagdo é muito frequentemente
usado, como tentativa de descobrir o resultado que se procura. No entanto,
ninguém deve ficar convencido da veracidade de uma afirmacdo matematica
geral a partir de exames de casos particulares, por muito numerosos que eles

sejam, pois essa analise nunca é equivalente a uma demonstracdo
(FREITAS,2011, p. 5).

Os Parametros Curriculares Nacionais (1998) destacam a importancia da

construcdo de argumentos plausiveis pelos alunos, uma vez que a pratica da argumentacdo é

fundamental para a compreensdo das demonstragdes. Dessa forma, os PCN (BRASIL,1998,

p. 126) afirmam serem muito propicias as atividades de geometria a fim que o professor

construa, através de experiéncias concretas, um caminho que leve os alunos a compreenderem

0 guanto a prova € importante e necessaria para legitimar as hipéteses levantadas. Segundo as
OrientacGes Curriculares para o Ensino Médio, para isso é necessario

[...] colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize o

raciocinio matematico — nos aspectos de formular questdes, perguntar-se

sobre a existéncia de solucdo, estabelecer hipdteses e tirar conclusoes,

apresentar exemplos e contraexemplos, generalizar situacGes, abstrair

regularidades, criar modelos, argumentar com fundamentacdo ldgico-
dedutiva. [...] (Brasil, 2006, p. 70).

4.2 GEOGEBRA NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS ISOPERIMETRICOS

Problema 4.2.1 — Entre todos os retangulos de perimetro fixo, encontrar

aquele que tem maior area.

Solucéo: Para a solucdo desse problema, devemos iniciar fazendo o seguinte

guestionamento:

Como construir varios retangulos com o mesmo perimetro usando o software

GeoGebra?

Para construirmos retangulos de mesmo perimetro, é necessario primeiramente
fixarmos o valor para o perimetro. Consideremos o retangulo de perimetro fixo p e lados de

medidas a e b, entdo p = 2.(a + b).
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Figura 52 — Retangulo de lados a e b.

a

Fixar o perimetro significa mantermos fixa a soma dos lados de medidas a e b.
Dessa forma, devemos utilizar a ferramenta “segmento com comprimento fixo” para construir
um segmento AB e “novo ponto” para inserir um ponto C movel sobre o segmento AB. Para
determinarmos os segmentos AC e CB, devemos utilizar a ferramenta “segmento definido por
dois pontos” e, em seguida, medir esses segmentos com a ajuda da ferramenta “distancia,
comprimento ou perimetro”. Assim, movimentando o ponto C sobre 0 segmento AB,

obteremos diferentes medidas para os segmentos AC e CB.

Com o intuito de facilitar o inicio deste processo de investigacao, € interessante
estabelecermos uma medida para o perimetro do retangulo como, por exemplo, 20 cm. Dessa

forma, sendo o perimetro 20 cm, o segmento AB medira 10 cm.

Figura 53 — Ponto mével C sobre 0 segmento AB.

AB 10

by :
AC — 3.56 CB — 6.44

AB — 10
A B
A AC — 5 CB = 5

AB — 10

o °

A AC — 7 - CB — 3 '

Definidos os segmentos AC e CB, construiremos dois circulos concéntricos, de

raios de medidas iguais a AC e CB. Auxiliados pela ferramenta “segmento definido por dois
pontos”, construiremos 0 raio de cada um dos circulos, de tal forma que fiquem

perpendiculares. Para isso, usaremos a ferramenta “reta perpendicular”.
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Figura 54 — Circulos concéntricos e raios perpendiculares no GeoGebra.
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Para finalizarmos a constru¢cdo do retangulo devemos, com a ferramenta
“circulo dados centro e raio”, construir um circulo de centro no ponto F e raio de medida
igual a AC, e outro de centro no ponto E e raio de medida igual a CB. O ponto de intersecc&o
desses dois circulos serda o quarto veértice do retangulo, que iremos destacar utilizando a
ferramenta “poligono”. Ressaltamos que, na construcdo realizada, AC = DE = FG e

CB = DF = EG.

Figura 55 — Retangulo no GeoGebra.
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Para determinarmos o perimetro e a area do retangulo construido utilizamos as

ferramentas “distancia, comprimento ou perimetro” e “area”.

Como podemos observar pelas imagens abaixo, movimentando o ponto C

pertencente ao segmento AB, podemos concluir que, dentre todos os retangulos de perimetro

20 cm, o quadrado de lado 5 ¢cm é o que tem maior area.

-
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Figura 56 — Perimetro e area indefinidos para AC = 0 e CB = 10.
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Figura 57 — Retangulo para AC = 1,23 e CB = 8,77.
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Figura 58 — Retangulo para AC =3 e CB = 7.
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Figura 59 — Quadrado para AC = CB = 5.
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Figura 60 — Retangulo para AC = 6,1 e CB = 3,9.
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Figura 61 — Perimetro e &rea indefinidos para AC = 10 e CB = 0.
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Apos esta etapa de investigacdo no GeoGebra, é fundamental que o aluno seja
motivado a repetir a atividade para retdngulos com outras medidas de perimetro, pois,
segundo Vieira (2010, p. 59), “o ato de explorar de diferentes formas e experimentar varias
possibilidades de manipulacdo de um objeto geométrico pode servir para validar determinadas
conjecturas formuladas durante a investigagdo”. Através dessa investigacdo, € possivel
observar que, diferente do Geoplano, o GeoGebra ndo se limita a determinados perimetros
para se concluir que o quadrado é o retangulo que delimita maior area, pois no GeoGebra

podemos utilizar qualquer medida real para os lados dos poligonos.

Consideramos que esta atividade usando o GeoGebra € indicada para
estudantes que tenham maior conhecimento e maturidade matematicos. Assim, as
argumentacdes que comprovam a afirmacdo de que entre os retangulos de perimetro fixo, o
quadrado é que possui maior area, podem ser justificadas por meio de discussdes mais
elaboradas, quando comparadas a demonstracdo de Zenodoro apresentada no Problema 3.2.5.

Logo, nos dedicaremos a este propdsito nas provas abaixo.

Podemos recorrer ao estudo das fungbes quadraticas para apresentar a solucao

para este caso particular, em que o perimetro do retdngulo mede 20 cm.
Sejam x e y as medidas dos lados do retangulo de perimetro 20 cm. Assim,
2x+2y=20ox+y=10 &y =10 —x.
A érea do retdngulo seré dada por
A=xy=x(10—x) = —x% + 10x.
Considerando que a area A é dada por uma fun¢do quadratica e lembrando que

~ i b A
0 extremo de uma funcdo quadratica é dada pela coordenada | — Z; ~ ) segue que a

area maxima seré dada para a coordenada x do vértice. Logo,

_ b _ -10o _-10_.
= e T 2(-) T =27
A construcio do grafico da fungdo A = — x2 + 10x permite a visualizagio do

vertice V = (5; 25), que é o ponto onde a fungdo atinge seu maximo (Figura 62).

Substituindo o valor de x na igualdade y = 10 — x, obtemos y = 5.
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Portanto, o retangulo de &rea maxima sera um quadrado de lado 5 cm.

Figura 62 — Gréfico da fungdo A(x) = — x? + 10x.
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Mostraremos agora que, entre todos os retangulos de mesmo perimetro, o
quadrado é o que determina maior area. Apresentaremos quatro demonstracdes, sendo que
uma delas utiliza a argumentacdo das funcdes quadraticas. Também serdo apresentadas

demonstracdes que usam desigualdades e o argumento de prova por contradig&o.

Demonstracédo 1: Sejam x e y as medidas dos lados do retangulo e p o seu
semiperimetro. Assim, x +y = p.

A éarea do retangulo sera dada por A = xy.
Da relacdo do semiperimetro, temos y = p — x. Entdo, segue que
A= x.(p-x)=—x%+px,
onde p é uma constante.

Note que se trata de uma funcdo quadratica em que o coeficiente do termo

quadratico € negativo, portanto a &rea maxima sera dada para a coordenada x do vértice.

Logo,
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Dessa forma, o valor de x que define area méxima é x = — . Da relacdo do

N

semiperimetro, y = p — x,temosy = p —

NS
NS

Portanto, temos x = y, mostrando que o retangulo de area maxima € um

quadrado.

Demonstracéo 2: Sejam x e y os lados de um retdngulo. O perimetro e a area

s&o respectivamente 2(x + y) e xy.

Usando a desigualdade das médias aritmética e geométrica para 0s nimeros

positivos x e y e elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade, obtemos que

x + y)z
< .
= ( 2
Assim, a area ndo pode ser maior do que [(x + y)/2]?, e a igualdade ocorre s,
e somente se, x = y. Portanto, entre todos os retangulos de mesmo perimetro, o quadrado é o

que determina maior area.

Demonstracéo 3: Seja R um retangulo de dimensdes x e y. Logo, o0 perimetro
é dado por P = 2x + 2y, e a area da sua regido é dada por A; = xy. O quadrado Q, de
mesmo perimetro que R, tem lado medindo (x+y)/2, e sua area é dada por
A, = [(x + y)/2]?. Pretendemos mostrar que A, > A,, 0 que equivale a mostrar que
A, — A; é ndo negativo. Usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,

temos que

x+y

x + y\? x + y\?
3 21/xy<:)< 5 ) ny(:)( > )—xyZO(:)AZ—AIZO.

Da ultima desigualdade, concluimos que A, > A;. Consequentemente, 0

quadrado é o retangulo de maior area fixada.



80

Demonstracéo 4: Prova por contradigéo.

Seja 0 quadrado com lados medindo x e o retangulo com lados medindo x e y,

sendo y > x.

O quadrado tem éarea igual a x2 e perimetro 4x. O retangulo tem area igual a

xy e perimetro 2x + 2y.

Como, pela suposicdo, y > x, entdo segue que a area do retdngulo é maior que

a area do quadrado. Logo,
xy > x2.

Mas como 0s perimetros sdo iguais, temos 4x = 2x + 2y, ou seja, x =y, 0

que seria uma contradicdo. Portanto, a area do retdngulo ndo é maior que a do quadrado.

Problema 4.2.2 — Dentre todos os triangulos de base fixa e perimetro dado,

qual é o de maior area?

Solugéo: Assim como no Problema 4.2.1, para a solugdo desse problema,

devemos iniciar fazendo o seguinte questionamento:

Como construir, usando o software GeoGebra, varios triangulos sendo dados a

medida da base e o valor do perimetro?

Para construirmos triangulos de mesmo perimetro, sendo dado a medida de um
de seus lados, devemos primeiramente fixar a soma dos outros dois lados. Dessa forma,
devemos utilizar a ferramenta “segmento com comprimento fixo” para construir um segmento
AB e “novo ponto” para inserir um ponto C movel sobre o0 segmento AB. Para determinarmos
0s segmentos AC e CB, devemos utilizar a ferramenta “segmento definido por dois pontos” e,
em seguida, medir esses segmentos com a ajuda da ferramenta “distdncia, comprimento ou
perimetro”. Assim, movimentando o ponto C sobre o segmento AB, obteremos diferentes

medidas para os segmentos AC e CB.
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Figura 63 — Ponto movel C sobre 0 segmento AB.
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Definidos os segmentos AC e CB, construiremos um segmento DE de medida
fixa utilizando a ferramenta “segmento com comprimento fixo” e, com a ferramenta “circulo
dados centro e raio”, construiremos um circulo de centro no ponto D e raio de medida igual a
AC, e outro de centro no ponto E e raio de medida igual a CB. Com o icone “novo ponto”,
um ponto F serd inserido na interseccdo desses dos circulos. Assim, utilizando a ferramenta

“poligono”, desenhamos o tridngulo DEF.

Neste momento, devemos deixar claro para o aluno que, na construgédo

realizada, AC = DF e CB = EF.

Para determinarmos o perimetro e a area do triangulo construido, utilizamos as

ferramentas “distancia, comprimento ou perimetro” e “area”.

Ressaltamos que, determinando as medidas do triangulo, como por exemplo

perimetro igual a 16,5 cm e base igual a 6,5 cm, podemos facilitar as conclusdes dos alunos.

Pelas Figuras 64, 65, 66 e 67, podemos observar que, arrastando o ponto C do
segmento AB, o tridngulo DEF se modifica, mas seu perimetro se mantém. Assim,

verificamos que o tridngulo de &rea maxima é o isosceles.



Figura 64 — Triangulo para AC = 1,76 e CB = 8,24.
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Figura 65 — Triangulo para AC = 2,65 e CB = 7,35.
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Figura 66 — Triangulo para AC = CB = 5.
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Figura 67 — Triangulo para AC = 6,21 e CB = 3,79.
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Além de explorar o problema isoperimétrico, esta construcdo de tridngulos no
GeoGebra permite investigar sob que condicGes é possivel construir um tridngulo. As
atividades que seguem visam analisar a possibilidade de construir ou ndo um triangulo

conhecendo-se as medidas de seus lados.

Analisando a construcdo feita no software GeoGebra, podemos responder as

questdes a seguir.
a) Existe triangulo para DF = 1,762

Solucédo: Sim. Basta observarmos a figura desenhada ap6s arrastarmos o ponto

C, tal que AC = 1,76 (Figura 68).

Figura 68 — Triangulo para AC = 1,76 e CB = 8,24.
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b) Existe triangulo para DF = 1,75?

Solucdo: Nao. Basta observarmos a figura desenhada ap0s arrastarmos o ponto

C, tal que AC = 1,75 (Figura 69).



Figura 69 — Triangulo para AC = 1,75 e CB = 8,25.
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¢) Existe triangulo para 0 < DF < 1,75?
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Solucdo: Nao. Basta observarmos a figura desenhada apds arrastarmos o ponto

C,tal que 0 < AC < 1,75 (Figura 70).

Figura 70 — Triangulo para AC = 1,54 e CB = 8,46.
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d) Existe triangulo para DF = 8,247

Solucédo: Sim. Basta observarmos a figura desenhada apds arrastarmos o ponto

C, tal que AC = 8,24 (Figura 71).

Figura 71 — Triangulo para AC = 8,24 e CB = 1,76.

L seesse
(Arquivo Editar Exibir Opg3es Ferramentas Janela Ajuda

AREPNERNS=E

+ Janela de Aigebra 1|+ Janela de Visualizagao
Cénica (226,22.72
s e:(x-13.017+(y
s (x-19.517 +(y -
Numero
a,=10
4,265
distanciaAB = 10
distanciaAC = 8.2¢
distanciaCB = 1.7¢
distanciaDE = 6.5
distanciaDF = 8.24
distanciakF = 1.76
perimetropolt = 1
Ponto

» A=(24.86,7.03) .
2 B=(34.86,7.03) : OF 834

Perimetro de FED = 16.5

B 1 Area de FED =097

DE = 65" = EF =176

s F=(21.25,12.93)
Segmento

saz10

s b=824

s e=176 AB = 10
+d=65 )
s d =176

s e =824 AC = 824

Triangulo
3 polt =0.97

Entrada:

21,265 . o B =

1.76

Fonte: o proprio autor

e) Existe tridngulo para DF = 8,25?

Solucéo: Nao. Basta observarmos a figura desenhada ap0s arrastarmos o ponto

C, tal que AC = 8,25 (Figura 72).

Figura 72 — Triangulo para AC = 8,25 e CB = 1,75.
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f) Existe triangulo para 8,25 < DF < 10?

Solucdo: Nao. Basta observarmos a figura desenhada apds arrastarmos o ponto

C, tal que 8,25 < AC < 10 (Figura 73).

Figura 73 — Triangulo para AC = 8,73 e CB = 1,27.
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g) Como vocé explicaria a existéncia ou ndo do triangulo nos itens anteriores?

Solucdo: Pela Desigualdade Triangular sabemos que, num triangulo, o

comprimento de um dos lados é sempre inferior a soma dos comprimentos dos outros dois

lados, ou seja, no tridngulo DEF, DE < DF + EF, DF < DE + EF e EF < DE + DF.
Logo,
e nos itens (a) e (d) os tridngulos estdo definidos, pois
1,76 < 8,24 + 6,5
8,24 < 1,76 + 6,5
6,5 < 1,76 + 8,24

e nos itens (b) e (e) os tridngulos ndo estdo definidos, pois
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8,25=175+65

e no item (c) os tridangulos ndo estardo definidos, pois

EF > DE + DF

e no item (f) os tridngulos néo estardo definidos, pois

DF > DE + EF

h) Arrastando o ponto C, podemos observar que o triangulo assume varias

formas, mas seu perimetro ndo se altera. Qual deles é o triangulo que encerra maior area?

Solucéo: Entre todos os tridngulos, onde é dado um lado e a soma dos outros

dois lados, o triangulo is6sceles € o de area maxima.

Como dissemos anteriormente, as construgdes no Geogebra estimulam a
aprendizagem, mas nao demonstram. Desse modo, caso o professor ache conveniente,
sugerimos trés demonstracbes para esse problema. A primeira demonstracdo, baseada na
solucdo dada por Pasquali (2004, p.40), parte do principio de que a elipse € o lugar
geomeétrico do terceiro vértice do tridngulo formado pelos lados cuja soma é dada; a segunda,
encontrada no livro de Major (2013, p.88), utiliza a desigualdade triangular e a desigualdade
entre as médias aritmética e geomeétrica; ja, a terceira utiliza-se da férmula de Herdo para

argumentar sobre o valor méximo de uma fungdo quadratica.

Demonstracédo 1: Considere o tridangulo ABC, de perimetro P e lado AB de
medida fixa. O ponto C do tridngulo estara a uma distancia AC do vértice A e a uma distancia
BC do vértice B, tal que P — AB = AC + BC, ou seja, AC + BC é uma constante. Sabendo
que a elipse € o lugar geométrico dos pontos de um plano tal que a soma de suas distancias a
dois pontos fixos, denominados focos, € constante, temos que o ponto C esta sobre uma elipse
com focos nos pontos A e B. Logo, o triangulo de area méxima € o de maior altura, que ocorre
quando AC = BC (Figura 74). Portanto, entre todos os triangulos onde é dado um lado e a

soma dos outros dois lados, o triangulo isésceles é o de area maxima.
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Demonstracéo 2: Considere o triangulo ABC, de perimetro P =a+b +c e

, cujo lado AB possui medida fixa c.

Segue, pela desigualdade triangular, que

b+c>aea+c>h.

Assim,a+ b+ c > 2a,0useja,p >aea+b+c>2b,istoé p > b. Entdo,

p — a e p — b sdo nimeros positivos.

Aplicando a formula de Herdo e a desigualdade entre as médias aritmética e

geomeétrica para 0s nimeros positivos p — a € p — b, obtemos

A= Jpp—a)@-Db)p—c)=p®—c)J®—a)p—Db)

— —b / _
Sm@ Q)Z(P ):C P(s c)

triangulo isdsceles é o que tem area maxima.

em gue a igualdade ocorre se, e somente se, p —a = p — b, isto é, quando a = b. Portanto, o
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Demonstragdo 3: Considere o tridngulo ABC de lados BC =a, AC=b e

AB = ¢, com perimetro fixo 2p e base fixa c.

Figura 75 — Triangulo ABC.

C

A c B

Pela formula de Herdo, a area A do tridngulo é

A=Jplp—a)p-b)(p—c)

a+b+c

ondep =

Como as medidas p e ¢ sdo fixas, temos que o produto p(p —c) é uma
constante. Assim, a area do triangulo sera maxima quando o produto (p —a)(p — b) for

méaximo. Note que a + b = 2p — ¢, isto &, a = 2p — b — c, entdo
p-—a)p-b)=@-2p+b+c)(p—-Dh)
=(-p+b+c)p—Db)
= —p?+2bp—b*—chb+cp
=—b%+(2p—c)b+cp —p>.

Logo, a expressio € wuma funcdo quadrdtica na variavel b,
f(b) = —=b% + (2p — c)b + cp — p?, e atingira seu valor maximo quando

_2p-c

b=

ou seja, b = a.

Portanto, o tridngulo ABC, de perimetro 2p e base fixa ¢, de maior area é

isésceles.
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Problema 4.2.3 — Dentre todos os triangulos com um dado perimetro,

encontrar aquele com area maxima.

Solucéo: Pelo Problema 4.2.2 temos que, dentre todos os tridngulos de base e
perimetro fixos, o tridngulo isdsceles é o que encerra maior &rea. Agora, neste problema o

perimetro continua fixo, mas a base pode variar.

A pergunta neste caso é: como construir no GeoGebra vérios tridngulos

isésceles sendo dado o valor do perimetro?

Para construirmos triangulos isosceles de mesmo perimetro, devemos variar a
medida da base e manter os outros dois lados com medidas iguais. Dessa forma, devemos
utilizar a ferramenta “segmento com comprimento fixo” para construir um segmento AB e
“novo ponto” para inserir um ponto movel C sobre o segmento AB. O segmento AC assim
determinado serd a medida da base do triangulo a ser construido. O segmento CB devera ser
dividido ao meio para determinar os outros dois lados iguais. Assim, utilizando a ferramenta
“ponto médio ou centro” para o segmento CB, obtemos o ponto D. Para determinarmos 0s
segmentos AC, CD e DB, devemos utilizar o icone “segmento definido por dois pontos” e, em
seguida, medir esses segmentos com a ajuda da ferramenta “distdncia, comprimento ou

perimetro”. Assim, movimentando o ponto C sobre o segmento AB, obteremos diferentes

medidas para os segmentos AC, CD e DB, sendo que CD = DB.

Assim, como nos problemas anteriores, estabeleceremos uma medida para o
perimetro, como por exemplo, 18 ¢cm, para que o processo inicial de investigacdo se torne
mais organizado. Dessa forma, o segmento AB, que representa a medida do perimetro do

triangulo, medira 18 cm.

Figura 76 — Movimentacgdo do ponto C sobre o segmento AB.

AB = 18
. o o
A AC = 10 D=4 D DB = 4
AB =18
A AC =6 D=6 DE =6
AB = 18
L o ]
AC =72 CD = 54 D DB = 5.4

Fonte: o proprio autor
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Definidos os segmentos AC, CD e DB, construiremos um segmento EF

clicando em “segmento com comprimento fixo” tal que EF = AC e, com a ferramenta

“circulo dados centro e raio”, inserimos um circulo de centro no ponto E e raio de medida

igual a CD, e outro no ponto F e raio de medida igual a DB. Com o icone “novo ponto”, seré
insirido um ponto G na intersecgdo desses dois circulos. Assim, utilizando a ferramenta

“poligono”, desenhamos o triangulo EFG. Neste momento, devemos esclarecer aos alunos

que, na construco realizada, temos AC = EF, CD = EG e DB = FG.

Para determinarmos o perimetro e a area do triangulo construido, utilizamos as
ferramentas “distancia, comprimento ou perimetro” e “area”. Destacamos a importancia de se

determinar as medidas dos lados do triangulo para facilitar as conclusoes.

Através das imagens abaixo podemos notar que arrastando o ponto C do

segmento AB, o triangulo EFG se modifica, mas seu perimetro se mantém e EG = FG.

Assim, verificamos que o tridngulo de area méxima é o equilatero.

Figura 77 — Triangulo para AC = 8,86 e EG = FG = 4,57.
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Figura 78 — Triangulo para AC = 4,18 e EG = FG = 6,91.
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Figura 79 — Triangulo para AC = EG = FG = 6.

i
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Fonte: o proprio autor

Apo0s a construcdo no GeoGebra do tridngulo isésceles de perimetro 18 cm, o
professor podera propor alguns questionamentos tais como:

a) Existe triangulo para EF = 3,94? Caso exista, quanto mede a &rea deste
triangulo?
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Solucdo: Sim. Basta observarmos a figura desenhada apos arrastarmos o ponto

C, tal que AC = 3,94 (Figura 80). Sua area mede 13,3 cm?.

Figura 80 — Triangulo para AC = 3,94 e EG = FG = 7,03.
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Fonte: o préprio autor

b) Existe triangulo para EF = 7? Caso exista, quanto mede a area deste

triangulo?

Solugdo: Sim. Basta observarmos a figura desenhada apds arrastarmos o ponto

C, tal que AC = 7 (Figura 81). Sua area mede 14,85 cm®.

Figura 81 — Triangulo para AC = 7 e EG = FG = 5,5.
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Fonte: o préprio autor
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c) Existe triangulo para EF = 9? Como vocé justificaria este fato?

Solucdo: Nao. Basta observarmos a figura desenhada apds arrastarmos o ponto
C, tal que AC = 9 (Figura 82). Analisando a imagem no GeoGebra, é possivel perceber que

EG + FG = 9 e, pela desigualdade triangular, sabemos que, num triangulo, o comprimento de

um dos lados é sempre inferior a soma dos comprimentos dos outros dois lados, ou seja, no
triangulo EFG devemos ter AC < EG + FG , 0 que ndo ocorre neste caso em que temos

AC = EG + FG.

Figura 82 — Triangulo para AC =9 e EG = FG = 4,5.
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Fonte: o proprio autor

d) Existe tridngulo para EF > 9? Como vocé justificaria este fato?

Solucdo: Nao. Basta observarmos a figura desenhada apds arrastarmos o ponto
C, tal que AC >9 (Figura 83). Em todos 0s casos, em que 9 < AC < 18, temos que
AC > EG + FG e, como sabemos, pela desigualdade triangular, s6 existe tridngulo EFG

quando AC < EG + FG.
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Figura 83 — Triangulo para AC = 9,98 e EG = FG = 4,01.
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Fonte: o proprio autor

e) Arrastando o ponto C, podemos observar que o tridngulo assume varias

formas, mas seu perimetro ndo se altera. Qual deles é o tridngulo que encerra maior area?

Solucdo: Entre todos os tridngulos com um dado perimetro, o triangulo

equilatero é o de area maxima.

Novamente, destacamos a importancia de realizar a atividade acima com outras
medidas para o perimetro do tridngulo, para que os alunos possam verificar suas hipéteses.
Ressaltamos também a importancia de propor demonstracGes para tal problema. Fica a critério
do professor determinar uma demonstracdo apropriada para a classe onde a atividade sera

aplicada.

Mostraremos que, entre todos os tridngulos de mesmo perimetro, o equilatero é
0 que determina maior area. A demonstracdo 1 € uma prova simples apresentada por Pasquali
(2004, p. 75), pois utiliza a solugdo encontrada no Problema 4.2.2. Ja, a demonstragdo 2 é
feita a partir do livro de Titu, Mushkarov e Stoyanov (2006, p. 21) e faz uso da Férmula de

Herdo e da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.

Demonstracdo 1: Admitamos que o triangulo ABC seja a solucdo para o

problema. Como o perimetro é dado, fixando a medida do lado AB, a soma das medidas dos
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outros dois lados desse triangulo estara fixada. Segue do Problema 4.2.2 que o triangulo ABC

de area maxima é isosceles. Entdo, AC = BC.

Figura 84 — Triangulo isésceles de base AB.

C

Agora, se considerarmos como base fixa o lado BC, temos que a soma das

medidas dos outros dois lados também sera fixada. Assim, pelo Problema 4.2.2, o tridngulo de

4rea maxima continua sendo o isésceles. Logo, AB = AC.

Figura 85 — Triangulo isésceles de base BC.

C

Portanto, podemos concluir que AB = BC = AC, isto é, o triangulo ABC que

encerra maior area € o equilatero.

Demonstracdo 2: Considerando um tridngulo arbitrario com lados medindo a,
beceperimetro 2p = a + b + c. Pela Férmula de Heréo, a area A deste triangulo é dada

por

A=pp—-a)@-b)p—c). O

Utilizando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos que

p-a)+(@-b)+(—-c) 3p—(a+b+c) 3p—2p
3 B 3 3

Vo-a)@-b)@p-c) <
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Logo,

Vo-a@-b)p-c) <

w3

Elevando ao cubo ambos 0s membros da desigualdade, temos

3

p-0@-ne-0<(t) . dn

Assim, relacionando (I) e (II), obtemos

1< (3)3: pr_pt_ V3
= (P\3 27 ~3y33 P o

Observe que ocorre igualdade se, e somente se, p —a =p —b =p — ¢, isto &,

quandoa =b =c.

2

Assim, a &rea de qualquer tridngulo com perimetro 2p, que nao excede e

2\3

- p o L
éigual a , ocorre apenas quando o triangulo é equilatero.
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5 ISOPERIMETRIA COM PALITOS DE FOSFORO

Neste capitulo, serdo utilizados palitos de fosforo durante o processo de
investigacdo da solucdo de problemas isoperimétricos. “A manipulagdo dos palitos de
fosforos com a intencdo de formar figuras geométricas em quebra-cabecas requer o uso de
I6gica e estratégia para resolucdo, enquanto se trabalham conceitos geométricos”(Maciel,
Maciel, 2010).

As atividades propostas neste capitulo foram baseadas no artigo From
Matchstick Puzzles to Isoperimetric Problems, de Tuzson Zoltan (2013). Neste artigo, Zoltan
propde um trabalho com quebra-cabeca de palitos de fésforo, justificando ser uma forma
simples, interessante e instrutiva para aprender nogfes béasicas de isoperimetria, usando

apenas matematica elementar para tornar a aprendizagem acessivel a qualquer pessoa.

5.1 PALITOS DE FOSFORO E A MALHA TRIANGULAR

Problema 5.1.1 — Tomando como unidade de comprimento a medida do
comprimento do palito de fosforo e como unidade de area a medida da area do triangulo
equilatero formado por trés palitos, construa todas as figuras possiveis com perimetro igual a

6 unidades de comprimento, cujas areas possam ser determinadas sem dificuldades.

A seguir, tomando o lado do triangulo equilatero que forma a malha triangular
como unidade de medida de comprimento do palito de fosforo e a area deste como unidade de
medida de area do triangulo equilatero formado por trés palitos, desenhe na malha triangular

(ANEXO A) as figuras construidas com os palitos de fosforo, anotando suas respectivas areas.
Agora, responda:
Figuras com mesmo perimetro tém sempre a mesma area?

Solugédo: A seguir, estdo as figuras que os alunos deverdo construir para que
sejam transferidas para a malha triangular. Observe que foram deixados os palitos do interior

de cada poligono, a fim de facilitar o calculo da area.



100

Figura 86 — Construcbes com palitos de fésforo.

Fonte: o proprio autor

\VAVAVAVAVAVAVAVAVA e
VN VAN M A
\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN

Fonte: o proprio autor

Podemos observar que, mesmo possuindo mesmo perimetro, as figuras nédo
precisam necessariamente ter a mesma area (Figuras 86 e 87). Enquanto os trés primeiros

poligonos da Figura 87 possuem areas iguais a 4 u.a., 0 quarto tem area igual a 6 u.a.

Recomendamos que o professor refaca esta atividade para outras medidas de

perimetros. Nesta atividade, ficamos limitados a trabalhar com medidas inteiras.
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5.2 PALITOS DE FOSFORO E A MALHA QUADRICULADA

Problema 5.2.1 — A cruz da Figura 88 é composta por 12 palitos sem qualquer
sobreposicdo. Considerando o comprimento do palito como uma unidade de medida de
comprimento (u.c.) e o quadrado formado por quatro palitos como uma unidade de area (u.a.),

temos que sua area é 5 u.a., e seu perimetro é de 12 u.c.

Figura 88 — Cruz de palitos.

Fonte: o proprio autor
Agora, utilizando esses 12 palitos, vamos responder as seguintes questdes:

e Com esses 12 palitos, € possivel formar figuras cuja area seja de apenas
quatro unidades de area?

e Quais seriam outras possiveis figuras construidas com 12 palitos?

e Qual seria a menor &rea obtida nas construgdes com 12 palitos? Qual seria

a maior area obtida nas constru¢des com 12 palitos?

Solugdo: Apresentamos, a seguir, trés possiveis construcdes com os 12 palitos,

de forma que a éarea fique inalterada, isto €, permaneca igual a 4 u.a.:

Figura 89 — Poligonos com 12 palitos.

117

Fonte: o proprio autor
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Pelas imagens da Figura 90 podemos concluir que, para determinarmos a area
da primeira construcdo com palitos (Figura 89, construcéo I), temos que subtrair um retangulo
de &rea igual a 2 u.a. do tridngulo retangulo de catetos medindo 4 u.c. e 3 u.c., de area igual a
6 u.a. J4 a area das duas construcbes seguintes (Figura 89, construcGes I1 e 1) pode ser

calculada pela simples translacéo de parte do poligono, como mostra a Figura 91.

Figura 90 — Area do poligono BCDEF.

A F B
A(BCDEF) = A(ABC) — A(ADEF) = 6 — 2 = 4

Fonte: o proprio autor

Figura 91 — Area dos poligonos ABCDEFGHI] e KLMNOP.

H -Zoz Tl by h"-\\
J I%G F \ \\‘ {,’P v 0
N : K L
A B b B/ L M

_____

A(ABCDEFGHLJ) = 4 A(KLMNOP) = 4
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Logo abaixo, temos algumas formas que podem ser feitas com os 12 palitos,
cujas areas podemos medir sem dificuldades.

Figura 92 — Construgdes com 12 palitos.

Vil

Fonte: o proprio autor

Tomando um triangulo formado por 3 palitos, temos um tridngulo equilatero
cujo comprimento dos lados é de 1 u.c.
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Figura 93 — Triangulo equilétero de lado 1 u.c.

Portanto, sua area é

As areas dos poligonos das figuras I — IX sdo, na sequéncia: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 4,

4 —g, 3 unidades de area. A area e a forma das figuras obtidas podem variar de muitas

outras maneiras.

Podemos observar, pelas construgdes feitas que, apesar de mantermos o
perimetro das figuras (12 palitos), a area teve certa variacdo. Entdo, qual seria a menor area

encerrada pelos 12 palitos?

Para respondermos a essa questdo, devemos analisar o paralelogramo, pois sua

area esta relacionada a sua altura, ou seja, A(ABCD) = b . h (Figura 94).

Figura 94 — Paralelogramo com palitos na malha quadriculada.

Fonte: o proprio autor

Observe que, variando o angulo a (Figura 94), ocorre também variacdo da

altura do paralelogramo. Dessa forma, pela Figura 95, podemos perceber que, quando
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a = 90°, temos um quadrado cuja area € 9 u.a., ou seja, quando a = 90°, o paralelogramo
atinge altura maxima. Por outro lado, quando o angulo a se aproxima de zero, a altura do
paralelogramo também se aproxima de zero e, consequentemente, sua area se aproximara de
zero. Portanto, no caso desse paralelogramo, a area pode variar de 0 a 9 (excluindo o zero)

sem que seu perimetro seja modificado.

Figura 95 — Sequéncia de paralelogramos construidos numa malha quadriculada.

Fonte: o préprio autor

Em relacdo a questdo sobre a maior area encerrada pelos 12 palitos, temos

algumas consideracdes a fazer:

e Pelas construcdes feitas, podemos concluir que a figura que encerra a maior
area sera convexa, pois, se tomarmos qualquer uma das figuras nao
convexas e modificarmos a posi¢do de alguns palitos, encontraremos uma

figura convexa de area maior (Figura 96);

Figura 96 — Figuras ndo convexa e convexa com mesmo perimetro.

Fonte: o proprio autor

e Das figuras apresentadas até aqui, temos que o quadrado 3 x 3 encerra a

maior area;
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e Como o quadrado € um poligono regular, entdo deveriamos verificar se ndo
ha outro poligono regular que possa ser construido com os 12 palitos de

forma a encerrar maior area.

Os poligonos regulares que podemos construir com os 12 palitos sdo: triangulo
equilatero, quadrado, hexagono regular e dodecagono regular. Assim, vamos verificar cada

um dos casos. Ja sabemos que a area do quadrado € 9 u.a.
Vamos calcular a area do triangulo equilatero, cujos lados medem 4 u.c.

Figura 97 — Triangulo equilatero de lado 4 u.c.

Seja o triangulo equilatero ABC de lado 4 u.c. e altura h (Figura 97). Pelo

Teorema de Pitagoras, temos
4% = h* + (2)*
Assim,
h =2V3u.c.

Logo, a area deste triangulo equilatero é

4.2v3
A(ABC) = —— = 43 = 6,93 u.a.

Portanto, como 6,93 < 9, temos que a area do triangulo equilatero € menor que

a do quadrado.

Calcularemos, agora, a area do hexagono regular, cujos lados medem

2 u.C..
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Figura 98 — Hexagono regular de lado 2 u.c.

E P D

2

2
O
F C
2
2 B 2
A 1 H 1 B

Seja 0 hexagono regular ABCDEF de lado 2 u.c. O hexagono regular pode ser
dividido em 6 tridngulos equilateros, conforme mostra a Figura 98. Assim, tomando o

tridngulo equilatero ABO de lado 2 u.c. e altura h, temos
22 =h?% + (1)2.
Assim,
h=+3u.c.

Logo, a area deste triangulo equilatero é

2.3
A(ABO) = ——=V3=173ua
Entao,

A(ABCDEF) = 6 .4/3 = 10,39 u.a.

Portanto, como 10,39 > 9, temos que a area do hexagono regular é maior que

a area do quadrado.

Enfim, vamos calcular a area do dodecagono regular de lado 1 u.c.
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Figura 99 — Dodecégono regular de lado 1 u.c.

K

A 12 012 B

Seja 0 dodecdgono regular ABCDEFGHIJKL de lado 1 u.c. Pela Figura 99,
podemos ver que ele pode ser dividido em 12 triangulos isdsceles de base 1u.c. e AOB = 30°.

Assim, tomando o tridngulo isésceles ABO de base 1u.c e altura h, temos

SN0l =

tgl5° =
Logo,

h_1 1 1 2443
2 ‘tg15° 2(2_\/3_) 2

Entdo, a area do triangulo is6sceles ABO é

2++/3
1. ) 2+43
A(ABO) = 5 =— uwa

Portanto, a area do dodecagono em questao é

A(ABCDEFGHIJKL) = 12.

2++/3
+4‘/_ =3(2+vV3) = 11,20 w.a.
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Dessa forma, podemos notar que a area do dodecégono regular superou a do

hexagono regular.

Serd que podemos obter outra figura formada pelos 12 palitos cuja area seja

maior que a do dodecagono regular?

Mostraremos que o dodecdgono regular é o poligono de area maxima que pode
ser construido com os 12 palitos. Para isso, demonstraremos que, entre todos os poligonos
com 0 mesmo numero de lados e com 0 mesmo perimetro, o poligono regular € o que possui
maior &rea e, logo a seguir, que, entre todos os poligonos regulares com 0 mesmo perimetro, o

que tem maior area é o que possui maior nimero de lados.

Teorema 5.2.1 — Entre todos os poligonos com o mesmo ndmero de lados e

com 0 mesmo perimetro, o poligono regular € o que possui maior area.

Demonstragdo: Faremos esta demonstragdo em duas etapas. Em primeiro
lugar, mostraremos que se o poligono tem area maxima, entdo ele deve ter todos os seus lados

iguais, ou seja, € um poligono equilatero.

Suponhamos que o poligono solucdo ndo seja equilatero. Entdo, existem pelo

menos dois lados consecutivos de comprimentos distintos, digamos AB # BC (Figura 100).

Figura 100 — Lados AB e BC consecutivos de um poligono.

C

Substituindo o ponto B por um ponto B’, tal que AB’=B’C com
AB’ + B'C = AB + BC, concluimos, pelo Problema 4.2.2, que a 4rea do triangulo AB’C sera
maior do que a area do triangulo ABC. Logo, obtemos um novo poligono com area maior do
que o poligono original, contradizendo o fato de que ele seria a solucéo. Portanto, o poligono

solucgéo deve ser equilatero.
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Figura 101 — AB' + B'C = 4B + BC.

Em segundo lugar, provaremos que o poligono solucédo é equiangulo. Seja B, o
poligono de n lados que engloba a maior area dentre todos os poligonos de mesmo perimetro
que B,. Suponhamos que n seja par, ou seja, n = 2k. Assim, A;; A,;...; A, S80 0S Vvértices do
poligono. Logo, a reta m divide o poligono em duas partes de mesma area, pois, caso
contrario, bastaria refletirmos a parte de area maior em relacéo a reta A;A,. Analisaremos

uma dessas partes.

Consideremos, entdo, qualquer vértice A; entre A; e A,. Logo, AlzT]Ak = 90°,
pois, pela Proposicdo 2.3.2, essa € a condicdo para que o tridngulo A;A;A, tenha area
maxima, mantendo inalteradas as medidas dos segmentos A;A; e A;A; e as medidas dos lados

entre A; e A,. Assim, utilizando as Proposicdes 2.3.1 e 2.3.2, todos os vértices de cada uma

das duas partes do poligono estdo contidos num semicirculo.

Figura 102 — A, 4;4, = 90°.

Fonte: o préprio autor
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Logo, se Al@Ak = 90° paratodo 1 < j < k, teremos que o poligono P, estard
necessariamente inscrito numa circunferéncia. Como B, € equilatero, entdo ele é regular.
Portanto, se n é par, dentre todos os poligonos com o mesmo nimero de lados e com o

mesmo perimetro, o poligono regular é 0 que possui area maxima.

Agora, suponhamos que n seja impar. Seja P o poligono, ndo equiangulo, de n
lados com perimetro [, a solucdo para o problema e B, o poligono regular de n lados e

perimetro [.

Construamos o poligono P,, regular de 2n lados e perimetro I’ > [ , sobre 0
poligono PB,, tal que P,, seja inscrito no mesmo circulo que circunscreve P,. Assim, pela

argumentacdo anterior, P,,, é o poligono de 2n lados e perimetro I’ de area maxima.

Unindo dois vértices alternados de P,,,, obtemos uma diagonal que € igual aos
lados de P, e também de P. Caso a area de B, seja menor ou igual a area de P, recortando 0s
n tridngulos formados por dois lados consecutivos de P,, e pela diagonal de vértices
alternados e, colando-os sobre os lados de P, obteriamos um poligono de 2n lados com
perimetro ' mas ndo regular e com area maior ou igual & area de P,,. Mas isto é uma
contradicdo, pois P,, é 0 Unico poligono de 2n lados e perimetro I’ de area maxima. Portanto,
dentre todos os poligonos com n lados e com 0 mesmo perimetro, o poligono regular é o que

possui area maxima.

Lema 5.2.1 — Sejam OG e AG duas retas perpendiculares e OH e OA duas

retas obliquas (Figura 103). Entéo,
AG AOG
ju— > = .
HG HOG
Figura 103 — Triangulos OAH e OHG.
0
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Demonstracdo: Vamos desenhar um arco KHJ de centro em O e raio OH,

conforme mostra a Figura 104.

Figura 104 — Triangulos OAH e OHG e 0 arco KH]J.

@)

Note que

A(OAH) > A(setor OKH)
A(OHG) < A(setor OHJ) .
Logo,

A(OAH) A(setor OKH)
A(OHG) ~ A(setor OHJ)

Substituindo e simplificando, temos

AH.0G AOH —2

5 . 3600.7'[. OH
HG.0G HOG  —==2
T W'T[' OH

E>AOH
HG HOG

Somando 1 a ambos os membros da desigualdade, temos

AH+HG AOH HOG
HG HG HOG HOG
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E+H_G>AOH+HOG
HG HOG

Logo,

Teorema 5.2.2 — Entre todos os poligonos regulares com o mesmo perimetro,

0 que tem maior area € 0 que possui maior niumero de lados.

Demonstracdo: Consideremos dois poligonos regulares, P, e P,, cujo
perimetro 2p é o mesmo e com diferentes nimeros de lados, de modo que P, tem mais lados

que P,. Vamos mostrar que P, encerra maior area.

Sejam M; e M, os pontos médios dos lados A, B; e A,B, dos poligonos P; e P,

respectivamente, e C; e C, 0s centros de cada poligono, conforme mostra a Figura 105. Como

A{B; > A,B,, seque que A,M,; > A,M, e podemos tomar sobre o segmento A; M; um ponto

P, tal que PM, = A, M,.

Figura 105 — Triangulos A;B;C; em poligonos regulares.

By

Consideremos os triangulos A;B;C;. Dado que os poligonos sdo regulares, a

razdo entre o lado A;B; e 0 perimetro 2p é igual a razéo entre 0 angulo 2A;C;B; com 360°.

A1By A,C, By A;B; A,C,B,
2p  360° ° T2p  360°
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Dividindo, membro a membro, ambas as igualdades, temos

AB;  ACiBy
A,B, A,C0B,

Logo,

AM; A CM,;
A, M, A,CM,

Ent&o, como PM, = A, M,, segue que

AMy A G My
PM, A,CoM,

Considerando o Lema 5.2.1, temos que

AM, A,C,M
11>111

PM, PCM;~
Assim,
A1Cj1M1 > A1?1M1 .
A,CoM,  PCiM;
Portanto,

A,C,M, < PCM;, e C,A,M,> C,PM,.

Agora, se construirmos um angulo igual a C,A,M, com vértice P, sendo um

lado P M, e o outro um segmento que parte de P e corta a semirreta M, C; em um ponto N que

esta acima de C; (Figura 105), temos que M;N > M, C; e, consequentemente, M,C, > M,C;.

Portanto a ap6tema do poligono P; é menor que a ap6tema do poligono P,.

Como as areas dos poligonos P; e P, sdo, respectivamente,

p-MiC; e p.MCy,

deduzimos que a area de P, € maior que a area de P;.
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CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho busca modificar o ambiente da sala de aula e potencializar
a argumentacao durante o processo de ensino e aprendizagem de geometria. Esperamos que 0
desenvolvimento das atividades sugeridas estimule a investigagdo e o questionamento,
possibilitando aos alunos um despertar pela geometria, proporcionando situacdes propicias a

formulacéo e verificagdo de conjecturas, assim como a demonstragao.

Além de introduzir o estudo de propriedades geométricas, o trabalho
envolvendo a lenda de Dido nos permite um projeto interdisciplinar junto aos professores de

portugués, histdria, geografia e artes.

Alguns recursos didaticos foram apresentados ao longo deste trabalho e
também foram incluidas diversas demonstracfes que poderdo ser utilizadas por professores e
alunos de acordo com a familiaridade e o nivel de conhecimento dos conceitos envolvidos em
cada demonstracdo. Conhecendo as potencialidades dos materiais didaticos manipulaveis e
dos recursos computacionais e, utilizando-os de forma a enriquecer o processo de ensino e
aprendizagem da Matematica, além de valorizarmos a constru¢do do conhecimento de modo
significativo, desenvolvemos algumas importantes caracteristicas como experimentar,
interpretar, visualizar, conjecturar, abstrair, generalizar e demonstrar. Nao podemos nos
esquecer de que o papel do professor ndo pode ser o de um simples transmissor de
conhecimentos, mas o de um mediador durante esse processo, ou seja, deve desenvolver
mecanismos que facilitem a aprendizagem. Além disso, cabe ao professor motivar e envolver
os alunos, fazendo com que eles se tornem elementos ativos durante todo o processo de

ensino e aprendizagem ao invés de meros espectadores.

Destacamos que, devido a falta de tempo, ficamos impossibilitados de aplicar
as atividades sugeridas com os alunos, mas, assim que surgirem oportunidades poderemos
aplica-las, avalia-las e analisar os resultados desta proposta de estudo para o problema
isoperimeétrico. Deixamos aqui uma sugestdo para alguém que queira dar continuidade a esse
trabalho.

Enfim, confiante de que o Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT) atingiu seu objetivo, disposto no artigo 1 de seu regimento, que é de

“proporcionar formagdo matematica aprofundada, relevante e articulada com o exercicio da
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docéncia no Ensino Basico, visando fornecer ao egresso qualificacdo certificada para o
exercicio da profissdo de professor de Matematica”, saliento que este Trabalho de Conclusao
de Curso ja vem contribuindo em minha pratica docente, em sala de aula, e destaco 0s
seguintes pontos: seguranca para atuar com conceitos geometricos, senso critico agucado e

maior conhecimento do GeoGebra.
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ANEXO



ANEXO A

Malha triangular
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