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BERTOLINO, Willyan H. P. O Escalar de curvatura de Ricci e a energia elastica
livre de uma amostra nemética. 2018, 61f. Tese (Doutorado em Fisica) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina.

RESUMO

A descricdo da elasticidade dos cristais liquidos nematicos uniaxiais pela teoria do
continuo é feita pela energia livre de Frank. Nesta tese sera mostrado que alguns de
seus termos podem ser determinados pelo escalar de curvatura de Ricci associada a
variedade diferencial determinada pelo campo diretor da amostra. O resultado foi
obtido partindo de um modelo geométrico onde uma métrica foi construida para
descrever a anisotropia observada nas medidas fisicas e, a partir dessa métrica,
obtém-se o tensor de curvatura e o escalar de curvatura de Ricci, R. Através de uma
comparacdo de R com a energia livre de Frank, a energia elastica livre sera
expressa em duas partes, uma contendo os termos de twist, saddle-splay e splay-
bend, que podem ser expressados em termos de R e outra contendo os termos de
splay e bend que ndo estdo contidos em R. Sera mostrado também que os termos
de splay e bend ndo aparecem em R porque suas geometrias sao intrinsecamente
planas, ou seja, de curvatura nula.

Palavras-chave: Métrica nemética. Curvatura escalar nematica. Energia elastica
livre. Cristais liquidos nematicos uniaxiais. Escalar de curvatura
de Ricci. Geometria diferencial.



BERTOLINO, Willyan H. P. The Ricci scalar curvature and the elastic free energy
of a nematic sample. 2018, 61p. Thesis (PhD in Physics) — Universidade Estadual
de Londrina, Londrina.

ABSTRACT

The description of the elasticity of the uniaxial nematic liquid crystals by the
continuous theory is made by Frank's free energy. In this thesis we will show that
some of its terms can be determined by the Ricci scalar curvature associated with the
differential variety determined by the sample director field. We obtained this result
starting from a geometric model where we constructed a metric, describing the
anisotropy observed in the physical measurements and, from this metric, we build the
tensor of curvature as well as the Ricci’s scalar curvature, R. Through a comparison
of R with the free energy of Frank we have obtained that the free elastic energy can
be expressed in two parts, one containing the terms of twist, saddle-splay and splay-
bend, which can be expressed in terms of R and another containing the terms of
splay and bend that are not contained in R. We will also show that the terms of splay
and bend do not appear in R because their geometries are intrinsically flat, that is, of
zero curvature.

Key-words: Nematical metrics. Nematic scalar curvature. Free elastic energy.
Uniaxial nematic liquid crystals. Ricci scalar curvature. Differential
geometry.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A descricdo da elasticidade dos Cristais Liquidos pela teoria do continuo foi
proposta inicialmente em 1933 por Oseen [1] e é semelhante a teoria elastica dos
sélidos [2]. Neste modelo, a orientacdo média das moléculas/micelas, representada
pelo vetor diretor, n, varia de ponto a ponto se existir deformacdo [3]. Estas
deformacfes sdo causadas por interacbes moleculares tais como: interacdes
eletrostaticas, interacdo de dispersao, interacdo estérica, potencial intermolecular,
etc. [4]. A energia elastica livre de deformacdo associada a uma dada configuracéo
de equilibrio do vetor diretor é separada em cinco constantes elasticas, conhecidas
como splay, twist, bend, saddle-splay e splay-bend e designadas por K;,, K,,, K33,

K,, e K;3, respectivamente [5-7].

As constantes elasticas K,, e K;3 possuem contribuicdo de bordas
(ancoramento) e contribuicdo para o volume da amostra (também chamado “bulk”
em inglés) [5,8]. A determinacdo experimental destas constantes ndo é simples, e
existem poucos modelos prevendo seus valores. Em especial, a constante K5 foi,
por algum tempo, sujeita a uma controvérsia, o paradoxo de Oldano-Barbero [9-12].
Com relacédo as constantes K;;, K,, € K33, existem varios modelos prevendo estes
valores [8, 13-19] bem como suas determinacdes experimentais para uma série de

compostos [8, 13-24]. A proposta de um modelo geométrico aqui apresentada revela



relagbes entre as constantes K,,, K,, e K;3 simplificando a descrigdo dos cristais

liqguidos nematicos uniaxiais.

No capitulo 2 sera descrita a natureza dos cristais liquidos e suas fases, em
gue o foco consistira nos nematicos uniaxiais. Apresentaremos a teoria do continuo

para esta fase especifica.

No capitulo 3 serdo abordadas as operacdes basicas da algebra tensorial,
bem como os principais conceitos da geometria Riemanniana que levam ao escalar

de curvatura de Ricci.

Ja o capitulo 4, contém uma contribuicdo para a teoria dos cristais liquidos
nematicos uniaxiais. Sera definida a métrica que permite calcular a curvatura escalar
da variedade diferencial (manifold) tridimensional, ou seja, o escalar de curvatura de
Ricci para trés dimensfes, onde os detalhes dos célculos esta disponivel no site da
referéncia [25]. Ainda neste capitulo sera mostrado que os termos da energia
elastica livre podem ser separados em termos que contribuem ou ndo para a
curvatura; Uma interpretacdo geométrica do porqué tais termos nao contribuem para
esta curvatura sera abordada. Além disso, o principal resultado deste trabalho que é
a relacdo entre as constantes elasticas dos termos twist, saddle-splay e splay-bend,
resultando em uma reducdo do numero de constantes elasticas necessérias para a

descricdo dos nematicos uniaxiais sera apresentado.

O capitulo 5 constitui as consideracfes finais e as perspectivas futuras,
enguanto que os apéndices A, B e C contém, respectivamente, uma demonstracéo
importante que reduz consideravelmente o nimero de termos do escalar de Ricci; o
determinante do tensor métrico; e um exemplo de calculo do produto vetorial usando

derivada covariante.
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CAPITULO 2

CRISTAIS LIQUIDOS

2.1 MESOFASES

Além das trés fases da matéria amplamente conhecidas, que sdo: sélido,
liguido e gasoso, diversos compostos organicos e sintéticos [26] apresentam uma
série de fases intermediarias entre as fases soélida e liquida, chamadas mesofases

ou cristais liquidos [26].

Nos cristais liquidos, as transicbes de fase podem ser induzidas,
predominantemente, ou por mudancas de temperatura, caso em que 0S cristais
liguidos sao denominados termotrépicos [27], ou por influéncia da concentracdo de
surfactantes, caso em que eles sdo chamados liotrépicos [28]. Os termotropicos séo
importantes do ponto de vista de pesquisas e em aplicacdes comerciais, como em
sensores, displays, etc. [29]. Alguns exemplos de termotrépicos sao: o PAA (p-
azoxyanisole) que exibe a fase nematica na faixa de temperatura de 116°C até 135°C
(pressao atmosfeérica) [30], o 5CB (p-pentyl-p’-cyanobiphenyl), de 22,5°C até 35°C
[31] e o MBBA (N-(p-methoxybenzylidene)-p’-n-butylaniline), de 22°C até 47°C [32].
J& os liotropicos sdo de grande interesse bioldgico [33]; na area de cosméticos [34];
dispositivos eletrdbnicos modernos, como em micro-supercapacitores [35]; farmacos

[36]; dentre outras aplicacdes.
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Inicialmente, os cristais liquidos foram divididos em trés grupos: nematicos,
colestéricos e esméticos [37]. Desde entdo, uma série de novas fases foram
catalogadas, das quais, algumas delas relacionadas aos termotrépicos, podem ser
vistas de forma esquematica pelo fluxograma da figura 2.1 [38]. Para uma descricao

mais ampla das fases, ver o capitulo 4 de [39].

Cristais Liquidos

Termotrdpicos

Massa molar

elevada Massa molar

. baixa
(polimeros)

Moléculas
Discoticas

Polimeros de Moléculas
cadeia principal Calamiticas

Polimeros de
cadeia lateral

2

Nematicos

Arranjo Longo eixo
perpendicular inclinado

(Sa) (Sc)

Nematicos

Nemdticos Torcidos
Ordinarios

(Colestéricos)

Figura 2.1 — Esquema da classificacéo dos cristais liquidos termotrépicos. Adaptado de [39].

As moléculas nos termotrépicos ou micelas (grupo de moléculas) nos
liotropicos que constituem o cristal liquido podem ser alongadas em forma de
bastonetes, chamadas calamiticas [40]; em forma de discos, chamada discoéticas
[41]; em forma de ripas, chamadas sanidicas [42]; ou em forma de banana [43]. As
dimensdes variam desde moléculas extremamente pequenas, como ho caso do PAA
(p-azoxyanisole), com dimensdes da ordem de ~15 x 10 x 5 A [44], até fragmentos

de DNA genémico com comprimento da ordem de 102~103A [45].
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2.2 CRISTAIS LiQUIDOS NEMATICOS

Na fase nematica, as moléculas (ou micelas) tendem a alinhar-se
paralelamente entre si ao longo de um eixo preferencial comum, chamado eixo
anisotropico. E conveniente introduzir um vetor unitario, n, chamado diretor, como

mostra a figura 2.2 a), para descrever a dire¢do local do alinhamento molecular

médio. Como estamos considerando moléculas apolares, as direcbes n e -n sao
equivalentes [46]. Outra caracteristica da fase nematica € que embora exista um
alinhamento direcional, ndo h& ordenamento de longo alcance do centro de
gravidade das moléculas (semelhante aos liquidos convencionais) [de gennes], ou

seja, ndo ha ordenamento posicional de longo alcance, como mostra a figura 2.2 b).

a) Vetor Diretor b) Cristais Liquidos
Nematicos

Figura 2.2 - Fase nemaética. a) vetor diretor que caracteriza a dire¢cao do eixo éptico, b)
Representacdo esquematica da configuracdo das moléculas na fase nematica (adaptado de
[46]).

A direcdo do vetor diretor é obtida através de uma média estatistica [7] que
sera definida na préxima secao. Isto porque uma molécula em equilibrio térmico em
uma dada temperatura possui graus de liberdade de vibracdo e de rotacéo
satisfazendo certas regras da mecanica quantica, chamados modos normais de
vibracdo e modos normais de rotacdo [47]. As referéncias [48-50] contém dados

espectroscopicos de algumas moléculas de cristais liquidos.

As moléculas uniaxiais possuem uma uUnica dire¢cdo principal, ou seja, dos
trés momentos principais de inercia I, dois sédo iguais e 0 outro € ndo nulo [47].

Existem dois casos:
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» Simetria de topo prolato, caso em que I, <I,=1. (moléculas
calamiticas).

» Simetria de topo oblato, caso em que I, > I, = I. (moléculas discaticas).

onde I,, I, e I, s&o 0s momentos principais de inercia correspondendo aos trés eixos
principais de inercia, x4, x;, € x., respectivamente [47]. A molécula uniaxial pode ser
descrita por um vetor unitario, m, que possui a direcdo do eixo principal de inercia

X4, COMO mostra a figura 2.3.

CH, O =( p= N N ~{ poe O =N,

X ¢

?

HBC

Figura 2.3 — Moléculas Uniaxiais — PAA (p-azoxyanisole) é um exemplo de molécula
calamitica e HBC (hexa-peri-hexabenzocoronene) é um exemplo de molécula discética. O

eixo molecular é caracterizado pelo vetor m.

Até o momento, varias mesofases foram catalogadas como variacdes da
fase nematica, por exemplo: nematico quiral ou colestérico (N*) [51], nematico
discético (Np) [52], nematico re-entrante (Nzg) [53], nematico biaxial (Ng) [54,55],

nematico splay-bend (Nsg) [56,57], dentre outras.
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2.3 PARAMETRO DE ORDEM

Vimos na secao anterior que as moléculas podem vibrar e girar em torno de
seu centro de gravidade. Significa que a direcdo do vetor m, que caracteriza a
molécula, muda de dire¢cdo a cada instante. A direcdo do vetor diretor, n, € uma
meédia estatistica destas direcdes. Para analisar esta média, considere a projecéo do
vetor m na direcdo do vetor n, isto €, m-n = cos6, onde 6 é o angulo entre os
vetores. Como toda funcéo f(8) axialmente simétrica pode ser expandida em série

dos polinémios de Legendre P;(cos 8) [39], ou seja,

f(@) = f(cosO) = %[1 + 3(P;(cos 6))P;(cos 8) + 5(P,(cos 6))P,(cos8) +
7(P3(cos 0))P;(cos ) + ... }.

(2.1)

onde,

l

Pl(COS 9) = Zl_l'@

[(cos?0 — 1)!] (2.2)

pode-se considerar esta expansao para 0s nematicos uniaxiais. Como as moléculas
possuem centro de inversdo (simetria cilindrica), os termos impares de P, da

equacéao (2.1) desaparecem [39], com isto,

S 1
f(6) = f(cosO) = zz (4l + 1)S,;P,;(cos 6) (2.3)
1=0

em que, S,; = (P,;(cos 8)). A primeira média estatistica do alinhamento néo trivial de

um nematico € o quadrupolo,
1
S, = (P,(cos 9)) = 5(3 cos? 6 — 1) (2.4)

onde a grandeza escalar S, € o parametro de ordem escalar (alguns autores
representam apenas por S) e mede a dispersdo de m ao redor da direcao definida
por n. Na fase isotropica, S, = 0, pois as dire¢cdes das moléculas séo distribuidas
randomicamente, e (cos?8)=1/3. Se as moléculas estiverem perfeitamente
alinhadas, (n-m)?)=1 e S, =1 [3], que constitui um soélido ideal. As mesofases
possuem valores intermediarios de S, entre zero e um. A figura 2.4 mostra um
esquema de uma molécula girando, bem como das vibragdes atbmicas internas

(modos normais de vibragao) em torno da direcdo do vetor diretor. Medidas deste
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parametro podem ser obtidas pela anisotropia da susceptibilidade magnética, como
sugerido por de Gennes [3] (ou da anisotropia de qualquer outra propriedade fisica
como: dicroismo Optico, birrefringéncia, condutividade térmica e elétrica, difusédo

molecular, etc.), pela ressonancia magnética nuclear, dentre outras.

Figura 2.4 — Orientagdo média. As moléculas em equilibrio térmico na fase nemética giram e
oscilam (modos normais de vibragdo) em torno da direcao média representada pelo vetor

diretor n.

Ja os parametros de ordem mais alta requerem técnicas mais sofisticadas. O
parametro S, pode ser obtido por espalhamento de luz Raman, luminescéncia ou
outro experimento com interacdo Optica de duas ondas [39]. Dados experimentais
destes parametros para alguns compostos podem ser encontrados em [58-60].
Dados experimentais dos parametros S, e Sg ndo foram determinados até o

momento [39].

2.4 TEORIA MACROSCOPICA DO CONTINUO PARA CRISTAIS LiQUIDOS NEMATICOS

Nos solidos elasticos, para pequenas deformacées, o tensor de stress, g;;, €

linear com o tensor de deformacéo, e;;, ou seja,

0ij = Cijkier (2.5)
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onde C;j; € o tensor elastico. A equacdo (2.5) € uma generalizacéo da lei de Hook e

a densidade de energia elastica de distor¢cao é dada por [2],

Yais = %Cijkleijekl- (2.6)

De forma semelhante, as moléculas/micelas podem ser estudadas a partir

de deformacéo elastica [1]. Se nenhuma forca externa estiver atuando (elétrica,
magnético, etc.), a deformacdo ocorre devido a interacdes intermoleculares [39],
cujos principais mecanismos sdo: interacdes eletrostatica, interacdo de disperséo,
interacdo estérica e potencial intermolecular (para moléculas esféricas, o potencial
de Lennard-Jones é usado enquanto que para moléculas alongadas, utiliza-se o
potencial de Gay-Berne [61]), pontes de hidrogénio, interacdes hidrofilicas e
hidrofébicas, etc. [4]. Essas interacdes sdo da ordem de 0,01 — 0,1 eV enquanto que
interagOes intramoleculares (em que ligacdes covalentes sdo predominantes nas

moléculas organicas) sdo da ordem de 1 eV [39].

Nos nematicos o stress é causado pela deformacdo do campo diretor. O
tensor, n; ; = dn;/dx;, cumpre o papel do tensor de distor¢éo e;; [39]. A densidade
de energia livre, f(r), é expandida em torno do estado de alinhamento paralelo
uniforme, f, (detalhes podem ser encontrados em [5,7]). Frank [5] considerou termos
até primeira ordem das derivadas espaciais (incluindo termos quadraticos), obtendo

assim, a densidade de energia livre,

f=fhtfa
onde f;, é a densidade de energia livre devido a distor¢cdo do diretor, expressa por,
_k an; N 1K an; ony, @7
fa=Kij dx; 2 M ox; ax, '

Levando em conta as simetrias (n coincide com a direcéo z, e rotagdes em torno do
eixo z), f4 se resume a [5],

1 , 1 , 1 2
fd=EK11(V-n) +EK22(n-V><n) +EK33(nXV><n)

(2.8)

Para os cristais liquidos nematicos, as constantes elasticas K;,, K,,, K33 €

K,, sdo chamadas splay, twist, bend e saddle-splay, respectivamente [5]. De acordo
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com o teorema do divergente de Gauss, o termo saddle-splay contribui para a
energia livre de superficie e € chamado termo de superficie [5]. A Figura 2.4 mostra

um esquema das configuracdes das moléculas nas deformacdes splay, twist e bend.

As constantes elasticas Ki4, K,, € K33 sao fungbes da temperatura e seus
valores experimentais da ordem de ~2 — 18 X 1077 dinas para o PAA e ~1,5— 10 X
1077 dinas para o MBBA [9]. Em ambos, verifica-se a relacdo K;; > K;; > K,, para

todas as temperaturas da fase nemética.

a) Splay b) Twist ¢) Bend

Figura 2.5 — Deformacdes Elasticas — a) representa a configuragdo das moléculas com

deformacéo do tipo splay, b) deformacgdes do tipo twist e ¢) deformacdes do tipo bend [62].

Em 1971, Nehring e Saupe mostraram que as contribuicbes dos termos de
derivadas de segunda ordem, n; j, eram da mesma ordem que termos de derivada
de primeira ordem ao quadrado, e a energia livre de distorcdo para os nematicos é
escrita por,

1 1 1
Fys =5 K11 (V-1)? + S Kpp(n - VX 1)? + 5 Ky5(n X V X m)? — (2.9)

(Kyy + Ky))V-(nV-n+nxVxn)+ K3V [n(V-n)]

onde K,; também é um termo de superficie, chamado de splay-bend [8].



18

CAPITULO 3

GEOMETRIA DIFERENCIAL

3.1 TENSORES: COMPONENTES CONTRAVARIANTES E COVARIANTES

Iniciaremos esta secao definindo um espaco vetorial seguindo [63].

Um espaco vetorial, E, sobre um campo I', € um conjunto de elementos

x,v, ..., chamados vetores, com a seguinte estrutura algébrica:

. E é um grupo aditivo, isto é, existe um mapa fixo E XE - E,
denotado por,
(x,y) > x+y
e satisfazendo os seguintes axiomas,
. (x+y)+z=x+Qy+2)
i. x+y=y+x
iii.  Existe o vetor nulo 0; isto é, um vetortalque x +0 =0+ x =x
paratodo x € E
iv.  Para cada vetor x existe o vetor —x talque x + (—x) = 0
II. Existe um mapafixo I’ x E - E, denotado por,
4,x) » Ax

e satisfazendo os seguintes axiomas,
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i (Awx = A(ux)

A+ wx=Ax+ux
AMx+y)=Ax+ Ay

iii. l-x=x

Qualquer vetor x € E pode ser escritos em termos de uma familia de
vetores, chamados vetores da base (a condicdo para que este conjunto de vetores
seja uma base de E é que eles sejam simultaneamente um sistema de geradores e

linearmente independente [63]). Com base na referéncia [64], 0 vetor A € escrito por,
A= Ale, + A’e, + A3e, (3.1
onde A%, A% e A3 sdo as componentes do vetor e e;, e, e e; SA0 0s vetores da base.

Outro conceito elementar é a operacdo chamada produto escalar definida
por u-v = ||lul|||v]l cos@, em que 6 € o angulo entre os vetores u e v. Pode-se
demonstrar, usando o teorema de Pitdgoras, uma relacdo entre o produto escalar e

as componentes dos vetores,

wu-v=ulvt +u?v? +udvd = z S utv’ (3.2)
ij
onde,
(1 i=j
Oyj = {0 P % (33)

O produto escalar € uma operacao que permite obter a norma de um vetor a

partir das componentes, por exemplo, para o vetor A,
A-A=|A]% = (4% + (A%)? + (43)2 (3.4)

Embora os valores das componentes dependam da base escolhida, a
quantidade ||A||, € um invariante, que quer dizer que a intensidade do vetor A é
sempre a mesma nao importando quais vetores constituem a base, nem o sistema

de coordenadas adotado. Portanto, o produto escalar € um invariante.

A norma de um vetor também é obtida pela funcédo distancia, d, entre dois
pontos [65]. Considere a seguinte definicdo para a funcéo distancia (que é o caso

usual),
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d(x,y) = llx = yll. (3.5)

A intensidade do vetor A4, no sistema de coordenadas cartesianas, é a distancia
entre o ponto P, = (4%, 4%, A3) e a origem 0 = (0,0,0), definido pela equacdo acima
[65],

d(0,Py) = 110 = P4l = |IAll. (3.6)

A funcdo distancia, d, € um exemplo de métrica e satisfaz as seguintes

propriedades:

)] d(P,Q) = 0, onde a igualdade é valida se, e somente se P = Q

i) d(P,Q)=4d(Q,P)
i) d(P,Q)+d(Q,R) =d(P,R).

A métrica permite definir um espaco métrico:

“Um espago métrico, representado por (X,d), € um conjunto X equipado com a

métrica d: X X X — R satisfazendo as trés condigées i), ii) e iii)” [65].

Desta forma, o espago Euclidiano € um espago meétrico onde o tensor &;;,
definido pela equacao (3.3), € chamado tensor métrico, pois relaciona a distancia
com as componentes. A distancia entre dois pontos infinitesimalmente préximos,
pertencentes a uma curva, também chamado de comprimento de arco, ds, é dado

por,
ds? = Z §jdxida) (3.7)
77

Vale destacar que norma e métrica sao coisas distintas. Norma é o tamanho
de um Unico vetor e métrica € a distancia entre pares de pontos. Como veremos na
secdo 3.3, no espaco Riemanniano a norma nao precisa coincidir com a distancia

entre dois pontos.

O produto escalar permite determinar as componentes do vetor, através de

projecdes. A projecao do vetor u na dire¢ao do vetor v € definida por,

u'v

proj,u = (3.8)

llullllv]]
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Se a projecdo do vetor u na direcdo do vetor v for nula, tais vetores séo

chamados ortogonais e o produto escalar entre eles é nulo, em simbolos,
u-v=0. (3.9)

Se os vetores forem unitarios e ortogonais, chamados ortonormais, eles

satisfazem a relacéo,
e;- ej = 611 (310)

onde e; sdo vetores unitario da base, com i,j = 1,2,3 e §;; & definido pela equagéo

(3.3).

Quando os vetores da base ndo sédo ortogonais, a projecado pode ser feita
paralela ou perpendicularmente aos eixos que contém os vetores da base. Se a
projecdo € feita paralelamente aos eixos, as componentes sdo chamadas
contravariantes e denotadas por indices sobrescritos A, A%, etc., enquanto que 0S
vetores da base séo descritos por indices subscritos e, e,, etc, como pode ser Vvisto
na figura 3.1 a). Entretanto, se as projecOes sdo feitas perpendicularmente aos
eixos, as componentes sdo chamadas covariantes e denotadas por indices
subscritos A;,A,,etc., enquanto os vetores da base sdo escritos por indices
sobrescritos e, e?, etc., também chamado de base dual, como pode ser visto na

figura 3.1 b). Portanto, o vetor A pode ser escrito de duas formas equivalentes,
A= Ale; = Aje’ (3.11)

onde foi utilizada a convencao de soma de Einstein, em que dois indices iguais (um

covariante e outro contravariante) do mesmo lado da equagé&o representa soma.
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Projecéo
paralela Projecdo
a0 8oy paratela
a0 exo x
—
A
> X
Yp Ya
/ / Projecio
/ / 3
Projecio / / pampendicufar
perpendiceiar /' x / a0 exo y
A0 &IX0 X / -3
"“ “\ A 2 e*
A; oz —»
,J
/ e2 A
—5 > = —>
/ ':.'l\_.‘ p ¢ / A
/ / A 1 (" /’/
/
/

Figura 3.1- Componentes contravariantes e covariantes. a) as componentes
contravariantes sdo obtidas por projecfes paralelas aos eixos da base, b) j& as
componentes covariantes séo obtidas por projecdes perpendiculares (adaptado de [65]).

Uma vez escolhido os vetores da base e;, os vetores da base dual e’ sdo

obtidos,
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. e;Xxes
e =—
e, (e, Xe3)
e; X e,
el=—_ (3.12)
e; - (e; xe3)
;e Xe
e’ =

e; (e;xe3)

Com esta definicdo, os vetores da base e; e os vetores da base dual e' satisfazem

uma relacdo semelhante a equacéo (3.10), em simbolos,

e'-e =6 (3.13)

7

onde 6}' é o tensor delta de Kronecker misto, definido de maneira semelhante a

equacao (3.3),

. 1 i=j
L _
6]-—{0 (2] (3.14)

As componentes covariantes e contravariantes do vetor A podem ser obtidas pelos
vetores da base através do produto escalar,
(3.15)
Fazendo o produto escalar do vetor A com ele mesmo, usando a equacéo (3.11),
tem-se,

A-A=4% =A% (e;-€) (3.16)
que, usando a definicdo de base dual dado pela equacéo (3.13), fica,

A-A=A%=A4 (3.17)

que é a forma geral do produto escalar valida quando os vetores da base sdo
ortogonais ou ndo. Quando a base é ortogonal e o sistema de coordenadas for o
cartesiano, ndo ha distincdo entre as componentes covariante e contravariantes,
Al = A;, pois as projecOes feitas paralela ou perpendicularmente sdo exatamente

iguais.

Outra relacdo para o produto escalar pode ainda ser obtida usando

componentes da mesma base,

A-A=AA (e -e). (3.18)
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Se os vetores da base sdo ortogonais, e; - e; = §;;. Entretanto, se os vetores nao sao

ortogonais ou o sistema de coordenadas néo for o cartesiano (coordenadas polares,
por exemplo), o tensor métrico §;; deve ser substituido pelo tensor métrico g;;.

Portanto,
gij=¢€;" ¢ (3.19)
e a equacao (3.18) fica,
A-A=g;,AA. (3.20)
Equivalentemente, em termos da base dual,
A-A=A44i(ee) (3.21)
Em que o tensor métrico contravariante é definido,
gl =e'"-é (3.22)
e a equacao (3.21) torna-se,
A A= gUAA. (3.23)

Com estas definicdes e devido ao fato do produto escalar ser invariante,
podemos mostrar uma importante propriedade dos tensores: a de subir e baixar

indices. Comparando a equacéo (3.20) com a equacéo (3.17), temos,

gijATAT = A'A; (3.24)

ou seja, 0 tensor métrico covariante atuando na componente contravariante fornece

a componente covariante, como se tivesse “baixado” o indice. Equivalentemente,
gluA; = A (3.26)
e o tensor métrico contravariante atua como se tivesse “subido” o indice.

Os tensores métricos covariante g;;, € contravariante gY, sdo inversos um do

outro. Usando as equacdes (3.25) e (3.26), temos,
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(9™ Ai)(gijA7) = AlA; (3.27)
(919™)A Ai = A'A; (3.28)

esta relacdo s6 é verdadeira se,
959" = & (3.29)

gue € exatamente a definicdo de matrizes inversas.

Podemos, também, usar o tensor métrico para expressar o médulo do

comprimento de arco infinitesimal ds = dx'e;,
ds? = g;;dx'dx’ (3.30)

que € a equacao fundamental para calcular comprimentos de curvas no espacgo

Riemanniano.

O tensor metrico g;; € essencial quando se realiza uma mudanga de um
sistema de coordenadas para outro. Considere a mudanca de coordenadas do
sistema x! para o sistema de coordenadas x'‘(x/), dada por,

ox't

I - ]
x 77 (3.31)

Essa é a lei de transformacdo para vetores contravariantes, que sdo 0s vetores

construidos de forma usual.

J& os vetores covariantes, como por exemplo, os vetores construidos a partir
do operador gradiente atuando em uma funcdo escalar, possuem uma lei de

transformacao diferente,

of  ox) of

ax't 9x'toxS

x'l-

(3.32)

Usualmente, muitos autores diferenciam vetores covariantes de
contravariantes pela lei de transformacéo de um sistema de coordenadas para outro
[66,67], seguindo a proposicéo original de Ricci [68]. Essa mudanca de coordenadas

constitui a base para a relatividade [69,70].
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As leis de transformacdes dadas pelas equacdes (3.31) e (3.32) podem ser
estendidas para tensores de ordem mais alta [68] que, no caso do tensor métrico, €
dado por,

, dx* axt
9 = Iz i (3.33)

3.2 CURVATURA GAUSSIANA DE UMA SUPERFICIE EM R3

O estudo de superficie é fundamental em diversas areas da fisica, inclusive,
nos cristais liquidos [71-74]. Especialmente importante € curvatura de Gauss de uma
superficie [75-78]. Nesta sec¢do apresentaremos uma breve discussdo da curvatura
de Gauss de uma superficie embutida no espaco tridimensional. Consideraremos
apenas superficies suaves (que possui derivadas parciais de todas as ordens) e
regulares (que € suave e que 0s vetores tangentes a superficie sejam linearmente

independentes em todos os pontos), e denotaremos por ¢ [79].

Antes de apresentarmos a curvatura de Gauss vamos definir a curvatura de
uma curva e de uma superficie. Seja r(t) uma curva regular em R3, onde ¢t € um

parametro. Se ||r|| = 7 = dr/dt = 1, a curvatura € definida por [79],
k =7 (3.34)

Considerando agora a superficie o(u,v), em que 0s parametros u e v
definem a superficie. A curvatura de uma curva, r = a(u(t),v(t)) (com 7 =1),

pertencente a esta superficie, é definida por,

k= || = J(kn)z + (ky)° (3.35)

onde ¥ =k,N, +k;N, X7 e N, = (0, X 0,)/|loy, X 7,,|| (usando a notagdo o, =
do/ou) é o vetor normal padrdo, como mostra a figura 3.2. A curvatura k, é
chamada curvatura normal, e é obtida pela projecéo de  em N,. J& a curvatura k,,

chamada curvatura geodésica, é obtida pela projecdo de  em N, x 7 [79,80].
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J\I', r f

o

Figura 3.2 — Sistema ortogonal em uma superficie. Os vetores 7, N, € N, X i formam um
sistema ortogonal na superficie. O vetor  pode ser escrito em termos desta base.

Um caso especial ocorre quando a curva r é a intersecao da superficie com
um plano, w, perpendicular ao plano tangente, chamado plano normal, como mostra
a figura 3.3. Neste caso, a curvatura da curva r, coincide com a curvatura normal,
k = k,. Estas curvas especiais sdo chamadas geodésicas, ja que a curvatura

geodésica é nula [79].

Figura 3.3 — Plano normal. O plano w contendo os vetores n e i é chamado de plano normal
e intercepta a superficie em uma curva (em azul). Além disso, € perpendicular ao plano

tangente formado pelos vetores o, € a,,.
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Se o plano w for girado ao redor do vetor normal principal n (que € a direcéo
de #) uma curvatura minima, obtida pela interseccéo do plano w, com a superficie, e
uma curvatura méaxima, obtida pela interseccdo do plano w, com a superficie,
chamadas curvaturas principais, k; e k,, serdo obtidas. Em 1827, Gauss descobriu
que o produto das curvaturas principais € uma propriedade intrinseca da superficie

[81], chamada de curvatura de Gauss, e representada por K,

A curvatura de Gauss preserva isomerias, ou seja, mudando a forma
geometrica da superficiede sem alterar o comprimento de uma curva qualquer
pertencente a superficie, a curvatura de Gauss nao muda. Por exemplo, se uma reta
for desenhada em uma folha de papel plana e se esta superficie for transformada
em um cilindro ou um cone, o comprimento da reta permanece o mesmo. Porém, é
impossivel transformar uma folha plana em uma esfera sem amassa-la, porque a

curvatura de Gauss é diferente para cada superficie.
Quando ||| # 1, é facil mostrar que a curvatura K, pode ser calculada por,

LN — M?

onde L=0,,N;,, M=06,, N;,, N=0,,"N,, E=0,"0,, F=0,"0,€ G=0,"0,
(a demostracdo pode ser encontrada em [79]). Além disso, (fazendo |[|7]|? =

(o 0+ o,v) - (o,u+ 0,v)), 0 comprimento de arco € dado por,
ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv? (3.38)
que, comparando com a equacao (3.30), verifica-se que E = g1, F = g1, = g1 ©
G = go2-
E possivel escrever a curvatura de Gauss em termos do tensor métrico Jij»
apenas. Esse é o famoso teorema egregium de Gauss (teorema notavel de Gauss)

gue equivale a dizer que a curvatura K, pode ser determinada através de medidas

de comprimento na propria superficie (detalhes pode ser encontrado [82]).
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3.3 GEOMETRIA RIEMANNIANA

Nesta secdo serdo apresentados 0s principais conceitos da geometria
Riemanniana, essenciais para o entendimento desta tese. Em 1854, Riemann
generalizou a curvatura Gaussiana para espacos nao Euclidiano, introduzindo o

conceito de “n-fold” [83], hoje chamado de “manifold”.

Um manifold diferencidvel é um espaco topoldgico que localmente se parece
com o espaco Euclidiano e possui estrutura suficiente para que os conceitos do
calculo possam ser aplicados [84]. Por exemplo, superficies embutidas no espaco
Euclidiano tridimensional, discutidas na se¢do 3.2, constituem um manifold de

dimenséao dois.

De acordo com a secdo 3.2, os vetores tangentes a superficie séo
essenciais para obter as componentes da métrica (3.38), no qual se fundamenta o
teorema Egregium de Gauss. Também podemos obter a no¢gdo de vetor tangente
da variedade diferenciavel a partir da nocdo de derivada direcional no espaco
Euclidiano [85].

Assim como a métrica Euclidiana é necessaria para calcular comprimento de
curvas no espaco Euclidiano, métricas Riemannianas sdo necessarias para calcular
comprimento de curvas em espacos Riemannianos, e também, angulos entre

vetores tangentes (no mesmo espago tangente) [86].

3.4 TRANSPORTE PARALELO, DERIVADA COVARIANTE E CONEXAO DE LEVI-CIVITA

Vimos que o espaco Euclidiano é plano, ou seja, as componentes do tensor

métrico, §;;, ndo dependem das coordenadas. Ja o manifold pode ser curvo. Dizer

ji
gue um manifold é curvo significa que quando se move do ponto P para um ponto
vizinho P’, o espaco tangente Tp(M) muda para o espago tangente Tp,(M). Uma
conexao € essencialmente uma estrutura que permite comparar dois espacgos
tangentes de um par de pontos infinitesimalmente separados, isto €, a conexao é

uma estrutura extra que especifica como se transporta um tensor ao longo de uma
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curva. Se o transporte do vetor v € T,,(M), ao longo da curva y, do ponto P até P’,
ocorrer de forma que o vetor ndo muda (suas componentes ndo mudam), ou seja, de
forma que se mantenha paralelo a si mesmo, diz-se que ele foi transportado
paralelamente. Existem varias formas de transportar um vetor paralelamente, um
para cada escolha da conexdo. Se o manifold possui uma métrica, existe uma
escolha preferencial da conexado, chamada conexao de Levi-Civita. Especificamente,
se a derivada covariante do tensor métrico for nula, a conexdo afim € chamada de
conexdo métrica e, se, além disso, a conexdo métrica ndo possuir torsdo, que
implica em F/},, = F,}#, ela é a conexdo de Levi-Civita. Neste caso, se dois vetores u e
v forem transportados paralelamente ao longo de qualquer curva, entdo o produto
interno (que € uma generalizacao do produto escalar) permanece constante sobre o
transporte paralelo. Quando o transporte paralelo de v ao longo da curva y coincide

com o vetor tangente a curva, tais curvas especiais sdo chamadas geodésicas [87].

Para a conexdao de Levi-Civita os coeficientes da conexao se resumem ao

simbolo de Christoffel [88] (demostracédo pode ser encontrada em [87]), ou seja,

1 09km agjm _ agjk) (3.39)

F_l — _ 4im .

k=729 0xJ dxk  oxm
Vale destacar que a conexao ndao € um tensor (demonstracdo pode ser encontrada
em [87,89]) que significa que ndo é possivel dar um significado geométrico
intrinseco do quanto um manifold € curvo analisando apenas a conexao. Isto é feito

pelo tensor de curvatura a ser discutido na préxima sec¢éao.

Considerando a conexdo de Levi-Civita, se t € um parametro da curva vy,
entdo, a derivada covariante de v é a taxa de variagcdo de v com relacdo t. A
derivada covariante difere da derivada parcial e a quantidade que mede esta
diferenca € a conexdo. Para ver isto, considere o vetor A4, representado em termos

de componentes contravariantes,
A = Ale;. (3.40)
A variag&o deste vetor na dire¢do do eixo x’/ é dada por [43],

0A A L
dxJ  0xJ € dxJ’

(3.41)
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Observe que os vetores da base dependem da posicdo. Podemos descrever esta
variacdo em termos dos proprios vetores da base,

de;
-7 = lijex (3.42)

onde F" € a conexao de Levi-Civita que coincide com o simbolo de Christoffel, dado

pela equacdo (3.39). Substituindo a equacdo (3.42) na equacao (3.41) e fazendo

uma mudanca de indices (i « k), temos,

0A 0A! .

— ki )
7= <axf +A rkj> e;. (3.43)
O termo entre paréntesis na equacédo (3.43) € definido como a derivada covariante

[87] do vetor A, e representada por Vin, ou seja,

VAl=ai+AkF- (3.44)
a ] k]. .

De forma semelhante, se o vetor for escrito em termos das componentes

covariantes, a derivada covariante € dada por,

04;

Vi = o~

; — AT (3.45)

Portanto, a derivada covariante difere da derivada parcial pela conexdo de Levi-
Civita.

Geodésicas sao curvas especiais do manifold em que a derivada covariante
€ nula. Isto significa que se transladarmos paralelamente um vetor ao longo de uma
geodésica, ele coincidird com o vetor tangente a curva [91]. As curvas geodésicas
podem ser encontradas resolvendo e equacéao diferencial,

d?xt ; dxt dx*

REARNTE | S 4
dt2 + Lk dt dt (3.46)

onde x‘ sdo as coordenadas da curva [91].

Podemos usar o operador, V, para representar as derivadas covariantes. Se
o tensor for de ordem (0,0), ou seja, um escalar f, a derivada covariante se reduz ao
gradiente [80],
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of

ij = a (3.47)
ou, na forma contravariante,
. . df
= gilv.f = giJ —_
Vi=gVif=g FP (3.48)
Também podemos definir o divergente [80],
dA!

a i

Na equacdo (3.39), o simbolo de Christoffel contraido, I'}};, pode ser escrito em
termos do determinante da matriz dos coeficientes métricos g (a demonstracédo

completa pode ser encontrada em [80] e, alternativamente, [89]),

T} = J—axk Jo (3.50)
e o divergente fica (ap6s uma mudanca de indice mudo i —» k e k — i),
V-A=V,A = (\/_ B. (3.51)

\/—ax‘

Outra relacdo muito importante é o produto vetorial entre dois vetores 4 e B,

onde as componentes do vetor resultante sdo dadas por [80],

C' = eY*kA;By (3.52)
onde €% = (1/,/g)eY*, e o tensor e”/¥, é o tensor de Levi-Civita completamente
antissimeétrico,

1 se o numero de permutacao entre i,j, k for par
etk = ejjx ={—1 seonumero de permutacdo entre i,j, k for impar  (3.53)
0 para outros casos.
Para o rotacional em termos da derivada covariante, temos [80],

(Vx A)' = eUkV, 4. (3.54)

Por fim, o Laplaciano pode ser expresso em termos da derivada covariante.
Por definicédo, o Laplaciano é o divergente do gradiente representado por V2f =V-Vf,

usando as equacdes (3.48) e (3.51), temos [80],
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Vif = ([ gl %). (3.55)

\/_ax

Obviamente, se o espaco for Euclidiano a derivada covariante se reduz a
derivadas parciais usuais. Outras formas vetoriais podem ser encontradas em [80].

Usaremos estas definicdes no capitulo 4.

3.5 TENSOR DE CURVATURA DE RIEMANN

Em geral, a derivada covariante ndo comuta. A curvatura € uma medida da
nao comutatividade da derivada covariante. Considerando a conexao de Levi-Civita

o tensor de curvatura de Riemann pode ser obtido pela relagdo de comutacéo [64],
V,(VpAy) — Vs(VyAg) (3.56)

em que a derivada covariante é dada pela equacdo (3.36). Desenvolvendo esta

equacdo (detalhes podem ser encontrados em [64]), obtém-se,
Vy(VﬁAa) — Vg (VyAa) = (aﬁng - ayra ay I 8 F;ﬁFT%,)AG (3.57)
e o tensor de curvatura de Riemann €,

Zﬁy =0, I;c/1 - a}tFK + Fup/lerV Fyv pA (3.58)

Em outras palavras, considerando o vetor diretor £(0) em um ponto P, e
transportando paralelamente este vetor ao longo de um paralelogramo, formando
uma curva fechada, como mostra a figura 4.2, a direcéo final, (£:(4)), sera diferente

da inicial, (¢'(0)), se o manifold for curvo.
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t-1

3.4 — Curvatura do manifold a partir de um paralelogramo. O vetor £:(0), no ponto
P, emt =0, é transportado paralelamente ate o ponto ¢t = 1 ao longo da geodésica W,. Em
seguida, € transportado paralelamente até os pontos t=2, t=3 e, fechando o
paralelogramo, t = 4, retornando ao ponto inicial t = 0. Se o manifold for curvo, &' (4) #
£(0) (adaptado de [86]).

Em um determinado ponto de um espaco Riemanniano é sempre possivel
escolher um sistema de coordenadas, chamadas coordenadas normais de Riemann,
em que a conexao € nula. Porém, a conexdo € nula em todos os pontos somente se
o espaco for plano. Entdo, a condicdo necessaria e suficiente para o espaco ser

plano é Rgs, = 0 [87].

No caso de superficies de duas dimensGes imersas em R3, apenas quatro
componentes do tensor de Riemann ndo sédo nulas e apenas uma é independente,

que esta relacionada com a curvatura intrinseca de Gauss pela equacao,

_ Rippp

K = (3.59)
g

onde Ryup, = gisRapy € g € 0 determinante do tensor métrico [80]. Portanto, o tensor

de curvatura de Riemann é uma generalizacdo da curvatura de Gauss para espacos

de n dimensdes.

3.6 TENSOR DE CURVATURA DE Riccl E ESCALAR DE RICCI

O tensor de Ricci € obtido por uma contragdo do tensor de Riemann [68],

Rey = RZy, (3.60)
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e 0 escalar de Ricci, por uma multiplicacdo do tensor de Ricci pelo tensor métrico

contravariante g*v,
R = g%Ry,, (3.61)
ou ainda,
R = g#(0,5} — 0aTA, + T TS — TATA) (3.62)

Para uma interpretacdo geométrica do tensor e do escalar de Ricci ver [68].
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CAPITULO 4

CURVATURA NEMATICA

Texturas em cristais liquidos sdo imagens formadas quando uma amostra &
analisada em um microscépico de luz polarizada. A microscopia de polarizacdo é
uma das ferramentas essenciais para a caracterizagdo de novos materiais
mesogénicos sintetizados, pois permite determinar a temperatura de transicdo de
fase e caracterizar a fase através da investigacdo das texturas (que s&o
dependentes da temperatura) entre polarizadores cruzados [91]. Algumas texturas
(de diferentes fases) podem ser vistas na figura 4.1. Tais texturas sdo estudadas
analiticamente pela configuracdo do vetor diretor, que pode ser descrito através de
um sistema de coordenas cartesiano, no referencial fixo de laboratorio. Nesta tese
sera apresentada a caracterizacdo geométrica da textura da fase nemética, usando

a geometria Riemanniana.
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Figura 4.1 — Texturas em Cristais Liquidos. a) Textura Schlieren da fase nematica
(trataremos apenas desta textura neste trabalho), b) Textura da fase colestérica com
condicdo de ancoramento homeotrépico, c) Textura poligonal colestérica (impressao digital),
d) Textura cbnica focal, ) Textura poligonal da fase esmética A, f) Textura natural de uma
amostra com uma sequéncia de fases: N*(baixo)-TGBA*(meio)-SmA*(topo) sob um
gradiente de temperatura [91].
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4.1 METRICA NEMATICA

De acordo com a teoria do continuo dos cristais liquidos (Cap. 2), as
componentes dos vetores diretores sdo escritas em termos da base candnica de um
sistema de coordenadas cartesiano [4-6,8]. Significa que a direcdo do vetor diretor
de uma molécula/micela e de suas vizinhas sdo obtidas transladando o sistema de

coordenadas em que as dire¢des dos eixos da base ndo mudam.

Suponha que o vetor diretor n seja escrito em uma base vetorial ortonormal
fixa no laboratorio, (e, e,, e3), de forma que os vetores que compdem esta base sédo

independentes da posicao, isto &,
n = n'e; = n;e' (4.1)
com a restrigéo,
nin; = §yn'nJ = §Ynn; = 1. (4.2)

Como visto no capitulo 3, as componentes covariantes e contravariantes sao

iguais, n' = n;, devido aos eixos serem cartesianos e ortonormais.

A proposta que se apresenta nesta tese, consiste em supor que o espacgo €
Riemanniano em vez de Euclidiano. Com isto, o vetor diretor pertence a um espaco
tangente de um manifold diferenciavel de trés dimensdes e 0s espacgos tangentes de
pontos proximos sdo comparados via conexdo de Levi-Civita, como discutido na
secdo 3.3. Obviamente, se o manifold for plano, caso em que o espaco Riemanniano

equivale ao Euclidiano, a curvatura intrinseca € nula em todos os pontos da amostra.

Neste modelo, a curvatura intrinseca nao é suficiente para descrever a fase
nematica. Entretanto, o calculo do escalar de curvatura de Ricci, definido na secao

3.6, permite a comparagdo com a energia elastica livre, definida na secéo 2.4.

A abordagem feita aqui € semelhante a seguida por Simdes et al. [92,93],
especificamente, realiza-se uma mudanca de coordenadas para analisar a amostra
neméatica. Na descricdo de Oseen-Frank [4,5] a variacdo do diretor entre duas

moléculas distantes As uma da outra, como mostra a figura 4.4, é feita considerando
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gue a distancia entre os dois pontos infinitesimalmente préoximos ds € dada pela

relacéo (espaco cartesiano),

ds? = §;;dx" dx"/. (4.3)

As

Figura 4.2 — Vetor diretor tangente a uma curva de um manifold. No referencial de
laborat6rio (eixos de cor preta) os eixos da base sdo mantidos fixos quando transladamos
de uma distancia As entre duas moléculas proximas, enquanto que as componentes do vetor
diretor mudam de ponto a ponto. No sistema local das moléculas (eixos de cor verde) os
eixos da base mudam de ponto a ponto de tal forma que o vetor diretor é sempre tangente a

uma curva do manifold (representado pela linha em vermelho).

A esséncia da teoria apresentada neste trabalho esta em considerar que os
vetores diretores em cada ponto da amostra, sdo tangentes a uma familia de curvas

de um manifold de trés dimensdes com a métrica Riemanniana definida por,
ds? = g;;dx‘dx’ (4.4)

onde g;; € o tensor meétrico. Desta forma, o campo diretor € um campo vetorial de
vetores paralelos ao longo de curvas x!(t). A condicdo que o campo diretor
nt (xf (t)), deve satisfazer é [86],

Dn' B dn! - dx!

@ =@ o g = @9

onde l“,ij € a conexao de Levi-Civita. Como o diretor n, coincide com o vetor

tangente a curva dx!/dt, as curvas sdo geodésicas.

Para construir a métrica, sera adotado um sistema de coordenadas que

acompanhe a geometria intrinseca do sistema. Consequentemente, as dire¢cdes dos
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eixos da base mudam de ponto a ponto. Inicialmente, escolhemos trés vetores para
compor a base, denotado s por &;. Além disso, fazemos uma destas direcdes, por
exemplo, &, coincidir com a direcdo do diretor n em todos os pontos da amostra, ou

seja,
n=y¢; (4.6)

Se existir curvatura intrinseca na amostra nematica, os vetores §; mudam de
ponto a ponto, isto é, fi(xj ) e se nao, esses vetores sao equivalentes aos vetores

da base e;. As transformacdes de coordenadas entre os dois sistemas é dada por,

§i = A]i.ej (4.7a)
§ =Nje (4.7b)

onde A’i e A’} sdo as componentes das matrizes de rotacéo local, A, e,

e; = N (4.82)
el = Kig) (4.8b)

onde A] e A’} sdo as componentes das matrizes inversas, A.

Como a matriz de rotacdo A (na equacdo(4.7)) € simétrica, ela é
diagonalizavel [94], ou seja, existe uma matriz Q, construida pelos autovetores (em
gue cada coluna é construida pelas componentes de cada autovetor), tal que
Q"AQ = D, onde D é a matriz diagonal formada pelos autovalores associados a
matriz A. Para que os vetores §; sejam 0s autovetores associados a matriz A, ou
seja, que sejam as dire¢cdes principais, eles devem satisfazer a equacao

caracteristica,
(A} = 268])& =0 (4.9)

onde fizemos e; = A¢; na equacédo (4.8a). Na equacéo (4.9), o indice k foi inserido
para distinguir os vetores associados aos respectivos autovalores e ndo devem ser
somados pelo convencgéo de Einstein. Escrevendo em termos das componentes de

cada autovetor, obtém-se trés sistemas de trés equacgoes,

(A = 3.8))¢t, =0 (4.10)
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Explicitamente,

(A= 4)§ + (A5)§2, + (A3)§3, =0
SRS + (A% - 4)§%, + (A3)¢%, =0
K(Kgi)fl1 + (K3)521 + (Ké - ’11)531 =0
((Kll - 12)612 + (7\%)9{22 + (K13)532 =0
(A3)é, + (A5 —2,)8%, + (A3)é3, =0 (4.11)
(B¢, + (A3)¢2, + (A3 - 2,)8%, = 0
(A5 = 23)8%, + (A3)¢%, + (A5)¢%, = 0
(AD)§', + (A% — 23)¢%, + (A3)§3, = 0
(A3)er, + (A3)e%, + (A3 —23)83, =0

A<

A

onde as propriedades do tensor delta de Dirac, 6{ foram empregadas. A descricéo
dos cristais liquidos nematicos uniaxiais exige que haja apenas uma direcao
preferencial, logo, os autovalores devem ser {1,r,r} em que A4, = 1, corresponde ao
vetor principal &, =n, e 1, = 1; =r . Para determinar os coeficientes da matriz A
que satisfaca estas exigéncias, primeiramente, deve-se escrever a equacao (4.10)

da seguinte forma,
Nt = n6le, (4.12)
Em seguida aplica-se a propriedade do tensor delta 6ijfik = Efk,
Ne =18, (4.13)

agora, substituindo os valores de 1 e trocando a notacéo ¢', =n', &', =p' e &' =

q', obtém-se,
/~\{ni =n/
Apl = rp/. (4.14)
Kq' =rq

Como os vetores da base dual séo ortogonais por definicdo, as seguintes relacdes

sdo validas:

ninj = 6]-"
p'p; = & (4.15)
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e podem ser usadas para expressar a equacéao (4.14) da seguinte forma,
N =nin +r(p/pi + ¢/ q;) (4.16)

desde que os vetores 1, p e sejam ortogonais entre si. A equacédo 4.15 também

pode ser escrita de forma,
n'n; +p'p; + q'q; = &} (4.17)
ou ainda,
p'p; +q'q; = &6f — n'n,. (4.18)
Substituindo a equacao (4.18) na equacéao (4.17), encontramos a matriz de rotacéo,
/T{ = rSij + (1 —r)n'n,. (4.19)
A matriz inversa é obtida usando relacdo AJA¥ = ¥,

1—r

) 1 . ,
A; = ;6} + ( )n‘nj. (4.20)

r

A mudanca de coordenadas do sistema de laboratério para o sistema local

(x'i = x’i(xf)) deve ser feita usando a equagéo (3.33),

dx'™ ax'*

9ij = One 5 T 327 (4.21)

Esta mudanca de coordenadas consiste em encontrar a matriz de rotacao local tal
que se os vetores da base de laboratério fossem girados de ponto a ponto, um deles
sempre coincide com a direcdo principal (direcdo do diretor) que representa a
molécula uniaxial, portanto,

ox't
— =K (4.22)

~

~.

com isto, o tensor métrico €,
gij = S ATAY. (4.23)
Substituindo a equacao (4.19) na equacao (4.23), resulta,
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onde a =r? e as relacdes dadas pela equagdo (4.2) foram utilizadas. Para a

inversa,

gii _lsig 1-a
a a

n‘n/. (4.25)

A Unica restricdo quanto aos autovalores é que r # 0 (caso contrario, A no possui
inversa) , portanto, a > 0 (pois a = r?). O escalar a esta intimamente relacionado
com o parametro de ordem e com a geometria das moléculas/micelas, portanto,
caracteriza o alinhamento do sistema e, por consequéncia, sua anisotropia. A
abordagem da métrica dada pela equacéo (4.24) em termos do parametro de ordem
foi definida por Simbes et. al. e coautores [92,93]. Entretanto, o parametro a aqui
apresentado sera usado de maneira distinta daqueles trabalhos, pois aqui, sera
associado a curvatura intrinseca do manifold e ndo a geometria intrinseca das
moléculas, embora estejam relacionados. Com isto, se os trés autovalores forem
iguais (r = 1), ou seja, se a = 1, as moléculas formam um meio isotrépico e ndo ha
direcdo privilegiada. Neste caso, a equagéo (4.24) se reduz a g;; = §;; em todos 0s

pontos da amostra.

E facil mostrar que a métrica que definimos estad normalizada. Basta
multiplicar a equacdo 4.24 por nin/ e usar as relagdes dadas por (4.2) para obter

gijninj = 1.

4.2 ESscALAR DE CURVATURA NEMATICO

Nesta secdo, 0 objetivo € calcular o escalar de curvatura de Ricci, R, do
manifold com a métrica definida pela equacéo (4.24) e (4.25). O escalar de Ricci é

definido pela equacao (3.62),
R = g/(uT; — il + [Ty — T Tp). (4.26)

onde jik sdo os simbolos de Christoffel (equacéo (3.39)),

l im 0gkm agjm agjk>. (4.27)

r: = - —
Jk Zg <6x1 + dxk  gxm
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Como a equacao (4.27) envolve derivadas de primeira e de segunda ordem

do tensor métrico g;;, e este esta em funcé@o do tensor métrico §;;, referente a outro

ijs
sistema de coordenadas, a seguinte estratégia sera usada para que o tensor §;; nao

apareca na expressao de R: primeiro calculamos a derivada de g;;,

ak(gu) = ak(aSij + (1 - a)ninj)

(4.28)
= (6” — ninj)ak(a) + (1 - a)ak(ninj)
em seguida, isolamos o tensor §;; da equacao (4.24),
ii— (1l—a)nn;
6ij — Yij ( ) iy (4.29)
a
e substituimos na equacao (4.28), resultando,
0(9) = (FI—"2) d(@ + (1~ ) (mumy). (430)
O mesmo procedimento é feito para a derivada do tensor contravariante,
y ind — gl 1— -
d(g¥) = (#) 0, (a) — ( - ) Ok (nin). (4.31)

Também foi empregada a convencao de escrever o escalar de curvatura apenas em
termos de componentes contravariantes do vetor diretor. A fim de mudar a derivada
da componente covariante para contravariante, deve-se usar a propriedade de subir

indice dada pela equacéo (3.26),
0;(n;) = 9;(gyn™) (4.32)

e, desenvolvendo a derivada e usando a equacao (4.30),

a ; ) nna; (nye). (4.33)

1 K
di(ny) = Egikaj(n ) +

O ultimo termo a direita da equacao (4.33) é nulo, em que a demonstracdo pode ser

encontrada no apéndice A. Portanto,

1
d;(n;) = agikaj(nk) (4.34)

Desta forma, apdés muitas manipulacdes das quais envolvem mudancas de indice

mudo e simplificacdes algébricas, obtém-se o escalar de Ricci,
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1-a)
a

R= %ai[ai(a)] + éniai [n/9;(a)] - 0;[n'0;(n/) + n/9;(n')] -

1 . 1 . .
?a (a)o;(a) + ke n/9;(a)d;(a) + (435)

(Baa—zl)njaj(a)ai(ni) + éniai(nf)aj(a) —
1—a)? . ) o .
( Za? [ai(nj)aj("l) - gjkal(n])ai (n*) + nln]gklai(nk)aj(nl)]-

A equacdo (4.35) pode ser expressa na forma vetorial usando-se as
definicdes de derivada covariante definidas pelas equacdes (3.48), (3.51), (3.54) e

(3.55). Além disso, o determinante da matriz definida pelo tensor g;; é g = a*, como
pode ser visto no Apéndice B (observacdo: vale enfatizar que na equacado (3.52)

fazemos eV = (1/a)e"*). Como exemplo deste procedimento, o divergente fica,
1 )
V-n= aai(anl) (4.36)
e, usando a regra da cadeia,
1 )

Von=—n-Va+ d;(nb). (4.37)

Com isto, o termo 9;(n’) pode ser substituido por,
. 1
9;(n)=v-n— —n-Va. (4.38)

Como outro exemplo, o termo 0°[9;(a)] esta relacionado com o Laplaciano. Para ver

isto, calcula-se o Laplaciano,
1 .
Via=V-Va = aai[aglfaj(a)] (4.39)
que, apoés varias manipulacdes algébricas, fica,

9[0;(a)] = V?a — %(n ‘Va)? + (a — 1a?*Va-[nx (Vxn)]

a1 (4.40)
a

(n-Va)V-n

onde n‘n/9;(a)d;(a) = (n-Va)> e n'dy(n/)d;(a) =—a®Va-[nx (Vxn)], cuja

demonstracao esta no Apéndice C.
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Desta forma, cada termo da equacao (4.35) pode ser substituido pela forma vetorial

como segue,

0'[0;(a)] = V?a — %(n -Va)? + (a — 1a?Va - [nx (Vxn)]
(a—1)
a

(n-Va)V-n
n'9;[n/9;(a)] = V- (n(n-Va)) — (n-Va)V-n

9;[n‘9;(n/) + n/9;(n")] = V- (n(V-n)) — a3V [nx (Vxn)] - %V- [n(n-Va)]
(4.41)
+%(n-V0¢)2 —%(n-Va)V-n—ZaZVa- [n X (V xn)]

1 . 1 . . 1
—;al(a)ai(a) + ﬁnlnfai(a)aj(a) = —(nx Va)? - 27 (n-Va)?
. . 1
n/9;(a)d;(n') = (n-Va)V-n — - (n-Va)?
9;(n/)0;(n") — g;x0'(n/)9;(n*) + n'nJ g4,0;(n*)9;(n') = —a*[n - (V x n)]?
e o resultado para o escalar de curvatura de Ricci na forma vetorial é,

R= %Vza + Flziaz(n (U xm)’ +$v- (n(v-n)) -
(=14 a)a®V- (nx (Vxn))|+ %V -(n(n-Va)) — (nx Va)? — (442)

3a+4
2a3

(n-Va)? + % (n-Va)(V-n) +a(l —2a)Va- (nx (Vxn)).

Estes céalculos foram realizados de cinco formas diferentes, sendo quatro
delas usando o software “mathematica 11” e a outra, de forma analitica que esta
disponivel no site da referéncia [25]. Todos os resultados convergiram para a

equacao (4.42) assegurando que a expressao esta correta.

Ha muito que ser feito quanto a interpretacdo de cada termo desta equacao.
Contudo, este modelo pode ser aplicado a qualquer sistema anisotrépico uniaxial
nao se restringindo apenas aos cristais liquidos nematicos uniaxiais. Entretanto,
adotando algumas simplificacbes, € possivel obter importantes conclusbes a
respeito da teoria dos cristais liquidos nematicos uniaxiais, como sera mostrado na

proxima segao.
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4.3 ENERGIA ELASTICA LIVRE EM TERMOS DO ESCALAR DE CURVATURA NEMATICO

O caso mais simples a considerar para o escalar de curvatura nematico,

dado pela equacéo (4.42), é quando a = const. (com a # 1). Neste caso,

( 1+a)2 (-1+a)

a*(n- (Vxn)’ +——V-(n(V-n)) - (443)
(-1+ a)a?V- (nx (Vx n)).

O leitor interessado pode encontrar o calculo detalhado de como a equacao
(4.43) foi obtida a partir da métrica definida pelas equacdes (4.24) e (4.25), no site

da referéncia [25].

Comparando o escalar de curvatura de Ricci, dado pela equacdo (4.43),
com a energia elastica livre, dada pela equacéo (2.9), nota-se que 0s termos splay e
bend ndo aparecem na curvatura enquanto que os termos twist, saddle-splay e
splay-bend aparecem. Portanto, como a curvatura ndo descreve todos os tipos de
deformacbes, é possivel separar a energia elastica livie em dois termos; um que
contem os termos de curvatura, que denotaremos por R, e outro que contem 0s

termos que ndo aparecem na curvatura, representados por G,
f=yR+G (4.44)

onde y é uma constante de proporcionalidade, que pode ser determinada a partir de
um modelo microscopico considerando as interacdes moleculares entre as

moléculas.

Como demonstrado por Euler [95], as geometrias formadas pelo cilindro e
pelo cone sdo as Unicas isbmeras ao plano. Isto implica que a curvatura de Gauss é
nula para estas geometrias e, consequentemente, o escalar de Ricci. Analisando a
figura 2.5, vemos que a distor¢cdo splay forma um cone tridimensional e o termo
bend gera um cilindro tridimensional (prolongando as distribuicées do diretor), como
esquematizamos nas figuras 4.3 e 4.4. Um dos resultados apresentados neste
trabalho € que estes termos formam distor¢cdes extrinsecas na amostra, ou seja, a

curvatura destas deformagdes é indistinguivel da geometria plana.
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Figura 4.3 — Deformacado Splay. Quando os vetores diretores sdo tangentes a
superficie de um cone, a curvatura € nula, pois o cone é isbmero ao plano. Entretanto, a

energia elastica livre f ndo é nula devido ao termo splay, ndo nulo.

Figura 4.4 — Deformacao Bend. Quando os vetores diretores sdo tangentes a
superficie de um cilindro, a curvatura é nula, pois o cilindro é isbmero ao plano. Entretanto, a

energia elastica livre f ndo é nula devido ao termo bend, nao nulo.

O principal resultado que apresentamos nesta tese decorre da comparacao
dos termos da energia elastica livre com os termos do escalar de curvatura.
Rearranjando os termos da equagéo (2.9), temos,

1 1 1
FNS = EKH(V "n)2 +§K33(n X V X n)z +§K22(n V X n)2 -

(K22 + K3p — K13)V - [n(V-n)] — (Kpz + K34)V - (n XV X ).

(4.45)

Comparando com os termos da curvatura, dados pela equacao (4.43), obtém-se,
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Ky + Ky — i) =y (40

— (Kz; + Kz4) = —y(=1+ a)a®.
Resolvendo para as constantes elasticas,

Ky, =y(—1+ a)?a?
K,y =y(=1+a)(2 — a)a?
(-1+a)(1+a®
a

(4.47)
Kiz=v

onde a # 1. Calculando as razfes entre as constantes dadas pelas equacdes (4.47),

Kis  (1+a)
K,, (=1+a)a3

Ko (2-a)
Ky (2-a)a®
Kz  (1+a?)

€ evidente que se conhecermos o valor de uma destas constantes, através de um
modelo microscopico, as outras duas estardo determinadas. Portanto, a descricao
dos cristais liquidos nematicos uniaxiais pela teoria do continuo pode ser reduzida

de cinco constantes elasticas para apenas trés.

E importante enfatizar que as relacbes dadas pela equacido (4.48) foram
obtidas através da mudanca de coordenadas de laboratério para coordenadas
locais. Este fenbmeno € analogo ao principio da equivaléncia de Einstein da
relatividade geral [70], em que um observador na Terra descreve um elevador em
queda livre com uma aceleracdo g, enquanto que para outro observador dentro do

elevador, nenhuma aceleracéo é percebida.
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CAPITULO 5

CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS
FUTURAS

Neste trabalho, vimos que as deformacdes elasticas de uma amostra
nematica uniaxial podem ser atribuidas a curvatura de um manifold de trés
dimensdes. Esta descricdo foi possivel gracas a construcdo de uma métrica
nematica a partir de consideracdes geométricas. Como resultado, a energia livre
possui termos que dependem da curvatura, que sédo os termos twist, saddle-spaly e
splay-bend e termos que ndo podem ser escritos em termos desta curvatura, que
sdo os termos bend e splay. Nas figuras 4.3 e 4.4 apresentamos uma explicacédo
geométrica do porque estes termos ndo aparecem na curvatura. Explicitamente, o
termo bend esta relacionado com a geometria de um cilindro e o termo splay, com a

geometria do cone, cujas curvaturas intrinsecas sao nulas.

Além disso, a comparacao dos termos da energia livre com o escalar de
curvatura nematico permite relacionar as constantes elasticas dos termos twist,
saddle-splay e splay-bend de tal forma que, se conhecermos uma delas através de
um modelo microscépico, as outras duas estardo determinados, reduzindo o nimero
de constantes elasticas necessarias para descrever os cristais liquidos nematicos

uniaxiais de cinco para apenas trés.
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7

A teoria aqui apresentada € bastante recente e permite inUmeras
investigag@es futuras. Uma delas consiste em construir um modelo microscépico que
relaciona o parametro a com a geometria das moléculas. E evidente que a é funcéo
do parametro de ordem e, consequentemente, da temperatura. Além disso, ha muito
que ser feito quanto a interpretacdo dos termos da curvatura que envolvem o

gradiente deste parametro, ja que neste trabalho foi considerado que a é constante.

Outras investigacdes podem ser feitas na tentativa de relacionar os termos
que nao aparecem na curvatura, splay e bend, com o parametro a. Isto reduziria o
namero de constantes eldsticas necessarias para descrever os cristais liquidos

nematicos uniaxiais para apenas uma constante elastica.

Para finalizar, é importante frisar que o modelo apresentado nesta tese pode
ser aplicado a qualquer sistema anisotropico uniaxial, por exemplo, ao campo

gravitacional, ndo se restringindo aos cristais liquidos.
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APENDICE A — Demonstragdo de n'd;(n;) = 0

Para demonstrar que niaj(ni)=o, usamos as formas equivalentes de

escrever o produto escalar, juntamente com a condi¢cdo de normalizacéo,
nin; = g;n'n/ = gVnin; = 1. (B.1)

Primeiramente, considere a igualdade,

gyn'n/ = 1. (B.2)
Derivando a equacao (B.2), obtemos,
Ok(gin'n’) = 9, (1) (B.3)
desenvolvendo, temos
ninjak(gl-j) + gijnjak(ni) + gijniak(nj) =0. (B.4)
Usando a equacdao (4.21), ou seja,
0(9) = (=) 0@ + (1 - )i (nany) (8.5)

e substituindo em (B. 4), obtemos,

nin/ [(@) Ox(a) + (1 - a)ak(ninj)] + gm0, (n') + g;m'ox(n) = 0

<gijninj — ninjninj> (B.6)

O0p(a) + (1 — a)ninjak(ninj) + gijnjak(ni) + gijniak(nj) =0

Pela equacéo (B.1), vemos que g;;n'n/ —n;nn'n/ = 0. Portanto,

(1 — an'n/ o, (niny) + gijn/ 0y (n') + gin'a, (W) = 0
(1 — a)n'n/[n;o, (n;) + n;0, (ny)] + gin/ 9k (n') + gim'd,(n/) = 0 (B.7)
1-a) [niak(ni) + njak(nj)] + niak(ni) + njak(nj) =0

onde usamos a equacdo (B.1) novamente e, também, a propriedade de baixar

indice do tensor métrico. Rearranjando os termos e mudando o indice mudo, temos,

niaj(ni) =—-(1- a)niaj(ni). (B.8)



Agora, usamos a igualdade,

Derivando,

aj(nini) = 0](1)
n;0;(n') + n'9;(n;) = 0
niaj(ni) = —niaj(ni)

substituindo na equacéo (B.8),
—n'9;(n;) = —(1 — a)n'd;(n;)
e rearranjando os termos,

an'd;(n;) = 0.
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(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

Comoa # 0, n'd;(n;) =0 e n;0;(n') =0 (pela equacdo (B.10)), como queriamos

demonstrar.



APENDICE B - Determinante de g;;

A métrica nematica é dada por,
gij = aSij + (1 - a)ninj.

Explicitando os termos de g;; em forma matricial,

a+ (1—a)(ng)? (1 —a)nyn, (1 —a)nyn,g
[gij] = (1—-a)nn, a+ (1—a)(ny)? (1 —a)nyny
(1—a)nyng (1 — a)nyng a+ (1-a)(nz)?

desenvolvendo o determinante, g, e rearranjando termos, obtemos,
g=3a’+ 1 -a)a’[(n)? + (ny)* + (n3)?]
como n é unitario, (ny)? + (n,)? + (n3)?> =1, e,

g = a-.
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(C.1)

(C.2)

(€.3)

(C.4)
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APENDICE C - Demonstragdo de n'd;(n/)d;(a) =

—adVa- [nx (Vxn)]

Inicialmente calculamos a componente i do rotacional usando a equagéao (3.54),

(Vxn)t = %eifkaj(nk) (D.1)

Para calcular n x (V x n), fazemos B* = (V x n)* e calculamos n x B,
i1k
Como, By = giB' = g (V x n)!, temos,
i1k !

(nx (Vxn)) = e ;g1 (V X n)

Usando a equacao (D. 1),
i1 ijk ,lmh
(nx (Vxn)) = ?njgkl(e Jkelmh)g,  (ny) (D.3)

Usando a identidade [80],

& 6L 6
eke, o =85 =6 8! o] (D.4)
5 6% 6F
Podemos escrever,
1 y
(X (VX)) = =1;91g" g™ g™ (6,4 )Im () (D.5)

Onde usamos e!™h = glrgmsghte e §Y% & o determinante da matriz na equagéo

rst

(D.4). ApGs véarias manipulacdes algébricas, obtemos,
i 1 . .
(nx (Vxn)) = —gnfaj(nl) (D.6)

como querl'amos demonstrar.
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Abstract. In this work we study the geometry of the elastic deformations of the uniaxial nematic liquid
crystals at the bulk. We will show that, at this region of the sample, the elastic terms of the free energy
can be separated as the sum of two kinds of elastic deformations, the first is proportional to the Gaussian
curvature obtained from the director field of a three-dimensional nematic sample and the second is com-
posed by those terms that cannot be expressed as resulting from this curvature. To achieve these results we
will construct the metric of an unixial nematic sample using the fact that the director gives the direction
of the anisotropy of the system. With this approach we will give analytical and geometrical arguments to
show that the elastic terms determined by K22, K13 and K24 are contained in a curvature term, while
the terms fixed by the splay elastic term, K11, and the bend elastic term, K33, are not. The novelty here
is that while K13 and K24 do not contribute the bulk elastic energy of a nematic sample, they have an
important contribution to the curvature of the system.

1 Introduction

One of the classical problems of Liquid Crystals (LCs)
physics is the geometrical characterization of the elastic
deformations of the director field in a nematic liquid crys-
tal (NLC) sample [1]. Every LCs textbook reproduces the
classical splay, bend and twist elastic deformations [1,2].
Nevertheless, there are also other two elastic deformations,
splay-bend and saddle-splay. But, as their elastic energy
can be integrated and considered as surface effects, their
geometrical characterization at the bulk seems to be not
relevant and all that we found in the literature is the
study of their anchoring properties, especially the Oldano-
Barbero paradox [3-16]. The aim of this paper is to use the
mathematical concept of curvature to give a geometrical
characterization to these elastic constants.

If it is assumed that the director variations are small,
proportional up to second order to 7 and Orn and satisfy
the symmetry 7 «— —7i, then it is possible to show that
the elastic free energy density given by [17-21],

Fe:fo+%(6-ﬁ)2+%(ﬁﬁxﬁ)2
) (3 (91

i i
(Koo +K24) V- (ﬁ (ﬁ-ﬁ) +ﬁx€xﬁ) NG

? e-mail: simoes@uel.br

can be attributed to the director elastic deformation,
where K11, Koo, K33, K13 and Ks4 are the elastic con-
stants quantifying the five kinds of elastic deformations
usually found in NLCs, known, respectively, as splay,
twist, bend, splay-bend and saddle-splay elastic deforma-
tions [16-21], fo is an additive constant. Due to the sim-
plicity of the arguments leading to eq. (1) and the im-
portance of the knowledge of F., the determination of
the elastic constants values was subject to intense re-
search [12,22-35].

The physical and mathematical fundamentals of this
work can be understood when it is realized that there is a
profound conceptual connection between LCs anisotropies
and a metric space; LCs are anisotropic materials in which
the director field 77 gives the direction of the position-
dependent anisotropies of the sample and the scalar order
parameter S measures the intensity of such anisotropy.
Usually, the values assumed by 7 and S are obtained
throughout the study of the invariants obtained from the
tensorial order parameter Q;; [1]. Nevertheless, there is
another possible approach: when a physical measurement
is direction dependent we can incorporate this anisotropy
in a metric space. In many areas of physics this is the usual
approach to deal with anisotropies [36] but it is not fre-
quent in LCs studies. In fact, there are papers on LCs that
use the same mathematical tools that we will use here, see
for example [37-43]. This use is not done in the name of a
sterile mathematical elegance but, mainly, because in us-
ing it we can achieve a new comprehension on the physical
phenomena of the nematic director configuration and, as
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we will see here, with it we can propose new geometri-
cal properties for the nematic elastic deformations that,
otherwise, would remain hidden. For example, approaches
similar to the one that will develop here are found on
studies of nematics under constrained geometries induced
by boundary conditions or by two-dimensional surfaces
(2D). We will not impose any of these restrictions here,
we will consider three-dimensional (3D) samples without
taking into account the restrictions imposed by the con-
tainer geometry [42,43]. Furthermore, it must be always
remembered that when we pass from to 2D to 3D the
number of additional terms to be considered is discourag-
ing huge and the fact that our paper faces this problem
is one of the reasons why it is relevant. Of course, some
of these constrained problems can be also considered with
the approach developed here, this is a scenario that can
be further investigated being not our purpose here.

In this paper, instead of starting from a specific
microscopic model for the interaction between the LCs
grains we will propose that the five terms composing the
elastic deformations given in eq. (1) can be divided in
two geometrical categories, those that can be expressed
as a Gaussian curvature of the three-dimensional surface
composing the nematic sample, and those that cannot
be expressed as this curvature (now on, the Gaussian
curvature will be simply named as curvature). At the
LCs literature, the director elastic deformations have
been freely associated to the director curvature [44-48]
and this cannot be straightforwardly done, elastic de-
formation is a broad concept that does not need to
coincide with the very accurate mathematical concept of
curvature [36,49, 50]. In fact, as we will show in detail
below, it is possible to conceive elastic deformed surfaces
(see figs. 1 and 2) having a null curvature. Conversely,
for all surfaces for which we can attribute a curvature we
must attribute an elastic deformation.

It is important to emphasize that we will be talk-
ing about a three-dimensional NLC sample and, conse-
quently, the surface whose curvature will be calculated
is also three dimensional; thanks to Gauss’s Theorema
Egregium [49, 50] it is possible to consider the curvature
of a three-dimensional surface without considering the
higher-dimensional space in which it might be contained.
With this approach we will give a geometrical and physical
interpretation to the elastic deformations that character-
izes the free energy density. That is, we will divide F,
in two portions, one corresponding to the director elas-
tic deformations that can be expressed as a curvature R,
and those, now on named as G, that are not contained at
R. That is, we will assume that the free energy given in
eq. (1) can be written as

F,=aR+G. 2)

The aim of this work is to determine those director
elastic deformations that can be expressed as a scalar cur-
vature R, in a configuration without topological defects
(a continuous director field), in such a way that the con-
tribution of R to the above equation can be determined.
Of course, it can be asked, what is the importance of the
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curvature R for the LCs physics? The answer is simple
and straightforward. R is a scalar under transformation
of coordinates [36,49-51]; it assumes the same value in
all coordinate systems. Furthermore, as we will see, it de-
scribes elastic deformations and, therefore, it must be a
part of the F,. When the expression obtained with eq. (2)
is compared with eq. (1) we will find out that, at the bulk,
the values of some elastic constants are geometrically con-
nected by the curvature. Of course, R is not the unique
scalar characterizing a nematic material and the form of
G in eq. (2) can be determined from them.

2 Fundamentals

In this section we will introduce the mathematical tools
that will be used to determine the curvature R of the di-
rector elastic deformations, the differential geometry fun-
damentals leading to the concept of the curvature will not
be developed here, they can be found on the vast literature
about the subject [36,49-51]. These formulas are shown
below and their application will be straightforward. So,
once obtained the metric g;; and its inverse g"', the con-
nection I}, will be given by [36,51]
9a.:
). @

% 1 im agmk
ox™
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In this paper, Einstein’s sum convention will be adopted.
Once we have I, the curvature tensor R, is given by

ijk T 87"k Ori ij + mk ik £ mj» ()

which allow us to compute the Ricci tensor R;j,
l
Rij = Rilj7 (5)
and the scalar curvature,
R = g" Ry;. (6)

The obtainment of R and its comparison with eq. (1) is
one of the aims of this paper. Reading backwardly eq. (6)
to eq. (3) we see that the unique requirement to obtain R
is to have a metric g;;, the obtainment of this metric is
the aim of the next section.

2.1 The metric

The essentially physical requirement of a metric describ-
ing a nematic material is that it must describe the uniax-
ial anisotropy of the physical measurements. To establish
such a metric we will use, as usual, the change of coordi-
nates procedure [36,51]. Nevertheless, as we will show be-
low this change of coordinates must be non-unitary and,
as non-unitary transformations do not preserve lengths,
we must elucidate its physical meaning under the context
of NLCs.

The approach that we will use here starts in 1986 [40]
when Baalss and Hess proposed that the anisotropic prop-
erties of a nematic liquid could be obtained from those of
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an isotropic liquid once we can deform the equipotential
lines of the molecules of the isotropic liquid until they as-
sume the form of the equipotential lines of the nematic
molecules; Baalss and Hess call such approach “Affine
Connection”. It has the form of a linear transformation
acting on the mathematical expression of the isotropic
properties from which we can obtain the corresponding
anisotropic formula for the nematic case [40,52-55]. Essen-
tially, the non-unitary transformation of Baalss and Hess
expresses the passage from an isotropic system to a non-
isotropic one.

Nevertheless, in the form proposed by Baalss and Hess
their model presents an inconvenience, it only works if the
nematic sample is homogeneously aligned along the en-
tire sample. In order to overcome this problem, we had
proposed [56] that the Affine Connection approach could
be also understood as a change of metric acting non-
homogeneously at each point on the sample. That is, we
demonstrated that the deformation of the equipotential
lines can be attained locally by the introduction of a local
anisotropic metric and, as consequence, the Affine Connec-
tion would correspond to the linear transformation that,
acting locally, leads to this metric [56-65]. Therefore, all
the process would be equivalent to a non-unitary change
of coordinates. But we have to have in mind that the dis-
tance that is not preserved is not the real distance that
can be measured with a ruler, but the distance from the
surface of the molecular equipotential lines to their cen-
ter, locally, for each molecule. Interesting enough, when
we put all these mathematical tools together the net re-
sult is that it all happens as we have made a non-unitary
change of coordinates that deforms the system: this is the
Baalss and Hess principle [40, 52-65].

So, using these ideas, consider a reference system fixed
at the laboratory and connects it to a point-dependent ref-
erence system whose orientation is such that one of its axes
always points to the local anisotropic direction. So, let us
consider a non-aligned uniaxial NLC sample whose vec-
tors are simultaneously described in terms of two different
orthonormal bases E' = {i1,l3,13} and EP = {&1,&, &3}
The first, E', corresponds to a non-position-dependent ba-
sis of a coordinate system fixed in the laboratory, and EP
corresponds to a position-dependent basis of a coordinate
system attached to each point of the sample, satisfying the
condition that one of the versors, €; for example, always
coincides with the director at that point, €; = 7. So, the
position dependence of EP contains the system anisotropy
and the metric constructed throughout this transforma-
tion of coordinates will reflect this anisotropy. As we have
said in the last section, once we have obtained a met-
ric we can deduce a curvature R, which is a scalar under
transformation of coordinates [36,51]; it assumes the same
value in all coordinate systems being, therefore, a relevant
parameter to be investigated in LCs physics.

Let us take an arbitrary vector A and consider the
change of coordinates A} between these two bases

Al = ALAT, (7)
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where A7 are the components of A in the basis E! and A
are the components of A in the basis EP. Of course, A;-
has an inverse Az :
. .
AL AT =65 (8)

To further improve our knowledge let us express Aé

and Af in terms of the infinitesimal change of position dr?
and dr7,

ort .
— 2]
as dr? is a vector component; we can compare this expres-
sion with eq. (7) obtaining

dr?

iy
7o ord

As at each point we can choose three linear indepen-
dent vectors, we will assume that the nematic sample is
locally uniaxial having at each point a local orthonormal
coordinate system {7, m, p’'} such that 7 points always to
the anisotropic direction. As {7, mi, '} are orthonormal we

have that
(11)

A or'

i= 5 (10)

(5; = ninj + mimj + pipj,
and, at E', we would also have

Furthermore, we will assume that the uniaxial anisotropy
of the system can be expressed throughout the properties
of the eigenvalues and eigenvectors of A7,

Aé—nj = X'ni,

Aémj = \tm?,
Aépj =\l (13)
That is, /1;» has only two independent eigenvalues, A" and

AL, The direction 7 is fixed by the anisotropy of the exper-
imental data, but there are two other directions, m and p,
that are perpendicular to 7 but, otherwise, indistinguish-
able. We will show now how we can express our formulas
only in terms of 7.

With a substitution in eq. (13) we see that A’ can be
written in terms of {7, m,p} as

A = X'n'nj + M (mimy + p'py) -
Using eq. (11) we have that A’ can be written as
AL = A6+ (N = M) nin;. (14)

With this result we have been able to write /1;- in terms
of 7, the local direction of the anisotropy. To proceed, we

present the inverse of A;
. 1 .. 1 1 .

which can be easily obtained.
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In a flat surface the infinitesimal distance ds? between
two points is given by

ds? = dr'dr;. (16)

As in a plane surface there is no difference between co-

variant and contravariant vectors, we write this relation

as
ds? = §;;dr i (17)
where §;; is the usual delta function. From this relation it

follows that in each coordinate system fixed at each point
of the sample we will have that

W g, OO

UW orl ) (18)

which means that the corresponding metric would be given
by
7 Orb

9is = 0ab g, oy 19)

To further improve our expression of g;; we use eq. (19)
and eq. (15) to obtain

12 1)? 12
gij = ()\l) (Sij + ((}\') — (AL) >7’L¢1’Lj. (20)
Furthermore, when it is imposed that
9i;9"" = 8} (21)
and
gijn'n? =1 (22)
we will get
9ij = aéij + (1 - a)ninj,
1 1— o
g = =64 — an , (23)
a a
where
1\2

We have deduced the metric that characterizes our sys-
tem looking for the change of coordinates that transforms
an isotropic system into a system with uniaxial anisotropy
at each point of the sample. The final result is surpris-
ingly simple: the metric g;; depends on a parameter a and
the direction 7. If @ = 1 the metric becomes g;; = d;;
which corresponds to an isotropic medium. Otherwise,
when a # 1 the metric describes an uniaxial anisotropic
system characterized by the direction 7. Consequently, a
quantifies the uniaxial anisotropy and 7 gives its direction.
It must be also observed that the system is invariant by
the change 1 «— —1i, an essential symmetry of the LCs
world.
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3 The scalar curvature

With the metric tensor given by eq. (23), we can compute
the scalar curvature R. As we have said above, although
the calculation implied in these formulas is straightfor-
ward, it requires very long manipulations. We will present
here the final expression for R. We have created a web
address to show all details of the calculations leading to

Ré-kl, R;; and R. The interested reader can found them

at [66].

It is important to emphasize that to obtain the for-
mulas that we present below we have assumed a system
without topological defects (constant a and continuous 7).
As we will comment in the conclusion the essence of our
results does not depend on these hypotheses. The scalar
curvature resulting from these calculations is given by

r= 02 i, o) w0, ()

(1-a)?
2a2
(1— G)Q j i

0 (n) 9; (n')
1—a)? ,
—%nLnjgklai (nk) 0; (nl) ,

which is equivalent to

-1 2
( ;_a‘) a2T1+

+ gix0" (n?) 0i (n*)

(25)

(-1+a)

R = TQ—(—1+G)G2T3,

(26)
where

(27)
We have used the equalities [67]
(Vi) =0 (n),
(ﬁ X ﬁ)i

(ﬁ x V x ﬁ)l = —%njaj (nl) .

1 ..
ge”k(‘?j (ng),
(28)

The scalar curvature R contains three terms, T, 15
and T3. T7 is formally identical to the twist term of the
Frank free energy and T, and T3 are formally identical to
the splay-bend and saddle-splay elastic terms of the Frank
free energy, respectively. Together they reveal that, as long
as the system has no topological defects, only these elastic
terms contribute to the scalar curvature of the sample;
there is no contribution to R coming from the splay and
bend terms.

At this point it can asked if the absence of the elastic
configurations fixed by K77 and K33 on R is not a con-
sequence of our hypotheses of absence of topological de-
fects because, for example, at the vertex of the splay term
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a b c

Fig. 1. A geometrical example in which B = 0 and F. # 0. The sequence of frames shown demonstrates that the splay
director configuration of a NLC ((V - @)% # 0 (see fig. 3.1 of [1]), or [2] on p. 80) is a developable surface [49,50] having,
therefore, a null Gaussian curvature R. In (a) we show that this nematic director configuration can be regarded as the cut a
three-dimensional cone, which has a null curvature, R = 0. A straightforward geometrical way to see this result is to realize
that the three-dimensional cone can be considered as a superposition of conic sheets, (b), and each of these conic sheets can be
unwrapped in a planar cone having R = 0. The grounds of differential geometry [49,50] assure that this sequence of operations
characterizes a developable surface, it does not change the nullity of each of its members curvature: if the final sheet of the
sequence of operations has null curvature, the initial one also has. Consequently, save for the singular point at the cone vertex,
the director configurations contributing to the splay term of the F. do not contribute to the curvature.

a b c

Fig. 2. Another example of R = 0 and F. # 0. Similarly to what we have done for fig. 1 this sequence of frames shows that
the bend director configuration of a NLC is a developable surface [49,50]. We show in the ballon of panel (a) that the usual
director nematic configuration corresponding to the bend term (7 x (V x i))? # 0 (see fig. 3.1 of [1], or [2] on p. 80) can
be considered as a piece of a three-dimensional cylinder. This cylinder can be described as a superposition of two-dimensional
cylindrical sheets, which can be unwrapped in planar sheets having null curvature. Therefore, as above, the F. bend term has
null curvature, R = 0.

(6 -1 )2 we have, necessarily, a topological defect. We will
give below two arguments to show that the answer is neg-
ative. Firstly, to understand why only the terms 77, T»
and T3 of the Frank Free energy F. appear at the scalar
curvature, we remember that generally not all distorted
surfaces have a non-null scalar curvature. We will give here
a geometrical argument showing how this result appears
in the context of the NLCs. The essence of the argument
is to show that the three-dimensional director configura-
tions corresponding to Ki; and K33 coincide with two
of the classical examples of developable surfaces [49, 50]

having null curvature. A developable surface is a surface
that can be sliced and unfolded without any stretching or
compressing, until the final configuration becomes a plane
surface.

Consider fig. 1, in the balloon of fig. 1(a) we recog-
nize the usual nematic director configuration leading to
the splay configuration (V - 7)% # 0 (see [1] p. 99, or [2]
p. 80). The inferior part of fig. 1(a) shows that the figure
in the balloon is indeed a portion of a three-dimensional
cone. In fig. 1(b) we see that the three-dimensional cone
of fig. 1(a) can be sliced and taken as the sum of two-
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dimensional conic sheets. Furthermore, each of these conic
sheets can be further opened as in fig. 1(c). The final re-
sult is a planar cone whose curvature is null, R = 0. The
grounds of differential geometry [49,50] teach us that the
operations leading from fig. 1(a) to fig. 1(c) do not mod-
ify the null curvature of these three figures. That is, if
fig. 1(c) has a null curvature, then fig. 1(a) also has. As
this configuration constitutes the classical example of a
splay term, we have here an example of a configuration
for which F, # 0 and R = 0.

Exactly the same can be done for the nematic config-
uration shown in fig. 2. In fig. 2(a) we see the classical

example for which the bend term ((7i x (V x 7 ))2 # 0) is
non-null. Exactly the same procedures that we have done
above, cutting and unwrapping the splay nematic config-
uration, can be done in this case. The final configuration
is a planar configuration for which R = 0. Therefore, it
is also a developable surface and, therefore, the bend free
energy elastic deformations also has R = 0.

The second argument is given by the explicit expres-
sion of R with 0.a # 0. We have done these calculations
and the result is given by

e 050 o (93)) "+ 0% (3 (90)

+a(l—2a) (V (29)

This expression is replete of terms that must be further
interpreted, we will not do it here, our intention is only
to show that the elastic deformations corresponding to
K11 and K33 remain absent in the curvature R and the
bulk form of Ky, K13 and K4 remains the same. This
is the reason why a constant a can be assumed without
modifying the essence of our results.

Otherwise, it is important to realize that always when
we have R # 0 we must have necessarily F, # 0. This is
immediately obvious from the form of R given in eq. (26).
If we have R # 0 we must necessarily have 77 # 0 or
Ty # 0 or T3 # 0. For any of these cases we must have
F. # 0. Consequently, a liquid crystal sample presenting
a non-null R will, necessarily, present a non-null F.

Furthermore, in eq. (26) the amount of contribution of
the terms T7, Tb and T3 to the curvature is explicitly ex-
pressed in terms of the anisotropic term a. Consequently,
contrarily to what happens with the free energy of the
NLC, where the constants Koo, K13 and K94 must have
posterior determination, in eq. (26) the relative contribu-
tion of each of these terms to the curvature was effectively
given. Consequently, we have demonstrated the validity of
eq. (2) and, furthermore, we have found a measurement
of the relative contribution of the twist, splay-bend and
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saddle-splay elastic terms to the free energy. Namely,

Ky = aa—1)*a?,

—1)(1+a®
Ky — olo= D+
a

Koy =a(a—1)(2 —a)ad?, (30)

where « is the arbitrary constant defined in eq. (2). Con-
sequently,

K3 14 a%)

Ky (a—1)a3’
Ku (2-a)
Koy  (a—1)’
Koy  (2-a)d®

Ko Txa) (31)

As the determination of Ko is a straightforward ex-
ercise, the determination of Ky3 and K4 can be done
with the above formulas. Observe that there is an impor-
tant conceptual difference between these expressions for
the curvature and the corresponding expression for the
elastic energy. In the case of the free energy the splay-
bend and the saddle-splay contribution to the free energy
density can be integrated, effectively removed from the
bulk, and considered as a surface effect. Here, as long as
the curvature is a geometric local effect, these terms can-
not be removed and considered as a surface effect. They
have an effective geometrical local effect, they contribute
to the local curvature of the system. This is the meaning
of the above relations. The values found for Ky3 and Koy
are not those that could, at least in hypotheses, be mea-
sured at the surface anchoring the system; we have not
considered surface effects. We have here the contribution
of these two elastic deformations to the local curvature of
the system. Even when we consider the elastic energy as
a functional [12] this distinction is not removed.

4 Final remarks and conclusion

Let us synthesize here the achievements of our paper. We
have shown that both the free energy F, and the scalar
curvature R are scalars formed with combinations of n'
and dn /dz’. They measure the elastic deformations and
each one must remain the same for all observers being,
therefore, invariants by coordinate transformations. Nev-
ertheless, they give different values for elastic deforma-
tions. The curvature is restricted to the evaluation of those
elastic deformations that can be computed with measure-
ments made inside the n-dimensional surface in which the
sample is contained; to define curvature it is not neces-
sary to introduce an extra dimension in which the sample
is “curved”, this is Gauss’s Theorema Egregium [49, 50].
Otherwise, F, is not a geometrical concept like the cur-
vature, it considers all possible director deformations, up
the second order in n’ and dn? /dz?, which are compatible
with the symmetries of the system. Therefore, F, contains
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the curvature, but it is not contained by it. This is the rea-
son why we can divide the elastic free energy in two parts,
those having curvature and those not having it, eq. (2) of
our paper. So, once a term appears in R it is completely
determined and must be also present in F..

A question also considered in our paper is the relation
between these two concepts. Firstly, they differ in their
range, the scalar curvature is a local concept, defined at
the neighborhoods of each point of the sample, eq. (6) of
our paper. F. is a global concept; it involves integration
over the volume of the system. Furthermore, even when we
consider the density of the free energy, defined in eq. (1) of
our paper, which is a local concept, there are some kinds
of elastic deformations that are not accounted by the cur-
vature of the nematic sample; these are the splay and bend
elastic deformations. Consequently, as long as we consider
LCs, the density of the free energy is a more general con-
cept than the curvature. To make these ideas clear, we
have described those elastic deformations common to the
F, and R: they are the elastic terms of twist, splay-bend
and the saddle-splay.

Finally, note that we only computed the bulk contri-
butions to K13 and Ks4. It is important to stress that be-
cause the curvature is a local concept and, consequently,
the splay-bend and saddle-splay terms give bulk contribu-
tions to the curvature. But, otherwise, as the F, is a global
concept (it involves integration over the volume) the bulk
contributions of these two terms to the F, are “swept” to
the border of the sample where the interaction between
the LC matter and the container must be also taken into
account.
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