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DAVINCY, A. T. P. Invariantes Geométricos da Fase Nematica e o Célculo da
Elasticidade. 70 f. Tese (Doutorado em Fisica.) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2019.

RESUMO

O estudo de possiveis deformagdes em uma amostra de cristal liquido nos fornece informacao
muito atraente para a analise do mesmo. Quando essa superficie da amostra é distorcida mostra
que sua curvatura intrinseca R é ndo nula e por conseguinte seu energia livre € ndo nula também.
Os resultados obtidos pela curvatura intrinseca R nos gera solu¢des importantes que ajudam na
interpretacdo da fisica na superficie da amostra, mas precisamos conhecer toda a informacéo
que esta contida no sistema, i, e., a contribuicdo da curvatura extrinseca G. E proposto um
modelo em onde a energia livre de Frank é calculada a parir das iteracdes das distor¢Bes dos
pardmetros de ordem nas vizinhangas das moléculas mesogenas. Para atingir o objetivo,
consideramos uma funcdo F(r, x, z), onde r é a posi¢do da molécula mesdgena em um ponto
inicial no bulk, x a distancia entre as moléculas e z esta definida como uma contracdo total dos
parametros de ordem Qij (r) com Qij (r + x), e que é independente do sistema de referéncia.
Resulta dessa analise uma discussdo que coloca em evidéncia a interpretacdo geométrica dos
termos elasticos k11, k22 e k33. Além disso, encontramos outro resultado interessante, que € o
termo twist, cujo vinculo é associado com os tipos de curvaturas que determinam a superficie
da amostra. Concluindo desta forma que os termos identificados sdo os correspondentes a
curvatura extrinseca G.

Palavras-chave: Cristais liquidos. Elasticidade. Anisotropia. Fase nematica.



DAVINCY, A. T. P. Geometrical Invariants of the Nematic Phase, the Calculation of the
Elasticity. 70 p. Thesis (Doctorate in Physics.) — State University of Londrina, Londrina, 2019.

ABSTRACT

The study of possible deformations in a liquid crystal sample offers us very attractive
information for the analyses of the sample. When the sample surface is distorted, this shows
that its intrinsic curvature R is not null and therefore its free energy is also not null. The results
obtained by the intrinsic curvature R provide important solutions that contribute to the physical
interpretation in the sample’s surface, but it is necessary to know all the information contained
in the system, i.e. the contribution of the extrinsic curvature G. A model in which Frank’s free
energy is calculated through the interaction of the distortions of order parameters in the
neighborhood of mesogen molecules is proposed. To achieve the goal, we consider a function
F(r, X, z), where r is the mesogen molecule position in an initial point in the bulk, x is the
distance among molecules and z is defined as a total contraction of order parameters Qij (r)
with Qij (r +x), and that is independent of the reference system. From that analyses results a
discussion that gives evidence of the geometric interpretation of the elastic terms k11, k22 and
k33. Moreover, we found another interesting result, the twist term, which constraint is
associated to the types of curvature determined by the sample’s surface. In this way it is
concluded that the identified terms are those corresponding to the extrinsic curvature G.

Keywords: Crystal liquid. Elasticity. Anisotropy. Nematic phase.



Figura 1 —

Figura 2 —

Figura 3 —

Figura 4 —

Figura 5 —
Figura 6 —

Figura 7 —

Figura 8 —
Figura 9 —

Figura 10 —

Figura 11 —

Figura 12 —

Figura 13 —

Figura 14 —

LISTA DE ILUSTRACOES

Estrutura tridimensional de um sélido cristalino. Os sélidos tém uma
ordem regular de a&tomos que se estende por todo o material. . . . . . . 13
Estrutura tridimensional de um liquido isotrépico. Os liquidos nao pos-
suem uma ordem regular de a&tomos. . . . . . ... ... ... 13
Estrutura tridimensional de um cristal liquido. As moléculas meségenas
tém uma ordem orientacional e ainda podem fluir como um liquido. . . 14
Esquema estrutural de uma molécula de cristal liquido. Onde X, cor-
responde ao grupo central e Y ao grupo terminal. . . . . . ... .. .. 14
Subclassificagao de sistemas de cristais liquidos. . . . . . . . .. .. .. 15
Diagrama estrutural da molécula MBBA (a esquerda) e modelo de
obturacao do espaco da molécula (a direita). . . . . . . . .. ... ... 16
Diagrama estrutural da molécula 5CB (& esquerda) e modelo de obtu-
ragao do espago da molécula (a direita). . . . . . ... ... ... L. 16
Diagrama estrutural dos componentes da molécula do cristal liquido E7. 17
Esquema que classifica as diferentes fases de um cristal liquido. Na fase
nematica (Fig. a) o alinhamento das moléculas é na diregao do diretor
n, também chamado eixo 6tico. O ordenamento das moléculas na fase
Esméctica A (Fig. b) é caracterizada pelo arranjo das moléculas em
camadas. E a fase Esméctica C (Fig. c¢) as moléculas sao inclinadas
dentro de cada camada. . . . . . .. .. Lo 18
Orientacao das moléculas mesdgenas na fase nematica. Um vetor unité-
rio u”, (i =1,2,.., N) ao longo do eixo da i-ésima molécula, descreve
sua orientagao e o diretor m que estabelece o alinhamento molecular
médio na amostra. . . . .. ... e 20
Componentes do vetor unitario unidimensional n. a) O Splay mostra
um tipo de deformagao na qual a dispersao vai na direcao dos eixos x e
y. b) O Twist é o tipo de deformagao que mostra uma pequena torgao
em torno a n. ¢) O Bend é a deformacao que apresenta um tipo de
flexdo na orientacao dirigido ao eixo z. . . . . . . .. .. ... 22
Ilustracao de uma superficie curvada em R?, que expoe uma superficie
local euclideana imersa em R2. . . . . . . . ... ... ... ... ... 24
Exemplos de superficies parametrizadas em R3. a) Elipsoide, b) Hi-
perboloide de uma folha, ¢) Metade superior do hiperboloide de duas
folhas, d) lemniscato girado. . . . . . . . . ... ... L. 25
Representagao da segunda forma fundamental que descreve o desvio da

superficie de seu plano tangente. . . . . . . .. .. ... ... 27



Figura 15 — Representacao da superficie de uma esfera, o transporte paralelo de um
vetor M* ao longo da trajetoria ABC. . . . . ... .. ... ... ...

Figura 16 — Superposicao de folhas conicas bidimensionais, onde cada folhas conicas
pode ser desdobrada tendo como resultado final um cone plano com
R=0eF,#0. A Fig. (a) mostra um cone com uma configuragao do
diretor splay (V -n)* # 0 [6], é uma superficie desenvolvivel [60, 61]
tendo, portanto, uma curvatura gaussiana nula. . . . . . ... ... ..

Figura 17 — Superposicao de folhas conicas bidimensionais, onde cada folhas conicas
pode ser desdobrada tendo como resultado final um cilindro plano com
R=0eF, #0. A fig (a) mostra um cilindro com uma configuragao
do diretor bend (n x V x n)* # 0 [6], é uma superficie desenvolvivel
[60,61] tendo, portanto, uma curvatura gaussiana nula. . . . . . . . ..

Figura 18 — Interacao de duas moléculas na fase liquido-cristalina nematica no nivel



2.1
2.2
2.3
2.3.1
2.3.1.1
2.3.1.2
2.4
2.5
2.6
2.7

3.1
3.2
3.3
3.4
3.4.1
3.4.2

4.1
4.2
4.2.1
4.3

SUMARIO

INTRODUCAO . . . ittt e e e e e e e e e e e e 11
CRISTAIS LIQUIDOS . . . .t ittt i e e 13
Estrutura Quimica na fase Liquido-Cristalina . . . . . . . . .. 14
Classes de Cristais Liquidos . . . . . . . . ... ... .. ..... 14
Cristais Liquidos Termotrépicos. . . . . . .. ... .. ... ... 15
Cristais Liquidos de Massa Molecular Baixa . . . . . .. .. .. 16
Cristais Liquidos Calamiticos . . . . . . . . . . ... ... .. ... 17
Cristais Liquidos Discéticos . . . . . . . . . . . . ... ... .... 18
Cristais Liquidos Liotrépicos . . . . . . .. ... ... ... .... 18
Tensor de Ordem . . . . . . . . .. . ... .. .. ... ....... 19
Escalar Parametro de Ordem . . . .. .. ... ... ....... 21
Energia Livre de Frank-Oseen . . . . . . . . .. ... ... .... 21
TOPICOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL . ........ 24
Superficie Suave . . . . .. ... 24
Primeira Forma Fundamental . . . .. . ... ... ... ..... 26
Segunda Forma Fundamental . . .. ... .. ... ... ... .. 27
Geometria das Superficies . . . . ... ... .. .. ... ... .. 28
Curvatura Extrinseca . . . . .. ... ... ... .. ........ 28
Curvatura Intrinseca . . . . . . . . ... ... .. .. ........ 29
CURVATURAS NEMATICAS . . . . . ¢t o i i et ee e 30
Energia livre em funcgao das curvaturas . . . . . ... ... ... 30
Formalismo Matematico . . ... ... ... ... .. ....... 30
Conexao afim, tensor de Riemann e Ricci . . ... .. ... .. 31
Curvatura Intrinseca Nematica . . . . ... ... ... .. ... .. 33
INVARIANTES GEOMETRICOS NEMATICOS . . ... .. 38
Curvatura Extrinseca Nematica . . . . . . .. ... .. ... ... 38
CONCLUSAO . .. .ottt it i e e e e 46

REFERENCIAS . . . o v e e e e e e e e s s s e 47



APENDICES

APENDICE A - TRABALHOS PUBLICADOS



11

1 INTRODUCAO

Em 1888, F. Reinitzer descobriu um comportamento inusitado no Benzoato de
colesterol, no qual a substancia apresentava dois pontos de fusao. No ano seguinte, O.
Lehmann estudou o mesmo composto organico e o resultado de sua pesquisa, mostrou
que o material expoe propriedades que sao de uma nova fase da matéria, e este seria

chamado de cristal liquido.

No periodo 1925-1931, a fisica teve um grande avanco na area da mecanica dos
meios continuos, foi nesse periodo que C. W. Oseen propds a fundamentacio tedrica da
elasticidade dos cristais liquidos e publicou alguns trabalhos [1,2]. Concomitantemente,
H. Zocher desenvolveu trabalhos sobre a quimica de coloides e mesofases que ajudariam
na construgao de telas de cristal liquido [3,4]. Mas foi G. Friedel [5] quem classificaria
de maneira geral as fases dos cristais liquidos. Por outro lado, da literatura [6] sabemos
que as propriedades destes fluidos mostram que as fases cristalina e liquida experimentam
um comportamento anisotropico e isotrépico respectivamente, com uma dependéncia da

temperatura e da densidade do solvente.

A cosmologia moderna é um campo da fisica que tem como finalidade expor o
comportamento do universo em varios abordagens, portanto, as teorias expostas nela sao
aplicaveis para todas as areas da fisica como o sdo aqueles estudos a niveis molecula-
res da ordem dos 107! aproximadamente, por isto o interesse, em estudar alguns das

caracteristicas que descreve a fase nematica [7-13].

Um problema muito classico na fisica dos cristais liquidos nematicos é a carac-
terizacdo geométrica das deformagdes elasticas do diretor em uma amostra nematica,
P. Gennes [6], em seu livro nos relata sobre algumas constantes de deformacao elastica
splay, twist e bend. Mas existem outros tipos de deformagoes elasticas, splay-bend e
sadle-splay [15,16]. No entanto, como sua energia eldstica pode ser uniforme e consi-
derada como um efeito nas bordas da superficie, sua caracterizacdo geométrica no bulk
parece nao ter relevancia nenhuma no sistema e tudo o que encontramos na literatura é
o estudo de suas propriedades de ancoragem. Este tipo de caracteristicas geométricas em
uma amostra nematica nos fornece informagoes sobre o mesmo, como a importancia das
constantes elasticas nas curvaturas da superficie no material. Dentro deste contexto, quero
examinar o papel das curvaturas desde uma perspectiva local na superficie geométrica na
amostra. Em outras palavras, pretendemos saber a conexao entre as constantes elasticas

e as curvaturas do sistema.

Varios estudos tem mostrado o uso do conceito matematico de curvatura gaussiana

para dar uma caracterizagdo geométrica a essas constantes elasticas. C. Mostajeran [14]
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propos um modelo para mostrar que é possivel projetar qualquer curvatura gaussiana
desejada em uma fina folha nematica, controlando o angulo de alinhamento nematico na
superficie. Em outra pesquisa, M. Simoes, W. Bertolino e T. Davincy [17], mostraram
que essas superficies em R3 sofrem as mesmas distorcoes eldsticas quando ¢ dobrado
um plano e, portanto, essas deformacoes dao lugar ao subdividir as constantes elasticas
da amostra nemaética em dois grupos: curvatura intrinseca ou Gaussiana e curvatura
extrinseca. No trabalho citado calcularam as constantes elasticas que destacam-se na

curvatura Gaussiana e as implicagdes na geometria da amostra nematica.

A motivagao deste trabalho é calcular uma energia livre de Frank, onde a densidade
de energia é associada aos parametros de ordem das moléculas meségenas no bulk. Tendo
em conta o exposto anteriormente, a tese pretende encontrar uma interpretagao geométrica
as constantes de deformacao eldstica que atuam na amostra nematica, que em esséncia
correspondem aos componentes da curvatura extrinseca GG. Posteriormente, comparar os

resultados com aqueles obtidos para a curvatura intrinseca R.

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma. Primeiramente, no capi-
tulo 2, apresentaremos um breve resumo das defini¢bes dos cristais liquidos de maneira
geral, a fim de entender os conceitos dos cristais liquidos, composicao, classificacao e a ge-
ometria espacial das moléculas meségenas’. Além do mais serdo apresentados também os
significados de: Tensor de Ordem, Escalar Parametro de Ordem e a teoria da energia livre
de Frank, que sao relevantes para estudar o comportamento dos cristais liquidos numa
amostra de laboratoério. O direcionamento deste trabalho nesta se¢ao além de mostrar um
enfoque global do significado dos cristal liquido, pretende servir como ferramenta inicial

para os demais temas subsequentes.

A seguir no capitulo 3, serao apresentados os conceitos de superficie suave e alguns
exemplos das diferentes superficies em R3. Logo se evidenciard as defini¢oes da primeira
e segunda forma fundamental e o conceito de Isometria, junto com o de curvatura. No
capitulo 4, vamos a mostrar que a energia livre de Frank pode ser representada como uma
funcao na qual os termos das deformagoes elasticas estao subdividido em duas classes de
curvaturas. Sucessivamente, apresentaremos um breve resumo da notagao vetorial e de
indice, como também consideraremos alguns topicos relevantes da relatividade geral, isto
é, os conceitos de Conexao afim, tensor de Riemann e Ricci. Todo o estudo anteriormente

descrito sera aplicado para determinar as curvaturas das superficies em R3.

No capitulo 5, exporemos a maior parte dos resultados deste trabalho, vamos fazer
uma andlise das componentes da curvatura extrinseca G. O capitulo 6, é dedicada as

conclusoes e finalmente o apéndice A, que apresenta alguns artigos publicados.

1 Composto geralmente organico que apresenta propriedades que sdo muito semelhante ao equivalente

numa fase liquida-cristalina.



13

2 CRISTAIS LIQUIDOS

Sob certas condigoes especificas de temperatura e/ou de concentragdo numa amos-
tra, um cristal liquido pode ser definido como uma substancia que experimenta uma fase
intermediaria liquido-cristalina [18] que possuem propriedades intermediérias entre esta-
dos liquido e sélido. As caracteristicas dessa fase da matéria sdo que elas podem fluir
como um liquido isotrépico comum e ao mesmo tempo apresentar uma ordem estrutural

de um solido anisotrépico convencional.

Um cristal em sua estrutura anisotropica tem arranjo constituido de cadeias de
atomos em posicoes especificas num espago tridimensional e seus eixos estao fixos numa
orientacao, veja a Fig. 1, enquanto que no caso da fase liquida isotropica, as molécu-
las sao capazes de se mover livremente. i.e., as particulas nao tem posicao e orientacao

privilegiada, veja a Fig. 2.

00
AR
(O

(
(I
(

Figura 1 — Estrutura tridimensional de um sélido cristalino. Os sélidos tém uma ordem
regular de atomos que se estende por todo o material.

Yife

«

Figura 2 — Estrutura tridimensional de um liquido isotrépico. Os liquidos nao possuem
uma ordem regular de atomos.

Em uma fase intermediaria, de um cristal liquido, as moléculas mesdgenas apre-

sentam, na média, uma ordem orientacional bem definida, e a ordem posicional definira
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a classe de cristal liquido. Esse ordenamento molecular define o tipo de meséfase ao qual
pertence [6,19,20]. A seguir veja a Fig. 3, que mostra a distribuigdo das moléculas liquido-

cristalina no espago tridimensional.
i { /
{/(
f‘ / (f /

\
N

Figura 3 — Estrutura tridimensional de um cristal liquido. As moléculas mesogenas tém
uma ordem orientacional e ainda podem fluir como um liquido.

2.1 Estrutura Quimica na fase Liquido-Cristalina

Habitualmente a fase liquido-cristalina é formada por compostos orgénicos cons-
tituidos de carbono e hidrogénio, em geral aromaticos [21,22] e a particularidade dessas

moléculas é que possuem anéis benzénicos.

Num trabalho detalhado feito, por G. H. Brown e W. G. Shaw [23], apresentam

uma formula geral e as propriedades das moléculas aromaticas. O presente modelo estru-

Yl M

Figura 4 — Esquema estrutural de uma molécula de cristal liquido. Onde X, corresponde
ao grupo central e Y ao grupo terminal.

tural é exposto na Fig. 4.

2.2 Classes de Cristais Liquidos

No inicio deste capitulo dissemos que a fase liquido-cristalina pode ser classificada
pelos seguintes fatores: temperatura (termotrdpicos) e/ou concentragao (Liotrépicos) que
apresentam moléculas mesogenas na amostra. Por sua vez, os cristais liquidos termotro-
picos podem dividir-se em: aqueles que possuem massa molecular alta (polimeros) e os
de massa molecular baixa, estes tultimos tém como caracteristica que as moléculas apre-
sentam uma aparéncia geométrica definida como tipo barra ou disco. Veja a Fig. 5 onde

mostra a subdivisao num cristal liquido.



Cristais

Liquidos

Termotropicos

Massa
molecular
alta

Liotrépicos

(Polimeros)

|

¥

Massa
molecular
baixa

(anfifilico + solvente)

Y

¥

Polimeros
de cadeia

Polimeros
de cadeia

Calamiticos

Discéticos

15

principal lateral

Figura 5 — Subclassificagdo de sistemas de cristais liquidos.

Nesta tese nao apresentaremos nenhum conceito acerca dos cristais liquidos de

massa molecular alta, conceitos sobre estes compostos podem ser encontrados em [24,25].

2.3 Ciristais Liquidos Termotroépicos

Alguns materiais experimentam transicoes de fase por intermédio de variagoes na
temperatura da amostra liquido-cristalina, mostrando dessa maneira que as moléculas
mesodgenas exercem um ordenamento posicional que esta ligado a temperatura. Neste

sentido, vamos apresentar o conceito de cristal liquido termotrépico.

Um cristal liquido é termotropico se a ordem de suas moléculas for determinada
pela variagdo da temperatura. Se a temperatura for muito alta, haverd um aumento de
energia no material e, portanto, o movimento das moléculas mesdgenas ird induzir uma
transicao de fase: o cristal liquido se tornara um liquido isotrépico. Caso contrario, quando

a temperatura for muito baixa, o cristal liquido mudara para uma fase sélida anisotropica.

Existem muitos cristais liquidos termotrépicos usualmente usados nos laboratorios,
neste trabalho s6 optamos por exibir alguns dos mais comuns: MBBA, 5CB e E7. A seguir

apresentaremos alguns das caracteristicas deles:

MBBA: E um composto organico de um cristal liquido nemético com uma tempe-
ratura de fusdo baixa. A fase cristalina para este material é aproximadamente em 21°C
e na forma liquida em 48°C' de temperatura respectivamente, além de apresentar uma

baixa viscosidade. Por outra parte, esta substancia apresenta que ao incidir um laser de
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luz monocromética se estudam propriedades 6ticas e de birrefringéncia [26-28], na Fig. 6

apresentamos um esquema da molécula do cristal liquido.

5CB: Foi o primeiro cristal liquido com fins técnoldgico, utilizado para a construgao
de tela liquidas de monitores (Televisao, Computadores, Reldgio, etc). Quimicamente
falando, o niimero 5 tem relagdo com o grupo pentilo e o CB refere-se ao conglomerado

dos cianobifenilo [29,30], veja a Fig. 7, onde é apresentado a molécula liquido-cristalina.

E7: Basicamente este material é caracterizado por ser um cristal liquido nemético
formado por composicao de materiais que o fazem resistente as altas temperaturas [31]
sem perder as caracteristicas anisotropicas. Os diversos componentes que o formam estao
na Fig. 8. Este conjunto de substancias é estudada junto com outros compostos organicos
utilizando um banco 6tico equipado com 7mW de potencia para analisar as propriedades
eletro-6tica do material [32]. Além disso, pesquisas mostram que os componentes do E7

possuem uma solubilidade no diéxido de carbono supercritico scOCy [33].

Figura 6 — Diagrama estrutural da molécula MBBA (& esquerda) e modelo de obturagao
do espago da molécula (a direita).

OO

Figura 7 — Diagrama estrutural da molécula 5CB (a esquerda) e modelo de obturagao do
espago da molécula (a direita).

2.3.1 Cristais Liquidos de Massa Molecular Baixa

Nesta parte da subclassificacao da fase liquida-cristalina as moléculas mesogenas

tém como particularidade possuir um movimento semelhante ao de um liquido isotropico,
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w ) Y=

Figura 8 — Diagrama estrutural dos componentes da molécula do cristal liquido E7.

estruturalmente essas moléculas tém forma de barra ou discos e estao compostas por um

ou mais grupos alquilo ou alcoxi flexiveis' [34].

2.3.1.1 Ciristais Liquidos Calamiticos

Geralmente a sua composicao estrutural é determinada pela geometrias das mo-
léculas, elas tém formas de elipsoides alongadas, isto é, uma molécula meségena de tipo

barra ou bastao. Ela podem ser dividas em:
Cristais Liquidos Nematicos

A fase mais simples dos cristais liquidos é a chamada fase nemaética, ela tem como
caracteristica principal o ordenamento das orientagoes das moléculas mesogenas; as bar-
ras variam dindmicamente formando defeitos topolégicos?. Portanto, a dindmica destas
moléculas seguem um eixo preferencial que indica a orientacao local das particulas, essa
direcao ao longo da qual estao orientadas as moléculas mesdgenas é denotada por um vetor
unitario n definido em cada ponto da amostra e recebendo o nome de diretor (veja a Fig.
9 (a)). Esta mesofase preserva o equilibrio devido a estabilidade dos dipolos moleculares.
Portanto, é eletricamente neutra, e as diregoes do diretor +n e —n, sao equivalentes.

3

Existe uma fase quiral ou colestérica® na qual os cristais liquidos aparecem distri-

buidos em membranas delgadas que rodam em seu préprio eixo molecular, fazendo que o

1 Na quimica orginica, um grupo alcoxi é um grupo alquilo unido num 4tomo de oxigénio, é dizer, RO-.

Onde R ¢ o grupo alquilo.

O defeito topolégico faz referéncia ao ponto, curva ou superficie numa regiao do espaco muito préximo
onde o pardmetro do ordem muda quase instantaneamente [35].

Ele foi atribuido assim devido as primeiras pesquisas dos substratos do colesterol.
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vetor diretor seja paralelo com ele.

AL -
\v |
é'

a) b) c)

Figura 9 — Esquema que classifica as diferentes fases de um cristal liquido. Na fase neméa-
tica (Fig. a) o alinhamento das moléculas é na diregdo do diretor n, também
chamado eixo 6tico. O ordenamento das moléculas na fase Esméctica A (Fig.
b) é caracterizada pelo arranjo das moléculas em camadas. E a fase Esméctica
C (Fig. ¢) as moléculas sao inclinadas dentro de cada camada.

Cristais Liquidos Esmécticos

Diferentemente do ordenamento nematico, nos cristais liquidos esmécticos as mo-
léculas estdao em camadas ou planos com dois tipos de ordenamento: um orientacional e
outro posicional. Na fase esméctica A, as moléculas estdao alinhadas em camadas, com
uma distancia entre elas dada pela largura do bastao e o feixe molecular estd na mesma
direcdo que o diretor, veja a Fig. 9 (b). A fase esméctica C, o diretor forma um angulo
com o eixo molecular, i.e, as barras experimentam uma inclinagao na posi¢ao com respeito

ao plano molecular, veja a Fig. 9 (c).

2.3.1.2 Cristais Liquidos Discéticos

Existem substancias liquido-cristalinas, que sao compostos provenientes do ben-
zeno, que tém forma geométrica de disco e possuem propriedades similares a dos cristais
liquidos nemadticos, essas substéncia aglomeram-se uma em cima da outra, (formando

colunas) [36,37], recebendo o nome de textura Schlieren.

2.4 Cristais Liquidos Liotrépicos

E uma fase liquido-cristalina que é composta por moléculas anfifilicas* e uma classe

de solvente orgénico (apolar). Esse cristal liquido quando estd sob concentragoes muito
4

Moléculas que possuem extremos polar (idnica) e ndo polar (hidrocarbonada).
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altas e temperaturas especificas formam um ordenamento molecular ou uma superestru-

tura.

Neste trabalho nao sera apresentado um tratamento para esta classe de cristais
liquidos, no entanto, para o leitor ter mais conhecimento a maneira de aprofundar mais

sobre o tema pode pesquisar em [6,38-41].

2.5 Tensor de Ordem

Antes de comegar a tratar do comportamento médio global das moléculas me-
sogenas, em uma amostra de laboratério, vamos fazer uma analise da distribuicao de
probabilidade local das orientacoes moleculares. Os cristais liquidos nematicos, possuem
moléculas que apresentam uma ordem posicional de longo alcance, mas no geral as mo-
léculas seguem uma dire¢ao média que vai na orientagao do diretor, como mostra a Fig.
10.

Fundamentados em [42], sabemos que é possivel incorporar um vetor unitério u®
que indica a orientacao de uma molécula. Mas no volume da amostra que referimos na
Fig. 10, as moléculas nematicas possuem um centro de simetria em virtude do seu ordena-
mento, pois fisicamente n = —n. Portanto, a média de ¥ no volume desaparece. Como
consequéncia, devemos usar um conceito algebraico no qual encontre-se uma expressao
que calcule quantitativamente a ordem das moléculas de cristal liquido. De acordo com
o argumento exposto anteriormente, o parametro de ordem das moléculas meségenas na

fase nematica é da seguinte forma

1 oo@ 1
le(’l") = N Z (uk Uy — 35kl> , (21)

i=1

onde N denota o numero total das i-ésimas moléculas mesogenas no volume da amostra no
ponto 7. Os indices k, [ = 1, 2, 3, define as componentes do vetor unitario em coordenadas
cartesianas e dy; é a funcao delta de Kronecker. A expressao (Q; é um tensor de segunda

ordem, por conseguinte, tém trés autovalores e trés autovetores ortogonais [43]. Portanto

» Se todos os autovalores sao iguais, entao o sistema ¢é Isotropico.

» Se pelo menos dois autovalores sao iguais, entdo o sistema é uniaxial.

e Outra forma, entao o sistema ¢é biaxial.

Algumas caracteristicas importantes do tensor de ordem (Jy; serdao mostradas em seguida
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T

Figura 10 — Orientacio das moléculas meségenas na fase nematica. Um vetor unitario u®
(1=1,2,..,N) ao longo do eixo da i-ésima molécula, descreve sua orientagao
e o diretor n que estabelece o alinhamento molecular médio na amostra.

o Qu = Qu.
o tr(Qu) =0,

« Se o alongamento das moléculas mesogenas é perfeitamente ao longo do eixo z, veja

a Fig. 10, entao

~1/3 0 0
Qalongado — 0 _ 1/3 0 7
0 0 2/3

onde Q,, = u,u, —1/3=1—-1/3=2/3 € Qus = Qyy = —1/3 uma vez que Q é o

traco.

e Se o achatamento das moléculas mesogenas esta orientado aleatoriamente perpen-
dicular ao eixo z, veja a Fig. 10, o resultado se limita a u, = 0, portanto o tensor

de ordem simplifica-se em

1/6 0 0
Qachatado — 0 1/6 0 ’
0 0 -—1/3
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onde Q.. = uu, —1/3=—-1/3 e Qux = Qy, = 1/6 uma vez que Q ¢é o traco.

2.6 Escalar Parametro de Ordem

Na média o movimento de todas as moléculas mesdgenas tém como caracteris-
tica uma orientacao ao longo do eixo éptico (diretor n), que é independente da posigao e
orientacao local que estao no volume da amostra. Para medir as vibracoes que experimen-
tam as moléculas (alongado ou achatado) na fase liquido-cristalina utilizamos comumente
o Escalar Pardmetro de Ordem S. E importante dizer que os autovetores e autovalores
do tensor de ordem @);; estao associados com m e S respectivamente, dai o seu grande

significado fisico. A forma mais geral da Eq. 2.1 é

1
Qij = S <nmj — 35Z]> + B (lll] — OZ‘OJ'), (22)

onde S € {—%, 1} e n; sao os componentes do diretor n no laboratério, B é a distribuicao

molecular biaxial e n, I, o sdo vetores unitarios ortogonais fixados por moléculas. As

mesoéfases de acordo com o parametro S vem dadas da seguinte forma

Fase isotropica S = 0,

Fase nemética e colestérica —

1

Fase de alinhamento alongado S =1,

Fase de alinhamento achatado S = —%,

Para os cristais liquidos nemaéticos [44], o vetor unitario diretor m representa a
direcao de alinhamento molecular dos bastoes num ponto r no tempo ¢ para uma amostra

de volume V. Consequentemente

n=mn(rt), n-n=nn; =1, (2.3)

2.7 Energia Livre de Frank-Oseen

Com base nas caracteristicas que possui n, vamos definir as componentes da cur-
vatura. Como m é local e aponta para a dire¢do preferida nas vizinhancgas de qualquer
ponto, entao teriamos que sob esse contexto incluir um sistema de coordenadas cartesianas

(x,y, z), de maneira que o eixo z seja paralelo a n na origem e os eixos x e y localizam-se
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em um ponto no plano xy perpendicular ao eixo z, formando um sistema destro [42,45],

como ¢é exibido na Fig. 11. Assim as seis componentes da curvatura sao

— anz

81 = 5 52
on
tl = _87;7 t2
_ Ong
by =%+, b
z
A
a) Splay
AT
4
A
c) Bend
//..
<, &b ///
%%L' // /
<~

= 8y s
— Ong

Oony

splay
, twist
bend

. (2.4)
Ony
9z

b) Twist

Figura 11 — Componentes do vetor unitario unidimensional n. a) O Splay mostra um tipo
de deformacao na qual a dispersao vai na diregao dos eixos x e y. b) O Twist
é o tipo de deformacdo que mostra uma pequena tor¢ao em torno a n. ¢) O
Bend é a deformagao que apresenta um tipo de flexdo na orientacao dirigido

a0 eixo z.
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Expandindo em serie de poténcias as componentes ng, n,, n., temos que

Ngy = $10 + toy + b1z + 0(1?),
ny, = —tx + soy + baz + 0(1?), (2.5)
n, =1+ 0(?),

onde 2 = 2%+ y% + 2%, Agora a energia livre f das moléculas numa fase liquido-cristalina,
sob uma deformacao, seria uma funcao quadratica cujas componentes de n sdo expressas

por uma serie de Taylor da forma

Fo= [ fav.
v

6 1 .6 (2.6)
f= kiai+ 5 Y kijaias, ki = ki,

- 9 Lo

1=1 i,j=1
Com coeficientes k;, k;; que sao as constantes eldsticas da curvatura e as seguintes equi-
valéncias: a1 = S1, as = t9, ag = by, ay = —t1, a5 = S9, ag = by. Os termos da Eq. 2.6
sdo 72, e ndo todos sao invariantes com respeito as transformacoes, o qual nao modificam
a fisica dos cristais liquidos, e conhecendo que as moléculas meségenas nao tém polari-
dade (n = —n). Podemos adotar uma certa transformagao de modo que na auséncia de

polaridade poderiamos manter o convenio feito na Fig. 11.

Ao considerar as devidas transformagoes feitas em f com um sistema de co-
ordenadas cartesianas, podemos reescrever a densidade de energia livre como Frank-

Oseen [44-47], da seguinte forma

k k k
Fe:fo—F%(V'n)Q—i—%(?%Vxn)2+§(nxv><n)2

+/{313V' (’I’I, (V n)) — (kQQ +k:24)V . (n(Vn) +n x V X ’I’L)7 (27)

onde os coeficientes ki1, koo, k33, ki3 € koy s80 as constantes elasticas chamadas: splay,
twist, bend, splay-bend e sadle-splay respectivamente e f; é a densidade de energia livre
associada com uma amostra nematica uniformemente alinhada. Cada um dos termos
representa um tipo de distor¢do numa amostra nematica, como também uma combinacao
desses termos pode ser usada para representar uma deformacao arbitraria num cristal
liquido. Agora os ki1, koo € k33, tém incidéncia direta no bulk da amostra. Os termos ki3
e (koo + koy) comumente descrevem as interagoes da densidade de energia na superficie. O

ordem de grandeza experimental dessas constantes eldsticas [48-50] ¢ aproximadamente
de 107! N.
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3 TOPICOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

3.1 Superficie Suave

Iniciaremos, com a definicao de superficie suave e depois a descrigao das primeiras

e segundas formas fundamentais de uma superficie.

De acordo com [51], um subconjunto X C R? é uma superficie suave se, para cada
ponto P em X, existirem um subespaco aberto U de R? e um mapa r : U — X o qual
é continuo e a sua inversa também é continua, ¢ dizer, que localmente é homeomorfo! ao

plano.

Figura 12 — Iustracdo de uma superficie curvada em R3, que expoe uma superficie local
euclideana imersa em R2.

A superficie U da Fig. 12, é dada por trés funcoes x = z(u,v),y = y(u,v),z =
z(u,v) onde u e v sdo parametros de um subconjunto X C R2? portanto, r(u,v) =
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) é um mapa de X a R3. As varidveis independentes da fungio r
sao chamadas parametros da superficie e a funcao r esta definida como parametrizacao

da superficie. Alguns exemplos de superficies em R? sdo [52]:

« Elipsoide

r:=acosucosv, y:=bcosusinv, z:=csinu, u<§7r, 0<v<2m,

I Diz-se é uma funcio de um espaco topoldgico a outro, que tem como principal caracteristica atuar

como uma funcao bijectiva continua e cuja inversa também operaria da mesma forma.
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» Hiperboloide de uma folha

xr:=acoshucosv, y:=bcoshusinv, z:=csinhu, wvweR, 0<v<2n,
o Metade superior do hiperboloide de duas folhas
r = asinhucosv, y:=bsinhusinv, z:=ccoshu, wuweR, 0<v<2m,

e lemniscato girado

a sin u cos u cosv asinucosusinv acosu
€T = ’y = A = P a— 3 s
1+ sin®u

1+sin?u 1+ sin?u

0<u<m, 0<v<2m,

As superficies apresentadas na Fig. 13 sao os graficos ilustrativos para as funcgoes
respectivamente. Assumindo que 7(u,v) é uma funcdo continuamente diferenciavel ou

suave, entdo, a suas trés fungdes também o sao (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), portanto

dr dr
= @, Ty = %7 (31)

b)

) . ‘ 0] .
b ~—
<
S
|

d)

Figura 13 — Exemplos de superficies parametrizadas em R®. a) Elipsoide, b) Hiperboloide
de uma folha, ¢) Metade superior do hiperboloide de duas folhas, d) lemnis-
cato girado.
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3.2 Primeira Forma Fundamental
A primeira forma fundamental de uma superficie R? ¢ uma expressiao que define
o produto interno numa superficie em R?, onde o produto interno é
I =w-w. (3.2)
Se S e S’ sdao superficies regulares, entdo um Difeomorfismo? r : S — S’, ¢ uma isometria
se dr conserva a suas primeiras formas fundamentais
w-w =dr(w)-dr(w).

O diferencial de um comprimento de arco de uma curva paramétrica é da seguinte

forma

ds — fi’t’dt (1) dt = \J7(8) -7 ()t = 72 (1) + 72 (1), (3.3)

entdo, para uma superficie parametrizada r(u,v), temos que

dr
ds = —dt
° dt

_ dldiu_kd;r‘@ dt
N du dt dv dt

_ du  dv du dv)
N\ T )\ T

= VEdu? + 2Fdudv + Gdv2. (3.4)

Onde E=r,-r,, F=7r,-r,e G =17, 1, s20 os primeiros coeficientes da primeira forma

fundamental, e portanto, a primeira forma fundamental estd definida como [53, 54]

I = ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv®. (3.5)

A primeira forma fundamental pode representar-se como uma multiplicagdo de

d82:(du dv)(ig)(iﬁ),-ﬁ—(ig>a (3.6)

Um difeomorfismo é um homeomorfismo diferencidvel cuja inversa também é diferenciavel

matrizes

2
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onde I’, é denominada a primeira matriz fundamental. Esta primeira forma fundamental
nos permite conhecer completamente as propriedades métricas das superficies, é dizer,

podemos calcular as longitudes das curvas e as dreas nas regides da superficies.

3.3 Segunda Forma Fundamental

A segunda forma fundamental de uma superficie em R?® mede quanto M* se afasta

de seu plano tangente em um determinado ponto P, veja a Fig. 14 a seguir.

Figura 14 — Representacao da segunda forma fundamental que descreve o desvio da su-
perficie de seu plano tangente.

Seja uma parametrizagio regular r(u,v) de uma superficie em R? e levando em

conta que é uma fungdo suave, entao

dr = rydu + r,dv, (3.7)

portanto, definimos a segunda forma fundamental como

Il = —dr (u,v) - dw (u,v) = — (rydu + r,dv) - (w,du + w,dv) , (3.8)

onde w(u,v) é o vetor normal unitério. Abrindo as contas temos que

1T = (=7 - wy) du® + (=1 - wy = Ty - w,) dudv + (=1, - w,) dv®. (3.9)

Note que tanto r, como 7, sao sempre ortogonais a w, entao r, -w = 0e r, - w = 0.
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Portanto,

Ty " W= —Ty - Wy = L,
Ty * W= —Ty - Wy = —Ty - Wy, = M,
(3.10)
Ty W= —T, Wy, = N,
PuXTy
fraxe, =
entao escrevemos a segunda forma fundamental como
I = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?, (3.11)

levando em consideracao que pode ser escrita na forma de matriz

H:@Mdﬂ(L M><M),MZ<L M), (3.12)
M N dv M N

onde 1" é a segunda matriz fundamental. Em sintese, a segunda forma fundamen-
tal de uma superficie em R3 mede a variacao do vetor normal de um ponto ao outro na

superficie.

3.4 Geometria das Superficies

Normalmente um dos conceitos mais relacionados na geometria das superficies é o
da curvatura, e isto, é devido as caracteristicas geométricas que possuem outros tipos de
superficies e solidos. Portanto, poderiamos definir curvatura como uma quantidade que
mede o quanto uma geometria local da superficie é dobrada e diverge de uma geometria
local plana. Agora ha dois tipos de curvaturas: extrinseca e intrinseca, dos quais vamos

dar uma definicdo como veremos a seguir.

3.4.1 Curvatura Extrinseca

A curvatura média H de uma superficie S é uma medida extrinseca da curvatura
e descreve localmente a curvatura de uma superficie imersa em algum espago ambiente
como o espaco Euclidiano. De acordo com [55,56] a curvatura média H de uma superficie

em R? pode expressa-se como o traco dos produtos das Eq. 3.6 e Eq. 3.12 como

Lt e EN—2FM +GL
H=tr [(11) ()] = TG

(3.13)

mostrando dessa forma que a curvatura extrinseca pode ser calculada a partir da defini¢oes

de suas primeiras e segundas formas fundamentais da superficie.



29

3.4.2 Curvatura Intrinseca

A curvatura gaussiana K (Fy) é um escalar que mede intrinsecamente a curvatura
em cada ponto P, da superficie. Portanto, esta medida s6 depende das distancias que
se medem na superficie, ou seja, a curvatura nao muda mesmo quando a superficie seja
imersa no espaco ambiente R3. Essa curvatura calcula-se como a razao dos determinantes

das primeiras e segundas formas fundamentais da superficie

_det(II') LN — M
~ det(I')  EG-—F?’

(3.14)

é claro que a curvatura gaussiana fornece informacao sobre a geometria interna da super-
ficie, um exemplo plausivel é que nés podemos enrolar uma folha papel na superficie de
um cilindro ou de um cone, e dessa maneira mostrar que suas curvaturas intrinsecas sao

nulas. Devido a esses resultados chama-se o Theorema Egregium [60,61].
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4 CURVATURAS NEMATICAS

4.1 Energia livre em funcao das curvaturas

Em principio, um dos problemas que apresentam as moléculas na fase liquido-
cristalina é a caracterizacao geométrica nas deformagdes elasticas do diretor numa amostra
de cristal liquido nematico. Por isso, o objetivo deste trabalho é seguir a teoria exposta
em [17] onde a energia livre de Frank estd relacionada diretamente com os dois tipos
de curvaturas, que chama-los de curvatura intrinseca e extrinseca. Em outras palavras,

adotaremos uma funcao efetiva para F, da forma

F.=aR+G, (4.1)

onde o é uma constante arbitraria e os termos R e GG sdo as curvaturas intrinseca e

extrinseca respectivamente.

4.2 Formalismo Matematico

Como é bem conhecido na literatura do calculo tensorial, as quantidades fisicas
(escalares e vetoriais) podem ser expressadas mediante uma notagao indexada, que abrevia
os calculos como apresentaremos a seguir. Um vetor M num espago em trés dimensoes é

exXpresso comao:

M = M1e1 + M262+M383 = Miei, (42)

onde M; sao as componentes do vetor e e; os respectivos vetores bases com ¢ = 1,2,3
nesta expressao estd manifesto convencao de soma de Einstein. Agora no mesmo espago
nos podemos fazer operagoes entre vetores; portanto, o produto escalar de dois vetores é

definido como:

M - N = M;N;, (4.3)

e também definimos o produto externo de dois vetores como,
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Outras quantidades que tém muita relevancia para nossos calculos sao fungao delta

de Kronecker d;;, o simbolo Levi-Civita €;;;, que sao definidos da seguinte maneira,

L =y,
0 i#7,
€
L, . .
Ez‘jk:§(@_J)(]_k) (k—1), (4.6)

um exemplo disto sao as seguintes permutacoes:

€123 = % (1-2)(2-3)B3-1)=5(-1(-1)

1-3)B-2@-1)=1(-21)0
an=1(1-1)(1-2)(2-1) =10 (-1 (1) =0,

Portanto, a partir da definicao Eq. 4.6 podemos definir o produto de dois vetores como:

) 1 ..
L=MxN=L'= ﬁe”’“Mij, (4.7)

onde g =| g;; | ¢ o valor do determinante formado pelas componentes do tensor métrico.

O gradiente de um campo escalar é definido por,

i i 09 i
Vo =g b =g"5 7 =90 (9), (4.8)
x
enquanto a divergéncia e ao rotacional, se apresentam respectivamente da seguinte forma

, 1 9
V.M =divM = N (vam*), (4.9)

1, 1, 0M, 1
V x M =rotM = ﬁew’ka,j = ﬁe”k M’“ = ﬁewkaj (M) . (4.10)

E por tltimo o operador laplaciano, que sera dado por

1 0 L OM
M= ——— U . 4.11
v Vg 0 <\/§g fw) 4

4.2.1 Conexao afim, tensor de Riemann e Ricci

Seja um vetor M* de magnitude e direcao igual que se transporta paralelamente
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em uma curva parametrizada s ao longo da trajetéria ABC (veja a Fig 15) em uma
variedade de Riemann®, terfamos que a suas componentes do vetor mudam em cada ponto

do deslocamento a razao de

dM* dx®
—— = Iy ——Mc 4.12
ds bc ds ) ( )
onde I'j, ¢ o simbolo de Christoffel ou também chamado de conexao afim e estd definido
COmMoO:
a 1 ad
be = 59 (Gedp + Gav.c — Goed) » (4.13)
com

OGpe
Gbe,d = aibd = aCl (gbc) :

/N
\/

Figura 15 — Representacao da superficie de uma esfera, o transporte paralelo de um vetor
M® ao longo da trajetoria ABC.

A partir do transporte paralelo de um vetor pode ser deduzido o tensor de Riemann, é

formulado da seguinte forma

R =T —TF  + FZAFlﬁU — FﬁAFfw (4.14)

vo,u po,v

com algumas propriedades

Roopy = —Roppv (4.15)

Em geometria diferencial [58], é um espago topoldgico que é localmente euclidiano perto de cada
ponto.

1
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Rp[a,ul/] =0. (416)

Temos que

Rpa,uu = gp,\RAo—W, (417)

e a contracao do tensor de Riemann nos fornece o tensor de Ricci

R,uu - RA,u)uw (418)

Finalmente, o trago do tensor de Ricci, chamado de escalar de curvatura, ¢ dado por
R=R'),=g¢"R,, . (4.19)

4.3 Curvatura Intrinseca Nematica

Comecamos com a métrica com a qual nos propomos a estudar uma amostra de
cristal liquido nemaéatico num laboratério, esta é definida em suas formas covariante e

contravariante respectivamente,

gij = a(iij + (1 — a) ninj s (420)

(1—a)

ind 4.21
—n'n? (4.21)

. 1 ...
i i
g a

onde a é uma constante que mede o grau de anisotropia do sistema do cristal liquido
nematico e n;, ¢ uma componente do vetor diretor e ela expoe a possivel orientagao média
que essas moléculas experimentam na amostra no referencial do laboratorio. Da expressao

exposta na Eq. 4.20, temos que

adyy + (1 —a)ning adip + (1 —a)ning adiz + (1 —a)ning
gij = | adar + (1 —a)ngeny adys + (1 —a)nong ades + (1 —a)ngng |, (4.22)

CL531 + (]_ — CL) naniy CL532 -+ (]_ — CL) n3no CL533 -+ (]_ — CL) n3ns

portanto, seu determinante é

det (gi;) = a*. (4.23)
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Para encontrar o escalar de curvatura, primeiro temos que calcular as derivadas

das componentes covariante e contravariante do tensor métrico das Eq. 4.20 e 4.21, de

modo que

Ik(9:i) = (1 — a) Ok(niny) , (4.24)

oug?) =~ Diy(tw), (4.29)

observe que a operou como uma constante. Agora utilizando as definicbes expostas nas
Eq. 4.14, 4.18 e 4.19 sabemos que

%

R— gﬂ(alrgii — air;il + Fg I, — rg?lrgih) , (4.26)

com as seguintes conexoes

% = 39"10;(gmi) + 0i(gjm) — Om(gii)]
U5 = 5905 (gmi) + 01(gim) — Om(g;0)] ,
F;'Li = 29"0;(gmi) + 0i(gjm) — Om(g5i)] ,
i = 39" [00(gmn) + On(gim) — Om(gun)]
I = 39"(0;(gmt) + 0u(gim) — Om(gi1)]
Ty = %gim [0i(gmn) + On(Gim) — Om(gin)] »

onde foi usada a expressao apresentada na Eq. 4.13. Em conclusao e baseados nos calculos

feito acima temos que o escalar de curvatura intrinseco é

R =~ D0, [, () 0, ()] + = 8 () 0 ()
Al o, (n) - U i, (n) o, (o) . (420

2a?

Reescrevendo numa notagao vetorial, temos que

Eltay &)2a2 (n-V xn)+ it

= 2 a

V-m(V-n))—(-1+a)a®V-(nxVxmn).
(4.28)
As operagoes feita acima sdo devidamente mostradas em [71]. A expressao exibida

em R possuem trés termos em notacao vetorial que sao iguais aos mostrados na literatura

para a energia livre de Frank, eles sao chamados de twist, splay-bend e sadle-splay.
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Os coeficientes elasticos que aparecem em R deduzem de forma direta, que en-
quanto nao existam defeitos topologicos no sistema os termos twist, splay-bend e sadle-
splay serao os associados & curvatura intrinseca. O fato de exibir os termos twist, splay-
bend e sadle-splay na textura da amostra, explica que normalmente nao todas as super-
ficies que sofrem uma distor¢ao possuem curvatura intrinseca nao nula. Esta analise sera
baseada em um argumento puramente geométrico do Theorema Egregium, mostrando
como esse mesmo resultado é aplicado no contexto dos cristais liquidos nematicos. O
objetivo é confirmar que os coeficientes elasticos splay e bend do diretor tridimensional
correspondem com dois exemplos cldssicos de superficies desenvolviveis? com curvatura
nula. Nosso primeiro exemplo é apresentado na Fig. 16. A fig 16 (a) ressalta um cone
tridimensional com setas que frequentemente possuem uma configuracao do diretor ne-
mético da forma (V - n)® # 0. Na fig 16 (b) detalha que o cone tridimensional da fig 16
(a) pode ser construido por folhas conicas bidimensionais que sao do tipo apresentado na

fig 16 (c). Portanto, mostramos um cone planar com curvatura intrinseca nula, R = 0.

a) b) c)

Figura 16 — Superposicao de folhas conicas bidimensionais, onde cada folhas conicas pode
ser desdobrada tendo como resultado final um cone plano com R = 0 e
F, # 0. A Fig. (a) mostra um cone com uma configuragdo do diretor splay
(V-n)? # 0 [6], é uma superficie desenvolvivel [60,61] tendo, portanto, uma
curvatura gaussiana nula.

De acordo com o Theorema Egregium, as sequéncias que atuam da fig 16 (a)
até a fig 16 (¢) ndo mudam a curvatura intrinseca nula dessas trés figuras. Como esta
configuragao é um exemplo classico de um termo splay, entdo temos aqui um exemplo de

uma configuragdo no qual R =0 e F, # 0.

Da mesma forma acontece com a Fig. 17, primeiramente, mostramos na fig 17 (a)
um cilindro com uma configuracao nemética no qual o termo de curvatura (n x V x n)* #
0 é nao nulo. Neste caso, temos o mesmo exemplo apresentado acima, onde mostramos o
cone com uma configuracao splay que pode ser tratado da mesma maneira que o cilindro.

Desta forma, temos que a configuracao nemaética final é uma configuragdo planar para

2 Uma superficie desenvolvivel é uma superficie suave com uma curvatura intrinseca zero. Isso é uma

superficie que pode ser achatada em um plano sem distorgao.
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a qual R = 0. Portanto, as deformacoes elasticas bend de energia livre de curvatura

intrinseca também tem R = 0.

a) b) c)

Figura 17 — Superposicao de folhas conicas bidimensionais, onde cada folhas conicas pode
ser desdobrada tendo como resultado final um cilindro plano com R = 0 e
F, # 0. A fig (a) mostra um cilindro com uma configuracao do diretor bend
(n x V x n)® # 0 [6], é uma superficie desenvolvivel [60,61] tendo, portanto,
uma curvatura gaussiana nula.

Agora o ultimo argumento a expor é dado pela expressao explicita de R com 0, (a) # 0.

Nos célculos [71] os termos que apareceram na curvatura intrinseca sao

R = <1_2a)a2(n-(V><n))2+ (1;G)V.(n(v.n))—(1—a)a2V.(n>< (V xn))
FL(V%0) + 5V (n(n (Va) ~ (nx (Va) — 22 2 (n - (Va))?
+a12 (n-(Va))(V-n)+a(l —2a)(Va) (n x (Vxn)), (4.29)

A finalidade deste ultimo argumento é mostrar a expressao em sua totalidade e
expor que os termos ki1 e k33 ndo estao presentes na curvatura intrinseca R, mesmo se as-
sumimos ou nao a variavel a como um parametro constante e como também deve-se notar
que os termos que predominam em sua totalidade sao kqo, k13 € koy. Uma das seguintes
consideragdes é notar que enquanto R # 0 entao obrigatoriamente F, # 0, isto é plausivel-
mente correto pela forma que expoe a Eq. 4.28, portanto, numa amostra liquido-cristalina
nematica com curvatura intrinseca nao nula, deve apresentar uma energia livre nao nula
também no sistema. Neste sentido, mostramos a validade da expressao apresentada na
Eq. 2.7, como também as contribui¢coes que surgem das constantes twist, splay-bend e

sadle-splay para a energia livre.
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Usando as Eq. 2.7 e 4.1 deduzimos ko

kay = a(a—1)%d?, (4.30)

a saber que ko

=ala—1)a*(1—(a—1)), (4.31)

e por ultimo k3

-1
k13=a(aa )+k22+/€24,
1
=a(a—1)d? $+(a—1)+(2—a), (4.32)
—1)(1 3
_afamnitd)

Portanto,

ks _ (140"  ku_(2-0)  ku_(2-a)d
ko  (a—1)a®" ko (a—1)" ki3 (1+a®)

(4.33)

Note que ha uma diferenga importante nos conceitos entre a expressao da curvatura
intrinseca e a equivalente a energia elastica livre. A andlise conceitual no caso da energia
livre, é que as contribuicoes das constantes elasticas splay-bend e sadle-splay na densidade
de energia livre é que essa funcao pode ser integrada, removida efetivamente do volume e
desta forma ser considerado como um efeito nas bordas da superficie do material. Agora
essas relagoes apresentadas significam que existe um vinculo direto entre as bordas da

superficie com a geometria local, contribuindo com a curvatura intrinseca do sistema.

Como conclusao mostramos que a energia livre F, pode ser entendida como uma
funcado na qual as configuracgoes elasticas do diretor estao distribuidas de alguma forma
na curvatura intrinseca R e em G da Eq. 4.1 da amostra nemética. Na sequéncia, como
sabemos F, nao ¢ um conceito estritamente geométrico como R, mas demostramos que
alguns deformagoes do diretor se relacionam diretamente com R na geometria local. Sa-
bemos que ki; e k33 ndo aparecem na curvatura intrinseca R e sera objeto de estudo
no proximo capitulo. Para terminar, s6 seré calculado apenas as contribui¢ées no volume
para ki3 e kog, lembrando que R é um conceito local e esses termos fornecem contribui¢oes

no volume para a curvatura intrinseca, sendo assim F, um conceito global.
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5 INVARIANTES GEOMETRICOS NEMATICOS

5.1 Curvatura Extrinseca Nematica

Partindo do fato que a energia livre numa amostra nematica é uma quantidade
escalar, usaremos elementos mateméticos que sao usuais na teoria dos cristais liquidos [6]
para calcular invariantes geométricos. Vamos supor que a energia livre é dada por uma
soma dupla de uma fungao de trés variaveis F(r,z, z), onde r d& a posigdo de um ponto
na amostra nemadtica, x mede a distdncia a partir deste ponto e z = QY(r)Qy;(r + z)

fornece a interagao entre o parametro de ordem em r e r + x, de modo que

F:/[/F(r,m,Qij(r)Qij (7“+:c))da:

dr, (5.1)

onde o pardmetro de ordem (;; mostra o grau médio de alinhamento das moléculas
mesogenas no sistema. De acordo com o exposto, estimamos que o parametro de ordem é

escrito na sua forma covariante como

1
Qij (”) = 0ij — géij nglm
k

1
= Gij — g@“ (3),
(5.2)
1 (1—a)
= i —  9ij + P

- (gij — niny)

onde foi usada a substitui¢do do termo J;; = é lgij — (1 — a) n;n;]. Enquanto que, a ex-

pressao correspondente do tensor na notagao contravariante é dada por

QY (n) = g"¢"" Qus (n)
- (D)),

Esta energia livre mostrada na Eq. 5.1 depende do produto do parametro de ordem

(5.3)

Q" no ponto r com o pardmetro de ordem @Q;; no ponto r + z, somado sobre x e . A
Fig. 18 exibe como as moléculas mesogenas estao localizadas no espago tridimensional do

volume da amostra nemética.
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UI

x!

Figura 18 — Interacao de duas moléculas na fase liquido-cristalina nemética no nivel local.

Considerando que as moléculas elipsoidais nos niveis locais possuem interagoes for-
mulada em termos de produtos tensoriais do parametro de ordem Q“(r)Q;;(r + ), vamos
fazer uma andlise supondo que ele desaparece rapidamente a medida que x aumenta, de

maneira que possamos fazer

QU (1) @y (r+2) = QY (1) [Qu (1) + 204y (1) + 304" (W0 @y ()] . (5.0

Portanto, fazemos a substitui¢do na Eq. 5.1, de modo que

Fo= /[/F ra, QY (1) Qi (r) + Q7 (r) " 0pQy; (1) + QY (0 ) B2 (OO Qi (0 ))] dq;} dr,

- /L/Ferdxdr+//

" //{ "QU 0k Qi + :Jc P2 QY (O szJ)] F" (r,x)dxdr + . .. (5.5)

w%mm+xﬂ@w@m%ﬂﬁm@mw+

onde avaliamos o parametro de ordem em um ponto no volume da amostra com valor
inicial zero e os / refere-se as derivadas da funcao na série. A fim de simplificar os calculos

utilizamos,
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F = / {/F (7’, z,Q7 (r) Quy (1 + x)) dx] dr,
_ / fdr. (5.6)

Calculando para f, temos

f o= /F(r,x,Qiﬂ‘ (1) Qij (r + @) d,
_ / F(r,z,0) d + / [£5Q99,Qy)] F' (r,2,0) d;r+; / (2™ QY (910, Qy5)]
F (r,2,0) dz +; / (+*QU0Qy;) (4™ Q70 Q)| F” (r,2,0) i + ...
= [Foo0de+ / 2" QU (D 0mQi))) F' (1, 2,0) + 22 (QU9,Qy;)
(QP8,,Qup) F" (r, 2, 0))dix + . (5.7)

onde foi utilizado [ 2*QY0.Q;; F' (r,z,0) dz = 0, porque a integral é impar e ndo tem inte-
ragio no volume da amostra. Agora da Eq. 5.7 podemos reescreve o termo 2*z™ Q% (0,0,,Q:;)

como

QY (0k00 Q) = "2 QY00 Qy),

entao

b2 QU0 (0mQis) = Ok (¢¥2 QU0 (Qiy)) — Om(Qi)y ("2 Q)
= O (¢"27 QU0 (Qij)) — QU0 ( Q) D(2") — £H QU0 (Qi) i (2™)
— 2" 2" 0 Qi )0k (QY),
= O (7"27QY0,(Qy)) — 2" 2™ 0 (Qiy)0(QY),
(5.8)

Os célculos anteriores foram reduzidas devido que expressdes J;,(z") e O).(z™), sdo
derivadas direcionais. Portanto, podemos substituir os termos resultantes da Eq. 5.8 na

energia livre da Eq. 5.7 da seguinte forma

;o= [F@de+ / QY (0,:0,Qi))F(x) + 2" (Q70,Q5) (Q7 0 Q) F' ()] d + ...
= /F Ydx + = / [0k (x mQ”am(Qij)) F'(z) — xkxm@m(Qij>akz(Qij>F/(x) +
(QwakQU Qopaonp) FH( )]dll? 4+ ...
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/F Ydx + = /8k 2™ Q"0,, (Qm)) F'(z)dx + = / QY 01Qi5) (Q0mQop)
F//

) (sz ak(Q”)F/( )]d$ + ...
(5.9)

de acordo com a definicdo de isotropia e anisotropia, temos que

QY0 (Qiy) <1 - 1) (gij - nznj)] [i (935 — minj) Ok (a) + (1 — a) O (ninj)] :

(a— 1)2]

a

7Ok (a)] (97 = nin?) (gi; — many) + l

— I (5.10)

Lembrando que a orientacao média das moléculas muda a medida que ha uma
variagdo na temperatura na amostra, é claro que a nos fornece informagoes sobre o com-
portamento do sistema. Substituindo a expressao da Eq. 5.10 na Eq. 5.9, temos como

consequeéncia

f = /F x)dx +1/8k (xkxmhm> F'(z)dx +
/’ I é?(QUﬁﬁ@TUF%xﬂdx+.“

_ /F Vo + = /@3 F'(z)dz +
7/ " hyphn B () de — ;/ "™ O Q) Op(QY) F (x)d + ...
- /F /“"’k“’mam(Qij)ak(Q”)F’(:r)d:r+-~ (5.11)

quando a é igual em todos os pontos das amostra é considerado uma constante. O produto

de dois vetores z*

forma [62]

2™ avaliado na expressao da Eq. 5.11 pode ser representado da seguinte

ar? —3a(n- )’

2 _km
LCYPEy

¥ =(n-2)’yg

Q. (5.12)
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Portanto,
o= _;/xkxmam(Qij)ak(Qij)F/(x)dx
1 -(n-a})2 v AT? — 3a (n-x)Qka O (Qi)OW(QY)F' (2)dee
9 g 2(a—1) e
- 2 L2 .
— _; (- 2)? F'(2)g"0,(Qi)0(Q7) + 2 (26%_(71) 8 F'(2)Q"" 0 (Qi)0n(Q7) | dx
— _; :»Clgkmam(Qij)ak(Qij) + EQkaaMQU)a’f(QU)} dz

(5.13)

onde £y = (n-z)* F'(z) e Ly = axzz_(i‘i(?)'x)gF '(x). Agora usando a expressdao da métrica

¢” da Eq. 5.3 na Eq. 5.13 obtemos

o= 5 [ [£070,(Q)0Q7) + £:040,0(Q)0(Q")] dr
_ _; c (nknm + alekm) On(Qi)0(Q7) + cszmam@ij)ak(Q”)} dr
= —; _ﬁlnknmam(Qij)ak(Qij) + (Ela i 1 + E2> kaam(Qm)ak(Qw)] dx
_ —; V0" 0,(Qi)Ok(Q7) + VaQ "0, (Qig)0(Q7) d
(5.14)
das variaveis ); e )», sabemos que
V=L =(n-2)° Fl(x), (5.15)

yzzﬁla

L
a_1+ 2

ar® —3a(n - x)

2(a—1)

= L 2 F(2)+

2
F/
o (@),

2a s az?—3a(n-z)’]
= [2((1_1)(71@ + 2(a—1) ]F(x)v

= 2(a1— 0 [Qa (n-2)* 4+ az® —3a(n - x)z} F'(x),

- 2(aa— 1) % = (0 2)?| F'(a).

(5.16)
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Reescrevendo a Eq. 5.14, temos

o= = [0 (007 0,(Qu)0k(@7) + @0, (Q)0k(QY)) da —
2 / (V2 = V1) Q"0 Qi) 0(QV ) dax
_ _; (/ylﬂdx+/(y2 = yl)ﬁdx) -

(5.17)
onde
Ti = 00" 0,(Qi) 0k (QY) + Q0 (Qiy )0k (Q"), (5.18)
¢
To = Q"9 (Qij)01(Q"). (5.19)

As expressoes para T; e Ty na energia livre de frank, mostra as iteragoes das
deformagoes dos pardmetros de ordem no bulk da amostra nematica. Para calcular 0 (Q;;)

comecamos da defini¢cdo da Eq. 5.2 como segue

Ok (9ij) Ok m@m’ +ning|,
= 250y + 0@+ 0k (),
_ ak_(al) Qis + (1 — a) By (niny) (5.20)

para a derivada do tensor métrico na sua forma contravariante foi usada a Eq. 5.3. Em

consequeéncia, os calculos para 77 e 75 sdo da forma

T = —a2n n™ o (a) O, (a)+;(1—a)gkm8k(a)8m(a)+

2% —(a;l)zn’“nm + <—(a_a1)3> g’“m] O, (116) O (n)
(5.21)
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7 (a —1 1)’ a (al— 1)2] 09" Qi Qopi (@) O (a) +

1 1

-1 aa-1p

] 999" Qi QopOk (@) Om (a) +

[ 2 ‘ 2 ‘
(6 — — —6a+ 2(12) nfn™mgt + (—6 + — +6a — 2a2) g“’gkm] Ok (no) Oy ()
a a

(5.22)

lembrado que 0y (g;;) = Ok (Qi;). Reescrevendo em uma notagao vetorial para a energia

livre de Frank

ro= Ak (a; 2 [(a— D) O+ 3) [(Vxn) + 5 (V- m)?] +
V1 + Yo —adh) (n xV x n)zl , (5.23)
porém
(Vxn)’ = (n-Vxn)l+mxVxn).
Portanto
Fo= A 0@ - 2 gy (e 9 ko) -
2(a—172Y (nxV xn). (5.24)

Esta expressao para a energia livre de Frank apresenta trés termos que formalmente estao
definidos como as componentes de deformacao elastica, especificamente sdo chamados de
splay, twist e bend, respectivamente. A configuracdo do diretor para os termos splay e
bend, sao uma consequéncia direta que o sistema experimenta defeitos topoldgicos, veja os
exemplos apresentados nas Fig. 16 e 17, no qual para o cone teria um defeito topoldgico no
vortice ou também chamado defeito no ponto. Enquanto, o defeito topolégico do cilindro
se encontra ao longo de seu eixo, esse tipo de singularidade é denominado defeito de
linha. Como resultado, as expressoes ki1, koo € k33 sdo as responsaveis em contribuir para
a curvatura extrinseca G, levando em conta que as iteracoes das deformagoes de @)

acontecem no bulk na amostra nematica. E em concordancia, poderiamos pensar que a
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auséncia dos termos ki3 e koy, € porque sua influéncia estd nas bordas da superficie da
amostra como ja tinhamos discutido para o caso da curvatura intrinseca R. Além disso,
a expressao mostrada na Eq. 5.24 corresponde a mostrada na Eq. 2.7, como também as
contribuigoes que surgem das constantes splay, twist e bend para a energia livre. Usando
as Eq. 2.7 e Eq. 5.24 deduzimos k1,

4(a—1)>
ki = —(73) (V1 + ), (5.25)
a saber que kgo
4(a—1)
kg = . (V1 + V), (5.26)
e por ultimo k33
k33 =—4 (CL — 1)2 yl, (527)

De acordo com a analise feita em R, nés podemos concluir que o resultado para
os coeficientes elasticos encontrados splay e bend, além de ser contribui¢oes que estao
relacionadas com a densidade de energia livre elas mostram também os tipos de defor-
macoes que atuam no bulk da amostra devido as iteracoes dos parametros de ordem nas
vizinhangas de cada uma das moléculas meségenas no volume. Sabe-se que o conceito de
curvatura na amostra é um efeito geométrico local que envolve caracteristicas extrinsecas
e intrinsecas. Portanto, as quantidades mostradas em ki e k33 podem ser entendidas como
um vinculo direto com a curvatura extrinseca G. Das defini¢bes expostas nas Eq. 4.30 e

5.26 sabemos que

aa’

Y1+ V= —m-

(5.28)

O resultado mostrado na Eq. 5.28 é muito interessante para nosso estudo, note que existe
uma ligagdo muito importante nos dois tipos de curvaturas através de o coeficiente elastico
twist, o que significa que enquanto houver uma dobra na superficie da amostra ¢ o termo
koo que fornecera informagoes sobre a geometria global do sistema, bem como as bordas

da superficie e o volume da mesma.
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6 CONCLUSAO

A andlise do resultado teérico obtido para os invariantes geométricos da fase ne-

matica e o calculo da elasticidade, nos leva a duas conclusoes relevantes.

A primeira é que, mostramos um modelo para a energia livre em que as configura-
¢Oes elasticas do diretor estao ligadas a dois tipos de curvaturas R e G que determinam a
geometria da amostra. Da analise anterior, demostramos que efetivamente F, é um con-
ceito global a diferenca de R que é estritamente geométrico, como também mostramos

que as deformacoes splay-bend e sadle-splay estao associadas diretamente ao R.

Uma segunda conclusdo é que foi encontrada uma interpretagdo geométrica nas
constantes de deformacao elastica splay e bend. A andlise dessas texturas nemadticas na
amostra permitiu, desde o ponto de vista geométrico, estabelecer uma relagao existente
com a curvatura extrinseca GG. Demostramos teoricamente que a energia livre em uma
amostra de cristal liquido nematico pode ser calculada através do estudo das iteragoes
nas deformacgoes dos parametros de ordem nas moléculas que estao contida no bulk. Atri-
buimos a causa de mudancas ao diretor tridimensional que varia instantaneamente na
vizinhanca no nivel local na superficie do volume, destacando-se desta forma que nao
existem contribuigoes produzidas especificamente nas bordas. A presente proposta mos-
tra que a métrica pode ser escrita como uma soma de duas matrizes g;; = 0;; + @5,
ressaltando que o parametro ¢;; indica a matriz unitaria, e descreve a parte isotrépica de
gi;- Enquanto, @);; esta definida como a matriz de deformacgao. Em resumo, é a deformagao

da isotropia no sistema.

Uma observagao importante neste trabalho é o termo apresentado na Eq. 5.28, o
qual define um vinculo direto entre as curvaturas G e R na geometria da superficie da
amostra nematica. O coeficiente de deformagao elastico twist é o termo que conceitual-
mente proporciona a informacao das propriedades extrinseca e intrinseca das superficies
tridimensionais do cone e o cilindro, que sdo necessarios para conhecer a sua influéncia

no sistema e ajudando assim na interpretacao da geometria total.

Finalmente, pode-se dizer que o modelo apresentado neste trabalho verifica o pa-
pel essencial que estabelece a energia livre de Frank, ao mostrar que apesar de ser um
conceito mais global que geométrico nos proporciona ajuda em entender como sao os
comportamentos das deformacoes elasticas no volume de uma amostra de cristal liquido

nematico.
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Abstract. In this work we study the geometry of the elastic deformations of the uniaxial nematic liquid
crystals at the bulk. We will show that, at this region of the sample, the elastic terms of the free energy
can be separated as the sum of two kinds of elastic deformations, the first is proportional to the Gaussian
curvature obtained from the director field of a three-dimensional nematic sample and the second is com-
posed by those terms that cannot be expressed as resulting from this curvature. To achieve these results we
will construct the metric of an unixial nematic sample using the fact that the director gives the direction
of the anisotropy of the system. With this approach we will give analytical and geometrical arguments to
show that the elastic terms determined by Ks2, K13 and K24 are contained in a curvature term, while
the terms fixed by the splay elastic term, Ki1, and the bend elastic term, K33, are not. The novelty here
is that while K13 and K24 do not contribute the bulk elastic energy of a nematic sample, they have an
important contribution to the curvature of the system.

1 Introduction

One of the classical problems of Liquid Crystals (LCs)
physics is the geometrical characterization of the elastic
deformations of the director field in a nematic liquid crys-
tal (NLC) sample [1]. Every LCs textbook reproduces the
classical splay, bend and twist elastic deformations [1,2].
Nevertheless, there are also other two elastic deformations,
splay-bend and saddle-splay. But, as their elastic energy
can be integrated and considered as surface effects, their
geometrical characterization at the bulk seems to be not
relevant and all that we found in the literature is the
study of their anchoring properties, especially the Oldano-
Barbero paradox [3—16]. The aim of this paper is to use the
mathematical concept of curvature to give a geometrical
characterization to these elastic constants.

If it is assumed that the director variations are small,
proportional up to second order to 77 and 97 and satisfy
the symmetry 7 «— —1, then it is possible to show that
the elastic free energy density given by [17-21],

Fe:f0+%(ﬁ-ﬁ)2

# e-mail: simoes@uel.br

can be attributed to the director elastic deformation,
where K11, Koo, K33, K13 and Ko4 are the elastic con-
stants quantifying the five kinds of elastic deformations
usually found in NLCs, known, respectively, as splay,
twist, bend, splay-bend and saddle-splay elastic deforma-
tions [16-21], fo is an additive constant. Due to the sim-
plicity of the arguments leading to eq. (1) and the im-
portance of the knowledge of F,., the determination of
the elastic constants values was subject to intense re-
search [12,22-35].

The physical and mathematical fundamentals of this
work can be understood when it is realized that there is a
profound conceptual connection between LCs anisotropies
and a metric space; LCs are anisotropic materials in which
the director field 7 gives the direction of the position-
dependent anisotropies of the sample and the scalar order
parameter S measures the intensity of such anisotropy.
Usually, the values assumed by 7 and S are obtained
throughout the study of the invariants obtained from the
tensorial order parameter @;; [1]. Nevertheless, there is
another possible approach: when a physical measurement
is direction dependent we can incorporate this anisotropy
in a metric space. In many areas of physics this is the usual
approach to deal with anisotropies [36] but it is not fre-
quent in LCs studies. In fact, there are papers on LCs that
use the same mathematical tools that we will use here, see
for example [37-43]. This use is not done in the name of a
sterile mathematical elegance but, mainly, because in us-
ing it we can achieve a new comprehension on the physical
phenomena of the nematic director configuration and, as
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we will see here, with it we can propose new geometri-
cal properties for the nematic elastic deformations that,
otherwise, would remain hidden. For example, approaches
similar to the one that will develop here are found on
studies of nematics under constrained geometries induced
by boundary conditions or by two-dimensional surfaces
(2D). We will not impose any of these restrictions here,
we will consider three-dimensional (3D) samples without
taking into account the restrictions imposed by the con-
tainer geometry [42,43]. Furthermore, it must be always
remembered that when we pass from to 2D to 3D the
number of additional terms to be considered is discourag-
ing huge and the fact that our paper faces this problem
is one of the reasons why it is relevant. Of course, some
of these constrained problems can be also considered with
the approach developed here, this is a scenario that can
be further investigated being not our purpose here.

In this paper, instead of starting from a specific
microscopic model for the interaction between the LCs
grains we will propose that the five terms composing the
elastic deformations given in eq. (1) can be divided in
two geometrical categories, those that can be expressed
as a Gaussian curvature of the three-dimensional surface
composing the nematic sample, and those that cannot
be expressed as this curvature (now on, the Gaussian
curvature will be simply named as curvature). At the
LCs literature, the director elastic deformations have
been freely associated to the director curvature [44-48]
and this cannot be straightforwardly done, elastic de-
formation is a broad concept that does not need to
coincide with the very accurate mathematical concept of
curvature [36,49, 50]. In fact, as we will show in detail
below, it is possible to conceive elastic deformed surfaces
(see figs. 1 and 2) having a null curvature. Conversely,
for all surfaces for which we can attribute a curvature we
must attribute an elastic deformation.

It is important to emphasize that we will be talk-
ing about a three-dimensional NLC sample and, conse-
quently, the surface whose curvature will be calculated
is also three dimensional; thanks to Gauss’s Theorema
Egregium [49,50] it is possible to consider the curvature
of a three-dimensional surface without considering the
higher-dimensional space in which it might be contained.
With this approach we will give a geometrical and physical
interpretation to the elastic deformations that character-
izes the free energy density. That is, we will divide F.
in two portions, one corresponding to the director elas-
tic deformations that can be expressed as a curvature R,
and those, now on named as GG, that are not contained at
R. That is, we will assume that the free energy given in
eq. (1) can be written as

F.=aR+G. (2)

The aim of this work is to determine those director
elastic deformations that can be expressed as a scalar cur-
vature R, in a configuration without topological defects
(a continuous director field), in such a way that the con-
tribution of R to the above equation can be determined.
Of course, it can be asked, what is the importance of the
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curvature R for the LCs physics? The answer is simple
and straightforward. R is a scalar under transformation
of coordinates [36,49-51]; it assumes the same value in
all coordinate systems. Furthermore, as we will see, it de-
scribes elastic deformations and, therefore, it must be a
part of the F.. When the expression obtained with eq. (2)
is compared with eq. (1) we will find out that, at the bulk,
the values of some elastic constants are geometrically con-
nected by the curvature. Of course, R is not the unique
scalar characterizing a nematic material and the form of
G in eq. (2) can be determined from them.

2 Fundamentals

In this section we will introduce the mathematical tools
that will be used to determine the curvature R of the di-
rector elastic deformations, the differential geometry fun-
damentals leading to the concept of the curvature will not
be developed here, they can be found on the vast literature
about the subject [36,49-51]. These formulas are shown
below and their application will be straightforward. So,
once obtained the metric g;; and its inverse g", the con-
nection I}, will be given by [36,51]
_ 99
oxm )’

i 1 im <69mk
In this paper, Einstein’s sum convention will be adopted.

P agmj
ik = 39 Oxd
Once we have F;k, the curvature tensor R;-kl is given by

ozk
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O

which allow us to compute the Ricci tensor R,

+ I Ly — i I, (4)

mjo

Ri; = Ry, (5)

and the scalar curvature,

R = g"Ryj. (6)
The obtainment of R and its comparison with eq. (1) is
one of the aims of this paper. Reading backwardly eq. (6)
to eq. (3) we see that the unique requirement to obtain R
is to have a metric g;;, the obtainment of this metric is
the aim of the next section.

2.1 The metric

The essentially physical requirement of a metric describ-
ing a nematic material is that it must describe the uniax-
ial anisotropy of the physical measurements. To establish
such a metric we will use, as usual, the change of coordi-
nates procedure [36,51]. Nevertheless, as we will show be-
low this change of coordinates must be non-unitary and,
as non-unitary transformations do not preserve lengths,
we must elucidate its physical meaning under the context
of NLCs.

The approach that we will use here starts in 1986 [40]
when Baalss and Hess proposed that the anisotropic prop-
erties of a nematic liquid could be obtained from those of
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an isotropic liquid once we can deform the equipotential
lines of the molecules of the isotropic liquid until they as-
sume the form of the equipotential lines of the nematic
molecules; Baalss and Hess call such approach “Affine
Connection”. It has the form of a linear transformation
acting on the mathematical expression of the isotropic
properties from which we can obtain the corresponding
anisotropic formula for the nematic case [40,52-55]. Essen-
tially, the non-unitary transformation of Baalss and Hess
expresses the passage from an isotropic system to a non-
isotropic one.

Nevertheless, in the form proposed by Baalss and Hess
their model presents an inconvenience, it only works if the
nematic sample is homogeneously aligned along the en-
tire sample. In order to overcome this problem, we had
proposed [56] that the Affine Connection approach could
be also understood as a change of metric acting non-
homogeneously at each point on the sample. That is, we
demonstrated that the deformation of the equipotential
lines can be attained locally by the introduction of a local
anisotropic metric and, as consequence, the Affine Connec-
tion would correspond to the linear transformation that,
acting locally, leads to this metric [56-65]. Therefore, all
the process would be equivalent to a non-unitary change
of coordinates. But we have to have in mind that the dis-
tance that is not preserved is not the real distance that
can be measured with a ruler, but the distance from the
surface of the molecular equipotential lines to their cen-
ter, locally, for each molecule. Interesting enough, when
we put all these mathematical tools together the net re-
sult is that it all happens as we have made a non-unitary
change of coordinates that deforms the system: this is the
Baalss and Hess principle [40, 52-65].

So, using these ideas, consider a reference system fixed
at the laboratory and connects it to a point-dependent ref-
erence system whose orientation is such that one of its axes
always points to the local anisotropic direction. So, let us
consider a non-aligned uniaxial NLC sample whose vec-
tors are simultaneously described in terms of two different
orthonormal bases E' = {i1, 5,15} and EP = {&},é,¢3}.
The first, B, corresponds to a non-position—dependent ba-
sis of a coordinate system fixed in the laboratory, and EP
corresponds to a position-dependent basis of a coordinate
system attached to each point of the sample, satisfying the
condition that one of the versors, €; for example, always
coincides with the director at that point, €; = 7. So, the
position dependence of EP contains the system anisotropy
and the metric constructed throughout this transforma-
tion of coordinates will reflect this anisotropy. As we have
said in the last section, once we have obtained a met-
ric we can deduce a curvature R, which is a scalar under
transformation of coordinates [36,51]; it assumes the same
value in all coordinate systems being, therefore, a relevant
parameter to be investigated in LCs physics.

Let us take an arbitrary vector A and consider the
change of coordinates A’ between these two bases

Al = LA (7)

o6
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where A7 are the components of A in the basis E! and A
are the components of A in the basis EP. Of course, A;-
has an inverse AZ :

AL A =65 (8)

To further improve our knowledge let us express A;.

and Af in terms of the infinitesimal change of position dr?
and d7,

ort .
— 9]
= 574 (9)
as dr? is a vector component; we can compare this expres-
sion with eq. (7) obtaining

dr?

i _ ar i _ or
7o 7o ori”

As at each point we can choose three linear indepen-
dent vectors, we will assume that the nematic sample is
locally uniaxial having at each point a local orthonormal
coordinate system {7, m,p’} such that 7 points always to
the anisotropic direction. As {7, m, p'} are orthonormal we
have that

(11)

(10)

6;- =n'n; +m'm; + p'p;,

and, at E', we would also have

62']' = nmj =+ mimj +pzp] (12)

Furthermore, we will assume that the uniaxial anisotropy
of the system can be expressed throughout the properties
of the eigenvalues and eigenvectors of A7,

Azn" = \'nt,

Aémj =M,
A;-pj = \tpl. (13)
That is, /1;'- has only two independent eigenvalues, \" and

AL, The direction 7 is fixed by the anisotropy of the exper-
imental data, but there are two other directions, m and p),
that are perpendicular to 77 but, otherwise, indistinguish-
able. We will show now how we can express our formulas
only in terms of 7.

With a substitution in eq. (13) we see that A% can be
written in terms of {i,m,p} as

Using eq. (11) we have that A; can be written as
A5 = X560+ (N = AE) ning. (14)

With this result we have been able to write A} in terms
of 71, the local direction of the anisotropy. To proceed, we
present the inverse of A]?:

A N S R

which can be easily obtained.
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In a flat surface the infinitesimal distance ds? between
two points is given by
ds? = ditds;. (16)
As in a plane surface there is no difference between co-
variant and contravariant vectors, we write this relation
as
ds® = 6;;dr'd (17)
where §;; is the usual delta function. From this relation it
follows that in each coordinate system fixed at each point
of the sample we will have that

art ord

2 __
ds™ = 0ij 5% ot

drkdr!, (18)

which means that the corresponding metric would be given
by
are 9
9is = Oy s

(19)

To further improve our expression of g;; we use eq. (19)
and eq. (15) to obtain

9ij = (;)2% + ((;)2 - <)\1L)2> ning.  (20)

Furthermore, when it is imposed that

99" = 6} (21)
and
gijn'n’ = (22)
we will get
gij = 0451']‘ —+ (1 — a)nmj,
1 1— o
g7 = =0" — 7( e) n'n’ | (23)
a a
where
1\2

‘We have deduced the metric that characterizes our sys-
tem looking for the change of coordinates that transforms
an isotropic system into a system with uniaxial anisotropy
at each point of the sample. The final result is surpris-
ingly simple: the metric g;; depends on a parameter a and
the direction 7. If @ = 1 the metric becomes g;; = d;;
which corresponds to an isotropic medium. Otherwise,
when a # 1 the metric describes an uniaxial anisotropic
system characterized by the direction 7. Consequently, a
quantifies the uniaxial anisotropy and 7 gives its direction.
It must be also observed that the system is invariant by
the change 77 «+— —7i, an essential symmetry of the LCs
world.
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3 The scalar curvature

With the metric tensor given by eq. (23), we can compute
the scalar curvature R. As we have said above, although
the calculation implied in these formulas is straightfor-
ward, it requires very long manipulations. We will present
here the final expression for R. We have created a web
address to show all details of the calculations leading to
R;kl, R;; and R. The interested reader can found them
at [66].

It is important to emphasize that to obtain the for-
mulas that we present below we have assumed a system
without topological defects (constant a and continuous 7).
As we will comment in the conclusion the essence of our
results does not depend on these hypotheses. The scalar
curvature resulting from these calculations is given by

R=

0Dy o, () 4 00, ()]

(1-a)*
2a?
(1 — a)2 j i
— gz % () 9; (')
1—a)? , . .
7%71%@“6,» (nk) 0 (nl) ,

which is equivalent to

-1 2
( +a’) a2T1+

+ 954" (n”) 0i (n*)

(25)

(-1+a)

R = TQ*(*1+G)G2T3,

(26)
where

(27)
We have used the equalities [67]
(Vi) =0 (),
(V ﬁ) =

(ﬁxﬁxﬁ)l

L ik
Zeliky. 7
ae i (k)

finjaj (nl) .

- (28)

The scalar curvature R contains three terms, 77, Tb
and T3. T3 is formally identical to the twist term of the
Frank free energy and T3 and T3 are formally identical to
the splay-bend and saddle-splay elastic terms of the Frank
free energy, respectively. Together they reveal that, as long
as the system has no topological defects, only these elastic
terms contribute to the scalar curvature of the sample;
there is no contribution to R coming from the splay and
bend terms.

At this point it can asked if the absence of the elastic
configurations fixed by Kj; and K33 on R is not a con-
sequence of our hypotheses of absence of topological de-
fects because, for example, at the vertex of the splay term
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a b c

Fig. 1. A geometrical example in which R = 0 and F. # 0. The sequence of frames shown demonstrates that the splay
director configuration of a NLC ((V - )% # 0 (see fig. 3.1 of [1]), or [2] on p. 80) is a developable surface [49,50] having,
therefore, a null Gaussian curvature R. In (a) we show that this nematic director configuration can be regarded as the cut a
three-dimensional cone, which has a null curvature, R = 0. A straightforward geometrical way to see this result is to realize
that the three-dimensional cone can be considered as a superposition of conic sheets, (b), and each of these conic sheets can be
unwrapped in a planar cone having R = 0. The grounds of differential geometry [49,50] assure that this sequence of operations
characterizes a developable surface, it does not change the nullity of each of its members curvature: if the final sheet of the
sequence of operations has null curvature, the initial one also has. Consequently, save for the singular point at the cone vertex,
the director configurations contributing to the splay term of the F. do not contribute to the curvature.

a b c

Fig. 2. Another example of R = 0 and F. # 0. Similarly to what we have done for fig. 1 this sequence of frames shows that
the bend director configuration of a NLC is a developable surface [49,50]. We show in the ballon of panel (a) that the usual
director nematic configuration corresponding to the bend term (7t x (V x 7))? # 0 (see fig. 3.1 of [1], or [2] on p. 80) can
be considered as a piece of a three-dimensional cylinder. This cylinder can be described as a superposition of two-dimensional
cylindrical sheets, which can be unwrapped in planar sheets having null curvature. Therefore, as above, the F. bend term has
null curvature, R = 0.

(6 -i1)? we have, necessarily, a topological defect. We will
give below two arguments to show that the answer is neg-
ative. Firstly, to understand why only the terms Ty, Tb
and T3 of the Frank Free energy F, appear at the scalar
curvature, we remember that generally not all distorted
surfaces have a non-null scalar curvature. We will give here
a geometrical argument showing how this result appears
in the context of the NLCs. The essence of the argument
is to show that the three-dimensional director configura-
tions corresponding to K17 and Kjssz coincide with two
of the classical examples of developable surfaces [49, 50]

having null curvature. A developable surface is a surface
that can be sliced and unfolded without any stretching or
compressing, until the final configuration becomes a plane
surface.

Consider fig. 1, in the balloon of fig. 1(a) we recog-
nize the usual nematic director configuration leading to
the splay configuration (V - )2 # 0 (see [1] p. 99, or [2]
p. 80). The inferior part of fig. 1(a) shows that the figure
in the balloon is indeed a portion of a three-dimensional
cone. In fig. 1(b) we see that the three-dimensional cone
of fig. 1(a) can be sliced and taken as the sum of two-
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dimensional conic sheets. Furthermore, each of these conic
sheets can be further opened as in fig. 1(c). The final re-
sult is a planar cone whose curvature is null, R = 0. The
grounds of differential geometry [49,50] teach us that the
operations leading from fig. 1(a) to fig. 1(c) do not mod-
ify the null curvature of these three figures. That is, if
fig. 1(c) has a null curvature, then fig. 1(a) also has. As
this configuration constitutes the classical example of a
splay term, we have here an example of a configuration
for which F. # 0 and R = 0.

Exactly the same can be done for the nematic config-
uration shown in fig. 2. In fig. 2(a) we see the classical
example for which the bend term ((7i x (V x 7 ))2 # 0) is
non-null. Exactly the same procedures that we have done
above, cutting and unwrapping the splay nematic config-
uration, can be done in this case. The final configuration
is a planar configuration for which R = 0. Therefore, it
is also a developable surface and, therefore, the bend free
energy elastic deformations also has R = 0.

The second argument is given by the explicit expres-
sion of R with 0,a # 0. We have done these calculations
and the result is given by

+
=N
[

I
[\

S
=

//~

%) (ﬁx (ﬁxﬁ)).

This expression is replete of terms that must be further
interpreted, we will not do it here, our intention is only
to show that the elastic deformations corresponding to
K11 and K33 remain absent in the curvature R and the
bulk form of Ky, K13 and K54 remains the same. This
is the reason why a constant a can be assumed without
modifying the essence of our results.

Otherwise, it is important to realize that always when
we have R # 0 we must have necessarily F, # 0. This is
immediately obvious from the form of R given in eq. (26).
If we have R # 0 we must necessarily have T3 # 0 or
T, # 0 or T5 # 0. For any of these cases we must have
F. # 0. Consequently, a liquid crystal sample presenting
a non-null R will, necessarily, present a non-null F,.

Furthermore, in eq. (26) the amount of contribution of
the terms T7, T5 and T3 to the curvature is explicitly ex-
pressed in terms of the anisotropic term a. Consequently,
contrarily to what happens with the free energy of the
NLC, where the constants Koo, K13 and Ko4 must have
posterior determination, in eq. (26) the relative contribu-
tion of each of these terms to the curvature was effectively
given. Consequently, we have demonstrated the validity of
eq. (2) and, furthermore, we have found a measurement
of the relative contribution of the twist, splay-bend and

(29)
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saddle-splay elastic terms to the free energy. Namely,

Koo =a(a—1)"a”,

Kz = ai(a — 1)21 + a3)

I

Koy =a(a—1)(2—a)ad? (30)

where « is the arbitrary constant defined in eq. (2). Con-
sequently,

K13 _ (1 + CL3)
K722 o (a—1)a3’
Koy _ (2—a)
K22 N (a — 1) ’
Ky (2—a)d®

Kis = 7(1 ) (31)

As the determination of Koo is a straightforward ex-
ercise, the determination of Ky3 and Ks4 can be done
with the above formulas. Observe that there is an impor-
tant conceptual difference between these expressions for
the curvature and the corresponding expression for the
elastic energy. In the case of the free energy the splay-
bend and the saddle-splay contribution to the free energy
density can be integrated, effectively removed from the
bulk, and considered as a surface effect. Here, as long as
the curvature is a geometric local effect, these terms can-
not be removed and considered as a surface effect. They
have an effective geometrical local effect, they contribute
to the local curvature of the system. This is the meaning
of the above relations. The values found for K3 and Koy
are not those that could, at least in hypotheses, be mea-
sured at the surface anchoring the system; we have not
considered surface effects. We have here the contribution
of these two elastic deformations to the local curvature of
the system. Even when we consider the elastic energy as
a functional [12] this distinction is not removed.

4 Final remarks and conclusion

Let us synthesize here the achievements of our paper. We
have shown that both the free energy F. and the scalar
curvature R are scalars formed with combinations of n’
and dn//dz’. They measure the elastic deformations and
each one must remain the same for all observers being,
therefore, invariants by coordinate transformations. Nev-
ertheless, they give different values for elastic deforma-
tions. The curvature is restricted to the evaluation of those
elastic deformations that can be computed with measure-
ments made inside the n-dimensional surface in which the
sample is contained; to define curvature it is not neces-
sary to introduce an extra dimension in which the sample
is “curved”, this is Gauss’s Theorema Egregium [49, 50].
Otherwise, F, is not a geometrical concept like the cur-
vature, it considers all possible director deformations, up
the second order in n‘ and dn? /dz?, which are compatible
with the symmetries of the system. Therefore, F, contains
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the curvature, but it is not contained by it. This is the rea-
son why we can divide the elastic free energy in two parts,
those having curvature and those not having it, eq. (2) of
our paper. So, once a term appears in R it is completely
determined and must be also present in F.

A question also considered in our paper is the relation
between these two concepts. Firstly, they differ in their
range, the scalar curvature is a local concept, defined at
the neighborhoods of each point of the sample, eq. (6) of
our paper. F, is a global concept; it involves integration
over the volume of the system. Furthermore, even when we
consider the density of the free energy, defined in eq. (1) of
our paper, which is a local concept, there are some kinds
of elastic deformations that are not accounted by the cur-
vature of the nematic sample; these are the splay and bend
elastic deformations. Consequently, as long as we consider
LCs, the density of the free energy is a more general con-
cept than the curvature. To make these ideas clear, we
have described those elastic deformations common to the
F, and R: they are the elastic terms of twist, splay-bend
and the saddle-splay.

Finally, note that we only computed the bulk contri-
butions to K13 and Kay4. It is important to stress that be-
cause the curvature is a local concept and, consequently,
the splay-bend and saddle-splay terms give bulk contribu-
tions to the curvature. But, otherwise, as the F, is a global
concept (it involves integration over the volume) the bulk
contributions of these two terms to the F, are “swept” to
the border of the sample where the interaction between
the LC matter and the container must be also taken into
account.
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ABSTRACT ARTICLE HISTORY

In this work we will study the behavior of the optical signal and optical axes Received 23 September 2018
along the continuous transition of a lyotropic system from a nematic Accepted 3 December 2018
discotic (Np) phase to a nematic calamitic (N¢) phase; we will study in

detail the case in which there is a biaxial nematic (Ng) phase at the Otical sianal opti )
. . L . ptical signal; optical axes;
interstice between these two uniaxial phases. It will be shown that the biaxial nematic phase;
optical signal and optical axes change simultaneously in order to agree refractive indices

with the optical signals of the uniaxial phases at their borders: the

optical signal is positive at the frontiers with the Np phase and it turns PACS

to be negative at the frontiers with the N¢ phase. Concomitantly, the 61.30.-v; 42.65.)x

optical axes rotates from the &, direction to the e, direction. We will

illustrate these findings with experimental data that confirm our results.

KEYWORDS

I. Introduction

Lyotropic nematic liquid crystals are formed by mixtures of amphiphilic molecules and a solvent
(usually H,O) under convenient temperature and concentration conditions. The basic units of
these lyotropic materials are anisotropic micelles [1,2]. The uniaxial discotic (Np) - biaxial (Np) -
uniaxial calamitic (N¢) sequence of nematic phases was reported by Yu and Saupe [3] in a classical
phase diagram from the potassium laurate (KL), decanol (DeOH) and (D,O) mixtures. In this phase
diagram the uniaxial and biaxial nematic phases are bordered by two isotropic phases: a reentrant
isotropic (Izg) at low temperatures and the expected isotropic phase (I) at high temperatures. In
addition, recent studies show the Ng bordered by different phases [4,5]. The Np and N¢ phases
have been shown to be oblate and prolate micellar aggregates dispersed in D,O, respectively [6].
Optical conoscopy, optical birefringence, refractive index and laser conoscopy experiments [3,5,
7-13] have confirmed the occurrence of an N phase between the Np and N phases. Furthermore,
the uniaxial-to-biaxial nematic phase transitions are of second order [14].

The laboratory frame axes are defined with the boundary surfaces parallel to the 1-2 plane and 3
is the axis normal to the biggest surface of the sample cell. We remember that the optical birefrin-
gence, defined in Equation (5) below, is positive at the N phase and negative at the N¢ phase [15]. In
addition, the Np(N¢) phase presents negative (positive) anisotropy of diamagnetic susceptibility.

The orientational configuration of the Ny phase is defined by three orthogonal axes of symmetry,
€1, > and ¢; fixed in the micelle. Therefore, these axes are not independent but coincide with the axes
of the coordinate system and &3 =¢; x & [8,14]. In this way, two optical birefringences
(Anzy = n3 — np and Any; = ny — ny, defined at Equation (7) below) are linear optical parameters

CONTACT 0. R. Santos ) oscarsantos@utfpr.edu.br
© 2018 Informa UK Limited, trading as Taylor & Francis Group
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characteristic of the N phase. The Np (N¢) phase is uniaxial positive (negative) as expected. How-
ever, the optical conoscopy results showed that the Ny phase is not only optically positive (N7) as
reported in the literature [3], but also optically negative (N5 ). The occurrence of a biaxial (Nj)
phase, determined via refractive index measurements [9,16], was optically characterized by cono-
scopic image in this lyotropic mixture (KL/DeOH/D,0) [17]; the N3 and Nj phases appear as inter-
mediate biaxial configurations between the Np (homeotropic optical axis) and N¢ (planar optical
axis) phases.

As the geometry of the structural units of the lyotropic mixtures, so-called ‘micelles’, depends
on two thermodynamic variables, concentration and temperature, the conoscopic observations of
lyotropic materials allow a direct observation of the evolution of their symmetries when these ther-
modynamic variables are changed. In this work we will study the behavior of the optical signal and
optical axes when the system continuously evolves between the Np and N¢ phases, passing
through the Ny one. We will demonstrate, and illustrate with experimental examples, that the
evolution of the optical signal and the optical axes are profoundly connected; we will justify the
observed fact in which changes of the optical axes always happen together with changes of the
optical signal. Furthermore, we will also show that some conoscopic characteristics of the biaxial
phase in the interstice between two uniaxial nematic phases can be known from the conoscopic
characteristics of the uniaxial phases. In fact, we will show here that a continuous transition
between an Np and an N¢ phases can only occur if there is either biaxial phase or isotropic
phase between them. Here, our experimental data will be focused on the case with a biaxial
phase between an Np and N¢ phases.

Il. Fundamentals

Some of the definitions and concepts to be used along this paper will be very briefly presented here.
They are an extension of the analogous concepts used in crystallography [16,18-20]. Nevertheless,
lyotropic liquid crystals can undergo structural phase transitions with the simple change of concen-
tration or temperature. The conoscopic measurements allow us to follow these transformations
easily; this work is an illustration of it. An homogeneous, but not necessarily isotropic, material
can have up to three different refractive indices, {n;,n,,n3} respectively, along the directions
{ex-ey-e;}. We will order them in such a way that,

ny < ny < ns, (1)

and name an ellipsoid with main axes with dimensions #;, n, and n3 as indicatrix, see Figures 1 and
2. One of the important functions of the indicatrix is to give the values of the refractive indices
effectively acting in a light ray traveling in arbitrary direction k; it is given by the values of the
refractive indices at the intersection of the surface of the indicatrix with the plane crossing the center
of the indicatrix and perpendicular to k [18,19].

According to the relative values of {#n;,n,,n3} we will have three possibilities. Either the material is
isotropic, case in which all three refractive indices are equal and the indicatrix is a sphere, or the
material has two equal refractive indices and the indicatrix is a uniaxial ellipsoid of revolution,
Figure 1. Finally, we can have ‘biaxial’ materials, exhibiting three different refractive indices,
where the indicatrix is a completely asymmetric ellipsoid, Figure 2. In the frame of this paper, we
will consider the spherical indicatrix as trivial, and the uniaxial and biaxial indicatrixes.

When we consider the uniaxial case, the rule established in Equation (1) provides two geometri-
cally different possibilities, either

n =ny, < n (2)
or

ny < ny = ns. (3)
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Figure 1. (a) Uniaxial positive indicatrix and (b) uniaxial negative indicatrix [18, 19].

(a) (b)

Figure 2. (a) Biaxial positive indicatrix and (b) biaxial negative indicatrix [18, 19].
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That is, the indicatrix axis with different value can be the largest, the first case, or the smallest, the
second case. In any case, the direction with different index defines what is called optical axes because,
along this axis, the light propagates obeying the Snell’s law; notice, in the plane perpendicular to the
optical axes, the two refractive indices are equal, see Figure 1.

Furthermore, the refractive index along the optical axes is named as extraordinary refractive
index, n,. The other two refractive indices are named as ordinary refractive indices, #,. The optical
anisotropy An, or birefringence,

An =n, — n,, (4)

is defined in terms of the two refractive indices, n, and n, of an optically uniaxial asymmetric
material. Because An can be either positive or negative, we define the optical signal Os as the signal
of the difference in Equation (04),
An
Os =——, 5
An] (5)
where, if n, > n,, we have Os=1; otherwise, when n, < n,, we have Os=—1. The aim of this paper is
to describe and understand some aspects of the physics of the lyotropic materials using the Os
changes. Changes in the optical signal can be easily detected because, in a birefringente material,
the speed of the light depends on the direction, causing a phase difference,

0= 2777(718 — ny)d
o (6)
= OST|An|d,

where A is the wave length of the light, and d is the propagation distance in the medium. This

phase difference has the same sign of the optical signal. The simple fact that the optical signal be
positive or negative causes very characteristic and different interference patterns that can be easily
measured [17].

For the biaxial case we have three different refractive indices, being the indicatrix a completely
asymmetric ellipsoid. A light ray traveling in such material in the direction k will have more than
one effective refractive index determining its behavior. As we have said above, these refractive indices
are determined by the lines of intersection of the plane perpendicular to k, crossing the indicatrix at
the origin, and the indicatrix surface. Nevertheless, the indicatrix ellipsoid has a significant geometri-
cal property with important consequences for conoscopic measurements; as illustrated in Figure 2,
there are always two planes that cross the asymmetric indicatrix at the origin and for which the above
described intersection line is a perfect circle [18,19]. The light propagating along the directions per-
pendicular to these planes will behave according to the Snell Law because, for this direction of light
propagation, there is only one effective refractive index in action. These two directions are easily
recognizable at conoscopic measurements, being the directions of the two optical axes at the biaxial
phase. As suggested by Figure 2, the biaxial indicatrix has two geometrical limits. When
n; ~ n, < ns the biaxial ellipsoid approaches the prolate ellipsoid of Figure 1 and defined in
Equation (2). Otherwise, when n; < n, = n3, it approaches the oblate ellipsoid of Figure 1 and
defined in Equation (3). These facts can be useful to understand the definition of the optical signal
in the biaxial case. If we remember that the prolate ellipsoid has a positive optical signal and the
oblate ellipsoid has a negative one, we can easy accept that the optical signal is positive when

I’l3—1’12>1’12—1’11 (7)

and negative otherwise.
This formal definition of the optical signal for biaxial nematic lyotropic phases has been used by
us at [16]. Of course, it was inspired by the analogous definition in crystallography. The novelty here
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is that, throughout the changes in the relative concentration of the compounds taking part in the
lyotropic material or/and temperature, we can change the relative values of the refractive indices
and explicitly follow the changes in the optical signal and optical axes [16, 17, 20]. Due to the nature
of its definition, Equation (5), the changes in Os are always discontinuous. These changes are pro-
voked by changing the conditions acting over the sample and must always involve a change in the
relative values of n, and n,, which are the values of the length of the axis of the indicatrix. Of course, a
more broad change can also involve a change in the symmetry of the indicatrix, mainly at the region
where n, &~ n, (in the uniaxial case) because a change of the optical signal could be also accompanied
by a change in the direction of the optical axis. Here we will study these changes; we will show how
changes in the optical signal are coupled to changes in the optical axes.

Il. Results and discussion

Here, we will demonstrate that, if the transition Np — N¢ happens continuously, then there is
always a biaxial phase between them in which a simultaneous change of the optical signal and optical
axes is observed. In order to demonstrate this statement, let us consider that we have an Np phase
that, under consequence of some external process, a temperature change for example, becomes an
N¢ phase. The choice of this order for the transition is only for presentation convenience; once
the arguments are understood, the analysis of a transition in the reverse order is straightforward.
By definition, at the initial Np phase two of the three refractive indices are equal; the different
one, #,, characterizes the optical axes and the other two, n,, are the ordinary axis. At an Np
phase we have that n, —n, > 0 and the optical axis (homeotropic) configuration. A graphic
representation of these refractive indices ordering is given in Figure 3(a), where we see three lines
representing the 3 refractive indices, of an indicatrix. These lines are vertically ordered according to
the value of the refractive indices being, therefore, in accordance with the ordering really given in
Equation (1). At the bottom left side of the figure we have a couple of near lines, and at the top of
the figure we see a single line. The use of a superior position to the single line #n, means that its has
a value greater than 7, and the use of two closed lines to represent n, is to remember that this line
is degenerated. In Figure 3(b) we see three lines again, but now they are displayed according to the
order of the refractive index in an N¢ (planar) configuration. At the top of the figure, we see the
two degenerated lines representing the two degenerated #, refractive indices and, at the bottom, the
single line of the n, refractive index. At an N¢ phase we have that n, — n, < 0.

In Figure 3(c) we see that n, (according to the convection adopted in Equation (1)) n, is always
the intermediary index) grows continuously from the degenerated refractive indices at the left side
until it creates a new degenerated state at the right upper side. Along the growing of n, we have the
coexistence of three different refractive indices, therefore, being a biaxial nematic phase. As can be
easily verified, this biaxial phase realizes the transition from a positive optical signal
(n3 —ny >ny, —n;) — Ni (biaxial positive nematic) phase to a negative optical signal
(n3 —ny < ny —n;) — Ny (biaxial negative nematic) phase. Finally, at the left, the degenerated
states are found at the botom and agglutinates the states n; and n,. At the right, they are found
at the top and comprises 7, and n3. Consequently, this is an Np <— N transition in which the opti-
cal axes rotate from the € to the ¢, direction. For completeness, there is another possibility for the
Np <— N transition. The two lines at the bottom left side of Figure 3(a) can be transported together
to the right side, becoming the two lines at the top right side of Figure 3(b). Concomitantly, the single
line at the top of left side of Figure 3(a) can be transported to the right side to become the single
line at the bottom of Figure 3(b). We have not found any experimental set up where this kind of
transition occurs yet.

To further solidify the above rule, we present experimental data via optical conoscopy in the vicin-
ity of these phase transitions where these simultaneous changes of optical signal happen. We remem-
ber that the optical conoscopy [11, 18, 19] has been used as a suitable tool to discriminate between
uniaxial and biaxial liquid crystal phases [3, 17, 20-24]. The uniaxial and biaxial nematic phases
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Figure 3. Refractive indices of uniaxial (Np and N¢) and biaxial (Ng) nematic phases of an arbitrary lyotropic material: (a)
Np — Anz; >0, (b) Nc — Anq; < 0and (c) Np — Ng (N; — N3 —ny; >ny, —ny and Ny — n3 —ny < ny —ny) [16, 18-20].

investigated here are obtained in a phase diagram line [25] of a lyotropic mixture (concentration
in weight percent) of potassium laurate (KL : 25.28), decanol (DeOH : 6.24) and deuterium oxide
(D,0 : 68.48). These uniaxial and biaxial nematic phases are characterized by means of optical
microscopy, optical refractometry, image processing and optical conoscopy techniques [17]. The
phase sequence, as a function of the temperature, is determined as following: Np — Ny (18.60°C)
and Np - N¢ (20.76°C). Figure 4 shows the conoscopic images obtained upon heating the discotic
nematic near the Np — Np — N¢ phase transitions. The conoscopic images, for the N and Np phases,
were determined when the nematic sample is rotated (anticlockwise) from the 0° position to the 45°
position and then fixed at 45°. The Maltese cross characteristic of the N phase is shown in Figure 4
(a). The isogyres open near the Np — Np phase transition and become maximum in the biaxial
nematic range and with the melatopes positioned along the NE and SW quadrants as depicted in
Figure 4(b). In this optical configuration, the optic plane (oriented NE — SW) is parallel with the
slow vibration direction of the gypsum plate inserted into the optical path. The observed color
near the melatopes between to two isogyres turns yellow and the area inside the isogyres turns blue.

This biaxial nematic (N3 ) is then optically positive in accordance with the literature [3, 17, 22, 23,
26]. From this point, the isogyres disappear as the temperature increases (see Figure 4(c)) and spon-
taneously appear with the melatopes along the NO and SO quadrants as shown in Figure 4(d). The
blue color observed in the area inside the isogryres, in this optical configuration [18, 19], is consistent
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Ne¢

Figure 4. Conoscopic images of Nj (discotic), N (biaxial positive), N (biaxial negative) and N¢ (calamitic) nematic phases [17] (a)
18.30°C, (b) 19.10°C, (c) 19.45°C, (d) 20.31°C, (e) 21.43°C and (f) Laboratory frame axis adopted [8, 9]. The symbol OA gives the
position of the optical axes and the dotted line gives the lines in which the plane formed by the optical axes cut the plane of
the figure.

with the occurrence of a biaxial negative nematic (N ) phase [17]. The N¢ uniaxial phase is optically
negative where the conoscopic images consists of a very broad, fuzzy isogyre cross as exhibited in
Figure 4(e) [17-19, 23]. The Nj and N phases are confirmed by conoscopic images [17, 23].

The occurrence of a direct (Np — N¢) phase transition was reported by Yu and Saupe [27] in a
phase diagram from the sodium decyl sulfate (NadS), decanol (DeOH) and D,O mixtures. The-
ses authors identified an Np — N¢ transition that apparently violates the above stated rule as
they have not found a biaxial nematic phase between Np and N¢ phases. We have carefully redone
these measurements and, using conoscopic images, we have found an Ny phase between the N and
the N¢ phases [28]. We have found that this Ny phase has the same characteristics described above;
its optical signal transits between a positive signal at the border of the N, phase to a negative signal at
the border of the N¢ phase and the optical signal changes from the ¢, direction to the e, direction
exactly when the optical signal changes.

IV. Conclusion

To sum up, we have carried out studies of optical axis, refractive indices and optical signal along the
continuous transition of a lyotropic system from a nematic discotic (Np) phase to a nematic calami-
tic (N¢) phase. We have shown that, if this transition happens continuously, there is always a biaxial
phase in between. In this case, there is a simultaneous change of the optical signal and optical axes.
The biaxial nematic phase appears clearly as an intermediate phase between two uniaxial nematic
ones that have order macroscopic optical parameters of opposite signs, Ans; > 0 in Np phase
(homeotropic optical axis) and Anj, < 0 in N¢ phase (planar optical axis). According to our refrac-
tive index data, the optical anisotropy (n3 — ny) > (n, — n;) corresponds to an Ni phase and
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(n3 — ny) < (ny —my) corresponds to a nematic Ny phase, appearing as intermediate biax-
ial configurations between the Np and N¢ phases. These biaxial nematic phases and the respective
rotation of the optical axes are confirmed by conoscopic images [17]. As a final remark, we mention
that the theoretical and experimental results presented and discussed in this work concerning the Np
- Nj - Nj - N transitions are a complementary study of Saupe and Galerne diagrams [3, 25] since
they do not predict the occurrence of the N phase. Although there is the theoretical possibility of an
isotropic phase at the interstice along the continuous transition between the Np and N¢ phases, all
measurements that we have done have always found a biaxial phase between the Np and the N¢
phases.
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