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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar, via teoria de semigrupos de operadores lineares, a exis-
téncia e unicidade de solucdo para determinados sistemas termoel&sticos de Bresse com duas
dife- rentes condicdes de fronteiras. Além disso, estudamos o comportamento assintotico dos
mesmos sob uma condicao especifica para os coeficientes do sistema e exploramos o tipo de
decaimento (exponencial ou polinomial) do sistema termoelastico estudado. Com o intuito de
obtermos resul- tados independentes das condigdes de fronteira consideradas, provamos um
resultado denominado Desigualdade de Observabilidade para sistemas do tipo Bresse. No
capitulo seguinte, estudamos um sistema termoelastico de Bresse com acoplamento térmico
na forca axial e momento fletor. Mais precisamente, mostramos que, sob certas relacGes entre
os coeficientes do sistema, omesmo é exponencialmente estavel. Caso contrario, concluimos a
falta de decaimento exponencial do sistema, além de mostrar que 0 mesmo possui um
decaimento do tipo polinomial e garantir sua otimalidade para dados iniciais regulares. Por
fim, com a intencdo de obter um decaimento ex- ponencial, adicionamos uma dissipacdo
localizada no deslocamento vertical do sistema inicial e estudamos este novo problema.
Novamente, tais estudos estdo ligados a existéncia e unicidade de solucdo para este sistema,
além de garantir sua estabilidade exponencial, independemente de qualquer relagdo para o0s
coeficientes do mesmo.

Palavras-chave: Sistemas de Bresse. Desigualdade de observabilidade. EquagOes
diferenciais. Estabilidade. semigrupos de operadores lineares.



MORAES, Gabriel Eduardo Bittencourt. Bresse Systems with Thermoelastic Coupling on
the Axial Force and Bending Moment. 2020. 109 p. Dissertacdo (Mestrado em Matematica
Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2020.

ABSTRACT

The aim of this work is to study, via semigroup theory of linear operators, the existence and
uniqueness of solution for thermoelastic Bresse systems with two different boundary
conditions. Additionally, we study their asymptotic behavior under a specific condition on the
coefficients of the system and exploit the decay rate (exponential or polynomial) of the
thermoelastic system in turn. In order to obtain results independent of the boundary
conditions considered, we prove a result called Observability Inequality for Bresse type
systems. In the next chapter, we study a thermoelastic Bresse system with thermal coupling
on the axial force and bending moment. More precisely, we show that under suitable relations
among the coefficients of the system, it is exponentially stable. Otherwise, we can conclude
the lack of exponential decay of the system, by showing that it has a polynomial decay and
guarantee its optimality for regular initial data. Finally, looking for an exponential decay, we
consider an additional dissipation located at the vertical displacement of the previous system
and study this new problem. Again, such studies are linked to the existence and uniqueness of
solution for this system, besides guaranteeing its exponential stability independently of any
relation among the coefficients.

Keywords: Bresse systems. Observability inequality. Differential equations. Stability.
Linear operator semigroups.
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1 INTRODUCAO

O sistema de Bresse, assim chamado em referéncia ao engenheiro francés, Jacques An-
toine Charles Bresse (1822-1883), € um sistema de equagdes diferenciais parciais que descreve a
vibragdo de uma viga arqueada fina.

Desprezando qualquer variagdo de temperatura, o sistema de Bresse (conservativo) possui
trés varidveis, que representam o deslocamento vertical, o angulo de rotacdo da secdo transversal
e o deslocamento longitudinal, as quais denotamos por ¢ = (z,t), ¥ = ¥(z,t) e w = w(x, 1),
respectivamente. Ambas varidveis dependem de uma varidvel espacial = € [0, L] e uma temporal
t > 0, onde L é o comprimento de uma linha referencial que passa pelo centro da viga.

Na Figura 1.1, apresentamos uma breve no¢do geométrica das varidveis ¢, 1) € w presentes
no sistema de Bresse. Uma particula P presente na linha de referéncia ocupa a posi¢do P’, apds a

barra sofrer uma deformacao.

r - / B B Y
i/ )74 U
i -}f'fr#’f N i !
1 L Ry

Figura 1.1: Viga arqueada fina. (Fonte: [9])

De acordo com Bresse em [4], as equacdes de momento para as varidveis , 1 € w sao

poAQOtt - Q:E + lNa
polthy = My — Q, (1.1)
poAwy = N, —1Q),

onde pg € a densidade de massa do material da viga, [ € a curvatura inicial, A e [ representam a area
e o momento de inércia de uma secdo transversal da viga e as varidveis (), N e M representam,

respectivamente, a forca de cisalhamento, a forca axial e 0 momento fletor. Além disso, as leis
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constitutivas para as forcas de cisalhamento e axial e para o momento fletor sao

Q = GA(p, + ¢ + lw),
N = EA(w, — lp), (1.2)
M = Elv,,

onde GG e F sdo os médulos de cisalhamento e da elasticidade de Young, respectivamente.

Substituindo (1.2) em (1.1) e considerando as seguintes notagdes
pIZPOAa p2:p017 k:GA7 szl? kOZEAa (13)
obtemos o seguinte sistema conservativo de Bresse

prew — k(ps + ¢ + lw), — kol(w, —lp) =0 em (0,L) x (0,400),
patbir — baw + k(pr + 9 +lw) =0 em (0, L) x (0, 4+00), (1.4)
prwy — kol(wy — @) + kl(py + 9 +1lw) =0 em (0,L) x (0, +00).

Mais recentemente, Lagnese, Leugering e Schmidt em [14] obtiveram um sistema que des-
creve a vibragao de uma viga arqueada fina considerando uma (ou mais de uma) varidvel represen-
tando a variacdo de temperatura desta viga, o qual é chamado de sistema termoeldstico de Bresse.

No caso em que se considera o fluxo de calor agindo no deslocamento longitudinal e no

angulo de rotagdo, o sistema termoeldstico de Bresse € descrito por

;

poApy = Qp + [N,

polthy = M, — Q,

poAwy = N, — 1Q, (1.5)
poculy = —q1.2 — YTo(we — lpy),

L Poco¥t = =20 — VT0Utas

com leis termoelasticas constitutivas

Q= GA(ps + ¢ + lw),
N = FA(w, — lp) —~0, (1.6)
M = I, — ),

onde ¢; e ¢» representam fluxos de calor, ¢, € a capacidade térmica, 7j é a temperatura referencial
e v € uma constante de acoplamento. Além disso, para os fluxos de calor ¢; € g-, é considerada a

Lei classica de Fourier

= - 0:1:7
Zl :19 (1.7)
2 = — T
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onde ~ é a condutividade de calor. Assim, substituindo (1.6) e (1.7) em (1.5) e considerando

T,
oL =poA, pa=pol, k=GA, b=FEI, kg=FEA, m= "2 k=" (1.8)
PoCy PoCy

obtemos o seguinte sistema termoelastico de Bresse

( prow — k(pe + 0 + lw), — kol(wy — 1) +170 =0 em (0, L)x(0,4+00),
Pt — Wy + k(py + U + lw) + 70, =0 em (0, L)x(0,+00),
prwy — ko(wy — 19)e + k(e + 0 +1w) +v0, =0 em (0, L)x (0, +00), (1.9)
O — k10 + m(w, — lp)y =0 em (0,L)x(0,+00),

(V¢ — k1 + Mty = 0 em (0,L)x(0,+00)

Correspondente ao sistema (1.9), consideraremos as seguintes condi¢des iniciais

90(70) = %o, (pt(ao) = ¥1, ¢(a0) = 1/}0a ¢t(70) = ¢1;

(1.10)
w(-,0) =w, wy(-,0) =wy, 6(-,0) =6, I(-,0) =1,
e condicdes de fronteira do tipo Dirichlet
o(x,t) =YP(z,t) =w(z,t) =0(x,t) =9z, t) =0, x €{0,L}, t >0, (1.11)
ou condig¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann
o(x,t) = Py(x,t) = we(x,t) = 0(x,t) =¥z, t) =0, € {0,L}, t >0. (1.12)

O sistema (1.9) com condig¢des iniciais (1.10) e condi¢des de fronteira (1.11) e (1.12) foi
apresentado em Liu e Rao [16], onde os autores mostraram que a estabilidade da solucao do sistema
estd relacionada com as seguintes constantes

X;:ﬂ_ﬁ ou Yo :=k — ko, (1.13)
P2 P
e com as condigdes de fronteira (1.11) e (1.12). A condig¢do y = 0 significa que as velocidades
de onda dos movimentos vertical e longitudinal sdo iguais, o que € matematicamente interessante,
mas ndo realista do ponto de vista fisico, de acordo com [16]. Além disso, de (1.8) podemos
observar que
x=0 & xo=0. (1.14)

A maioria dos autores que estudam as possiveis variagdes do sistema termoeldstico de
Bresse desconsideram a rela¢do (equivaléncia) dada em (1.14), apenas se preocupando com o
ponto de vista matemdtico. Neste trabalho, levaremos (1.14) em consideragdo, principalmente
quando x( # 0, o que acarretard também y # 0.

Em [16], Liu e Rao mostraram que se xo # 0, entdo a solucdo do sistema (1.9) possui uma
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taxa de decaimento

1/
(h‘Tt) Int, (1.15)

com j dependendo das condi¢des de fronteira e regularidade dos dados iniciais, por exemplo para

dados no dominio do operador associado ao problema, tem-se

= 4, para (1.11), (1.16)

8, para (1.12).
Neste trabalho, mostraremos que os resultados obtidos por Liu e Rao acerca do sistema
(1.9) podem ser melhorados. Com efeito, mostraremos que o = 0 € uma condi¢do necessaria
e suficiente para garantir a estabilidade exponencial da solucdo do sistema (1.9). Além disso,
caso yo # 0, obteremos uma estabilidade polinomial para a solu¢do do sistema com uma taxa de

decaimento polinomial
1

7 (1.17)
a qual € melhor que (1.15). E mais, para a condic¢ao de fronteira (1.12), concluiremos a otimalidade
da taxa dada em (1.17), para dados iniciais regulares. Todos os resultados com detalhes precisos
serdo apresentados no Capitulo 4.

Motivados por [6] e com a inten¢do de melhorar os resultados ja obtidos por Liu e Rao,
enunciaremos e demonstraremos, no Capitulo 3, um resultado chamado de Desigualdade de Ob-
servabilidade para sistemas do tipo Bresse. Tal resultado serd importante para a obtencao da taxa
(1.17) e para concluir que a mesma independe das condi¢des de fronteira (1.11) e (1.12). Além
disso, este resultado ainda ndo foi encontrado na literatura da maneira como serd exposto no Capi-
tulo 3.

No Capitulo 5, acrescentaremos uma dissipa¢do localizada no sistema termoeléstico (1.9).
Com isto, realizaremos um estudo acerca da existéncia e unicidade deste novo sistema e, além
disso, avaliaremos o seu comportamento assintotico. Mais precisamente, mostraremos que, ao
acrescentar esta dissipagdo localizada, o sistema obtido (o qual estéd descrito em (5.1) no Capitulo
5) possui um decaimento exponencial sem nenhuma condicdo sobre seus coeficientes, diferente-
mente dos resultados do Capitulo 4.

Para o decorrer desses estudos, no Capitulo 2, apresentaremos alguns resultados fundamen-
tais de Andlise Funcional, da teoria de Espagos de Sobolev unidimensionais e de semigrupos de
operadores lineares. Dentre estes resultados, destacam-se o Teorema de Lax-Milgram e o Teorema
de Lumer-Phillips, que sdo de extrema importancia para garantirmos a existéncia e unicidade de
uma solucao para o problema (1.9) com condig¢des iniciais (1.10) e condi¢des de fronteira (1.11)
e (1.12). Além disso, outros dois resultados preliminares, que serdo utilizados para a obtencdo
das estabilidades exponencial ou polinomial, sdo os Teoremas de Priiss e de Borichev-Tomilov,

respectivamente.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢des e os principais resultados que serdao
uteis para o desenvolvimento deste trabalho. Tais conceitos estdo ligados a andlise funcional,
espacos LP, espacos de Sobolev unidimensionais € a teoria de semigrupos de operadores lineares.
Alguns resultados utilizados no decorrer do trabalho que ndo estiverem descritos neste capitulo

podem ser encontrados em [5, 7, 8, 13, 15, 19].

2.1 ANALISE FUNCIONAL

Definicao 2.1 (Forma sesquilinear). Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais. Chamamos a aplica-

cdoa: X XY — Kde forma sesquilinear em X XY quando a satisfaz as seguintes condicoes:
(i) a(x +y,2) = a(z,2) +a(y,2), Ve,y € X, Vz €Y,
(ii) a(z,y+ 2) =a(z,y) + a(z,2), Ve € X, Vy,z €Y
(iii) a(cz,y) = ca(z,y), Ve e X,VyeY,VceKkK;
(iv) a(x,cy) =ca(x,y), Ve e X,VyeY,Vce K.
No caso K = R, a é chamada de forma bilinear.

Definicao 2.2 (Continuidade de uma forma sesquilinear). Sejam X e Y dois espacos vetoriais
normados e a : X XY — Kuma forma sesquilinear. Dizemos que a é continua (limitada) quando

existe uma constante C' > 0 tal que |a(z,y)| < C||z||x||y|ly, para todo par (z,y) € X x Y.

Defini¢ao 2.3 (Coercividade de uma forma sesquilinear). Sejam X um espago vetorial normado e
a: X X X — K uma forma sesquilinear. Dizemos que a é coerciva quando existe uma constante

C > 0tal que Re(a(z,z)) > C|z||%, para todo x € X.

Teorema 2.4 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam X um espaco de Hilbert real (complexo) e uma
forma bilinear (sesquilinear) continua e coerciva a : X x X — R (C). Entdo, para todo funcional

linear (antilinear) f limitado, existe um tinico x € X tal que a(x,y) = (f,y), paratodo y € X.

Demonstragdo. Para o caso real, ver [5], padgina 140, Coroldrio 5.8. Para o caso complexo, ver
[18], pagina 595, Corolario 6.6.2. O

Definicao 2.5 (Resolvente e espectro). Sejam X um espaco de Banach complexo e um operador

linear B : D(B) C X — X. O conjunto resolvente de B é representado por p(B) e é dado por
p(B) = {\ € C: (M — B) ™" existe, é limitado e tem dominio denso em X }.

O espectro de B é o conjunto o(B) = C — p(B).
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Definicao 2.6 (Operador dissipativo). Seja X um espaco de Hilbert. Diz-se que um operador
linear B : D(B) C X — X é dissipativo quando Re(Bx,x)x < 0, para todo x € D(B).

Proposicao 2.7. Sejam X um espaco de Banach e By € L(X) um operador invertivel tal que
Bi' € L(X). Se By € L(X) ¢é tal que || Balzx) < HB1_1HZ(1X)» entdo o operador By + B; é

linear, limitado e invertivel.
Demonstragdo. Ver [22], Lema 2.12.1. O

Teorema 2.8. Sejam X um espaco de Banach e B : D(B) C X — X um operador linear

dissipativo.
(a) Se Im(A\oI — B) = X para algum \y > 0, entdo Im(\ — B) = X para todo \ > 0.
(b) Se Im(I — B) = X entdo D(B) = X.
Demonstragdo. Ver [19], paginas 15 e 16, Teoremas 4.5 e 4.6. L]

Proposicao 2.9. Sejam (X, || - || x) um espaco de Banach e B : D(B) C X — X um operador
linear com resolvente ndo vazio. Entdo, B tem resolvente compacto se, e somente se, a aplicagdo

inclusdo i : (D(B), || - o)) = (X, - || x) € compacta.
Demonstragdo. Ver [10], Proposi¢ao 5.8. [

Proposicao 2.10. Seja X um espaco de Banach. Se B : D(B) C X — X ¢é um operador linear

com resolvente compacto, entdo o espectro de B é formado apenas por autovalores de B.

Demonstragdo. Ver [10], Corolério 1.15. O

2.2 ESPACOS LP E ESPACOS DE SOBOLEV UNIDIMENSIONAIS

Definicao 2.11 (Espagos LP). Seja I C R aberto e 0 < p < oo. Seja LP (1) o conjunto de todas as

funcoes mensurdveis f : I — R tais que | f|P é integrdvel (no sentido de Lebesgue) em I, ou seja,

Lr(I) = {f:]%R:fémensurdvele /|f(a:)|pdx<oo}.
I

Diremos que duas fungoes f,g € LP sdo equivalentes (f ~ g), se f = g q.s. em 1. Indicaremos
por LP(I) o conjunto
LAI) = L(I)) ~ .

Para p = oo, definamos

L) ={f:1—R: félimitada q.s. em I}.
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Observacdo 1. Lembremos que os elementos do conjunto LP(I) sdo classes de equivaléncia de
fungdes em L£P(I). Entretanto, é conveniente olhar esses elementos como sendo fungdes. Assim
vamos escrever f € LP(I) no lugar de [f] € L*(I).

Observacao 2. Temos que
(i) Se 0 < p < oo, entdo LP(I) é um espago vetorial.

(i) Seja f € LP(I) e 0 < p < oo. Denotaremos a norma em L” (1) por

£y = </I|f(a;)|de);.

(iii) Seja f € L°°(I). Denotaremos a norma em L>°(I) por

| fllLoe(ry = supess|f(x)| = inf{C > 0:|f(z)] < Cqs.emI}.

zel

Definicao 2.12. Uma fungcdo mensurdvel f : I — R é dita localmente integrdvel se
/ f(x)dx < 0o, VK C I compacto .
K

Indicaremos por L (I) o conjunto de todas as fun¢oes mensurdveis f : I — R tais que |f|P é
localmente integradvel, isto é,
L (I) = {f I = R: / |f(x)|Pdr < 00, VK C I compacto } .
K

Defini¢do 2.13 (Espacos W'P). Seja I = (a,b) com —o00 < a < b < +coep € R com
1 < p < o00. O Espago de Sobolev WP(I) é definido por

Wt (1) = {u € LP(I) : existe g € LP(I) com /wp'dx = —/g(pdx,Vgo € C’é([)} .
I I
No caso particular p = 2, denotamos W'2(I) = H'(I), ou seja, W'*(I) é definido por
HY(I) = {u € L*(I) : existe g € L*(I) com /ucp'dx = —/ggpdm,‘v’g& € C’é(])} :
I I

Observagio 3. Dada v € W'P(I), a fungdo g é chamada de derivada fraca de u em W1,p(I) e

serd denotada por u,.

Proposicdo 2.14. (i) O espaco W'P(I) é um espago vetorial normado, munido da norma usual

lullwromy = llullzog + Juel ey, Vo € WH(I),1 < p < oc.
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Além disso, se 1 < p < oo, entdo podemos definir a norma

[N

P

lllwroay = (Il + el
em WYP(I), a qual é equivalente & norma usual.

(ii) O espaco H'(I) é um espago vetorial normado com produto interno e norma definidos,

respectivamente, por

(w, )y = (W, ) 21y + (Us, Vo) 2(1) = /u@dx + /ux@dx,‘v’u,v c HY(I),
I I

1/2 1/
el z ey = (/J|u|2dx+/1|uw|2dx) = <||UH%2(1)+||U$”%2(1)) :

Proposicao 2.15 (Desigualdade de Young com ¢). Dados a,b > 0, 1 < p,q < o0 expoentes

conjugados, isto é, tais que % + % = 1 ec > 0, entdo existe uma constante C. > 0 tal que
ab < ea®? + C.b%.

Demonstragdo. Ver [11], pagina 622, Secdo B.2. [
Proposicao 2.16 (Desigualdade de Holder). Seja I C R aberto e sejam p, q expoentes conjugados,

1<p<oo. SefelLl(I)ege LII), entdo fg e L*(I) e

19l < ey gl o)
Demonstragdo. Ver [5], pagina 92, Teorema 4.6. [

Proposicao 2.17 (Lema de Du Bois-Reymond). Sejam I C R um aberto e u € L, .(I). Se

loc

[ut@)ontoris =0, vo e Gr(1)

1

entdo existe uma constante C' tal que u = C' quase sempre em 1.
Demonstragdo. Ver [5], Lema 8.1. O

Proposicao 2.18 (Imersdo de Sobolev). H(I) C L>®(I), para todo 1 < p < oo, com inclusdo
continua, ou seja, existe uma constante C' = C(|I]) > 0,
para todou € H'(I).

1] < 0, tal que |[ul) =) < Cllullimry,

Demonstragdo. Ver [5], pagina 282, Teorema 9.2. 0

Proposicao 2.19. Seja I C R um intervalo limitado. Entdo, as seguintes inclusoes sdo compactas

(e, consequentemente, continuas):
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(i) a2 (H? - Na2) — (HY | ),
(ii) i (H' || - ) = (C(D), || - [|z).
Demonstragdo. Ver [1], Teorema 6.3. ]

Proposicao 2.20 (Desigualdade de Poincaré). Seja I C R um intervalo limitado. Entdo, existe
uma constante C = C(|I]) > 0 tal que

[l < Cllue 2y
para toda funcdo w € H}(I) ouw € H}(I), onde
Hi(I)={ue H(I):u=0emdI},

Hj([)—{ueHl .\I!/ x—O}.

Demonstragcdo. Ver [5], pagina 218, Proposicao 8.13. [
Lema 2.21. O Espago (H!(I), || - || (1)) € Banach.

Demonstragdo. Seja {u,, }nen uma sequéncia de Cauchy em H!(I). Deste modo, a sequéncia
{tn }new é de Cauchy em H' (1), que é completo. Logo, existe u € H'(I) tal que ||, —u|| g1 (1) —
0 para n suficientemente grande.

Além disso, utilizando as desigualdades de Holder e de Poincaré, tem-se, para todon € N,

/[ () — /1 w(z)dr| < /I lun(2) — u(z)|da

</Idx>é</l\un(x) —u(m)\de)%
< V[ = ulls

1
< [ [lun = ullmin

0<

IN

Logo, para n suficientemente grande, segue que

n—oo

1/ . 1/
— [ u(x)dr = lim — [ u,(x)dr =0
17/, O = e

Desde modo, v € H)(I), isto é, u, converge para v em H!(I). Portanto, o espago
(HXI), || - || m(r)) € Banach. O

lim un(m)dm:/u(a@)dm,
I I

o que implica
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Observacéo 4. Para mostrar que (L2(I), || - ||z2(;)) é Banach, onde

A1) = {u e L2(I) - ﬁ/lu(:c)d:c - o} ,

basta mostrar que tal espaco é fechado.

Lema 2.22. Seja [ = (a,b) C R e uma fungdo f € C'|a,b] arbitrdria. Entdo,

b 1 by b
Re/ fuu_$dx:§f|u]2 —5/ f'lul?dz, (2.1)

para toda v € H'(I).

Demonstragdo. Usando integragcdo por partes, temos que

b
/ futgdr = fluf?

implicando em

b b b
[t s wads = fap| - [l 22)

Observando que para todos v, w € C, Re (vw) = Re (wv), temos que, considerando a parte

real em (2.2),
’ —_ 1 2 ’ 1 ’ 1,12
Re | futzdr = §f lul?| — 5 f'u|*dx.

2.3 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Definicio 2.23. Sejam X um espaco de Banach e A € L(X). Definimos o dominio do operador
A como
D(A)={ue X : Aue X},

equipado com a norma
lullpay = |ulx + |Aulx.

Além disso, definimos o dominio do operador A", n € N, como

D(A") = {u € D(A") : Au € D(A" )}
:{UEXAkU€X7 k= 1,...,7’2},

equipado com a norma
n

lullpeany = > 14" ulx,

k=0
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onde A%u = u.

Teorema 2.24 (Lumer-Phillips). Se A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contra-

coes em um espago de Banach X, entdo
(i) A é dissipativo, isto é, Re(Ax,x)x < 0, para todo v € D(A).
(ii) Im(A\] — A) = X, para todo \ > 0.
Reciprocamente, se
(iii) D(A) é denso em X;
(iv) A é dissipativo;
(v) Im(\ol — A) = X, para algum \y > 0,
entdo A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes.
Demonstragdo. Ver [19], pagina 16, Teorema 4.6. [

Corolario 2.25. Seja A um operador linear dissipativo com dominio D(A) denso em um espaco
de Hilbert X. Se 0 € p(A), entdo A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdoes
em X.

Demonstragdo. Ver [22], p4dgina 88, Teorema 2.12.3. O]

Teorema 2.26. Se A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {S(t) }+>o em um espago de

Banach X, entdo para cada ug € D(A) C X, existe uma vinica fun¢do u na classe
u € (0, 00); D(A)) N CH(RF; X),

que é solucdo cldssica regular do PVI

du
0) = Alu(t), t >0,

u(0) = up,
dada por u(t) = S(t)ug. Se {S(t) }i>0 for um Cy-semigrupo de contracées, temos que

du
L < 1.

X

[u)lx < [luollx e

Além disso, se uy € D(A™), n > 2, entdo existe uma vinica fungdo u na classe

u € [)C"([0,+00), D(A")).

r=0

Demonstragdo. Ver [5], pagina 185, Teorema 7.4 e [23], pagina 36, Teorema 2.3.1. [
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2.4 RESULTADOS DE ESTABILIDADE

Nesta secdo enunciaremos dois resultados importantes para a caracterizagdo da estabilidade
para um Cy-semigrupo de contragdes. O primeiro resultado é uma versdo adaptada para espacos
de Hilbert e fornece a caracterizagdo de estabilidade exponencial para um C-semigrupo de con-
tracdes e“'* cujo gerador infinitesimal é o operador A. Para mais informacdes sobre este resultado,
ver [12, 17, 20].

O segundo resultado foi estabelecido recentemente por Borichev e Tomilov em [3] e for-
nece uma caracteriza¢do de decaimento do tipo polinomial para Cy-semigrupo limitados. Aqui,
enunciaremos uma adaptacio deste resultado, que serd de grande utilidade para os estudos a se-

guir. A versdao completa deste resultado pode ser encontrada em [3], no Teorema 2.4.

Teorema 2.27 (Teorema de Priiss). Um Cy-semigrupo de contragées S(t) = el definido em um
espaco de Hilbert X é exponencialmente estdvel se, e somente se, valem as duas condicoes a

seguir
(i) iR C p(A);

(ii) limsup || (iA — A) 7| zx) < 00;

[A| =00

Demonstragdo. Ver [12, 17, 20]. L]

Definicao 2.28. Escrevemos
f=0(g), quando A — Xy,

desde que exista uma constante positiva C' > 0 tal que

[FN)] < Clg(N)],

para todo \ suficientemente perto de \.

Teorema 2.29 (Teorema de Borichev- Tomilov). Suponhamos que S(t) = e*! seja um Cy-semigrupo
limitado definido em um espaco de Hilbert X tal que iR C p(A). Entdo, as seguintes afirmagoes

sdo equivalentes:
(i) |S(OA o) = OY®), t = oo;
(ii) [|(IAL = A) "M 2ex) = O(IA1%), |A] = o0,
para alguma constante fixada o > 0.
Demonstragdo. Ver [3], Teorema 2.4. O

Observacao 5. Para simplificar as notacdes, durante o decorrer dos estudos realizados neste
trabalho, denotaremos os conjuntos Hj (0, L), H}(0,L),CL(0,L),Cs(0, L) e L?(0,L) por H{,
H}, C§,Cg° e L? respectivamente. Além disso, || - |2 representard a norma || - || 12(9,z) no espago
L*(0,L).
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3 SISTEMA DE BRESSE CONSERVATIVO

Neste capitulo, encontra-se uma desigualdade fundamental para o estudo dos problemas
que serdo abordados nos proximos capitulos. De fato, para estudar alguns problemas de Bresse
com coeficientes varidveis ou constantes e diferentes condi¢des de fronteira, vamos lidar com uma
condicao local onde serd possivel trabalhar com algumas funcdes de corte, essenciais na obtencao
das estimativas locais. Logo, para estender tal estimativa local a uma estimativa sobre todo dominio
(0, L), sera fundamental a aplicacdo dos resultados deste capitulo.

Os resultados deste capitulo ainda ndo foram encontrados na literatura. Deste modo, mo-
tivados por [2], onde os autores enunciaram uma desigualdade de observabilidade para sistemas
de Timoshenko e obtiveram bons resultados ao usarem tais fun¢des de corte, enunciamos e de-
monstramos os resultados deste capitulo. Além disso, em [21], buscamos compreender quais 0s

multiplicadores ideais a serem aplicados, neste caso, para os sistemas de Bresse.

3.1 DESIGUALDADE DE OBSERVABILIDADE PARA SISTEMAS DO TIPO BRESSE

No que segue, vamos mostrar duas desigualdades, as quais sdo comumente chamadas de
“desigualdade de observabilidade”, para uma classe ampla (e abstrata) de sistemas do tipo Bresse.

Iniciamos considerando o seguinte sistema de equagdes:

ibp—®=g, em (0,L), (3.1)

iBp1® — (k(x + 9 +w))e — kol(w, —lp) = go em (0, L), (3.2)
iBY— U =gs em (0,L), (3.3)

iBpa¥ — (0)s + k(x + ¢ +lw) = g4 em (0,L), (3.4)
ifw—W =gs em (0,L), (3.5)

iBoW — (ko(wy —1p))s + kl(px + ¢ +1w) =gs em (0, L), (3.6)

onde g1, 93,95 € H} € g2, g1, 96 € L, ou g1 € H}, g3, 95 € H}, g2 € L?, g4, g6 € L? € 0s coeficientes
p1, P2, k, ko, b, | satisfazem

p1, P2,k ko, b € CHO, L], py1,pa,k, ko, b>0 em [0, L]. (3.7)

Comegaremos denotando por V' e G as seguintes fungdes vetoriais V' = (o, ®, ¢, U, w, W)
e G = (91,92, 93,94, g5, gs)- Além disso, considerando 0 < a; < as < L, a notagdo || - ||a;.a;

significa

HVHil,aQ:/ (lpz 4+ ¢ + lw]* + [P + [0 > + U + |w, — lof* + [W]?) da.

al
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Além disso, para 7 = 1, 2, considere também a seguinte notacao
I(a;) = (g + ¥ + lw)(a)|* + [®(ay)[* + [a(ay)* + [V (a;)]* + |[(ws — lp)(ay)[* + [W(ay)[.

Proposicao 3.1. Sob as notacdes anteriores, seja V.= (@, ®, 1, ¥, w, W) uma solucdo regular de
(3.1)-(3.6) e sejam 0 < a; < ay < L quaisquer. Entdo, existem constantes Cy, C; > 0 tais que,

para j =12,
I(a;) < Co|VI2, o0 + Coll Gl 1 (3.8)
V2, 0y < Cil(a;) + Cil|GI3 .- (3.9)

Demonstragdo. Consideremos uma fungdo fixada ¢; € C'[ay, as]. Multiplicando a equagdo (3.2)

por ¢1k(p, + 1 + lw) e integrando sobre (ay, as), obtemos

az

/ 2 kqig2(0p + ¢ + lw)de = _/ P11k ®(iB(pr + Y + lw))dx

al ai
NS

~
=J1

_ / 01 (ks + 0 + 0)) (ks + & + w))dz

ay
. 2
~~

=Js

— / 2 lkokgi(w, — lp) (s + ¢ + lw)dz. (3.10)

al

Usando as equacodes (3.1), (3.3) e (3.5), integrando por partes, considerando a parte real de

J1 e o Lema 2.22, segue que

Re J; = —Re / P11 kP (iB( + ¢ + lw))dx

al

=—Re / P11 k®(grz + P+ g3+ V¥ + 1gs + IW)dx

al

a2 - a2
=—Re / P11k ® P,dxr — Re / P11k @(g1,. + g3+ lgs) do

al ai

az
—Re/ P11k @V + W) dx

ay

1 a2 1 as
== §P1Q1/€ @]+ 5/ (p1q1k)o| @ dx
al ai
ag a2
—Re / p1q1k P(g1.. + g3 + lgs) dr — Re / p1qik @(V 4+ W) dx. (3.11)

Além disso, do Lema 2.22,

az 1 as
+ 5/ @12k e + U + lw|? da. (3.12)

al ai

1
Re Jy = — §Q1k2 e + ¥ + lw]?
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Assim, considerando a parte real de (3.10) e substituindo (3.11) e (3.12), obtemos

az

1
—5(01Q1k|@|2 + @k |gs + 9 + lw]?)

1 [=
+§/ ((P191k)2| @1 + q1,2k? @0 + ¢ + lw|*) dx

al ai
a2

—Re/ k192 + ¢ + lw) dx + Re/ P11 kP (g1 + g5 + lgs)dx

al ai
+ Re/ P k® (U + IW)dz + Re/ lkokqi(wy — o) (@ + 9 + lw)dz. (3.13)
al al

Agora fixamos uma outra fungio ¢; € C'[ay,as]. Multiplicando (3.4) por gubi, e inte-

grando sobre (a;, ay), temos

/ 2 bQ294@d$ = —/ 2 quQb\I/(isz)dx —/ 2 %(Wh:k@dw

al al al ,

~~ "~

=Js3 =Jy

+/ 2 Q2bk(0y + 1) 4 lw)hda . (3.14)

ai
& J

~
=J5

Usando a equagao (3.3), integrando por partes, considerando a parte real de .J3 e utilizando

o Lema 2.22, obtemos

az
Re J3 = —Re / pQQQb\D(ZﬁwI)diﬁ

al

:—Re/ p2q2b\IJ\If_xdx—Re/ P2q20 V¥ g3 dx

al al

1
=— —pageb | V]

az 1 ag a2
5 + 5 / (qapab)|¥|? dx — Re/ p2G2b Vg, , dx. (3.15)

al ai al

Novamente, pelo Lema 2.22, segue que

a2

1
Re Jy = — 5@2b2|¢z|2

1 [®
+§/ G2.0% |1, |* d. (3.16)

al ai

Utilizando integracao por partes,

Js = / bgok (e + 1 + lw)ipydx

ai

- bq2k(90ﬂc + 1/} + lw)@/J 2 N /a2 (bQQ)xk(me + ¢ + lw)adl’

ar ai

v

~
=Js5.1

—/ quQ(k(¢x+w+5w)x)de.

al
(& J/
-~

=J5.2




Assim, utilizando a equacao (3.3),

al

a _'_ \I]
- _/ (bq2)k(pr + 1 + lw) 93 _ ) dx
a i3

I

= _E o (bq2)xk(§0m + w + lw)%dl’ - % /alQ<bq2)Ik<901 + 1/} + lw)@dx

Considerando a parte real,

1 az 1 az __
Re J5, = E Im / (bq2)k(pr + 1 + lw)gzde + E Im / (bq2):k(pr + 1 + lw)Vdz.

Por outro lado, usando as equacgdes (3.2) e (3.3),

Ty = / bgs(k(pn + 0 + )y D

al

= / bga(go + kol (wy — ) — iBp1®)da

al

az . az ﬂ az :
— / bqggdex—l—/ baokol(w, — L) (g3 )d:c—i—/ bgap1® (i67))dz.

al al Zﬁ al

Considerando sua parte real,

as - 1 ag
Re J52 =Re / bqagothdr — E Im / bgokol(w, — lp)gadx
az

a . ag .
Im/ bqgkol(wx—l@)\lldx+Re/ bqulq)%dx—i-Re/ bgap1PVdz.

1
/8 al al
Portanto, considerando a parte real de J5, temos

az

Re J5 =Re (bq2k (90:(: + ¢ + llU)E

) + %Im /alz(qu)xk(gpx + 1 + lw)gzdx

al
a2

1 — a2 —
+ Elm (bq2)k(pr + 1 + lw)Vdr + Re/ bgagotpdx
e e _

— Blm bgokol(w, — ly)gsdr — Blm/ bgokol(w, — l)Wdx

al

ai
a2

25

+Re / bgop1 ®gzdx + Re / bgep1 PV d. (3.17)

al al

Retornando a (3.14), considerando sua parte real e substituindo (3.15), (3.16) e (3.17),
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obtemos

az

1
5 (P2ab [ + @200 ?)

2
az - az _
= Re/ bgo g4t dx + Re/ p202bV g3 dx — Re (bqgk(gox + 9+ lw)zﬂ)

ai ai

1 “ b \I] 2 b? 2 d
+ 5 (02G20) | ¥ |” + q2.o0° | |7 ) d
ai

az

al

1 a2 1 a2 _
— Blm (bg2)k(pr + 1 + lw)gsde — E / (bq2) ok (pr + ¥ + lw)Vdx

az . 1 a2 1 az _
— Re/ bgagotpdx + Blm/ bgokol(w, — lo)gzdr + Elm/ bgakol(w, — lp)Vdx

az az _
—Re/ plqzb(I)%dx—Re/ 14209V dzx. (3.18)

al ai
Por fim, fixamos uma fungio g3 € C'[ay, as]. Multiplicando (3.6) por gsko(w, — lp) €
integrando sobre (a1, as), obtemos

ag a2
/ kogsge(w, — lp)dx = —/ P1q3koW (iB(w, — lp))dx

ai ai
.

'

=Jg

_/”%wﬁ%—wmﬁﬂﬂiﬁﬁm

al ,
-~

=Jr

+ / lkkogs(@r + ¢ + lw)(w, — lp)dz. (3.19)

ai

N

Integrando por partes, usando as equacoes (3.1) e (3.5), considerando a parte real de Js e

utilizando o Lema 2.22, obtemos

Re Js = — Re / prkogsW (if(w, — lp)dx

al

as
=—Re / p1koasW (gs.o + Wy — lgy — 1®)dx

al

a2

az o o az
= —Re / plkfoqg w del' + RC/ lplk’()qg W dx — Re/ plk’oqg W(g5,z - lgl) dx

ai al ai
a2

1 1 [*
= - 5/?1(137% WP+ 5/ (prazko).|W|? dx
al al
ag _ a2
+ Re/ lpr1koqgz W® dx — Re/ p1koqs W (gs.. — lgr) dx. (3.20)
al al

Além disso, novamente, pelo Lema 2.22,

a2

1 [
+ 5/ 3.0k we — lo|* da. (3.21)

1
Re J; = — §q3k§|wx — l(p]Q

al al
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Logo, considerando a parte real de (3.19) e substituindo (3.20) e (3.21), temos que

a2

1
—§<P1Q3ko (W + gakg|w, — lS0|2>
al

1 [*
+ 5/ <(P1Q3k0)x|W\2 + q3,mk(2)|wz — l<,0|2> dx

al

—Re/ kogsge(w, — lp)dx — Re/ Lp1kogsW dax

al ai
az

+ Re/ p1kogsW (g5, — lgr)dx — Re/ lkkogs(pz + ¥ + lw)(w, — lo)dz. (3.22)

ai al

Combinando as igualdades (3.13), (3.18) e (3.22), chegamos a

az
| (01ak?lon 64 0P+ (k)P + a0, 10l + (paaab)o V) o

al

az
+/ <QS,xk(2]|wm —lp|* + (PlkOQ3)x|W|2> dx

al
az

— (@1klpe + 0+ 1w + prauk | O + 4ot + pogob |9

az

+ P(ay, az) + Jio + Ji1 + Ji2 + Jis. (3.23)

al

a2
Y
al
a2

Jio =2Re / (plqlk - pqub) OV dr + 2Re / l(plqlkr — p1Q3k7()) W dx.

al

+ (wkdlws — Lo + prashol W)

para quaisquer qi, ¢2, g3 € C'[ay, as], onde

P(ay,a3) = —2Re (b(hk (e +1 + lw)@

a1 ai
) a2 o 2 a2 _
Jig=——=Im k(QQ@x(@x + ¢+ lw)\p dx + - Im qukol(wI - lgp)\IJ dz,
8 Ja, B Ja
2 a2 2 “
J12 = - Elm (Q2b)xk(¢x + w + lw)%dx + Blm/ qukOl(fwx B lgo)%d(ﬂ
al a1

az

az o o
+ 2Re/ bg2(9athe + P2V G50 — p1Pgs — gotp)dz + 2Re/ kq1g2(0e + 9 + lw)dx

al

az
+ 2Re mqlkfb Grz + g3+ lgs)dx + 2Re/ kogsgs(w, — lp)dx

—|—2Re/ p1q3koW (95,2 — 191)d

Jiz =2Re / lkko(q1 — q3)(@e + ¥ + lw)(w, — lp) dz.
a1

Deste modo, estamos aptos a concluir (3.8) e (3.9) para os casos em que j = 1,2. Separa-
remos estas conclusdes em dois casos:

(i) Prova de (3.8) e (3.9) para j=2. Neste caso, consideremos qi, ¢2, g3 € C'[ay, a| tais
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que

(k) () = (gab)(x) = (gsko) (z) = / " s ds.

al
para todo = € [ay, as] e para algum n € N a ser determinado posteriormente. Com isto, temos que
J 10 = 0.
Além disso, de (3.7) e da Desigualdade de Holder, existe uma constante C,, > 0 tal que

Cu
18]

Por outro lado, usando (3.3), as desigualdades de Holder e Young e a inclusdo continua

il < VG € T2l < CallVay a0 | Gllo.z (3.24)

ay,a2

H'Y(ay,a3) <= L>(a1, as), temos que existe uma constante C,, > 0 tal que

Cn

P(ar, as)| s‘%j\«ox Tt lo)(a) +

Agora, observe que

B 2 = (ko — k)(x) [ — "™
- = G (),

implicando que

(kb (a1 — a0)) () = [1(ko — B))(a) (;) .

n

Deste modo, de (3.7) e usando a Desigualdade de Young, existe uma constante C > 0 tal

que

C [
|J13] < 5/ e (|pz + ¢ + lw]* + |w, — lp|?) da. (3.26)

al
A fim de concluir (3.9) para j = 2, mostraremos uma resultado auxiliar que serd de extrema

importancia no decorrer das limitagdes.

Afirmacdo. Seja g € C'lay, ay] tal que
o) =2(a) [ e

onde v € C'ay, as] é tal que 9 < () < 7y paratodo x € [ay,as], com 0 < vy < ~;. Entdo,
para n suficientemente grande,
1
q(z) > 5’70636”, (3.27)
para todo = € [ay, as).

Com efeito,
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Sendo /() > —||7 |l € ¥(x) > 70 para todo = € [ay, as], temos que

- ehat _ pna
ereaf) + e ()

1 nx na
e o = 1)+ 1 e

q ()

v

v

v

(e (om — 17 llo))

Logo, considerando n suficientemente grande tal que

Yon
- = VIl (3.28)
temos que
1
q(x) = Sv0e™,

2
para todo = € [ay, as], provando (3.27).
Agora, em (3.23), substituindo as estimativas (3.24), (3.25) e (3.26), utilizando (3.7) e
(3.27), considerando n € N suficientemente grande satisfazendo (3.28) para todas as funcgdes -y

especificas presentes em (3.23), existem constantes C, ap > 0 tais que

1 e
300 | € 1w+ 4 Wol? 102 [l + 197 + o = bgl? + W) d
ail
<Cl(ay) + [l HVHa1 e FCIGIE L + CNV [|ay 05 |Gllo,z
—/ “(lpa + 0+ lw]? + |wy — lp]?) da

Observe que, neste momento a constante C' > (0 deixa de depender de um n € N arbi-
trario, pois ja consideramos um n € N fixo que satisfaga (3.28). Porém, considerando ny € N
suficientemente grande satisfazendo (3.28) e tal que
1 c
—ag— — >0,
2 N

temos que existe uma constante C' > 0 tal que

Cem 1 ||V|? . < Cl(ay)+ |!V|| + OV llaraa|Gllo,c + CIGI5 1

ai,ax — a1,a2

18]

Considerando |3| > 1 suficientemente grande e usando a Desigualdade de Young com
e > 0, existe C; > 0 tal que

IV1Izy 0 < Cri(az) + CLIIGG .



30

de onde concluimos (3.9) para 7 = 2.
Para concluir (3.8) para o caso em que j = 2, na equacao (3.23) seja ny € N considerando
anteriormente e utilizando (3.7) juntamente com a limita¢des (3.24), (3.25) e (3.26), existe uma

constante C' > 0 tal que

L & 2
’B”(%ﬂLw—i—lw)(%)‘ ’B

| HVHal ar T ClV llay.as |G llo.L + Ce™ ||V

I{ag) < CHVHaIaQ !‘1’(@2)!2+CHGH0L
|

ai,a2”

1Bl

Sendo |3| > 1 suficientemente grande e usando a Desigualdade de Young, existe Cy > 0

tal que
I(az) < CollVlla, 4, + Coll Gl 1

Portanto, mostramos as desigualdades (3.8) e (3.9) para o caso em que j = 2.

(i) Prova de (3.8) e (3.9) para j=1. Considere q;, ¢2, g3 € C''[ay, as] tais que

(@F)(2) = (@b)(z) = (gko) = — / e gs,

paratodo = € [a1, as] e m € N aser determinado. Prosseguindo de maneira andloga ao caso j = 2,
as estimativas (3.8) e (3.9) podem ser concluidas para o caso 7 = 1.
De fato, inicialmente obtemos J;; = 0. Analogamente ao caso (i), de (3.7) e usando a

Desigualdade de Holder, existe uma constante C;,, > 0 tal que
| Jia| < Iﬁl VG, € 1T12] < ConllVllayasllGllo.z- (3.29)

Utilizando a equacdo (3.3), as desigualdades de Holder e Young e a inclusdo continua
H'(ay,as) <= L>(ay, as), existe uma constante C,,, > 0 tal que
(@) + CullGIIG 1 (3.30)

| P(ay) |(90x+¢+lw)(a1)|2+

< IBI [

Além disso, de (3.7) e da Desigualdade de Young, existe uma constante C' > 0 tal que
| J13] g@/ e (r + 0 + lw]® + |wy — lp]?) da. (3.31)
ai

Novamente, com a inten¢@o de mostrarmos a Desigualdade (3.9) para j = 1, enunciaremos

e mostraremos o seguinte resultado:

Afirmacdo. Seja g € C'[ay, ay) tal que
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onde v € C'ay, as] é tal que vy < v(x) < 7y para todo x € [ay,as], com 0 < 9 < ;. Entdo,

para m suficientemente grande,
1

q(r) > 30", (3.32)

para todo = € [ay, as).
Com efeito,
Sendo —7/'(z) > —||7/|l € ¥(x) > 7o para todo x € [ay, az|, temos que

q'(x) 2 —(e7™ (yom — [[7]|))-

SIH

Portanto, considerando m suficientemente grande tal que

m
125 2 1l (333)

temos que

1 —max
q'(z) > 50€

para todo = € [ay, as], concluindo (3.32).
Neste momento, em (3.23), substituindo as estimativas (3.29), (3.30) e (3.31), utilizando
(3.7) e (3.32), considerando m €& N suficientemente grande satisfazendo (3.33) para todas as

fungdes y especificas presentes em (3.23), existem constantes C', ar; > 0 tais que

1 a2
5041/ e (|pg 4 e + lw]® 4 |B* + |the]? + | + |wy — Lo + [W|?) da
al

<Cl(a) + HVH + IG5+ ClV llarae I Glloz

a1,a2

18]
_/ |90x+l/)—|—lw|2+|wx lgp|2) dx

Observemos, mais uma vez, que a constante C' > 0 ndo depende de um m € N arbitrério,
pois tomamos m € N fixo satisfazendo (3.33). Agora, considerando m, € N suficientemente

grande satisfazendo (3.33) e tal que o
1 C
—ap — — >0,
2 mo

temos que existe uma constante C' > 0 tal que

Cem®||V[Z, 0, < CI(ar) + IIVII(zl a> T ClVllarae | Gllor + CIGIG .-

Considerando |#| > 1 suficientemente grande e usando a Desigualdade de Young com
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e > 0, existe C; > 0 tal que

IVIZ, ar < C1I(a) + CLIIGIG £

ai,a2

provando (3.9) para o caso j = 1.
Por fim, vamos concluir (3.8) no caso em que 5 = 1. De fato, na equagdo (3.23), seja
mp € N tomado anteriormente e utilizando (3.7) juntamente com (3.29), (3.30) e (3.31), existe

uma constante C' > 0 tal que

<
1]
V1lasas + CllV llar @l Glo.c. + Ce™ VI

ai,a2 ai,a2’

C
I(a1) < CVIz,a+ m!(% + 4+ w)(a)* + ()" + ClGl5

<

M

Considerando |3| > 1 suficientemente grande e usando a Desigualdade de Young, existe
Cp > 0 tal que
I(az) < CollVI[Z, a, + CollGll5. ..

ai,az

Portanto, mostramos as desigualdades (3.8) e (3.9) para todo j = 1,2 e todo |3 > 1
suficientemente grande. [

Corolario 3.2. Seja V= (¢, ®, 1, ¥, w, W) uma solu¢do regular do sistema (3.1)-(3.6). Se, para

algum subintervalo (by,bs) C (0, L), tivermos que
V1[5, 8, < A, (3.34)
onde A = A(U,V, ), entdo existe uma constante C' > 0 tal que
IVIE.L < CA+CIGI .- (3.35)
Demonstracdo. De (3.8) e (3.34), em particular para (b1, by ), temos que
I(b;) < CoA+ CollGlE 1, 7 =1,2. (3.36)
Usando (3.9) com a; = 0 e ay = by € (3.36) com j = 2, temos

ba
/ (Joz + 0+ lwl* + > + |wy — Lo + W[ + [0 + [V]*)dz <Ci1(az) + C1|| G5 .
0

<CiCoA + 1G5 1

<CoA + Co|| G5 1.
(3.37)

onde Cy = 0100 +C; > 0.
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Analogamente, usando (3.9) com a; = by, as = L e (3.36) com j = 2,

L
/ (|pz + ¥ + lwf* + P> + |wy — Lo + W[ + [0, + [¥]*)dz <CoA + Co|| G5 1.

b

(3.38)

Portanto, somando (3.37) e (3.38), existe uma constante C' > 0 tal que
V5 < CA+CIGI .-

]

Observacao 6. O resultado do Corolério 3.2, como comentado anteriormente, serd utilizado para
prolongar estimativas locais, a serem obtidas nos proximos capitulos. De fato, uma vez obtida
a estimativa num intervalo (by, b2) C (0, L), utilizando o resultado do Corolério 3.2, poderemos
prolongar esta estimativa para todo o intervalo (0, L) e, com isto, obteremos os resultados de

estabilidade da solucd@o do problema (1.9) independentes das condicdes de fronteira consideradas.
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4 SISTEMA TERMOELASTICO DE BRESSE PARCIALMENTE DISSIPATIVO

O objetivo deste capitulo é apresentar um estudo acerca da existéncia e unicidade e, poste-

riormente, avaliar o comportamento assintético da solugdao do problema

[ prow — k(e 4+ 1 4+ 1wy — kol(wy —1p) 198 =0 em (0, L)x(0, +o0),
P2y — bbyy + k(0 + ¢ 4+ lw) + 49, =0 em (0,L)x(0,+00),
prwy — ko(w, — @), + kl(pr + ¥+ lw) + 40, =0 em (0,L)x(0,+00), 4.1)
O — k10,0 + m(w, — lp) = em (0,L)x(0,+00),
L 'l9t — klﬁzx + m1/]$t =0 cem (O, L) X (O, +OO),
com condig¢des de iniciais
90(70) = %o, got(a()) = ¥1, ¢(70) :¢07 wt<70) :%, (4 2)
U}(,O) = Wy, 'lUt(',O) = Wy, 0(70) :907 19(70) 21907
com condig¢des de fronteira do tipo Dirichlet
ou com condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann
90<I7t) = Qﬂx(aj,t) = wl“('r?t) = 0(x7t> = ﬁ(xvt) =0, z€ {07 L}, t >0, 4.4)

onde os coeficientes p1, pa, k, ko, k1,1, b,y € m sdo constantes positivas e as funcdes ., 1, w, 6 e
¥ descrevem, respectivamente, a oscilacdo vertical, o angulo de rotagdo da se¢do transversal, a
oscilagdo longitudinal e as variagdes da temperatura de uma viga num formato de arco, fina e com

comprimento L, como apresentado no Capitulo 1.

4.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Inicialmente, nosso objetivo € reescrever o sistema (4.1)-(4.4) num problema de Cauchy
abstrato e, consequentemente, utilizar a teoria de semigrupos de operadores lineares para garantir
a existéncia e unicidade da solucdo deste problema. Para tal objetivo, enunciaremos e demonstra-
remos alguns resultados preliminares relacionados aos espacos definidos para a utilizacdo da teoria
de semigrupos, bem como resultados que serdo usados para o resultado de existéncia e unicidade
de solugdo do problema (4.1)-(4.4).

Primeiramente, considere o espaco

Hy = Hyx L*x Hy x L*x Hy x L*< L* x L?,
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0 qual usaremos para abordar o problema (4.1) com as condi¢des de fronteira dadas em (4.3) e

considere também o espaco
Ho = Hyx L*x HI x L2x HIx L2 < L* < L?,

que serd utilizado para abordar o problema (4.1) com as condicdes de fronteira dadas em (4.4).
Consideremos seus elementos da forma U = (¢, @, ¢, ¥, w, W, 6,9) € H;, para j = 1,2.
Primeiramente, € possivel observar que o espaco H;, com j = 1,2, € um espaco de Hilbert com a

norma | - |3, proveniente do produto interno usual

(U, U*)Hg = (90007 90;)2 + ((I)’ (I)*)Q + (%, ¢;)2 + (\Ijv \I]*)Q
+ (we, wy)a + (W, W5)a +(6,6%)2 + (0, 07), (4.5)

para todo U, U* € H;. Porém, podemos considerar em H; a seguinte aplicagdo

((U’ U*))H] =p1 ((I)7 (I)*)Q + p2(\Ij7 \I]*)Q + pl(W> W*)2
+ 0V, ¥3) + k(r + ¢ + lw, o) + " + lw"),
+ ko(wy — g, w' — 19%)a + L (6,0%)2 + (9, 0", 4.6)
m m

Assim, para todo U € H;, tem-se a norma proveniente do produto interno (4.5):
Uy, = llpallz + 1915 + llball3 + 115 + lws 15 + W5 + 1013 + 1215 @4.7)

Além disso, podemos considerar uma aplicag@o ||-||3;, : H; — K proveniente da aplicagdo definida
em (4.6):

U113, = pill@l3 + 2l WIS + pu WIS + blla 12
g g
+ Ellow + 9+l + kollw. — oz + — 10115 + —[19]l2- (4.8)

Lema 4.1. A aplicagdo || - ||+, : H; — K definida em (4.8) é uma norma para j = 1,2. No caso

em que j = 2, tal aplicacdo é uma norma se a condi¢do | L # nr para todo n € 7 for satisfeita.

Demonstragdo. Seja U € H; tal que ||U||3;, = 0. Assim, segue que
O=U=W=p,+vv+lw=w, —lp=1,=0=19=0. 4.9)

Sendo 1, = 0, entdo para toda funcdo ¢ € Cg°, usando integracio por partes,

/0 (a)o.(x)d = V(o)) / b () = 0.

Logo, segue da Proposicao 2.17 que existe ¢ € R tal que ¢ = c. Para o caso em que
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Y € Hg, temos que ¥ (L) = 1)(0) = 0. Utilizando a Proposi¢do 2.19, temos que 1) é continua em

0, L], ou seja, como ) € constante, temos que ¢ = 0. No caso em que ¢ € HE,

INAS 1 [t
O:z/o w(x)dxzz/o cdr = c.

Portanto, 1/ = 0 em ambos os casos. Além disso, de (4.9), segue que

e+ = 0,
Po t W (4.10)
w, —lp = 0.

Sendo ¢ € H}, obtemos o seguinte problema de valor de contorno

Tx l2 :Oa
{‘p T 4.11)

p(0) = (L) = 0.

Considerando a solugdo ¢ € C?(0, L) do sistema (4.11), segue que tal solugio pode ser

descrita da seguinte forma
o(x) = nsin(lx) + B cos(lx),

para algum 7 € R e algum 5 € R. Como ¢(0) = 0, segue que 5 = 0 e, portanto,

o(x) = nsin(lx).

No caso em que w € H{, substituindo ¢(x) = nsin(lz) em (4.10) e usando o fato de que
©(L) = 0, segue que n = 0 e, deste modo, ¢ = w = 0. Portanto, U = 0.

Porém, no caso em que w € H!, s6 é possivel garantir que = 0 e, consequentemente,
¢ =w = 0, quando [ L # nr para todo n € N. Logo, a condi¢do de que [L # nx paratodon € N
€ necessdria para garantir U = 0 no caso j = 2.

Agora, dado 3 € Re U € H;, é facil ver que

18U 2, = 181Ul

Além disso, dados U, U* € H;, usando a Desigualdade Triangular,

U+ U5, < pu(l@ll2 + [127]12)* + p2 (1€ 12 + 197 ]|2)* + oo ([W |2 + [[77]|2)*
+b([[Uzll2 + [¥2ll2)* + k(e + 9 + lwlla + [l + 9" + lw”[l2)*
* * ,7 *
+ ko(llwe =l + [lwf — 1o 12)* + — (116l + 107]12)"

Ll + [19°]12)°

Vo[ @lla = /o1l 215 < [|U]lay,.

e, usando o fato de que
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e notando que tal fato € vélido para todas as componentes da aplicagdo || - ||, em U € H; e para

todas suas reSpeCtiVaS constantes, temos

Portanto, a aplicac@o || - ||5;, definida em (4.8) €, de fato, uma norma. O

Observacao 7. Suponha que [ = nm, para algum n € Z, entdo o vetor
U = (sin(lz),0,0,0, — cos(lx),0,0,0) € H,

¢ ndo nulo, porém ||U||3, = 0. O que comprova a necessidade de usar a condi¢do [L # nr para

todo n € Z quando consideramos o espaco Hs.

Observacao 8. A partir deste momento, nos estudos realizados nesta e nas demais secoes, serd
considerada a condi¢@o [L # nm para todo n € Z, para que, de fato, a aplicagdo ((-, -))3, definida
em (4.6) seja tratada como um produto interno no espaco H, €, consequentemente, a aplicaciao
I| - |3, seja uma norma em H,. Quando tratarmos do espaco H i, tal condi¢do ndo serd necessdria,

e portanto, nao considerada.

Lema 4.2. Sejam p € H} e Y,w € H] (ou,w € H}). Entdo, existe uma constante C' > 0 tal

que
klla + 9+ lwll3 + kollws — loll3 + bl < Cllleallz + 1oll3 + ws]l2)- (4.12)

Demonstragdo. Utilizando as desigualdades Triangular e de Poincaré,

Eloe + v+ 1wl < k(o2 + 10ll2 + Uw|2)?
4k o5 + 4|5 + 4k1%||w|)3 (4.13)
< Ak|lpa|3 + 4k LP ||, ||3 + 4k L? ||w, |3,

IN

IN

2ko ||l wz |3 + 2kol* || |l5
eo ||wel|2 + 2kol2L2 || |2 (4.14)

kollws — leoll3

A

Somando (4.13) e (4.14),

kllos + ¢ + w5 + kollwe — lpll5 + bl|[vllz < (4k + 2kol>L?)||0x |3 + (4K L% + b) || 15
+(4KIP L? 4 2ko) ||w,||3.

Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que

kllw + 9 + lwll3 + kollws — loll3 + Il < Clllealls + 1oll3 + lws]l3)-
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[
Lema 4.3. Sejam ¢, w € H}. Entdo, existe uma constante C' > 0 tal que
@all3 + 1allz + llwells < Clkllps + 4 + lwll3 + kollwe — lpll3 + bll.13), (4.15)
Demonstragdo. Considere
hy == 90x+l/)+lw7 h2 = wx—lgo,
assim, obtemos
Oz + lw =hy — Y, (4.16)
w, — lp = ho. “4.17)

Considerando em (4.16) e (4.17), o produto interno definido em L? com zp e zw, respec-

tivamente,

(S0$ +lw,$90)2 :(hl —77071'@)2, (418)
(wy — lp, zw)y = (he, TW)3. (4.19)

Somando (4.18) e (4.19) e considerando sua parte real,
lpll3 + lwll3 = —2Re (h1 — 1, xp)s — 2Re (ha, 2w)a,
. ) 1
o que implica, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young com ¢ = 2 em

Il +lwllZ < 2Lk = lallglls + 2Ll hallo o]l
1 1
< 287 — I3 + el + 222 el + 3

Deste modo,
lell3 + l[wll3 < 4L2(|hs — 915 + [1h]13). (4.20)

Utilizando a Desigualdade Triangular em (4.16) e (4.17),
@l = [1ha — o — lwll3 < 2[/hn — 9|5 + 20 [|w]3, (4.21)

w5 = [[he + lol|3 < 2[|hall5 + 20| ]l3- (4.22)

Somando (4.21) e (4.22) e usando a Desigualdade (4.20),

20[h1 — P15 + 201 k213 + 207 ([l + llwll3)
20[hy = I3 + 2llhall5 + 8Ly — |3 + BLE2|| ha[5.

lpall3 + llwall3 <
<
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Assim, existe uma constante C' > 0 tal que
lpall? + llwzll3 < C(llhy = D13 + [|hall3)-
Utilizando as desigualdades Triangular e de Poincaré,
lpall? + lwall3 < 2C R ll3 + 2L2CllWba |3 + Cllhall3-
Substituindo as fungdes definidas em (4.16) e (4.17), existe C' > 0, tal que

lpzll3 + 19l + llwall3 < CEll@w + 9 + lwl|3 + Kollwe — lpll3 + blla]13)-

Lema 4.4. Sejam ¢ € H} e 1), w € H_. Entdo, existe uma constante C > ( tal que
lal3 + Nl ll? + lws 13 < C(klles + o + twlf3 + kollws — |3 + bl ]l3),  (423)

Demonstragdo. Mostraremos tal resultado usando argumentos de contradi¢do. Com efeito, supo-
nha que (4.23) ndo ocorra, assim, para cada n € N existe {(¢n, Un, wy) tneny € Hx HIx H! tal

que

HQOan% + ||1/)n,m||§ + HwnﬂcH% >n (k||90n,ac + Yy, + lwan + ”wn,aﬁ - l@ﬂ”% + b”@bn,x“g) . (4.24)

Normalizando, sem perda de generalidade, a sequéncia { (¢, ¥, wy) }nen, Obtemos

ol + nells + |wagll3 = 1. (4.25)

Deste modo, substituindo (4.25) em (4.24), segue que

1
Ell@ne + Un + w3 + 1 wne — loalls + bl ¢ < -~ (4.26)

Observe que, da equagdo (4.25), temos que a sequéncia { (¢, ¥y, Wy) tnen € limitada em
H}xH!xH!. Das inclusdes compactas H} — L* e H! < L?, temos que existe N; C N tal que
{(ns Un, wy) bnen, converge forte em L?x L2x L2,

Da equacdo (4.26), temos que
Yy, — 0 forte em L2 4.27)

0 que implica
¥, — 0 forte em H.

Agora, considere ¢ € L? e w € L? tais que ¢,, — ¢ e w, — w. Da equacdo (4.26), segue
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que
Oz + Vn + lw, — 0 forte em L2,

Porém, como

entao segue que
¢ne — —lw forte em L*. (4.28)

Deste modo, {¢,, }nen, € de Cauchy em H}. Assim, existe ¢ € H{ tal que ¢, — ¢ em H{,
consequentemente ¢,, — ¢ em L. Pela unicidade do limite, p = ¢, isto é, p € H}.

Logo, de (4.28), deduzimos que
¢z + lw = 0 quase sempre em (0, L). (4.29)
Analogamente, de (4.26), temos que
Wy, » — lp, — 0 forte em L2,

Mas, como
Wyg — 1(Pn — p) = 1 = Wn o — lpy,

segue que

Wy, , — l forte em L*. (4.30)

Entdo, {w, }nen, € de Cauchy em H e assim existe uma fung¢do w* € H tal que w,, — w*
em H!, consequentemente, w,, — w* em L?. Novamente usando a unicidade do limite, w = w*,
e portanto, w € H}. Logo, de (4.30),

w, — lp = 0 quase sempre em (0, ). (4.31)

Logo, das equacdes (4.29) e (4.31), analogamente a resolugdo do sistema (4.10), temos que
@ =w = 0. Assim, de (4.27), (4.28) e (4.30) concluimos que (¥p, 2, Vn.z, Wn ) — (0,0,0) 0 que
contradiz (4.25).
Portanto, existe uma constante C' > 0 satisfazendo a equagdo (4.23).
]

Corolario 4.5. Sdo equivalentes as normas | - |3, e || - ||31,, respectivamente definidas em (4.7) e
(4.8), para j =1, 2.

Demonstragdo. Para o caso em que j = 1, segue diretamente dos lemas 4.2 e 4.3. Por outro lado,

para o caso em que j = 2, o resultado segue dos lemas 4.2 e 4.4. U

Observaciio 9. Pelo Coroldrio 4.5 e sabendo que (H;,| - |%,;) € um espago de Hilbert, segue que
(H;, || - [|2,) € um espago de Hilbert, para j = 1, 2.
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A seguir, enunciaremos € demonstraremos alguns resultados que serdo usados no resultado
de existéncia e unicidade do problema (4.1)-(4.4).

Lema 4.6. Dada uma funcdo f € L? a equagdo
—Uyy = f em L2, (4.32)

possui uma unica solugdo u € H* N Hy.

Demonstragdo. Primeiramente, mostremos que existe uma dnica solugdo u € H| satisfazendo a

L L
/ Uy Uy dx = / fodz, (4.33)
0 0

seguinte equagdo variacional

para toda fungio v € H].

Com efeito, seja a aplicagdo a : Hj x H} — C dada por

L
a(u,v):/ Uy Ty dx,
0

para todo u,v € H}. Note que a é uma forma sesquilinear. Além disso, continua, pois utilizando

a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,
|a(u, v)| = [tz va)a| < |uall2llvellz = llullmglloll g,
para todo u,v € H(}. E mais, a € coerciva, pois
la(u, u)| = [(uz, us)2| = [lually = llull,,

para todo u € Hj.
Por outro lado, sendo ¢ : H} — C a aplicagdo dada por

£(v) =/0Lfvdx,

para todo v € H}, segue que ¢ € antilinear e limitada, pois usando as desigualdades de Cauchy-
Schwarz e Poincaré, existe ¢ > 0 tal que

@) = 1(f,v)2] < fll2lloll2 < el fllzllvlla.

para todo v € H_}. Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico u € H} tal que
a(u,v) = £(v), Vv € Hy,

isto &, existe Gnico u € H| satisfazendo (4.33) para todo v € H].
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Em particular, a equacio (4.33) é satisfeita para toda funcdo ¢ € O, isto &,

L L
/ Uy Oy dT = / fodx,VoeCy.
0 0
Como f,u, € L?, entdo
—Upy = [ € L
Portanto, u € H? N H} é a dnica solugdo de (4.32). O

Lema 4.7. Dadas g,, g2, g3 € L?, o sistema

_k<§0m + ¢ —+ lw)x — ]{?ol(wz — lg&) =01 em LQ,
—btpge + k(pz + 0 + lw) = go em L2 (4.34)
_ko(wx - l@)x + k’l(gpx + ¢ + lw) =gs em L27

possui uma nica solugdo (p,V,w) € (H*NH}) x (H*NH}) x (H*NH}).

Demonstragcdo. Primeiramente, utilizando o Teorema de Lax-Milgram, serd mostrado que existe

uma Unica solugdo (p, v, w) € Hy x Hj x Hj satisfazendo o seguinte problema variacional

L L
/ (19" + gatb* + gsw¥)dx = k/ (0 + 1 + lw) (@ + v + lw*)dx
0 0

L L
+/<;0/ (we — lp)(w — lp*)dx + b/ @Dm@/)_;dx,
0 0

para todo (¢*, ¢*, w*) € Hy x Hy x Hj.
Com efeito, considere a aplicagdo a : (Hj x Hy x H})x(Hj x Hy x Hy) — C dada por

L
allpbw) (" w) = [ et o ) O e
L L
K e — o) wE —ToNde +b | . 0% do.
—i—o/o(w ©)(w go)x+/o¢¢x

Note, que a é uma forma sesquilinear. Além disso, considerando em H] x Hj x H} a

norma
1o, w0, 0) s = lpally + Tl + lh 3 (4.35)

€ possivel mostrar que a € continua e coerciva.
De fato, a coercividade de a segue diretamente da Desigualdade (4.15). Para verificar que

a é continua, mostremos que existe ¢ > 0 tal que

|a((()07 ¢7 w)? (()0*7 w*a w*))| S CH(QO, wu w)HHéXHéXH(} ||(S0*7 w*v w*)HHéXHéXHéu

para todos (90,1/1,111), (<P*7¢*77~U*) S H[% X H(% X [—[01
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De fato, dados (¢, ¥, w), (p*, %, w*) € Hy x H} x H}, usando as desigualdades Triangular
e de Cauchy-Schwarz,

thollwe — lpll2l|wy — ™2

Pela Desigualdade (4.12), segue que existe uma constante ¢ > 0 tal que

la((p, ¥, w), (¢, ¥, w"))| < cll(, ¢, w)||H3xH5xH5 (", ¥, W*)HngngHg-

Portanto, a é uma forma sesquilinear continua e coerciva. Por outro lado, defina também a

aplicagdo \ : H} x H} x H} — C dada por
L — _— —
AMe™, v* w*) = / (910" + go* + gzw*)dz.
0

E possivel notar que A é uma aplicaco antilinear. Além disso, dado (o, ", w*) € HY x H} x H}

e usando as desigualdades Triangular e de Cauchy-Schwarz,

A" 0", w) P < (|(g1,0%)2] + (g2, ¥%)2] + [ (g5, w*)2])?
< (lgill2lie*ll2 + lg2ll2llw*]l2 + llgsll2]lw*]l2)*
< 4Ll |3l + Nlg2llallwzla + Nlgallallwt]l3)-

Deste modo, existe uma constante C' > 0, tal que

|)‘((10*7 ¢*7 w*)l < C”((p*7 W? w*)HH&xHéxHéa

para todo (p*, %, w*) € H} x H} x H}. Logo, A é uma aplica¢do antilinear e limitada.
Portanto, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico (p,v,w) € H} x H} x H}
satisfazendo

L L
/ (g10* + go0* + gzw*)dx = k‘/ (pz + U + lw) (¢ + v + lw*)dx
0 0 (4.36)

L L
+k‘0/ (wy — lo)(wt — lp*)dx + b/ Vg de,
0 0
para todo (¢*, %, w*) € Hj x Hy x Hj.

Agora, dada ¢ € CD1 arbitréria, considere ¢* = £ e ¢* = w* = (. Assim, substituindo em
(4.36),

L L L
k/ (gox—irw—l—lw)&_xdx—kol/ (wx—lgp)gd;ﬂ:/ g édx,VEe Oy,
0 0 0
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0 que implica em

L o 1 [t B
| et vrwEdo =~ [ (-~ b, - 1)) Edn, Ve € G,
0 0

Como i, + ¥ + lw, —g; — kol(w, — lp) € L?, segue que
Oz + 1+ 1w e H.
Mas, sabendo que ) + lw € H', entdo ¢, € H', o que implica ¢ € H?. Além disso,
k(pr + 1 4+ lw), = —g1 — kol(w, — L),

isto €,
—k( + U+ lw), — kol(w, — lp) = g1. (4.37)

Por outro lado, dada ¢ € C; arbitrdria, considere em particular p* = w* = 0 e ¢* = ¢.

Deste modo, substituindo em (4.36),

L L B L
/ gggbdx:k:/ (gox+1/)+lw)¢dx+b/ @ngbxda?,ngGC’é,
0 0 0

0 que implica em
L 1 L B
| wetiar—— [ ot bt o) G voech @)
0 0
Assim, como ., —gs + k(p, + 1 + lw) € L?, segue que ¢, € H', isto é, ¢ € H?. Além disso,
Wpae = —go + k(@x + ¥ + lw). (4.39)
Logo,
—be + k(2 + 0 + lw) = go. (4.40)

De modo andlogo, dada ¢ € C} arbitrdria, considerando p* = ¢* = 0, w* = ¢ e substi-
tuindo em (4.36),

L L _ L _
/ gggbdx:kl/ (gpx+¢+lw)¢dx+k‘0/ (wy — lp) ¢, dz,
0 0 0

0 que implica em

L

L
/ (wy — 1p) ¢y d = - (—gs3 + kl(oy + 1+ lw)) ¢pdx, Vo € Cp. (4.41)
0 0Jo
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Tendo em vista que w, — lp, —g3 + kl(p, + ¥ + lw) € L?, segue que
w, — lp € H.
Porém, como ¢ € H', entdo w, € H',isto é, w € H?. Além disso,
ko(we — 1p)e = —g3 + kl(px + 1 + lw). (4.42)

Logo,
_kO(wm - ZQO);;: + kl(gom +v¢+ lw) = 3. (4.43)

Portanto, segue das igualdades (4.37), (4.40) e (4.43) que existe uma unica solu¢do
(0,9, w) € (H* N Hy) x (H* N Hy) x (H* N Hy),

satisfazendo o sistema (4.34).

Lema 4.8. Dadas g, € L* e g3, g3 € L?, 0 sistema

_k(‘ﬂx +v+ lw)x - k‘ol(wx — lgo) =g em L27
e + k(pe + U + lw) = go em L2 (4.44)
—ko(wy —lp)s + k(o + Y+ lw) = g5 em L2

possui uma tnica solugdo (¢,V,w) € (H*NH})x (H*NH})x(H*NH}), com w,, v, € H}.

Demonstracdo. Analogamente a demonstracdo do Lema 4.7, € possivel mostrar, utilizando o Te-
orema de Lax-Milgram, que existe uma tnica solug¢do (¢, %, w) € Hjx Hx H! satisfazendo o

seguinte problema variacional

L L
/ (19" + gotv* + gsw*)dx = k/ (pz + 0 + lw)(¢r + ¥* + lw*)dx
0 0

f L (4.45)
+l€0/ (wy — lp)(wt — l*)dx + b/ Wy Y2 de,
0 0

para todo (p*, ", w*) € Hix H!x H}.
Ainda de forma analoga a demonstragio do Lema 4.7, existe ¢ € H? N H{, satisfazendo a
igualdade
—k(pz + 0+ lw), — kol(w, — lp) = g1. (4.46)

1 L
Por outro lado, dada ¢ € H" arbitréria, considere ©* = ¢ — 7 / p(z)dx € H} e p* =
0

w* = 0. Deste modo, substituindo em (4.45),
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[[o(o-1 [ otwne)ar = & [urvru(o-1 [ owar)as
b /O “ (¢ -7 /0 L(b(m)da:)xdx.
Como (‘%/OLﬁb(x)dx)x = 0, entdo

b 1 [* _
0 0

1 [t 1 (L
__/ (=92 + k(e + 1 + lw)) (——/ gb(x)d:v) dx.
b Jo L J,
Sabendo que g € L2, ¢, w € H!, ¢ € H} e usando integragdo por partes, segue que
Lp— 1 [t _
/ Yodzdr = —g/ (—gs + k(e + ¥ + lw)) ¢dz, V¢ € H". (4.47)
0 0

Observe que a igualdade (4.47) é valida, em particular, para toda ¢ € C}. Assim, como

Ve, —go + k(e + 1 + lw) € L?, segue que ¥, € H', isto é, ¢ € H?. Além disso,

Na igualdade (4.47), considerando em particular ¢ € C[0, L] tal que ¢(L) = 1e ¢(0) =0,

utilizando integrac@o por partes, segue que 1, (L) = 0. Porém, integrando a igualdade (4.48) no
intervalo (0, L) e utilizando o fato de g, € L?, ¢, w € H! e p € H{, segue que 1, (L) = 1,(0).
Logo, ¢, € H}. Além disso,

—0 + k(0r + ¢ + lw) = go. (4.49)

1 L
De modo andlogo, seja ¢ € H' arbitréria, considerando w* = ¢ — T / ¢(x)dx € H},
0
1* = 0 e substituindo em (4.45), obtemos

/OLgs(cb - %/OL¢($)d$>dx = k:l/OL(% + 1 + lw) <¢— %/Oqu(:v)dx)d:r
+ko /OL(wm —lp) <¢ - %/OL ¢(:L‘)dx)xdx.
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1 L
Como (——/ qb(a:)da:) = 0, entdo
L J, .

L

L
[ w105 = < [ cm e+ v ) G
0 0 Jo

L L
i [ ot i (1 [ oo

Usando o fato de —g3 € L?, 1, w € H! e usando integragdo por partes,

L L
/ (wy — 1p) ¢y d = —kl (—g3 + kl(o, +1p +lw)) ¢pdx, V¢ € H'. (4.50)
0 0Jo

Tendo em vista que w, — Iy, —g3 + kl (¢, + 1 + lw) € L? e aigualdade (4.50) é satisfeita,

em particular, para toda ¢ € C}, segue que
wy — lo € H.
Porém, como ¢ € H!, entdo w, € H*, isto é, w € H?. Além disso,
ko(wy — lp)e = —gs + kl(0x + 9 + lw). (4.51)

Considerando em particular, na igualdade (4.50), ¢ € C|0, L] tal que ¢(L) = 1 e ¢(0) = 0,
integrando (4.50) por partes € usando o fato de que ¢ € H{, segue que w,(L) = 0. Porém,
integrando a igualdade (4.51) no intervalo de 0 a L e utilizando o fato de g3 € L2, ¢, w € H! e
o € H}, segue que w, (L) = w,(0). Portanto, w, € H}. E mais,

—ko(wy —1p)z + kl(pz + U + lw) = gs. (4.52)
Portanto, das igualdades (4.46), (4.48) e (4.52), existe uma tnica solucao
(0,9, w) € (H*NHy)x (H*NH,)?,

com 1, w, € H}, satisfazendo o sistema (4.44).

4.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Com as notagdes a os resultados da Secdo 4.1, vamos mostrar a existéncia e unicidade da
solucdo do problema (4.1)-(4.4), utilizando a teoria de semigrupos de operadores lineares. Para
isto, vamos reescrever o sistema (4.1)-(4.4) na forma de um problema de Cauchy abstrato e apre-

sentaremos alguns resultados que serdo utilizados no principal resultado desta secio, o qual garante
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a existéncia e unicidade da solu¢ao do problema de Cauchy abstrato e, consequentemente, do sis-
tema (4.1)-(4.4).

De fato, considerando os espacos de Hilbert
Hy = Hyx L*x Hyx L>x Hy x L*< L* x L?,

Ho = Hox I*x HI X L2x HIx L2 L*x L2,

e, além disso, denotando ® = ¢, ¥ = ¢, W = wy, o vetor U = (¢, P, ¢, ¥, w, W,0,9) e
Us = (o, 1, Y0, Y1, wo, wy, by, V), reescrevemos o sistema (4.1)-(4.4) como um problema de

Cauchy abstrato, dado por

= A; t
U, ;U, > 0, 453)
U(0) = Uy,
para todo U € D(A;), onde
D(A) ={U e H,:p,0,w,0,9 € H*NH; ®,V, W e H}, j=1, (4.54)

D(Ay) = {U € Hy: 0,0,9 € H?, ®,y,w,, 0,0 € Hy: U, W e HLY, j=2,  (455)

e o operador A; : D(A,) C H; — H,; é dado por
J J J J

)

£ (g + 1+ lw), + 2o (w, — lp) — 2

P1 P1 P1
v

L Tr £ T [ - 179:0
AJ.U — P27’Z) P2 (SO —I;/¢ T w) P2 , (4.56)
f}—f(wx —1p)y — %(g@x + U+ lw) — b,
k105 — m(W, — D)

klﬁmx — m\I/:E

paratodo U € D(A;),j =1,2.
Portanto, estudar o problema (4.1)-(4.4) é equivalente a realizar um estudo do problema de

valor inicial (4.53), por meio da teoria de semigrupos de operadores lineares.

Lema 4.9. Sob as notagdes anteriores, o operador A; definido em (4.56) é dissipativo em H;,

para j =1,2.

Demonstragdo. Para mostrar que o operador A; : D(A;) C H; — H; é dissipativo, basta verificar
que Re((A;U,U))y, < 0. Com efeito, dado U = (¢, @,v, ¥, w, W,0,79) € D(A;), segue de (4.6)
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e (4.56) que

+ (ko(we — @)z — kl(pa + ¥ + lw) = 40, W)z + ko(Wy — 19, wy — 1)

k
il (ﬁx;w 79)2 - /y(\ll;w 79)2

m

k
(01, 0)2 = (W, — 10,0), +
Integrando por partes e utilizando as condi¢des de fronteira,

(AU, U))y, = = k(e + 0 4 lw, @4)2 — ko(wy, — lp, =1P)s + (0, —1D),
= b(Ye, Uy)o — k(pz + 00 + 1w, W)y + (0, Wy)a + b(Wa, ¥y)2
— ko(wy — lo, Wy)o — k(g + 1 4 lw, IW)s + (0, W,)s
+ k(Pp + U +IW, o, + b+ lw)y + ko(W, — 1D, w, — L),

k k
_ %(em 0.)2 — 7 (We —18,0)s — L (9,,0,)0 — 4(Ty, D)a.

m

Assim, considerando a parte real de ((A;U, U))s;, e notando que Re(z — Z) = 0, para todo z € C,
segue que

k
Re((A,0,U)), = ==L (163 + 19:1) < 0, VU € D(4). (4.57)
Como as constantes £y, y € m sdo positivas, o operador A; € dissipativo, para j = 1,2. [

Lema 4.10. Sob as notagoes anteriores,
0 € p(Aj), para j = 1,2,

onde p(A;) designa o conjunto resolvente de A;.

Demonstragdo. Basta mostrarmos que o operador linear —A; : D(A;) C ‘H; — H; é invertivel e,
além disso, (—A;)~* ¢ limitado.

Com efeito, primeiramente vejamos que o operador (—A;)~! existe, ou seja, dada uma
funcdo F' = (f1, f2, f3, f1, f5, fe, fz. fs) € H;, existe um tnico U € D(A;) tal que —A;U = F.

Reescrevendo a expressdo —A;U = F em termos de suas componentes, com F' € H;,
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obtemos o seguinte sistema

-® = fi, (4.58)
k kol l
ot )y — S w, — 1)+ Lo = o, (4.59)
P1 P1 P1
U = f3 (4.60)
b k 0
P2 P2 P2
-W = fs, (4.62)
ko kl y
——(wy = l@)s + —(pz TV +lw) + =0, = fs, (4.63)
P1 P1 P1
—erOpy + MW, — 1D) = fr, (4.64)

Primeiramente, para o caso em que 7 = 1, de (4.58), (4.60) e (4.62), € possivel concluir

que
q):_fleHéa

\I/:—fgeHé,

W:—f5€Hé.

Além disso, por (4.64) e sabendo que W,, — [® € L?, segue que
_Qxx = f9 € L2a (466)

1

com fo = k;_(f7 —m(W, — [®)). Portanto, pelo Lema 4.6 existe uma tnica solu¢do § € H? N H}
1

satisfazendo (4.66).

Do mesmo modo, de (4.65) e sabendo que ¥, € L?, segue que
_19:(::1: = flO € L2a (467)

1
com fip = k_(f8 — mW,). Portanto, pelo Lema 4.6 existe uma unica solugdo ¥ € H?N H&
1
satisfazendo (4.67). Deste modo, do sistema (4.58)-(4.65), obtemos

_k((:pw + ¢+ lw)I - kOl(wx - 190) = pifa— 10,
—bhs + k(@x ++ lw) = pafa— YUy, (4.68)
—ko(wy —1p)e + kl(@e + 10 +1w) = p1fs —10a.
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Considerando as fun¢des g1, g2, g3 dadas no Lema 4.7 da seguinte maneira

g1 =pifa—1y0 € L7,
g2 =pafs — YU, € L, (4.69)
g3 =p1fe — V0. € L?,

segue que o sistema (4.68) possui uma tnica solugio (¢, ¥, w) € (H* N H})3. Portanto, existe um
tnico U € D(A;) talque —A,U = F.

Por outro lado, para o caso em que j = 2, de (4.58), (4.60) e (4.62), € possivel concluir que

éz_fleH(%a
\I/:—fgeHi,
W:—fg,GH:.

Além disso, de (4.64) e sabendo que W, — [® € L2, segue que
excc = _fll € LQa (470)

1
com f1; = E(ﬁ —m(W, — [®)). Portanto, pelo Lema 4.6 existe uma dnica solu¢do § € H> N H}
satisfazendo (4.70).
De modo anélogo, de (4.65) e sabendo que ¥, € L?, segue que

_793::1: = f12 S L27 (471)

1
com fip = k_( fs — m%¥,). Portanto, pelo Lema 4.6 existe uma dnica solu¢do ¥ € H* N H}

1
satisfazendo (4.71). Deste modo, do sistema (4.58)-(4.65), obtemos

_k(g"z +¢+ lw)x — kol(we —lp) = pife—170,
~bpe + k(0e + 0+ lw) = pafy — Vs, (4.72)
—ko(wy — 1)y + Kkl(pz +9 +1lw) = p1fe— 0.

Considerando g, = p1fo — 170 € L?, g2 = pafs — 70, € L7 e g3 = p1fs — 70, € LZ no

Lema 4.8, segue que o sistema (4.72) possui uma tinica solugao (¢, 1, w) satisfazendo
o€ H*NH} +,we H*NH} ¢, w, € H}.

Portanto, existe um tnico U € D(A;) tal que —A,U = F.
Deste modo, para verificar que 0 € p(4;), resta mostrar que o operador (—A;)~! ¢ limitado
para j = 1, 2, isto €, que existe uma constante C' > 0 tal que

1(=A3) 7" Fllag; < CIF ;.
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paratoda F' € H;.
Com efeito, dada F' € H; arbitraria, considere U € D(A;) atinica solugdo de —A,;U = F.

Assim, (—A;)"'F = U. Portanto, basta mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que
1Ul2; < ClIE ]l

Sendo F' = (fi, fo, f5, fa, [5, f6. f1, fs) € H; e U € D(A;) satisfazendo o sistema (4.58)-(4.65),
segue de (4.57) que

vk
Re (4,0, U)sg, =~ (165 + 192 5).

Utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1
(10112 + 19:12) = ~ 7 Re (40, 0)),

1
< k—HAjUHH]-HUHHj,
1

3=

sendo —A;U = F,
Y 1
E(H%H% + [19.13) < 2 MU 1 s (4.73)
1

e usando a Desigualdade de Poincaré, existe C > (0 tal que
L1612 + 19112) < CIU 4, | F 1 474

Considerando em (4.59), (4.61) e (4.63), respectivamente, o produto interno com ¢, 1) € w

em L2,

—k((@o + ¥ + lw)a, 0)2 — kol(wz — lp, )2 = (p1f2 = 170, ©)2,
_b(¢$x7 ¢)2 + k(@x + ¢ + l'an 1/})2 = (p2f4 - 719507 7/’)27
—ko((wx - ZQO)I, w)Q + kl(‘ﬂx + ¢ + lwa w)? = (plfG - 70x7 w)??

e usando integracao por partes, obtemos

k(0o + 1 + 1w, 0p )2 + ko(we — Lo, —lp)e = (p1.f2, )2 +7(0, —1p)a,
b(%: ¢x>2 + k(SOI + 7/1 + Zwa w)Q = <p2f47 ¢)2 + 7(197 %)27 (475)
ko(we — Lo, wy)2 + k(s + ¢ + lw, lw)s = (p1.fo, w)2 + (0, wy)s.

Logo, somando as equagdes em (4.75),

kllps + ¢ + lwl|3 + kollwe — lo]l3 +bl[val3 = (p1fe, )2 + (70, wa — lg)o
+(pafa, )2 + (prfe, w)2 + Y (0, 1z)a.
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Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Triangular,

klloz + 9 + lwll3 + kollwz — loll3 + bllvalld < pall follallllz + p2ll fall2ll]l2
+o1l[ fsll2llwllz + Y10llz]jws — o]l

Moll2ll2-
(4.76)

k
Agora, usando as desigualdades de Poincaré e de Young com € = ?0 eec = 5 obtemos

Bllpe + 0+ bl + Kollws — Lol + blal3 < Zoullfollallgells + Lpall fulla
1
Lol follallen 2 + 7013
0

ko 1 b
+5 lwe = llls + 7 1912 + 511912
Pela Desigualdade (4.74), existe uma constante C' > 0 tal que

koo + 1+ lwlly + kollwe — lpll; + bllvall; < 2Lp1|Flag, [U g, + Lpa| Flag, [U |,

+C| Fllag, [1U 12,
Portanto, usando a equivaléncia das normas | - [, e || - [|3, e a Desigualdade de Young,
existe C' > 0 tal que
Fliga + ¢ + w3 + kollws = 15 + bllvals < ClILF Nl 1U ;- (4.77)

Por outro lado, de (4.58), (4.60) e (4.62) e utilizando a Desigualdade de Poincaré,

Pl @13+ o2l W15 + o (WIS < pull A1l + p2ll £3115 + o1l 5113
< L(pillfralls + p2ll f32ll5 + ol f5.2113)
S LQma’X{p17p2}|F|3{j7

assim, utilizando novamente a equivaléncia das normas| - [4; € [ - ||5;, existe C' > 0 tal que
Pl @IS + pal[ W2 + [ WE < CIE,,. (4.78)
Portanto, somando (4.74), (4.77) e (4.78), chegamos a
U5, < CIFIG, + ClIEI U, + ClIE Nl 1Tl
. . .
e utilizando a Desigualdade de Young com ¢ = T existe C' > 0 tal que

1Ull3, < ClIF |,
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Como F' € H; é tomada arbitrariamente, segue que existe uma constante C' > 0 tal que
H(_A]')_lFHHj < C”F”H]a
para toda ' € H;. Portanto, existe o operador (—A;)~! e, além disso, (—A;)~! é limitado, para
j = 1, 2. Deste modo, conclui-se que 0 € p(A;), para j = 1,2. O

Lema 4.11. Sob as notagdes anteriores, o dominio D(A;) do operador A; é denso em H;, para
j=12.

Demonstragdo. Como o operador (—A;)~! € L(H;), tome Ao > 0 tal que

1

0< A < )
1(=A5) "2

(4.79)

Deste modo, \o(—A;)~* € L(H;). Portanto, considerando By = I € By = A\o(—A;) ' na

Proposicao 2.7, segue que
1

<
| B1ll ey

Assim, decorre da Proposi¢do 2.7 que [ + Ao(—Aj)_l ¢ linear, limitado e invertivel. Porém,

| Ball £(#y)

observe que
Mol — A; = (=A) Do(=A4,)71 +1). (4.80)

Como (—A;) e I + A\g(—A;)™" sdo invertiveis, segue de (4.80) que \oI — A; € L(X) é
linear, limitado e invertivel. Portanto, Im(\oI — A;) = H, para Ay > 0 tomado em (4.79).

Do Teorema 2.8, segue que Im(A — A;) = H; para todo A > 0. Em particular, para
A =1, isto &, Im(l — A;) = H;. Sendo H; um espago de Hilbert, segue do Teorema 2.8 que
D(Aj) =Hj,comj=1,2. O

Teorema 4.12. O operador A; : D(A;) C H; — H; definido em (4.56) é um gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo de contracées e sobre H;, paraj = 1,2.

Demonstragdo. De acordo com o Corolario 2.25 e com os lemas 4.9, 4.10 e 4.11, segue que o
operador A; definido em (4.56) é um gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contracdes
elit sobre H,, para j = 1,2.

]

Teorema 4.13. Para cada U, € D(A;), o problema (4.53) possui uma tinica solugdo
U € C([0,00), D(4;)) N C*([0, 00), Hy),

dada por U(t) = e'Uy, para j = 1,2.
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Além disso, se Uy € D(A™), n > 2, entdo existe uma tinica fun¢do U na classe

Ue ﬂ ([0, +00), D(AT).

J=0

Demonstragdo. Sendo A; : D(A;) C H; — H; o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contragdes ¢4’ sobre H;, segue do Teorema 2.26 que para cada Uy € D(A;), o sistema (4.53)

possui uma unica solugao
U € C([0,00), D(4;)) N C' ([0, 00), H;),

a qual é dada por U (t) = e?i'Uy, para j = 1, 2.
E mais, se Uy € D(A?), n > 2, entdo segue do Teorema (2.26) que existe uma Unica
funcdo U na classe

Ue ﬁ " ([0, +00), D(A?)).

r=0

4.3 ESTABILIDADE

Nesta se¢io, estudaremos o comportamento da solugio U(t) = e?*Uy, para j = 1,2, do
problema de Cauchy abstrato (4.53) e, consequentemente, para a solu¢do do sistema (4.1)-(4.4).

Para isso, consideremos a seguinte relagao
Xo = k — ko. (4.81)

Segue de (1.8), que do ponto de vista fisico, yo = 0 se, e somente se, a seguinte relacdo ¢
vélida
vl k) (4.82)
P2 P
Como citado anteriormente, veremos que tal relacdo afeta a estabilidade do sistema (4.1)-(4.4).

Vejamos:

Teorema 4.14. Suponha que py, p2, b, k, ko, k1,7v,0l > 0 e xo = 0. Entdo, existem constantes
C,n > 0, independentes do dado inicial Uy € H;, tais que

U@, < Ce ™| Uoll,, t >0, j=1,2, (4.83)

ou seja, o semigrupo et é exponencialmente estdvel. Em outras palavras, o sistema (4.1)-(4.4) é

exponencialmente estdvel quando x, = 0.

Para demonstrarmos o Teorema 4.14, € suficiente mostrar que as duas condi¢des do Teo-

rema de Priiss (ver Teorema 2.27) sao verificadas, isto €,
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(i) iR C p(A;);
(i) limsup||(iB1d — A7) || 2y < oo
B—00
Para concluirmos estas duas condi¢gdes, enunciaremos e demonstraremos alguns resultados
nas seguintes secdes deste capitulo e, por fim, na Subsecao 4.3.2 faremos a conclusdo da demons-
tracdo do Teorema 4.14. Deste modo, mostraremos que o sistema (4.1)-(4.4) é exponencialmente
estdvel, desde que as constantes satisfacam (4.81), isto é, o = 0.
No caso em que xo # 0, um segundo resultado acerca da solugdo do problema (4.53), e
consequentemente, do sistema (4.1)-(4.4) € obtido. Mais precisamente, obteremos que tal solu¢ao

€ polinomialmente estavel para dados iniciais regulares. Mais precisamente, temos:

Teorema 4.15. Suponha que py, p2, b, k., ko, k1,7v,l > 0 e xo # 0. Entdo, existe uma constante
C > 0, independente do dado inicial Uy € D(A,), tal que

c .
TN < 75 1T0llpay, € =00, 5 =1,2. (4.84)

Em outras palavras, o sistema (4.1)-(4.4) é polinomialmente estdvel.

A demonstracdo do Teorema 4.15 serd feita via o Teorema de Borichev-Tomilov (ver Te-
orema 2.29), utilizando alguns resultados que serdo descritos na sequéncia deste capitulo e con-
cluido nas préximas se¢des. Deste modo, serd mostrado que a solugdo do sistema (4.1)-(4.4) possui
uma estabilidade polinomial no caso em que a relacdo de velocidades de onda € ndo nula.

No que segue vamos mostrar alguns resultados técnicos que serdo uteis para concluirmos
a demonstracao dos teoremas 4.14 e 4.15. Mais especificamente, vamos mostrar a veracidade das
hipéteses do Teorema de Priiss e do Teorema de Borichev e Tomilov, para obtermos as estabilidades

exponencial e polinomial, respectivamente, da solu¢@o do sistema (4.1)-(4.4).

4.3.1 Lemas Técnicos

Lema 4.16. O operador inclusdo i : (D(A;), | - ;) — (H;, | - |n,;) é compacto.

J

Demonstragcdo. Primeiramente, consideremos, a norma do grafico
1Ullpea,) = U3, + [AjUl3,, U € D(Ay). (4.85)

Sendo assim, seja (U, )nen C D(A;), U, = (™, @, ", U™, w", W™, 6", 9") uma sequén-

cia limitada em D(A;), isto é, tal que existe uma constante M/ > 0 satisfazendo

1Unllpeay) < M, (4.86)
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para todo n € N. Mas, de (4.85),

|Unllpa,y = |Unl, + A;jUnln,
= |25 + 12™N15 + lwrllz + [1™]122 + lwZ]3 + [W"]I5 + 1167115 + [|9™13

1
+H| @35 + EH’C(%OZ + " 4 "), + kol (w] — 1o"™) — 10" I3
1
[R5 + g!\bwﬁm — k(@ + " 4+ lw™) — 4073
n 1 n n n n n n

ka6, — m(W = 19™)||3 + || ka9, — mP2 |3 (4.87)

Com isto em mente, vamos mostrar que as sequéncias (¢ )nen, (V2 )nen, (W2 ) nen, (02)nen
e (") nen sdo limitadas em L?(0, L).

De fato, usando que
vk
Re (40U, 0)), = =2(16:153 + 19:]3) < 0.
para todo U € D(A;), e também utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

n n m
105115 + 19513 = ———Re ((A;Un, Un))n,
k1

< AU U
Do Corolario 4.5, existe uma constante C' > 0 tal que
103113 + 193115 < ClA;Unl3, | Unlae; -
Agora, usando o fato de que 2ab < (a + b)Q, existe uma constante C' > 0 tal que
16313 + 193115 < C(1A;Unl, + [Unlag; ).

Assim,
165112 < Cl[Unllpay)- (4.88)
9212 < CllUnllpay)- (4.89)

Portanto, de (4.86), (4.88) e (4.89), as sequéncias (67),,en € (97),en sdo limitadas em L?(0, L).
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Por outro lado, somando termos apropriadamente e usando a Desigualdade Triangular,

AN

G0l < 2 + 67 + L)l + 20 + o

4 4

I + 0+ D), + ol — 1™) = 10"+ —[Rol(wl — 1") — 10"
A + 42 3

IN

Novamente usando as desigualdades Triangular e de Poincaré, segue de (4.87) que existe uma
constante C' > 0 tal que
le%:12 < CllUnllay).- (4.90)

Deste modo, de (4.86) € (4.90), segue que a sequéncia (¢, ) ey € limitada em L?(0, L).

Analogamente, usando o método de somar e subtrair termos apropriados juntamente com

n

as desigualdades triangular, de Poincaré e (4.87), podemos concluir que as sequéncias (¢, )nen €
(W, )nen sdo limitadas em L?(0, L).

Visto todas essas sequéncias limitadas, vamos concluir o desejado. De fato,

(1) A sequéncia (p™)y € limitada em H?. Pela Proposi¢do 2.19, a aplicagio
i (H2 | Nl2) = ([ ()
é compacta, entdo existem Ny C N, (p"),en, € ¢ € H' tal que
l" =l — 0.
Como ¢" € H} paratodon € Ne (H{, || - ||g) é completo, segue que ¢ € H{.
(2) A sequéncia (P"),cn, € limitada em H'. Segue da Proposi¢do 2.19 que a aplicagio
i (HY | ) = (C[0, LLR), ||+ [loo)
¢ compacta. Logo, existem Ny C Ny, (®"),cn, € @ € C([0, L], R) tal que
|2 — @], — 0.

Mas, como

L
0< [|o" — B2 = / @ — B[2de < L|®" — ®||, — 0,
0

entdo ® € L*(0,L) e
|®" — || — 0.

(3) A sequéncia (¢")y, € limitada em H2. De modo andlogo ao item (1), existem N3 C No,
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(Y™ )nen, €9 € H' tal que
™ = || — 0.

Como ¢ € H} e (HL, | - ||1) € completo (ou ¢y € H} e (H}, || - ||z1) é completo), segue
que ) € H} (ouvp € HY).

A . n 7 . . 1 . .
ne . ) ’
(4) A sequéncia (V"),cn, € limitada em H'. Analogamente ao item (2), existem Ny C Nj
(U™) e, € ¥ € L? tal que

Sendo U™ € L% e (L2 | - ||2) completo (ou U™ € L? e (L%, || - ||2) completo), segue que
Ve l2(oul e L2).

(5) A sequéncia (w")y, é limitada em H?. De modo andlogo ao item (1), existem N5 C Ny,
(W) pen, € w € H' tal que

||w™ — wl|| g — 0.

Como w™ € Hj e (H}, | - ||z1) é completo (ou w™ € HY e (H!,|| - || 1) é completo), segue
que w € H} (ouw € H)).

(6) A sequéncia (W"),cn, € limitada em H'. Analogamente ao item (2), existem Ny C Nj,
(W™)pen, € W € L? tal que
|W"™ — Wy — 0.

Sendo W™ € L? e (L2, || - ||2) completo (ou W" € L% e (L2, | - ||2) completo), segue que
W e L? (ou W € L?).

(7) A sequéncia (0"),cn, € limitada em H'. Analogamente ao item (2), existem N; C Ng,
(0™)nen, € 0 € L? tal que
|6" — 8|2 — 0.

Sendo 6" € L? e (L, || - ||2) completo, segue que 6 € L2

(8) A sequéncia (U"),cn, € limitada em H'. Analogamente ao item (2), existem Ny C Ny,
(9" )pens €V € L? tal que
|9 = I||s — 0.

Sendo 9" € L? e (L?, || - ||2) completo, segue que ¥ € L.

Assim, dos itens (1)-(8), existem U = (¢, ®, ¢, U, w, W, 0,9) € H; e Ng C N tais que a
sequéncia (Up)nen, converge para U no espago (H;, | - ;).

Logo, mostramos que dada uma sequéncia (U,,) limitada em D(A;), esta possui uma sub-
sequéncia convergente em #;. Portanto, a aplicacdo i : (D(A4;),| - ||p,) — (Hj| - [#,) €

compacta. [
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Observacao 10. No Lema 4.16, obtemos que o operador i : (D(A;), || - [|pca;)) — (Hj, | - |n;) €
compacto. Porém, sendo equivalente as normas | - |3, € [ - ||5,, € possivel mostrar que o operador

i+ (D(A). ]|~ lpgay) = (M, |- ;) € também compacto.
Lema 4.17. Todos os valores espectrais de A; sdo autovalores de A;, para j = 1,2.

Demonstragdo. Face as proposic¢oes 2.9 e 2.10, segue do Lema 4.16 que todos os valores espectrais

do operador A; sdo autovalores de A;, para j = 1, 2. O
Lema 4.18. iR C p(A;), para j = 1,2.

Demonstragdo. Seja j = 1,2. Suponhamos que iR ¢ p(A;), assim existe 3 € R, 3 # 0 (pois ja
vimos que 0 € p(A;)) tal que i3 € o(A,;). Do Lema 4.17, segue que i é um autovalor de A;,

portanto existe um autovetor ndo-nulo U € D(A;), satisfazendo a equagio
18U — A;U = 0. (4.91)

Reescrevendo a equacdo (4.91) em termos de suas componentes, temos

iBp— =0, (4.92)

iBo1® — k(pr + 0 + lw), — kol(w, — lp) + 1740 = 0, (4.93)
i) — T =0, (4.94)

iBp2¥ — by + k(s + U + lw) + 70, =0, (4.95)
iBw—W =0, (4.96)

B W — ko(ws — 1) + k(s + 1 + lw) + 70, =0, (4.97)
i30 — k10py +m(W, — 1®) = 0, (4.98)

i3 — k1¥pe + m¥, = 0. (4.99)

Considerando o produto interno de (4.91) com U em H;, obtemos
iBIUNF, — (AU, U))n; = 0. (4.100)
Considerando a parte real em (4.100) e utilizando (4.57), segue que
162112 = 19z = 0.
Assim, obtemos que 0, = ¥, = 0. Usando a desigualdade de Poincaré,

0 < [|f]ls < C|fu]l2 = 0.
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Assim, 6 = 0. Analogamente, temos que v/ = 0. Deste modo, substituindo em (4.98), temos que

W, —1P=0
e usando as equacoes (4.92) e (4.96),
1
wy — lp = %(Wx —1®)=0 (4.101)
Substituindo (4.92) em (4.93), segue que
—Bp1p — k(g + 1 + lw), = 0. (4.102)

Por outro lado, substituindo (4.96) em (4.97),
—B%p1w + kl(p, + ¢ + lw) = 0. (4.103)
Derivando a equacdo (4.103) e somando com (4.102), temos
—Bp1(we +1p) =0 = w, +1lp = 0. (4.104)

De (4.101) e (4.104), segue que w, = ¢ = 0 e, usando a Desigualdade de Poincaré, do mesmo
modo que foi feito para as funcdes 6 e ¥, obtemos que w = 0. Além disso, de (4.103), segue que
1 = 0. Voltando em (4.92), (4.94) e (4.96), temos que ® =¥ =W = 0.
Assim, obtemos que U = 0, o que contradiz o fato de U ser um autovetor ndo-nulo associ-
ado ao autovalor ¢5. Portanto, iR C p(A;), paraj = 1,2.
[

De acordo com o Lema 4.18, temos que iR C p(Aj), para 7 = 1,2. Deste modo, dado

F = (fi, fa, f3, fa, f5, fo, fr, f3) € Hj, existe U = (¢, P, 9, U, w, W, 0,9) € D(A,) satisfazendo
a equagao resolvente

18U — A;U = F. (4.105)

Reescrevendo (4.105) em termos de suas componentes, obtemos o seguinte sistema de
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equacoes:
iBbp—® = fi, (4.106)
iBp1® — k(px + ¢ +1w), — kol(we —lp) +17v0 = pi1fa, (4.107)
By -V = fs, (4.108)
i8paV — 0ibyy + k(pr + 0+ lw) +y9: = pafy, (4.109)
iBw—W = fs (4.110)
iBpW — ko(we — 1@)e + kl(pe + ¥ + lw) +90: = p1fe, (4.111)
160 — k10,0 + m(W, —1®) = fr, (4.112)
iBY — ke +mU, = fe. (4.113)

Lema 4.19. Seja U € D(A;) satisfazendo a equagdo resolvente (4.105) para algum f € R e
algum F' € H;. Entdo, as fungdes 0 e U satisfazem

162113 + 192115 < CNU N, || F 2, (4.114)

para alguma constante C' > 0.

Demonstragdo. Considerando o produto interno da equagao resolvente com U € D(A;), temos
BIU 5, + (=AU, 0))n; = ((F,U))n, -

Considerando sua parte real, segue de (4.57), que

1y

(1015 + [19:[13) = Re((F, U))x,
Utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

k1

162113+ 1913 < 1Pl U, @.115)
Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que

162113 + 1192113 < Cl I3, Ul

]

Neste momento, nosso objetivo € obter estimativas locais para as funcdes coordenadas do
vetor U € D(A;) e, apds a obtengdo destas estimativas, utilizar a Desigualdade de Observabilidade
para o sistema de Bresse, para que seja possivel estender estas estimativas para o intervalo (0, L).

Neste intuito, exigiremos que a solu¢do do problema (4.53) tenha mais regularidade, pois

em alguns momentos serd necessdrio que precisemos, por exemplo, derivar trés vezes a funcao w.
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Deste modo, para que exista a terceira derivada da funcdo w, exigiremos U & D(A?). Notemos
que tal exigéncia ndo acarretard em problemas, pois € possivel, via densidade do dominio e uni-
cidade de solugdo, utilizar a teoria de semigrupos de operadores lineares e estender os resultados
obtidos para os espacos H; e D(A;) nos teoremas de decaimento exponencial e polinomial, res-
pectivamente. Além disso, afim de obter tais estimativas, consideraremos || > 1 suficientemente
grande, sem nenhuma perca de generalidade.

Com efeito, dado L, € (0, L), existe § > 0 tal que (Lo — 0, Lo + 0) C (0, L). Considere

uma fungdo s; € C?((0, L), R) satisfazendo as seguintes propriedades

supp(s1) C (Lo — 6, Lo +6), 0<si(x) <1, paratodox € (0, L), (4.116)
J J
s1(x) =1, paratodo x € | Lo — §,L0 + 18 4.117)

Considerando L = 6, Ly = 3 e § = 2, temos um exemplo de fun¢do s;, dado por:

(

0, 0<z <1,
eme, 1<x <2,
si(x) = 1, 2<ax <4, (4.118)
eme, 4<x <5,
0, 5 <x <6.

\

A ideia geométrica do exemplo de funcdo s; estd dada na Figura 4.1.

Figura 4.1: Exemplo de uma funcao s;.
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Lema 4.20. Sob as notagdes anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

Lo+ C C
/ sihwe —lpPdr < Ul IF I, + 2 6alla U e
7] 18]
C Lo+6 1/2
P+ Ol ([ swPa) . @ng
-

Demonstracdo. Primeiramente, das equagdes (4.106) e (4.110), temos que
W, —1® = if(w, — 1p) — (fs0 — Lf1)- (4.120)
Substituindo (4.120) na equagdo (4.112),
i30 — k1020 +m(if(we — lo) — (f5. — Uf1)) = fr,

o que implica

Multiplicando a equag@o (4.121) por kos1(w, — lp) e integrando no intervalo (0, L), temos

L L L
@ﬂ/ kos10(w, — lp)dx — k:l/ ko$104:(wy — lp)dr + zﬁm/ kosi|wy — lp|*dx
0 . 0 . 0
= [ hosfil = Tade +m [ osi(aa — 1)~ ),
0 0

e integrando por partes,

L L L
iﬁkom/ 1w, — lp|*dr = —k:l/ 510, (ko(wy — lp),)dx —klko/ $10(w, — lp)dx
0 0 0

J

~~

::Il
L

L
+k0/ 510(i8(w, — ly))dx +k;0/ s1fr(w, — lp)dx
R 0 B 0

-~

=1

L
—i—mko/ $1(fs.2 — Uf1)(wy — lp)dx. (4.122)
0

Assim, usando a equacgdo (4.111),

L
L= =k [ 0GB Rla T 0 0] 420~ pifalda
’ L o L L
= iﬂk‘lpl/ slﬁdox—k‘lk'l/ 319$(<px+¢+lw)d:v—kw/ 5110, [*dx
0 0 0

L
+k1p1 / 510, fedx. (4.123)
0
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Por outro lado, usando as equagdes (4.106) e (4.110),

L
]2 = ]{Zo/ 819(f5@ - lfl + Wm - lq))dl‘
’ L . L o L
= —k:o/ [$10],Wdx — kol/ $10®dx + ko/ $10(f5.. — Lf1)dx. (4.124)
0 0 0

Substituindo (4.123) e (4.124) na igualdade (4.122),

L L
iﬁkom/ s1|w, — lo|*dr = iBkip / 10, Wdzx + I, (4.125)
0 0

onde

L L L
I; = —kw/ 5110, 2 dx — klkrg/ $10.(w, — lo)dr — k:o/ [510]. W dx
oL - . 0 Lo B
—k’ol/ 31«9(I>dx + k’o/ 810(f57x — lfl)dl’ + k?1,01 / SlexfﬁdI
0 . 0 . 0
—k‘lk’l/ 510, (pz + ¥ + lw)dx + kg / s1fr(w, — lp)dx
UL 0
—|—mk0/ $1(fse — Lf1)(we — lp)dz.
0

Usando a Desigualdade (4.114), a hipdtese (4.116) sobre a funcdo s; e as desigualdades de
Holder e Poincaré, temos que existe uma constante C' > 0 tal que

| Is| < Cll02l2|U |2, + Cliall2ll F'll3, + CNU e, [ F'll, (4.126)

Deste modo, usando a condigio de que supp(s1) C (Lo — 0, Ly + 9), temos de (4.125) que

L0+5
|5l " sifws —lp*de < CIUw, |1 Flla, + CllOall2lUll; + CllOzlI2l Flla,
’ Lo+6
+C| 5| 5110, ||Wdz.
Lo—96

Portanto, usando as desigualdades de Holder e Young e a estimativa (4.114),

Lo+0 C C
swx—lgpzdx < — U WF |2y, + —
[ sl tolde < W I +

L0+§ 1/2
+C|l6 s (/ 31|W|2) dz.
Lo—9

provando (4.119). [

C
102 |2/|U|%; + WHFH%]-
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Lema 4.21. Sob as notagdes anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

<

[ WP < 021Ul + IV | Pl + P, + 7o

U3, (4.127)
o—3 5] I

Demonstracdo. Multiplicando a equacao (4.111) por —s;w e integrando no intervalo (0, L),

L L L
—pl/ s1fewdr = pl/ siW (ifw)dzx + k‘o/ s1(w, — ly),wdx
0 0 . 0 .
—k:l/ s1(¢e + ¥ + lw)wdx — 7/ s10,wdzx.
0 0

Usando a equagdo (4.110) e integrando por partes,

L L L
—pl/ sy fewdr = p1/ siW (W + f5)dx — k:o/ sy (w, — lp)wdx
’ ° L "L
—k;o/ 81wy — lo|*dr — lk:o/ s1(w, — lp)pdx
L r L
—kl/ S1p wdr — kl/ (Y + lw)wdx — 7/ s10,wdx,
0 0 0

o que implica, usando (4.110) e integrando por partes novamente,

L L L
pl/ si|Wde = ko/ 81wy — lp|*dx + lko/ s1(w, — lp)pdx
0 0 0

L . L
:Pl/o s1]few + Wﬁ]dl’—i— %’y/o $10,(W + f5)dx

7

=T,
L L L

—kl2/ s1|pPdr — k:l/ shpwdr + kl/ s1(¢¥ + lw)wdzx

0 0 0

=I5

L L

—k:l/ s1p(w, — lp)dx + ko/ s1(w, — lo)wdzx . (4.128)
0 _Jo .

-

=Ig
Utilizando a Desigualdade de Holder, observamos que existe uma constante C' > 0 tal que

<
6]

C
L] < —
Hal < B

1020121Ul[3¢; + = 0|2l Fll2; + CNU a4, [[F I3, - (4.129)
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Além disso, usando as equagdes (4.106) e (4.110),

ko [*, S
Iy = W/o SiWe = 1@+ fs0 — Lf1))(W + f5)dz
ke [F, N e —
_ ﬁ/o S (s — L)W+ fo)da — |ﬁl2/ S S + fo)da
k, L L , .
+ﬁ/ "W fodz + IBP/ s W, Wdz. (4.130)

Usando integragdo por partes, segue do Lema 2.22 que
L o 1 (L
Re/ SsW Wdz = ——/ s |W|da.
0 2 Jo

Assim, usando integracdo por partes em (4.130) e considerando sua parte real,
ko Y Yo7 7Y L
R€I6 = RCW 51(f5,x —lfl)(W+f5) — Re — ‘ﬂ|2 1(13(W+f5)d$’
0
k L — k L —_—
Re —02 / siW fsdz — Re —02 / s W fs wdx
1817 Jo 187 Jo

—ﬂQ /L s |W|da.
21817 Jo

Logo, usando as desigualdades de Holder, Poincaré e Young, existe uma constante positiva
C > 0 tal que

C
Re I| < WHUIIHJ ,B|2||F||%j- (4.131)

Resta limitar o termo [5. De fato, usando as equagdes (4.106), (4.108) e (4.110),

le L L
L = M / 51|+ fulde — —2/ (@ + £)W T Ja)dz
18> Jo IEl
Kl [* ——
+W s1 (U + f5 + W + Ufs)(W + fs)da
0
o que implica, usando as desigualdades triangular, de Holder, de Poincaré e de Young, que

15| < ||U||7-[J ||F||’H] (4.132)

ER R

para alguma constante C' > 0.

Deste modo, considerando a parte real em (4.128), utilizando as estimativas (4.129), (4.131)
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e (4.132) e usando a hipdtese (4.116), temos que

Lo+6 Lo+0 Lo+0
/ siWdr < C’/ s1|wy — lp|*dx + C’/ s1|w, — lol|p|dx
Lo—5 Lo—0 Lo—0

C
mH@xIIzIIFIIHj + Cl[U g, [[F 13,

||F||H7

C
+‘_|||05L‘||2||U||Hj +

R

para alguma constante C' > (. Usando a Desigualdade de Holder,

Lo+6 Lo+ Lo+6 1/2
/ 31|W|2dx < C’/ s1|w, — lg0|2dm +C (/ s1|w, — lgp|2dx) loll2
L L

0—0 Lo 1) 0—9
IBIHQ 2|2 ||U||H] E |||9x||2||F||H]- + CNU g, [ F 2
C

+—=U3, + =5 IFI3

para alguma constante C' > 0.
Por fim, usando a Desigualdade de Young e as estimativas dos Lemas 4.19 e 4.20, segue

que existe C' > 0 tal que

Lo+06 L0+f 1/2 C
/L SIWeEde < Cl6,] / Wids |+ Cllel + Gl U,
.

0—0 2

FONUlag, [ F'll, + ||U||’H] +C| Flf3,.

182

Mais uma vez, utilizando a Desigualdade de Young, a estimativa obtida no Lema 4.19 e a
igualdade (4.106), existe C' > 0 tal que

Lo+6
/ si|WPde < — H9 121Ull; + ClIU ¢, [ F e, + 2HUHH +O|F3,.  (4.133)
Lo—6 |/6| |6|

Portanto, segue da propriedade (4.117) para a funcdo s; que existe uma constante C' > (

tal que

Lo+f
/ WPde < — ||9 121U 13, 4+ ClIU 3¢, 1 F'l[ 3, + QIIUIIHJ +C|IFI3,,
Lo-8 18] 5]

provando (4.127) e concluindo a demonstra¢do do Lema 4.21. 0
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Coroléario 4.22. Sob as notacoes anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

LO+§
/L e — Lol < mne lUll; + CNU N, | Fllsg, + CIF I3, @.134)
03

Demonstragdo. Substituindo a Desigualdade (4.133) obtida na demonstracdo do Lema 4.21 na
estimativa (4.119) do Lema 4.20 e utilizando o fato de que existe C' > 0 tal que, para quaisquer
a,b >0,

Vatb<C (Ja+ ﬁa) , (4.135)

temos que

Lo+6 ) C C C )
/ silwe = lp|*de < Ul | Fllag + 2 10al201Ullsg + o [1Fll5, + ClOull2l1 £,
Lo—5 I 18] 8]

+C|02]|2 (|ﬁ|1/2”€ ||1/2||U||1/2 +C’||U||1/2||F||1/2) )

Utilizando a Desigualdade de Young, a estimativa do Lema 4.19 e a propriedade (4.117)

para a fungdo s, existe C' > 0 tal que

LO+§
/L we = lofPdr < ‘5‘”9 ell21Ulls, + ClIU s, | Fllag, + CHE I,
073

Isto conclui a prova do Corolario 4.22. 0

Lema 4.23. Sob as notagéoes anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

L0+5
s1l,Pde < U F Y 2/|U
[ sl < |B|H I 1Pl + 7190210
1/2

Lo+6
S+ ol ([ sepa) @
18] Lo—5
Demonstragcdo. Primeiramente, da equagao (4.108), temos que
= Zﬁ¢x - fS,z-
Substituindo em (4.113),

Zﬁﬂ - klﬁxx + m(zﬁ¢x - fS,x) = fSa

o que implica
100 — k100 + mifi, = fs +mfs . (4.137)
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Multiplicando (4.137) por bs,1), e integrando no intervalo (0, L), temos

L L L
iﬁ/ bsﬁ%dm—kl/ bslﬁm%dm’+miﬁ/ bs1 |, |Pdx
0 0 0
L o L o
- / bsy fead + m / Y
0 0

e integrando por partes,

L L L o
z‘ﬁmb/ il Pde = —k;1/ slﬁx(bwm)das—kzlb/ s 00 de
0 R 0 . 0

-

=17

L L
0 ., 0

'

=g

L
+mb / 81f3.202dz. (4.138)
0

Deste modo, usando a equacdo (4.109),

L
I; = -k / 51U (iBp2¥ + k(e + 9 +lw) + v, — pafa)dx
0
L - L
= lﬁ]{?lpg/ Slﬁw\lldx — klk/ Slﬁm(gﬁm + w + lw)dx
0 0
L L o
—kl’}// 81’19%|2dI -+ ]{leg/ Slﬁzf4dx. (4139)
0 0
Por outro lado, usando (4.108),
L L L
Ig = b/ 8179(']['3@ + ‘I/I)dl’ = b/ 8119\1135(113 + b/ 8119f37$dl’,
0 0 0
e integrando por partes,
L L - L
Iy = —b/ s19Vdr — b/ 519, Wdx + b/ $19 f3 dx. (4.140)
0 0 0

Substituindo as igualdades (4.139) e (4.140) em (4.138), temos

L L
i3mb / s1|0. [P dx = ik py / 510, Vdx + I, (4.141)
0 0
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onde
L L
[g = —]{71]{7/ slﬁx(gox + w + l’w)dl’ — kl’)// 51‘7933’26133
0 0
L . L o L o
+l€1,02/ 519, fadx — klb/ s100,dx — b/ s19Vdz
0 0 0
L o L _ L o
—b/ Slﬁx\pdfﬂ + b/ Sllgfgyxdl' + b/ slfngdx
0 0 0
L —
+anu/m Slf%ﬂﬂﬂxd$.
0

Assim, usando a Estimativa (4.114), juntamente com as desigualdades de Holder e Poin-
caré, e utilizando também a propriedade (4.116) da funcdo s;, temos que existe uma constante
C > 0 tal que

| Lo| < ClIU |, [1F NI, + Clldal2llU I, + Clldall2l[ Fll, -

Com isto, retornando a equacao (4.141) e, novamente, usando a condicdo (4.116) para sy,

temosque
L0+(5
18| . silYel*de < CllUlg |1 Fll, + Cll0all2|F I, + Cll9z 21l
’ Lo-i-(s
+C| 5| $1]0,| ¥ |dx.
Lo—6

Por fim, usando as desigualdades de Holder e Young, juntamente com a Desigualdade

(4.114), existe uma constante C' > 0 tal que

< <

foto 2 c 2
sifalde < Ul 1 F g + 2 102 ll21U e, + 2 1115,
/M 4] Bl IR
L0+5 1/2
+C||al» (/ 51\\IJ|2da:> |
Lo—§
provando o Lema 4.23. 0

Lema 4.24. Sob as notagoes anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

ol

|ﬁ|2”U”3“' (4.142)

Lo+3 ) C ,
/L | P < W%HzHUHﬂj + C[Ula; [|1F 34, + CIE I, +

0=3

Demonstragdo. Multiplicando a equagio (4.109) por —s1¢ e integrando no intervalo (0, L), temos

L

L L
—,02/0 s1fubde = p2/0 sl\Il(iBw)dx—i-b/o $10gethdr

L L
—k;/ 51(pg + U + lw)hdx — 7/ s19,0d.
0 0
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Usando (4.108) e integrando por partes,

L L L L
—pg/ sy fapdr = pg/ s1U(V + f3)do — b/ shpdr — b/ 51| |Pde
0 0 0

0

L L L
—k:/ s1pdr — k;/ s1(¢ + lw)pdr — fy/ s10,0dz,
0 0 0

de onde vem, usando integracdo por partes, que

L L L B L

p2/ 51| W|Pdr = b/ 51]w1|2dx+/ S’lwxwdx—k/ s pwdr
0 0 0 0

L

L L
—k/ s10tgdx + k/ s1(¢ + lw)ds + 'y/ s190,00dx
0 0 0
L o L o
—/92/ s1fapdr — Pz/ 51V fadx,
0 0
e, novamente, usando a equacao (4.108),

L L L L B
pg/ 51|V 2 dx = b/ 31|1/JI]2dx—k;/ slgmpxdx—l—/ shbbda
0 0 0 0

=110

L . L
—p2/0 81[f4@ + \I’E]dl’ + %7/0 5119:3(\1] —+ f3)dl’

/

~
=11

L L
—k:/ s odx + k/ s51(¢ + lw)da . (4.143)

-~

=112

Primeiramente, segue do Lema 2.22 que

L o 1 L
Re/ sibbdr = —5/ Y|y dx.
0 0

Deste modo, usando a equagdo (4.108), temos que

1 L
Re]lg = —5\/ 3/1/
0

o que implica, usando as desigualdades Triangular e de Poincaré, que existe uma constante C' > 0

2

Mdaj

i3

tal que

C C
VB, + 5l F R (4.144)

Além disso, utilizando as desigualdades de Holder e de Poincaré, e também a hipdtese

Re I1p| <
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(4.116) sobre a fun¢do s;, notamos que

C C
N2l U, + —

Por fim, para estimar o termo /;2, usaremos as equagoes (4.106), (4.108) e (4.110), obtendo,

[ Tn| < CIU g, [[F i + Ve llaf[ £, (4.145)

L L
Iy = — i / 8'1(<I>+f1)(\11+f3)d$+|§|2/ si(W+ fs+ W +1f5)(V + f3)do

181* Jo
Assim, usando as desigualdades de Holder, Triangular, de Poincaré e de Young, existe uma

constante C' > 0 tal que

[ 112] <

HUH?-LJ ||FH7-LJ (4.146)

ER [ER

Com isto, considerando a parte real em (4.143), usando a desigualdade de Holder e a hip6-

tese (4.116) sobre a funcgio s;, existe uma constante C' > 0 tal que

L0+5 L0+5 L0+5 1/2
/ s |UPdr < C s1|u|2dz + C (/ slwz|2dac> ol
L L

0—9 Lo—6 0—90

C C
+— Vel U3, + —5

HFHH

[Dall2l| Fllae; + ClU o [1F [,

o
N

Por fim, usando a Desigualdade de Young e as estimativas dos Lemas 4.19 e 4.23, segue

que existe C' > 0 tal que

Lo+d Lo+$ 1/2
/L a[UPde < ol / WPdz |+ Cllol+ w\w allUll,

0—0 0o—%

+CNU g, 1 3¢, + HUHHJ +C|| Flf3,.

1812

Mais uma vez, utilizando a Desigualdade de Young, a estimativa obtida no Lema 4.19 e a
igualdade (4.106), existe C' > 0 tal que

Lo+96
/L . s1|V|*dzx < !5!“19 2ll2llU e, + ClIU g, [[F I, + |B|QHUHH +O|FIG,.  (4.147)
0—

Portanto, segue da Propriedade (4.117) para a fun¢do s; que existe uma constante C' > 0

tal que

Lo+3
/ W < 0] 1Tl + CNU s 1 F Ml + 773 ||U||’H,J +ClIF I,
Lo-3 18] 12

provando (4.142) e, consequentemente, o Lema 4.24. O]
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Coroléario 4.25. Sob as notacoes anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+g C
/L el < mllﬁwlbllUllﬂj + ClU o, [ Flle; + ClIF I3, (4.148)
0~3

Demonstragdo. Substituindo a Desigualdade (4.147) obtida na demonstracio do Lema 4.24 na
estimativa (4.136) do Lema 4.23 e utilizando o fato (4.135), existe C' > 0 tal que

foxo ) C C C o
/ sile"dr < Ul |F 1y + 2 10201 U 3 + 2 1 15, + Clldall2 ) F 3,
18] 3] 18]
C
+C[[9. 12 (w—mwéﬂuvnﬁf + crrvui{quH%{f) -

Utilizando a Desigualdade de Young, a estimativa do Lema 4.19 e a propriedade (4.117)
para a fungdo sy, existe C' > 0 tal que

Lo+3 ) C ,
/L | [¥alidr < i [92ll20U 3, + CllUlag [ F 3, + ClLE -
0—3

O

Para as proximas estimativas, considere uma fungiio s, € C?((0, L), R) satisfazendo as
seguintes propriedades

J J
supp(sa) C (LO — 5 Ly + 5) , 0<s9(x) <1, paratodo z € (0, L), (4.149)
J )
so(x) =1, paratodo x € | Ly — g,Lo + 3| (4.150)

Considerando L = 6, Ly = 3 e § = 2, temos um exemplo de funcao s,, dado por:

(

0, 0<x <2,
eme, 2<zx< %,
so(x) = 1, <z <4, (4.151)
eme, <z <4,
0, 4<x<6

\

A ideia geométrica do exemplo de uma funcao s, estd dada na Figura 4.2.
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SZ $3

Figura 4.2: Exemplo de uma func¢ao s.

Lema 4.26. Sob as notagées anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

LO+% L0+§
/ ) 32\g0x+¢—|—lw|2dx < C|B||ko — K Solw, — lp||P|dx
L

0—35 Lo—5
Lo+3 1/2
FO16 2Vl + U, ( [ e zw?dx)
0—3
2 c 2
+ U 1 F e, + ClE, +WHUH’HJ-‘ (4.152)

Demonstragdo. Multiplicando a equagao (4.107) por s %@ e integrando no intervalo (0, L), temos

L L k?zl L
kl/ sofopdr = iﬁkl/ soPpdr — —/ Sa(pz + ¥ + lw),pdx
0 0 P1 Jo
_k:ok:l2
P1

L l2k L
/ So(w, — lp)pdr + 7/ sebpd.
0 0

P1

Integrando por partes e somando alguns termos apropriadamente,

I{JQZ L L k_QZ L
— Solpe + ¢ + lw|?dr = zﬂk/ $o(—=1P)pdr — — / So(pe + U + lw)pdx
P1 Jo 0 P1 Jo
kokl? [* Pky [T
+2 / So(w, — lp)pdr — J/ So0Bdx
P1 0 P1 Jo

L k’2l L
—I—kl/ o fopdx + . / s9(pe + 0 + lw) (Y + lw)d.
0 1 Jo
(4.153)

Por outro lado, derivando a equagdo (4.111), multiplicando por sokp e integrando no inter-
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valo (0, L), temos

L

L L
k
k/ 52f6,x¢dx = Zﬁk/ 52W$¢dx - SQ(kO(wx - l@)x:p)adx
0 0 P1 Jo

k2 [F k [F
+— / So(@e + U + lw),pdx + l/ S90, . pdx.
P1 Jo P1 Jo

Integrando por partes,

L k L k L
zﬂk;/ soW,odx + —/ So(ko(wy — 1), ) pdx + —/ So(ko(wy — ), )pade
0 P1 Jo P1 Jo
2[ L

]f _ ’Yk L . L .
+— SQ(QOJ; + w + l’LU)x(PdZE — p_ ex[SQQO]deL' + k fG[SQQp]xd:L‘ = 0.
1 Jo 0

P1 Jo
(4.154)

Somando as igualdades (4.153) e (4.154), temos

kAR r Kt
p_ So|s + ¢ + lw|?dr = zﬂk‘/ So(W, — 1®)pdr — p_/ So(pr + U + lw)pdx
0 1Jo

1 Jo

2 L 2 L
+k0kl / so(w, — lp)pdr — ok / s90pdx
P1 0 P1 Jo
Kt _ L
452 | salon 0 ) (6 T + 1 / 5o fod
1 Jo 0
]{?2l L k L
+ 8 s+ 0+ )l — L / 0, (5]
L Jo P11 Jo
=Ls
k[ L
+— SQ(kO(wx - l@)x)@d-T +k/ f@ [SQ@]xdx
P1Jo . 0
—l4
k L
P1 Jo

Agora, observe que, integrando por partes, podemos reescrever o termo /13 da seguinte

forma
K2 [
113 = — SQ(QOm -+ ¢ + lw)g@da:
P1 Jo
kot _ k2 [t o
= —— So(@e + 0 + lw)pde — — So(@r + ¢ + lw)pLdz
P1 Jo P1 Jo
K2 N >
= ——Sy(p Y+ lw)pde — — | salp. + ¢ + lw| dx
P1 P1 Jo
K2 [ S
+— | sa(p + U+ lw)(y + lw)dx.

P1 Jo
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Logo, substituindo /13 em (4.155),

2k [* ) " 2k [T .
. Solpe + 0 +lw|*de = ik | so(W, —I®)pdr — e So(pz + ¥ + lw)pdx
1 0

0 1 Jo
kokl® [ Pyk ("
4+ / So(w, — lp)pdr — 7 / so0pdx
p1Jo p1Jo

2k2] L - L
+— [ sa(ps + ¢ +lw) (Y + lw)dr + lk:/ o fopdx
0

P1 Jo

k?’)/ L L
_p_ / Gm[32¢]xdx + /{7/ f6[52¢]xdx + 114 -+ 115,
1 Jo 0
(4.156)

onde [y4 e I;5 sdo dados em (4.155).
Neste momento, antes de comegarmos a estimar cada termo presente em (4.156), podemos

observar que, usando a equagdo (4.106),
L L o L o

zﬁk/ So(W, — 1®)pdr = —k/ So(Wy — 1P)Pdx — k/ So(W, — 1®) frdzx.

0 0 0
Com isto, usando as equacdes (4.106) e (4.110), além disso, integrando por partes,

L L . L o

zﬁk/ So(W, — I®)pdr = —@5/@/ So(wy, — lp)Pdx + k:/ So(fsx — Lf1)Pdx
0 0 0
L o L
0 0

Substituindo (4.157) em (4.156), chegamos a

2k% " 2 o — | kokl® [F _
—— Sol@s + 0 + lw|*dxe = —ifk So(w, — lo)Pdx + So(w, — lp)pdz
P11 Jo 0 P1 0
2k%1 L Pk [F
—— | sy(ps + ¢+ lw)pde — b so0pdx
pP1 Jo pP1 Jo
okl [ S
+—— | saolpr + 9+ w)(Y + lw)dx

P1 Jo
L ky L L
+k/ fols29)odx — — 0. [s290].dx + lk/ So fopdx
0 P1 Jo 0
L o L B
+k‘/ soW [sa f1lzdx + k‘/ So(f50 — Uf1)Pdx
0 . B 0
+kl/ qu)fldx + ]14 + 115. (4158)
0

Agora, vamos trabalhar com os termos /14 € ;5. Com efeito, realizando uma integragcao
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por partes em /4,

ko[F kEo[F
L, = —— so(ko(wy — lp))padr — — sa(ko(wy — 1)) (e + ¥ + lw),dx
P1 Jo P1 Jo
ko[t -
+p— So(ko(wy — 1)) (Y + lw),dz,
1J0

e, usando a equacdo (4.107),

kok kok "
Ly = ——= 32( — 1) Prdr + — | so(w, — lp)hdx
P1 0 P1 Jo
lkok L —
+— 52( —lo)wydr +ifky | se(w, — lo)Pdx
P1 0 0
k3l —— . koly [* -
=2 52( —lo)(w, — lp)dx — wo So(wy — ly)0dx
P1 Pr Jo
L
0

Além disso, integrando por partes o termo /5,

kok
Ly = — == so(w, — lp)pdr — —/ — ly)pLdz. (4.160)

P1 Jo

Deste modo, substituindo (4.159) e (4.160) em (4.158), segue que

2k21 L
p_ 32|90x+w+lw\2dx = Zﬁ(kg—k)/ 82( lgO)q)d.fU—‘—[le;“—Il?“—Ilg
1 Jo 0
2k% [T S
+—p So(e + ¥ + lw) (Y + lw)dx
1 Jo

(4.161)

onde /¢, [17 e 115 sdo dados, respectivamente, da seguinte forma

L L L
Le = k| Wisafi]edzr + kl/ s9® frda + k/ $2(fs.e — Lf1) P
0 0 0

Pyk [t t vk [* -
—— = s.0%dx + ki / so fopdx + — / Oz [s20]odx + K / fo[s2p]dz
P1 Jo 0 P1 Jo 0
kol g 7 - '
- So(w, — lyp)fdx + kg so(wy — 1) fedz,
P1 Jo 0
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kokl> [* kok [* kok [*
L, = =2 / so(wy — lo)pds — ~2= 32( — lp)pgds + —— s9(wy — l@)hpda
P1 Jo P1 Jo p1 Jo
kokl kok kok [*
0 82( — lp)wpdr — ~— 82( — 1) — = | shlw, — 1) Padx
P1 Jo P1 Jo p1 Jo
k2 [* S
+— So(w, — lp)(w, — lp)dz,
P1 Jo
2k21
1 Jo

A partir de agora, comegaremos a limitar estes termos. Primeiramente, usando as desigual-

dades de Holder, Poincaré e Young, juntamente com a Estimativa (4.114), existe uma constante
C > 0 tal que

L] < CllOuN2 U, + ClU N3, | F [l + ClIF 13, (4.162)

Além disso, utilizando as desigualdades de Holder e Poincaré, e também usando a propri-
edade (4.149) para a funcio s9, existe uma constante C' > 0 tal que

L0+g 1/2
[117] < ClU||4, (/ ) lw, — lg0|2dx> ) (4.163)
Lo-3

Por fim, usando as equagdes (4.106), (4.108) e (4.110), vem que

2k21 —_
Lig = s 52/ So(®p + fra+ U+ f3+IW 4 1f5)(P+ f1)dx
1 0

e do Lema 2.22, obtemos

L B 1 L
Re/ 55D, Ddx = ——/ sh|®|*dz,
0 2 Jo

de onde, utilizando as desigualdades de Holder e Young, existe uma constante C' > 0 tal que

Voltando em (4.161), considerando sua parte real, usando as estimativas (4.162), (4.163) e
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(4.164), juntamente com a propriedade (4.149) da fungao s,, existe uma constante C' > 0 tal que
L0+% Lo-&-g
/ ) So|s + b + lw|?de < C|5||k0—k‘|/ ) So|w, — lp||P|dx
L Lo-3

03
Lo+3 1/2
+CI0 11U, + CIU ( [ e Zsowzdx)
LO——

2

+CU 3 1P NI, + CIEIG, + ||U||’HJ

1812

LO+§
+O/ - saloa + 9+ lwl[¢) + lwlde. (4.165)
L

03
Finalmente, utilizando as equacdes (4.108) e (4.110),
L0+% C L0+g
C/ ) Salpz + U + lw||Y + lw|dx = w/ ) Sl + U + lw||V + f3+ W + 1 f5]de.
Lo-3 Lo-$

Utilizando as desigualdades de Holder, de Young e Triangular,

Lo+3 1 Lo+3
C/ Sole + U + lw||t + lwlde < —/ 32|<pm+¢+lw|2dw
Lo—3 2 Lofé
—|U||? — || F||? Py

para alguma constante C' > (. Substituindo esta estimativa em (4.165), existe uma constante

positiva C' > 0 tal que

L0+g Lo-&-g
/ P salr 0+ wPdr < C]6||l<;0—k|/ 7 salw, — 1| d
L Lo—2

0~3
Lo+3 1/2
OOl Ul + ClU I3, (/ | e = m%m)
L

0—5

+CU s 1P 1, + CIEIG, + ||U||’HJ

182
como desejado em (4.152). ]

Lema 4.27. Sob as notagées anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que
L0+% 9 L0+%
/ So|®@|*dx < C|B||ko — k\/ ) Solw, — lp||P|dx
L Lo—%

03
Lo+$ 172
+C1]2 U, + CIU |, ( / - de)

0—35

+C U [1F llae, + CIE 5, + HUHH (4.166)

182
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Demonstragdo. Comecamos esta demonstragdo multiplicando a equacgdo (4.107) por —s;p e inte-

grando no intervalo (0, L), obtendo

L L L
—pl/ so fopdr = —zﬂpl/ 32<I>¢dx+k:/ So(pz + ¥ + lw)pdx
0 0 0
L

L
+kol/ So(w, — ly)pdr — lv/ So0pdz.
0 0

Usando a equacdo (4.106) e integrando por partes,

L L L
pl/ 59| ®fPdx = —pl/ 59® frdx + k:/ so(pz + 1 + lw)pdr
0 0 0
L L
—I—k:/ So(Yr + U + lw)prdr + kol/ so(w, — lp)pdx
0 0
L L
‘HV/ sebpda — ,01/ s2 fatpdz,
0 0

implicando, ap6s somar termos especificos, que

L L L [T
/ so|®fPdr = — / $o® frdw +— / Sy(ps + ¢ + lw)pda
0 0 . P1rJo B

v~

:=I19

ko[t ko[t —_—
+—/ 32|90x+@/1—|—lw|2dx——/ So(pr + U + lw) (Y + lw)dx
P1 Jo Pt Jo

J/

=Tz
kol L l L L
- So(w, — lp)pdr + l/ sofpdr — / S fopd. (4.167)
Pt Jo P1 Jo 0

Usando as equacoes (4.106), (4.108) e (4.110),

k' L
/ (B + fro+ U+ fo+ W + Lfs) @+ J1)de,
0

e notando que, integrando por partes, segue do Lema 2.22 que

L . 1 L
Re / 550, Ddr = —= / sh|®|*dx,
2
0 0
temos, utilizando as desigualdades de Holder e Young, que existe uma constante C' > 0 tal que

o
|6?

o

|Re[19\ S ’6|2

U5, + 15 1 F1l3,- (4.168)
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Por outro lado, usando as equagdes (4.108) e (4.110),

k’ L
Lo = —;— 52(pe + 0 + L)W+ f5 + W +1f5)da

Com isto, usando as desigualdades de Holder e Young, a Desigualdade Triangular e a Propriedade

(4.149) sobre a fungdo s9, existe uma constante C' > 0 tal que

HUHH] IIFIIHJ (4.169)

LO+§
| 50| SC/ ) 32|90x+@/)+lw|2daf+
Lo—2

2

[ER 1812

Portanto, considerando a parte real em (4.167), usando a Desigualdade de Holder, as esti-
mativas (4.168) e (4.169), a estimativa obtida no Lema 4.26 e a propriedade (4.149) sobre a funcao

S9, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+$ Lo+3
/ s|02de < C|B|ko — K salws — lg||@|da
L

)
0~ 75 L0_§

Lo—i—g 1/2
FO16 U, + CNU ( / - z¢|2dw>
)

2

+C Ul 1F [, + CIE G, + ”UHHJ

1812

provando (4.166). 0

Corolario 4.28. Sob as notacoes anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

L0+* L0+*
/ (’%+¢+lw|2+|®’ )d‘x < C’B’lko_k‘/ 32‘wm l(pHCI)‘dI
L

O_*
L0+§ 1/2
FO8]alU T, + CU ( / 5 |wx—w|2dx)

0—35

+C|Ull I Fllw, + CIE G, + ||U||HJ

162
(4.170)

Demonstragcdo. Basta utilizarmos, nas estimativas dos lemas 4.26 e 4.27, a Propriedade (4.150)

para a func¢do s; e, com isto, temos (4.170). OJ

Agora, é 0 momento preciso onde usaremos a condi¢do (4.81). Nos resultados a seguir,

para simplificar as notagdes, vamos considerar

Ls
3

LO+§
:/ (w0 b o = Lol + [ 4 [OF 4 [P+ W) dz. (4171)
L

0—3
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Corolario 4.29. Sob as notagdes anteriores, sejam xo = 0 em (4.81) e |B| > 1 suficientemente

grande, entdo dado € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que
I <ellUl3, + CIIF |3, (4.172)

Demonstragcdo. Seja € > 0 arbitrario. Nesta demonstracdo, usaremos a Desigualdade de Young
com € > 0 em diversos momentos.
Primeiramente, observemos que, sendo y, = 0, segue do Corolario 4.28 que, utilizando a

Desigualdade de Young com ¢ > 0, existe C. > 0 tal que

Lo+3 Lo+3
/ (lga + 9 + lw|* + ) dz < Ce/ w, — lpPdz + || U3, + C|IF |3,
Lo—$ Lo—$

+COzN2MUll3; + CNU g [ F ll9¢; + WQIIUIIHJ

Logo, do Coroldrio 4.22, existe C' > 0 tal que

Lo-&-* )
/L (|pz + ¢ + lw]* + @) dz < |mllf) 2T 3, + CllFIF, + CllU Nl 1 F [l

073

|ﬁ|2HUH’H +e| U5, (4.173)

Assim, segue dos Coroldrios 4.22, 4.25, dos Lemas 4.24, 4.21 e de (4.173) que existe uma cons-
tante C' > 0 tal que

s < —|6.l2/|U

FCNU N, 1 F 3¢, +

13 |||19g[;||2||U||H,,- +C||F I3,

|5|2||UHHJ 5||UH§-¢]~' (4.174)

Mais uma vez, usando a Desigualdade de Young e a Estimativa (4.114), existe C' > 0 tal

que
o < CllUlllIFllas + CollFI, + wwmm+ﬂwy (4.175)
Por fim, usando a Desigualdade de Young com ¢ > (),
I < C||F |3, + BB ||UH7-L +el| U3,
Sendo |3 > 1 suficientemente grande, temos que dado £ > 0, existe uma constante C.. > 0
tal que

T, < ellUl, + CoIFI,.
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que mostra o resultado desejado. [

Corolario 4.30. Sob as notagdes anteriores, sejam xo # 0 em (4.81) e |G| > 1 suficientemente

grande, entdo dado € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que
T, < <|UI%, + CIBIIFIE, (4.176)

Demonstracdo. Sendo xo # 0, podemos observar que a maioria dos termos presentes em Z ja

foram estimados na demonstracdo do Corolério 4.29, com excecao do termo
2
Clol [ solwa — 1gl|@d,

que se encontra na estimativa do Corolario 4.28. Com isto, basta estimarmos tal termo e teremos
o resultado desejado.
Para isto, comecemos usando a Desigualdade de Young com € > 0 e a Propriedade (4.149)

da funcdo s, obtendo

Lo+3 Lo+3 Lo+3
O\ﬁl/ sz\wm—lgOHCI)\deC’EWF/ |wz—lg0|2dm+5/ D [2dz.
Lo—3 Lo—3 Lo—$

2 073

Logo, segue do Coroldrio 4.22 que

2
Clol | salwe = lgl|@ldz < CBII0]I2Ull, + CIAPIU o, [1F 1,

+CIBPIENG, + U3, (4.177)

Por fim, sendo | 3| > 1, usando a Desigualdade de Young com € > 0 e a Estimativa (4.114),

existe uma constante C. > 0 tal que,
Lo+3 A ) )
18] [ " sahus ~ 1ol19lds < CIBIIFIG + €U,
073

Com isto, usando as estimativas obtidas na demonstragdo do Corolério 4.29, temos que

dado € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que, para | 3| > 1 suficientemente grande,
Ts < CIBIMIF (I3, + U3,

0 que mostra o desejado. [

Com as estimativas obtidas durante esta secao, podemos finalizar a demonstracao dos teo-

remas 4.14 e 4.15, como afirmado inicialmente.
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4.3.2 Estabilidade Exponencial - Conclusao da prova do Teorema 4.14

Face ao Teorema de Priiss, a demonstracdo do Teorema 4.14 € baseada na caracterizagao
de estabilidade exponencial para um Cj-semigrupo de contracdes.
Do Lema 4.18, segue que
iR C p(4y),

para j = 1,2. Com isso, temos a primeira condi¢do do Teorema de Priiss satisfeita.
Para concluirmos a segunda condicao do Teorema de Priiss, seja s > 0 dado arbitrariamente
e xo = 0. Utilizando a notagdo dada em (4.171), segue do Coroldrio 4.29 que existe uma constante
C. > 0 tal que
I < el|Ull, + CIlFII,- (4.178)

Aqui, obtemos uma estimativa local para o vetor U € D(A;). Para que seja possivel
estender esta estimativa para o intervalo (0, L), vamos usar a Desigualdade de Observabilidade
para o Sistema de Bresse, apresentada no Capitulo 3.

Primeiramente, segue das equagdes (4.106)-(4.111) que V' = (¢, @, ¢, U, w, W) é solugdo
de (3.1)-(3.6), considerando

g1 = f1; g2=p1fo—1V0; g5 = f3; g1 = pafa — Vs 95 = f5; 96 = p1fe — V0. (4.179)

Além disso, de (4.178), observando que a notagéo Z; ¢ uma integral local do tipo VI3, 5,
comb; = Ly — % e by = Ly + £, a condigdo (3.34) ¢ satisfeita para A := ellUN3, + CelIF I3,
Com isso, aplicando o Corolério 3.2, a estimativa (4.114) e a Desigualdade de Young com

€ > 0, existem constantes C', C; > 0 tais que

L
/ (lpe + ¥ + 1wl + [wy — lp|* + o] + [ + [ > + [W]?) dw < eCU |3, + C||FIf3,,-
0
(4.180)
Agora, combinando (4.180) com a estimativa (4.114) e usando novamente a Desigualdade

de Young com ¢ > 0, existem constantes C', C. > 0 tais que
U5, < ClUIG, + ClIF |3,
Logo, considerando £ > 0 suficientemente pequeno, existe C' > 0 tal que
U115, < CIFIR,-
Lembrando que U € D(A;) é atinica solucdo da equacdo resolvente (4.105), segue que
1iB1s = A)) ™ Fllw, < Cll Flly;, 18] = o0, (4.181)

para alguma constante C' > (, concluindo a veracidade da segunda condi¢ido do Teorema de Priiss.
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Portanto, aplicando o Teorema de Priiss, concluimos a prova do Teorema 4.14, isto é, a
solugdo U(t) = e*U, do problema de Cauchy abstrato (4.53) possui um decaimento exponencial
no caso em que Yo = 0. Em outras palavras, o sistema (4.1)-(4.4) é exponencialmente estdvel

quando o = 0. [l

4.3.3 Estabilidade Polinomial - Conclusao da prova do Teorema 4.15

A demonstracdo do Teorema 4.15 € baseada na caracterizacio da estabilidade polinomial
para um Cy-semigrupo de contragdes, de acordo com o Teorema de Borichev e Tomilov.

Do Lema 4.18, temos uma das condi¢des do Teorema de Borichev e Tomilov satisfeita.
Com o intuito de concluir a outra condi¢do do Teorema de Borichev e Tomilov, seja ¢ > 0 dado
arbitrariamente e o # 0. Usando a notagdo dada em (4.171), segue do Coroldrio 4.30 que existe

uma constante C, > 0 tal que
Iy <elU ), + CABI'IF I, (4.182)

Novamente, obtemos uma estimativa local para o vetor U € D(A;). Para estender tal
estimativa para o intervalo (0, L), vamos usar a Desigualdade de Observabilidade para o Sistema
de Bresse, vide Capitulo 3.

Analogamente a Subsecdo 4.3.2, observando que V' = (p, ®, 4, U, w, W) satisfaz (3.1)-
(3.6) com

g1 = Tf1; g2 =p1fo =100 g5 = f3; 914 = pofa —VVs; g5 = f5; 96 = p1fe — Vs,

e, lembrando que 7, € uma integral local do tipo V]2, com by = Lo — & e by = Ly + 3, segue
de (4.182) que a condigdo (3.34) é satisfeita com A := e[| U], + C<| 8" F[l3,,-
Logo, podemos utilizar o Corolério 3.2, a estimativa (4.114) e a Desigualdade de Young

com ¢ > 0 e, deste modo, obtemos que existem constantes C', C. > 0 tais que

L

/ (lpe + 9 + 1w + [wy — lp? + [t [* + [ + [W|* + [W|?) do < eCU |3, +C:|BI*| F 13, -
0

(4.183)

Combinando a equagdo (4.183) com a estimativa (4.114) e usando novamente a Desigual-

dade de Young com ¢ > 0, existem constantes C, C. > 0 tais que
1013, < eClUIG, + ClBIMI F I,

Logo, considerando € > 0 suficientemente pequeno, da equagdo resolvente (4.105), existe
C > 0 tal que
1681 — A;) " Flly, < CIBPIF I, 18] = oo, (4.184)

0 que mostra a segunda condi¢do do Teorema de Borichev-Tomilov, com o« = 2. Logo, segue do
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Teorema de Borichev-Tomilov que

1

1S(6) A7 | y) = Ot 2),

onde S(t) = et é 0 semigrupo gerado por A; em H; definido em (4.56). Deste modo, como

0 € p(A;), existe uma constante C' > 0 tal que
— _1
IO, = 15OVl = IS A7 Fll, < Ct72[[Usllpay), t— oo,

para Uy € D(A;), como querfamos mostrar em (4.84).

Portanto, face ao Teorema de Borichev e Tomilov, demonstramos o Teorema 4.15, ou seja,
a solucdo U (t) = e*i*U, do problema de Cauchy abstrato (4.53) possui um decaimento polinomial
no caso em que xo # 0e Uy € D(A;). Em outras palavras, o sistema (4.1)-(4.4) é polinomialmente
estdvel quando xo # 0 e Uy € D(A4;),j = 1,2. O

4.3.4 Otimalidade do decaimento polinomial

Considerando o problema (4.1)-(4.2) com as condic¢des de fronteira dadas em (4.4) e tam-
bém k — ko # 0, segue do Teorema 4.15 que dado Uy € D(As),

C
IO @l < 1751 Uollpa), & = +oe. (4.185)

No que segue, vamos concluir que a taxa de decaimento polinomial ¢~'/2 dada em (4.185)

1/2

€ 6tima, no sentido de que a taxa t~/“ ndo pode ser melhorada. Além disso, vamos concluir a falta

de decaimento exponencial quando X, # 0. Mais precisamente, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.31. Sob as notacoes anteriores, se xo # 0, entdo a taxa de decaimento polinomial
t=Y2 dada em (4.185) é étima. Em particular, se xo # 0, o sistema (4.1)-(4.2) com condicdes de

fronteira (4.4) ndo é exponencialmente estdvel.

Demonstracdo. Sejam xo = k — ko # 0 e Uy € D(A,) fixo. Para mostrar a otimalidade da taxa

de decaimento polinomial ¢~/

, vamos usar argumentos de contradi¢do.
Com efeito, suponha que a taxa de decaimento ¢t~/ dada em (4.185) ndo seja Gtima, isto

é, existe v € (0, 2) tal que

C

_1
2—v

1Tl <

||U0||D(A2)a t — +o00.
Entdo, como U(t) = S(t)Uy = e2!U,, segue que

C
e Up|lp, < —— U0l p(ag), t = +o00.

2—v
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Além disso, utilizando o fato de que 0 € p(A2) e a norma do dominio D(A,), segue que

_ C
||6A2t(A2) 1F||’H2 S #”FH’HQ? t— +00,

2—v

portanto, obtemos

_ C
e (A2) ™| £ () S vt tee
2—v

Do Teorema de Borichev e Tomilov, temos que

1 , _
Por outro lado, se encontrarmos uma sequéncia (F,) C Hs limitada, para todon € Ne

uma sequéncia (3,) C R com |3,| — +oo quando n — o0, tal que

. 1 . 1
m W”(lﬁnld — A2)" Fyllw, = oo, (4.187)
entdo teremos uma contradicdo envolvendo as afirmacdes (4.186) e (4.187).
Portanto, basta mostrarmos a existéncia das sequéncias (F},) C Hy e (5,) C R satisfazendo
(4.187). Para isto, sem perca de generalidade, consideremos L. = 7 e tomemos F,, € Hs da

seguinte forma

1
F, = (0, p—sen(nx),0,0,0,0,0,0) )
1

Agora, como iR C p(As), seja U,, € H, tal que
(18I — Ay)U,, = F,. (4.188)

Reescrevendo (4.188) em termos de suas componentes e omitindo o indice n de U,,, isto é,
usando a notacdo U,, = (¢, P, ¢, ¥, w, W, 6,19) € H,, temos

.

iBp1® — k(pr + ¥ + lw), — kol(w, — lp) + 170 = sen(nx),

BV — by, + k(p, [ U, =0,

iBp2¥ — bipua + k(o + ¢ + lw) + 702 = 0 (4.189)
WBw —W =0,

iBpIW — ko(wy — o)y + kl(pe + ¢ + lw) +~0, = 0,
180 — ks + m(W, — @) = 0,
iBY — ki1¥ge + m¥, = 0.

\

Deste modo, ® = iy, ¥ =iy e W = ifw. Logo, reescrevemos (4.189) como
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—p1B%0 — k(e + ¥ +lw), — kol(w, — lp) + 170 = sen(nx),

— P22 — by + Ky + ¥ + lw) + 79, = 0,

—p18%w — ko(wy — 1@y + kl(0p + 0 + lw) +~0, = 0, (4.190)
160 — k10, + ifm(w, — lp) =0,

189 — k10ze + 18map, = 0.

\
Para que as condi¢Oes de fronteira dadas em (4.4) sejam satisfeitas, podemos supor que a

solucdo do sistema (4.190) é da forma

o(x) = Asin(nx), ¥(x) = Bceos(nz), w(x)= C cos(nz),

(4.191)
0(z) = Dsin(nz), 9(x)= Esin(nx).

Substituindo (4.191) em (4.190), chegamos ao seguinte sistema algébrico, equivalente a
(4.190)

[ (—p1B% 4 kn? 4+ kol®) A+ knB + (k + ko)InC + IvD =1,

knA + (—p28% +bn® + k)B + kIC + ynE = 0,

(k + ko)InA + kIB + (—p1 8% + kon? + kI*)C +ynD = 0 (4.192)
—ifmlA —ifmnC + (i3 + kyn*)D = 0,

—ifmnB + (if + kn?)E = 0.

\

Reescrevendo (4.192) no formato matricial, temos:

P kn (k4 ko)ln Iy 0 A 1
kn Py kl 0 ~n B 0
(k + ko)ln kl Py yn 0 cCl=1]101],
—1ml 0 1Bmn Py 0 D 0
0 —1Bmn 0 0 P | | E | | 0 ]

onde denotamos

Py = — p1 8 + kn® + kol?,
Py = — po32 +bn* +k,
Py = — p1 8% + kon® + kiI?,
Py =i+ kin®.

Lembrando que nossa intengdo € avaliar o comportamento de

(i8I — A3) " Fy 3, n — 400, (4.193)
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observemos que

. _ ™
1@B1a = A2) " Fullse, = 1Unll3, = o1l @15 = prl BPIINIE = S 1| BIAP

A fim de concluir (4.193), devemos avaliar a constante A e observar como tal, que depende
de n, se comporta quando n. — +00.
Para isso, vamos utilizar a regra de Cramer. Deste modo, antes de mais nada, devemos

mostrar que det M # 0. Com efeito, usando o método de Laplace,

det M = Py P, P3P} — K*n* Py P} — I*(k + ko)*n* Py Py + i3ymn® P Py Py + iSmAn* P, P P,
— B2m*y A Py — ifmylPnt (k + ko)? Py + iBIPymPy Py Py — 2i 312 (k + ko)ymn® Py Py
—iBk*ymn® Py + 26°m2*y*n* 2 (k + ko) — B*m>*Pyn® Py + 2K*1*(k + ko)n* P}
— K*I? P, P} + 2iBk*Pymn® P, — iBk*I*ymPy.

Escolhendo a sequéncia (3,,) C R tal que

I
Bn = \/ — (kn? + kol2 — Z), (4.194)

P1

onde a constante = € R serd determinada posteriormente. Além disso, omitiremos o indice n
da sequéncia (3, para simplificar as notagdes. Deste modo, segue que o graude Py, P, Py e P, é
menor ou igual a 2 e, sendo assim, o det M se comporta como um polindmio complexo de grau
10, isto é,

det M ~ P(n'?).

Sendo assim, a aplicagdo ¢ : N — C dada por ¢(n) = P(n'?) tem no maximo 10 raizes,
ou seja, existe ng € N tal que
o(n) # 0, Yn > ny.

Portanto, existe ny € N tal que
det M # 0, Vn > ny.

Sabendo que det M # 0, com [ escolhido da forma (4.194), entdo podemos calcular A

utilizando a regra de Cramer, ou seja,

. detMl
o det M’
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onde a matriz M, € dada por

1 kn  (k+ko)in Iy O
0 Py kl 0 n
My =10 kl Ps yn 0
0 0 1Bmn P,
| 0 —ifmn 0 0 Py |

Notemos que
det M, = P2P3P42 + iﬁymn2P3P4 + i5m7n2P2P4 - 52m2n4’y2 — k2l2P42.
Levando em consideracao (1.8), entdao nota-se facilmente de (4.81) e (4.82) que

No— -k 40 eyt e mb- Pk 20
pr P2 P1
Observemos, até o momento, que o grau do det M é menor ou igual 10, enquanto o grau do
det M; € menor ou igual a 8. A fim de diminuir o grau do det M sem interferir no grau do det M,
escolhemos S € R tal que P, = =, onde = é uma constante (a ser determinada) independente de
n, ou seja, tal que
—p B2+ kn? + kl? =2,

1sto é,

1
B = \/—(kn2 + kol?2 — E). (4.195)
1

Com essa escolha, podemos analisar os trés primeiros termos de det M, que possuem maior

grau, isto €,
PPy P3P} —k*n* Py P —12(k+ko)*n?PyP? = (PyPy Py —k*n*Py— 12 (k+4ko)?n’Py) P2. (4.196)

Substituindo S tomado em (4.195) em P; e P, temos

P ==

Py = (b— @k> n? 4k — Pri2 + P2z,
P1 P1 P1

P3 = (1{70 - k)n2 + (k - ko)l2 — =

Assim,

P1P2P3 — k:2n2P3 — lz(l{? + k0)2n2P2 = 0'1714 + 02n3, 01,09 > 0, n — +00,
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onde

o) = (b - %k) (ko — k)= — k2(ko — k) — (ko + k)2 (b - %kz)
1 1

= X1 X0 2 — K*x0 — (ko + k)*x1.
Portanto, com a intenc¢do de diminuir o grau do termo dado em (4.196), tome

2 2 2
:k‘XoJrlX(/;oJrk) X1 4.197)
1 X0

[1]

que € uma constante independente de n.
Deste modo, com a constante = dada em (4.197), obtemos uma sequéncia (/3,,) C R onde

seus termos sdo dados em (4.195), de modo que |3,| — 400 quando n — +oc. Além disso,

det M ~ o3n”, 03 >0, n — +o0,

det My ~ o4n®, o4 >0, n — +00.
Com isto, o termo A tem um comportamento
|A| = osn, 05 >0, n — +00.
Logo,

1(iBnls — A2) ' Foll3, = |Unll3, > Ep1|ﬁ]2|A|2 — 400, quando n — +o0. (4.198)

Extraindo a raiz de (4.198) e multiplicando por |3]*~2, temos
. — ™ v— v
8121 i6nla = A2) ™ Fulle > | G118 Al & o6n”, 0 > 0, m = +o0.

Portanto, existe uma sequéncia (F,,) C Hs com ||F,|| < 1 e uma sequéncia (5,) C R,

|8, — 400 quando n — +oc tais que

. 1 »
i (081 = A2) ™ Full, = oo,

mostrando (4.187). Portanto, concluimos que a taxa de decaimento polinomial ¢~'/2 é 6tima. Em
particular, de (4.198) segue a falta de decaimento exponencial quando yg = k — ko # 0, via o

Teorema de Priiss. [

Observacao 11. Podemos observar que concluimos a falta de decaimento exponencial e a otima-
lidade de taxa de decaimento polinomial para a condi¢io de fronteira mista dada em (1.12). Nao

podemos afirmar que tal resultado € valido para a condicao de fronteira do tipo Diriclhet dada em
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(1.11), pois o método utilizado para demonstrar o Teorema 4.31 ndo poderia ser aplicado neste
caso. De fato, terifamos problemas com a escolha das fun¢des dadas em (4.191) ou, dependendo

desta escolha, com a resolugdo do sistema algébrico obtido na sequéncia.
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5 SISTEMA TERMOELASTICO DE BRESSE COM DISSIPACAO LOCALIZADA

5.1 O MODELO COM DOIS ACOPLAMENTOS TERMICOS E UMA DISSIPACAO LOCALIZADA

Neste capitulo, estudaremos o seguinte problema

prow — k(pr + ¢ + lw), — kol(w, — 1) + 170 + a(z)pr =0 em (0, L)x(0,400),
p2thie — by + k(. + ¢ +lw) + 79, =0 em (0, L)x(0,+0c0),
prwy — ko(wy —19)e + kl(pr + ¢ 4+ lw) + 0, =0 em (0, L)x(0,+00),
0 — k10, + m(w, — lp)y = em (0,L)x(0,4+00),
L 1975 — klﬁx:p -+ mwmt =0 em (O, L)X(O, +OO),
(5.1)
com condig¢des de iniciais
QO(,O) = o, 901‘/(70) = ¥1, 1/}(70) :w()u wt<70) :wh (5 2)
UJ(,O) = Wo, wt(-,O) = wy, 0(70) :907 19(70) :190a
e condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet
o(x,t) =(x,t) = w(x,t) = 0(x,t) =I(x,t) =0, z € {0,L}, t >0, (5.3)
ou com condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann
o(x,t) = (2, t) = wy(x,t) = 0(x,t) = I(x,t) =0, z € {0,L}, t >0, (5.4)

onde os coeficientes p1, p, k, ko, k1,1, b e m sdo constantes positivas, « = «(z) uma fun¢do ndo
negativa e as fungdes , 1, w, 6 e 1 descrevem, respectivamente, a oscilacdo vertical, o angulo de
rotacdo da secdo transversal, a oscilagdo longitudinal e as variagdes da temperatura de uma viga
arqueada, fina e com comprimento L, conforme apresentado no Capitulo 1.

Aqui, diferentemente do problema (4.1)-(4.4) do Capitulo 4, mostraremos que o problema
(5.1)-(5.4) decai exponencialmente independente de qualquer relacdo entre os coeficientes, con-
forme foi indicado em (1.13). Para isso, assumiremos que « é uma fun¢ao nao negativa e localizada

definida como segue.

Hipétese 5.1. Seja o € W1>(0, L) uma fungdo néo negativa satisfazendo
a(x) > ag >0 paratodo x € w C (0,L), (5.5)

onde w # () é um subintervalo aberto qualquer de (0, L).

Observacao 12. Note que « pode se anular no complementar de w, de modo que a dissipag¢do
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localizada ()¢, tem efeito apenas no aberto genérico w. A Figura 5.1 ilustra um caso em que «

¢ efetivamente positiva apenas numa vizinhanga contida em (0, L).

A

a(f

Figura 5.1: Descrigdo geométrica de um exemplo para a fungdo a(x).

5.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Prosseguindo de um modo semelhante ao apresentado no Capitulo 4, temos como objetivo
inicial, reescrever o sistema (5.1)-(5.4) num problema de Cauchy abstrato e, consequentemente,
utilizar a teoria de semigrupos de operadores lineares para garantir a existéncia e unicidade da
solucdo deste problema.

Para isto, comecemos considerando os seguintes espacos
Hy = Hyx L*x Hyx L*x Hy x L*< L* x L?, (5.6)
para as condicdes de fronteira dadas em (5.3) e
Ho = Hyx L*x HI x L2x HI x L2x L* < L?, (5.7)

para as condicdes de fronteira dadas em (5.4).
Além disso, consideremos seus elementos da forma U = (¢, ®, ¢, V,w, W,0,9) € H,,
paraj = 1,2.

Notemos que, podemos definir em #; a seguinte norma

1UN3, = pol1®]13 + pal 215 + pr[WI5 + bl I3
v v
+ kllga + ¢ + lw|)3 + kollwe — lel3 + EHQII% + Ellﬁllia (5.8)

com a condi¢do de que [L # nm, para todo n € N, quando considerada a condi¢do de fronteira
(5.4).
Segue do Coroldrio 4.5 que a norma || - [|3;, é equivalente a norma usual do espaco H; dada
por
U, = lallz + 1203 + a3 + 113 + lwsll + W3 + 1615 + [19]]5. (5.9)
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Portanto, temos que o espaco #; € Hilbert para j = 1,2.

Inicialmente, vamos reescrever o sistema (5.1)-(5.4) na forma de um problema de Cauchy
abstrato. Logo apds, utilizaremos alguns resultados vistos no Capitulo 4 que serdo de extrema
utilidade para garantir o principal resultado desta secdo, o qual nos fornece a existéncia e unicidade
da solu¢do do problema de Cauchy abstrato e, consequentemente, do sistema (5.1)-(5.4).

De fato, consideremos os espacos de Hilbert #;, dados em (5.6) e (5.7), para j = 1,2,
respectivamente. Denotando & = ¢;, U = ¢y, W = wy, o vetor U = (p, P, ¢, ¥, w, W, 0,9)
e Uy = (o, 1, %o, 11, wo, wr, By, J9), reescrevemos o sistema (5.1)-(5.4) como um problema de

Cauchy abstrato dado por

Ut:AJ’U, t >0, (5.10)
U(0) = U, '
paratodo U € D(A;), onde
D(A) ={U € H,:p,b,w,0,9€ H*NH};, &V, W e H}}, (5.11)
D(As) = {U € Hy: 0,0.0 € H% ®,4py,w,, 0,9 € HY; U, W € H'Y, (5.12)
e o operador A; : D(A;) C H; — H,; é dado por
o
k kol l a
E(sz + w + lw)a: + pil(wx - 190) - p_zg - p—lCI)
v
AU = pzw p2 (2 + 9 + lw) p2 : (5.13)
W
f,_?(wx —lp)s — %(‘Pm + 1 +lw) — pll@x
k102 — m(W, — 1®)

kﬂ}mj — m‘Ilm

paratodo U € D(A;),j =1,2.
Deste modo, estudar o problema (5.1)-(5.4) é equivalente a realizar um estudo do problema
de valor inicial (5.10), o qual faremos por meio da teoria de semigrupos de operadores lineares.
Além disso, notemos que os dominios do operador A; definidos em (5.11) e (5.12) sdo os

mesmos dominios definidos anteriormente em (4.54) e (4.55), respectivamente.
Lema 5.2. O operador A; definido em (5.13) é dissipativo em Hj, para j = 1,2.

Demonstragdo. Para mostrar que o operador A; : D(A;) C H; — H,; é dissipativo, basta verificar
que Re((A;U,U))w,; < 0. Com efeito, dado U = (¢, @, ¢, ¥, w, W, 0,7) € H;, da defini¢do do

operador A; dada em (5.13), ja realizando integracdes por partes e utilizando as condigdes de
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fronteira, segue que

(AU, U))y, = — k(e + 0+ lw, @y)2 — ko(w, — L, =1P)y + (0, —1D)y — (a®, D),
- b(¢xa \Dz)Z - k(ﬂpx + ¢ + lw> ‘Ij>2 + 7(197 \Ilm)Z + b(\IJx’ %)2
- kO(wz - l(p, Wx)2 - k(gox + 2/} + lw7 lW)Q + 7(67 Wx)2
+ k(P + U+ IW, 0, + 0+ lw)gy + ko(W, — 1D, w, — )2
k1 ki
- 0x79z - Wa} - l(ID,é’ - 19:1:719w - \Ijazvﬁ
(02, 02)2 = )2 = —=( )2 = Y(Va, ¥)2

Assim, considerando a parte real de ((A;U, U));,, temos para todo U € D(A;) que

k L
Re((4,0, ), = — (16,1 + 19.13) - [ afopds <o (5.14)
0
Como ky,v,m > 0e a > 0, o operador A; é dissipativo em H;, para j = 1, 2. [

Lema 5.3. Sob as notacoes anteriores,
0 € p(4;), para j = 1,2,

onde p(A;) denota o conjunto resolvente de A; dado em (5.13).

Demonstragdo. Para concluir que 0 € p(A;), basta mostrarmos que o operador linear —A; :
D(A;) C H; — H; é um operador invertivel e, além disso, (—A;) ™! é limitado.

De fato, para concluirmos estas duas afirmacdes, prosseguiremos de maneira andloga a
demonstracdo do Lema 4.10. Notemos que a dnica diferenca com a demonstragdo do Lema 4.10

€ a presencga do termo %CID na igualdade (4.59) presente na equagdo resolvente (4.58)-(4.65). De

fato,
-d = f, (5.15)
k kol {

Pt lw)e — O w, —lp)+ Lo Lo = o, (5.16)

p1 P1 P1 P1
- = fj, (5.17)

b k y
Yy + — (0 + U + W)+ —V, = fi, (5.18)

P2 P2 P2
W = fs, (5.19)

ko kl 0%

P1 L1 P1
—k10p + m(W, —1®) = fr, (5.21)
—k1Vp +mV¥, = fs. (5.22)

Portanto, seguindo de modo andlogo a demonstra¢do do Lema 4.10, podemos mostrar que

existe o operador (—A;)~! e, além disso, (—A;)~* € limitado, para j = 1, 2. Deste modo, conclui-
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seque 0 € p(A;),paraj =1,2. O

Teorema 5.4. O operador A; : D(A;) C H; — H; definido em (5.13) é um gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo de contracées e*i* sobre H;, para j = 1,2.

Demonstragdo. De acordo com o Corolario 2.25 e com os Lemas 5.2, 5.3 e 4.11, segue que o
operador A; definido em (5.13) é um gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragdes
eit sobre H,, para j = 1,2.

[

Teorema 5.5. Para cada vetor Uy € D(A;), o problema (5.10) possui uma tinica solugdo
U € C([0,00), D(4;)) N ([0, 00), H;),

dada por U(t) = e4'Uy, para j = 1,2.

Além disso, se Uy € D(A™), n > 2, entdo existe uma tinica fun¢do U na classe

Ue ﬂ O3 ([0, +00), D(A7)).

J=0

Demonstragdo. Sendo A; : D(A;) C H; — H; o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contragdes sobre #;, segue do Teorema 2.26 que para cada Uy € D(A;), o sistema (5.10) possui
uma tnica solugdo

U € C([0,00), D(A;)) N C* ([0, 00), H,),

dada por U (t) = e%itUy, para j = 1, 2.
E mais, se U, € D(A;L), n > 2, entdo segue do Teorema (2.26) que existe uma Unica
funcdo U na classe

Ue ﬁ "7 ([0, +00), D(A?)).

r=0

5.3 ESTABILIDADE

Nesta se¢do, estudaremos o comportamento assintético da solugdo U(t) = etU,, para
J = 1,2, do problema (5.10) e, consequentemente, para a solugdo do sistema (5.1)-(5.4).

Diferentemente do que vimos no Capitulo 4, vamos mostrar que nao serd necessario consi-
derarmos condi¢@o alguma para as constantes presentes no sistema, visto que para obtermos uma
estabilidade exponencial para o sistema (4.1)-(4.4) dado no Capitulo 4, era necessdrio supor que

Xo = 0, caso contrdrio, obtinhamos uma falta de estabilidade exponencial para tal sistema.
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Teorema 5.6. Suponhamos que p1, p2,b, k, ko, k1,7v,0 > 0 e que o satisfaca a Hipétese 5.1. Entdo,

existem constantes C, 1 > 0, independentes do dado inicial U, € H;, tais que

U@, < Ce™™|[Usll,, t>0,5=1,2, (5.23)

ou seja, o semigrupo et é exponencialmente estdvel. Em outras palavras, o problema (5.1)-
(5.4) é exponencialmente estdvel independentemente de qualquer relagcdo entre os coeficientes do

sistema.

Para demonstrarmos o Teorema 5.6, € suficiente mostrar que as duas condi¢des do Teorema
de Priiss sao verificadas, como feito anteriormente.

Antes, enunciaremos e demonstraremos alguns resultados nas seguintes secdes deste capi-
tulo e, por fim, na subse¢do 5.3.2 faremos a conclusdo da demonstragdao do Teorema 5.6.

Alguns resultados serdo semelhantes aos ja enunciados e demonstrados no Capitulo 4, com
isto, em alguns casos, a demonstracdo do mesmo estard omitida ou serd apresentada brevemente

com as devidas alteragdes.

5.3.1 Lemas Técnicos

Lema 5.7. Sob as notagdes anteriores e hipoteses do Teorema 5.6, temos que iR C p(A;), para
j=12.

Demonstragdo. Seja j = 1,2. Suponha que iR & p(4;), assim existe € R, 3 # 0 (pois ja
vimos que 0 € p(A;)) tal que i3 € o(A;). Do Lema 4.17, segue que i3 é um autovalor de A;,

portanto existe um autovetor nao-nulo U € D(Aj), satisfazendo a equacio
iU — A;U = 0. (5.24)

Reescrevendo a equagdo (5.24) em termos de suas componentes, temos

iBp—® =0, (5.25)

B ® — k(pr + 0 + lw), — kol(w, — lp) + 170 + a® = 0, (5.26)
i — U =0, (5.27)

iBp2¥ — by + k(z + U + lw) + 0, =0, (5.28)

iBw—W =0, (5.29)

B W — ko(ws — 1)y + El(ps + 3+ lw) + 78, = 0, (5.30)

130 — k10yy + m(W, — 1D) = 0, (5.31)

180 — k10, + m¥, =0, (5.32)
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Considerando o produto interno de (5.24) com U em H;, obtemos
iBIUNF, — (A;U,U))n; = 0. (5.33)
Considerando a parte real em (5.33) e utilizando (5.14), segue que
162113 = 119,13 = 0.
Assim, obtemos que 6, = v, = 0. Usando a desigualdade de Poincaré,
0 <[l < Cl0zl2 = 0.

Assim, # = 0. Analogamente, temos que ¥y = (0. Deste modo, substituindo em (5.31),

temos que
W, —1® =0,
e usando as equacdes (5.25) e (5.29),
1
w, — lp = —5(Wx —19) = 0. (5.34)
(3
Por outro lado, de (5.32),
v, = 0,
e utilizando (5.27),
1
.= —Vv, =0.
(G 7

Utilizando a Desigualdade de Poincaré, assim como feito para a fungio 6, temos que ¢» = 0.
Consequentemente, de (5.27), ¥ = 0.
Agora, substituindo tais fun¢des em (5.28) e (5.30), obtemos

k(pp + lw) =0, (5.35)
iBp1W + kl(p, + lw) = 0. (5.36)

Multiplicando (5.35) por —( e somando com (5.36), segue que
Zﬁplw =0,

implicando em W = 0. Da equacdo (5.29), segue que w = 0. De (5.34), ¢ = 0. Além disso, de
(5.25),® = 0.

Assim, obtemos que U = 0, o que contradiz o fato de U ser um autovetor associado ao
autovalor ¢/3. Portanto, iR C p(A;), para j = 1, 2. O

De acordo com o Lema 5.7, temos que {R C p(A;), para j = 1,2. Deste modo, dado
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F = (f1, fa, f3, fa, f5, fo, fr, f3) € Hj, existe U = (¢, P, 9, U, w, W, 0,9) € D(A,) satisfazendo
a equacdo resolvente
iBU — AU = F. (5.37)

Reescrevendo (5.37) em termos de suas componentes, obtemos o seguinte sistema de equa-

coes:
iBo—® = f, (5.38)
iBp1® — k(pr + 1+ lw)y — kol(wy — 1) + 1790 +a® = pyifs, (5.39)
iy -V = fs, (5.40)
iBpaV — by + Kz + 0 +lw) + 90, = pafs, (5.41)
ipw—W = fs, (5.42)
iBpW — ko(wy —lp)e + kl(z + ¢ +1lw) + 70, = pife, (5.43)
iB0 — k10pe +m(W, —1®) = fr, (5.44)
iBY — k0 + m¥, = fs. (5.45)

Lema 5.8. Seja U € D(A;) satisfazendo a equagdo resolvente (5.37) para € Re F € H;.

Entdo,

L
/ al®dz + (102113 + [9:[12 < CIU 3, 1F 15, (5.46)
0
para alguma constante C' > 0.

Demonstragcdo. Esta demonstracao segue de maneira andloga a prova do Lema 4.19, utilizando,
neste caso, (5.14). ]

Procedendo de modo semelhante ao Capitulo 4, nosso objetivo € obter estimativas locais
para as fungdes coordenadas do vetor U € D(A,) e, aps a obtencdo destas estimativas, utilizar
a Desigualdade de Observabilidade para o sistema de Bresse obtida no Capitulo 3, para que seja
possivel estender tais estimativas para o intervalo (0, L). Além disso, afim de obter tais estimativas,
consideraremos | 3| > 1 suficientemente grande, sem nenhuma perca de generalidade.

Neste momento, no Capitulo 4, nés consideramos um nimero L, qualquer no intervalo
(0, L) e, a partir deste, definimos uma fungdo auxiliar s; que nos permitia, ao realizar integracoes
por partes, evitar avaliar alguns termos na fronteira 0 e L. Neste capitulo, também consideraremos
uma fung¢do auxiliar, mas vamos considerar um nimero Ly, € w, para que possamos também
utilizar as condi¢des sobre a fungdo a(x).

Com efeito, dado Ly € w C (0, L), existe 6 > 0 tal que (Lo — 0, Lo + ) C w C (0, L).

Considere uma fungdo s; € C?((0, L), R) satisfazendo as seguintes propriedades

supp(s1) C (Lo — 9, Lo+ 6), 0 < s1(z) <1, paratodo x € (0, L), (5.47)
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s1(z) =1, paratodo x € {LO - §,L0 + 5] :
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(5.48)

A ideia grafica da funcdo s; € a mesma da Figura 4.1, apenas nos atentando ao fato de

L()E(U.

Lema 5.9. Sob as notacoes anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+
/ silws — loPde < U Flln, + S 100 [l U e,
Lo—6 ‘6' ‘6’

Lo+6 1/2
+EHFH3{J + C0:||2 (/ S1|W|2dx) )

Lo—6
Demonstragdo. Demonstragdo andloga a realizada para o Lema 4.20.
Lema 5.10. Sob as notagoes anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+3
/L Wde < — I |!9z||2||UHHj + ClUllse, | Ella, + ClFIl, + EE ||U||HJ

0=3
Demonstragcdo. Demonstragao andloga a realizada para o Lema 4.21.

Coroléario 5.11. Sob as notacées anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

LO+§
/L we = lopfPd < |5|||9 ell2Ullse, + ClNU g 1E 2, + CHF G, -
03

Demonstragdo. Demonstracdo andloga a realizada para o Coroldrio 4.22.

Lema 5.12. Sob as notagées anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

L0+6
[ slnde < Ul [ Flb, + 0200
Lo—90 |B| |ﬁ|
Lo+6 1/2
||F||H + C|Y.]|2 (/ 51|\If|2d9€) .
E]

Demonstragcdo. Demonstragdo andloga a realizada para o Lema 4.23.

Lema 5.13. Sob as notagées anteriores, existe uma constante C > 0 tal que

Lo+3
/L ¥ < 12 |||19 AT, + Ol g, I F s, + CIIFIZ, +
i

2

182

Demonstragcdo. Demonstracdo andloga a realizada para o Lema 4.24.

Corolario 5.14. Sob as notacoes anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+f
/L P < wnﬂ ABlT 1, + I g [ s, + CIFI,

HUHH]'

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)
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Demonstragdo. Demonstracdo andloga a realizada para o Coroldrio 4.25. [

Lema 5.15. Sob as notagées anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+3
| 10Pds < ClUl | Fl, (555

0=3

Demonstragdo. Segue diretamente de (5.46), da Hipdtese 5.1 e do fato de que Ly € w satisfazendo
(Lo — 8, Lo+ 9) C w que existe C' > 0 tal que

L
a0/|<1>|2dx§/ a|®[2dx < C||Uls, | Flls, (5.56)
w 0

Como o intervalo (L — g, Lo + g) C w, entdo existe uma constante C' > 0 tal que

Lo+3
| e < YUy | Pl

0—3

O
Lema 5.16. Sob as notagées anteriores, existe uma constante C' > 0 tal que
Lots ) C e
[ ert v tufde < CIUI |l + CIOL IV, + 10, 657
Lo-3

Demonstracdo. Multiplicando a equacao (5.39) por s, e integrando em (0, L), temos

L L L
i8p1 / s51Ppdxr — k:/ s1(e + ¥ + lw) pdx — k:ol/ s1(w, — lp)pdx
0 0 . . 0 .
—1—l7/ s10pdxr + / as1Ppdr = py / s1 fopde.
0 0 0
Integrando por partes,
L L L L
/ s11¢e + ¢ + lw|*dx :Pl/ s1.fopdr — iﬁpl/ s1Ppdx + kfol/ s1(w, — lp)ipde
0 0 . ; 0 E 0
- lw/ s10pdx — / as1Ppdr — k‘/ s1(pz + U + lw)pdx
oL 0 0
— k/ s1(pz + ¥ + lw) (Y + lw)dz.
0

Utilizando a equacao (5.38), obtemos

L L
/ 51|g0x—|—1/1—|—lw|2dx:p1/ 51|®dx + I + I, (5.58)
0 0



104

onde

L L L
L :pl/ s1 fopdx + Pl/ 519 frdx — l’Y/ s10@dz,
0 0 0

L L L
I, = kol/ s1(w, — ly)pdr — / as1 Ppdr — k/ 1 (ps + U + lw)pde
0
° 0
- k:/ s1(pz + ¥ + lw) (Y + lw)dz.
0

Agora, observemos que utilizando a propriedade (5.47) para a funcdo s; e a Desigualdade

(5.56), existe uma constante C' > 0 tal que

L0+5

L
pl/ 51|02z < C B2z < / B2dz < O[Tl ||, (5.59)
0 w

Lo—46

Além disso, usando as desigualdades de Holder e Poincaré, existe C' > 0 tal que
11| < CllU g, | F Ml + CllO2|2|U |, (5.60)

E mais, utilizando as igualdades (5.38), (5.40) e (5.42), a propriedade (5.47) para a fun¢ao

s1 e a desigualdade de Holder, existe uma constante C' > 0 tal que

<

|I2| < W!!UHQJrCHUHHjHFHm- (5.61)
Portanto, de (5.58), das estimativas (5.59), (5.60) e (5.61) e da propriedade (5.48), existe
uma constante C' > 0 satisfazendo (5.57), como queriamos mostrar. ]

A fim de simplificar as nota¢des, vamos considerar

Lo+3
Ii:/ (e + 0l o+ = P+ [P 4 (O W+ (W) dz. (5.62)
Lo-3

Corolario 5.17. Sob as notagdes anteriores, seja |[5| > 1 suficientemente grande, entdo dado

e > 0, existe uma constante C. > 0 tal que
Is <e|Ullg, + C:NIF i, (5.63)

Demonstragdo. Seja € > 0 qualquer. Nesta demonstragdo, usaremos a Desigualdade de Young
com € > 0 em diversos momentos.

Primeiramente, segue dos corolérios 5.11, 5.14 e dos Lemas 5.10, 5.13, 5.15 e 5.16 que
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existe uma constante C' > 0 tal que

C C C
Is < l0:ll2llUlls; + 3 10all2lU e, + CNEN, + ClUl 1 Flla, + = 1T,
2 |5l I6 |51
Utilizando a desigualdade de Young com € > 0 e a estimativa (5.46), existe C' > 0 tal que
2 C 2 2
Ty < O 1Pl + CIFI, + (U, +<lU 15, (5.64)
Por fim, usando novamente a desigualdade de Young com € > 0,
2 ¢ 2 2
Zs <C[F3, + WIIUHHJ- +el|Ull;-
Sendo || > 1 suficientemente grande, temos que dado ¢ > 0, existe uma constante C. > 0
tal que
T, < e|UI3, + CHIIFI3,.
que mostra o resultado desejado. [

Com as estimativas obtidas até o momento, estamos em condi¢des de concluir a demons-

tracdo do Teorema 5.6.

5.3.2 Estabilidade Exponencial - Conclusao da prova do Teorema 5.6

De acordo com Teorema de Priiss, a demonstragao do Teorema 5.6 € baseada na caracteri-
zacdo de estabilidade exponencial para um Cy-semigrupo de contragdes.

Inicialmente, segue do Lema 5.7 que
iR C p(4),

para j = 1,2. Com isso, temos a primeira condi¢do do Teorema de Priiss satisfeita.

Para concluirmos a segunda condi¢dao do Teorema de Priiss, seja ¢ > 0 dado arbitraria-
mente. Utilizando a notacdo dada em (5.62), segue do Corolario 5.17 que existe uma constante
C. > 0 tal que

Ty < U, + CoIFI,. (5.65)

Neste momento, obtemos uma estimativa local para o vetor U € D(A;). Com a integio de
estender esta estimativa para o intervalo (0, L), usaremos a desigualdade de observabilidade para
o Sistema de Bresse, apresentada no Capitulo 3.

Primeiramente, segue das equagdes (5.38)-(5.43) que V' = (p, @, ¢, ¥, w, W) é solugdo de
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(3.1)-(3.6), considerando

g1 = f1; g2 = pifo— 170 —a®; g3 = fs;

(5.66)
gs = pafa— Y925 95 = f5; 96 = p1.fe — V0s.

Além disso, observando que a notagio Ig ¢ uma integral local do tipo ||V||s, 5, consi-

derando by = Ly — % eby = Lo+ %, segue de (5.65) que a condi¢do (3.34) € satisfeita para

A= el|U|l3, + C P13,
Com isso, aplicando o resultado do Coroldrio 3.2, a estimativa (5.46) e a desigualdade de

Young com ¢ > 0, existem constantes C', C. > 0 tais que

L
/ (lpe + ¥ + 1wl + [wy — lp|* + o] + [ + [ + [W]?) dw < eCU|3, + C||FIf3,,-
0
(5.67)
Agora, combinando (5.67) com a estimativa (5.46) e usando a desigualdade de Young com

¢ > (0 novamente, existem constantes C', C. > 0 tais que
U5, < ClUIG, + ClIF |3,
Logo, considerando £ > 0 suficientemente pequeno, existe C' > 0 tal que
1U15, < CIIF|3,-
Como U € D(A;) ¢é atnica solugdo da equagio resolvente (5.37), segue que
1(i81a — Aj) "' Fllagg; < ClIF ;18] = o0, (5.68)

para alguma constante C' > (, concluindo a veracidade da segunda condi¢do do Teorema de Priiss.
Portanto, aplicando o Teorema de Priiss, concluimos a demonstragdao do Teorema 5.6, isto
é, a solugdio U(t) = e4*U, do problema de Cauchy abstrato (5.10) possui um decaimento expo-

nencial. Em outras palavras, o sistema (5.1)-(5.4) € exponencialmente estdvel. ]
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6 CONCLUSAO

Mediante aos resultados obtidos neste trabalho, podemos concluir que foi possivel melhorar
os resultados obtidos por Liu e Rao em [16]. Com efeito, em [16], Liu e Rao estudaram o problema
(1.9)-(1.12) e obtiveram condig¢des suficientes para garantir a estabilidade exponencial da solug¢do
deste problema. Mais precisamente, o sistema € exponencialmente estavel se yo = 0. Além disso,

caso Xo # 0, Liu e Rao obtiveram uma taxa de decaimento polinomial

1 1/5
(nTt) Int, 6.1)

onde 7 varia de acordo com as condi¢des de fronteira (1.11) e (1.12), a saber, j satisfaz (1.16).
Em nossos estudos, provamos nos teoremas 4.14 e 4.31 que a condi¢do y, = 0 € neces-

séaria e suficiente para garantir que a solucdo do sistema (1.9)-(1.12) é exponencialmente estavel.

Quando Yo # 0, mostramos no Teorema 4.15 que este sistema possui um decaimento polinomial

com taxa
1

7 (6.2)
independentemente das condicdes de fronteira consideradas, melhorando assim a taxa dada em
(6.1). Além disso, no Teorema 4.31 provamos que taxa de decaimento polinomial (6.2) é 6tima,
ou seja, tal taxa ndo pode ser melhorada para dados no dominio do operador.

Provamos o resultado do Teorema 4.15 para ambas as condi¢cdes de fronteira devido ao
resultado obtido no Capitulo 3, chamado de Desigualdade de Observabilidade para sistemas de
Bresse, o qual ainda ndo foi apresentado (como na Proposi¢@o 3.1 e no Coroldrio 3.2) na literatura.

Além disso, estudamos uma variacdo do sistema (1.9)-(1.12) dado em [16], adicionando
um mecanismo dissipativo localizado no deslocamento vertical ¢, obtendo assim o sistema (5.1)-
(5.4). Neste caso, mostramos que a solucdo deste sistema possui um decaimento exponencial
independentemente da relacdo entre os coeficientes ou das condi¢des de fronteira (ver Teorema
5.6), diferentemente dos resultados de estabilidade provados no Capitulo 4, os quais dependiam da

relacdo o = 0 e dos dados iniciais regulares Uy € D(A;).
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