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RESUMO

Este trabalho apresenta uma proposta para a abordagem de conceitos relacionados
a Matematica Discreta no Ensino Médio. Apés uma breve discussdo sobre a
importancia desse campo da Matematica e tratar alguns de seus conceitos
habitualmente contemplados no Ensino Médio, sdo propostos problemas curiosos
cuja resolugado usa estes conceitos. Além disso, sao sugeridos encaminhamentos
para o professor na introdugao desses problemas nas aulas de Matematica.
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ABSTRACT

This paper presents a proposal for to approach concepts related to Discrete
Mathematics in High School. After a brief discussion about the importance of this field
of Mathematics and after treating some of its concepts typically covered in High
School, we propose some curious problems whose resolution uses these concepts.
In addition, we suggest some referrals to the teacher while introducing these
problems in Mathematics classes.

Keywords: Discrete mathematics.
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1 INTRODUGCAO

Contar e registrar quantidades nem sempre foram atividades
simples para a humanidade. A perda da caracteristica ndmade, o surgimento da
agricultura e da criagdo de animais, fizeram com que nossos antepassados
comegassem a exercitar as agdes de contar e registrar. A partir desse momento
surgiu também a preocupag¢ao com o registro de quantidades, como o de numero
de membros da familia, de animais do rebanho e os processos de compra e venda,
mediados por instrumentos capazes de, de alguma maneira, medir quantidades.

De acordo com Domingues (1991), evidéncias arqueoldgicas

indicam que ha cerca de 30000 anos, para quantificar uma cole¢cdo, o homem fazia

uso de associagdes de elementos um a um. Assim, por exemplo, ao levar os
animais para pastar, separava-se, em um monte, uma pedrinha para cada animal.
Ao final do dia, retirava-se uma pedrinha para cada animal recolhido, avaliando-se
assim a falta de algum deles.

Atualmente, na vida escolar, junto com as formas geométricas, um
dos primeiros conceitos com que a crianga tem contato € o das ideias de
numeragdo. Nos anos iniciais do Ensino Fundamental, de acordo com os
Parametros Curriculares Nacionais (1998), espera-se que o aluno desenvolva
algumas habilidades, como, por exemplo:

e Reconhecimento de nUmeros no contexto diario.

e Utilizacdo de diferentes estratégias para quantificar elementos de

uma  colegcdo: contagem, pareamento, estimativa e
correspondéncia de agrupamentos.

e Utilizacdo de diferentes estratégias para identificar nimeros em

situacbes que envolvem contagens e medidas.

e Contagem em escalas ascendentes e descendentes de um em

um, de dois em dois, de cinco em cinco, de dez em dez, etc., a
partir de qualquer niumero dado.

e |dentificacdo de regularidades na série numérica para nomear, ler

e escrever numeros menos frequentes.

e Organizacdo em agrupamentos para facilitar a contagem e a

comparacao entre grandes colecgdes.
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e Leitura, escrita, comparacao e ordenacdo de notacbes numéricas
pela compreensdo das caracteristicas do sistema de numeracao
decimal (base, valor posicional).

O conceito de numero é uma das ideias fundamentais da

Matematica. De acordo com Lima (2006, p. 25),

Numero € o resultado da comparagao entre uma grandeza e uma
unidade. Se a grandeza é discreta, essa comparacdo chama-se
contagem e o resultado € um numero inteiro; se a grandeza é
continua, a comparacédo chama-se uma medi¢ao e o resultado € um
numero real.

Ainda que a origem dos numeros esteja mais fortemente ligada a
contagem, tratando portanto grandezas de natureza discreta, o desenvolvimento da
Matematica se deu muito mais com variaveis continuas. Segundo Jurkiewicz (2004),
os resultados da mateméatica do continuo tém oferecido respostas, em grande
medida, aceitaveis e confidveis para as questdes internas a propria Matematica e
também em muitas aplicagcbes em outras areas até o inicio do século XX.

Assim, os curriculos escolares passaram a ser organizados de
modo que grande parte da Matematica fosse sendo tratada na escola em uma
sequéncia que se inicia com 0s numeros inteiros e racionais, e chega a ideia de
numeros reais como grandeza continua.

No entanto, a partir da segunda metade do século XX, com o
advento do computador, a necessidade de conhecer e saber lidar com matematicas
de natureza discreta se tornou eminente.

De acordo com Lipschutz e Lipson (2004, p. 5), a Matematica

Discreta:

[..] vem assumindo importancia crescente a medida que a era do
computador avanga. O computador €, basicamente, uma estrutura
finita, e muitas de suas propriedades podem ser entendidas dentro
do arcabouco formado por sistemas matematicos finitos.

Essa grande aplicabilidade de conceitos da Matematica Discreta em
questdes da computacdo € um fator que evidencia a necessidade de um trabalho
mais cuidadoso com a Matematica Discreta na Educacdo Basica, considerando

que, segundo Santal6 (1996, p. 11):
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A missdo dos educadores € preparar as novas gerac¢des para o
mundo em que terdo que viver. Isto quer dizer proporcionar-lhes o
ensino necessario para que adquiram as destrezas e habilidades que
vao necessitar para seu desempenho, com comodidade e eficiéncia,
no seio da sociedade que enfrentarao ao concluir sua escolaridade.

De modo geral, na Educacdo Basica, especialmente no Ensino
Médio, alguns conceitos da conhecida Matematica Discreta estdo incorporados a
estrutura curricular, como é o caso da analise combinatéria, da probabilidade e das
sequéncias, em geral restrito ao estudo de progressdes aritméticas e geométricas.
Outros tantos, todavia, ainda tém uma presenca muito timida nos curriculos da
Educacéo Basica, como é o caso do Principio da indugao finita, da teoria de grafos,
das equacgdes de diferencgas finitas e das ideias fundamentais da Iégica matematica.

Nas ultimas décadas, avaliacbes de larga escala, como € o caso,
por exemplo, do Exame Nacional do Ensino Médio (Enem), tém incluido grande
numero de questdes tratando de conceitos da Matematica Discreta.

O Enem, aplicado desde 1998, passa, desde entdao, por um
processo continuo de mudancga, tanto em seus objetivos quanto no modelo de suas
provas. Criado com a finalidade de avaliar o desempenho individual dos alunos
concluintes do Ensino Médio e de definir politicas publicas educacionais, atualmente
o Enem recebe maior notoriedade por possibilitar o ingresso ao Ensino Superior,
sobretudo em instituicdes publicas. A principal mudanga ocorreu em 2009 quando,
associado ao Enem, estabeleceu-se o Sistema de Selegdo Unificada (Sisu), que
possibilita as instituicdes federais de Ensino Superior utilizar o resultado obtido no
Enem como critério de selecdo de candidatos a vagas de cursos de graduagéo.
Com relagao ao modelo das provas, também a partir de 2009, o Enem passou a ser
organizado de maneira a contemplar a elaboragdo de uma redacéo e a aplicagao de
quatro provas objetivas, com 45 questdes cada, sendo elas: Linguagens, cédigos e
suas tecnologias; Matematica e suas tecnologias; Ciéncias da natureza e suas
tecnologias; e Ciéncias humanas e suas tecnologias.

Percebe-se, de acordo com a distribuigdo das provas, a importancia
da Matematica no cenario do Enem, uma vez que € a unica disciplina do curriculo
basico a ter uma prova exclusiva e, dessa maneira, corresponder a um quarto das
questdes objetivas.

Mas qual a relacdo entre o estudo da Matematica Discreta no

Ensino Basico e o Enem? A resposta para essa questdo surge quando se analisa
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as questdes da prova de Matematica e suas tecnologias. Em 2011, nove questbes

dessa prova correspondiam a conceitos da Matematica Discreta, enquanto em 2012

existiram 10 questdes relacionadas a seus conceitos, conforme mostramos no

Quadro 1.

Quadro 1 — Questdes do Enem da prova de Matematica e suas tecnologias
relacionadas a conceitos da Matematica Discreta — 2011 e 2012.

Ano Questéao Conceito
140 Médias
143 Numeros naturais
149 Recorréncia
156 Probabilidade
2011 171 Médias
173 Probabilidade
174 Analise combinatdria
175 Médias
178 Recorréncia
139 Probabilidade
140 Matematica financeira
144 Anadlise combinatdria
146 Probabilidade
150 Sequéncia
2012 157 Sequéncia
169 Médias
174 Médias
177 Analise combinatdria
178 Probabilidade

Essa presenga da

Matematica Discreta no

Enem estda em

consonancia com que estabelecem as Diretrizes Curriculares Nacionais para o

Ensino Médio (2012), que colocam como objetivos de ensino neste nivel de

escolaridade:

e a consolidacdo e o aprofundamento dos conhecimentos

adquiridos

no

Ensino Fundamental,

prosseguimento de estudos;

possibilitando o
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e a preparacdo basica para o trabalho e a cidadania do educando
para continuar aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar a

novas condicGes de ocupacdo ou aperfeicoamento posteriores.
Levando-se em consideragao que professores do Ensino Médio
devem estar preparados para um trabalho que dé conta da busca por atingir esses
objetivos, uma possibilidade para contribuir para esta formagdo € o Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), que, de acordo com

sua apresentagao:

[...] visa atender professores de Matematica em exercicio no ensino
basico, especialmente na escola publica, que busquem
aprimoramento em sua formacdo profissional, com énfase no
dominio aprofundado de conteudo matematico relevante para sua
atuacdo docente. O Programa opera em ampla escala, com o
objetivo de, a médio prazo, ter impacto substantivo na formagao
matematica do professor em todo o territério nacional.

A Matemética Discreta € uma disciplina obrigatéria do PROFMAT e
trata de conceitos, como numeros naturais, numeros cardinais, principio de indugéo
finita, progressdes aritméticas e geométricas, recorréncias, matematica financeira,
analise combinatéria, introdugao a teoria de probabilidades, entre outros.

Por outro lado, em consonéancia com o artigo 28 do PROFMAT, o
Trabalho de Conclusdo de Curso deve versar sobre temas especificos pertinentes
ao curriculo de Matematica do Ensino Basico e que tenham impacto na pratica
didatica em sala de aula.

Assim, neste trabalho, temos como objetivo estruturar um conjunto
de problemas n&o usuais cuja resolu¢ao por alunos do Ensino Médio viabiliza ou
requer o uso de conceitos da Matematica Discreta.

A estrutura do texto do trabalho de conclusdo do curso compreende
a introducgao, dois capitulos, as consideragdes finais e as referéncias bibliograficas
usadas.

No capitulo 1 apresentamos conceitos da Matematica Discreta que
serao usados na resolucao dos problemas.

No capitulo 2 sao discutidos alguns problemas curiosos
relacionados a Matematica Discreta. Esses problemas constituem-se como uma
alternativa as atividades tradicionalmente abordadas no Ensino Médio, uma vez que

se caracterizam como problemas curiosos que estimulam o pensamento
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investigativo, a abstragdo e o desenvolvimento de estratégias proprias em cada um
deles. A parte final de cada problema apresenta uma sugestao de aplicagdo em
sala de aula. Nela, ha ideias de ordem de desenvolvimento, questdes

complementares, entre outras.
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2 MATEMATICA DISCRETA

A evolugéo do conceito de contagem, desde seu nascimento até a
maneira pela qual a conhecemos atualmente foi demasiadamente lenta. As etapas
dessa evolugdo, ao olhar da Histdéria da Matematica, € de dificil delimitacao.
Domingues (1991) exemplifica esse fato questionando o que teria vindo primeiro: o
uso de simbolos graficos ou o uso de arranjos de sons para designar um namero?

A organizagdo dos numeros baseada em conceitos da teoria de
conjuntos, como habitualmente estudamos em nosso tempo, é relativamente
recente, datando do final do século XIX. Mas, o objetivo deste trabalho nao é fazer
um estudo histérico da evolugdo do conceito de numero, mas tratar do seu uso

como variavel de natureza discreta.

2.1 — ALGUNS CONCEITOS DA MATEMATICA DISCRETA

Considerando a importancia de conceitos que tratam da natureza
discreta dos numeros naturais, neste capitulo abordaremos alguns conceitos da
Matematica Discreta que podem ser tratados em diferentes momentos da Educagao
Basica, especialmente no Ensino Médio.

Como citamos no inicio da introducdo deste trabalho, o conceito de
nuamero nem sempre foi organizado como o conhecemos atualmente. No que se
refere ao conjunto dos numeros naturais, muito de sua formalizacdo deve-se ao
matematico italiano Giuseppe Peano (1858—-1932).

Para essa formalizagdo, Peano utilizou-se da ideia de sucessor.
Algumas propriedades, denominadas axiomas de Peano, apresentam o conceito de
de sucessor e a construgdao do conjunto dos niumeros naturais. Lima (2006, p. 30),
enuncia os axiomas de Peano da seguinte maneira:

a ) Todo numero natural tem um Unico sucessor

b ) NUmeros naturais diferentes tém sucessores diferentes

c ) Existe um Unico nimero natural, chamado um e representado

pelo simbolo 1, que ndo é sucessor de nenhum outro

d ) Seja X um subconjunto de nimeros naturais (isto é, X<l ). Se

1e X e se, além disso, 0 sucessor de todo elemento de X ainda

pertence a X, entdo X=L[]
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Os axiomas de Peano estabelecem que os numeros naturais sao
nameros ordinais. O primeiro elemento é aquele que nao é sucessor de nenhum
outro, ou seja, o numero 1. O segundo elemento é o sucessor de 1, ou seja, o
nuamero 2, e assim sucessivamente. Portanto, o conjunto dos numeros naturais
pode ser representado por [ ={1,2,3,4,5,6,7,8,...} .

Podem ser definidas no conjunto dos numeros naturais duas
operagdes basicas: a adicdo e a multiplicagdo. A adicdo associa a cada par de

numeros (m,n) sua soma m+n. A multiplicagdo associa a cada par (m,n) seu
produto m-n. Essas operagdes sao definidas pelas seguintes igualdades:

e m+1=s(m);

e m+s(n)=s(m+n), ouseja, m+(n+1)=(m+n)+1;

e m-1=m;

e m:(n+1)=m-n+m.

2.2 — PRINCIPIO DA INDUCAO FINITA

No topico anterior, quando nos dedicavamos a compreender a
conceituacdo dada por Peano ao conjunto dos numeros naturais, enunciamos 0s
chamados axiomas de Peano. O axioma d diz: seja X um subconjunto de nimeros
naturais (isto €, Xcll ). Se 1e X e se, além disso, o0 sucessor de todo elemento de
X ainda pertence a X, entdo X=1[] .

Essa propriedade é conhecida como axioma da inducdo e permite
gue seja estabelecido o Principio da indugéo finita, um método para demonstragdes

de teoremas ou propriedades validas para numeros naturais.
2.2.1— Principio da Inducéo Finita

O enunciado e a demonstragéo a seguir, do Principio da indugéo

fitina, tem como base a proposta de Lima (2006, p. 32):
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Principio da inducéo finita

Seja P(n) uma propriedade relativa ao numero natural n. Suponha

que:
i) P(1) é valida;
ii ) Para todo nell , a validez de P(n) implica a validez de P(n+1).
Entdo P(n) é valida qualquer que seja o nimero natural n.
Demonstracao

Seja X o subconjunto dos elementos n de [J para os quais P(n) é

verdadeira. Assim, por i) temos que 1€ X e, por ii), que neX=>(n+1)eX. Portanto,

pelo axioma d, concluimos que X=[.
De maneira geral, denominamos como base de inducdo a
verificagdo da validade de P(1) e a verificagdo da validade de P(n+1),

considerando P(n) verdadeira, por indug&o.

Observe um exemplo de uma propriedade demonstrada com o

Principio da inducao finita.

Propriedade

n(n+1)

A soma dos n primeiros numeros naturais € dada por

Demonstracao

i ) Temos que para n=1 a propriedade é vdlida, uma vez que:

1(1+1):1;
2
ii ) Considerando a propriedade  valida para n:
n(n+1)
1+2+3+...+n=———= temos:
1+2+3+m+n+(n+1)=n(n+1)+(n+1)=n(n+1)+2(n+1)=(n+1)(n+2)

2 2
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Portanto, 1+2+3+...+n= paratodo nell”.

n(n+1)
2

Ha ainda outra vers&o do Principio da indug¢ao finita, cujo enunciado

€ dado da seguinte maneira:

Principio da inducéo finita (22forma)
Seja P(n) uma propriedade relativa ao numero natural n. Suponha
que:
i) P(a) évalida;
ii ) Para todo nell, a validez de P(a), P(a+1), P(a+2), ..., P(n)
implica a validez de P(n+1).

Entao P(n) é valida qualquer que seja o numero natural n>a.

De acordo com o texto da unidade 2 da disciplina de Matematica
Discreta do PROFMAT (p. 5)

E preciso ter clareza que a Inducdo Matematica é diferente da
indugdo empirica das ciéncias naturais, em que € comum, apds um
certo numero de experimentos, necessariamente finito, enunciar leis
gerais que governam o fendbmeno em estudo. Essas leis sao tidas
como verdades, até prova em contrario. Na matematica, ndo ha lugar
para afirmacgdes verdadeiras até prova em contrario. A Prova por
Indugdo Matematica trata de estabelecer que determinada sentenca

aberta sobre os naturais é sempre verdadeira.
2.2.2 — Numeros Primos e Numeros Compostos

No que se refere aos numeros naturais, dois importantes conceitos
a serem considerados sao os divisores e os multiplos dos numeros naturais.
A definicdo desses conceitos, baseada em Hefez (2011, p. 30), a

partir de divisibilidade, € dada da maneira que segue:



23
Definicao
Sejam dois numeros naturais a e b, com a = 0; dizemos que a divide
b, representado por a|b, se existir um nimero natural c, tal que b=a-c. Dizemos
que a € divisor de b e que b é multiplo de a.

Um conceito associado a ideia de multiplos e divisores é o de

numero primo € numero composto.

Definicao

Um numero natural maior do que 1 e que é divisivel somente por 1 e
por si proprio € denominado numero primo. Quando um numero natural ndo é primo,
entao ele é denominado nimero composto.

Esses conceitos sado necessarios para definir o Teorema
Fundamental da Aritmética. Contudo, antes de apresentarmos seu enunciado e
demonstragao, é necessario enunciar um corolario, dado por Hefez (2011, p. 82) da

maneira que segue.

Corolario
Se p,p,,...,P, sdo numeros primos e, se pP|p,---p,, entdo p=p,
para algum i=1,...,n.

Agora, também de acordo com Hefez (2011, p. 82), podemos

enunciar e demonstrar o Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema Fundamental da Aritmética
Todo numero natural maior do que 1 ou € primo ou se escreve de

modo Unico (a menos da ordem dos fatores) como um produto de niameros primos.

Demonstragéo

Utilizaremos a 22 forma do Principio da inducao finita. Para n=2 o
resultado é verificado, visto que 2 é primo.

Supondo o resultado valido para todo numero natural menor do que

n, vamos provar que também ¢é valido para n. No caso de n ser primo, nada temos

de demonstrar. Vamos supor, entdo, n composto. Logo, existem naturais n, e n, tais

que n=n,-n,, com 1<n,<n e 1<n,<n. Pela hipdtese de indugdo, temos que
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existem numero primos p,,....p, € ¢,...,q, tais que n,=p,---p, e N, =q,---q,.
Portanto, n=p,-p,-q - q.
Provaremos agora a unicidade da escrita. Para isso, suponhamos

que N=p,---p, =q,---q,, onde P, € g sdo numeros primos. Como p,|q,: - d,, pelo
corolario acima, temos que p,=q; para algum j, que, ap6s o reordenamento de
g, ..., Gy, podemos supor que seja q,. Portanto, p,---p, =0, - Q.

Como p,---p, <N, a hipdétese de inducdo acarreta que r=s e os p,
e q; sao iguais aos pares.

A escrita de um nimero composto como o produto de primos damos
o0 nome de decomposicdo em fatores primos. O numero 4200, por exemplo, é
decomposto em fatores primos do seguinte modo: 4200=2-2-2-3-5-5-7.

Podemos apresentar também essa decomposi¢do agrupando os

fatores primos iguais por meio de poténcias:

4200=2.2-2-3.5.5.7=2°.3.5*.7
2.3 - SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS
2.3.1 — Definicao de Sequéncia de Numeros Reais

Denominamos sequéncia infinita de numero reais toda funcéo f de

U em U . Em uma sequéncia infinita, cada €[ esta associado um 4, el
maneira que: f= {(1, 31), (2’ az)' (3, 33),..., (i, ai),.._} .

De maneira simplificada, uma sequéncia pode ser indicada por

, de

f=(a,a,a;..,a,.)

Duas notagdes usuais para indicar uma sequéncia infinita f qualquer

Sao: (an)z(an)neﬂ ou f=(an)n67 '
Dada uma sequéncia qualquer (a,)=(a,) _ , podemos classifica-la
em crescente, quando, para qualquer a,, tem-se a,<a_,; e decrescente, quando,

para qualquer @, tem-se a, >a,,,.
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Em uma sequéncia (a,)=(a,) _ , quando existir um nimero real M,

tal que a,<M para todo nell*, entdo dizemos que a sequéncia é limitada

superiormente. De maneira semelhante, em uma sequéncia (a,)=(a,) _ , quando

existir um numero real m, tal que a,=n para todo nell®, entdo dizemos que a

sequéncia € limitada inferiormente. Quando uma sequéncia é limitada

superiormente e inferiormente, entdo dizemos que a sequéncia ¢é limitada.
2.3.2 — Lei de Formacao de uma Sequéncia de Numeros Reais

De maneira geral, estudamos em Matematica as sequéncias
numericas cujos termos obedecem a determinada regra, chamada lei de formagéo.
Podemos destacar trés maneiras de estabelecer a lei de formagdao de uma
sequéncia: pela formula de recorréncia; pelo termo geral; e pela propriedade dos

termos.

a) Férmula de recorréncia
Na lei de formacgao expressa pela formula de recorréncia, sao dadas
duas regras: uma que define o primeiro termo e outra para se determinar cada

termo a, a partir do(s) antecedente(s).
Por exemplo, a sequéncia (4,7,10,13,16,...) pode ser definida pela
recorréncia em que a,=4 e a,=a_,+3, em que os termos sdo calculados da

seguinte maneira:

e N=1->a,=4

e N=2-a,=a,+3=4+3=7
e N=3-3,=a,+3=7+3=10
e N=4—-3,=a,+3=10+3=13
e N=5-a,=a9,+3=13+3=16

Ao longo da histéria, algumas sequéncias, devido as suas
caracteristicas particulares, receberam grande atengdo. Uma delas € a chamada

sequéncia de Fibonacci. Ela recebe esse nome por ter sido elaborada pelo
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matematico italiano Leonardo Fibonacci (1175-1250), também conhecido como
Leonardo de Pisa. Essa sequéncia pode ser definida por recorréncia da seguinte

maneira: a,=a,=1ea_ ,=a ,+a,.

n+1
Essa sequéncia representa o numero de casais de coelhos que, a
partir de um unico casal, reproduzem um novo casal todo més, a partir de seu

segundo més de vida, conforme indicado no Quadro 2.

Quadro 2 — Numero de coelhos — sequéncia de Fibonacci.

Tempo Casais de Casais de Casals de Total de
coelhos com coelhos )
(em 5 coelhos . casais de
meses ou ~ recém-
meses) mais com 1 més nascidos coelhos
1 0 0 1 1
2 0 1 0 1
3 1 0 1 2
4 1 1 1 3
5 2 1 2 5
6 3 2 3 8
7 5 3 5 13
8 8 5 8 21

b ) Termo geral

A lei de formagdo dada pelo termo geral consiste em expressar
cada termo em funcdo de sua posicdo na sequéncia, ou seja, expressar a, em
funcao de n.

Por exemplo, na sequéncia definida pelo termo geral a, =3n-95,
com nel , temos (-2,1,4,7,10,...), pois:

e N=1-5a,=3-1-5=-2

e N=2-a,=3-2-5=1

e N=3->2a,=3-3-5=4

e N=4—-3a,=3-4-5=7

e N=5-5a,=3-5-5=10
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c ) Propriedade dos termos
A lei de formacéao pode ser dada quando da exposi¢cao de uma dada
propriedade que os termos da sequéncia devem ter. A sequéncia definida pela

propriedade “numeros quadrado perfeitos dispostos em ordem crescente”, por
exemplo, é dada por (1,4,9,16,25,...).

Quando uma sequéncia é definida pelo termo geral, a obtengao
de qualquer termo dessa sequéncia, a partir de sua posicao, € imediata,
bastando apenas substituir o valor de n na expressdo do termo geral.
Contudo, isso ndo ocorre em uma sequéncia definida por recorréncia, pois,
para determinar o termo de posicdo n, € necessario obter todos os termos
anteriores a ele. Nesse caso, faz-se necessario resolver a recorréncia, ou
seja, obter uma expressdo para o termo geral que dependa apenas de n. A

sequéncia definida pela recorréncia a,=4 e a, ,=a, +3, pode ser expressa
pelo termo geral a,=3n+1. Contudo, a obtengdo desse termo geral por meio

da observagdo ndo garante sua validade. Uma maneira de provar essa

conjectura é por meio do Principio da indugao finita.

Propriedade

A sequéncia definida pela recorréncia a,=4 e a,,=a,+3 pode

ser expressa pelo termo geral a8, =3n+1, ou seja, (a,)=(3n+1)

nell

Demonstragéo

A base de inducédo, nesse caso, da-se para n =1:
a,=3-1+1=4

Considerando que para n, &, =3n+1, entdo:
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Portanto, pelo Principio da inducgao finita, podemos garantir que a

sequéncia definida pela recorréncia a,=4 e a,=a_,+3 pode ser expressa pelo

termo geral ., =a, +3.

No Ensino Meédio, habitualmente, dois tipos particulares de
sequéncia sdo tratados com maior destaque: progressédo aritmética e progressao

geométrica.
2.3.3 —Progressao Aritmética

Definicao
Denominamos progresséo aritmética a sequéncia (a,)=(a,) _,

definida pela recorréncia a,=a, com a<ll ,e a ,=a, +r,comrell .

Podemos dizer que uma progressao aritmética é toda sequéncia em
que, a partir do 2° termo, a diferenga entre um termo e seu antecessor é constante.
Essa diferenga € denominada raz&o da progressao aritmética.

Sendo (a1, a,,a,, a,a,,..,a, ) uma progressao aritmética de
razao r, entao:

a,-a,=a,-a,=a,-a,=a,-a,=...=a,-a,,=...=I

Uma progressdo aritmética é crescente quando r >0, decrescente
quando r <0 e constante quando r=0.

A partir de sua definicdo por recorréncia, podemos obter a férmula

do termo geral de uma progressdo aritmética. Para isso, consideremos da

recorréncia:

e a,=a,+r
e a;=a,+r
e a,=a;+r
e a;,=4a,+r

e a =a_ +r

Adicionando-se, termo a termo, essas n — 1 parcelas, temos:
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a,+a,+a,+ag+..+a,_,+a,=a,+a,+a,+a, +...+a,_,+(n-1)r

(a,+a;+a, +a;+..+a,,)+a,=a,+(a, +a, +a, +...+a,, ) +(n-1)r

Cancelando | e Il, segue que a, =a, +(n—"1)r.

Formula do termo geral de uma progressao aritmética

Em uma progresséo aritmética, em que o primeirotermo é a, er é a

raz&o, temos que o n-ésimo termo é dado por a, =a,+(n—1)r.

Demonstragéo

Utilizando o Principio da inducgao finita, temos que a propriedade é
valida para n =1, pois:

a,=a,+(1-1r

Considerando vélida a propriedade para n, ou seja, a, =a, +(n—1)r

, temos:
a,,=a,+r=|a,+(n-1r]+r=a,+[(n+1)-1]r

Portanto, a, =a, +(n—1)r é vélido paratodo nell".

Com a férmula do termo geral, podemos determinar um termo
qualquer de uma progressao aritmética conhecendo o primeiro termo e a razdo. Por

exemplo, na progressao aritmética em que a,=8 e r=21, o vigésimo termo é dado
por: a,, =8+(20-1)-21=8+19-21=8+399 = 407

Em uma progressao aritmética, a soma dos n primeiros termos pode
ser calculada por meio de uma férmula. A deducao desta formula é simples e pode
até ser trabalhada com alunos do Ensino Médio desde o 12 ano. Observe:

Da férmula do termo geral de uma progresséo aritmética, temos:

e 3, =4q
e a,=a,+r
e a,=a,+2r
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Adicionando-se, termo a termo, essas n parcelas, temos:

a,+a,+a, +..+a,=n-a,+[1+2+..+(n-1)]r

(n=1)n
Como a 1+2+3+..+(n-1)= 5 (demonstrado em 1.2.1),

segue que:
(n=1)n
a,+a,+a,+..+a, =n-a, + o
Tomando S, =a,+a, +a, +...+a,, temos:
S.-n-a +(n—1)n e 2na, +(n-1)nr _ n[a,+a,+(n-1)r] _n(a,+a,)

n

2 2 2 2
Essa dedugao garante a validade da formula até um certo n. Para
garantir a validade para todo nell, podemos realizar uma demonstragdo pelo

principio da indugao finita.

Soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética

Em uma progressao aritmética (a1,a2,a3,a4,a5,...,an,...), temos

o ) n(a,+a,)
que a soma dos n primeiros termos & dada por S, :T.
Demonstragéo
A base de indugao é dada por:
1(a,+a
S1: (1 1):231231
2 2
. - o n(a,+a,) .
Considerando como hipétese de indugéo que S, = seja a

soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética, segue que a soma dos

n +1 primeiros termos é dada por:

Sn+1 :Sn+an+1 :M-Fanﬂ =n'a1+n':n+2an+1
n-a+n-fa+(n-1)r]+2(a,+n-r) 2(n+1)-a,+n (n+2-1)r
n+1 = 2 _ 2

(n+1)(2a,+n-r) (n+1)(a,+a,,)

n+1 = 2 2
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Observe, por exemplo, como podemos calcular a soma dos 30
primeiros termos da progresséo aritméticaem que a,=1er=7.
Obtemos o termo a,, utilizando a férmula do termo geral:
a4, =1+(30-1)-7=1+29.7 = 204
Utilizamos a férmula da soma dos n primeiros termos da progressao
aritmética:

30-(1+204) 30-205
=

Portanto, a soma dos 30 primeiros termos da sequéncia é 3075.

S, = =3075

2.3.4 — Progressdo Geométrica

Definicao
Denominamos progresséo geométrica a sequéncia (a,)=(a,) _,
definida pela recorréncia a,=a, com a<l] ,e a ,,=a,-q,com qell .

Podemos dizer que uma progressao geométrica € toda sequéncia
em que, a partir do 2° termo, o quociente entre um termo e seu antecessor é

constante. Esse quociente € denominado raz&do da progressao geomeétrica.

Sendo (a1,a2,a3,a4,a5,...,an,...) uma progressdo geométrica de

~ ~.a a a, a a
razdo g, entdo: 2=2="4="5-_ =1 - —q
a, a, a, a, a

Classificamos uma progressao geomeétrica em crescente quando
a,>0 e g>10u a<0 e 0<g<1, decrescente quando &, <0 e q>10u a,>0 e
0 <qg<1, constante quando q=1 e alternante quando q<0.

A partir de sua definigdo, podemos obter a formula do termo geral

de uma progressao geométrica. Para isso, consideremos da recorréncia:

e 3,=3,-Q
e 3;=3,"Q
e 3,=3;-(

. 3,=3,q
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* an = an—1 q
Multiplicando-se, termo a termo, esses n —1 fatores, temos:

_ n-1
a,=a,-a,-a,-a,-...-a,,-q

n-1"%n

a,-a,-a,-a-..-a

n-1

(a,-a,-a,-a5-...-a,,)-a,=a,-(a,-a,-a,-...-a,4)-q

n-1

Cancelando | e Il, segue que a, =a,-q

Formula do termo geral de uma progressao geométrica
Em uma progressao geomeétrica, em que o primeiro termo € a, e q é

n—1

a raz&o, temos que o n-ésimo termo é dado por a, =a,-q

Demonstragéo
Utilizando o Principio da inducgao finita, temos que a propriedade é
valida para n =1, pois:
1-1

a,=4a,-q

n—1

Considerando valida a propriedade para n, ou seja, a,=a,-q"

temos:

(n+1)-1

-1
a,,=2,-9=(a,-q"")-q=a,-q
Portanto, a_ =a,-q"" é vélido para todo nell".
Com a férmula do termo geral, podemos determinar um termo
qualquer de uma progressao geométrica conhecendo o primeiro termo e a razao.
Por exemplo, na progressao geométrica em que o primeiro termo &
a,=7 earazao é q=-2, o décimo termo é dado por:
_ 9
a,=a,-q%" = 7-(—2) = 7-(—512) =-3584
Assim como a progressdo aritmética, a progressao geométrica

também pode ter a soma dos n primeiros termos calculada por meio de uma

férmula.
Para obtermos essa formula, escrevemos a soma dos n primeiros

termos da seguinte maneira:

S,=a,+a,+a,+a,+a, +...+a ()
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Multiplicando ambos os membros dessa expressao pela razdo q,
temos:

q-S,=(a,+a,+a,+a,+a; +...+a,)-q

q-S,=a,-q+a,-q+a,-9q+a,-q+a;-q+...+a,-q

q-S,=a,+a,+a,+a, +...+a,+a, -q (Il

Subtraindo (II) de (I) membro a membro, temos:

S,=a,+a,+a,+a,+a, +...+a,

q-S,=a,+a,+a,+a,+...+a,+a,-q

S,-q-S,=a,-a,-q
Isolando S, e substituindo a, = a,-q"" nesse resultado, segue que:
S,-9-S,=a,-a,°q
S,(1-9)=a,-a,-q""-q=a,-a,-q" =a,(1-q")

a,(1-q"
5 a7
1-q
Portanto, a soma dos n primeiros termos de uma progressao
a,(1-q")

geometrica, com q# 1, € dada por S_ = 1
-q

Soma dos n primeiros termos de uma progressao geomeétrica

Em uma progressdo geométrica (a,,a,,a,,a,,a;,...,a,,...), temos

a(1-q"
que a soma dos n primeiros termos € dada por S, =Q, com q=1.

Demonstracao
Nesse caso, a base de inducao é imediata:
a, (1—q1)

S =
1 1-q

:a1

a(1-q"
Considerando como hipétese de indugdo que S, =Q seja a

soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica, segue que a soma

dos n +1 primeiros termos é dada por:
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Spi=S,+a,, = 3111 q) n+1:m+a1'qn
q 1-q
S 1_a ~a, " +a, q - qn+1=a1_a1.qn+1
" 1-q 1-q
31(1_qn+1)

n+1 =

1-q

Assim, pelo Principio da indugéo finita, garantimos que a soma dos

1
n primeiros termos é dada por S # com g=#1. Para o caso de gq=1, ou

seja, uma progressdo geométrica constante, essa soma é dada por S, =n-a,.

Ha ainda o caso das progressdes geometricas convergentes, ou

seja, aquelas dadas por (a,, a,,a;,a,,a;,...,a,,...) ém que lima, =L para algum L

n—o

real. Quando uma progressao geométrica é convergente, podemos calcular o limite

, a
da soma de seus termos por S=IlimS, =

n—o0 — q

. Contudo, vistos os objetivos que

seguem deste trabalho, optamos por ndo detalharmos mais este assunto.

2.4 — ANALISE COMBINATORIA

De acordo com Hazzan (1977), a andalise combinatéria visa
desenvolver métodos que permitam contar o numero de elementos de um conjunto,
sendo estes elementos, agrupamentos formados sob certas condicdes.

O paragrafo acima pode induzir a um pensamento de que seja
desnecessario o estudo da analise combinatdria, uma vez que contar elementos de
um conjunto € uma das ideias matematicas mais antigas. Contudo, na medida em
que se estudam conjuntos com muitos elementos, regidos por propriedades
complexas, isto torna necessario o uso de técnicas especificas, como os estudados

em analise combinatoria.

2.4.1 — Principio Fundamental da Contagem

Antes de demonstramos o principio fundamental da contagem, cabe

tratamos de um teorema auxiliar.
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Teorema

Dados os conjuntos A={a,a,a;..a,}, com n(A)=m e

B={b,,b,,b;,...b,}, entdo podemos formar m -n pares ordenados (ai, bj), em que

a €A eb eB.

Demonstragéo
Fixando a primeira ordenada do par e variando a segunda ordenada,

obtemos m linhas com n pares ordenados cada:

(a,b,),(a;,b,), (a1, by), ... (a b,)
(a,b,), (a5, b,),(a,,b;),.... (a5, b,)
(a;,b,),(a;,b,),(a;,b;),.... (a3, b, )

k.ém, b,), (2 b,), (3 b3 ), s (2, b,)

Assim, o0 numero de pares ordenados ¢é dado por

n+n+n+...+N=mM-N.

m parcelas

Agora, podemos enunciar e demonstrar o principio fundamental da

contagem.

Principio fundamental da contagem

Sejam r conjuntos:
A= {a1, - T T am} —n(A)=n,
B={b,,b, by, ....b

C={c1,02,03,...,c

Z :{21, Z,,2Z,, .., Zn,} —n(Z)=n

O nmero de sequéncias de r elementos do tipo (a,b;, ¢, ..., Z,), em

ir™Mj
que 8 €A, b eB, ¢, €C, ..,z eZ édadopor n;-n,-N,-...-n

-

Demonstragéo

Utilizaremos o principio da indugéo finita nesta demonstragéo.



36

Temos que para r =2 € verificada a validade com base no teorema
anterior.

Supomos a validade para (r—1) e demonstraremos ser valida
também pararr.

Para (r-1) consideremos a sequéncia de (r-1) elementos
(a.bj,c,.....w, ). Pela hipotese de indugdo, existem n,-n,-n;-..-n_, sequéncias e
n. elementos pertencentes a Z.

Cada sequéncia (ai,bj,ck,...,wq,zp) corresponde a uma sequéncia

(a,bj,c,.....w, ) € um elemento z, € Z.

Portanto, pelo teorema anterior, o numero de sequéncias

(ai,bj,ck,...,wq,zp) é:

(n-n,-ny-..on_ )N, =n,-n,-Ng-..on_-N

.

Por exemplo, se uma pessoa tem sete diferentes camisas e quatro
diferentes calgas, o numero de combinagdes possiveis de essa pessoa vestir uma
camisa e uma calcga é dado pelo produto 7-4 =28. O uso do Quadro 3 pode facilitar
a compreensdo da aplicagdo do principio fundamental da contagem nesse
problema.

Quadro 3 — Possibilidade de escolha de camisa e calga.

Camisa
1 2 3 4 5 6 7
1 (1,1) 1,2 | 1,b3) | (1,4 | (1,5 | (1,6) | (1,7)
Sl12| (2,1 (2,2) | 2,3) | 2,4) | (2,5 | (2,6) | (2,7)
(_Lg 31 (3,1) 3,2) | 3,3) | (3,4) | (38,5 | (3,6) | (3,7)
41 (4,1) 4,2) | 4,3) | 4,4) | 4,5 | 4,6) | 4,7)

No quadro, cada coluna corresponde a uma das sete distintas
camisas, e cada linha, a uma das quatro distintas calgas. Se considerarmos cada

par ordenado como uma combinacido diferente de camisa e calca, o total de
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combinagdes corresponde a quantidade total de pares ordenados, que, por sua vez,
€ dado pelo produto do numero de colunas e de linhas.
Ha outra importante versédo do principio fundamental da contagem,

enunciado conforme segue.

Principio fundamental da contagem (segunda versao)
Seja um conjunto A com n elementos, n>2. Entdo, o numero de

sequéncias com r pares ordenados de elementos distintos de A (1 <r< n) é dado

pelo seguinte produto de r fatores: n-(n—1)-(n—2)-...-[n—(r—1)]

Nao demonstraremos aqui essa versao do principio fundamental da
contagem, habitualmente realizada pelo Principio da inducdo finita de maneira
semelhante a demonstracdo da versdo anterior. Contudo, cabe destacar a
importancia dessa versao no estudo que segue.

O principio fundamental da contagem consiste em um método
simples de se resolver problemas elementares da analise combinatéria. Contudo,
para resolver alguns problemas mais complexos, sua aplicagdo pode ser
demasiadamente trabalhosa. Assim, cabe estudar outras maneiras de se formar
agrupamentos, que facilitam a resolugdo desses problemas, como o arranjo, a
permutacdo e a combinacdo. Neste trabalho, optamos por tratar os casos de
arranjo, permutagdo e combinacdo simples, ou seja, aqueles em que n&o ha
repeticao de elementos.

Antes de prosseguirmos, faz-se necessario definir o que € um

fatorial, recurso utilizado nas férmulas do arranjo, da permutagao e da combinagao.

Definicao
O fatorial de um numero natural n (representado por n!) € dada por

nl=n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1,se n>2; 11=1;e 0! =1.
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2.4.2 — Arranjo Simples

Definicao
Seja A:{a1,a2,a3,...,an} um conjunto com n elementos.

Denominamos arranjo simples de n elementos tomados p a p, com 1<p<n,

qualquer sequéncia de p elementos formados com p distintos elementos de A.

Formula do arranjo simples

Seja A={a, a,,a,,..,a,} € A, , 0numero arranjos de n elementos

tomados p a p. Assim, temos que A | = ( )' .
' n-p)!

Demonstracao
Arranjar n elementos, tomados p a p, corresponde a distribuir n
objetos em p lugares. Assim, pelo principio fundamental da contagem (segunda

versao), temos que:

A,,=n-(n-1):(n=2)-...[n—(p-1)]
(n-p)!
(n-p)!

s =1 (1-1)(1-2)-(1-3) oo [n-(p-1]- L

Multiplicando o resultado obtido por , temos:

)!
)!
)

A n-(n—1)-(n—2)-(n—3)-...-[n—(p—1)]-(n—p !
(n-p)!

Observando que n-(n-1)-(n-2)-(n=3)-....[n—(p—=1)]-(n—p)! =nl,

©

—_
=}

©

segue que:
A=
(n-p)!
Para exemplificar, considere a situagdo em que se deseja formar
uma senha de cinco algarismos, todos distintos. Cada senha que pode ser formada
corresponde a uma sequéncia de cinco elementos. Assim, a quantidade de senhas

distintas possiveis de serem formadas corresponde ao total de arranjos de 10
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elementos (os dez algarismos disponiveis), tomados cinco a cinco (os cinco
algarismos da senha), ou seja:
10! _10!_10-9-8-7-6-5!

Pros (10-5)1 5! 5!

=30240.

Portanto, é possivel formar 30240 senhas.

2.4.3 — Permutacao Simples

Definicao
Seja A={a,a,a;..,a,] um conjunto com n elementos.

Denominamos permutagao simples dos n elementos todo arranjo em que n=p.

Formula da permutacéo simples

Seja A:{a1,az,a3,. a} e P, o numero permutagbes dos n

1 9n n

elementos de A. Assim, temos que P, =n!.

Demonstracao

Como P, =A, ., segue que:

n,n’

| ! !
P_A = n! nt ni

=—=—=nl!
"™ (n-n)t 0! 1 "

Para exemplificar, considere a situacdo em que seis pessoas
desejam formar uma fila. Cada ordem possivel dessa fila € uma permutagao de seis
elementos (quantidade de pessoas). Assim, a quantidade de filas possiveis é dada
por:

P, =6!=720.

Portanto, € possivel formar 720 filas distintas pela ordem.
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2.4.4 — Combinagao Simples

Definicao
Seja A:{a1,a2,a3,...,an} um conjunto com n elementos.

Denominamos combinagdo simples de n elementos tomados p a p, com 1<p<n,

qualquer subconjunto de p elementos formados com p elementos de A.

Antes de tratarmos da formula para o calculo do numero de
combinagdes simples, cabe destacar que os elementos de uma combinacao, que
corresponde a um subconjunto, diferem-se apenas pela sua natureza, e nao pela
ordem de sua disposicdo. Isso permite perceber uma diferenciagcdo entre
combinagao simples e arranjo simples, que corresponde a uma sequéncia, onde a

ordem dos termos importa.

Formula da combinacgédo simples

Seja A={a,a, a,..,a,}] e C,, o nimero combinagbes de n

n,p
I
elementos tomados p a p. Assim, temos que C_ = .
* p!(n-p)!
Demonstragéo
Temos que a combinacdo simples de n elementos tomados p a p
diferem-se do arranjo simples de n elementos tomados p a p pela permutacdo dos p
elementos. Assim, temos que:

n!

A -p)!
”’pzcnpjcnpz—(” P o o
p! ’ ’ p! p!(n—p)!

n,p

Como exemplo, considere uma circunferéncia com seis pontos
indicados: A, B, C, D, E e F, conforme a
1. Quantos sédo os segmentos de reta que podem ser formados com

extremidades em dois desses pontos?
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Figura 1 — Circunferéncia com seis pontos destacados.

E possivel perceber que se trata de um caso de combinacgéo

simples de seis elementos (pontos na circunferéncia) tomados dois a dois
(extremidades do segmento de reta), uma vez que os pontos s&o distintos e AB e

BA correspondem ao mesmo segmento de reta. Assim, a quantidade de segmentos
que podem ser formados é dada por:

6! 6! 654! 30

c __ 6 _ 8 _ —2--15
“27216-2)1 2141 2141 2

Portanto, é possivel formar 15 segmentos de retas.

2.5— GRAFOS

A Teoria de grafos € um dos conceitos da Matematica Discreta
cujas aplicagoes estao diretamente ligadas a Ciéncias da Computagdo. De maneira
geral, a Teoria de grafos ndo se faz presente nos curriculos de Matematica da
Educacao Basica. Contudo, no estudo dos grafos ha ideias que podem ser tratadas
em cursos do Ensino Médio. Como a Teoria de grafos apresenta um amplo conjunto
de elementos a serem estudados, neste trabalho apresentaremos alguns conceitos
iniciais dessa teoria, como definicdes e a representacéo grafica de um grafo.

Para adentrar a teoria, cabe enunciar aquele que, de acordo com
Lima (1989), possivelmente seja o primeiro problema pratico abordado por meio de
grafos: as pontes de Konigsberg.

Na cidade de Kdnigsberg, que ficava na antiga Prussia (atualmente
€ a cidade de Kaliningrado, na Alemanha), tinha-se um rio com duas ilhas e
algumas pontes ligando as margens do rio as ilhas e uma ilha a outra. A Figura 2

representa essa situagao, sendo A e B as margens do rio, e C e D as ilhas.
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Figura 2 — Representacdo ndo modelada do problema das sete pontes Kdnigsberg.

Margem A

llha C IIha D

Margem B

As sete pontes tinham as seguintes fungdes: duas ligavam a
margem A a ilha C, duas ligavam a margem B a ilha C, uma ligava a margem A a
ilha D, uma ligava a margem B a ilha D, e uma ligava as duas ilhas.

O problema consistia em, partindo de alguma das margens ou das
ilhas, obter um trajeto em que uma pessoa percorra todas as pontes, sem que
passe por alguma delas por mais de uma vez.

Em 1735, o matematico suico Leonhard Euler (1707-1783),
representou esse problema por um esquema, que hoje denominamos grafo. Nele,
Euler representou cada ilha e cada margem por um ponto, denominados de
vértices. Cada ponte ele representou por uma linha, denominada aresta, conforme a

Figura 3.

Figura 3 — Representacdo modelada do problema das sete pontes Konigsberg.

A
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Nessa representacdo, o problema pode ser traduzido da seguinte
maneira: obter um percurso que, partindo de um dos vértices, percorra todo o grafo
passando uma unica vez por cada aresta.

Euler classificou cada vértice de acordo com a quantidade de
arestas que incidem nele, chamando essa classificacdo de ordem do vértice. No
grafo da Figura 3, os vértices A, B e D tém ordem 3 e o vértice C, ordem 5.

Antes de concluirmos esse problema, cabe definir formalmente o

que é um grafo. A definicdo a seguir € baseada em Jurkiewicz (2013).

Definicao
Considere um conjunto finito ndo vazio V(G) e uma familia A(G)

de pares néao ordenados de elementos de V(G). Denominamos por vértice cada

elemento de V(G) e por aresta, cada elemento de A(G). Um grafo (finito) G é
composto pelos pares ordenados (V(G), A(G)).

Quando os pares ordenados de A(G) sao distintos e, cada par

ordenado tem elementos também distintos, dizemos que o grafo é simples.
Uma importante relagao entre o numero de vértice e aresta de um

grafo é dada pelo teorema a seguir.

Teorema
Dado um grafo simples G, a soma dos graus dos vértices desse

grafo é igual ao dobro do numero de arestas.

Demonstracao

Para quantificarmos o grau de um vértice, determinamos o numero
de aresta que nele incidem. Por outro lado, cada aresta tem dois vértices distintos
como extremidade. Sendo assim, uma mesma aresta € quantificada duas vezes na
obtencgao dos graus dos vértices. Portanto, a soma dos graus dos vértices € o dobro
do numero de arestas.

llustrando o Teorema acima, note que no grafo representado na

Figura 4 ha seis vértices (A, B, C, D, E, F), todos de grau 4, e doze arestas
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(AB, AC, AE, AF, BC, BD, BF, CE, CD, DE, DF, EF). Assim, a soma dos graus dos

vértices é 24, valor também correspondente ao dobro do numero de arestas.

Figura 4 — Grafo ilustrativo do teorema.

E D

Outros termos importantes no estudo de grafos séo:

e passeio, que é uma sequéncia de arestas;

e trilha, que € um passeio em que todas as arestas sao distintas;

e trilha fechada, que € uma trilha em que um dos vértices da

primeira aresta também o é da ultima aresta;

e caminho, que é uma trilha em que todos os vértices sao distintos;

e ciclo, que é um caminho que também €& uma trilha fechada.

Quando um caminho nao percorre a mesma aresta mais de uma
vez, dizemos que ele é unicursal. Se um grafo G possui um caminho unicursal, ele €
dito grafo unicursal. Na Figura 5, o grafo é unicursal, sendo A-B-C-D-E-F-A-D-F-C-A

um caminho unicursal.

Figura 5 —Grafo unicursal.
B
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Ao analisarmos um caminho unicursal, podemos perceber que, com
excecao dos vértices de inicio e de fim, aos demais vértices incidirdo uma
quantidade par de aresta, uma vez nesse caminho a aresta de chegada a um
vértice deve ser diferente da aresta de saida. Se os vértices de inicio e de final
forem coincidentes, entdo todos os vértices terdo ordem par. Caso sejam distintos,
estes vértices terdo ordem impar e os demais, ordem par.

Em relacdo a abordagem dada por Euler ao problema das sete
pontes de Konigsberg, temos, colocadas as definigbes, que verificar se o grafo é
unicursal e, em caso positivo, obter o caminho unicursal. Na Figura 6, estdo

destacados em vermelho as arestas de cada vértice.

Figura 6 — Arestas destacadas de um grafo.

A A A A
c%D C%D C%D C%D
B B B B

3 arestas de A. 3 arestas de B. 5 arestas de C. 3 arestas de D

Essa analise permite concluir que o problema das sete pontes de
Konigsberg nao possui solugdo, uma vez que a ordem de cada vértice é impar, de
maneira que o grafo ndo pode ser unicursal.

No capitulo 2, estudaremos um problema passivel de ser abordado

no Ensino Médio cuja resolugéo é bem conduzida por meio de grafos.
2.6 — PROBABILIDADE

De modo geral, o ensino de probabilidade na Educagao Basica vem
medido por contextualizagbes em que 0s conceitos sao tratados por meio de
problemas. A utilizacdo desse campo matematico como instrumento de analise
investigativa constitui-se uma abordagem adequada a busca pela compreensao de
fendmenos definidos ao acaso.

Antes de definirmos probabilidade, é necessario estudarmos alguns

conceitos relacionados: experimento aleatorio, espago amostral e evento.
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Quando langamos uma moeda honesta, ndo é possivel prever se o
resultado da face voltada para cima sera cara ou coroa. Casos como esse, em que
nao € possivel prever o resultado de um evento, sdo chamados experimentos
aleatdrios. Mesmo repetindo varias vezes o langamento dessa moeda, sob as
mesmas condi¢des, ndo poderemos prever o resultado do préximo langcamento.

Ainda sobre o langamento da moeda honesta, é possivel que seja
obtida cara ou coroa. A esse conjunto de possiveis resultados damos nome de

espaco amostral, geralmente representado por Q. No caso do langamento da

moeda, Q = {cara, coroa} . Quando todos os elementos de um espago amostral tém

a mesma chance de serem sorteados, dizemos que Q €& um espago amostral
equiprovavel.

Chamamos de evento ou acontecimento todos os subconjuntos do
espacgo amostral de um experimento aleatério. Cada um dos elementos do espaco
amostral € denominado evento elementar.

A partir desses conceitos, podemos definir probabilidade.

Definicao
Considerando um evento A de um espago amostral Q finito e

equiprovavel, a razao entre a quantidade de elementos de A [n(A)] e a quantidade

de elementos de Q [n(Q)] € a probabilidade P(A) de o evento A ocorrer, ou seja,

De outra maneira, podemos dizer que a probabilidade corresponde

a razdo entre o nimero de casos favoraveis e o nimero de casos possiveis. E
importante notar que, para um evento A qualquer, temos 0 < P(A) <1, pois:

n(2) _n(A) _n(@)

@cAcO=n(@)<n(A)<n(Q)= n(Q) " n(Q) n(Q)

=0<P(A)<1

Para exemplificar, considere o langamento de um dado comum
honesto. Nesse caso, temos que nao € possivel prever com certeza o resultado
desse langamento, sendo que a chance de se obter cada face € a mesma, ou seja,

esse langamento consiste em um experimento aleatério, e Q = {1, 2,3,4,5, 6} € um
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espaco amostral equiprovavel. Considere agora o evento A da obtencdo de um
numero multiplo de 3 nesse langamento. Assim, temos A = {3, 6} )
Portanto, a probabilidade de se obter um numero multiplo de 3 no

langamento do dado é: P(A) = % = % = %
n

Em alguns problemas, para otimizar os calculos, & mais

interessante o calculo de a probabilidade de um evento A ndo ocorrer, ou seja, obter
a probabilidade do complementar de A, indicado por A.E importante observar que:

P(A)+P(K) =1=P(A) :1-P(K)

2.6.1 — Probabilidade Condicional

Considere uma urna com dez bolas numeradas de 1 a 10, que se
diferem apenas pela numeragdo. Com essa urna, deseja-se sortear uma dessas

bolas. Assim, ={1234,56,7,80910}. Considere também os eventos
A={1357,9 e B={234}.

Conforme visto no tépico anterior, a probabilidade de ocorréncia de

B é dada por:
P(B):—n(B) -3
n(Q) 10

Agora, considere a situagdo em que, antes de conhecer o numero
sorteado, ja se sabe que o evento A ocorreu. Essa ultima informagdo modifica a
maneira com que se analisa a probabilidade da ocorréncia de B, uma vez que se
sabe que o numero sorteado é impar. Portanto, B tera ocorrido apenas no caso de o
numero 3 ter sido o sorteado, tendo A como espaco amostral. Calculando essa
probabilidade, tem-se:
n(AnB) 1

n(A) 5

Esse tipo de probabilidade é denominado probabilidade condicional.
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Definicao
Sejam A e B eventos nao vazios de um espago amostral Q.
Denominamos de probabilidade condicional de B em relagcéo a A, e indicamos por
P(B | A), a probabilidade de ocorrer o evento B, ja tendo ocorrido o evento A.
n(AnB)
n(A)

Pode-se escrever P(B|A) em fungdo de P(AnB) e de P(A),

P(BIA)=

dividindo o numerador e o denominador da express&o por n(Q) .

n(ANB)
P(B|A):%:P(B|A):%

n(Q)
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3 PROBLEMAS NAO USUAIS E MATEMATICA DISCRETA

Problemas curiosos podem ser um excelente ponto de partida para
promover a motivacdo dos alunos nas atividades matematicas. Contudo, é
importante observar que o desafio inerente ao problema deve estar relacionado a
dificuldade de se estabelecer uma estratégia de resolugdo, ou seja, definir um
plano, identificar os conceitos matematicos necessarios etc. O desafio ndo deve ser
identificado em dificuldades operatdrias, como calculos extensos.

Sobre resolver problemas, Polya (1995, p. V) afirma que:

Um professor de Matematica tem, assim, uma grande oportunidade.
Se ele preenche o tempo que lhe é concedido a exercitar seus
alunos em operagbes rotineiras, aniquila o interesse e tolhe os
desenvolvimentos intelectuais dos estudantes, desperdigando, dessa
maneira, a sua oportunidade. Mas se ele desafia a curiosidade dos
alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com os
conhecimentos destes e auxiliando-os por meio de indagacbes
estimulantes, podera incutir-lhes o gosto pelo raciocinio
independente e proporcionar-lhes certos meios para alcancgar este
objetivo.

A seguir, sao propostos problemas cuja resolugdo apoia-se em
conceitos da Matematica Discreta. Esses problemas constituem-se uma alternativa
aqueles predominantes nos livros didaticos de Matematica, uma vez que buscam
agugar a curiosidade do leitor a compreender os conceitos matematicos que os
sustentam, possibilitando-se assim o trabalho com diferentes objetivos: desde a

introducao de novos conceitos até o aprofundamento no estudo destes.

3.1 — PROBLEMA 1: MATEMATICA NA LENDA DO XADREZ

O xadrez é um dos jogos de tabuleiro mais conhecidos e praticados
mundialmente. S&o cada vez mais comuns exemplos de escolas que desenvolvem

projetos relacionados a pratica do xadrez a fim de potencializar competéncias

matematicas em seus alunos.
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Figura 7 — Tabuleiro de xadrez.

S&o inumeras as lendas que tratam a histéria da criagdo do xadrez.
A versao apresentada no Quadro 4, é um resumo baseado no livro O homem que
calculava (1938), de Julio César de Mello e Souza, mais conhecido pelo heterénimo
Malba Tahan. O texto na integra, conforme aparece em O homem que calculava,

consta do anexo A.
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Quadro 4 — Resumo da lenda do xadrez.

Um poderoso rei, da provincia indiana Taligana, havia perdido seu
unico filho em uma batalha. Desde entdo, o rei sofria de forte tristeza, ndo zelando
como se deve por seu reino e negoécios. Certo dia, um jovem bramane chamado
Lahur Sessa apresentou ao raja um jogo de tabuleiro com 64 casas, metade
brancas e a outra metade, pretas. Esse jogo, que posteriormente deu origem ao
xadrez como o conhecemos atualmente, possuia pecas que representavam a
cavalaria, a infantaria, carros de combate, o vizir mais importante e o proprio rei.

Ao inteirar-se das regras e dar inicio a pratica do jogo, o rei teria
ficado tao satisfeito que curou-se da tristeza e voltou a governar com vontade e
disposigédo. De acordo com essa lenda, dada tamanha satisfagao, o rei ofereceu ao
bramane o que ele desejasse como recompensa. Apds resistir, com alguma
insisténcia do raja, Sessa entdo pediu que lhe fossem dados graos de trigo. A
quantidade de graos seria definida da seguinte maneira: na 12 casa do tabuleiro
deveria ser colocado um Unico grdao, na 22 casa dois graos, na 32 casa quatro
graos, na 42 casa oito grdos e assim sucessivamente, dobrando a quantidade de
graos para a casa seguinte.

Ap6s julgar humilde a pedida do bramane, o rei ordenou aos seus
suditos que lhe fossem imediatamente entregues os graos de trigo, assim como

havia solicitado.

Antes de finalizar essa lenda, vale determinar a quantidade de
graos de trigos prometidos pelo rei ladava a Lahur Sessa.

Uma abordagem inicial, a fim de compreender melhor a situagao,
pode ser realizada por meio da constru¢do de um quadro, indicando a casa e a
quantidade correspondente de gréos de trigo a serem depositados nela, conforme

mostra o Quadro 5.
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Quadro 5 —Quantidade de graos de trigo em algumas casas do tabuleiro de xadrez.

Casa Quantidade de gréos

12 1

28 21=2

3 2.2=4

42 2-4=8

52 2-8=16

6° 2-16=32

78 2-32=64

E razoavel conjecturar que a sequéncia das quantidades de grdos a
serem colocadas no tabuleiro corresponde a uma progressao geométrica, conforme

mostra o Quadro 6.

Quadro 6 — Progressao geométrica da quantidade de graos de trigo nas casas do
tabuleiro de xadrez.

Casa Quantidade de graos
12 1=2°

28 2=2.2°=2

3 4=2.2'=2°

42 8=2.22=2°

52 16=2.2°=2*

6° 32=2.2*=2°

78 64=2.2°=2°
642 2.962 _ 963

Para calcularmos a quantidade total de grdos, temos de obter a

soma dos 64 termos da progressdo geométrica em que o primeiro termo é a,=1¢e a
razdo é q =2, ou seja, a soma dos termos da sequéncia (‘I, 2,22,2°,242° ..., 263).
Usando a formula da soma dos n primeiros termos da progresséo

a1(1—q")3864:1(1—264)

—=264_1
1-q 1-2

geometrica, temos: S =

O céalculo de 2* -1 ndo é possivel de ser realizado em

calculadoras mais usuais, mesmo as cientificas. Para calcula-lo, pode-se fazer uso
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de um programa de computador apropriado, como o Microsoft Mathematics, por

exemplo. A Figura 8 € uma janela desse programa indicando o valor do calculo

realizado.
Figura 8 — Calculo de 2* -1 no Microsoft Mathematics.
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Portanto, a soma corresponde a 18 446 744 073 709 551 615 graos
de trigo.

De volta a lenda, apés os assistentes do rei fazerem os calculos e
obterem o montante acima, concluiram que eram necessarias as safras de trigo de
séculos de toda a india para que a divida pudesse ser paga ao bramane. Diante de
tal fato, coube ao rei valorizar a inteligéncia do bré&mane oferecendo a ele o cargo
de vizir mais importante da provincia. Sessa, apds aceitar o convite, deu como

perdoada a divida do raja.

3.1.1 — Para a Sala de Aula

Uma sugestao de trabalho com esse problema € usa-lo para tratar
de progressdo geométrica. Para realizar essa proposta, primeiramente pode ser
apresentada aos estudantes a versao da lenda sobre a origem do xadrez, omitindo
inicialmente as questdes matematicas relacionadas a quantidade de graos de trigo.
Posteriormente, pode ser trabalhada a sequéncia definida pela quantidade de gréaos

em cada casa, a fim de introduzir a ideia de progressao geométrica e formaliza-la
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por definicdo. Algumas questdes podem ser levantadas a fim de que os estudantes
percebam como essa sequéncia cresce rapidamente, por exemplo: quantos graos
de trigo devem ser colocados na 42 casa? E na 102 casa? E na 152 casa?

Para responder a essas questdes, pode ser trabalhada a obtencao

do termo geral de uma progressdo geométrica dada pela formula a_, =a,-q"".
e Quantidade de grdos na 42 casa: a, =1-2""=8
¢ Quantidade de grédos na 10 casa: a,, =1-2'"" =512

¢ Quantidade de gréos na 152 casa: a,, =1-2'°" =16384

Por fim, ao tratar do montante de graos de trigo, pode-se iniciar o
trabalho com a soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica. E
importante que os alunos, inicialmente, estimem a quantidade total de graos de
trigo.

Este problema é também uma boa oportunidade de programas de
computador nas aulas de Matematica. Neste caso, o calculo pode ser realizado com
o uso do programa gratuito Microsoft Mathematics.

Um complemento para o problema consiste em analisar a grandeza
da quantidade de gréos de trigo, que corresponde a cerca de 1,84-10" unidades.
Considerando, por exemplo, que cada grao de trigo tenha cerca de 0,045 gramas
(massa obtida a partir de amostragem), ou seja, 4,5-10°° toneladas, temos que a
quantidade de graos de trigo correspondem a aproximadamente 828 bilhdes de

toneladas, pois:
(184-10'%)-(4,5-10°) =8,28-10"

De acordo com a Organizagdo das Nacgdes Unidas para a
Alimentacdo e a Agricultura (FAO), disponivel em <http://www.fao.org.br>, foram

produzidos mundialmente em 2012 cerca de 660 milhdes de toneladas de trigo

(6,6-108 toneladas). Portanto, a quantidade de graos de trigo que Sessa deveria

receber do rei corresponde a cerca de 1 255 vezes a produgdo mundial de trigo do
ano de 2012, uma vez que:

8,28-10"
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3.2— PROBLEMA 2: POSSO ADIVINHAR SUA IDADE?

Os problemas de adivinhagdo estdo entre os mais interessantes do
ponto de vista de curiosidade do estudante. Pensar em um numero, executar alguns
calculos mentalmente e ter o numero pensado descoberto pelo interlocutor soa
como magica. Contudo, mais interessante se torna o problema quando os
fundamentos matematicos que estdo por traz da “magica” sdo analisados
criteriosamente, desvendando os detalhes envolvidos.

Muitos desses problemas sao fundamentados na Matematica
Discreta e possibilitam que estudantes da Educacdo Basica tenham acesso a
diversos saberes desse campo matematico.

A proposta a seguir € de um problema de adivinhagdo que envolve
cartas com tabelas de numeros naturais. Esse problema pode ser encontrado em
diversos sites da internet, com diferentes variagées. Contudo, muito raramente sao
dadas as devidas e corretas explicagcdes sobre seu fundamento.

Na analise estrutural desse problema de adivinhagdo, podem ser
tratados conceitos de decomposi¢cao de numeros naturais, potenciacao, escrita de

nameros na base 2 e Principio da inducgao finita.

Problema
Veja em quais das cartas apresentadas na Figura 9 aparece o
numero correspondente a sua idade (considerando uma pessoa com idade inferior a

32 anos). Diga quais s&o essas cartas e eu direi a vocé qual € a sua idade.
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Figura 9 — Cartas com os numeros de 1 a 31.

A B C D E
1 17 2 28 4 20 8 24 16 24
3 19 3 29 5 21 9 25 17 25
5 21 6 2 6 2 10 26 18 26
7 23 7 23 7 23 11 27 19 27
9 25 10 26 12 28 12 28 20 28
11 27 11 27 13 29 13 29 21 29
13 29 14 30 14 30 14 30 22 30
15 31 15 31 15 31 15 31 23 31

Inicialmente, é importante observar que nas cartas aparecem os
numeros naturais de 1 a 31. Além disso, um mesmo numero pode aparecer em
mais de uma carta.

Na brincadeira, por exemplo, se as cartas em que aparece 0
numero com a idade da pessoa forem A, C e E, entado a idade € 21 anos.

Essa resposta foi obtida a partir da soma do primeiro (e menor)
numero contido em cada uma das cartas indicadas pela pessoa. Nesse caso, por
exemplo, na carta A corresponde o numero 1, na carta C, o numero 4 e, na carta E
0 numero 16.

1 + 4 + 1§ = gj

car;'aA carHt’;C cartaE  idade da pessoa
Observe na Figura 10, que o numero 21 aparece apenas nas cartas
A, CeE.



Figura 10 — Cartas com os numeros de 1 a 31, com o numero 21 destacado.

A B C D E
1 17 2 28 4 20 8 24 16 24
3 19 3 29 5 9 25 17 25
5 6 22 6 22 10 26 18 26
7 23 7 23 7 23 11 27 19 27
9 25 10 26 12 28 12 28 20 28
11 27 11 27 13 29 13 29 29
13 29 14 30 14 30 14 30 22 30
15 31 15 31 15 31 15 31 23 31

57

Para compreender a organizagdo dos numeros nas cartas e o
motivo pelo qual soma-se o primeiro numero de cada carta indicada, obtendo o
correspondente a idade da pessoa, tem-se que analisar a seguinte afirmacgao:

Todo numero natural pode ser decomposto, de maneira unica, na
forma a,-2° +a,-2'+a,-2*+a,-2° +...+a_-2", sendo 8, =0 ou @ =1.

Por exemplo, o numero 21 pode ser escrito da seguinte maneira:

21=1.2°40-2" +1.2°+ 0-2°+1.2* =1+0+4+0+16

De fato, vejamos a demonstragdo da afirmagéo anterior, com base

em uma generalizada para qualquer base, feita por Domingues (1991, p. 34).

Propriedade

Seja n um numero natural. Entdo, n pode ser escrito, de maneira

Gnica, na forma: n=a,-2° +a,-2'+a,-2* +a,-2° +...+a, -2", com & €{0,1}.

Demonstracao

[) Inicialmente iremos demonstrar a existéncia da escrita

apresentada por meio do Principio da inducéo finita (segundo principio) sobre n.

Para n=1, basta tomar a,=1e a =0 para i>0:
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1=1.2°
Para n>2, vamos, por hipotese, admitir possivel a escrita para

todo nimero natural b, com 1<b <n, e mostrar a validade também para n.

Assim, temos b=a'-2°+a'-2'+a',-2°+a'-2° +...+a'_-2", com
a' €{0,1.

Utilizando a divisdo de n por 2, podemos escrever n da seguinte
maneira: N=2-b+r, com re{0,1}.

Assim, segue que:

n=2-(a\y2’+a' - 2'+a',: 2 +a';: 2° +..+a - 2" )+r =

—n=a'2'+a'-2*+a',-2%+a',- 2" +...+a" 2™ +r

Como re{0,1}, temos:

r=0=n=a'-2'+a'-2°+a',-2°+a',-2" +...+a' - 2™

r=1=>n=12"+a'-2'+a'-2°+a',-2° +a',-2* +...+a' - 2™

Portanto, n=a,-2°+a,-2'+a,-2*+a,-2°+...+a,_ - 2", com
a {0, 1}, para todo ntimero natural n.

Il) Para demonstrar a unicidade, temos que é trivial o caso n=1,
uma vez que a Unica representacdo é n=1=1.2°,

No caso de n> 2, suponhamos que a unicidade é valida para todo

numero natural b, com 1<b<n.

Agora, suponhamos duas escritas para n, com a {01

a' {01,
n=a,-2°+a,-2'+a,-2°+a,-2°+...+a,, - 2"
n=a',-2°+a'-2'+a',-2°+a',-2° +...+a' _-2"
Segue que:
n:2(a1+32-21+a3-22+...+am-2m’1)+ao-2°
n=2(a'2"+a’,-2'+a';-2° +...+a' - 2" ") +a'y- 2°

0 ' 0
Como 272 ¢ 2>a,2 , 0 algoritmo de Euclides garante que



59

a,=a'y()e a,+a,-2'+a,-2*+...+a,-2""=a'-2° +a',-2' +a';- 2° +...+a' - 2" ' =b
().
Da hipétese de indugdo em (ll), visto que b<n, temos que b<n,

1 ' 1 '
a,=a', a,=a',, a,=ay,,..,a,=a\.

’

Portanto, a representacao € unica para qualquer numero natural n.
Se a idade de uma pessoa € menor que 32 anos, essa idade
corresponde a um numero natural entre 1 e 31. Assim, de acordo com a

demonstracao apresentada, esse numero natural pode ser escrito na forma
a,-2°+a,-2'+a,-2°+a,-2° +a, - 2*, visto que 2° =32 > 31.

Em cada carta, o primeiro nimero corresponde a 2° =1 (carta A),
2' =2 (carta B), 22 =4 (carta C), 2° =8 (carta D) ou 2* =16 (carta E).

Os numeros que constam da carta A séo aqueles em que a, =1, os
da carta B, em que a,=1 e assim sucessivamente. O nimero 21, por exemplo,
consta das cartas A, C e E, pois a, =a, =a, =1, mas ndo consta das cartas B e D,
pois a,=a, =0.

Como a escrita de um numero natural na forma
a,-2°+a,-2'+a,-2°+a,-2° +...+a,-2" ¢ Unica, esta garantido que a combinagéo
de cartas de que um numero consta também € unica. Assim, com a informacao das

cartas em que certo numero estd, basta adicionar o menor numero de cada carta

para obté-lo.
3.2.1 — Como Construir as Cartas

Podemos expandir a quantidade de numeros e de cartas nessa
brincadeira de adivinhagcdo, uma vez que, conforme a demonstragdo apresentada,

qualquer numero natural pode ser decomposto de maneira Unica na forma
0 1 2 3 n
a,-2 +a,-2 +a,-2°+a,-2°+...+a,-2".
Note que a carta seguinte, que denominaremos F, tera como

primeiro (e menor) elemento o ndmero 32, pois nesse caso a ;=1 e

a,-2°=1.32=32.
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Por consequéncia, o maior numero que poderemos distribuir entre
essas seis cartas € 63, obtido no caso em que a,=a,=a,=a,=a, =a, =1:
1.2° 412" +1.22 +1.2° +1.2° +1.2° =14+2+4+8+16+32=63

Podemos decompor numeros na forma
a,-2°+a,-2'+a,-2*°+a,-2°+..+a,-2" por meio do mesmo processo de
transposicdo de um numero da base decimal para a binaria. Nesse processo,
dividimos inicialmente o numero por 2 (divisdo d, ), obtendo um quociente q, inteiro
e um resto I, igual a 0 ou 1. Se 1, =0, teremos que na decomposigdo a, =0; caso
r, =1, teremos a, =1. Na divisdo seguinte (d,), dividimos g, por 2 e obtemos o
quociente inteiro @, e o resto r,. De maneira semelhante, se r, =0, teremos a,=0;

caso I, =1, teremos a,=1. Esse processo deve seguir até que se obtenha um

quociente g, =0.

Para exemplificar o processo descrito acima, podemos decompor o
numero 53, uma vez que, na adigdo da carta F a adivinha, temos de decompor os
numeros de 32 a 63.

Para a decomposicao do numero 53, fazemos:
e d:
53:2=2- gg +1

o To

Assim, teremos na decomposigéo 20 :1, pois 0 = 1
. d
26:2=2-13+0
- v
% i
Assim, teremos na decomposicéo a, =0, pois r, =0.
. d,

13:2=2.6+1

G N

Assim, teremos na decomposigéo a, =1, pois r, =1.
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6:2:2-§+g

B I

Assim, teremos na decomposicéo a, =1, pois r, =0.

3:2=2-1+1

qQ I

Assim, teremos na decomposigéo a, =1, pois r, =1.

1:2:2-Q+j

B T

Portanto, podemos decompor o numero 53 da seguinte maneira:

1.2°4+0-2"+1.22+0-2°+1.2* +1.2° =1+0+4+0+16 + 32 =53

Assim, o numero 53 devera constar das cartas A, C, E e F, pois

a, =a,=a, =a, =1, mas nao devera constar das cartas B e D, pois a,=a, =0.

E importante destacar que a composicdo dos algarismos na escrita

binaria é dada por a,a,a,a,aa,, ou seja, 110101.

Decompondo da maneira apresentada todos os numeros naturais

de 32 a 63, obtemos as cartas indicadas na Figura 11.
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Figura 11 — Cartas com os numeros de 1 a 63.

B C
1 17 35 51 2 28 34 50 4 20 36 52
3 19 37 8583 3 29 35 51 5 21 37 53
5 21 39 55 6 2 38 54 6 2 38 54
7 23 41 57 7 23 39 55 7 23 39 55
9 25 43 59 10 26 42 58 12 28 44 60
11 27 45 61 11 27 43 59 13 29 45 061
13 29 47 63 14 30 46 62 14 30 46 62
15 31 49 33 15 31 47 63 15 31 47 63

D E F
8 24 40 56 16 24 48 56 32 40 48 56
9 256 41 57 17 25 49 57 33 41 49 57
10 26 42 58 18 26 50 58 34 42 50 58
11 27 43 59 19 27 51 59 35 43 51 59
12 28 44 60 20 28 52 60 36 44 52 60
13 29 45 061 21 29 53 o1 37 45 53 61
14 30 46 62 22 30 54 62 38 46 54 62
15 31 47 63 23 31 55 63 39 47 55 63

E bem provavel que, ao inserir mais uma carta com o menor elemento 64
e 0 maior elemento igual a 127, seja possivel propor a adivinha a quase todas as
pessoas do planeta. Ficariam de fora apenas aquelas com 128 anos de idade ou

mais.
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3.2.2 — Para a Sala de Aula

Os conceitos matematicos que subsidiam esse problema
constituem-se em sua maior parte de elementos da Matematica Discreta, como a
classificagdo de um numero natural em par ou impar e a escrita de um numero
natural em base diferente da decimal. O carater ludico da adivinha corresponde a
um ponto motivador do estudo desses conceitos em sala de aula.

Inicialmente, pode-se propor a adivinha a alguns alunos. Como, em
turmas de ensino regular, as idades dos alunos sdo muito proximas ou de
conhecimento do professor, é interessante pedir que o aluno escolha qualquer
numero natural de 1 a 31 e indique as cartas de que consta o numero escolhido.

Em seguida, € importante propor uma discussdo com os alunos a
fim de que eles observem regularidades na distribuicdo dos numeros nas cartas. A
conducgao da discussao pode ser enriquecida com questdes provocadoras, como:
Todos os numeros impares constam da carta A. Por qué?

H4& alguma carta com todos os numeros pares?
Ao observar o primeiro numero de cada carta, € possivel perceber algum padrao?

ApoOs essa discussdao e o registro de todas as caracteristicas
observadas pelos alunos, pode-se apresentar o critério que define a distribuicdo dos
numeros nas cartas.

Algumas observagdes acerca da demonstracédo da unicidade da
decomposicdo podem ser discutidas com os alunos a fim de que se familiarizem
com os processos légicos envolvidos. Além disso, € a demonstragdo que garantira o
mecanismo da adivinha. E importante observar que o principio da inducdo finita,
pelo qual é realizada a demonstracao, foi abordado no capitulo 1 deste trabalho.

Antes de apresentar o dispositivo de que se obtém a forma
decomposta, é interessante que os alunos realizem tentativas proprias. Outra
sugestdo € propor que eles realizem uma pesquisa sobre numeragao binaria e
sobre transformacao da base decimal para a binaria.

A fim de avaliar o trabalho, pode-se organizar os alunos em grupos
e solicitar que incluam cartas na adivinha inicial. Para isso, eles devem realizar todo

o processo apresentado.
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Para deixar o trabalho mais dinamico em sala de aula, pode-se
utilizar programas de computador, como as planilhas eletrénicas, com o objetivo de
realizar conversdes de numeros na base decimal para a base binaria.

No Microsoft Excel, por exemplo, a formula “=DECABIN(x)” converte
O numero X na base decimal para a base binaria. A Figura 12, por exemplo,

apresenta o numero 53 convertido para a base binaria.

Figura 12 — Conversdo do numero 53 da base decimal para a base binaria
utilizando Microsoft Excel.
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3.3 — PROBLEMA 3: TEM ALGUEM COMEMORANDO ANIVERSARIO?

Problema

A um grupo com 25 pessoas pede-se que digam o dia do ano em que cada uma faz
aniversario. E mais provavel que pelo menos duas dessas pessoas facam
aniversario em um mesmo dia do ano ou € mais provavel que isso nao ocorra?

Foi com base em situagdes como essa, isto é, tomar partido em
uma situagcdo que envolve o acaso, que a probabilidade mais se desenvolveu ao
longo da histéria.

No problema citado, um estudante menos cuidadoso com as
matematicas envolvidas nesse tipo de situagao faria a seguinte analise: um ano,
com excecao daqueles bissextos, tem 365 dias. Para que tenhamos certeza de que
pelo menos dois facam aniversario em um mesmo dia, temos de ter 366 pessoas.
Como trata-se de um grupo com apenas 25 pessoas, aparentemente a chance de
que haja coincidéncia de aniversarios é pequena.

Pois bem, nesse caso a probabilidade maior € que ocorra
coincidéncia. Ha cerca de 57% de chance de que pelo menos duas pessoas sejam

aniversariantes em um mesmo dia.
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Para se compreender melhor esse problema, denotemos por A o
evento em que ha ocorréncia de pelo menos duas pessoas fazerem aniversario em
um mesmo dia. Assim, temos que a probabilidade de A corresponde a soma de
duas, trés, quatro, ..., 25 pessoas fazerem aniversario em um mesmo dia.

Por comodidade nos calculos, convém calcularmos a probabilidade
do complementar de A (A°), que consiste nos casos em que cada uma das 25

pessoas faga aniversario em dias diferentes.
Sendo assim, para a ocorréncia de A°, temos:

¢ 12 pessoa pode fazer aniversario em qualquer um dos 365 dias do ano:

_365
' 365

e 22 pessoa pode fazer aniversario em qualquer um dos 364 dias em que a 12
pessoa hao faz aniversario:
_ 364
27365
e 32 pessoa pode fazer aniversario em qualquer um dos 363 diasem que a 12 e a
22 pessoa nao fazem aniversario:

p, 363
365

e 252 pessoa pode fazer aniversario em qualquer um dos 341 dias em que as
demais 24 pessoas nao fazem aniversario:

341
*® 365

Como, para a ocorréncia de A° todos esses eventos devem ser

simultadneos, temos:

365!
p(ac)-365 364 363 341_ a0l 365!
365 365 365 ~ 365 365 340! 3657

Este também é um calculo em que se faz necessario o uso de
programas de computador, como o Microsoft Mathematic, por exemplo, conforme

mostra a Figura 13.
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365! no Microsoft Mathematics.

Figura 13 — Calculo de 22013655

LILTITY| Inicio

Entrada 365!
340! - 36523

nserir
@ Digite uma expresséo e cligue em Inseri.

Logo, P(A°)00,43=43% |

Assim, segue que:
P(A)=1-P(A®)01-0,43=0,57 =57%

Podemos expandir essa analise para um grupo de n pessoas, com
1<n<366.
Para isso, seguindo o raciocinio do exemplo anterior, temos:
e 12 pessoa pode fazer aniversario em qualquer um dos 365 dias do ano:

_365
' 365

e 22 pessoa pode fazer aniversario em qualquer um dos 364 dias em que a 12
pessoa nao faz aniversario:

_364
2 365

¢ 32 pessoa pode fazer aniversario em qualquer um dos 363 diasem que a 12 e a

22 pessoa nao fazem aniversario:

_363
3365
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e 252 pessoa pode fazer aniversario em qualquer um dos 341 dias em que as
demais 24 pessoas nao fazem aniversario:

3
* 365

e n-€zima pessoa pode fazer aniversario em qualquer um dos [365—(n—1)] dias
em que as demais (n —1) pessoas nao fazem aniversario:

[365—(n—1)]

" 365
Calculando a probabilidade de ocorrer A, temos:
365!
365—(n-1 365—-(n—-1)-1]! I
P( C):222'222'222""'gg;""'[ 36(5 L 3(65” -~ :(36513?1;365”

Dessa maneira, segue que:

365!
P(A)=1-
(A) (365-n)!-365"

No Quadro 7, estdo as probabilidades de pelo menos uma

coincidéncia de aniversario para grupos com diferentes quantidades de pessoas.

Quadro 7 — Probabilidade de coincidéncia de aniversario de pelo
menos duas pessoas.

NUmero de pessoas Probabilidade (%)
5 2,7
10 11,7
15 25,3
20 41,1
25 56,9
30 70,6
35 81,4
40 89,1
45 94,1
50 97
55 98,6
60 99,4
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A partir desse quadro, podemos construir um grafico para
representar a probabilidade de coincidéncia de aniversario de pelo menos duas
pessoas. Nesse caso, podemos utilizar uma planilha eletrbnica, como o Microsoft

Excel, conforme mostra a Figura 14.

Figura 14 — Probabilidade de coincidéncia de aniversario.

Probabilidade de coincidénciade aniversario de pelo menos
duas pessoas
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3.3.1 — Para a Sala de Aula

O assunto tratado nesse problema pode ser utilizado em sala de
aula a fim de instigar os alunos em calculos probabilisticos. A contraintuicao
provocada pelo confrontamento entre o “palpite” sobre a chance de se ter
coincidéncia de aniversariantes em um grupo de pessoas e 0 resultado
probabilistico pode ser um fator motivador para a realizagao da atividade.

Uma sugestao €, apds um estudo inicial de probabilidade, em que
sao realizadas as definicbes e os calculos mais elementares, propor a resolugao
desse problema pelos alunos. Primeiramente, pode-se pesquisar em sala de aula
se ha alguma coincidéncia de aniversario. Em turmas com 30 ou mais alunos, essa
probabilidade € de pelo menos 70%, como visto anteriormente. Em seguida, é
possivel apresentar o problema de maneira gradativa, ou seja, de grupos menores
para grupos maiores de pessoas. Um cuidado que se deve ter é o de que os alunos

compreendam que o calculo da probabilidade complementar € mais vantajoso.
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Deduzir uma expressao geral € importante para que eles possam perceber que, a
medida que aumentamos o numero de pessoas no grupo, a probabilidade de
coincidéncia de aniversario aumenta em um ritmo menor.

Por fim, vale propor aos alunos que pesquisem coincidéncias de
aniversario em grupos conhecidos, como em outras turmas da escola. Isso é
importante para que comparem a probabilidade calculada e o fato observado em
experimentos, ou seja, mesmo que a probabilidade calculada indique que a chance
de coincidéncia de aniversario seja maior do que 50%, isso ndo garante que, na

pratica, tal coincidéncia ira ocorrer.

3.4 — PROBLEMA 4: A TORRE DE HANOI

Com diferentes objetivos, ora na introdugao ou fixagdo de conceitos,
ora como momento ludico com intencdo de desenvolvimento do raciocinio e de
estratégias, as atividades com jogos podem trazer momentos prazerosos as aulas
de Matematica.

A Torre de Handi é composta de trés varetas e alguns discos de
tamanhos distintos. Os discos devem ser colocados em uma das varetas, de
maneira que um disco nunca fique sobre outro de menor didmetro. O objetivo &
transferir os discos de uma vareta para outra, sendo que sé € permitido o
deslocamento de um disco por vez, e considerando a regra de que um disco nunca

pode ficar sobre outro de menor didmetro.

Figura 15 — Torre de Handi com nove discos.

Esse jogo origina-se de uma lenda indiana em que o deus Brahma
dispés 64 discos sobre um dos pinos da Torre de Handi, os quais deveriam ser

transferidos para outro pino, seguindo as regras ja estabelecidas. Para essa tarefa,
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foram incumbidos sacerdotes de um templo que deveriam fazer os movimentos dia e
noite. Ao fim dessa tarefa, segundo Brahma, o mundo se acabaria.

De acordo com Machado (2006), a Torre de Hanoi pode ser utilizada
desde a Educacao Infantil at¢ o Ensino Médio, em um nivel crescente de
complexidade. Na Educacdo Infantil, por exemplo, pode-se tratar da questdao dos
tamanhos dos discos e da classificacdo quanto as cores, visto que comumente estes
sdo apresentados em diferentes conjuntos de discos coloridos. No Ensino Médio,
podem ser explorados conceitos, como recorréncia, potenciagcao e Principio da
inducao finita.

Uma interessante abordagem a Torre de Handéi foi dada por
Watanabe (1986). Com base nessa abordagem, sera estudado o numero minimo de
movimentos necessarios para se completar a transferéncia de discos na Torre de

Handi. Veja alguns exemplos:

e 1 disco
Figura 16 — Transferéncia de um disco na Torre de Hanai.
1
—_—
1 movimento: & =
e 2 discos

Figura 17 — Transferéncia de dois discos na Torre de Handi.

3 movimentos: d, =3
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e 3 discos

Figura 18 — Transferéncia de trés discos na Torre de Handi.

NI

7 movimentos: d, =7

e 4 discos

Figura 19 — Transferéncia de quatro discos na Torre de Handi.

NIVIONIT

15 movimentos: d, =15

e 5 discos

Figura 20 — Transferéncia de cinco discos na Torre de Hanai.

15 1 15
—> = —>
d, =31

31 movimentos: 5

E possivel perceber que o nimero de movimentos para uma
quantidade n de discos corresponde ao dobro de movimentos de n—-1 acrescido de
um movimento, ja que inicialmente sdo transferidos n—1 discos para uma vareta,
depois é transferido o maior disco para a outra vareta e, por fim, novamente sao

transferidos n—1 discos, agora, sobre o maior disco.

Dessa maneira, sendo d, a quantidade de movimentos necessario
para transferir n discos, temos a férmula de recorréncia d. =2d_,+1 da quantidade
minima de transferéncia de discos para a conclusdo da Torre de Handi com n
discos. Nessa recorréncia, d0 =0, uma vez que corresponde a transferéncia de zero

discos na Torre de Hanoi.
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Um trabalho interessante € obter uma férmula que dependa apenas

de n, ou seja, em que nao haja a necessidade de se obter o termo anterior.

Considerando, na expressdo d . =2d ,+1 os valores n=1234,5,..., podemos
escrever:
n=1->d,=1
n=2->d,=2-1+1=2+1
N=3->d,=2-(2+1)+1=2%+2+1
N=4-d,=2:(2°+2+1)+1=2"+27 +2+1
N=5-d;=2:(2°+22+2+1)+1=2" +2° + 27 + 2+1

E possivel notar que, para n discos, a quantidade de movimentos
corresponde a soma dos termos de uma progressdo geomeétrica com n termos, em
que o primeiro termo é a,=1 e a razéo é q=2. Portanto, podemos calcular a

quantidade minima de movimentos para n discos da seguinte maneira:

d, =S, _a(i-d)_1(1-2) —d, =2" -1
1-q 1-2

E importante observar que essa féormula foi obtida a partir de
observagdes de regularidade, o que nao garante sua validade para uma quantidade
n qualquer de discos. Uma maneira interessante de garantir essa validade da

relacdo d =2"—1 é pelo Principio da indugéo finita, também tratada por Watanabe

(1986).

Propriedade

No jogo Torre de Handi, a quantidade minima de movimentos

necessarios com n discos é dada por d, =2" —1.

Demonstracao
Nesse caso, a base de inducao é direta, pois, para um disco, basta
movimenta-lo em uma unica etapa a um dos outros pinos e, calculando pela férmula

com n=1, temos:

d=2"-1=2-1=1
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A hipotese de indugao supde que com n discos sdo necessarios, no
minimo, d, =2" —1 movimentos.

Agora, considerando n+1 discos em certo pino, temos que sao
necessarios 2" —1 movimentos para deslocar os n discos superiores a outro pino,

conforme hipdtese de inducdo. Na sequéncia, € necessario um movimento para
levar o disco restante (maior dos n+1 discos) ao pino ainda vazio. Por fim, sdo
necessarios mais 2"-1 movimentos para descolar os n primeiros discos
movimentados e coloca-los sobre o disco maior. Dessa maneira, para movimentar

n+1 discos € necessaria a seguinte quantidade de movimentos:

(2"-1)+1+(2"-1)=2"+2"-1=2.2"—1=2""-1=d,,

Logo, podemos garantir, pelo Principio da inducéo finita, que a
quantidade minima de movimentos necessarios em uma Torre de Handi com n
discos é dada por d, =2" 1.

Com a férmula d, =2" -1 é possivel observar que a quantidade

minima de movimentos para completar a transferéncia de 10 discos é 2'° -1, ou
seja, 1023 movimentos. Com 20 discos, a quantidade de movimentos ja passa de 1
milhdo. S&o necessarios, no minimo, mais de 1 bilhdo de movimentos para deslocar
30 discos.

Com relagdo a lenda indiana sobre a origem da Torre de Handi,
temos que a quantidade minima de movimentos é dada por 2% —1. Vamos

considerar que os monges demorem 1 segundo para fazer cada movimento. Um
ano tem cerca de 31536000 segundos. Esse valor € menor que 2°° =33554432, ou

seja, 31536000 < 2%

64

2 . .
Temos que Fzzfﬂg. Assim, o mundo devera acabar 2°*° anos

apoés a criacdo da Torre de Handi. Aprofundando-se um pouco mais nos calculos,
temos que 2*° =1073741824, isto &, 2°° é mais do que 1 bilhdo de anos. Temos

239

que ZT_29:512.

Portanto, de acordo com a lenda, o mundo devera acabar quando

alcancar 512 bilhdes de anos de existéncia. Como estudiosos calculam que o
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planeta tenha cerca de 4,5 bilhdes de anos de idade, ainda nos restam mais de

507,5 bilhoes de anos de existéncia.

3.4.1 — Para a Sala de Aula

A Torre de Handi constitui um instrumento que possibilita um
trabalho diversificado e com diferentes objetivos pedagogicos em sala de aula. Ao
trabalha-la no Ensino Médio, pode-se iniciar com a realizagdo normal do jogo.
Nessa etapa, uma abordagem interessante € apresentar as regras e permitir que os
estudantes joguem sem uma anadlise de estratégias preliminar. A fim de nao
desmotiva-los, € importante propor inicialmente o jogo com apenas trés discos e,
aos poucos, solicitar que mais discos sejam adicionados. Em geral, a Torre de
Handi é encontrada para compra junto a um conjunto de nove discos. Contudo, ha
diversas versdes eletrbnicas disponiveis em sites da internet, como o
disponibilizado no Blog da Psicologia da Educacgéo da Universidade Federal do Rio

Grande do Sul em http://www.ufrgs.br/psicoeduc/hanoi (Figura 21).

Figura 21 —Torre de Handi eletronica.

Torre de Hanoi

Jogo
Instruges
Desafios

e-Créditos

Inicialmente
selecione o Pino
de destino dos

o discos !

UFRGS * 2005 * licenga GPL de software livre -

Em um segundo momento, apresentar a lenda da criacdo do jogo
pode enriquecer o trabalho. Em seguida, junto aos estudantes, € possivel propor um
trabalho matematico, como o apresentado nesse problema. Nessa etapa, é valoroso
realizar detalhadamente o trabalho com a matematica discreta envolvida, sobretudo

a recorréncia e a demonstragao pelo Principio da indugéo finita. Uma sugestédo é
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um trabalho em grupos de trés ou quatro estudantes, em que cada grupo deve,
inicialmente, obter, de forma experimental, o método que permite realizar o jogo no
menor numero de movimentos possiveis. Em seguida, cada grupo deve apresentar
suas conclusdes, fomentando um debate sobre o tema.

Ao final, com os estudantes, podem ser realizadas as formalizacbes

necessarias, conforme as demonstragdes e calculos aqui presentes.

3.5— PROBLEMA 5: VAMOS ABRIR E FECHAR ARMARIOS?

Um interessante problema em que, em geral, os alunos costumam
empregar esforgos para sua resolugao é o chamado Problema dos armarios.

Observe o0 enunciado de uma versao desse problema.

Problema

Considere uma escola com n armarios, todos fechados, e n
estudantes. Certa atividade consiste em um primeiro estudante mudar a situacao de
todos os armarios, ou seja, abrir cada um. Em seguida, um segundo estudante muda
novamente a situacdo dos armarios alternadamente: um armario sim e o seguinte
nao, a partir do armario de numero 2 até o armario de numero n, ou seja, ele fecha
um armario, mas o seguinte ndo. Depois, um terceiro estudante altera a situagao dos
armarios (abre se estiver fechado, e fecha se estiver aberto) a cada trés armarios, a
partir daquele de numero 3. De maneira semelhante, um quarto estudante altera a
situacdo dos armarios a cada quatro armarios, comecg¢ando pelo de numero 4.
Supondo que esse processo continue até que o n-ésimo estudante manipule os

armarios, quais armarios ficardo abertos?

3.5.1 — Primeira Abordagem

Primeiramente, pode-se observar o que ocorre com 0s armarios
iniciais quando por eles passam os estudantes. Nos quadros a seguir, as células em
destaque correspondem a situagdo (A: aberto; F: fechado) dos armarios

modificados pelo respectivo estudante.
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e 12 estudante: Nessa etapa, todos os armarios sdo abertos. Como o 2°

estudante iniciara as mudancas a partir do armario 2, temos que a situacao

(aberto) do armario 1 ndo sera alterada, conforme o Quadro 8.

Quadro 8 — Situacdo dos armarios modificados pelo estudante 1.

Armario
Est.|1/2/3/4|5|/6|7|8|910/11/12/13/14/15/16/17/18/19/20/21|22/23|24|25
1 A AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

e 2° estudante: Nessa etapa, os armarios de numeracéo par séo fechados. Como

Quadro 9 — Situacdo dos armarios modificados pelo estudante 2.

o 3.° estudante iniciara as mudancas a partir do armario 3, temos que a

situagao (fechado) do armario 2 n&o sera alterada, conforme o Quadro 9.

Armario
Est.|1/2 3|45 6|78 9(101112/13/14 151617 18 19|20 21 22|23/24 25
1 AAAIAAAIAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
2 /A\FAJFAIFAFAFAFAFAFAFAFAFAFA

e 32 estudante: Nessa etapa, a situagdo dos armarios multiplos de 3 ¢ alterada.

Como o 4° estudante iniciara as mudangas a partir do armario 4, temos que a

situagao (fechado) do armario 3 n&o sera alterada, conforme o Quadro 10.

Quadro 10 — Situagao dos armarios modificados pelo estudante 3.

Armario
Est.|1/2 3|45 6|78 9(101112/13/141516/17 18 19|20 2122|2324 25
1 AAAAAAAIAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
2 AFA/FAFAFAFAFAFAFAFAFAFAFA
3 AIFIF FAIAAAFFFAAAFFFAAAFFFAAA
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e 4° estudante: Nessa etapa, a situacdo dos armarios multiplos de 4 é alterada.
Como o 5° estudante iniciara as mudangas a partir do armario 5, temos que a

situagao (aberto) do armario 4 n&o sera alterada, conforme o Quadro 11.

Quadro 11 — Situacao dos armarios modificados pelo estudante 4.

Armario

Est. 1.2 345 678910111213 14/15/16/17/18/ 19202122 23 24 25

1T AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAANA

e 52 estudante: Nessa etapa, a situagdo dos armarios multiplos de 5 ¢ alterada.
Como o 6° estudante iniciara as mudangas a partir do armario 6, temos que a

situagao (fechado) do armario 5 n&o sera alterada, conforme o Quadro 12.

Quadro 12 — Situacao dos armarios modificados pelo estudante 5.

Armaéario

Est. 1.2 34567 891011121314 1516/17/18/19202122/23 24 25

1T AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

w
>
M
M
M

> | > >
>
>
M
M
M
>
>
>
M
M
M
>
>
>
M
M
M
>
>
>

Mantendo essa analise, apos a passagem do 25° estudante, temos:
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Quadro 13 — Situagao dos armarios modificados pelo estudante 25.

Armaéario
112/ 3|4/5/6|7[8,9(10/11/12(13/14/15|16(17/18(19|20/21|22|23/24|25

AIAJAA A A AIAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AlFIFAAFFIFFAAFFAAAAFAAAAAAAFF

AFFAFFFFAFFFFFFAFFFFFAAAF

Est.

1

2 AFAIFAIFAIFAIFAFAFAFAFAFAFAFA
3 AI[FFFAIAIAFFFAIAAAAFFFAIAAF F FAAA
4 A\FFAAAAAFFAFAFFAAAAAFFAFIA
5 AlFFAFAAAFAAFAFAAAAAFFFAFF
6 AFFIAAFFAIAAFIAAAAFAAAFAFFFAAF
7 AlIFFAFFFAFAAAAAAAAFAFAFAAF
8 AFIFIAN/FIFFIFIFIAAAAAAFAFAFAFAFF
9 AFIFIAAFIFFIFAIAAAAAAFAAAFAFAFF
10 |/A/F FIA/F FIF/FAIFAAAAAAFAAAAAFAFF

11

12 A/F FAFFFFAFFFAAAFAAAAAAAAF
13 A|F F AFFFFAFFFFAAFAAAAAAAAF
14 A|F F AFFFFAFFFFFAFAAAAAAAAF
15 A|F F AFFFFAFFFFFFFAAAAAAAAF
16 A|/F F AFFFFAFFFFFFAAAAAAAAAF
17 A|F F AFFFFAFFFFFFAFAAAAAAAF
18 A|F F AFFFFAFFFFFFAFFAAAAAAF
19 A|/F F AFFFFAFFFFFFAFFFAAAAAF
20 A F F AFFFF/AFFFFFFAFFFFAAAAF

21

22 AF FAFFFF/AFFFFFFAFFFFFFAAF

23 A F FAFFFF/AFFFFFFAFFFFFFFAF

24 AFIFIA\/F/F F/FAFFFFFFAFFFFFFFFF

25 AF FAFFFFAFFFFFFAFFFFFFFFA
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E importante observar que a situacdo dos armarios até o de nimero
25 nao mais sera alterada. Dessa forma, sabemos que, até tal armario, ficarao
abertos apenas os de numero 1, 4, 9, 16 e 25.

Esse resultado indica, experimentalmente, que os armarios com
numeros quadrados perfeitos, e apenas eles, serdo os que ficardo abertos apds a
passagem do n-ésimo estudante.

A verificagdo formal desse resultado consiste em uma atividade
interessante: uma analise do problema a partir de conceitos da Matematica Discreta
consiste em observar que ficardo abertos, apds a passagem do n-ésimo estudante,
0s armarios cuja situagao (aberto ou fechado) for alterada uma quantidade impar de
vezes, ja que inicialmente todos os armarios encontravam-se fechados. Com
relacdo aos estudantes, temos que o 1° altera a situagdo dos armarios multiplos de
1, 0 2%, a dos multiplos de 2, o 3° a dos multiplos de 3 e assim sucessivamente.
Portanto, ficardo abertos, ao final, apenas os armarios cujo numero tenha uma

quantidade impar de divisores.

3.5.2 — Segunda Abordagem

Quais numeros naturais (maiores que zero) possuem uma
quantidade impar de divisores?

A principio, de acordo com o resultado observado no experimento,
podemos supor que os numeros quadrados perfeitos sdo os Unicos que possuem
uma quantidade impar de divisores. Portanto, temos de demonstrar que apenas os
numeros quadrados perfeitos possuem uma quantidade impar de divisores. A

demonstragao a seguir tem como base Almeida (2011) e Domingues (1991).

Propriedade
A quantidade d, de divisores de um nimero natural € impar se, e

somente se, 0 numero é um quadrado perfeito.

Demonstragéo
Para realizarmos essa demonstracdo, consideraremos inicialmente

um resultado conhecido: todo numero natural n pode ser decomposto de maneira
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Unica em fatores primos, ou seja, n=p;" -py? -p5° -...-p;*, com cada P, sendo um
primo distintoe m el .

Os divisores de n que apresentam apenas fatores que sao poténcias
de p, séo {p? P, P, pf,...,p?”} , ou seja, correspondem a (m,+1) divisores. A
mesma analise pode ser realizada com os demais primos divisores de n.

Pelo principio multiplicativo (principio fundamental da contagem),

temos que a quantidade de divisores de n corresponde a:
d, =(m, +1)-(m, +1)-(m; +1)-....-(m, +1)

Agora, para demonstrar que, se 0 numero de divisores de n for

impar, n € um quadrado perfeito, tomamos d, impar e supomos por absurdo que n

nao seja um quadrado perfeito.

Sabemos que, se n €& um quadrado perfeito, em

n=py" -py2-p3° -...-p;", temos que cada m, é par. Como estamos considerando n
ndo quadrado perfeito, entdo existe pelo menos um m impar. Sem perda de

generalidade, tomemos M, esse expoente impar, ou seja, M =2k+1, com k e [] .
Assim, temos:
d, =(2k+1+1)-(m, +1)-(my +1)-....-(m +1) =2 (k+1)- (M, +1) - (M, +1) ... (m, +1)
Note que d_ € par, o que € um absurdo, ja que, por hipotese, d €
impar. Portanto, temos que n € um quadrado perfeito.

Agora, vamos demonstrar que, se n € um quadrado perfeito, a

quantidade de divisores d_de n & impar.
Sabemos que, se n €& um quadrado perfeito, em

n=py"-py2-p3° -...-pr", todos os expoentes de p, sdo nimeros pares. Dessa forma,
podemos escrever n da seguinte maneira: n=p:*.p¥2.p¥e. .p¥  Logo, a
quantidade de divisores de n é dada por:

d, =(2k, +1)-(2k, +1)-(2k; +1)-....-(2k, +1)

Note que cada fator acima corresponde a um numero impar. Como o
produto de numeros impares também € um ndmero impar, temos que d, € impar, ou

seja, a quantidade de divisores de n & impar.
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Portanto, a quantidade d, de divisores de um numero natural é

impar se, e somente se, o numero € um quadrado perfeito.
Voltando ao problema dos armarios, temos que o resultado obtido
garante que, apos a passagem do n-ésimo estudante, apenas os armarios cujo

numero corresponde a um quadrado perfeito ficardo abertos.

3.5.3 — Para a Sala de Aula

O trabalho com esse problema em sala de aula pode ser realizado a
fim de que os alunos compreendam melhor o conceito de divisor, assunto que, em
geral, é tratado apenas no Ensino Fundamental e de maneira superficial.

No desenvolvimento do problema, € possivel que os alunos facam a
analise para uma quantidade finita de armarios e estudantes, como a apresentada
anteriormente. Para auxiliar nessa tarefa, pode-se utilizar planilhas eletrénicas,
como o Microsoft Excel, em que deve ser preenchida, em cada etapa, a situagao

dos armarios apds a passagem de cada estudante, conforme a Figura 22.

Figura 22 — Analise da situagédo dos armarios utilizando
Microsoft Excel.
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1" 8 A A FIF AlAIAIAIA[AIFIA|F|A|F[A|F|A[F

12 9 A A AAIAIAIA[AIFIA|IA|IA|IF[A|F|A[F

13 A A FIA|A|A[A|A|FIA[A|A|A|A|IF[AIF

14 A A FIF|IA|A[A|A|FIA[AA|A|AAIAIF

15 A A FIF]JA|A|A|IFIA[A|A|IA|ATAIATA

16 A A FIF A|A|FIAJAIAIAIAAIAIA

7 4 A A FIF[A[F[A[ATA[A[ATA[A[A

18 A A FIF FIAJATA[AJATAIATA

19 A A FIA[A|A[A|AJAIA[ATA

20 A A AlFIAJAIAIAIAIATA

21 A A AlF|IFIAIA[A[AIALA

22 A A A FIF[A]JA|A|ATA

23 A A A FIF|A|A]JATA

24 A A A FIF|AJA]A

25 A A A FIF]A]A i

26 A A A FlA

27 4 A A A FIFIF

28 A A A FIF|A

29 -
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Isso permite que os alunos percebam a relagao entre o problema e

a quantidade de divisores de um numero natural, uma vez que nesse processo eles,
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em relagdo ao oitavo estudante, por exemplo, ira alterar os armarios de numero 8,
16, 24, 32, 40, ....

ApOGs os alunos perceberem que apenas 0s armarios cujo numero &
um quadrado perfeito ficardo abertos, € importante discutir a relacdo entre o
problema dos armarios e a quantidade de divisores de um numero. A percepgao
dessa relagao deve surgir da discussao com os alunos.

Nesse momento, € importante que os alunos calculem a quantidade
de divisores de alguns numeros naturais. Uma possibilidade é os alunos utilizarem o
principio multiplicativo para esse calculo, apds terem quantificado os divisores dos
primeiros naturais, descrevendo um a um.

A partir do momento em que os alunos perceberem que os armarios
que ficardo abertos s&o aqueles cujos numeros sao quadrados perfeitos, é
importante discutir a necessidade da realizacdo de uma demonstragao formal para
essa suposi¢ao. Tal demonstragao pode ser realizada pelo professor com o auxilio

dos alunos, a fim de que compreendam cada etapa.
3.6 — PROBLEMA 6: QUAL O MELHOR CAMINHO?

Em certo jogo, o participante deve percorrer um labirinto por vias
que Ihe exigem a perda de diferentes pontuagdes. O objetivo desse jogo € partir do
ponto inicial e chegar ao ponto final perdendo a menor quantidade possivel de

pontos. A Figura 23 representa esse jogo.

Figura 23 — Representagao do problema do melhor

caminho.
\/:( 13 \/:(
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Nessa figura, as estrelas sao pontos de ligacao entre vias, a casa é
o ponto inicial e a bandeira, o ponto final. Os numeros indicados em cada via
correspondem a pontuacdo que se perde ao passar por ela. A pontuacao
correspondente a cada via ndo tem relacdo com seu comprimento, tratando-se
apenas do “peso” de um obstaculo.

Para se compreender melhor o problema, fagamos uma tentativa
qualquer, ilustrada no caminho destacado na Figura 24.

Note que, nesse caminho, o percurso envolve trés vias cujas
pontuacgdes perdidas sdo 10, 4 e 8, ou seja, a perda de um total de 22 pontos no

trajeto entre o ponto inicial e o ponto final.

Figura 24 — Tentativa de resolugéo do problema do melhor
caminho.
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A questao é: ha outro percurso em que se percam menos pontos?

Esse problema, elaborado com base em uma proposicao feita por
Jurkiewicz (2004, p. 28), reflete de maneira simples uma das aplicagbes da Teoria
de Grafos, que consiste em minimizagdes. No problema, a ideia € minimizar a
pontuacgao perdida, ou seja, obter um caminho 6timo.

Inicialmente, modelamos o jogo por meio de um grafo, conforme a

Figura 25.
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Figura 25 — Grafo modelo do problema do melhor
caminho.

B E

Nessa representacao, os vértices correspondem ao ponto inicial (A),
ao ponto final (G), e aos pontos de ligagao entre vias (B, C, D, E, F). As arestas sao
as vias. Note que, nesse grafo, cada aresta apresenta um valor. Quando isso
ocorre, dizemos que o grafo é valorado.

Uma maneira de resolver esse problema por grafo é utilizando o
chamado algoritmo de Dijkstra. Esse algoritmo € nomeado em homenagem ao
holandés Edsger Wybe Dijkstra (1930-2002), que o desenvolveu em meados do
século passado.

Diferente de calculos mais comuns na Matematica, quando se
obtém o resultado diretamente, um algoritmo como o de Dijkstra faz uso de uma
sequéncia de procedimentos, a fim de chegar a solugdo. Essa sequéncia de
procedimentos pode ser programada em um computador, o que possibilita a
resolugao de situagdes mais complexas que a apresentada.

Voltemos entdo ao problema do jogo.

Nessa resolugdo, analisaremos o0s caminhos a partir de A,
buscando chegar a G. Para isso, em cada etapa dessa analise, construiremos um
esquema e um quadro. No esquema, ilustraremos os caminhos ja estudados e, no
quadro, acompanharemos a pontuagcdo correspondente a cada um desses
caminhos.

Iniciemos entdo por verificar que, obviamente, o menor caminho de
A até A é zero, uma vez que aresta alguma foi percorrida. Dessa maneira,

apresentamos um esquema (Figura 26) com os vértices sem ligacoes, destacando
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A, de maneira a identificar que os caminhos até ele ja foram analisados. Nesse

caso, dizemos que A esta fechado.

Figura 26 — Etapa 1 da resolug¢do do problema
do melhor caminho.
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A fim de organizar essa informacgao, utilizamos o Quadro 14. Nele,
em cada etapa, assinalaremos o vértice fechado, a pontuacdo minima até a
correspondente etapa do processo e a origem imediata cuja ligacdo gerou tal

pontuacéo.

Quadro 14 — Etapa 1 da resolucao do problema do melhor

caminho.
Fechado Destino Pontuacéao Origem
X A 0 A
B
C
D
E
F
G

Na préxima etapa, analisamos as ligagdes imediatas de A, ou seja,
A-B, A-C e A-D, cuja pontuagao da via corresponde, respectivamente, a 5, 6 e 10.

Podemos perceber que nao ha outro caminho de A até B com menos de 5 pontos
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(basta obervar os demais caminhos diretos a A). Assim, destacamos B no esquema

(Figura 27) e fazemos essas ligagdes.

Figura 27 — Etapa 2 da resolug¢ao do problema do melhor
caminho.
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Preenchemos no Quadro 15 as pontuacdes analisadas, ou seja, das

ligacbes A-B, A-C e A-D, e fechamos o vértice B.

Quadro 15 — Etapa 2 da resolugao do problema do melhor

caminho.
Fechado Destino Pontuacéao Origem
X A 0 A
X B 5 A
C 6 A
D 10 A
E
F
G

Agora, analisaremos os caminhos imediatos a B ainda nao
fechados. Nesse caso, o unico caminho é até E, cuja pontuagdo € 13. Assim o

caminho de A até E, passando por B, tem pontuagdo 18 (5+13), que, até essa

etapa, € a menor pontuagao obtida para esse destino.



Figura 28 — Etapa 3 da resolug¢ao do problema do melhor
caminho.
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Assim, atualizamos as informagdes no Quadro 16.

Quadro 16 — Etapa 3 da resolugao do problema do melhor

caminho.
Fechado Destino Pontuacéao Origem
X A 0 A
X B 5 A
C 6 A
D 10 A
E 18 B
F
G
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Passamos ent&do a analisar os caminhos a partir de C, uma vez que

a pontuacgéao até esse vértice ndo pode ser melhorada. Assim, tragamos as ligagdes

diretas a C para vértices ainda nao fechados e destacamos C no esquema,

fecheando-o.



Figura 29 — Etapa 4 da resolugao do problema do
melhor caminho.
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As pontuacgdes das ligagbes C-D, C-E e C-F sao, respectivamente,

Quadro 17 — Etapa 4 da resolucao do problema do melhor

caminho.
Fechado Destino Pontuagao Origem
X A 0 A
X B 5
X C 6 A
D 9 C
E 17 C
F 12 C
G

3, 11 e 6. Assim, as pontuagdes partindo de A, passando por C e chegandoa D, E e

F sdo, respectivamente, 9 (6+3), 17 (6+11) e 12 (6+6). Note que, até entdo, a

menor potunagao que tinhamos até D era 10. Assim, obtemos um caminho menor
até esse vértice. Em relacdo ao ponto E, o melhor caminho correspondia a 18
pontos, ou seja, também devemos atualizar no quadro a informacgéao para 17 pontos.

Também temos de incluir a primeira pontuacao obtida até F, conforme o Quadro 17.
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Agora, temos de fechar o vértice D, uma vez que este apresenta a
menor pontuagdo em aberto. Assim, fazemos as ligagdes imediatas a D ainda em

aberto, ou seja, D-F e D-E.

Figura 30 — Etapa 5 da resolugao do problema do
melhor caminho.

B E

F

A ligagdo D-F gera um caminho de 13 pontos (9+4). Como a

menor pontuagéo até F era 12, temos de manté-la, descartando a pontuagdo D-F.

Ja a ligacdo D-E gera um caminho de 15 pontos (9+6), menor que os 17 pontos

que tinhamos até entdo. Atualizamos essas informacdes no Quadro 18.

Quadro 18 — Etapa 5 da resolugao do problema do melhor

caminho.
Fechado Destino Pontuacéao Origem
X A 0 A
X B 5 A
X C 6 A
X D 9 C
E 15 D
F 12 C
G

Como de F somente podemos fazer ligagbes em aberto com G,

temos de fechar F e fazer tal ligagdo, conforme a Figura 31.
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Figura 31 — Etapa 6 da resolugao do problema do
melhor caminho.

B E

Essa ligagdo de F até G gera um caminho de 20 pontos (12+8).

Até esta etapa, esse é o melhor caminho até G, uma vez que foi o Unico que

obtivemos até entdo. Atualizamos essa informagao no Quadro 19.

Quadro 19 — Etapa 6 da resolugao do problema do melhor

caminho.
Fechado Destino Pontuacéao Origem
X A 0 A
X B 5 A
X C 6 A
X D 9 C
E 15 D
X F 12 C
G 20 F

Por fim, fechamos os pontos E e G, e fazemos a ultima ligagdo em

aberto, conforme a Figura 32.
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Figura 32 — Etapa 7 da resolugao do problema do
melhor caminho.

B E

A ligacado de E-G gera um caminho de 18 pontos (15+3), menor

que o caminho de 20 pontos que tinhamos até entdo. Assim, atualizamos essa

pontuacado no Quadro 20.

Quadro 20 — Etapa 7 da resolugao do problema do melhor

caminho.
Fechado Destino Pontuacéao Origem

X A 0 A

B 5 A
X C 6 A
X D 9 C
X E 15 D
X F 12 C
X G 18 E

Observando o Quadro 19, com todos os vértices fechados,
podemos notar que o melhor caminho de A até G no grafo, ou seja, o de menor
pontuacao, é aquele que corresponde a 18 pontos. Para listar a ordem dos vértices
que definem esse caminho 6timo, temos de analisar o quadro em um processo

regressivo, de maneira a observar, a partir do destino G qual a origem
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correspondente. Nesse caso, o caminho 6timo ¢é indicado por A-C-D-E-G, conforme

destacado no grafo a seguir da Figura 33.

Figura 33 — Representagao no grafo da solugao do
problema do melhor caminho.
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De volta a situacéo do jogo, o caminho em destaque na Figura 34 é

aquele em que se perde menos pontos, nesse caso, 18.

Figura 34 — Representacao da solugao do
problema do melhor caminho.
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3.6.1 — Para a Sala de Aula

Este problema pode ser trabalhado em sala de aula a fim de
apresentar uma aplicabilidade da Teoria de Grafos, assunto que, em geral, ndo é

tratado no Ensino Basico. Vale ressaltar que o objetivo principal € o de apresentar o
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método do algoritmo, mesmo que, para esse problema especificamente, este nao
seja 0 método mais rapido de resolugdo. Contudo, € importante que os alunos
percebam que, na pratica, problemas com essa caracteristica sdo mais amplos e,
por esse motivo, sdo resolvidos com o uso de computadores, tornando-se assim um
método eficiente.

Uma sugestao, é que, inicialmente, ndo se refira ao termo grafo no
desenvolvimento desse problema. Ao final, nesse caso, seria realizada a referida
formalizacdo e a apresentacdo de alguns conceitos dessa teoria, como os que
constam no capitulo 1.

Apos a introdugdo do problema, uma sugestdo € que os alunos
realizem tentativas para resolvé-lo. Nessas tentativas, surgirdo diferentes respostas.
Nesse momento, cabe destacar que, para garantir que uma dessas respostas seja a
solugdo, tem-se que analisar todos os possiveis caminhos. Assim, pode-se sugerir
aos alunos tentem, de alguma maneira, organizar os procedimentos utilizados por
eles, como o uso de tabela ou esquema.

Em seguida, pode-se propor a resolugdo do problema em conjunto
com a turma a partir dos procedimentos aqui apresentados. Em cada etapa, é
importante que sejam discutidos qual vértice deve ser fechado e quais as
pontuagdes foram obtidas nas ligagdes.

Ao final, na andlise do resultado, algumas observagbes podem
promover uma melhor compreensao do problema pelos alunos. Uma delas é
perceber que o melhor caminho, ou seja, o de menor pontuagédo, nao corresponde
ao que se passa pela menor quantidade de vias. Na tentativa inicial proposta no
problema, quando se obteve 22 pontos, foram utilizadas apenas trés vias, enquanto
na solucao 6tima obteve-se 18 pontos utilizando-se quatro vias.

Essa observacdo permite apresentar aos alunos algumas
aplicagdes da Teoria de grafos em situagdes praticas. Nelas, os pesos admitidos as
arestas tém diferentes significados. Enquanto, em um estudo de logistica, pode
corresponder ao custo de transporte entre cidades, em uma analise para se
estabelecer locais de construgao de grupamentos de bombeiros, o peso pode ser o
tempo de deslocamento.

Apods a formalizagdo do conceito de grafo, é possivel propor aos

alunos situacoes semelhantes a apresentada. Para isso, pode-se optar por construir
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um outro jogo com as mesmas vias, mas com pontuacgdes diferentes; ou até mesmo
mudar a estrutura do jogo, trocando-a por uma de outro grafo.

E importante notar que, mesmo este sendo um problema
relativamente simples, pode-se perceber uma aplicacdo de grafos. Contudo, vale
ressaltar que, na pratica, quando o objetivo € minimizar situa¢gées mais complexas
(grafos com mais vértices e mais arestas, por exemplo) ndo € nada pratico o estudo
desse problema sem o uso do computador. Por ser um algoritmo, esse método &

adequadamente programavel em linguagem computacional.

3.7 — PROBLEMA 7: MAIS POMBOS DO QUE CASAS

Diferente de cada outro topico deste capitulo, quando é abordado e
discutido um unico problema, a proposta deste é tratar de uma importante
ferramenta matematica, raramente presente no curriculo de Ensino Basico.

Para isso, inicialmente, consideremos o problema abaixo.

Problema

De uma sala de aula, deseja formar aleatoriamente um grupo de alunos de maneira
que seja certo que pelo menos dois desses alunos fagam aniversario em um mesmo
més. Quantos alunos, no minimo, devem formar esse grupo?

Para resolver esse problema, podemos analisar da seguinte
maneira: como o ano & composto por 12 meses, a escolha de 12 alunos nao
garante que ocorra de dois deles aniversariarem em um mesmo més, visto que
pode cada aluno fazer aniversario em um diferente més. Na Figura 35, as células

correspondem aos meses do ano e o0 “X” a um dos 12 alunos.

Figura 35 — Representacao dos meses do ano e dos 12 alunos.

Janeiro Fevereiro Marco Abril Maio Junho
X X X X X X
Julho Agosto Setembro Outubro Novembro Dezembro
X X X X X X

Ao escolhermos o 13° aluno, este devera ser representado em uma

das 12 células da figura. Porém, cada uma delas ja esta ocupada por um aluno.

Assim, necessariamente, ele devera ser representado em uma célula junto com
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outro aluno. Desse modo, com no minimo 13 alunos no grupo, podemos garantir a
ocorréncia de dois deles comemorarem o aniversario em um mesmo més.

Esse simples problema faz uso das ideias de um importante
instrumento matematico chamado Principio das gavetas de Dirichlet, ou ainda,
Principio da casa dos pombos.

Esse principio foi utilizado pelo matematico alemao Johann Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) ao abordar problemas da Teoria dos
Numeros.

O enunciado e a demonstragdao que seguem € baseada em Oliveira
(2010, p. 143).

Principio das casas dos pombos
Se distribuirmos n+1 pombos em n casas, entdo alguma dessas

casas contera dois ou mais pombos.

Demonstracao

Supondo por absurdo que cada casa nao contém mais do que um
unico pombo, entdo, contando os pombos dessas casas, ndo havera ao todo mais
do que n pombos. Porém, isso contradiz a hipotese de que ha n+1 pombos.

Ao analisar o problema proposto a partir do principio da casa dos
pombos, podemos associar cada aluno a um pombo e cada més do ano a uma
casa. Assim, temos 12 casas e, para garantir que em pelo menos uma dessas
casas haja mais de um pombo, temos de ter 12 + 1 pombos.

Como Dirichlet fez uso desse principio para estudos da Teoria dos

Numeros, cabe analisarmos um problema desse campo.

Problema

Mostre que em um conjunto qualquer com cinco numeros inteiros, a
diferenca de dois deles é divisivel por 4.

Identificaremos inicialmente o que representar pelos pombos e
pelas casas.

Temos que a divisdo de um numero inteiro por 4 pode apresentar

resto igual a 0, 1, 2 ou 3. Assim, qualquer numero inteiro pode ser escrito na forma
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4n+r,comnell ere {O, 1,2, 3}. Ao calcularmos a diferenca entre dois numeros

inteiros cuja divisdo por 4 tem restos iguais, temos que essa diferenga € divisivel
por 4, pois:

4n, +r—(4n,+r)=4(n,-n,)

Assim, basta tomarmos os cinco numeros como sendo os pombos e
0s quatro possiveis restos na divisdo por 4 como as casas. Desse modo, havera
pelo menos dois numeros que terdo restos iguais na divisdo por 4, cuja diferenga
necessariamente é divisivel por 4.

Consideremos agora um problema de natureza geométrica que

pode ser abordado por meio do principio da casa dos pombos.

Problema
Considere um quadrado de lado medindo 2 cm e sobre sua
superficie a distribuicdo de cinco pontos distintos quaisquer. Mostre que a distancia
entre pelo menos dois desses pontos é menor ou igual do que ~2 cm.
Consideremos inicialmente a divisdo desse quadrado em quatro

quadrados de lado medindo 1 cm, conforme a Figura 36.

Figura 36 — Quadrado.

2cm

Utilizando o Teorema de Pitagoras, temos que a medida da
diagonal dos quadrados menores & igual a +/2 cm, pois:

R=P+P=d=+2

Associamos os pombos aos cinco pontos e as casas, aos quatro
quadrados menores. Assim, pelo principio da casa dos pombos, pelo menos dois
pontos serdo distribuidos sobre um mesmo quadrado menor. Como a diagonal
corresponde a maior distancia entre dois pontos quaisquer de um quadrado, temos

que pelo menos dois dos cinco pontos distardo no maximo 2 cm um do outro.
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Uma versao mais geral do Principio da casa dos pombos, baseada
em Morgado (2006, p. 83), é dada da seguinte maneira.
Principio das casas dos pombos (versao geral)

Se m pombos sao colocados em n casas, entdo pelo menos uma casa devera conter

{m_qﬂ pombos.
n

- " m-1 .
Observacgao: a notagdo | —— | corresponde ao maior inteiro menor
n

ou igual do que mT_1 Por exemplo, [%_1} = F?g} =[3,8]=3.

Demonstracao

, -1
Supondo por absurdo que em cada casa tenha no maximo [mT}

pombos. Assim, a quantidade maxima de pombos nas n casas sera dada por

{m—q [m—q m—1
n- . Como < , Segue que:
n n n

{m—q m-—1 {m—q m-—
< =n- <n.-——=m-1
n n

Porém, isso contradiz a hipétese de que ha m pombos.
Para ilustrar essa versao mais geral do Principio da casa dos

pombos, consideremos uma variagao do problema inicial desse topico.

Problema

De uma sala de aula, deseja formar aleatoriamente um grupo de 30
alunos. Pelo menos quantos desses alunos fazem aniversario em um mesmo més?

Assim como na versao original, os alunos serdo representados
pelos pombos e os meses do ano pelas casas. Utilizando a versao mais geral do
Principio da casa dos pombos, temos m=30 e n=12:

[E}+1:[§}+1:2+1:3

12 12

Portanto, no grupo de 30 alunos pelo menos 3 fazem aniversario

em um mesmo més.

Ha ainda outra versao do Principio da casa dos pombos.
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Principio das casas dos pombos (outra versao)

Considere n casas € um numero inteiro p. Na casa 1 sao colocados
C, pombos; na casa 2, C, pombos; na casa 3, C; pombos; na casa 4, C, pombos; e
assim sucessivamente até que na casa n sejam colocados C, pombos.

C,+C,+Cy+C, +...4+C
n

Se " >p, entdo, em uma das casas contera

pelo menos p +1 pombos.

Demonstragéo
Supondo por absurdo que cada casa haja no maximo p pombos, ou
seja, C,<p,parai=12234,..,n, temos:

C,+C,+Cs+C, +...4C,
C,+C,+Cs+C,+...4+4C <N-p= <p
n

C,+C,+Cy+C, +...4+C,
n

Porém, isso contradiz a hipétese de que >p

Uma interpretacdo para essa versao € que, se a média aritmética
de um conjunto de numeros for maior do que um numero inteiro p, entdo pelo
menos um dos numeros desse conjunto € maior do que p.

Para ilustrar essa versdo, consideremos o problema a seguir:

Problema

Oito amigos possuem a soma das idades igual a 377 anos. Mostre
que em pelo menos um grupo formando por trés desses amigos a soma das idades
sera maior do que 141 anos.

Inicialmente, temos de obter a quantidade de grupos diferentes que
podem ser formados. Para isso, combinamos os oito amigos em ftrios:

8!

31(8-3)1

Cs,3 =

Assim, é possivel formar 56 grupos diferentes com trés dos oito
amigos. Para obter a quantidade de trios em que cada amigo aparece, temos de
combinar os demais sete amigos em duplas, uma vez que uma das trés vagas do

grupo ja esta reservada:
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7!
C,,=——=21
n221(7-2)!
Assim, cada amigo constara em 21 diferentes grupos. Nomeando
de g; a soma das idades em cada grupo, com i=12,3,4,...,56 , temos:
0,+9,+09;+9, +...+ 05 =21-377 =7917

A média das idades de cada possivel grupo € dada por:

O+, +9s +0utot s _TOT _piars ag
56 56

Portanto, de acordo com a versao vista anteriormente do Principio

da casa dos pombos, podemos garantir que, em pelo menos um grupo, a soma das

idades sera maior do que 141 anos.

3.7.1 — Para a Sala de Aula

Como ja mencionado, o Principio da casa dos pombos € uma
importante ferramenta para se resolver certos tipos de problemas matematicos. De
acordo com Morgado (2006, p. 81), esse principio busca determinar a existéncia ou
ndo de conjuntos satisfazendo a certas propriedades. No ultimo problema
apresentado, a propriedade era a soma das idades do trio de amigos ser maior do
que 141 anos.

As ideias que permeiam o Principio da casa dos pombos sao
relativamente simples, o que possibilita sua aplicagdo no Ensino Médio. As
demonstracdes das diferentes variacdes desse principio podem ser desenvolvidas
com os alunos.

Uma sugestéo de trabalho em sala de aula € propor a resolugéao de
alguns problemas sem a apresentagao da teoria do Principio da casa dos pombos.
Assim, os alunos podem buscar alternativas para a resolugdo, como o processo de
tentativas e erro, por exemplo. Em seguida, pode-se enunciar o principio e suas
diferentes variacdes.

Os problemas apresentados nesse tépico que envolve o0 més de
aniversario de alunos de uma turma possibilitam um experimento em sala de aula.

No caso do primeiro problema, por exemplo, pode-se selecionar aleatoriamente



100

qualquer grupo de 13 alunos e constatar que sempre havera pelo menos dois que

fazem aniversario em um mesmo més.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Os problemas apresentados neste trabalho sdo apenas um estimulo
ao uso desse importante recurso — a Resolucdo de Problemas — visto que eles
constituem uma pequena amostra das possibilidades de abordagem da Matematica
Discreta. Cabe destacar que este trabalho apresenta uma proposta de ensino. Por
isso, faz-se necessario, a medida que se desenvolva a aplicagao, refletir acerca dos
resultados obtidos, permitindo assim a melhora nas condu¢des sugeridas.

Como visto, cada problema apresentado é finalizado com sugestoes
de aplicacdo em sala de aula. Contudo, vale ressaltar que sdao apenas sugestdes
gerais e que o mais importante € respeitar as caracteristicas de cada grupo de
estudantes. Para aqueles que possuem uma formacdo basica deficitaria, os
problemas podem ser trabalhados de maneira que os conceitos envolvidos sejam
mais detalhados, preocupando-se ndo apenas com o resgate do que ja foi
aprendido, mas também com as lacunas n&o preenchidas na caminhada escolar.
Por outro lado, grupos mais avangados podem ser estimulados a realizarem
pesquisas complementares, a participarem das demonstracbes mais ativamente
etc.

Uma importante ferramenta que pode estar presente no trabalho
com os problemas sdo os programas de computador. Em alguns casos, essa
ferramenta possibilita a verificagdo de resultados, a observacado de regularidades,
entre outros. No caso do problema Posso adivinhar sua idade?, por exemplo, os
estudantes podem fazer conversdes da base decimal para a base binaria utilizando
uma planilha eletrénica.

Outro aspecto a ser ressaltado é a possibilidade de tratar conceitos
da Matematica Discreta ndo usuais em curriculos do Ensino Basico, como algumas

ideias da Teoria de grafos e o Principio da casa dos pombos.
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ANEXO
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ANEXO A

O homem que calculava (1938), Capitulo XVI (A lenda do xadrez).

]

Dificil sera descobrir, dada a incerteza dos documentos antigos, a
época precisa em que viveu e reinou na india um principe chamado ladava, senhor
da provincia da Tiligana. Seria, porém, injusto ocultar que o nome desse monarca
vem sendo apontado por varios historiadores hindus como um dos soberanos mais
ricos e generosos de seu tempo.

A guerra, com o cortejo fatal de suas calamidades, muito amargou a
existéncia do rei ladava, transmutando-lhe o 6cio e o gozo da realeza nas mais
inquietantes atribulagdes. Adstrito ao dever, que Ihe impunha a coroa, de zelar pela
tranquilidade de seus suditos, viu-se 0 nosso bom e generoso monarca forgado a
empunhar a espada para repelir, a frente de pequeno exército, um ataque insdlito e
brutal do aventureiro Varangul, que se dizia principe de Calia.

O choque violento das forgas juncou de mortos os campos de
Dacsina e tingiu de sangue as aguas sagradas do rio Sandhu. O rei ladava possuia
- pelo que nos revela a critica dos historiadores - invulgar talento para a arte militar;
sereno em face da invasado iminente, elaborou um plano de batalha, e tdo habil e
feliz foi em executa-lo, que logrou vencer e aniquilar por completo os pérfidos
perturbadores da paz do seu reino.

O triunfo sobre os fanaticos de Varangul custou-lhe, infelizmente,
pesados sacrificios; muitos jovens quichatrias pagaram com a vida a segurancga de
um trono para prestigio de uma dinastia; e entre os mortos, com o peito varado por
uma flecha, la ficou no campo de combate o principe Adjamir, filho do rei ladava,
que patrioticamente se sacrificou, no mais aceso da refrega, para salvar a posi¢cao
que deu aos seus a vitoéria final.

Terminada a cruenta campanha e assegurada a nova linha de suas
fronteiras, regressou o rei ao suntuoso palacio de Andra, baixando, porém, formal
proibicdo de que se realizassem as ruidosas manifestacbes com que os hindus
soiam festejar os grandes feitos guerreiros. Encerrado em seus aposentos, sO

aparecia para atender aos ministros e sabios bramanes quando algum grave
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problema nacional o chamava a decidir, como chefe de Estado, no interesse e para
felicidade de seus suditos.

Com o andar dos dias, longe de se apagarem as lembrangas da
penosa campanha, mais se agravaram a angustia e a tristeza que, desde entdo,
oprimiam o coracao do rei. De que lhe poderiam servir, na verdade, os ricos
palacios, os elefantes de guerra, os tesouros imensos, se ja nao mais vivia a seu
lado aquele que fora sempre a razao de ser de sua existéncia? Que valor poderiam
ter, aos olhos de um pai inconsolavel, as riquezas materiais que ndo apagam nunca
a saudade do filho estremecido?

As peripécias da batalha em que pereceu o principe Adjamir nao lhe
saiam do pensamento. O infeliz monarca passava longas horas tragando, sobre
uma grande caixa de areia, as diversas manobras executadas pelas tropas durante
o0 assalto. Com um sulco indicava a marcha da infantaria; ao lado, paralelo ao
primeiro, outro traco mostrava o avango dos elefantes de guerra; um pouco mais
abaixo, representada por pequenos circulos dispostos em simetria, perfilava a
destemida cavalaria chefiada por um velho radj que se dizia sob a protegdo de
Techandra, a deusa da Lua. Ainda por meio de graficos esbogava o rei a posi¢cao
das colunas inimigas, desvantajosamente colocadas, gragas a sua estratégia, no
campo em que se feriu a batalha decisiva.

Uma vez completado o quadro dos combatentes, com as
minudéncias que pudera evocar, o rei tudo apagava, para recomegar novamente,
como se sentisse intimo gozo em reviver os momentos passados na angustia e na
ansiedade.

A hora matinal em que chegavam ao palacio os velhos bramanes
para a leitura dos Vedas, ja o rei era visto a riscar na areia os planos de uma
batalha que se reproduzia interminavelmente.

- Infeliz monarca! - murmuravam os sacerdotes penalizados. -
Procede como um sudra a quem Deus privou da luz da razdo. S6 Dhanoutara,
poderosa e clemente, podera salva-lo!

E os bramanes erguiam preces, queimavam raizes aromaticas,
implorando a eterna zeladora dos enfermos que amparasse o0 soberano de
Taligana.

Um dia, afinal, foi o rei informado de que um mogo bramane - pobre

e modesto - solicitava uma audiéncia que vinha pleiteando havia ja algum tempo.
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Como estivesse, no momento, com boa disposicdo de animo,
mandou o rei que trouxessem o desconhecido a sua presenca. Conduzido a grande
sala do trono, foi o bramane interpelado, conforme as exigéncias da praxe, por um
dos vizires do rei.

- Quem és, de onde vens e que desejas daquele que, pela vontade
de Vichnu, é rei e senhor de Taligana?

- Meu nome - respondeu o jovem bramane - é Lahur Sessa e venho
da aldeia de Namir, que trinta dias de marcha separam desta bela cidade. Ao
recanto em que eu vivia chegou a noticia de que o nosso bondoso rei arrastava os
dias em meio de profunda tristeza, amargurado pela auséncia de um filho que a
guerra viera roubar-lhe. Grande mal sera para o pais, pensei, se 0 nosso dedicado
soberano se enclausurar, como um brédmane cego, dentro de sua propria dor.
Deliberei, pois, inventar um jogo que pudesse distrai-lo e abrir em seu coragao as
portas de novas alegrias. E esse o desvalioso presente que desejo neste momento
oferecer ao nosso rei ladava.

Como todos os grandes principes citados nesta ou naquela pagina
da histdria, tinha o soberano hindu o grave defeito de ser excessivamente curioso.
Quando o informaram da prenda de que o mogo bramane era portador, ndo péde
conter o desejo de vé-la e aprecia-la sem mais demora.

O que Sessa trazia ao rei ladava consistia num grande tabuleiro
quadrado, dividido em sessenta e quatro quadradinhos, ou casas, iguais; sobre
esse tabuleiro colocavam-se, nao arbitrariamente, duas colegdes de pecas que se
distinguiam, uma da outra, pelas cores branca e preta, repetindo, porém,
simetricamente, os engenhosos formatos e subordinados a curiosas regras que Ihes
permitiam movimentar-se por varios modos.

Sessa explicou pacientemente ao rei, aos vizires e cortesdos que
rodeavam o0 monarca em que consistia 0 jogo, ensinando-lhes as regras essenciais:

- Cada um dos partidos dispde de oito pecas pequeninas - 0s
pedes. Representam a infantaria, que ameacga avangar sobre o inimigo para
desbarata-lo. Secundando a agao dos pebdes vém os elefantes de guerra,
representados por pecas maiores e mais poderosas; a cavalaria, indispensavel no
combate, aparece, igualmente, no jogo, simbolizada por duas pegas que podem
saltar, como dois corcéis, sobre as outras; e, para intensificar o ataque, incluem-se -

para representar os guerreiros cheios de nobreza e prestigio - os dois vizires do rei.
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Outra peca, dotada de amplos movimentos, mais eficiente e poderosa do que as
demais, representara o espirito de nacionalidade do povo e sera chamada a rainha.
Completa a colecdo uma pecga que isolada pouco vale, mas se torna muito forte
quando amparada pelas outras. E o rei.

O rei ladava, interessado pelas regras do jogo, ndo se cansava de
interrogar o inventor:

- E por que € a rainha mais forte e mais poderosa que o préprio rei?

- E mais poderosa - argumentou Sessa - porque a rainha
representa, nesse jogo, o patriotismo do povo. A maior forga do trono reside,
principalmente, na exaltacdo de seus suditos. Como poderia o rei resistir ao ataque
dos adversarios, se ndo contasse com o espirito de abnegacéo e sacrificio daqueles
que o cercam e zelam pela integridade da patria?

Dentro de poucas horas o monarca, que aprendera com rapidez
todas as regras do jogo, ja conseguia derrotar os seus dignos vizires em partidas
que se desenrolavam impecaveis sobre o tabuleiro.

Sessa, de quando em quando, intervinha, respeitoso, para
esclarecer uma duvida ou sugerir novo plano de ataque ou de defesa.

Em dado momento, o rei fez notar, com grande surpresa, que a
posicdo das pecas, pelas combinagdes resultantes dos diversos lances, parecia
reproduzir exatamente a batalha de Dacsina.

- Reparai - ponderou o inteligente bramane - que para conseguirdes
a vitdria, indispensavel se torna, de vossa parte, o sacrificio deste vizir!

E indicou precisamente a peca que o rei ladava, no desenrolar da
partida - por varios motivos -, grande empenho pusera em defender e conservar.

O judicioso Sessa demonstrava, desse modo, que o sacrificio de
um principe €, por vezes, imposto como uma fatalidade, para que dele resultem a
paz e a liberdade de um povo.

Ao ouvir tais palavras, o rei ladava, sem ocultar o entusiasmo que
Ihe dominava o espirito, assim falou:

- Nao creio que o engenho humano possa produzir maravilha
comparavel a este jogo interessante e instrutivo! Movendo essas tdo simples pecgas,
aprendi que um rei nada vale sem o auxilio e a dedicagdo constante de seus
suditos. E que, as vezes, o sacrificio de um simples pedo vale mais, para a vitoria,

do que a perda de uma poderosa peca.
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E, dirigindo-se ao jovem bramane, disse-lhe:

- Quero recompensar-te, meu amigo, por este maravilhoso
presente, que de tanto me serviu para alivio de velhas angustias. Dize-me, pois, 0
que desejas, para que eu possa, mais uma vez, demonstrar o quanto sou grato
aqueles que se mostram dignos de recompensa.

As palavras com que o rei traduziu o generoso oferecimento
deixaram Sessa imperturbavel. Sua fisionomia serena nao traia a menor agitagéo, a
mais insignificante mostra de alegria ou surpresa. Os vizires olhavam-no aténitos, e
entreolhavam-se pasmados diante da apatia de uma cobica a que se dava o direito
da mais livre expansao.

- Rei poderoso! - redargliu o jovem com dogura e altivez. - Nao
desejo, pelo presente que hoje vos trouxe, outra recompensa além da satisfagdo de
ter proporcionado ao senhor de Taligana um passatempo agradavel, que Ihe vem
aligeirar as horas dantes alongadas por acabrunhante melancolia. Ja estou,
portanto, sobejamente aquinhoado e outra qualquer paga seria excessiva.

Sorriu, desdenhosamente, o bom soberano ao ouvir aquela
resposta, que refletia um desinteresse tao raro entre os ambiciosos hindus. E, ndo
crendo na sinceridade das palavras de Sessa, insistiu:

- Causa-me assombro tanto desdém e desamor aos bens materiais,
0 jovem! A modéstia, quando excessiva, € como o0 vento que apaga o archote,
cegando o viandante nas trevas de uma noite interminavel. Para que possa o
homem vencer os multiplos obstaculos que se lhe deparam na vida, precisa ter o
espirito preso as raizes de uma ambi¢cdo que o impulsione a um ideal qualquer.
Exijo, portanto, que escolhas, sem mais demora, uma recompensa digna de tua
valiosa oferta. Queres uma bolsa cheia de ouro? Desejas uma arca repleta de
jéias? Ja pensaste em possuir um palacio? Almejas a administracdo de uma
provincia? Aguardo a tua resposta, por isso que a minha promessa esta ligada a
minha palavra!

- Recusar o vosso oferecimento depois de vossas ultimas palavras -
acudiu Sessa - seria menos descortesia do que desobediéncia ao rei. Vou, pois,
aceitar, pelo jogo que inventei, uma recompensa que corresponde a vossa
generosidade; ndo desejo, contudo, nem ouro, nem terras ou palacios. Pe¢o o meu

pagamento em graos de trigo.
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- Graos de trigo? - estranhou o rei, sem ocultar o espanto que lhe
causava semelhante proposta. - Como poderei pagar-te com tdo insignificante
moeda?

- Nada mais simples - elucidou Sessa. - Dar-me-eis um gréo de trigo
pela primeira casa do tabuleiro; dois pela segunda, quatro pela terceira, oito pela
quarta, e, assim dobrando sucessivamente, até a sexagésima quarta e ultima casa
do tabuleiro. Pego-vos, 6 rei, de acordo com a vossa magnanima oferta, que
autorizeis o pagamento em graos de trigo, e assim como indiquei!

Nao sO6 o rei como os vizires e venerandos bramanes presentes
riram-se, estrepitosamente, ao ouvir a estranha solicitagado do jovem. A desambigao
que ditara aquele pedido era, na verdade, de causar assombro a quem menos
apego tivesse aos lucros materiais da vida. O mogo bramane, que bem poderia
obter do rei um palacio ou uma provincia, contentava-se com graos de trigo!

- Insensato! - clamou o rei. - Onde foste aprender tdo grande
desamor a fortuna? A recompensa que me pedes € ridicula. Bem sabes que ha,
num punhado de trigo, numero incontavel de grdaos. Devemos compreender,
portanto, que com duas ou trés medidas de trigo eu te pagarei folgadamente,
consoante o teu pedido, pelas 64 casas do tabuleiro. E certo, pois, que pretendes
uma recompensa que mal chegara para distrair, durante alguns dias, a fome do
ultimo paria do meu reino. Enfim, visto que minha palavra foi dada, vou expedir
ordens para que o pagamento se faga imediatamente, conforme teu desejo.

Mandou o rei chamar os algebristas mais habeis da corte e
ordenou-lhes calculassem a porg¢ao de trigo que Sessa pretendia.

Os sabios calculistas, ao cabo de algumas horas de acurados
estudos, voltaram ao saldo para submeter ao rei o resultado completo de seus
calculos.

Perguntou-lhes o rei, interrompendo a partida que ent&o jogava:

- Com quantos graos de trigo poderei, afinal, desobrigar-me da
promessa que fiz ao jovem Sessa?

- Rei magnanimo! - declarou o mais sabio dos matematicos. -
Calculamos o numero de gréos de trigo que constituira o pagamento pedido por
Sessa, e obtivemos um numero cuja grandeza é inconcebivel para a imaginagao
humana. Avaliamos, em seguida, com o maior rigor, a quantas ceiras

corresponderia esse numero total de gréos, e chegamos a seguinte conclusdo: a
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porcao de trigo que deve ser dada a Lahur Sessa equivale a uma montanha que,
tendo por base a cidade de Taligana, seria cem vezes mais alta do que o Himalaia!
A india inteira, semeados todos os seus campos, taladas todas as suas cidades,
nao produziria em 2 000 séculos a quantidade de trigo que, pela vossa promessa,
cabe, em pleno direito, ao jovem Sessal!

Como descrever aqui a surpresa e o assombro que essas palavras
causaram ao rei ladava e a seus dignos vizires?

O soberano hindu via-se, pela primeira vez, diante da
impossibilidade de cumprir a palavra dada.

Lahur Sessa - rezam as cronicas do tempo -, como bom sudito, nao
quis deixar aflito o seu soberano. Depois de declarar publicamente que abriria mao
do pedido que fizera, dirigiu-se respeitosamente ao monarca e assim falou:

- Meditai, 6 rei, sobre a grande verdade que os bramanes prudentes
tantas vezes repetem: os homens mais avisados iludem-se, ndo so diante da
aparéncia enganadora dos numeros, mas também com a falsa modéstia dos
ambiciosos. Infeliz daquele que toma sobre os ombros o compromisso de uma
divida cuja grandeza n&o pode avaliar com a tabua de calculo de sua propria
argucia. Mais avisado é o que muito pondera e pouco promete!

E, apos ligeira pausa, acrescentou:

- Menos aprendemos com a ciéncia va dos bramanes do que com a
experiéncia direta da vida e das suas licdes de todo dia, a toda hora desdenhadas!
O homem que mais vive mais sujeito esta as inquietagdes morais, mesmo que nao
as queira. Achar-se-a ora triste, ora alegre; hoje fervoroso, amanha, tibio; ja ativo, ja
preguicoso; a compostura alternara com a leviandade. S6 o verdadeiro sabio,
instruido nas regras espirituais, se eleva acima dessas vicissitudes, paira por sobre
todas essas alternativas!

Essas inesperadas e tdo sabias palavras calaram fundo no espirito
do rei. Esquecido da montanha de trigo que, sem querer, prometera ao jovem
bramane, nomeou-o seu primeiro-vizir.

E Lahur Sessa, distraindo o rei com engenhosas partidas de xadrez
e orientando-o com sabios e prudentes conselhos, prestou os mais assinalados
beneficios ao povo e ao pais, para maior seguranga do trono e maior gléria de sua

patria.



