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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo central o estudo de Desigualdades de Gronwall, em
versoes cldssicas e singulares, com respaldo em resultados ja fundamentados na literatura, pro-
gredindo sequencialmente para suas generalizacdes e correspondéncias, para entdo aplicar a
teoria desenvolvida no estudo de problemas de valor inicial, de ordem inteira e fraciondria.
Para tanto, se fez necessario um estudo detalhado acerca de fungdes especiais, como as funcdes
Gama, Beta, e a funcio de Mittag-Leffler, a luz do Calculo Fraciondrio, para compreender o
sentido da derivada temporal considerada nas aplicagdes do Gronwall Singular.

Palavras-chave: Desigualdades de Gronwall. Gronwall Cldssico. Gronwall Singular. Equa-
coes Diferenciais. Derivada Fraciondria.
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ABSTRACT

The main goal of the present work is the study of classical and singular versions of Gronwall
Inequalities, supported by results already given in the literature, sequentially progressing to their
generalizations and correspondence. Then we apply the theory developed in the study of initial
value problems of integer and fractional order. To do so, a detailed study of special functions
such as the Gamma, Beta and the Mittag-Leffler functions was necessary, in the light of Fracti-
onal Calculus, to understand the meaning of the time-derivative considered in the applications
of the Singular Gronwall inequality.

Keywords: Gronwall Inequalities. Classical Gronwall. Singular Gronwall. Differential Equa-
tions. Fractional Derivative.
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INTRODUCAO

O Calculo Diferencial, também conhecido como Calculo Infinitesimal, foi um
dos desenvolvimentos mais importantes na histéria da humanidade, sendo as Equagdes Diferen-
ciais uma das dreas mais fecundas da Matematica, tanto por suas aplicacdes ao mundo fisico,
modelando fendmenos, como por sua contribui¢do a criagdo e ao desenvolvimento de varias
técnicas e teorias centrais para o progresso cientifico e tecnoldgico.

Um desenvolvimento considerdvel dessa teoria se deu na dltima década do
século XVII, quando matematicos como Pierre de Fermat (1601 - 1665), Isaac Newton (1642
- 1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) tiveram entendimento suficiente e notacao
para a derivada, embasados em estudos que remontam os séculos anteriores.

Na finalidade de determinar derivadas com ordens ndo necessariamente intei-
ras, desenvolveu-se o Calculo Fraciondrio, ou cdlculo de ordem nao inteira, definido por deri-
vadas e integrais que assumem ordens arbitrarias. Tal conceito € tdo antigo quanto o cdlculo de
ordem inteira, entretanto, ndo foi difundido da mesma forma, tendo um desenvolvimento acen-
tuado principalmente no final do século XIX e inicio do século XX, culminando em aplicacdes
importantes nos estudos de Niels Henrik Abel (1802 - 1829), Joseph Liouville (1809 - 1882),
Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866), Michele Caputo (1927), dentre outros.

Das inimeras aplicagdes dessas equagdes, que circundam outras ciéncias além
da Matematica, como Biologia, Engenharia, Estatistica, Fisica e Quimica, podemos citar o es-
tudo nas seguintes dreas: movimento de projéteis, satélites e ondas, decaimento radioativo e
reacdes quimicas, propagacdo do calor, modelos estatisticos, andlises quanticas, cdlculo do po-
tencial elétrico e distribuicdo de cargas.

Ao longos dos anos, muitos conceitos foram sendo aprimorados, até chegar as
notacdes e procedimentos utilizados atualmente. A medida que a teoria progrediu, percebeu-se
que as solucgdes para essas equacdes, tanto na versao diferencial quanto integral, ndo eram tao
simples de serem determinadas. Em certos casos, a obten¢do da solucdo por métodos elemen-
tares fundamentados ndo era possivel, mesmo sabendo que a solucdo existe e € Unica.

Essas questdes impulsionaram a procura por técnicas de solugdo, para casos
especificos de equacdes diferenciais e integrais que ndo eram contemplados pela teoria posta
até o momento. E nesse sentido que surgem as Desigualdades de Gronwall, como ferramentas
valiosas aplicdveis a andlise de questdes como boa colocagdo, regularidade e estabilidade de
problemas, descritos por equacdes diferenciais ou integrais.

Estudos pioneiros nessa drea constam nos trabalhos de T. H. Gronwall [14] e
R. Bellman [2], cujas notdveis desigualdades atrairam e continuam a atrair aten¢cdo considera-
vel na literatura, conforme pode-se ver, por exemplo, em Bihari [3], Dragomir [8], Pata [23],
Savostianov [27] e Showalter [28].

Com o passar do tempo, os modelos se tornaram mais complexos, consequen-
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temente, novas generalizagcdes das Desigualdades de Gronwall foram surgindo. Cada qual tinha
por motivacdo uma questdo especifica, acarretando no desenvolvimento de inimeras versdes
apos tantos anos de estudo, as quais muitas das vezes aparentavam (ou ndo) relagdes entre si.

E nesse cendrio que se concentra o foco inicial desse trabalho, com o propé-
sito de apresentar ao maximo um modo de evoluir na complexidade dessas desigualdades, tendo
sequéncia na ilustracao de aplicacdes destas em Equacdes Diferenciais Ordindrias (EDOs), com
derivadas temporais de ordem inteira e fraciondria, ou seja, aplicacdo dentro da prépria Mate-
madtica para conseguir mostrar propriedades para as EDOs, que a principio ndo figuram possuir
relacdo explicita com as Desigualdades de Gronwall.

Para isso, duas versdes dessas desigualdades foram exploradas: a cldssica e
a singular. A Desigualdade de Gronwall Classica (DGC) estabelece uma relagdo entre uma
funcdo (em geral) ndo negativa e sua integral (ou derivada) em um dado intervalo. De modo
similar, a Desigualdade de Gronwall Singular (DGS) é uma extensdo da DGC, sendo utilizada
em problemas envolvendo fun¢des que podem se tornar infinitas ou indefinidas em um ponto
especifico, o que denominamos por "singularidade". Esta também estabelece relacdes entre
uma funcdo e sua integral (ou derivada), com possiveis singularidades adicionais de uma (ou
mais) fun¢do ndo negativa em um intervalo.

Em resumo, ambas Desigualdades de Gronwall (cldssica e singular) sao ex-
tremamente Uteis para provar a existéncia e unicidade de solucdes para equagdes diferenciais e
integrais, bem como para estimar suas solugdes, sendo a segunda estendida a problemas com
derivadas tempo-fraciondrias. Inclusive, as intrinsecas relagdes entre as duas versdes estdo de-
talhadas no decorrer deste trabalho.

No Capitulo 1, apresentamos algumas definicdes e resultados preliminares
para o desenvolvimento deste estudo, fundamentando-se em Brezis [4], Cavalheiro [6], Folland
[10], Isnard [16] e Kreyszig [18]. Comecamos com algumas desigualdades numéricas, como
as célebres desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder, seguido de resultados de convergéncia
nos espacos L”, como o Teorema da Convergéncia Dominada, o qual € de extrema importincia
nas limitagdes advindas dos resultados singulares.

No Capitulo 2 entramos de fato no conteddo principal do trabalho: as Desi-
gualdades de Gronwall. Iniciamos a primeira se¢cdo com o estudo das DGCs, cuja versdo mais

basica e motivadora da teoria subsequente € a seguinte:

z(t) < a(t) + /Otb(s)x(s)ds. (1)

Para efeito de simplificagdo, veremos que se uma funcéo z(t) satisfaz a desigualdade (1), sob
hipétese das fungdes a e b serem continuas, com b ndo negativa, ela também ird satisfazer a

desigualdade abaixo:

t
z(t) < alt) +/ a(s)b(s)ef: blu)du . ()
0
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A conclusdo em (2), embora visivel (ou ndo), cumpre o objetivo central deste trabalho: estimar
a fungdo x(t) dependendo apenas dos pardmetros dados na desigualdade (1), a saber, as fungdes
aeb.

Ao longo desta secdo, sdo apresentados resultados com sucessivas generali-
zacdes a partir do Gronwall Classico em (1), englobando, por exemplo, casos ndo lineares com

expoentes positivos, como o expresso na seguinte desigualdade:

z(t) < a(t) + k/ot b(s)[x(s)|™ds, m >0, m # 1. 3)

Supondo regularidades convenientes para as funcdes em (3) (ver Coroldrio 2.6 para mais deta-

lhes), provamos a seguinte limita¢do para x(t):

o(t) < {[awm h1—m) [ t b<s>ds}“l’”, @

a qual possui mesma natureza que a desigualdade em (2), no que diz respeito a dependéncia aos
parametros inicias.

As versoes classicas das Desigualdades de Gronwall podem ser encontradas
em generalizagOes ainda mais abstratas do que as apresentadas acima, com aplicagdes em con-

textos cada vez mais complexos, como pode-se ver, por exemplo, na desigualdade

x(t) < a(t) + b(t) /Ot L(s,z(s))ds. 5)

A partir de (5) e hipéteses adicionais acerca das fungdes a, b, y e L (ver Teorema 2.7 para as de-
vidas hipéteses), conseguimos ainda limitar a fun¢éo x(¢) mantendo os padrdes de dependéncia
anteriores: .
z(t) < a(t) + b(t) / L(u, a(u))els visalbs)ds gy, (6)
0

As desigualdades (2), (4) e (6) trazem a tona a esséncia deste trabalho: esti-
mam a funcdo incdgnita através de fungdes que sdo conhecidas a priori. Entretanto, os resul-
tados ja listados (e todos os outros da referida se¢ao) abrangem apenas o caso das fungdes que
acompanham z(t) nos nicleos integrais em (1), (3) e (5) serem continuas, sem singularidades.
Resultados englobando as versdes singulares motivardo as se¢des seguintes do Capitulo 2.

Antes de prosseguir com os resultados singulares, apresentamos um estudo
aprofundado das fun¢des Gama, Beta, e da fun¢do de Mittag-Leffler (ver Secao 2.2), cujas pro-
priedades embasaram intimeras demonstracdes das DGSs. Abordamos ainda, de forma sucinta,
alguns aspectos relativos a seus desenvolvimentos histéricos.

Um destaque desta secdo advém da limitacdo obtida para a funcdo de Mittag-
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Leffler com dois pardmetros, a qual € expressa na forma de uma série de poténcias, dada por

o0

ZFak—i—ﬂ

k=0

a, > 0.

Sob as devidas hipdteses, mostramos no Teorema 2.24 que vale a estimativa
| Eaa(t™)] < C1e, a € (0,1),

para constantes positivas C; e Cy dependentes de awe T > 0. Sua prova contou com argumentos
e estimativas independentes da referéncia original, tendo €xito por meio de propriedades da
funcdo Gama e da funcdo Piso, as quais foram essenciais para que o argumento da funcdo
pudesse ser expresso em termo dos indices inteiros da série, sendo fruto de um longo e intenso
trabalho.

A partir dessa fundamentagdo, adentramos no estudo das DGSs, evidenciando
as similaridades e relagdes destas com as versodes cldssicas, sendo notdria a necessidade de
um maior instrumental teérico ao lidar com problemas envolvendo nicleos singulares. Uma

generalizagdo, correspondente a versdo cldssica em (1), € dada na seguinte desigualdade:

z(t) < a(t) + b(t) /Ot(t —5)" 'a(s)ds, v > 0. (7)

A singularidade do nicleo integral em (7) surge para v € (0, 1), pois neste intervalo a fungido
(t — s)7~! estd indefinida no ponto s = t. Considerando (7), a estimativa obtida para x(t) é

expressa em termos da funcdo de Mittag-Leffler com um parametro:

2(t) < alt) B, (b(t)T (1)), ey vk " ®)

Diferente do caso ndo linear apresentado em (3) para o Gronwall Cléssico,

seu correspondente singular, dado pela desigualdade
t
x(t) < alt) +/ (t — 8)°7'b(s)2™(s)ds, m, 3 >0, m # 1, 9)
0

recorreu a andlise de duas situacdes: 5 > % e 5 € (0, %] Para tais intervalos, obtemos, respec-

tivamente, as seguintes limitacoes:

t S
o x(t) < et{[\/ﬁa(t)]Q(l_m) + Cﬁ,m/ eg(m_l)sbz(s)ds} ( ); (10)
0

t q(1-m)
o 1(t) < et{(Qq_laq(t))l_m + K@m/ e(m_l)qsbq(s)ds} : (11)
0
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Assim como na se¢do do Gronwall Cléssico, as desigualdades (8), (10) e (11)
retratam o vigor das Desigualdades de Gronwall: estimar fun¢des desconhecidas, sem ser ne-
cessario determinar sua expressdo analitica. Além disso, tal como nos resultados cldssicos, os
singulares também progrediram para teoremas mais gerais e abstratos, até a obtengdo da DGS

com duas singulares, da forma

x(t) < alt) + /Ot(t —8)P L7 b(s)x(s)ds, B,y > 0. (12)

Com esta estimativa e as devidas suposicOes acerca das fungdes envolvidas, provamos limita-
¢Oes para x(t), considerando dois intervalos para os expoentes das singularidades, com teses
ainda mais abstratas do que as obtidas em (10) e (11). Isto serd precisamente provado no Teo-
rema 2.38.

Um outro caso da DGS, envolvendo a soma de integrais com termos singula-

res, € dado na desigualdade abaixo:

z(t) < a(t) + b(t) /Ot[(t —8)P 4 (t — s Ma(s)ds, v > 3 > 0. (13)

A partir de (13), obtém-se a seguinte limitagdo para x(¢) (novamente em termos da fungdo de

Mittag-Leffler, com entradas advindas das fun¢des conhecidas a priori):

z(t) < a(t)Bg(Kb(OT(B)E"),  Es(t) =Y = (14)

P L(Bk+1)

0

Os resultados provenientes de (12) e (13) ilustram procedimentos para lidar
com problemas envolvendo uma ou mais singularidades, fazendo uso de argumentos iterativos
até recair em estimativas nao singulares, para entdo aplicar resultados classicos ja sistematiza-
dos. Todas as hipdteses, conclusdes e demonstracdes precisas para os resultados supracitados
(DGCs e DGSs) serdo dadas no Capitulo 2.

A partir desses resultados, desenvolvemos no Capitulo 3 duas aplicagdes das
Desigualdades de Gronwall: a primeira em um problema de valor inicial de ordem inteira
(caso do Gronwall Classico) e a segunda em um problema de valor inicial fraciondrio (caso

do Gronwall Singular). Iniciamos considerando o PVI dado por

d(t) =
La(t) = f(t,2), >0, 5

ZL’(tO) = Xyp-

Mediante hipéteses apropriadas para f em (15), mostramos a dependéncia da
solu¢do com respeito aos dados iniciais (para as defini¢des precisas dos conceitos relativos a

solucdo do PVI, ver Secdo 3.1). Para tal, sequenciamos as hipoteses acerca de sua limitacdo,
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tendo como suposicao inicial a seguinte condi¢do para f:
|f(t,z) — f(t.y)| < Llz —y|, L > 0. (16)

Supondo a limitacdo em (16) e considerando x e y solugdes do PVI (15), com dados iniciais z

€ Yo, respectivamente, provamos que
lz(t) — y(t)| < |zo — yole™, (17)

sendo (17) um meio para provar a unicidade de solucao do PVI em questio.
Na sequéncia deste capitulo, estendemos os resultados de dependéncia para

problemas do tipo fraciondrio, considerando o PVIF dado por

dix(t) = f(t,x(t)), t >0,
z(0) = o,

(18)

onde df designa a derivada fraciondria segundo Caputo, que serd introduzida na Se¢do 3.2.

Com a estimativa (16) e em termos das solu¢des do PVIF (18), provamos que

(19)

() = y(B] < leo — wlEa(Lt"), Bult) =3 proiy:

k=0
sendo a desigualdade (19) uma ferramenta oportuna para provar a unicidade de solugdo para
o problema (18) (para o estudo de conceitos relativos as solugdes de equagdes diferenciais
fraciondrias, ver Secdo 3.2).

Nas aplicacdes, em ambos os problemas (PVI e PVIF), avangcamos em hip6-

teses mais gerais de limitagdo para a funcdo f, da forma

|f(t,z) = f(t,y)] < o)z —y|™, m > 0. (20)

Para finalizar o capitulo de aplica¢des, apresentamos algumas versoes dife-
rencias das Desigualdades de Gronwall (ver Se¢do 3.5), a partir das quais analisamos o com-
portamento assintético da solucdo de determinadas equagdes diferenciais. Consta ainda, no
final dos Capitulos 2 e 3, uma sintese dos resultados neles abordados.

No estudo das Desigualdades de Gronwall, nos respaldamos nas referéncias
[8, 15, 19, 21, 23, 25, 26, 27, 28, 31], e para a andlise das propriedades relativas as funcodes
especiais da Se¢do 2.2, assim como para a teoria explorada acerca do Calculo Fraciondrio, nos
baseamos em [1, 5, 7,9, 12, 13, 17, 22, 24, 29]. Os resultados aqui apresentados elucidardo a
importancia das Desigualdades de Gronwall no desenvolvimento da Anélise Matematica como
um todo, sendo a utilizacdo das mesmas uma via para concluir resultados tteis em uma varie-

dade de problemas em Matematica e outros campos das ciéncias.



18

1 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos definicdes e resultados que serdo necessarios
para o desenvolvimento deste trabalho. Como o objetivo € apenas recordé-los, as demonstracdes

podem ser encontradas nas referéncias citadas.

1.1 DESIGUALDADES NUMERICAS

Teorema 1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espago vetorial com produto

interno (-, -) e norma induzida. Entdo,
(@, )| < llllllyll, Vo,y € H.

Demonstracdo. Ver Kreyszig [18], Capitulo 1, Secdo 1.2. [

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Young). Sejam a e b constantes ndo negativase 1 < p,q < o0

tais que % + % = 1. Entdo,
ab? b
ab < — + —.
p q

Demonstragdo. Ver Isnard [16], Proposicao 12.11, pagina 219. [l

Observacao 1.1.1. Os niimeros p e q que satisfazem a igualdade

11
-4+ -=1
p q

sdo chamados de expoentes conjugados.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder). Sejam a, ..., a,, by, ..., b, niimeros reais ndo negativos,

comn €N, ep,q> lz‘aisque%—l—%:l.Entdo,

n n 1 n 1
S g < (Z ) ” (z bg) :
k=1 k=1

k=1
Demonstragdo. Ver Kreyszig [18], Subsecdo 1.2-3, pagina 13. [l

Corolario 1.4. Sejamr > 0,comr #1,n € Neay,...,a, € R,. Entdo,
(ar+ ... +a,)" <n" Hal +---+al). (1.1)

Demonstragcdo. Consequéncia da Desigualdade de Holder. [
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1.2 ESPACOS L? E RESULTADOS DE CONVERGENCIA

Nesta secdo, [ denotard um subconjunto aberto de R e ;1 a medida de Le-
besgue. Para um estudo mais detalhado sobre esta medida e suas propriedades, assim como a

respeito da construgdo da integral de Lebesgue, ver, por exemplo, Folland [10] e Isnard [16].

Defini¢do 1.2.1 (Espagos LP). Sejam I C R, 1 < p < oo e LP(I) o conjunto das funcdes

mensurdveis f : I — R tais que |f|P é integrdvel (no sentido de Lebesgue) em I, ou seja,
LP(]) = {f : I — R | f émensuravel e /|f(x)|pdx < oo}.
I

Diremos que duas funcées f, g € LP(I) sdo equivalentes, e denotamos por f ~ g, se f = g q.s.!

em I. Indicaremos por L*(I) o conjunto das classes de equivaléncia de funcdes p-integrdveis:

LP(I) = LP(I)] ~ .

Para p = oo, definimos o espaco das funcoes reais mensurdveis limitadas pelo conjunto

L) ={f:1—R| félimitada q.s. em 1}.

Observacdo 1.2.1. Segue da Defini¢do 1.2.1 que os elementos do conjunto LP(I) sdo classes
de equivaléncia de fungées em LP(I). Entretanto, a fim de simplificar a nota¢do, escreveremos
f € LP(I) no lugar de [f] € LP(1).

Observacao 1.2.2. Temos que:

(i) LP(I) é um espago vetorial para 1 < p < oo, com soma e produto por escalar usuais.

(ii) Para 1 < p < oo, LP(I) é um espaco normado com a norma definida por

1l = ( / \f(:c)\pd:v)p, )

(iii) Para p = oo, L*°(1) é um espago normado com a norma definida por
| fllzoe(ry = sug)ess|f(x)\ =inf{C > 0; |f(z)| < Cq.s.em I}, Vf e L>*(I).
xe

Definicao 1.2.2. Uma funcdo mensurdvel [ : I — R é dita localmente integrdvel se, para todo

subconjunto compacto K C R,

/K (@) < oo,

P (I), para p > 1, o conjunto das funcoes mensurdveis f : I — R tais que

Indicaremos por L,

| f|P € localmente integrdvel.

'Dizemos que duas funcgdes sdo iguais quase sempre se diferem apenas em um conjunto de medida nula.
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Teorema 1.5 (Teste Limite da Comparag@o). Sejam f, g : [a,b) — R, (comb < 0o ou b = c0)

fungdes localmente integrdveis, com g(x) > 0, satisfazendo

lim M:]\/[<ou lim M:M,seb:oo).
=00 g(x)

(i) Se 0 < M < oo, entdo f; f(x)dx e fabg(:v)d:v sdo ambas convergentes ou divergentes.
(ii) Se M = o e f; g(z)dr = oo, entdo f; f(x)dx = oo
(iii) Se M =0e fab g(x)dx é convergente, entdo fab f(z)dz é convergente.
Demonstragdo. Ver Cavalheiro [6], Teorema 1.33, pagina 15. 0
L L.
Lema 1.6. Se p < 1, entdo a integral / —pds é convergente.
0 S

Demonstragdo. Se p < 1, entdo

| 1-p
/ —ds = lim —ds = lim i

t—0+ sP t—0t 1 —pl|,

1
Lema 1.7. Sep > —1 ou q > —1, entdo a integral / sP(1 — s)%ds é convergente.
0

Demonstracdo. Dividiremos a prova nos casos a seguir.

(i) p>—1.
. sP(1—s)t 1
Como hm+ — = le fo sPds converge para p > —1 pelo Lema 1.6, segue do
s—0 S
Teste Limite da Comparagdo (Teorema 1.5 ) que a integral fol sP(1 — s)%ds converge para
todo g € R.
(17) g > —1.
P(1 — 5)¢
Como lim M = 1 e a integral

s»1- (1 —s)e

/01 (1= s)ids = /10 w9 (—du) = /01 §ds

converge para ¢ > —1 pelo Lema 1.6, segue do novamente do Teorema 1.5 que a integral

fol sP(1 — s)?ds converge para todo p € R.

Segue dos casos anteriores que a integral fol sP(1 — s)%ds convergese p > —loug > —1. [



21

Definicao 1.2.3. Uma funcdo f : R — R (ou C) é chamada absolutamente continua se,

para todo £ > 0, existe 6 > 0 tal que, para qualquer conjunto finito de intervalos disjuntos
(o1, 1), -+, (Qn, Bn), comn € N,

Y (Bi—ay) <6 = D _|f(B) — flay)| <e. (1.2)

j=1 j=1

De maneira geral, | ¢é dita ser absolutamente continua em [, 5] C R se a condzgao em (1.2)

for satisfeita sempre que os intervalos (o, 3;) estdo em [, B, para j =1, -

Teorema 1.8 (Teorema Fundamental do Calculo para Integral de Lebesgue). Sejam T' > 0 e

f:10,T] = R (ou C) uma fungdo. Entdo sdo equivalentes:
(i) f € absolutamente continua em [0,T);
(ii) f(t) fo s)ds para alguma funcdo g € L'([0,T],R);
(iii) [ é diferencidvel quase sempre em [0,T), f' € L'([0,T],R) e f(t) — f(0) = fot f(s)ds
Demonstracdo. Ver Folland [10], Teorema 3.35, pagina 106. [

Proposicao 1.9 (Desigualdade de Holder). Sejam I C R aberto e p,q € [1, 00| expoentes
conjugados. Se f € LP(I) e g € LI(I), entdo fg € L*(I) e

1fgllery < W llerllgllzoe-

Demonstracdo. Ver Brezis [4], Teorema 4.6, pagina 92. [

Teorema 1.10. Sejam f, g : I — [0, +o0| fungdes integrdveis tais que [ < g q.s. Entdo,

/I fdu < /I gdp.

Demonstracdo. Ver Isnard [16], Proposi¢ao 5.19, pagina 67. [

Teorema 1.11. Seja f : I — [0, +00] uma fungdo mensurdvel tal que
/Ifd,u < +o00.
Entdo, pi([f = 4o00]) = 0, onde
[f = +oo] = {x € Q[ f(2) = +oo}.

Demonstragdo. Ver Isnard [16], Proposi¢ao 5.21, pagina 68. [
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No estudo de problemas envolvendo equagdes diferenciais frequentemente
nos deparamos com sequéncias de fungdes, as quais precisamos tomar o limite em espagos
apropriados. Além disso, € natural o surgimento de sequéncias envolvendo integrais, sendo os
espacos L” ambientes naturais para trabalharmos. Neste contexto, o proximo teorema serd uma
ferramenta 1til para a passagem do limite em estimativas integrais, que surgirdo na demonstra-

cdo de uma Desigualdade de Gronwall.

Teorema 1.12 (Convergéncia Dominada). Sejam f, : [ — R funcées mensurdveis, comn € N,
tais que f,, — f q.t.p.. Se existe uma fungdo integrdvel g : I — [0, +o0] tal que | f,,| < g q.t.p.,

entdo as funcoes [, e [ sdo integrdveis e

/Ifndu%/lfd,u.

Demonstragdo. Ver Isnard [16], Teorema 7.22, pagina 101. U
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2 DESIGUALDADES DE GRONWALL

Neste capitulo, demonstraremos Desigualdades de Gronwall em duas versdes:
cldssicas e singulares. No decorrer das secdes, os resultados similares de cada um dos casos
serdo referenciados, contando com uma série de teoremas no dominio destas desigualdades,
inclusive com generalizacdes nao lineares. Estes desempenhardao um papel muito importante
nas aplicacdes do Capitulo 3, nas quais consideramos problemas de valor inicial com ordem
inteira e fracionaria. Como ja comentado anteriormente, utilizaremos a sigla "GC" para designar
o Gronwall Cléssico e "GS" para o Gronwall Singular. No que segue, iremos considerar o
intervalo [0,7) C R, com 7" > 0.

2.1 DESIGUALDADES DE GRONWALL CLASSICAS

Teorema 2.1 (GC1). Sejam z,a,b: [0,T) — R fungées continuas, com b ndo negativa. Se

z(t) < alt) + /Ot b(s)x(s)ds, t € [0,T), 2.1

entdo

t

z(t) < af(t) +/ a(s)b(s)els "Wiuds ¢ e [0,T). (2.2)
0

Demonstragdo. Consideremos a fungdo y(t) := fg b(s)x(s)ds em [0, 7). Nestas condigdes,

J () =b()2(t) < a(®)b(t) + b(E)y(#), ¢ € 0,T). 2.3)

Multiplicando (2.3) por e~/ ®(9)4 > 0, obtemos:

& o] < atwpe 0w, 1 e o.7) )
Integrando (2.4) em [0, ¢] segue que
t t
y(t) < / a(u)b(u)efub(s)dsdu, te[0,7).
0

Como z(t) < a(t) + y(t) por hipdtese, segue a prova de (2.2). O

Observacao 2.1.1. Com base no Teorema 2.1 vemos que, no caso de fungdes constantes, ou

seja, tendo por hipotese a desigualdade

z(t) <a+ b/ota:(s)ds,
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obtemos uma estimativa do tipo exponencial para x, dada por
z(t) < —a+ ae’ < ae’.

Teorema 2.2 (GC2). Sejam x e b fungées continuas e a e y fungdes integrdveis, ambas definidas

em [0,T), com b e y ndo negativas. Se

x(t) <al(t) +y(t) /Ot b(s)x(s)ds, t € [0,T), (2.5)

entao

t
o(0) < af0) +3(0) [ als)e O ds, v € f0.7). 6

Demonstragdo. Consideremos a fungdo z : [0,7') — R definida por

Sendo b ndo negativa segue que

(2.5)

Z'(s) < a(s)b(s) +b(s)y(s)z(s), t € [0,T). (2.7)

Multiplicando (2.7) pelo fator integrante el bnydr 5 ¢ integrando em [0, ¢], obtemos:
t t
2(t) < / a(s)b(s)els YW g (2.8)
0

Sendo y(t) > O parat € [0,7), de (2.5) e (2.8) segue a prova de (2.6). O

Observacao 2.1.2. O Teorema 2.2 é uma generalizagcdo do Teorema 2.1. Versoes modificadas
desses resultados podem ser encontradas em Dragomir [8], com a inversdo nos sinais das

desigualdades.

Os resultados cldssicos de Gronwall vistos anteriormente sdo lineares com
relacdo a fung@o incognita x(t). No que segue, apresentaremos generalizagdes nao lineares de
tais desigualdades, por meio das quais serd possivel perceber o maior nivel de complexidade
nas demonstracdes se comparadas ao caso inicial.

O préximo resultado € uma modificacao do Teorema 21 de Dragomir [8].

Teorema 2.3 (GC3). Seja x : [0,T) — R* uma fungdo continua satisfazendo a desigualdade

x(t) < c+/0 {a(s)x(s) + b(s)[x(s)]m}ds, tel0,7), (2.9)

onde a : [0,T) = Ry eb:[0,T) = R sdo fungdes continuas, m > 0, comm # 1, e c € R.
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Entdo,

I(t) S {Cl—me(l—m) fg a(r)dr + (1 i m)/

0

1
1-m

b(s)et=™ IN “(T)drds} ,t€0,T).

t

Demonstrag¢do. Consideremos m > 1 e y(t) a fungdo dada por
t
)=t [ {alo)a(s) 4 o) la(e) bas. ¢ € 0.7
0

Nestas condicdes, y(0) = ce
(2.9)

y'(t) = a(t)z(t) + o) [z@)]" < a(t)y(t) +0(t)[y(V)]™, t €10,T),

e como m > 1, obtemos:

(m — 1)y (t) < (m — Da(t)y(t) + (m — @O, t€[0,T). (210
Se z(t) := —[y(t)]*™™, entdo
Z(t) =(m = Dy®)] "y (1)
"<~ Vae)y() + (m — DO
=(m — Da(t)[y(t)]' ™™ + (m — 1)b(?),
implicando em
2'(t) + (m—1Da(t)z(t) < (m—1)b(t), t €[0,T). (2.11)
Multiplicando (2.11) pelo fator integrante elom=Da(ndr - segue que

(2.12)

% (z(t)efé <m—1>a<f>d7“) < (m — 1)b(t)em D oadr ¢ ¢ [0, T).

Integrando (2.12) em [0, ¢], encontramos

t
2(t)edom=Dadr _ 2 0) < (m — 1) / b(s)em=D o adrgs € [0,T).
0

Substituindo 2z na desigualdade anterior segue que

t
b(s)e =™ s odrgg ¢ [0, 7).

[y(t)]l—m > Cl—me(l—m) fot a(r)dr + (1 o m)/o
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Sendo z(t) < y(t) e 1 —m < 0 por hipétese, obtemos:

t
(O] > ] > e A (1 ) / b(s)e(=m Lo g, ¢ € [0,T),
0

0 que implica em

_1
1-m

b(s)et—™ Iy a(’”)d’”ds} ,te[0,T).

t

$<t) < {Clme(lm) fg a(r)dr + (1 o m)/

0

Param € (0, 1) a prova é andloga, bastando adaptar os sinais das desigualdades. 0

A demonstragdo do Teorema 2.3 elucida um procedimento geral para pro-
var Desigualdades de Gronwall Cléssicas, envolvendo combinacdes da funciao incgnita com
diferentes poténcias reais positivas. No préximo resultado, cuja demonstracdo considerou os
trabalhos de Bihari [3] e Dragomir [8], apresentaremos um procedimento geral envolvendo a
composi¢do de uma fungdo continua com z (), a qual pode ser particularizada para inimeras

aplicacdes de casos ndo lineares.

Teorema 2.4 (GC4). Seja x : [0,T) — R, uma fungdo continua que satisfaca a desigualdade
t

o(0) <3+ [ als)ylalo)ds, t€ 0.7), @.13)
0

onde M € Ry, a:[0,T) = Ry € continua, e y : Ry — R* € continua e ndo decrescente.

Entéo o) < v (Y(M) . /Ota(s)ds), tel0,7),

sendo Y : R, — R dada por
Y (u) /u ! d eR
u) = —ds, u .
o Y(s) !

Demonstragdo. Definindo z(t) := [}

0 @(8)y(x(s))ds em [0,T), obtemos de (2.13) e pelo fato

de y ser ndo decrescente que

() = aly(e(t)) < a(t)y(M v a(s)y(m(s))ds) — a(t)y(M + =(1)), t € [0,T).
(2.14)

Sendo y estritamente positiva, obtemos de (2.14) que

1

mz'(t} <a(t), t €[0,7). (2.15)
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Integrando (2.15) em [0, ¢] e fazendo a mudanga de varidveis s = M + z(u), obtemos:

M+Z(t) 1 t
/ ——du < / a(u)du, t € [0,T),
0

M y(u)

ou equivalentemente,

M 1 M+Z(t) 1 t
—/ —du+/ ——du < / a(u)du, t € [0,T). (2.16)
0 0 0

Segue de (2.16) que
t
Y(M 4+ 2(t)) <Y(M) +/ a(u)du, t € [0,T). (2.17)
0

Para que uma func¢do seja inversivel na imagem, basta que ela seja injetora, pois a sobrejetivi-

1
y(s)
segue que a mesma € crescente, consequentemente, injetora e inversivel, com inversa também

dade estd garantida pela restricdo do contradominio. Sendo Y”'(s) = > (O paratodo s € R,

crescente. Desta forma, de (2.17) e da hipétese, para t € [0,7") concluimos que

z(t) < M+z(t) <Yy! (Y(M) + /Ota(u)du)

]

O resultado a seguir apresenta uma generalizagdo do Teorema 2.4, com argu-
mentos semelhantes na demonstracao, sendo uma versao modificada do Teorema 28 de Drago-
mir [8]. Tal resultado serd de extrema importancia na demonstracdo dos Teoremas 2.31 e 2.32,
nos quais aparecem Desigualdades de Gronwall Singulares, mostrando a estreita relagdo entre

as versoes classicas e singulares.

Teorema 2.5 (GCS5). Sejam k > 0, a : [0,T) — R, ndo decrescente de classe C'(0,T),
bz : [0,T) — R, funcdes continuas e y : R, — R, continua e ndo decrescente, com
y(0) =0ey(t) >0em (0,7T). Se

z(t) < alt) + k:/ot b(s)y(z(s))ds, t € [0,T), (2.18)

entdao

z(t) <Y! (Y(a(t)) + k/ot b(s)ds), t €[0,Ty],

onde Y : R, — R ¢é definida por Y (u) := f:) ﬁds, comug € Ry, Y ' éainversadeY e
Ty € R étal que

<Y(a(t)) +k /0 t b(s)ds) € Dom(Y™Y), t € [0,T}].
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Demonstracdo. Consideremos a fungdo definida por

2(t) :==a(t) + k’/o b(s)y(z(s))ds, t € [0,T).

Nos pontos em que z(t) = 0 a prova é imediata. Facamos a prova para os pontos ¢t € [0,7)

tal que z(¢) > 0. Nestas condigdes, y(z(t)) > 0 pelo fato de y ser ndo decrescente, e como
0 <y(z(t)) < y(=(t)), segue que

0 < yla(t)ly(z(t)] " < 1. (2.19)

Sendo z diferencidvel temos que

2(t) e d()

y(2(t)) — w(=(1))

Além disso, sendo a ndo decrescente (a’(t) > 0) e z(t) > a(t), obtemos de (2.20) que

+ kb(t). (2.20)

Ao A0 _ .
Y CO) = Soas < coas k() = Y (a(®) + kb(D), 2.21)

e integrando (2.21) em [0, t| segue que

Y (2(t)) <Y(a(t)) +k /Ot b(s)ds. (2.22)

Por fim, de (2.22) obtemos:
t
r(t) < z(t)<Y™! (Y(a(t)) + k/ b(s)ds), t €10,11],
0

sendo 77 > 0 tal que (Y(a(t)) +k b(s)ds) € Dom(Y ') parat € [0,Ty]. O

Se y for a funcdo identidade no Teorema 2.5, entdo recaimos nas hipoteses
dos teoremas lineares das versoes cldssicas de Gronwall. No intuito de seguir o0 mesmo padrao
nos resultados com singularidades da Secdo 2.3, aplicaremos este teorema no caso particular

em que y(s) := s™, comm > 0 e m # 1, obtendo o resultado a seguir.

Corolario 2.6 (GC6). Sejam k,m > 0, comm # 1, a : [0,T) — R ndo decrescente de classe
CH0,T)eb,x :[0,T) — R, fungcdes continuas. Se

z(t) < alt) + k/ot b(s)[xz(s)|"ds, t € [0,T), (2.23)
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entao )

aog{meM+uywmA%@m%l,tepT)

Demonstrag¢do. Consideremos a funcdo y(s) := s™,comm > 0em # 1. Para

—m l_m
Uo
Y = —d = —d = > 0;
* Y /Jo (s) °T / o7 1—m 1—m’u0 ’

o YV l(u) = {a— ﬁmw%m} , ug > 0;

1-m

Dom(Y ™1 =R — {t,}, ty:= —
L OTTL( ) {0}7 0 1_m7

segue do Teorema 2.5 a seguinte desigualdade em [0, T'):

1

o) < ¥ (Viaw)+ & [ sas)={ = mvtan + @ -k [y

1

O

Conforme vimos no Corolario 2.6, o qual consiste em uma aplicacio do Te-
orema 2.5, uma vez tendo satisfeita as condi¢cdes de regularidade para a fungdo y, basta deter-

u

minarmos Y (u) := [ -1 7= 48> para ug > 0, e sua inversa, Y !, para entdo obter a estimativa da

uo
fungdo x(t) satisfazend(?j indmeras outras Desigualdades de Gronwall ndo lineares.

Levando em consideracdo que a esséncia de tal procedimento ja foi explici-
tada com o Coroldrio 2.6, e que tais desigualdades serdo ainda aplicadas tanto nas demons-
tracdes das Desigualdades de Gronwall Singulares (Se¢do 2.3), quanto nas aplicacdes em uma
problema de valor inicial (Secdo 3.1), ndo prosseguiremos com mais resultados para casos es-
pecificos da fungdo y.

As versdes cléssicas das Desigualdades de Gronwall podem ser encontradas
em generalizagdes ainda mais abstratas do que as apresentadas até o momento neste trabalho.
A fim de elucidar tais casos, finalizaremos os resultados desta se¢do com o Teorema 2.7, consi-

derando o Lema 74 de Dragomir [8].

Teorema 2.7 (GC7). Sejam a,b : [0,T) — Ry, y, L : [0,T) x Ry — R, fungdes continuas
tais que
0< L<t7u) - L(tav) < y<t7v)(u - U)? te [OaT)7 uz>wv=>0. (2.24)

Se x :[0,T) — R é uma fun¢do continua satisfazendo a desigualdade

z(t) < a(t) + b(t) /OtL(S,Z‘(S))dS, tel0,7), (2.25)



30

entao

t
() < a(t) + b(?) / L(u, a(u))edt vee@bds gy, 1 ¢ [0, 7).
0

Demonstra¢do. Consideremos a fungéo z : [0,7) — R, definida por z(t) := f(f L(s,z(s))ds.
Nestas condicdes, z(0) = 0 e z é diferencidvel, com 2'(t) = L(t, z(t)). De (2.24) segue que

L(t, Ul) S L(t, Ul) e L(t, UQ) S L(t, Ug) + y(t, UQ)(UQ — Ug) (226)

para quaisquer uy, us, V1, V2 € R, com uy; > vy e ug > vy. Desta forma,

S(t) = Lt 2(t) < L(t,alt) + b(t)=(t))
:1/)1/ =u1=u

va=a(t)

< L(t,a(t) +y(t, a(t))(a(t) +b(t)z(t) — a(t))
= L(t,a(t)) + y(t, a(t))b(t)z(t),

o que implica em
2'(t) —y(t,a(t)b(t)z(t) < L(t,a(t)), t € [0,T). (2.27)

Multiplicando (2.27) pelo fator integrante e~ Jo y(s.a()b(s)ds ¢ integrando em [0, ¢], obtemos:
t t
2(t) < / L(u, a(u))elu o6& ds gy, ¢ e [0, 7). (2.28)
0
Da hipétese (2.25) vale que
z(t) < a(t) + b(t)z(t), t € [0,T). (2.29)

Logo, por (2.28) e (2.29) concluimos a prova de (2.7). [

Observacao 2.1.3. Uma vez tendo satisfeita as hipoteses do Teorema 2.7, é possivel obter
inumeras aplicacoes deste resultado, além de recair nas hipoteses dos teoremas jd obtidos.
Generalizacoes de natureza semelhante a da desigualdade (2.25) podem ser explanadas em

Dragomir [8], no qual consta um compilado de trabalhos de diversos matemadticos.

Observacao 2.1.4. Nesta secdo abordamos apenas versoes integrais das Desigualdades de
Gronwall. Entretanto, na literatura elas também sdo encontradas na forma diferencial, em
casos lineares ou ndo lineares, os quais podem ser explorados, por exemplo, nos trabalhos de
Pata [23], Rivera [26] e Showalter [28]. Algumas destas desigualdades serdo apresentadas na
Secdo 3.5, no que concerne as aplicagcoes das Desigualdades de Gronwall no estudo assintotico

da solucdo de equacdes diferenciais.
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2.2 FUNCOES ESPECIAIS

Nesta secdo, definiremos algumas funcdes especiais e suas principais pro-
priedades, a saber, as funcdes Gama e Beta e a funcdo de Mittag-Lefller. Tais fungdes serdo
essenciais para o estudo das Desigualdades de Gronwall Singulares na Secdo 2.3, e de suas
aplicagdes no PVIF na Secdo 3.3. Para um estudo mais detalhado dessas fungdes, assim como
de suas relagdes com o Célculo Fraciondrio, sugerimos os trabalhos de Goderfroy [12], Kilbas,
Srivastava e Trujillo [17], Podlubny [24] e Torelli [29].

2.2.1 Funcoes Gama e Beta

Historicamente, a fungdo Gama foi introduzida no século XVIII, motivada
por problemas de interpolagdo para estender a nocdo de fatorial para nimeros nio naturais.
Dentre os matemadticos envolvidos nesses estudos, destacamos Goldbach', Bernoulli?, Euler” e,
posteriormente, Weierstrass®*.

Atualmente denotada por I', essa func@o possui vdrias representagdes, como
as formulas de Euler através da integral imprépria, por meio de limite ou do produto infinito.
Neste trabalho, usaremos com mais frequéncia a que é expressa pela integral imprépria, explo-
rando, a seguir, algumas de suas propriedades que serdo ferramentas necessarias ao desenvolvi-
mento das aplicacdes propostas.

Assim como a fun¢do Gama para nimeros naturais descreve fatoriais, a fun-
cdo Beta, comumente representada pelo simbolo B, estd relacionada com a descri¢ao de coefi-
cientes binomiais, possuindo inimeras aplica¢gdes nas teorias de probabilidade e estatistica. Foi
primeiramente estudada por Euler, Legendre’ e Binet®, sendo ainda conhecida como integral de
Euler de primeiro tipo.

Ressaltamos que as fun¢des Gama e Beta podem ser estendidas para o con-
junto dos nimeros complexos. Entretanto, em vista do que serd necessdrio para esse estudo,
nos ateremos ao conjunto dos nimeros reais, sendo possivel explorar os casos complexos nas

referéncias citadas no inicio desta secao.

Definicao 2.2.1. A funcdo Gama é definida por
[(x):= / e " tdt, x> 0. (2.30)
0

Lema 2.8. A integral em (2.30) converge para todos os valores x > (.

IChristian Goldbach (%1690 - $1764)

2Daniel Bernoulli (1700 - 11782)

3Leonhard Paul Euler (x1707 - 11783)

4Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (x1815 - $1897)
3 Adrien-Marie Legendre (x1752 - 11833)

6Jacques Philippe Marie Binet (x1786 - $1856)
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Demonstragdo. De fato, consideremos

1 e’}
['(z) = / e it dt + / ettt (2.31)
0 1

Sabemos que a integral em (2.30) converge se, e somente se, as duas integrais do lado direito

da igualdade em (2.31) convergem. No que segue, analisaremos cada uma destas integrais.

(i) A integral fol e~t*~1dt converge para todo z > 0.

Com efeito, se z € (0, 1) temos a seguinte integral impropria:

1 1 1 1 1
et At = | ——dt< | —dt, 0<1l—2x2<]1. (2.32)
0 0 ettl—m 0 tl—x

Como a integral fol tll_l. dt converge pelo Lema 1.6, segue do teste da comparagdo para integrais

que fol e~'t*~1dt converge para x € (0,1). Para z = 1 a convergéncia é imediata. Por outro
lado, se * > 1 entdo o integrando e *¢*~! é continuo em [0, 1] € sua integral converge neste

intervalo, o que conclui a prova de (1).

(i) A integral [ e~"t*~'dt converge para todo = > 0.
Parat > lex € (0,1) segue que e~ 't*~1 < e, consequentemente a integral

converge pelo teste da comparagdo, pois

/ e‘tt“”_ldtg/ e tdt = et
1 1

Para x = 1 a convergéncia é imediata. Analisaremos agora o caso x > 1. Segue da regra de

L’Hopital que
ot 1)t* L)t Da(z — 1)t*?
lim — = lim u = lim % = lim (z+ >x(:i ) .
t—oo € t—o00 e t—o0 e t—o0 e

Continuando com este processo, para cada x > 1 fixado, até encontrar um ndmero natural n,

tal que n, — x > 0, obtemos:

lim te — lim (x4 Da(x—1)(x —2)-- (x — ny)

t—oo e t—o0 ettnz—x

=0, x>1

x+1
t; < eparat > t;. Em

Desta forma, para quaisquer ¢ > 0 e x > 1 existe ty € N tal que
particular, para ¢ = 1 temos que

tmfl B terl 1 1

et et t_2<t2'

t>ty —

Definamos I, (z) := [

ettt dt e Iy(x) = [ et 'dt. A integral I, (x) converge, pois
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seu integrando é continuo no compacto [1, ¢y]. Além disso, como

o0 N
I(x) g/ t72dt = lim t72dt = lim (=N"'+t,1) =17,

N—oo N—oo
to to

pelo teste da comparagdo a integral

/ e 't dt = I (2) + L(x)
1

converge para xz > 1.
Por esses casos concluimos que a fun¢do Gama converge para todoz > 0. [

Lema 2.9. Se I' é a fungdo definida em (2.30), entdo I'(3) = \/T.

Demonstragcdo. Temos pela definicdo da funcdo Gama que

1 o0 L e [
F(—)z/ et adt =0 2/ e du.
2 0 0

Nestas condigdes,

Q[ o)) f o

Usando as coordenadas polares v = r cos(0), v = rsin(f), r € [0,00) e 6 € [0, 5], obtemos:

1\1° © 3 o0 1
' = = 4/ / e " rdfdr = 27r/ e rdr=1 = T'| =)= V.
2 o Jo 0 2

[
Proposicao 2.10. A funcdo 1 definida em (2.30) satisfaz as seguintes propriedades:
(i) I'(n + 1) = nl, para todo n € N;
(ii) T'(z + 1) = 2I'(z), para todo x > 0.
Demonstragdo. Para x > (0 fixado, notemos inicialmente que
o — T=8X OO _ 1
/ e ldr=1 = e Fds = —. (2.33)
0 0 z

Derivando a segunda igualdade de (2.33) (em x) e utilizando a regra de Leibniz, obtemos:

/ — _SIdS———2 :>/ e ds = — ol (2.34)
0 l’
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Fazendo novamente a derivacao em relacdo a = em (2.34) segue que

& 2.1 & 2.1
/ —s%e % ds = —— = / s?e % ds = —-
0 T 0 z

Repetindo esse processo por n vezes, com n € N, obtemos a relagao

°° n!
/ s"e ds = x>0, neN.
0

pntl ’

Em particular, para z = 1 vale que
I'n+1)= /OO e ’s"ds=n! <= TI'(n)=(n—1)! VneN,
0
0 que prova o item (i). Usando integragdo por partes na fungéo I'(z + 1) provamos o item (ii):
Iz+1) = /OO e "ttt = :L'/OO e 't ldt = al'(z), x> 0.
0 0

O

Observacao 2.2.1. Segue do segundo item da Proposicdo 2.10 as seguintes equivaléncias para

todo x > 1: ) )
D)= (o =D =1) = [y = "";&) .

Corolario 2.11. A funcdo Gama satisfaz as seguintes propriedades para n € N:

n—1

(i) I'(z +n) = H(z + k)I'(z), para todo x > 0;

k=0

(i) T(3 +n) = Y2,

4 n

Demonstragdo. Usando n vezes o segundo item da Proposicao 2.10 obtemos que

IFz+n)=I'(xz+(n—-1)+1)
=lx+n—-1DT'x+(n-1))

=+ =Dz +n=2)]-[r+ {0 -n)(z+(n—-n)

[+ mre.

k=0

o que prova (i). Além disso, para n = 1 segue do Lema 2.9 e da Proposicao 2.10 que

(L) () 4
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Por indu¢do demonstramos o item (ii):

1 1 1N @k+1)Va K 7 20k + 1))
P(§+(k5+1))— (§+/{J)F(§+k)— 5 E 7l _4k+1 (l{?+1)' ,k’GN.

O]

A titulo de curiosidade, além da representagdo integral da Defini¢ao 2.2.1 para
a funcdo Gama, podemos defini-la, por exemplo, através de limite ou produtdrio, conforme
descrito nas equagdes a seguir:
n!n®

r =1 0 N;
T =l ey ©70 nEN

1 s
° ) :xe“’IH(l—i—%)en, x>0, neN,

n=1

1 1
onde 7 € a constante de Euler dada pelo limite v := lim (1 + 5 +o 4+ == ln(n)).
n—00 n
A prova dessas representacdes equivalentes a (2.30) seguem de teoremas de
convergéncia, podendo ser exploradas nos trabalhos de Goderfroy [12], Kilbas, Srivastava e

Trujillo [17] e Podlubny [24].

Lema 2.12. A fungcdo Gama é continua em (0, 00), ndo crescente em (0, 1) e ndo decrescente

em (2, 00).

Demonstracdo. De fato, dados T, e > 0, para cada u € (0,7T) fixado, porém arbitrério, consi-
deremos a fungdo f, : (0,00) — R definida por f,(x) := u*~!. Como f, é continua, existe
0 > 0 tal que

x,20 € (0,00), |z — 20| <6 = |ful(®) — fulzo)] = " —u™ | < e, Vue (0,7T).
Nestas condigdes,

T
o~ a0l <8 = Do) = Do) =|fim [ e = 0 )
0

T—o00
T
< lim e u Tt —uo | du
T—o00 0
T
<e lim e “du=¢,
T—o00 0

o0 que prova a continuidade de I' em (0, o0). Além disso, por meio dos resultados de derivagido
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para integrais improprias sabemos que

oo d [e.@]
o I'(2) —/ e’td—(tw’l)dt —/ e 'In(t)t*"1dt, Vo > 0;
0 z 0

o I(2) = /OO e’ ln(t)itx—ldt = /OO e In(t)*t*"tdt > 0, Vo > 0.
0 dx 0

Desta forma, o grafico da funcdo Gama é continuo e tem concavidade voltada para cima, e como

['(1) = 1 =T'(2), segue que o ponto critico, que é ponto de minimo da fungdo I : (0,00) — R,

pertence ao intervalo (1,2). Logo, a fungdo Gama nao decresce para = > 2 e é ndo crescente

em (0,1). O

Observacao 2.2.2 (Extensdo da Funcdo Gama). Na Definigcdo 2.2.1 consideramos no dominio
da funcdo Gama apenas os niimeros reais positivos. Entretanto, esta funcdo pode ser estendida

para os negativos ndo inteiros, o que ¢é feito por meio da formula obtida na Proposicdo 2.10:

I(z) = w Vo > 0. (2.35)

Notemos que o quociente do lado direito desta igualdade estd bem definido para © € (—1,0),

pois neste intervalo x + 1 > 0. Desta forma, conseguimos definir a fungcdo Gama a partir do

quociente @ para x € (—1,0).

Convém ressaltar que a Definicdo 2.2.1 ndo engloba este caso, pois a integral

J5C et~ dt diverge para x < 0, pois

0
* 1 1 1 N=
/ e "t dt > —/ t* 't = = lim (— — —): +00.
0 € Jo e N=0t\T X

Depois de estendermos a fungdo em (—1,0) podemos analisar novamente o
T'(z+1)
x

neste caso (xr + 1) € (—1,0) e jd obtemos a extensdo da fun¢do Gama neste intervalo.

quociente , 0 qual também estd definido para para x € (—2,—1), tendo em vista que

Procedendo desta maneira conseguimos estender a funcdo Gama para todo

re€R—{0,—-1,-2,---}, obtendo a seguinte fungdo:
f:R—-{0,-1,-2,---} > R

I'(z), x >0,

@,az<0,az§é2.

x> f(z) =

Tal fungdo é de fato uma extensdo de T', pois f|.o) = I'. Daqui em diante, quando conside-

rarmos a fun¢cdo Gama aplicada em valores negativos e ndo inteiros, estaremos nos referindo
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a sua extensdo f(x) = @ Por exemplo,

(") e

Desta forma, similarmente ao item (ii) do Coroldrio 2.11, é possivel calcularmos o valor da

Jfuncdo Gama para qualquer ponto da forma (% —n), comn € N, valendo a seguinte expressdo:

- (—2) C(=2rn(1-2--m) ol
F("”)_ 1-3-5---(2n—1)ﬁ_ (2n)! V= (=) wﬁ‘

Observacao 2.2.3. A funcdo Gama ndo estd definida no zero e nos inteiros negativos.

Com efeito, vemos que a integral em (2.30) diverge para x = 0, pois

e e N—0+t

> 1t 1
/ e 07 dt > —/ t71dt = — lim (In(1) — In(N)) = +oo.
0 0
De maneira geral, vale que

lim |['(z)] =00, Vx,€{0,-1,-2,---}.

T—Tn

Desta forma, a funcdo Gama (ou sua extensdo) estd definida para valores
r € R—{0,—1,-2,---}. Tal definicdo pode ser feita em x € C—{0,—1,—2,--- }, entretanto,

ndo faremos tais consideracoes por fugirem do escopo deste estudo.

Para uma melhor visualizacdo do comportamento da fun¢do Gama para valo-

res reais de seu argumento, seu grafico pode ser visto na Figura 2.1.

Figura 2.1: Esboco do grafico da fungédo I'.

-

Fonte: A autora.
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Com base na andlise da Figura 2.1 podemos perceber um crescimento abrupto
da funcdo Gama para valores positivos x > 2, como era de se esperar, ja que se trata de uma
generalizagdo do fatorial. Além disso, € visivel sua continuidade neste intervalo e as condi¢des
de monotonicidade avaliadas no Lema 2.12, assim como a propriedade do limite divergente da
fun¢cdao Gama nos inteiros negativos, conforme abordado na Observacgao 2.2.3.

Os préoximos resultados fornecerdo propriedades referentes a convexidade da
composicdo log oI e algumas limitag¢des para a funcdo Gama com entradas especificas, as quais
serdo fundamentais para a prova da convergéncia uniforme da série de fun¢des advinda da

demonstracdo do Gronwall Singular do Teorema 2.29.

Lema 2.13. A funcdo Gama é logaritmicamente convexa em R , ou seja, a seguinte desigual-

dade é satisfeita para quaisquer x,y > 0 et € [0, 1]:
log(I'(tz + (1 — t)y)) < tlog(I'(z)) + (1 — ) log(I'(y)).

Demonstracdo. Como a funcdo Gama € positiva em R* , a composi¢do log oI" estd bem defi-

nida. Além disso, segue do Lema 2.12 as seguintes derivadas para z > 0:
o« T(z) = / e In(t)Ed: o T (z) = / (O] (2.36)
0 0

Sabemos também que uma func¢do f : I — R, duas vezes derivdvel no intervalo I C R, é
convexa se, e somente se, f”(x) > 0 para todo x € I (ver [20], Capitulo 8, Teorema 11).

Temos ainda que

, V> 0. (2.37)

e (T@Y_ @) - M@
(log(I(z))) (m)) TP

Para z > 0, considerando o produto interno definido por

(fq) = / " Ft)gyEtedr,

e usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 1.1) com f = Ine g = 1, obtemos:

23 < /0 Oo[ln(t)]%“etdt) < /0 h t“etdt),

/ In(t)t" e 'dt
0

ou equivalentemente,
I"(z)0(x) — [['(2)]* > 0.

Isso prova que (log(I'(x)))” > 0 para todo x > 0, o que demonstra a convexidade logaritmica
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da funcdo Gama’. O
Lema 2.14 (Desigualdade de Gautschi). Sejam x > 0 e s € [0, 1. Entdo

Patl) oy ges, (2.38)

1-s <
o= [(x + s)

Demonstrag¢do. Para u,v > 0 et € [0, 1], segue do Lema 2.13 e das propriedades da fungéo

logaritmica que
log(I'(tu + (1 — t)v)) < tlog(I'(u)) + (1 —t)log(I'(v)) = log([I'(w)]'[L(v)]"™"),
provando a desigualdade
(tu+ (1 —t)v)) <[0(w)]'[T(v)] . (2.39)
Considerandou =z, v =z +1let=1—sem (2.39),comz > 0 e s € [0, 1], obtemos:

['(z+1)

o+ 9) < M@0 + 1) = [ 25

} T ) =T 1), 240)

Analogamente, segue de (2.39) comu =x+s,v=x+s+let=s,paraz >0es € [0,1],

a desigualdade
D(z+1) <[[(x+ ) [(z+s)[(x+ )] = (z+ ) T'(x+s). (2.41)
De (2.40) e (2.41) segue a prova de (2.38). L]

Lema 2.15. Para s € (0, 1) vale o limite

N G

Demonstra¢do. Parax > 0e s € (0,1), segue do Lema 2.14 que

1-s lI (1) 1-s
< —— < +
X < (m S) < ([L’ 8) s

70 Teorema de Bohr-Mollerup, um dos resultados mais elegantes da teoria da fun¢io Gama, garante que tal
fungo positiva € a tinica que satisfaz, simultaneamente, as seguintes propriedades em R : f(z + 1) = = f(z),
f(1) = 1lelogof é convexa. Este resultado é tdo fundamental que alguns autores adotam suas condi¢des como
definicdo da funcdo Gama, derivando suas demais propriedades a partir dele.

- Harald August Bohr (x1887 - 11951).
- Johannes Peter Mollerup (%1872 - +1937).
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ou equivalentemente,

1—s 1-—s
1. @) ;< (“18) - (x—f—‘s+ > ) . (2.43)

¢ ~ I(x+s riss

De (2.43) e do Teorema do Confronto (ver [20], Capitulo 4, Teorema 8) segue a prova de (2.42).

[
00 k
Lema 2.16. A série Z — converge absolutamente® para qualquer C € R e v > 0.
~ I'(kv)
Ok
Demonstragdo. Seja ay, 1= TEy)" Dividiremos a prova em dois casos: v > 1e v € (0,1).
g

1 v=1

Com efeito,como 2 < k+1 < kv + 1 < kv +, sendo Gama uma func¢ao positiva e nao

decrescente em [2, 0c0) obtemos que

kAD(ky) = T(ky +1) < T(ky +7),

consequentemente,
I'(k 1
D) <. (2.44)
L(ky+7) = by
Temos ainda que
Clkt T(k D(ky) @4 1
lim | 24| = fiy ¢ ) 1o tim 2% 2 0 L g <1,
k—oo| Qg k—oo I'((k+1)y) |C|* k—oo ['(k7y + ) k—oo K7y
provando pelo Teste da Razio’ que a série Z (k) converge absolutamente.
g
k=1

(i) 7 € (0,1).

De fato, usando o Lema 2.15 provamos o limite

QR+1
Qg

lim

k—o0

=0,

e novamente pelo Teste da Razdo concluimos a convergéncia desejada para -y € (0, 1).

O]

8Ressaltamos que essa convergéncia € intuitiva, considerando que a fungio Gama generaliza o fatorial e que a

n
L .
série E — € convergente na qualquer x real.
n!

Ver [20], Capitulo 4, Teorema 19.
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A seguir, veremos a definicao da funcdo Beta e algumas de suas propriedades,

além de relacdes desta com a fungcdo Gama.

Definicao 2.2.2. Sejam £,m > 0. A fungdo Beta é definida por

1
B(&,n) ;:/0 (1 — )7 dt. (2.45)

No que segue, I' serd usada para se referir a funcdo Gama definida em (2.30)
ou a sua extensdo presente na Observacdo 2.2.2 (a depender do contexto), e B designard a
funcdo Beta definida em (2.45).

Proposicao 2.17. As fungoes Gama e Beta satisfazem a seguinte relacdo:

_ TOr®m)

Demonstragcdo. Sejam &, 1 > (. Da defini¢do da fungdo Gama segue que

L&r(n) :</ e_“ué_ldu) (/ e‘”v”_ldv)
0 0
= /00 /00 e~ W~y dudy
o Jo

6—(z2+y2)x2§—1y2n—1dxdy

re ™" P22 (cos(0)) % (sin()) > dbdr

)
() /0 h /0 * e (r cos(8))% (1 sin(6))*1 rdddr
y

™

:(2 / fd) (z / 2<cos<e>>2€-1<sm<e>>2"-1d9>, (247)

~~ ~

=:1 =:1s

2

onde em (*) fizemos a substitui¢io u = 2%, v = y? e em (*x) utilizamos as coordenadas

polares © = rcos(f),y = rsin(f) , comr € [0,00) e § € [0,5). Agora, fazendo t = 7> em I

e s = [sin(#)]? em I, obtemos:

= / e HOLdt = T (n + €); (2.48)
0

™

o], =2 /O * (cos(0))267D) (5in(6)) 27D cos(6) sin(0)d6 — /0 (1— )61 1ds = B(&,n).
(2.49)

De (2.47), (2.48) e (2.49) segue a prova de (2.46). [
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Proposicao 2.18. Sejam £,m > 0. A fungdo Beta satisfaz as seguintes propriedades:
(i) B(&,n) = B(n,8);
(ii) B(§,n) = B(+1,n)+ B n+1);

(iii) B(€,n) = 2 [ (cos(0))% ! (sin(6))>~1do;

(i) Blen) = [ Gttt

Demonstragdo. Para provar (i) basta fazer a mudancga de varidvel v = 1 — ¢ na integral que

define a fun¢ao Beta. O segundo item € consequéncia das Proposi¢des 2.10 e 2.17, pois

Bé+1,n)+BEn+1) = ((g n 77)+( )) <(§>+(777]j:11))
EC(E)(n) nl'(§)T'(n)

- (n
“ErorEs T Er ey
=B(&,n), V{n>0.

O item (iii) segue de (2.49). Notemos agora que

[(&M(n) = / ( / e<“+”>u€1du>v"1dv

0 0

(_i)/ </ e_(t”+”)(tv)5_lvdt>U”_ldv
0 0

— / - ( / h e_(t+1)”v5+”_1dv) 1 dt
0 0

* e oo Sl 1

(:)/ / e 2 ds )6 1dt
0 0 (t+1)stn=1¢+1

00 tg—l
=T+ 77)/0 mdt, V&, n >0, (2.50)

onde em (0) e (*) consideramos as mudancas de varidvel t = % e s = (¢+ 1)v, respectivamente.

v

De (2.50) e da Proposicao 2.17 segue a prova do item (iv). U

Corolério 2.19. Se z € (0, 1), entdo

00 txfl

I(2)T(1—z) = /0 Tt (2.51)

Demonstracdo. Segue das Proposi¢des 2.17 e 2.18 que

I'(z)l1—2z)=Bx,l1—x)'(zx+1—2)=B(x,1 —x) = /OO tt:_—lldt, Vz e (0,1).
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Lema 2.20. Sejam a,b,&,n > 0, com a < b. Entdo

’ _agfl _ p\n—1 _F(f)r(ﬂ) _a5+n71_ _a5+n71
[ =ty = S0 - ) = Bl - o

Demonstracdo. Fazendo a mudanga de varidvel s = Z:_Z’ obtemos:

/ (t =)' (b— )71t = (b— a)e /0 S1(1 = s)7Uds = B(&, n)(b— a)¢1",

2.2.2 Funcoes de Mittag-Lefller

H4 um pouco mais de um século o matematico sueco Mittag-Leffler'® intro-
duziu uma fung¢do, hoje conhecida pelo nome de fun¢do de Mittag-Leffler, como sendo uma
possivel generalizacdo da fun¢do exponencial [22].

Esta funcdo, inicialmente dependente de um tnico parametro (comumente
real ou complexo), foi generalizada ha aproximamente cinco décadas depois por Agarwal'!, a
partir da introducdo de um outro parametro, ficando conhecida, posteriormente, como fungdo
de Mittag-Leffler com dois parametros [1].

Casos mais gerais foram introduzidos por outros matematicos no decorrer
do tempo, como pode-se ver no estudo sistemdtico da fun¢do de Mittag-Leffler presente nos
trabalhos de Capelas de Oliveira [5], Gorenflo et al. [13] e Podlubny [24].

Da mesma forma que a fung¢do exponencial desempenha um papel de destaque
no célculo cldssico de ordem inteira, as fun¢des de Mittag-Leffler exercem um papel notério
andlogo no cdlculo de ordem arbitrdria. Deste modo, se faz necessario um bom entendimento
desta funcdo para se aventurar no calculo fracionério.

A fim de estudarmos as Desigualdades de Gronwall Singulares da Secdo 2.3, e
entender suas aplicagdes no problema de valor inicial fraciondrio considerado na Se¢do 3.3, co-
mecaremos por analisar algumas especificidades e relacdes de recorréncia da fungao de Mittag-
Leffler, no caso particular com um e dois pardmetros.

Ressaltamos que tal fun¢do pode ser definida no conjunto dos nimeros com-
plexos, mas neste trabalho nos restringiremos ao caso real para a andlise de algumas de suas
propriedades. Além disso, assumiremos formalmente a convergéncia'? desta série de poténcias
para cada t € R, com respaldo nos resultados de convergéncia presentes nas referéncias citadas
anteriormente, levando em consideracdo que uma exploracao deste topico foge do escopo deste

estudo.

"Magnus Gosta Mittag-Leffler (%1846 - 11927)

Ravi P. Agarwal (x1947)

12As funcdes de Mittag-Leffler sdo fungdes inteiras, ou seja, sdo analiticas em C, de modo que tais funcdes
podem ser expandidas em séries de poténcias com raios de convergéncia infinitos [13].
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Definicao 2.2.3. Seja o > 0. A funcdo de Mittag-Leffler E,, de um parametro é definida pela

série de poténcias
t) = —, telk 2.52
) kZ:O I'(ak+1) (2.52)

E ficil ver que a fungio de Mittag-Leffler de um pardmetro generaliza a fun-

cdo exponencial, bastando considerar o« = 1 e a expansao em série de Taylor desta funcao:

Zrkﬂ k;_: ek

k=0

Além disso, para o > 0 temos que

0) =1+ ————=1,
£« T(k+1)

verificando de modo similar a propriedade da func¢@o exponencial com expoente nulo (¢’ = 1).

Definicao 2.2.4. Sejam o, 3 > 0. A fungdo de Mittag-Leffler E,, g de dois pardmetros é defi-

nida pela série de poténcias
E teR. 2.53
— I'( ak D(ak+3) (2.33)

A funcgdo de Mittag-Leffler de dois parametros é uma generalizacao da funcao

de Mittag-Leffler de um parametro, bastando tomar 5 = 1, pois
=FE.,(t), teR.
kzo I'( ak: +1) ®)

O préximo resultado demonstra relagdes importantes entre a fungdo de Mittag-

Leffler de um e dois parametros.

Lema 2.21. Sejam o, f > 0 et € R*. A funcdo de Mittag-Leffler satisfaz as seguintes relacoes:
(l) Ea,oﬂrl (t) = %[Eoc@) - 1]’
(ii) Eap(t) = iz + tBaars(t);
(iii) 4 Eop(t) = t% Baais(t) + Baars(t);

(iv) Eun(t) = e ( s —) nen.

Demonstracdo. Sejat € R*. Segue da defini¢do da fun¢do de Mittag-Leffler que

NE

tk 1 & 1
Egoii(t) = == = Z[E.(t) — 1],
ani(t) T(a(k+1) t;FakJrl [ Ealt) — 1]

>
I

0
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o que prova (i). Analogamente,

1 = = 1
Ea = —— + + tEozoe t )
st T(3) ;ramﬁ F kz ak:+ a+ﬁ)> T T(B) a+s(t)
provando (ii). Segue deste item a prova de (iii):
d d d
—FE,3(t) = —[tEya+3(t)] = Eqoarp(t t—E, or5(t).
 Ba(t) = 2 [Faass(D] = Faass(t) + 15 Fuass(t)
Por fim, para n € N obtemos (iv):
o0 £k
By n(
! kz_()r(k+n—1)+1)
= ~————
eN
1 i tk:-i-n—l
~tn-l ~(k+n—1)
1 [, <2tk
= e — — .
tr—1 — k!
O

Lema 2.22 (Férmula de Duplicagdo). Sejam oo > 0 et € R. Entdo vale a seguinte relacdo:

Eou(t) = %[Ea(m + Bo(—V3). (2.54)

Demonstragdo. Para o > 0 et € R temos que

0 o) 2j

1+ t2 t2
FE, = —— = B, ().
(Vi) + % Fak:—i—l Z I'(2aj + 1) 2a(t)

Observacio 2.2.4. Aplicando a relagdo (2.54) em t2, obtemos a seguinte equivaléncia:
2E5(t*) = Ba(|t]) + Ea(=[t]) = Ea(t) + Ea(~t), Vt €R.

Tais relacoes sdo andlogas as formulas de duplicacdo de arcos na trigonometria. Além disso,

casos particulares da funcdo de Mittag-Leffler fornecem algumas identidades com as funcoes
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trigonométricas cldssicas, como mostram os itens abaixo parat € R*:

oo 12k 0 42k
o B5(t?) :Zm: 25)! = cosh (1);
. thk - ?X’ thk:
R o
% 1 £2k+1 1
o [t ZOF 2k—i— —zkg 2k 1) ——smh()
s k;t2k 1 (1) 1

(=) :z;r 2%k +1) + 1) sz:fm(t)‘

Observacio 2.2.5. E sabido que uma série de poténcias converge uniformemente em todo in-
tervalo compacto contido no seu intervalo de convergéncia. Além disso, uma fungdo dada por
série de poténcias, digamos f(t) = > a,t", é derivdvel em cada ponto t de seu intervalo de
convergéncia, e ainda, tem-se f'(t) = > na,t"", e a série de poténcias da derivada também

tem o0 mesmo raio de convergéncia (ver [20]).

Proposicao 2.23 (Derivada de ordem n). A funcdo de Mittag-Leffler satisfaz a seguinte relagdo:

(%) E,t")=E,t"), neN, teR. (2.55)

Demonstracdo. Com base na Observagdo 2.2.5, podemos calcular a derivada de ordem n da

funcao de Mittag-Leffler da seguinte forma:

(%) E’”‘(t)_;(E) ( nk+1) Zrnk+1 g0 LER (250

k=0

Além disso, provamos por indugdo que

dtm

= (nk)(nk —1)---(nk — (n — 1))t" . (2.57)

Segue de (2.56) e (2.57) que

d\" . . ke
<%) En(t") ; F(nk+1)(
(= (nk)!

I'(nk + 1) (nk —n)!’

M)

nk)(nk —1)---(nk —(n—1))

1

M)

e
Il

1
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e usando a Proposi¢ao 2.10 concluimos que

d\" > tk 1 L(nk+1) B 0 (tn)k—l B .
(dt> Zrnk‘—l— nk‘—n—l—l)_Zr(n(k_1)+1)—En(t ).

k=1

O resultado seguinte € o triunfo da Secdo 2.2 e serd fundamental para a de-
monstracdo do Teorema 2.26, o qual envolveu uma das principais desigualdades de Gronwall
deste trabalho, na versdo singular. Sua prova contou com argumentos e estimativas independen-
tes da referéncia original, a qual pode ser encontrada no Teorema 1.5 de Podlubny [24], tendo
éxito por meio de propriedades da funcdo Gama e da func¢ao Piso, as quais foram essenciais para

que o argumento da funcdo de Mittag-Leffler ficasse em termo dos indices inteiros da série.

Teorema 2.24. Se o € (0,1) et € (0,7), com T > 0, entdo existem constantes C,Cy > 0

que dependem de « e 'T', mas independem de t, tais que
| Eoa(t)] < Cleczta

onde E, , é a fungdo de Mittag-Leffler definida em (2.53).

Demonstragdo. Segue da defini¢do da funcio de Mittag-Leffler de dois pardmetros que

a\| 1 - tak o
| Baalt )I—er;F(a(kH)) Rl Zr (2.58)

A funcdo Piso num ponto z > 0 retorna o maior nimero inteiro que € menor ou igual a x, € €
definida por [z | := max{m € Z; m < z}. Definindo 5, := |ak], para k € N, e sabendo pelo

Lema 2.12 que a fun¢do Gama € crescente em (2, 0o) segue que

2 Prop. 2.10 1 1
k>— —= ak>2 = 2< G <ak = T <TI'(ak) = < :
2, = ak2 <h<a (Be) < lxk) T(ak) = (6= D)
Retornando em (2.58) obtemos:
1 L%J tak tak
E,.t*))==——+t¢ =
B =Fay T 2 Famy © Z T(a
k=2 J+1
——
<oo
1 LEJ tak > tak:
<——+t° + ¢t —, t € (0,7). (2.59)
YR e R I e AR

=2 k=|2]|+1
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Sejam hy :=2 >2ek > |ho| +1> 3. Paracadaj € Nejlho] <k < (j+1)|ha] temos
Jhal : B |h aJ
2]—h =jlho]a<ak < (j+1)|ho]a=2(j+1)=—= - (2.60)

Além disso, | h,| < h, e podemos escrever h,, := | hy| + p, com p € [0,1), obtendo

| e p 1 o 1 1
Wal P oy 2 @ 2_12
I b e 5~ T 37 3

j<ak<2(+1)

| ha| = ha —p =

(2.60)

= j < Bk <25+ 2.

Logo, para k no intervalo I; := [j|ha], (j + 1)|ha]), com j € N, provamos que 55, > j. Além
disso, neste intervalo existem | h,, | nimeros inteiros, ou seja, em cada intervalo desta forma k

assume | h, | valores. Desta forma, como |h, | +1 < 2| h,], pois |ha] > 2,set € (0, 1), entdo

> < )
N _
k=|ha|+1 (ﬁk 1)' k=|ha|+1 (B )
2|ha|—1 B 3lha] -1
B DU D S
k=|ha)+1 \F k=2|ha) K k= SLhaj B
-+ o+
kLhJ(ﬂk k2LhJﬁk_ ! k3LhJ6k_1
kEIl kEIQ k€I3
t t? t3
< |h, ha ha
Slhal gyt el gyt el gy *
=1 =2 =3
—|ha|te!, t € (0,1). 2.61)

Por outro lado, se ¢t > 1 e sabendo que 5, < 2j + 2 temos que

2| ha|—1 3\hal—

s ok PRt 1Bet1 C Bt
RN ey DI ] e Z Gt 2 G
h k611 . kEIg k;rlg .
t2 1+3 t2-2+3 t2 343
SLh‘”(1—1)! L J(2—1)! L“J(S o

=|ho |t t > 1. (2.62)
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Ecomo t® < tT%e 1 < e < '™, tomando 7y, := max{1,T*} e 7, := {1, T’} segue que

o tak
S < Lha)ute™, Vi€ (0,T). (263)
b 1 (B — 1!

De (2.59) e (2.63) provamos as seguintes desigualdades:

PO PILINS Ll BT
o, ta S_ + +1 e al V1€ ?
(o) = T(ak)
12]
1 o Ta(k:—l):|
S - et —|—T1 aLhaJ,ylevgt
{F(Oé) = T(ak)
<Ce% t € (0,7), (2.64)
2] Tak-1)

com constantes positivas C := max{ﬁ + ; T(ak) T ha 71} e Cy := max{l,72},
as quais dependem de e 7', mas ndo de t € (0,7)). O

2.3 DESIGUALDADES DE GRONWALL SINGULARES

Nesta se¢do, estabeleceremos Desigualdades de Gronwall Singulares, as quais
serdo de grande importincia nas aplicacdes em equagdes diferenciais fraciondrias'®, conforme
veremos na Sec¢do 3.3. Os resultados aqui apresentados serdo sequenciados com base nas gene-
ralizacOes das Desigualdades de Gronwall Classicas da Secdo 2.1. No desencadeamento deles,
faremos analogias entre as versoes cldssicas e singulares, identificando os casos singulares cujas
demonstracdes recairam na aplicac¢do de desigualdades da Sec¢do 2.1.

Assim sendo, a presente secdo elucidara o forte vinculo do caso singular com
o classico, evidenciando ainda o significativo nivel de dificuldade nas demonstracdes das ver-
soes singulares, se comparada as ndo singulares. Além disso, ficard visivel no desenrolar das
demonstracoes a primordialidade do estudo das Funcdes Especiais da Secao 2.2, tendo em vista
que suas propriedades foram essenciais nos argumentos iterativos envolvendo integrais.

Em vista de apresentar o primeiro teorema da versao singular (Teorema 2.26),
iniciaremos com uma observagdo e um resultado auxiliar que garantirdo a boa defini¢ao e algu-
mas propriedades a respeito da aplicagdo que serd considerada em sua demonstracdo. Conforme
ja comentado na Subsecdo 2.2.2, a limitacao para a func¢do de Mittag-Lefller de dois pardmetros

a € (0,1) (ver Teorema 2.24), serd o argumento chave para a conclusdo da estimativa desejada.

13Ressaltamos que essa aplicagio natural se dd pelo fato das singularidades do niicleo integral dessas desigual-
dades estarem presentes na prépria definicdo da derivada fraciondria, conforme podemos ver, por exemplo, nas
Definigdes 3.2.1 e 3.2.2 segundo Riemann-Liouville e Caputo, respectivamente.



50

Observacio 2.3.1. Dados T, Cy > 0 e o € (0, 1), a aplicagcdo dada por

L: LY0,T) — L'(0,T)
y +— Ly: (0,T)—=R

b (Ly)(t) = Co /0 (o9 y(s)ds (2.65)

estd bem definida, ou seja, Ly € L*(0,T) para todo y € L*(0,T). De fato, notemos que

[ wena=c, | [ s=utsas

Utilizando mudanga de varidvel na regido da integral em (2.66), obtemos:

T
/ (Ly)(1)|dt < Co / 9l / )~ dt ds. 2.67)
0

ﬁ<%/ / 8)* Hy(s)|dsdt. (2.66)

Fazendo a mudanga de varidvel u = % na integral 1(s,t) = f (t — s)*~Ldt, obtemos a
convergéncia
I(s,t) = (T — s)“ /1 u*du = T=9)* S)a.
0 a
Retornando em (2.67) segue que
T T a T
| i< [ =i < 5 [inslas <o o

poisy € L'(0,T).
Lema 2.25. Sejamy € L'(0,T) e L a aplicacdo dada em (2.65).
(i) L é um operador linear;
(ii) L é ndo decrescente, isto é, se y, < yo em L'(0,T), entdo Ly, < Ly, em L'(0,T);

(iii) (LNy) € L*(0,T) paratodo N € N;

(iv) (LNy)(t) = %/0 (t — 8)*N"'y(s)ds, paratodot € (0,T) e N € N,

Demonstracdo. As provas de (i) e (ii) sdo triviais, e a de (iii) segue por inducdo, com argumen-

tos analogos aos descritos na Observacdo 2.3.1. Para N = 1, a igualdade em (iv) € imediata.
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Suponhamos agora que vale (iv) para k € N. Nestas condi¢des,

(L y)(t) = (L(Ly))(t) =Cy /0 (t—&)*(Lry)(&)d¢

= [[- o= [ [ fe—yeiorysgas]

Qa k t prg
=0§*1% /0 /0 (t =€) HE =)™ Ty(s)dsdS.  (2.69)

Utilizando mudanca de varidvel na regido de integracido em (2.69), obtemos:

T k t t
) =k O [y [-or - agas re 0.1 @70)
F(Oék’) 0 s
::IEI;,s,t)
Fazendo a mudancga de varidvel u = f_;j em [ (k, s, t) segue que

I(h, 5,1) = /0 (1= w2 (t — 8)™ =2 (¢ — $)5=1(¢ — )

1
=(t — S)a(kﬂ)—l / (1-— u)a—luak—ldu
0

(Zis)(t — 5) D=1 B (o, ak)

T'(a)0(ak)
T(a(k + 1))

<2£6)(t B S)a(k+1)_1 L te(0,7). 2.71)

De (2.70) e (2.71) concluimos que

(ol ()]

T(a(k + 1)) /0 (t — s)2t+ D=1y (\ds t e (0,T), k € N.

(LM y)(t) =

]

Com base nos resultados auxiliares anteriores, demonstraremos o Teorema
2.26. Sua prova foi motivada por Kubica, Ryszewska e Yamamoto (ver Lema A.2 de [19]),

porém com argumentos independentes em determinadas estimativas.
Teorema 2.26 (GS1). Sejam Cy > 0, « € (0,1) e a € L*(0,T) uma funcdo néo negativa. Se
x € LY(0,T) satisfaz

0 <z(t) <a(t)+ Cy /t(t —8)* tx(s)ds, t € (0,7), (2.72)

entdo existem constantes C',Cy > 0 que dependem de o,'T e Cy, mas independem de t > 0,
tais que

t
z(t) < a(t) + CleCQt/ (t —s)*La(s)ds, t € (0,T). (2.73)
0
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Demonstragdo. Seja L a aplicagdo dada em (2.65). Segue da hipétese que

0 < 2(t) < a(t) + (Lz)(t), t € (0,T), (2.74)

ouseja, 0 < z < a+ Lz em (0,7). Desta forma, usando a monotonicidade e a linearidade da
aplicagdo L obtemos que as seguintes desigualdades em (0, T")

L < L(a+ Lz) = La+ Lz %X ¢ <a+ La+ L%z (2.75)
De (2.75) segue que
L < L(a+ La+ L?z) = La+ L2a+ L’z 22 2 <a+ La+ La+ L*z.  (2.76)
Prosseguindo de maneira andloga N vezes, com N € N fixado, obtemos
N
(t) + > (LFa)(t) + (LN 1a)(t), t € (0, 7). (2.77)
k=1
Definindo 6 := [CoI'()]=, segue de (2.77) e do Lema 2.25 que, para ¢ € (0,7)
N 1 ok t - goN+1) t (N1
t —5)* d — ) d
z(t) < —|—Zj / $)* a(s) ﬂ—'—l“(a(]\f—i—l))/o( s) x(s)ds
<00
tr N pak ak—1 a(N+1 t
0% (t — s) a(s) g+ N41)—-1
=a(t) +/ [ ds + —/ (t — 5)* WD~ 1g(5)ds.
0 ; I'(ak) I'(a(N+1)) Jy
(2.78)

aN
Afirmacao 1. lim (67)

Noco D(a(N +1))
Com efeito, notemos que

. o u a(N+1)-1 -1
:{(HT) /0 e <6_T> du}
o0 —1
:{(QT)Q/ —0Tv a (N+1) ldv} )
0

Para v > 1, dado A > 0 consideremos N, € N tal que

N > Ny = oW1 5 AT — oWHD=1=0Tv o AGTfT =0

(2.79)
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Nestas condic¢oes, para N > N, obtemos:

/ e—GTvva(N+1)—ldUZ/ —HTU,Ua (N+1) 1dU > AQTGQT/ eTUd’U:A,
0 1

1

[e. 9]

consequentemente, lim e 0T WH+D=1gy — o0, 0 que prova a Afirmacio 1.

N—oo 0

904(N+1) ' a(N+1)-1
Aﬁrma(;ao 2. ]\;IAI)HOO m /0 (t — S) x(s)ds =0.

De fato, consideremos /V; € N tal que

1 1
(MM+1)a—=1>0 <= Ni+1>—-—>1 <= Ny >——-1>0.
(0] «

Sendo assim, para cada N > N; temos que

[ = sy iasyas

<TaN+1 / |$ |dS<TaN+1 1||5UHL1()T

Logo, para N > N; obtemos:

go(N+1) t (N4D)-1 p gt (QT)QN
t— g - < paToa— L .
‘F(a(N o L = ds| < T o

~
<o

Com esta desigualdade e a Afirmacgdo 1 provamos a Afirmacao 2.

Sabend E,1((0s)Y) = _—
abendo que E,1((05)%) ’?0 T(ak 1)
dois parametros e que podemos derivar esta série termo a termo, obtemos as igualdades a seguir:

¢ a funcdo de Mittag-Leffler de

d Qaksakfl
0 R
ds ar ((0s)%) = [(ak)
k=1
0 (98 k+1
 T(a k;+1
08 ak
Z F(ak +a) (2.80)

k=
Segue de (2.80) que

oo _
eaksak 1

R _ a—1lpa a
Tar) 5 Y Eao((05)%), s € (0,1), t € (0, 7). (2.81)

k=1

Desta forma, tomando o limite quando N — oo em (2.78), usando a Afirma-
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¢do 2 e o Teorema 2.24, com constantes C, C, > 0 dependendo de « e T', segue que

o zat ¢ [[[3 I,

) 0" [ B0l =)t =) als)ds

t
<a(t)+ 9"‘/0 Ce®20 e_jfes(t —5)* ta(s)ds

¢
<alt) + HD‘C'leCQQt/ (t —s)* ta(s)ds, t € (0,T),
0

provando (2.73). [

Conforme vimos na demonstra¢do do Teorema 2.26, propriedades de conver-
géncias envolvendo as funcdes Gama e de Mittag-Leffler foram recorrentes e indispensaveis.
Apesar da tese ndo coincidir com a referéncia modelo (ver Lema A.2 de [19]), pelo fato das
constantes C e C5 dependerem do extremo do intervalo do dominio das fung¢des (7" > 0), o
que inviabiliza a andlise comportamental no limite (7" — o0), salientamos que sua prova foi au-
tossuficiente, embasada apenas em resultados presentes neste trabalho, com todas as estimativas
devidamente justificadas, valorizando a limitagcdo obtida.

Além disso, o Teorema 2.26 € a versao singular correspondente ao Gronwall
Classico do Teorema 2.1, cuja prova contou apenas com simples argumentos advindos da reso-
lucao de equacdes diferenciais ordindrias, via método do fator integrante, enquanto que a prova
do resultado anterior exigiu inimeros conceitos que divergem do procedimento tradicional das
demonstracoes das versdes cléssicas.

No resultado a seguir visualizamos uma aplicacio'* do Teorema 2.26.
Corolario 2.27 (GS2). Sejam ko, k1 € [0,0), a, 3 € (0,1) e x € L*(0,T) uma fun¢do ndo
negativa satisfazendo

t
z(t) < kot~ + k:l/ (t —s)Pa(s)ds, t € (0,T). (2.82)
0

Entdo, existe uma constante positiva M := M (ky, 5,T) tal que

kot™@

x(t) < o

M(ki,3,T), t € (0,T). (2.83)

Demonstragdo. Considerando a fungio ndo negativa a(t) := kot~ que pertence a L'(0,T) e
definindo & := 1 — 8 € (0, 1), segue do Teorema 2.26 que existem constantes C'y, Cy > 0 que

14Esta aplicacdo baseou-se em um exercicio proposto no livro do Henry (ver Secio 7.1 de [15]).
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dependem de (3,7 e k1, mas independem de ¢ > 0, tais que
t
z(t) < kot ™ + koChe®! / (t —s)Ps™%ds, t € (0,T). (2.84)
0

Vamos analisar a seguinte integral parat € (0,7):

¢ s\ P
Lgt)= [ tP(1-=) s %ds
7ﬁ 0 t

1
—tlaﬁ/ (1 —u)Pudu
0

PR~ 51 a)

40,1-a-sT(1 = AT — )

r2—a—3) (2.85)
De (2.84) e (2.85) obtemos que
—a Cat kﬁF(l - B8l —«a)
x(t) <kot {1—1—016 t Z—a—5)
—a Cyt 17511(1 - Il - a)
<kot™%e {1 + CiT 2—a—7) ,t€(0,7). (2.86)

Além disso, sao vélidas as seguintes desigualdades:

o['2—a—p)= / e "ut By > / e u Ty Pdu > / e "uPdu > 0;
0 1 N 1

>1

1 0o 1 oo 1 .
ol'(l1—a)= / e u"%u + / e tum du < / u du +/ e du = +el
0 1 ol 0 1 et

<1 <1

ClTlfﬁF(l — ﬁ)
floo e~vu=Bdu

Dessa forma, definindo C3 := > () segue que

1
J}(t) Skﬁot_aecﬁ{l + 036_1 + 03 1 a}

kot~
l—«

S 602T{1 + 036_1 + 03}, t (O, T)

Considerando M (ky, 3, T) := e“2T{1 + C3e~! + C3} concluimos a prova de (2.83). O

Corolario 2.28. Se as hipoteses do Coroldrio 2.27 sdo satisfeitas, entdo existem constantes

positivas My e My, que dependem de k1, 3 e T, tais que

koM
z(t) < 10—11&—%1‘422 te (0,7). (2.87)
—

Demonstracdo. Consequéncia imediata do Corolério 2.27. [
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Veremos no resultado a seguir um caso mais geral do Gronwall Singular, ba-
seado em argumentos iterativos, a fim de chegar nas hipéteses do Teorema da Convergéncia
Dominada, do qual decorrerd a prova do teorema. Sua demonstracdo foi motivada pelo ar-
tigo de Ye, Gao e Ding (ver Teorema 1 de [31]), com justificativas proprias em determinadas

estimativas.

Teorema 2.29 (GS3). Sejam~y > 0, a : [0, T) — R, funcdo localmente integrdvel, b : [0,T) —
R fungdo continua ndo decrescente e limitada por uma constante M > 0. Se z : [0,T) — R

€ uma fungdo localmente integrdvel que satisfaz a desigualdade

x(t) < a(t) + b(t) /Ot(t — s a(s)ds, t € [0,T), (2.88)

entdo

t oo
()T ()" 1
z(t) < a(t) +/0 [; W(t —s)" a(s)|ds, t €0,7T), (2.89)
onde I' é a funcdo Gama definida em (2.30).

Demonstrag¢do. Para qualquer fungio y localmente integravel em [0, 7'), consideremos a fungéo

z definida por t
z(y(t)) = b(t)/o (t —s) " y(s)ds, t > 0.

Nestas condicoes, de (2.88) obtemos:

z(t) < a(t) + z(x(t)), t € [0,T). (2.90)

Afirmacao 1. z € ndo decrescente.

De fato, sejam y; e y, fungdes localmente integraveis em [0, 7") tais que y1(s) < yao(s) para

s € [0,T). Nestas condicdes,
2(11(t) < 2(3e(1), t € [0, 7). (2.91)

Logo, z € ndo decrescente.
Além disso, usando (2.90) e o fato de x e a serem localmente integraveis, vale

a seguinte desigualdade:
2(z()) < z(a(t) + 2(z(1) T "Z2(a(t) + 22(2(t)), t € [0,T). (2.92)

Desta forma, de (2.92) segue que

2(z(t)) < z(z(a(t)) + zQ(x(t))>: 2(a(t)) + 23(x(t)), t € [0,T). (2.93)
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Com base nas desigualdades anteriores, obtemos:

o) L a(t) + 2w (1))
Ca) + 2(a(®) + (D))
"alt) + 2(at) + 2(a(t) + (1))
= Oa(t) + 2 a(®) + 22(alt) + P ((t), t € [0,7). (2.94)

Prosseguindo com o processo anterior para a poténcia (n—1) em 2"~ 1(z(t)), comn € N, segue
de (2.94) que

w(t) < 2%(a(t)) + 2'(a(t) + 2%(a(t)) + 2°(a(t)) + - - + 2" Ha(t) + 2" (2(1))
= y ZF(a (z(t)), t €1[0,T), n € N. (2.95)

Afirmacao 2. Paratodo t € [0,7) e n € N vale a desigualdade

2"(x(t)) < /0 W(t —5)" y(s)ds = IL,(t).

Com efeito, para n = 1 temos que

t t
(1) = / b)(t — 8 ~"a(s)ds = b(t) / (t— s (s)ds = =(2(1)).
0 0
Suponhamos agora que a afirmacdo seja verdadeira para n = k e provaremos por indu¢do que
também vale para n = k + 1. De fato, notemos que

H.

(1)) < 2(1,(1) = b(t)/o (t —s) ' (s)ds

< b(t) /0 (= s l /0 s W(s _ T)’Wlx(T)dT} s, (2.96)

~

Como b é ndo decrescente, para 0 < s < t temos que b(s) < b(t). Assim, segue de (2.96) que

(1)) <[b()]F /0 (t— s [ /0 S (5((12)) <S—T)’ﬂ—1x(7)d7} ds, t € [0,T). (2.97)

Fazendo mudancga de varidvel em (2.97) prossegue que

(1)) <[b(t)]FH /O %{ / (t—s)'yl(s—T)’”1d5]:c(7')d7', tel0,T). (2.98)



Pelo Lema 2.20 obtemos a seguinte igualdade:
t
/ (t— sy (s — 1) 1ds =(t — )+

De (2.98) e (2.99) segue que

zk+1(x(t)) S [b(t>]k+1/ (F('y)) |:(t_7_)(k+1)"/—1 F(k”)/)l—‘('}/) JI(T)dT

o T'(kv) L((k+1)y)
BOTO
= [ Ry e

== [k+l(t)a S [O,T),

o que conclui a prova da Afirmacao 2.

Além disso, sendo b uma fungdo limitada por M vale que

2"(x(t)) < /0 %(t —5)" g(s)ds, t € [0,T).

De (2.95) e (2.101) obtemos que

() <Y ZFa(t)) + /Ot M(t —5)" tx(s)ds, t € [0,7T), n € N.

['(ny)

Afirmacao 3. lim I'(nvy) = co.
n—oo

Seja A > 0. Para u > 1 consideremos ny € N tal que
n>nyg = w7 > Ade = e UM > e Ae, u> 1.
Assim, para n > ng obtemos
- ., QI3 [0
[(ny) = e " du > Ae du = A,
0 1
0 que prova a afirmacao.

Afirmacao 4. Para todo ¢ € [0,T') fixado, a sequéncia de fungdes definida por

(MT())"

T'(n7) (t—s5)"""2(s), neN, s € (0,1),

fn(s) =

converge quase sempre para a funcdo f = 0.

,te[0,T).
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(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)
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De fato, vamos calcular o limite a seguir:

ny—1+1

(t =)™ a(s)

n—o0 n—00 P(nfy)

(o) MT() 1 AT (= )yt

2.105
n—yo0 [(ny) @109

Definamos /(s) := [MF(v)]%(t —s),com s € (0,t). Para os pontos s tais que 0 < I(s) < 1, ¢é
imediato que lim f,(s) = 0 para quase todo s € (0, t), pois [MF(y)]% ¢ limitado e, como x é
integravel emn(_())ﬁ), segue do Teorema 1.11 que z(s) é finito, exceto num conjunto de medida
nula. Analisemos agora o limite

)

% T(n)
para os pontos s € (0,t) tais que I(s) > 1. Por simplicidade, escreveremos apenas I no lugar

de I(s). Podemos reescrever o termo do limite anterior da seguinte forma:

It B 1 B 1 B 1 (2.106)
L(ny) [T evumr—1=midy — [Few(¥)m-tdu  [7 TemvTom—1dy '
Para v > 1, dado A > 0 consideremos ng € N tal que
n>ng = vt > Adel = v e > AelTe ! v > 1. (2.107)
Dessa forma, para n > n, obtemos que
© @.107) [
/ Te Iy =tdy > / AelTe " dv,
0 1
provando que
) 1
lim =0. (2.108)

_ —
n—00 fo Te—vlym—1dy

[n’yfl
De (2.106) e (2.108) segue que lim ——
e T(n7)

a justificativa anterior para a limitagdo quase sempre de z(s), obtemos o seguinte limite para
quase todo s € (0, 1):

= 0. Para I(s) > 1, usando

: _ )
7}1_{20 fn(s) = x(s)[MT(y)] nh_}rgo Ty 0. (2.109)

Pelos casos analisados anteriormente provamos que a sequéncia de funcdes f,, converge quase

sempre para a fungdo identicamente nula em (0, ¢).
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Afirmacao 5. / t %

Com efeito, para cada s € (0, ¢) demonstramos na Afirmagdo 4 que

(st
nh—>ngo I'(n7y) =0

(t — 5)"'z(s)ds — 0 quando n — oo, paratodo t € [0,7).

Desta forma, existe nyg € N tal que, para n > ng, vale a desigualdade

(1(1;922;)71 < [MT(y)]"7, consequentemente,
1 (I(s))"!
fu(s)] =z(s)|MT'(y)] ———— < z(s), s € (0,1). (2.110)
)] = ()T < a(s), s € (0.1
Por outro lado, paran € {1 }ose M ) : entio
, n RN T = max , )
P ‘ DT jeNigi<ne | T(j7)

(s)m L
T(n7) < Mi[MT()]7(s), s € (0,1).

S

|[fn(8)] =2(s)[MT(7)]

Definindo M, := max{1, M;[MT ()]~ } segue do exposto acima que
|fu(s)| < Maz(s), s € (0,t), ¥n € N. (2.111)

Sabendo que x|y € integravel por hipdtese, entdo a fungdo g(s) := M,x(s) também & integra-
vel em (0,t). Desta forma, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema

1.12) para concluirmos que

lim fn ds—/f )ds =

n—o0

Como a prova da Afirmagdo 2 independe da fungdo z(t) e a : [0,7) — R, é localmente

integravel por hipétese, vale que
L) (7))
F(a(t)) < / M(t —s)" ta(s)ds, t € [0,T), k € N. (2.112)
0 (k)

Assim, para todo ¢ € [0,7"), segue de (2.102) e (2.112) que

x(t) <a(t) + i 2Fa(t)) + / M(t — )" a(s)ds

— o I(nv)
=a(t) + ;/0 %(t —5)" ta(s)ds + /0 %(t — )" y(s)ds.

(2.113)
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Tomando o limite em (2.113) quando n — oo e usando a Afirmagdo 5, obtemos:

z(t) <a(t) + lim Z/ — 5)" a(s)ds

n—oo

t n—1
)+ lim Z — )" Va(s)ds, t € [0,7). (2.114)
n—oo

J/

-~

hn(s)

Resta provarmos que podemos inverter o limite com a integral em (2.114). Para isso, conside-

remos a fungdo u, (s) := a(s)h,(s), onde

—_

hn(s) == %(t —s)t ke {1,2,--- ,n—1}, se(0,t).

3

i

Como a condi¢do ky < 1 € satisfeita para uma quantidade finita de k£ € N, é suficiente ana-
lisarmos a convergéncia para os indices da série verificando a condi¢do kv > 1. Sob essas

hipdteses, obtemos a seguinte limitacao:

(b ()"
I'(kv)

(MT() gy 1 C

(k) TT(ky)’

H<

(t —s)"~ C:=MD(y)T".  (2.115)

k

I'(kv)
constante, de (2.115) e do Teste de Welerstrass concluimos que a série

— OOTM))*
2 I'(kv) t=2)

k=1

Sabemos do Lema 2.16 que a série Z

converge absolutamente, e como 7'~ é uma

converge uniformemente, digamos para uma fungdo continua f (a qual também € integravel),
ou seja,

lim h,(s) = f(s), s € (0,t). (2.116)

n—oo

Com isso, obtemos a convergéncia pontual

lim u,(s) = lim a(s)h,(s) = a(s)f(s), s € (0,t). (2.117)

n—oo n—o0

Segue de (2.116) que existe ng € N tal que, para n > ny, |h,(s) — f(s)| < 1. Sendo assim,

|un(s)] <la(s)hn(s) = f(s)a(s)] +[f(s)a(s)|
=([hn(s) = F()] + [f(s)])]als)]
<L+ [f(s)Dla(s)], n > no.

SVer [20], Capitulo 10, Teorema 2.
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Deste modo, u,, € limitada por uma func¢do integravel (pois para n < ng se trata de uma soma fi-
nita), sendo também pontualmente convergente. Nestas condi¢des, podemos aplicar o Teorema
da Convergéncia Dominada (Teorema 1.12) em (2.114) para inverter o limite com a integral
nesta desigualdade, o que conclui a prova de (2.89).

[

Conforme podemos ver nos resultados anteriores, as demonstracdes dos Te-
oremas 2.26 e 2.29 possuem uma similaridade com relacdo aos procedimentos recorrentes nas
provas, através de limites. No entanto, ao generalizarmos a constante Cjy do primeiro teo-
rema para uma fungdo b(¢) suficientemente regular no segundo, notamos que, para findar a
demonstracdo, sao requeridas outras ferramentas, como o oportuno Teorema da Convergéncia
Dominada.

Ressaltamos ainda que o Gronwall Singular do Teorema 2.29 procede como o
andlogo ao Gronwall Cléssico do Teorema 2.2, e novamente reafirmamos que a simples insercao
da singularidade, a qual surge apenas ao considerarmos ~y € (0, 1) (caso contrario recaimos no
Gronwall Classico), complexifica consideravelmente a demonstracio do teorema.

Visando simplificar a tese do Teorema 2.29, para tornar menos abstrata a limi-
tacdo do Gronwall Singular, apresentaremos na sequéncia o Coroldrio 2.30 como aplicacdo do
resultado referido anteriormente, envolvendo uma estimativa em termos da funcdo de Mittag-
Leffler.

Corolario 2.30 (GS4). Sob as hipdteses do Teorema 2.29 e assumindo que a : [0,T) — R, é

uma funcdo ndo decrescente, entdo
2(t) < a(t) B, (b(OT (1)), t € [0,T), (2.118)

onde E, é a fungdo de Mittag-Leffler definida em (2.52).

Demonstragdo. Sendo a ndo decrescente, para 0 < s < t < T temos que a(s) < a(t) em

[0,7"). Assim, segue do Teorema 2.29 que

z(t) <a(t) + a(t) /Ot [i M(t — 3)’”1] ds

—~  T'(ny)
:a(t){l + g % [/Ot(t - s)m—lds] } tel0,7T). (2.119)

Além disso, como f(f(t —5)M s = %t"V, de (2.119) concluimos que

2(t) Sa(t){l + i W}P%” a(t) i GO -, [0, 7).

c~ ny(ny) I'(ny +1)

n=0
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Antes de prosseguir com mais resultados, definiremos uma classe de funcoes
ndo lineares que serdo necessarias para a demonstragdo dos préximos teoremas, ocasionado pela
introducdo de uma nao linearidade no nucleo integral das desigualdades singulares, da forma

y(x(t)), sob certas hipéteses de suavidade para a fung@o y.

Definicao 2.3.1. Sejam q, T > 0. Dizemos que uma fungdo w : R, — R satisfaz a condigdo (q)
se
e M w(u))? < R(t)w(e ™), YueR,, tel0,T), (2.120)

para alguma fungdo continua R : [0,T) — R,.

No que segue, veremos alguns exemplos de como podemos determinar a fun-

¢do R(t) da Defini¢do 2.3.1, para casos particulares de fun¢des ndo lineares.

Exemplo 2.3.1. Seja x : R, — R definida por x(u) := u™, com m > 0. Entdo, para todo
q>1eu >0 temos que

e~z (u)]? = e Ty™ = emUat (ematy)m — g(m—Daty(o=atyd) - ¢ > .

Logo, a funcdo x(t) satisfaz a condicdo (q) com R(t) := e(m~a,

Exemplo 2.3.2. Seja y : R, — R a fungdo definida por y(u) = u + au™, com a € (0,1]
e m > 1. Mostraremos que y satisfaz a condi¢do (q) para q > 1. Para isso, faremos uso da

seguinte desigualdade do Coroldrio 1.4:
(a1 + ... +a,)" <n"Ha] +---+al), (2.121)
onder >1,ne€Neay,..,a, € R . Tomandor :=q>1en =2em (2.121) temos que
e Uy(u)]? = e u+ au™? < 297 e M (u? + afut™),  t > 0. (2.122)
Por outro lado, vale que

20 Ledmty (e=aby ) =29 1ed™ [e 0y T 4 e ™y ™)
>20 e [ty + qu ™

>207tem [y 4 797"

(2.122)
> e My(u)]?, t>0.

Portanto, a funcdo y(t) satisfaz a condicéo (q) com R(t) := 297 te?™,

Observacao 2.3.2. O quadro abaixo resume os casos analisados nos Exemplos 2.3.1 e 2.3.2,

mostrando que a fungcdo R(t) da condi¢do (q) ndo é geral para qualquer fungdo considerada.
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Funcao Parametros R(t) parag > 1
z(u) = u™ m >0 elm=at
y(u)=u+au™ | m=>1, a € (0,1] 24~ 1gamt

Os dois préximos resultados (Teoremas 2.31 e 2.32) basearam-se no artigo
de Medved (ver [21], Teorema 1, pagina 351), e para suas provas necessitamos demonstrar
uma Desigualdade de Gronwall Classica que até entdo ndo havia sido abordada no desenvolvi-
mento desse estudo, a saber, a que consta no Teorema 2.5. Através dessa conexao, ressaltamos
novamente a intrinseca relacdo entre as versoes singulares e classicas de Gronwall.

Em vista da singularidade no ntcleo integral em (2.123), a prova foi dividida
em dois casos, sendo [ = % o ponto crucial que desencadeou os resultados supracitados. Este
fator limitrofe, como veremos nas demonstragdes seguintes, se dd justamente para garantir a
boa definicdo da funcdo Gama nos argumentos em que ela serd aplicada. Além disso, o caso
B > 1 ndo resulta em singularidades, sendo suficiente fazer uso dos resultados cldssicos para
limitacdes nessas circunstancias.

Desigualdades célebres como a de Cauchy-Schwarz e de Holder também fo-
ram essenciais nesses resultados, pois viabilizaram a obten¢ao de determinadas estimativas que
recairam na expressao do Gronwall Classico citado anteriormente, além da aplicagdo da condi-

¢a0 (q) para superar o impasse da ndo linearidade da desigualdade com relag@o a x(t).

Teorema 2.31 (GS5). Sejam a,b,x : [0,T) — Ry ey : Ry — R, fungdes continuas, com a
e y ndo decrescentes, a € C'(0,T), y(0) = 0 e y(t) > 0 em (0,T), satisfazendo a seguinte
desigualdade para p > %

z(t) < alt) + /Ot(t — 5)7 7 b (s)y(x(s))ds, t € [0,T). (2.123)

Se y satisfaz a condi¢do (q) da Defini¢do 2.3.1 para ¢ = 2 e fungdo continua R (t), entdo

x@)gd{Y”{Y@ﬁﬁD%ﬁh@ﬂ}{te[&T& (2.124)

onde 25— 1) [t
260 —1

gl(t) = T/ﬁ R1<S)b2(8)dS,

Y : Ry — R édefinida porY (u) :

é tal que

qu) ﬁds, comuy €R,, Y Y éainversadeY eT) € R,

[Y(2a*(t)) + g1(t)] € Dom(Y 1), t € [0, T1].
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Demonstragcdo. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (2.123), obtemos:

x(t) <af(t) —i—/o (t — 5)°Leb(s)e "y (x(s))ds

Cisa(t) + { /0 t(t — 3)25_262%3} 2 { /D t b2 (s)e *y*(z(s))ds é, te[0,7). (2.125)

Definindo I5(t) := [)(t — s)**~2¢**ds segue que

262t 2t 2

2 t
| Vv < 18- 1). (2.126)
0

¢
Is(t) = 62t/0 e My = e

De (2.125), (2.126) e do Corolario 1.4 com n = r = 2 provamos que

2(1) g{i(i)ﬁﬁi;tr(m - 1)} : Uot b2(s)e_25y2(x(s))ds}

=ai ~~
i=ao

[N

}2
2t

<2a*(t) + 42_11“(25 — 1)/0t b2 (s)e”*y*(x(s))ds, t € [0,T). (2.127)

Além disso, como y satisfaz a condi¢do (¢) com ¢ = 2e R; : [0,7) — R, continua, vale que

e P (u) < Ri(t)y(e *u?), Yu >0, t € 0,7T). (2.128)

De (2.127) e (2.128) deduzimos que

€2t

(1) < 20°(1) + 15 T(26 1) /O D (s) R (s)y(e~ 222 (s))ds,

da qual obtemos a seguinte desigualdade:

[tz (t))* < 2a2(t) + % /Ot b2 (s)Ry(s)y([e *z(s)]*)ds, t € [0,T). (2.129)

Aplicando o Teorema 2.5 em (2.129) obtemos que

e tz(t)]? <Y1 <Y(2a2(t)) + %/0 bz(s)Rl(s)ds>, t € 10,11,

considerando 7} > 0 tal que [Y'(2a(t)) + ¢1(t)] € Dom(Y ') para t € [0, T;], considerando

n(t) =25 [ Rems

0 que prova (2.124). [
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Teorema 2.32 (GS6). Sejam a,b,z : [0,T) — Ry ey : R, — R, fungdes continuas, com a
e y ndo decrescentes, a € C'(0,T), y(0) = 0 e y(t) > 0 em (0,T), satisfazendo a seguinte
desigualdade para 3 € (0, %]

z(t) < alt) + /Ot(t — 8)7b(s)y(x(s))ds, t € [0,T). (2.130)

Se y satisfaz a condi¢do (q) da Defini¢do 2.3.1 para q := 1+ % e fungdo continua Ry(t), entdo

x(t) < et{Yl [Y(2q1aq(t)) + gg(t)} } t €10, Ty, (2.131)
onde
r(1—ap)]r [*
go(t) == 2771 {(I—Op@} / Ry(s)b(s)ds, «a:=1—03, p:=1+p,
P 0
Y : Ry — R édefinida porY (u) := f;ﬁ) ﬁds, comug € R, Y ' éainversadeY eTy, € R,
é tal que
[Y (277 a%(t)) + g2(t)] € Dom(Y ™), t € [0, Ty).
Demonstracdo. Como [ — 1 = —a, temos pela hipétese (2.130) que

z(t) < alt) + /Ot(t —5)"%’b(s)e *y(x(s))ds, t € [0,T). (2.132)

Notemos também que (1 —ap) =1—(1—-6)(1+ ) =2 € (0,1] e

SR N Lo
p q 1+8 1+%_1+5 15

Além disso, parat € [0,7) temos que f(s) := (t — s)"“e® € LP(0,t), pois

tp

t
0 pl_apf(l —ap) < 00, (2.133)

t t
/ |f(s)|Pds = / (t —s)"“Pe®Pds = etp/ u Pe""Pdu <
0 0

e g(s) := b(s)e*y(z(s)) € L(0,t) pela continuidade das fungdes b, z e y. Segue de (2.132),
(2.133) e da desigualdade de Holder para integrais que

z(t) <a(t) + ( /0 (- S)_“”esf’ds); ( /0 t bq(S)e_squ(x(s))ds);

<a(t) +¢' [Ml : (/Ot bq(s)esqu(:c(s))ds)é, te[0,T). (2.134)

pl—ap
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Como y satisfaz a condig@o (¢) comg =1+ ' e Ry : [0,7) — R, continua, vale que
ey () < Ra(t)y(e™"u?), Yu 2 0, £ € [0,7). (2:139)

De (2.134), (2.135) e do Corolério 1.4 comn =2 e r = ¢ > 1, obtemos:

=) S{a(t) e {M} : ( / t bq(S)Rz(5)3/(6_5%‘1(3))(13) % }q

pl-or 0
I'(1—ap)
plfap

ot
gzq—laq@)wq‘l@“[ ] / b(s) Ra(s)y(e~a(s))ds, t € [0,T). (2.136)
0

Segue de (2.136) e do Teorema 2.5 que

I'(1—ap)
plfap

} Z/Ot b(s)Ra(s)y([e"x(s)]")ds

Fﬂ—aM]

pl—ap

[e tw(t)]? <297 ad(t) + 2771 {

LSHESY

<1 (verta + 21| [ renoa). e .1

0

considerando T, > 0 tal que [Y (297 a%(t)) + g2(t)] € Dom(Y ') parat € [0, T3], com

SIS

/ 19(5) Ra(s)ds.

ga(t) =277 { ;

(1 — ap)]

pl—ap
provando (2.131). L]

Os resultados singulares dos Teoremas 2.31 e 2.32 correspondem ao andlogo
do Gronwall Cléssico do Teorema 2.5 (equivalentemente ao Teorema 2.4, que € um caso parti-
cular do anterior), além de ser uma decorréncia do mesmo, como comentamos anteriormente.

Apesar de tais demonstragdes recorrerem a aplicacdo da condigdo (gq), elas
foram menos complexas se comparadas as versdes singulares anteriores. No entanto, isso se
deu pelo fato de ter como suporte a recorréncia ao caso cldssico, cuja prova demandou uma
andlise detalhada dos argumentos utilizados, principalmente para garantir a boa definicdo da
aplicacdo Y e a existéncia de sua inversa Y 1.

A seguir, veremos algumas aplica¢des dos Teoremas 2.31 e 2.32, nas quais
sera possivel identificar a fungdio Y e sua inversa Y !, bem como as fun¢des R(t) associadas a
condi¢@o (¢) da funcdo y(t).

Corolario 2.33 (GS7). Sejam a,b,x : [0,T) — R fungdes continuas, com a(t) ndo decres-
cente de classe C'(0,T), satisfazendo a seguinte desigualdade para 3 > 0:

z(t) < a(t) + /Ot(t — 8)7b(s)x(s)ds, t € [0,T). (2.137)
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(i) Se > =, entdo

[QFW D php2(s ds+t:|

2(t) < V2a(t)e ,te0,T). (2.138)

(ii) Se 5 € (0, %] entdo

2‘11

k Jiva(s) ds+t:|
te0,7). (2.139)

1

ondeq::1—|—%,a;:1_5,p;:1+5ek5 — (F(l—ap))p.

pl ap

Demonstracdo. Sejam y(t) := t e R(t) := 1. Para qualquer ¢ > 0 temos que y satisfaz a
condi¢do (g¢), pois

e y(u)]? = e "u! = R(t)y(e "u?), u >0, t € [0,T).

Além disso, se Y : R, — R é definida por Y (u) := f;’“ 757 s> com ug > 0, entdo

Y(u) = /u %ds = In(u) — In(ug),

uo

e suainversaY ' : R — R, é dada por Y ! (u) := evn(vo),

Nestas condicdes, segue do Teorema 2.31 com ¢ =2e 5 > % que

{ I{Y (ig—ll)/o b2(s)d3”
t{Y 1{111 (Uo)+%/o bz(S)dsH%
{exp<1n ~ i)+ (ig = /Otb2<5)ds+1n(uo))}é

:et{2a2(t) exp(% /O b2(s)ds)}

[mfﬁ” I b2(8)ds+t:|

D=

N

=V2a(t)e ,tel0,7),
pois [Y(2a2(t)) + ¢1(t)] € Dom(Y ') paratodo t € [0,T'), o que prova o item (7).

Para 8 € (0, %] eq: =1+ %, aplicando o Teorema 2.32 obtemos a seguinte
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desigualdade:

Q=

pl—ap

—et{Qq_laq(t) exp (zq—l {%] G /0 " e (5) ds) @

! Bfff bq(s)ds+t:|

|
exp (ln (27 ad(t)) — In(ug) + 297" {M} % /0 t bi(s)ds + ln(uO>>}
|

=2 7a(t )6{2‘1  tel0,7),

plfap

1
ondea:=1—-fF,p:=1+peks:= (F(l_ap)> p, provando o item (#7) do teorema. O

Podemos perceber que o Corolario 2.33 apresenta uma hipétese mais geral do
que a desigualdade (2.88) do Coroldrio 2.30, com pequenas variacdes acerca da regularidade
das fun¢des envolvidas, no qual nao necessitamos analisar dois casos para o expoente em que se
encontra a singularidade. Apesar disso, a tese obtida no Corolério 2.33 €, sob certos aspectos,
semelhante a obtida no Coroldrio 2.30, levando em consideracdo que a funcao de Mittag-Leffler
em (2.118) generaliza a fungdo exponencial.

Dissertamos ainda que o Gronwall Singular do Corolério 2.33 corresponde
ao andlogo do Gronwall Cléssico do Teorema 2.2, cuja prova contou apenas com argumentos
basicos referentes a resolucdo de equagdes diferenciais ordindrias, o que novamente evidencia
0 maior instrumental tedrico necessdrio para lidar com problemas envolvendo singularidades.

Do mesmo modo que particularizamos os Teoremas 2.31 e 2.32 para y sendo
a identidade, procederemos no proximo resultado para obter um caso nio linear, considerando
y(s) == s™,comm > 0em # 1, por meio do qual identificaremos a fun¢do Y, sua inversa

Y ! e as fungdes associadas a nova condigdo (q).
Corolario 2.34 (GS8). Sejam a,b,x : [0,T) — R, fungdes continuas, com a(t) ndo decres-
cente de classe C'(0,T), satisfazendo a seguinte desigualdade para 3, m > 0, com m # 1:

z(t) < a(t) + /Ot(t — 8)P7b(s)x™(s)ds, t € [0,T). (2.140)

(i) Se > =, entdo

1

t 2(1-m)
z(t) < et{[\/ﬁa(t)]m_m) + Cﬁ,m/ eQ(m_l)SbQ(s)ds} ,tel,
0
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para algum I C [0,T), onde Cg,,, := %.

(ii) Se B € (0, 3], entdo
‘ e
z(t) < et{(Zq_laq(t))l_m + ngm/ e(m_l)qsbq(s)ds} ,te
0

para algum J C [0,T), onde Kg,, := 271(1 —m) [M] p, g=1+L a=1-3
ep:=1+0.

Demonstrag¢do. Segue do Exemplo 2.3.1 que a fungdo y(u) := w™, com m > 0, satisfaz a
condigio (¢) com R(t) := ™14 para qualquer ¢ > 0.

(i) B> 3.

Como y satisfaz a condic@o (¢), em particular para ¢ = 2, segue do Teorema 2.31 com

o gi(t) == M/t e2Am=Dsp (s )ds,

451

—_m l_m
UO
Y = —d = —d = >0
o Y(u) /uo s = / s = 1 = Ug )

o YV l(u) = {(1— m)u + ug~ m} , ug > 0,

1-m
Dom(Y™Y) =R — {t}, to = —2
b Om( ) { 0}7 0 1—m’
a seguinte desigualdade:
3
x(t) < et{yl [Y(Qaz(t)) +gl(t)” , t€10,T], (2.141)

onde T} € R, é tal que [Y(2a%(t)) + g1(t)] € Dom(Y 1) parat € [0, T}]. Nestas condigdes,
parat € [0,7;] temos de (2.141) que

(t) Set{y—l {<2a2(7§))1_m Cu' T —I—gl(t)} }%

1—m 1—-m

)
Set{@cﬂ(t»l—m w4 (1= m)g(t) + ué—m}

et{[\/ia(t)]ﬂlm) i (1-— mig_(?ﬂ —1) /Ot 62(m1)8b2(8)d5}2(1_m).

(ii) B € (0, 3].

Como y(u) = u™ satisfaz a condic¢@o (¢) para qualquer ¢ > 0, em particular, para ¢ := 1 + %
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podemos aplicar o Teorema 2.32 com Y e sua inversa definidas como no caso anterior e

I'(1 — ap) v

g2(t) := 277 1{ }p/ote(m_l)qsbq(s)ds, a:=1—-p, p:=1+4.

pl ap

Desta forma, para 7o € R, tal que [Y(2771a4(t)) + go(t)] € Dom(Y 1), obtemos:

x(t) get{Yl {Y(zq%ﬂ(t)) - gz(t):| }

[ (2 at(t)" g +92(t)] }3

—-m 1—m

1
=)
{ (297 a4 (t) — "+ (1 —m)gy(t) + uol_m} ’

O Corolario 2.34 corresponde ao Corolério 2.6 da versdo cldssica. A tese do
Gronwall Singular, mesmo que com entradas mais complexas nas fun¢des envolvidas, man-
tém um padrdo com relacdo as constantes e fun¢des envolvidas no termo integral do Gronwall

Classico, tornando notdria a analogia entre os casos.

Observacao 2.3.3. Resultados andlogos aos Coroldrios 2.33 e 2.34 podem ser reproduzidos
variando a expressdo da fungdo vy, bastando encontrar a fun¢do continua R : [0,T) — R,
que satisfaca a Defini¢do 2.3.1, para valores apropriados da condi¢do (q), como no Exemplo
2.3.1 comy(u) :==u+ au™, onde o € (0,1], m > 1 e R(t) := 29", Para isso, também é
necessdrio encontrar a fung¢do Y e sua inversa, bem como os respectivos intervalos de [0, T) em
que as desigualdades sdo vdlidas. No entanto, como o intuito desta secdo é obter os resultados
correspondentes as versoes cldssicas da Sec¢do 2.1, optamos por nos manter nas aplica¢oes

explicitadas nos teoremas mencionados acima.

O préoximo resultado (Teorema 2.35) embasou-se em Medved (ver [21], Te-
orema 3, pagina 356), porém adaptamos sua demonstragdo para aplicar a generalizagdo do

Gronwall Cléassico do Teorema 2.2.

Teorema 2.35 (GS9). Sejam > 0ea,b,x,y: [0,T) — R, funcdes integrdveis com

z(t) < a(t) + b(t) /Ot(t — )P Yy(s)x(s)ds, t € [0,T). (2.142)

(i) Se 5 > %, entdo
z(t) < e[z (t)]z, t € [0,7), (2.143)
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onde
t kg [1b2(r) 2(r)d7"i| _
21 (1) == 2a*(t) + 2k5b2(t)/ az(s)yz(s)e{ ’ ’ ds, kg:= %
0
(ii) Se B € (0, 1], entdo
2(t) < e'z(t)]7, t € [0,T), (2.144)

onde

2‘1*1[(; f; bq(r)yq(r)dr]

2(t) =27 al(t) + 4q_1K§bq(t)/0 aq(s)yq(s)e[ ds,

com q = 1—|—%,oz =1-Bp=1+peKs:= (Fs_ff))p.
Demonstragdo. Para § > %, segue de (2.142) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que
t
x(t) <a(t) + b(t)/ (t —s)Ptefe  y(s)x(s)ds
0

<att) +000)| [ = spreas] | [ i)

1
2

(2.126) 2t

< a(t) + b(t) [%r(w - 1)} : Uot e_QSyQ(s)xQ(s)ds] ;, te0,7). (2.145)

Aplicando o Corolério 1.4 em (2.145) com n = r = 2, obtemos:

Ji t ) é}

2 t
<2a*(t) + 2b2(t)24iﬂtr(25 —1) / e 2y (s)z?(s)ds, t € [0,T). (2.146)
0

2

NI

262t

23 (t) g{a(t) + b(t) {4—6F(25 — 1)}

De (2.146) segue que
t
[e7tz(t)]? < 2a2(t) + TbQ(t)/ y?(s)[e *x(s)]*ds, t € [0,T). (2.147)
0

Como o produto de fungdes integraveis também € integravel, e de posse dos Teoremas 1.10 e

1.11, podemos aplicar o Teorema 2.2 em (2.147) para obter a seguinte desigualdade em [0, T'):

t
[e7 2 (t)]? < 2a*(t) + 2kgb* (1) / a(s)y2(s)els kat* My ()dr g o
0

com kg := %, 0 que prova o item (i).
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Para 3 € (0, %] segue de (2.142) e da desigualdade de Holder que

x(t) <a(t) + b(t)/o (t— 3)_0‘65 e *y(s)z(s)ds

N J/
-~ -~

L4
1
P

Lpr

<a(t) + (1) [ /0 o s) apesl’ds}

@"%”a(t)+b<t>[pft’;pr<1_@p>] [ <s>xq<s>ds];>te[o,T>- @.148)

{ (a5

Aplicando o Coroldrio 1.4 e o Teorema 2.2 em (2.148), com n = 2 e r = ¢, obtemos a seguinte
desigualdade em [0, 7):

tp

29(1) g{a(t) + b(t) {pfapl“(l — Ozp)} z {/Ot e—qsyq(s)xq(S)ds] 3}(;

t
tppF(l—ap)} /eqsyq(s)xq(s)ds. (2.149)
0

SRS

<277 1ad(t) 4+ 297 b(¢) { f
P -

Segue de (2.149) que

hSES]

[e " ()] <27 'a(t) + 29107 (¢) {M}

pl—ap

/ 'y (s) e a(s))ds

t
<277 'a4(t) +2q1bq(t)Kg/ 2q’1aq(s)yq(s)eﬁ2q71bq(T)Kqu(T)des,
0

1
P
com Kg := (M) , provando o item (77) do teorema. O

pl ap

O Teorema 2.35, assim como o Teorema 2.29 ja comentado, procede como o
correspondente singular do Gronwall Classico do Teorema 2.2. Todavia, podemos notar que a
prova do Teorema 2.29 baseou-se em argumentos iterativos, com uso constante das convergén-
cias da funcdo Gama e de outras de suas propriedades.

Por outro lado, o Teorema 2.35 seguiu um caminho totalmente diferente em
sua demonstracdo, recaindo em versdes classicas por meio de desigualdades substanciais em
Anadlise Funcional. Essas comparacdes exibem o vasto aparato tedrico que subsidia demons-
tracdes dessa natureza, podendo levar a um caminho mais custoso se nao tiverem respaldo em
resultados auxiliares, por meio da recorréncia as versoes cldssicas.

A partir daqui, daremos continuidade aos resultados singulares de Gronwall,
considerando o acréscimo de uma singularidade no nicleo integral. Iniciaremos com o Teorema
2.36, cuja hipdtese consiste em um sistema com duas desigualdades singulares. Sua demonstra-
cao foi adaptada de Qin (ver [25], Teorema 1.3.3, pagina 117), mas com argumentos diferentes
a partir de dada estimativa.

Conforme veremos na demonstragcdo seguinte, tais adaptagcdes viabilizaram a
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aplicacdo de um dos resultados classicos da Se¢do 2.1, o que ndo seria possivel pelo caminho

tomado no referido trabalho, realcando ainda mais a aplicabilidade das versdes nao singulares.

Teorema 2.36 (GS10). Sejam k. ko, k1 € R, v1,7%,61,02 € (0,1) e z,y : [0,T) — Ry

fungdes continuas satisfazendo para todo t € [0,T) o sistema

2(t) < ko + Kkt [T (t — s) sy (s)ds,
y(t) < ky + kth fot(t — 5) 01570 0(s)ds.

(2.150)

Entdo, existe uma constante M = M (1,72, 01,02, k,T) > 0 satisfazendo as desigualdades

w(t) < M(ky+ kit'™2), t € 10,T),
y(t) < M(ky + kot'=%), t € [0,T).

Demonstracdo. Consideremos as fungdes definidas por

2(t) = sup a(s), y(t):= sup y(s), te0,T).
0<s<t 0<s<t

Entdo, para 0 < 7 < ¢ temos que

T 1
™ / (7 —8) s 2g(s)ds "= "1™ / (1 —72)" (12) ?y(12)7d>2
0 0

1
271_72/ (1 —2)"z2g(r2)dz
0
T<t 1 1 ~
<t 72/ (1 —2)"zg(rz2)dz.
0
Como0 < z<1le0 <7 <t,segueque|0,7z] C [0,%z], consequentemente,

g(rz) = sup y(s) < sup y(s) = g(tz).

0<s<71z 0<s<tz

Retornando em (2.154), obtemos:

T 1
TN / (1 —8) s 12g(s)ds <t'™ ™ / (1 —2)""z7"g(tz)dz
0 0

t —71 -2
= (1—f) (f> j(s)+ds
; / / /

t
=tM / (t—s) " "s 2g(s)ds, 0 < T <t
0

(2.151)
(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)
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De (2.155) e da primeira equagdo do sistema (2.150), obtemos:
x(7r) <ko + k™ / (1 —8) s 2y(s)ds
0
t
<ko + kt™ / (t—s) s g(s)ds, 0 < T <t
0

implicando em

¢
z(t) = sup z(1) < ko + kt™ / (t—s) s 2g(s)ds, t € [0,T). (2.156)
<7<t 0
Analogamente,
t
g(t) = sup y(1) < ki + k‘tel/ (t —s) s %23 (s)ds, t € [0,T). (2.157)
0<r<t 0

Logo, as funcdes = e y satisfazem o sistema (2.150). Para concluirmos a demonstra¢do do
teorema € suficiente provarmos (2.151) e (2.152) para e ¢, como veremos a seguir.

Se ¢t = 0 a prova do teorema € imediata. Facamos a prova para ¢t # 0.
1

1
Como pelo Lema 1.7 as integrais/ (1—s) s "ds e/ (1—s) s ds

0 0
convergem, podemos considerar ¢, ¢; € (0,1), com ¢, e ¢; suficientemente préximos de 0 e 1,

respectivamente, satisfazendo o seguinte sistema:

to 1 1
/ (1—s) s 7ds +/ (1—3s) s ds < %T”_l,
0 ty (2.158)

to 1 1
/ (1—s) s %ds + / (1—s) M5 %ds < =T%1,
0 2k

t1

De (2.156) deduzimos que

tot t1t t s -7
z(t) <ko + kt" (/ —|—/ +/ )15_71 <1 — —) s 2g(s)ds
0 tot t1t t
tot tht ¢ s\ N
=ko + k(/ +/ +/ ) (1 — —) s 2g(s)ds
0 tot t1t t
o to i1 1
="ko+ k </ +/ +/ >(1 — ) " (tz) ?y(tz)tdz
0 to t1

to t1 1
—ko + kt' ™ (/ +/ +/ )(1 — ) s TRg(ts)ds, t€ [0,T).  (2.159)
0 to t1

Como ty,t; € (0,1) et > 0, valem as seguintes implicagdes:

0<s<ty = 0<ts<tty<t = [0,ts] C[0,t] = y(ts) < y(t), (2.160)
t1<s<1 = 0<tt; <ts<t = [0,ts] C[0,t] = y(ts) < g(t). (2.161)
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to 1 t1
E(t) <ko + kt'g(t) (/ +/ >(1 — 8) s R ds + kt! T / (1 —s) s 2g(ts)ds
0 t1 to
t1

(2.158) 1
< ko k(1) g T 4 ke / (1= 5)""s=2(ts)ds
to

1 t 172 11
<ko+ z9(t) (—) -kt / (1 —t1) "¢ty y(ts)ds
2N\ T .

t<T
tit 1

Z=S8 ]- ~ — — — ~
o+ 500+ =07 [ g

2 tot

dz
1 t
Sko+ (1) + K1~ 1) Mg / i(s)ds, t € (0,T).
0
Analogamente,
1 t
§(t) <k + 5:‘5(15) + k(1 — tl)—“tgwt—e?/ #(s)ds, t € (0,T).
0
Fazendo M, := max{k(1 —t;) "¢, ", k(1 — t;)""1t,%} > 0, segue que

1 t
1) < ko + ~§(1) + Myt / i(s)ds, t € (0,T),
0

[l \V)

Jt) < ki + =2(t) + Myt™™ /ti"(s)ds, t€ (0,7).

\)

Sendo 7 e y fungdes ndo negativas, obtemos de (2.164) e (2.165) que
1 t
B(1) < ko + 5i0) + Myt / #(s) + §(s)]ds, t € (0,T),
0

gt) < ki + %i(t) + Mt /0 t[:ﬁ(s) + g(s))ds, t € (0,T).

Somando (2.166) e (2.167) segue que

() +g(t) < 2(ko + k) + 2M [t 4+ t7%] /Ot[:fz(s) +y(s)]ds, t € (0,T).

(2.162)

(2.163)

(2.164)

(2.165)

(2.166)

(2.167)

(2.168)
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Segue do Teorema 2.2 que

t
E(t) + G(t) <2(ko + k1) + 2My [t +t7%] / (ko + ky )els 2MalrT24r7020dr g g
0

t
=2(ko + k1) + 4(ko + k1) My [t + %] / ele 2T ARl g
0

_tlf"/z sl=72  4l1=02 (103

_ —9 boAM A=y Ty Te e, }

:2(k0+k1)+4(k}0+k1)M1[t 724t 2]/ € ds
0

t 2M; tf::;#f:;j}
<2(ko + k1) + 4(ko + k1) My[t ™2 + %] / e §
0

rl-72  1l1-62
1—7v2 1-062

" {
<2(ko + k1) + 4(ko + k)M [t +t7%]¢

~~

:=Mo

=2(ko + k1) + 4(ko + k) My M[t' ™2 + t17%2) ¢ € (0,T). (2.169)
Desta forma,

T(t) <(t) +y(t)
(2.169)
< 2ko + k1) + 4(ko + k1) My Mot* ™2 4 4(ko + k) My MuT %2 t € (0,T).  (2.170)

Com os devidos ajustes nas constantes em (2.170) obtemos M (71,72,61,02,k,T) > 0 tal que
E(t) <M (ko + kit'™2), t € (0,7). (2.171)
Analogamente, obtemos M (71,72, 61,02, k, T) satisfazendo
G(t) <M(ky + kot'™%), t € (0, 7). (2.172)

Logo, as desigualdades (2.151) e (2.152) sao satisfeitas para as fungdes & e ¢, respectivamente,
paratodo t € (0,7), com i
M := max{M,M}.

Entdo, tais desigualdades séo satisfeitas também para as fungdes x e y, pois para cadat € [0, 7))

obtemos que

(t) < Oiggtx(S) =2(t) e y)< Oiggty(S) = 5(t),

como queriamos provar.
[

De forma especifica, na demonstracao do Teorema 2.36, a partir das desigual-

dades (2.166) e (2.167), utilizamos argumentos divergentes da referéncia original para pros-
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seguir com as estimativas. O método utilizado por n6és valorizou ainda mais a esséncia deste
trabalho, pois viabilizou a aplicacdo do Gronwall Classico do Teorema 2.2, o que ndo se dava
na referéncia original, cujos procedimentos se embasaram na solu¢do de um sistema de equacao
diferencial na forma vetorial.

Partindo do caso geral do sistema em (2.150), o qual desencadeou minuciosos
estudos até a obtenc¢ao final de suas limitagdes, particularizamos o Teorema 2.36 no resultado a

seguir, obtendo uma s6 Desigualdade de Gronwall Singular:

Corolario 2.37 (GS11). Sejam k, ko, € R, 1,72 € (0,1) ez : [0,T) — R uma fungdo

continua tal que
t
z(t) < ko + kt" / (t—s) s Rx(s)ds, t €[0,T). (2.173)
0
Entdo, existe uma constante M = M (1,72, k,T) > 0 satisfazendo a desigualdade
w(t) < koM(1+t77), t € [0,T). (2.174)

Demonstracdo. Consequéncia imediata do Teorema 2.36. [

A Desigualdade de Gronwall do Coroldrio 2.37 apresenta duas singularidades,
extrapolando o que foi abordado até o0 momento neste trabalhado. Apesar dessa generalidade
com respeito aos termos singulares do nucleo integral, as demais fungdes presentes na desigual-
dade (2.173) sdo particulares, pois se restringem a fun¢des constantes e do tipo polinomial.

No intuito de obter um resultado mais geral desta natureza (com duas singu-
laridades), apresentaremos o proximo resultado (Teorema 2.38), considerando como referéncia
Medved (ver [21], Teorema 4, pagina 357).

A ideia central de sua demonstragdo €, inicialmente, reduzir o problema a um
Gronwall Singular dependente de uma tinica singularidade, e a partir disso aplicar desigualdades
advindas da Andlise Funcional, para entao recair em Desigualdades de Gronwall Cléssicas,
viabilizando a aplica¢do de resultados ja fundamentados na Se¢do 2.1.

Como pode ser consultado na referéncia supracitada e na demonstracao a se-
guir, encontramos divergéncias nas limitacdes obtidas pelo autor nos valores de algumas cons-
tantes, apesar de termos seguido o mesmo procedimento de demonstracdo. Além disso, utili-
zamos justificativas proprias para determinadas estimativas advindas da referéncia base, objeti-
vando aplicar o Gronwall Cléssico do Teorema 2.1, a fim de ressaltar ainda mais a relagao entre

as versoes cldssicas e singulares.

Teorema 2.38 (GS12). Sejam 5,7 > 0 e a,b,x : [0,T) — R, fungdes continuas, com a(t)

ndo decrescente, satisfazendo a desigualdade

x(t) < a(t) + /Ot(t — 8L (s)x(s)ds, t € [0,T). (2.175)
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(l)Seﬁ>—ey>1 comp>1enta0

-4 [2‘1 S(Kp) [y et [b 8)]2qu+t]
x(t) <2 2:a(t)e te|0,7), (2.176)
onde q > 1étalque%+%= le

K o= LT =2 1)
By T Typ1 p2r—2p+1

3=

(ii) SeﬁG(O,é] comﬁ'—ei—lparaalgum921,67>1—i,com5>1,p—1+ﬂe
q:l—i—%,entdo

1

. lQ‘" ~(Ms)" e”[b(s)}fﬂdsﬂ}
x(t) <2 aa(t)e ,t€10,7), (2.177)

0nder>1étalque%+%zle

q 1
L(1—ap)|?[T((y—1)eqg+1)]°
Moo i= [ prer } [ e(r—Deg+1 , a=1-6.

Demonstracdo. Iniciemos pela prova do item (7), para o qual I'(25 — 1) estd bem definida.

Segue da hipétese (2.175) e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

o) <alt)+ [ (s e () s

f1(s) f2(5)

c-s t o[ 2
< a(t)+ [/ (t — 3)26_2623613] [/ 6_25527_2b2(s)x2(3)d5]
0 1 0
(2.126) 2 2 t
< a(t)+e [4ﬂ (268 — 1)] [/ 5272192(3)[651'(5)]2(13}
0
De (2.178) e do Corolario 1.4, obtemos:

20 <{ato) + | 1 (2@_1)H [/ (S)[B_S:E(S)]str}

<2a*(t) + 262t42 28— 1)/O s2172b% (s)[e *x(s)]ds, t € [0,T).

(26 — 1), a seguinte desigualdade:

(S

e[0,7). (2.178)

2

(2.179)

Segue de (2.179), com z(t) := [e 'z (t)]* e kg :=

t
2(t) < 2a°(t) + kg / s¥172b%(s)z(s)ds, t € [0, 7). (2.180)
0
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Em (2.180) temos uma Desigualdade Singular de Gronwall, com o termo sin-
gular diferente dos outros resultados ja vistos nesta se¢cdo. No que segue, veremos como proce-
der com esta nova classe de singularidade, até recairmos na aplicacao de um Gronwall Cl4ssico.

Para isso, consideremos ¢ o expoente conjugado de p > 1. Nestas condi¢oes,

a fungdio f(s) := s?7"2e~* pertence a LP, pois para qualquer ¢ € (0, 7)) temos que

! 1 vt L((2y—2)p+1)
Plg — (2v=2)p,—v —
/0 |f(s)|Pds = CTREIE /0 v e ’dv < CTRE I =k, <oo. (2.181)

A funcdo Gama estd definida (e converge) no ponto [(2y — 2)p + 1] > 0 devido a hipétese
v>1-— 2%7' Por outro lado, a fungdo g(s) =: e*b?(s)z(s) pertence a L, sendo consequéncia
imediata de sua continuidade. Com essas informacdes, retornando em (2.180) e aplicando a
Desigualdade de Holder (Proposicdo 1.9), obtemos:
t
2(t) <2a%(t) + k / s 7267 e%b%($)2(s) ds
(t) (t) + ks . ,€°b7(s)z(s)

eLr cLa

t o[ [ z
<2a*(t) + ks [/ 8(27_2)p6_5pd8:| {/ ed® [b(s)]quq(s)ds} ,t€[0,T). (2.182)
0 0

Segue de (2.181) e (2.182) que

Q=

a1t <{ 2020 + k)3 | [ e piprznioas]

(t)
z(t
(1.1 t g
< 22q_1[a(t)]2q+/ 217k (ky ) v e®[b(s)]?7 29(s) ds, t € [0,T). (2.183)
—_— N o N~
a(t) B(s) a(s)

E neste momento que aplicaremos o Gronwall Cldssico do Teorema 2.1 na desigualdade (2.183),

usando a monotonicidade da func@o a(t):

t B t ‘- .
Zq<t) — i’(t) < d(t) + / d(s)[;(s)ef: b(u)du g < d(t) {1 _ / iefs b(u)dud8:| TFC d(t)efo b(S)ds7
0 0

S

provando que

2 (Kp )7 fi e [b(s)}2qu:|

() < 22—3{(1(15)]26{ L tel0,T), (2.184)

onde K, := /{55(]{?7)%. Agora, substituindo z(t) = [e~tx(t)]> em (2.184), obtemos:

%(Km)q Jo eqs[b(S)]qusH]

2(t) < 21_21qa(t)6[  tel0,7). (2.185)
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Com isso, concluimos a prova do item (i).
Para provar (ii), consideremos 3 € (0, %], com f3 := ﬁ para algum 6 > 1,
> 1—$,com5> Lp=1+4+75,q= 1+%,a: 1 —fBer > 1satisfazendo L + 1 =1

Iniciemos por analisar a convergéncia das seguintes integrais:

t (t w o opt pt ebt
o/ (t —s)"*PeP’ds = " — / u e du < ——T'(1 — pa) < oo; (2.186)
0 0 p

—ap

! - 1 te L(ge(y—1)+1)
qe(y=1) ,—se g, V=5€ qe(y=1) ,—v
0/0 S e *ds = gqs(7—1)+1/0 v e Ydv < (D11 < oo. (2.187)

A partir disso, como p e ¢ sdo expoentes conjugados, aplicando a Desigualdade de Holder

(Proposicao 1.9) na hipoétese (2.175), obtemos:

x(t) <alt) + /0 (t—s) %* 6788771[?(8)13(5)4615

N 7 \\

-~ -~

eLp (S

e T :
<al(t) + /(t—s)o‘pepsds / s e% eSe™ b (s)z(s ds]

| || eeeemmy

err

() -t 15T rt =T [t o
< a(t) + /(t—s)_o‘pepsds /sqa(v_l)e_sads] [/ e”[b(s)}qr[e_sx(s)]qr] ,

LJo 1 Lo 0

(2.188)

onde em (x) aplicamos a Desigualdade de Holder para os expoentes conjugados r e €. De

(2.188) e das estimativas obtidas em (2.186) e (2.187), segue que

O R % Y v Ji t ) a5 }

pl-op cae(y—1)+1
(2.189)
e aplicando (1.1) em (2.189), obtemos:
t
\[e’t:c(t)]q’" < 27 Ha ()] —|—/ 211 (Mpg.,) e [b(s)]7" [e*x(s)]"" ds, (2.190)
VvV vV 0 ~ wV o VvV -
& (t) a(t) B(s) z(s)

onde

m =

Ao o | TA—ap) |7 [T((y = 1)eg + 1)
By pl-op e(v—Deg+1

Por fim, aplicando o Gronwall Cléssico do Teorema 2.1 na desigualdade (2.190) e usando a
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relacdo obtida anteriormente, a partir do Teorema Fundamental do Célculo, obtemos:

~ .= 2071 (Mpg )" [y e”[b(s)]qrds:|
e ()] < aft)elo ) = 2"”[&(1?)]%[ :

provando que

qr—1 r [t _rs I
2 (M) fi e lb(s))e ds+t]

2(t) < 2" wa(t)e  tel0,7).

O

Podemos observar que, na demonstra¢do do Teorema 2.38, necessitamos usar
a Desigualdade de Holder sucessivas vezes, tanto na versao numérica quanto na versao inte-
gral, para conseguirmos reduzir os problemas a duas situacdes envolvendo versdes cldssicas de
Gronwall. Além disso, assim como nos resultados anteriores desta secdo, o fator critico se da
quando o expoente da singularidade no ponto s = ¢ € igual a % com restricdes andlogas para a
singularidade acrescentada no ponto s = (, as quais sdo primordiais para manter a convergéncia
da fun¢ao Gama nos pontos em que € requerida.

No que concerne as duas singularidades na hipétese (2.175), a saber, as ad-
vindas dos termos (t — s)?~! e 577!, percebemos no decorrer da demonstragio do Teorema 2.38
que, ap6s reduzirmos os problemas a uma sé singularidade da forma 57, os resultados obtidos
anteriormente nao foram suficientes para prosseguirmos com as estimativas. Deste modo, ne-
cessitamos de um instrumental tedrico além do que ja haviamos utilizado, mostrando que, por
mais que ambos os termos singulares sejam parecidos, a natureza de cada um particulariza seus
procedimentos demonstrativos.

No que segue, enunciaremos como coroldrio as desigualdades singulares cujo

procedimento demonstrativo se baseia na prova do Teorema 2.38.

Corolario 2.39 (GS13). Sejam v, ko > 0 e a,b,x : [0,T) — R, fungbes continuas, com a(t)

ndo decrescente, satisfazendo a desigualdade
t
z(t) < a(t) + k‘o/ s o(s)w(s)ds, t € [0,T). (2.191)
0
(i) Se~y > %, entdo

[(komﬁ I eQSbQ(s)ds:|
e

z(t) < V2a(t) ,tel0,T), (2.192)

|=

2

onde K., := {%}
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(ii) Se~y € (0, 3], entdo

270 (ko M) i eqsbq(s)ds:|

,telo,7), (2.193)

=

ondep=1+~qg=1+ % e M, = {F((v—l)pﬂ)}

p(Yy—1p+1

Demonstragcdo. Andlogo as desigualdades demonstradas no decorrer da prova do Teorema 2.38.
[

A natureza dos Coroldrios 2.33 e 2.39 sdo semelhantes. No entanto, a singu-
laridade da forma (¢ — s)°~! exigiu resultados adicionais envolvendo a referida condigdo (q)
da Defini¢do 2.3.1, enquanto a singularidade do tipo s”~! requeriu apenas aplica¢des da Desi-
gualdade de Holder para expoentes conjugados apropriados ao intervalo que se insere o termo
singular. Apesar disso, o padrdo nas estimativas desses resultados se mantém, com particulari-
dades nas constantes envolvidas.

Os resultados desta secdo mostraram que a versdao singular apresenta uma
intrinseca relagdo com a versao cldssica, mesmo com um nimero maior de singularidades, como
vimos no Teorema 2.38. Tal fato ressalta substancialmente a importancia do estudo detalhado
presente na Sec¢do 2.1, visto que na maioria dos casos saimos do Gronwall Singular para aplicar
0s casos nao singulares.

Como consequéncia das Desigualdades de Gronwall Singulares, podemos
ainda obter resultados envolvendo a soma de integrais com singularidades. Um exemplo dessa
aplicag@o pode ser visualizada no resultado a seguir (Coroldrio 2.40), o qual decorre do Coro-

lario 2.30 depois de expressarmos o nticleo singular em termos de uma dnica singularidade.

Corolario 2.40 (GS14). Sejam 5,y > 0, com 5 < 7, a : [0,T) — R, fun¢do localmente
integrdvel e ndo decrescente, b : [0,T) — R funcdo continua ndo decrescente e limitada. Se

z:[0,T) — R, é uma fungdo localmente integrdvel que satisfaz a desigualdade

x(t) < a(t) + b(t) /t[(t —8)P 7 4 (t — s) Ma(s)ds, t €]0,T), (2.194)
entdo
z(t) < a(t)Eg(Kb(H)T'(B)t?), t € [0,T), (2.195)

onde Eg é a funcdo de Mittag-Leffler definida em (2.52) e K := max{1, 77 "}.

Demonstragdo. Para todo s satisfazendo 0 < s <t < T, segue que

(t—s) = (t—s)P(t—s)f Tt <T Pt —s5) 7. (2.196)
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Considerando
K = Kg 7 = max{1, 777},

obtemos de (2.194) e (2.196) a seguinte desigualdade singular:
t
() < a(t) + Kbt) / (t— 5)PLa(s)ds, t € [0,T). (2.197)
0

Nestas condig¢des, aplicando o Corolario 2.30 em (2.197) concluimos o resultado. [

Observacao 2.3.4. A demonstracdo do Coroldrio 2.40 ilustra um procedimento para reescre-
vermos a soma de duas singularidades em fungcdo do menor expoente singular. Outras gene-
ralizacoes, de natureza semelhante a que consta na desigualdade (2.194) ou versoes andlogas
com outras singularidades, como a considerada no Coroldrio 2.39, podem ser demonstradas
seguindo a estratégia anterior, sob as devidas hipoteses de regularidade para as fungcoes envol-

vidas.

Observacao 2.3.5. Na prova do Teorema 2.38 trabalhamos com as desigualdades até obtermos
estimativas ndo singulares, para assim utilizarmos resultados cldssicos jd sistematizados. Jd no
Coroldrio 2.40, fizemos uso de uma estimativa para recair em um tinico nicleo singular. Essas
demonstragoes ilustram maneiras de proceder ao nos depararmos com problemas englobando
mais de uma singularidade. Para outras generalizacoes referentes ao caso singular, o leitor

pode consultar, por exemplo, as referéncias [15, 19, 21, 24, 25, 31].
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2.4 SINTESE DOS RESULTADOS

Levando em consideracio que as analogias entre as desigualdades cldssicas e
singulares ja foram abordadas no decorrer da Secao 2.3, por fins didéticos, reunimos de forma
sintetizada nos quadros a seguir as hipdteses e teses dos teoremas/coroldrios demonstrados.
Com isso, o leitor dimensionara os resultados que foram desenvolvidos neste trabalho, além de
ilustrar a evolucdo das generalizagdes das Desigualdades de Gronwall no decorrer do estudo.

No que segue, m e ug sao constantes nao negativas, com m # 1, p e ¢ sdo
u

1
expoentes conjugados, e Y € a fungdo definida por Y (u) := / ﬂds, com inversa Y 1.
ug Y\S

DESIGUALDADES CLASSICAS DE GRONWALL

Gronwall Hipétese Tese
Teo. 2.1
z(t) < alt) + fot b(s)x(s)ds )+ fo ef bu)du gy
(GC1)
Teo. 2.2 .
z(t) < a(t) +y(t) [, b(s)z(s)ds z(t) < fo s)els b(ry(rydr g
(GC2)
Teo.23 | a(t) <c+ [ a(s)a(s)ds =) < {Clme(l_m e
(GC3) ¥ fg b(s) ()] ds (1 m) s a0
Teo. 2.4 . .
z(t) < M + [y a(s)y(z(s))ds x(t) <Y1 (Y(M) + /5 a(s)ds)
(GC4)
Teo. 2.5 ¢ t
z(t) < a(t) +k [ b(s)y(z(s))ds x(t) <Y1 <Y(a(t)) +k b(s)ds>
(GC5)
Cor. 2.6 . =
of6) < alt) + S0 ds | ole) < { 0P+ k(= ) Jfbls)ds |
(GCo6)
Teo. 2.7

o(t) < a(t) +b(t) [y L(s, 2(s))ds | 2(t) < () f! L( Yedi v(s.al)b(s)ds gy,
(GC7)
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Gronwall Hipotese Tese
Teo. 2.26 € (0,1); 3C1(a, T, Cyp), Ca(a, T, Cq) > 0;
(GS1) 2(t) < a(t) + Co [o(t — s)* La(s)ds 2(t) < a(t) + Cre®t [ (t — 5)* a(s)ds
Cor. 2.27 aaﬁ € <071)7 3]\4(kl?677—‘) > 0;
(GS2) x(t) < kot™ + kq fg(t - s)’ﬁx(s)ds x(t) < %M(kl, B,T)
Teo. 2.29 N> 0; z(t) < a(t)
(GS3) z(t) < a(t) +b(t) fot(t —5)7 Lz(s)ds + fo { el ;)(Fn(v))) (t— s)mla(s)} ds
Cor. 2.30 v > 0;
; ) z(t) < a(t) By (b(t)T (7))
(GS4) z(t) < alt) +b(t) [, (¢ x(s)ds
Teo. 2.31 B> 1 x(t) < et{Y1 {Y(ZaQ(t)) + gl(t)} }2
t —
(Gss) | @(t) < a(t)+ [yt — )7 b(s)y((s))ds g(t) = TEED g 5)ds
Teo. 2.32 Be(0,L); 2(t) < et{Y [Y(Qq fal(t)) +gg(t)] }
56 ) ot N | g0 = et [z sy
\‘21‘(121) fot b2(s)ds+tJ
Cor. 2.33 B> 0; z(t) < V2a(t)e ,B>3
Gs7) | 2(t) < a))+ [t - ) b(s)a(s)ds 1 [ o g b"(s)ds+t}
z(t) <2 9a(t)e | ,B< 3
oft) < e { [VEa(P0 -
Cor. 2.34 B > 0 +C,3,m fot 62(m—1)8b2(s)d8} 2(1—m)7 /6’ S %
(GS8) )+ Jy(t =) b(s)a™ (s)ds | o) < et{(zq—laqu))l—m

1

q(1—m)
+K3m fot e(m_l)qsbq(s)ds} , B <

N
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Gronwall Hipotese Tese
° 3> %
z(t) < €'[2a(t) + 2kgb? (1)1 (1))
Teo. 2.35 8> 0; g(t) = fot a2(s)y?(s)elks SRR (r)dr] g
Gs9) | o) Salt) +b(t) fo(t =9 y(sha(s)ds | 5y
2(t) < e![207 al(t) + 49 LK Lb (£ ga (1)) 7
ga(t) = [L at(s)ya(s)el' KLV O Idrl g
’Yla’Y2,91a92€(0:1) 3M(71772a917927k7T)>0;
Teo. 2.36
a(t) < ko + kt [J(t — ) s 2y(s)ds z(t) < M(ko + kit —2)
(GS10)
y(t) < ko + kt® [} (t— )05 % (s)ds y(t) < M(ky + kot'~02)
Cor. 2.37 71,72 € (07 1) 3 M(’yla V25 ka T) > 0;
(GS11) | a(t) < ko+ Kkt [J(t —5) "5 2a(s)ds 2(t) < koM(1 + t1772)
*B>5,7>1—4
1-g; L KA Jy e [b()] dstt
Teo, 238 iy >0 olt) < 2 hayel TS |
1 1
(GS12) | z(t) <a(t)+ fg(t —5)P 17 b(s)a(s)ds | ® fsgr>1-4
) {2"; ~Mj ot‘i”[b(s)]”dS-&-t]
z(t) < 2177 a(t)e
oy>1
[(kolq)2 'OteQ“‘bQ(s)ds:|
Cor. 2.39 v > 0; z(t) < v2a(t)e
(GS13) a(t) < a(t) + ko [y 87 b(s)x(s)ds ey <i
. [ = (ko Mo)? [ e48b4<s>ds}
z(t) <27 aa(t)e
0<pB<y
Cor. 2.40 t K = max{1,77F}
z(t) (t) + b(t) fo (t —8)81u(s)ds
(GS14) z(t) < a(t)Eg(Kb(t)T(B)t?)
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3 APLICACOES EM PVI E VERSOES DIFERENCIAIS DE GRONWALL

Neste capitulo abordaremos, inicialmente, duas aplicacdes das Desigualda-
des de Gronwall: a primeira em um problema de valor inicial de ordem inteira (PVI) (caso
do Gronwall Cléssico) e a segunda em um problema de valor inicial fracionario (PVIF) (caso
do Gronwall Singular). Para isso, relembraremos alguns conceitos preliminares relativos as
equagoes diferenciais ordindrias e fraciondrias, assim como observagdes acerca da existéncia e
unicidade de solucdo dos problemas mencionados inicialmente, apresentando resultados andlo-
gos nos dois contextos. Em seguida, apresentaremos versoes diferenciais das Desigualdades de

Gronwall que podem ser aplicadas no estudo do comportamento assintético da fungdo solugao.

3.1 APLICACOES EM PVI

Sabemos da teoria de Equagdes Diferenciais Ordindrias que um problema
de valor inicial de primeira ordem (PVI) é constituido de uma equacdo diferencial da forma
Lx(t) = f(t,x), e de uma condigdo inicial z(ty) = o, onde ¢y e z sdo nimeros reais e

f : R? — R é uma funcio continua dada, o qual representamos por:

4 =
dtx(t) f(t,l'), t> 07 (31)

x(tg) = .

Além disso, sua solugdo é uma fungdo =z : J C R — R de classe C'(J,R) que satisfaz a
equacao diferencial e a condi¢do inicial em (3.1).
Recordemos também que z(¢) é uma solugdo para (3.1) se, e s6 se, x(t) é

solucdo da equacao integral de Volterra

z(t) = xo —I—/t f(s,z(s))ds, (3.2)

sendo f usualmente chamada de nicleo da equagao integral.

Para f sob certas hipéteses (a serem explicitadas no Teorema 3.1 a seguir),
exibiremos resultados de existéncia e unicidade de solu¢do desse PVI, bem como propriedades
qualitativas da funcao solugdo, formulados na literatura, como nos trabalhos de Kreyszig [18] e
Brezis [4].

A seguir, enunciamos o Teorema de Picard, o qual assegura a existéncia e

unicidade de solucdo para o PVI (3.1), cuja demonstracao serd referenciada.

Teorema 3.1 (Teorema de Picard). Seja f(t, x) uma fungdo continua a valores reais, limitada
no retangulo
R={(t,z) € R% |t —to| < a,|x — | < b}
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por uma constante M > 0, ou seja,
|f(t,z)| < M, Y(t,z) € R.

Suponhamos ainda que f seja Lipschitziana na segunda varidvel, isto é, existe uma constante
L > 0 tal que
|f(t,1’) - f(t,y)| < L|$ - y|’ V(t,[E), (tvy) € R

b 1

Entdo, o PVI (3.1) tem uma tinica solugdo no intervalo [ty — 3, ty+ 3], onde 3 < min{a, 77, 7 }.

Demonstracdo. Ver Kreyszig [18], Capitulo 5, Teorema 5.3-1, pagina 315. [

No intuito de aplicar as Desigualdades de Gronwall Cldssicas, iremos con-
siderar o problema de valor inicial descrito abaixo para analisar a dependéncia continua da

solucdo com respeito aos dados iniciais:

& — f(t,x), t €[0,7), (3.3)
z(0) = .

Assumiremos formalmente que (3.3) possui Unica solucdo para cada o € R
e f:]0,7) x R — R continua verificando certas limita¢des (as quais serdo dadas nos itens (i) -
(iii) a seguir), com respaldo nas referéncias citadas anteriormente, levando em consideragdo que
um estudo mais detalhado acerca da teoria de existéncia de solu¢do de problemas de Cauchy
foge do escopo deste trabalho.

Para as aplicagdes desta secdo, sequenciaremos as hipéteses acerca da limi-
tacdo da funcdo continua f : [0,7) x R — R, variando as condi¢des do "tipo Lipschitz",

conforme listado a seguir:
@) |f(t,x) = f(t,y)| < Llz —yl, L>0;
() |f(t,z) = fty) <o)z —yl, ¢:[0,T) = Ry;
(i) |f(t,2) = f(t,y)| < o)z —y[™, ¢:[0,T) = Ry, m >0, m#1

Com essas hipoéteses, aplicaremos, respectivamente, os seguintes resultados

da Secdo 2.1 envolvendo Desigualdades de Gronwall Cléssicas:
(i) Teorema 2.1 para b(t) := k constante, com hipétese =(t) < a(t) + k fot x(s)ds;
(ii) Teorema 2.1, com hipétese x(t) < a(t) + fot b(s)z(s)ds;
(iii) Coroldrio 2.6, com hipétese z(t) < a(t) + k [} b(s)[x(s)]"ds.

A partir disso, destacaremos nos proximos resultados as passagens que envol-

veram as aplicacdes das Desigualdades de Gronwall Cléssicas.
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Teorema 3.2. Sejam x e y as solugcoes do PVI (3.3) com dados iniciais xq e Yy, respectivamente,
com a funcdo [ :[0,T) x R — R continua satisfazendo a condi¢do de Lipschitz com respeito

a segunda varidvel, isto é,

para uma constante L > 0 independente de t, x e y. Entdo
[2(t) = y(t)] < |zo — yole™, t € [0,T). (3.5)

Demonstragdo. Prosseguindo como em (3.2), obtemos:

t
o) = y(®)] <lao — ol + [ 17(5.2(9) = fs.9(5)lds
0
(3.4) t
oo =l + L [ la(s) - y(s)lds. ¢ € 0.7).
0
Este é o momento onde aplicaremos o Gronwall Classico do Teorema 2.1:

t
[2(t) — y(t)| <|lzo — ol + |20 — y0|L/ !9 ds = |z — yole!t, t € [0, 7).
0

]

Teorema 3.3. Sejam x e y as solucoes do PVI (3.3) com dados iniciais x e v, respectivamente,

com a fungdo f :[0,T) x R — R continua satisfazendo
[f(tx) = fty)| < o(t)]e —yl, (3.6)
onde ¢ : [0,T) — R é uma fungdo continua. Entdo
t t
[2(t) = y(@)] < [ro — yol + |zo — yo|/ ¢(s)els M ds, t € [0,T). (3.7)
0

Demonstragdo. Reescrevendo as solugdes em termos das equagdes integrais, obtemos:

j2(t) — y(8)] <lo — vol + / F(s,2(5)) — £(s,y(s))lds
Ll - vol + / 6(5)[(s) — y(s)ds, t € [0,T).

E nesta desigualdade que aplicaremos o Gronwall Classico do Teorema 2.1:

t
|(t) = y(®)] < [zo = yol + |zo = yo|/ @(s)els Mds, t € [0,T).
0
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Observacao 3.1.1. Os Teoremas 3.2 e 3.3 nos exibem a unicidade de solugcdo para o PVI (3.3),
sob as respectivas hipoteses de limitacdo para a fungdo f. De fato, se xo = yo em (3.5) e (3.7),
ou seja, se consideramos solucoes do PVI com mesmo dado inicial, vemos claramente por
essas desigualdades que x = y. Tais resultados ilustram a aplicabilidade das Desigualdades
de Gronwall, nas versoes cldssicas, para andlise da unicidade de solucdo em problemas de

valor inicial desta classe.

Teorema 3.4. Sejam x e y as solucoes do PVI (3.3) com dados iniciais x e v, respectivamente,

com a fungdo f : [0, T) x R — R continua satisfazendo

[f(t,2) = ft,y)| < o(b)|z —y|™, (3.8)

onde ¢ : [0,T) — R, é continua e m # 1 uma constante positiva. Entdo

1

M@—MMS%m—mW”HLJMA¢®%ymﬁemf)

Demonstragdo. De modo andlogo ao que foi feito na demonstragdo do Teorema 3.3, obtemos:
(38) ¢ .
jz(t) —y()] <lxo = yol + / ¢(s)|z(s) —y(s)["ds, t €[0,T).
0

E neste momento que aplicaremos o Gronwall Classico nao linear do Corolario 2.6:

1

W@—MMS%%—mW”HLWMA¢®®Ymﬁemf)

O

E possivel percebermos que os Teoremas 3.2 e 3.3 apresentam limitacdes para
|z(t) — y(t)| envolvendo os dados iniciais, e a partir disso conseguimos analisar a dependéncia
continua das solu¢des do PVI com respeito a esses dados. Tais resultados, juntamente com o
Teorema 3.4, reafirmam a importancia das Desigualdades de Gronwall Cldssicas no estudo de
problemas de valor inicial, considerando a derivada de ordem inteira.

Convém ressaltar que, para analisar a diferenca entre a solucdo e o dado ini-

cial, ou seja, estimar |z(t) — xg

, basta reproduzirmos resultados andlogos aos anteriores, com
as devidas modificagdes acerca da regularidade das fungdes envolvidas, de modo a satisfazer as
hipéteses de algum teorema da Se¢do 2.1 envolvendo Desigualdades de Gronwall Cléssicas.
Para mais, podemos variar a hipdtese de limitagdo acerca da fungdo f de
modo a recair em casos mais abrangentes de aplicagdes, como o que aparece na Desigualdade

de Gronwall Cléssica do Teorema 2.5, dada por

dﬂéwﬂ+klb®MM$M&
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ou ainda, em um grau maior de abstra¢do, como consta na hipétese do Teorema 2.7, satisfazendo

desigualdades generalizadas do tipo

z(t) < a(t) + b(t)/o L(s,z(s))ds.

Levando em consideragdo que os resultados apresentados nessa se¢do ilustram
a ideia a ser seguida para as demais aplicagdes desta natureza, os consideramos suficientes para
as aplicacdes requisitadas. Veremos aplicacdes andlogas a essas na Secao 3.3 para um problema
de valor inicial correspondente, considerando uma classe especifica de derivada fraciondria. A

partir disso, iremos discutir os resultados obtidos em ambos os casos na Secdo 3.4.

3.2 CONCEITOS DO CALCULO FRACIONARIO

O caélculo fraciondrio, ou cédlculo de ordem nao inteira, € definido por deri-
vadas e integrais que assumem ordens arbitrarias. Tal conceito € tdo antigo quanto o cdlculo
de ordem inteira, entretanto, nao foi difundido da mesma forma, tendo um desenvolvimento
acentuado principalmente no século XX, partindo de contribui¢des de matematicos das épocas
anteriores, como os trabalhos de Wallis', Euler?, Lagrange®, Laplace®, Lacroix’ e Fourier®, cul-
minando em aplica¢des importantes nos estudos de Abel’, Liouville®, Riemann’, Heaviside'’,
Caputo'', dentre outros.

Do ponto de vista histérico, o primeiro registro do cdlculo fracionério consta
em uma troca de correspondéncia entre Leibniz'> e L'Hopital'®, datada de 30 de setembro de
1695, na qual L’Hopital o questionou a respeito de uma possivel interpretagdo caso o 011)erad0r
derivacdo tivesse ordem n = % Na notagdo de Leibniz, seria como interpretar D2 ou i—z. Para
Leibniz, isso aparentava um paradoxo frutifero para o desenvolvimento de muitas teorias.

Atualmente, sabemos que € possivel generalizar a derivada de ordem inteira
para uma ordem arbitréria, e que sdo muitas as defini¢des existentes para tais generalizagdes. A
seguir, apresentaremos as defini¢des de derivada e integral fraciondria, no sentido de Riemman-
Liouville e Caputo, além de algumas propriedades que serdo necessdrias para as aplicagdes

subsequentes.

1John Wallis (x1616 - $1703)

2Leonhard Paul Euler (x1707 - $1783)

3Joseph Louis Lagrange (x1736 - $1813)

4Pierre Simon Laplace (%1749 - +1827)

3Sylvestre Frangois Lacroix (x1765 - 11843)

6Jean Baptist Joseph Fourier (x1768 - 11830)

"Niels Henrik Abel (x1802 - +1829)

8Joseph Liouville (x1809 - 11882)

9Georg Friedrich Bernhard Riemann (%1826 - $1866)
100liver Heaviside (%1850 - $1925)
""Michele Caputo (x1927)
2Gottfried Wilhelm Leibniz (x1646 - $1716)
13Guillaume Frangois Antoine (Marqués de L’Hopital) (x1661 - $1704)



93

Para uma explanac¢io mais detalhada acerca do desenvolvimento histérico do
calculo fraciondrio, assim como dos conceitos que serdo abordados nesta secdo, recomenda-
mos os trabalhos de Figueiredo de Camargo e Capelas de Oliveira [9], Kubica, Ryszewska e
Yamamoto [19], e Podlubny [24].

Defini¢do 3.2.1. Sejam o € (0,1) e f € L*(0,T). A derivada fraciondria de Riemann-Liouville

de ordem o para a funcdo f é dada por

Dy f(t) = ﬁ% / (t — 5y f(s)ds.

Defini¢do 3.2.2. Sejam o € (0,1) e f € L*(0,T), com % € LY(0,T). A derivada fraciondria
de Caputo de ordem o para a fungdo f é dada por

&2 f(t) = ;) / (t =) f(s)ds.

'l —«
Observacao 3.2.1. As Definicoes 3.2.1 e 3.2.2 mostram que a derivada fraciondria segundo
Caputo ¢ bastante similar a de Riemann-Liouville, exceto pela inversdo nas ordens de inte-
gragdo e derivagdo, e pelo fato da definicdo de Caputo ser mais restritiva no que diz respeito
as condicoes impostas sobre f. Além disso, ambas possuem singularidades em seus niicleos
integrais no ponto t = s, sendo este um forte indicio da necessidade das Desigualdades de
Gronwall Singulares em problemas envolvendo derivadas desta classe, conforme veremos nas

aplicagées da Secdo 3.3.

Exemplo 3.2.1. Sejam oo € (0,1) e 8 > 0. Nestas condigoes, t°, % € LY(0,T) e as derivadas

segundo Riemann-Liouville e Caputo de ordem o coincidem na funcdo t°, valendo que

q () = DY) = - LB+Y oo

B+1—a)
De fato, pela definicdo da derivada de Caputo e usando o Lema 2.20 e a Proposigcdo 2.10,

obtemos:

d (%) :ﬁ/o (t —s) 71 ds

p I'(1—a)l'(B) 1—a+8—1
T(1—-a)T(1—-a+p)
_ F(ﬁ + 1) tﬁ—a
T(B+1—a)

Por outro lado, da definicdo da derivada de Riemann-Liouville, do Lema 2.20 a da Proposigdo
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2.10, seguem as igualdades:

1 d [
D tﬁ — Il t— 1-a—1 ﬂ—l—l—ld
e ra—ayul( ) s °

d LB+1) .
5<Nﬁ—a+%ﬁ )

_ F(ﬁ + 1) — B—a
_w—a+DNﬁ—a+Dw + 1)t
_ F(ﬂ + ]-) tﬁ—a
T(B+1—a)

Por meio do Exemplo 3.2.1 evidenciamos a importancia do estudo inicial
acerca das funcoes cldssicas Gama e Beta, pois, como veremos nos proximos resultados, elas
estdo presentes em diversas relacdes envolvendo as derivadas fraciondrias definidas nesta se¢ao.
Este exemplo tratou de um caso especifico de fun¢do na qual as derivadas de Riemann-Liouville
e Caputo coincidem. No préximo resultado (Lema 3.5), veremos uma relacdo entre essas deri-

vadas para um caso mais geral de funcdo suficientemente regular.

Lema 3.5. Sejam o € (0,1) e f € C'[0,T)]. Entao,

D?f(t) = d?f(t) + %t_a, t e [O,T]

Demonstragdo. Como f € C*, fazendo integracio por partes obtemos que

-« 1
l—-a 1—-«

/o (t—s)"f(s)ds = f(0) /0 (t— s)l_o‘%f(s)ds. (3.9

De (3.9) segue a relacdo

G [ e=oe s = fore+ [e—s s

provando que
IF'1—a)Dff(t) = fO)7*+T(1 — a)dy.

]

Observacao 3.2.2. O Lema 3.5 mostra que as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo se
diferenciam por uma fungdo do "tipo polinomial", considerando fungées de classe C*. E fdcil
ver que a derivada de Caputo se anula em funcdes constantes, como ocorre na derivada usual.

No entanto, a de Riemann-Liouville ndo verifica esta propriedade, pois, para C,t € R*,

C oA C o dfteN O
Dt(c)‘ru—a@/o(t_s) d‘s—r(1—a)a<1—a>_r(1—a)t 70
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Isso faz com que a definicdo de Caputo ganhe crédito em relagdo a formu-
lacdo de Riemann-Liouville nas aplicacoes que envolvam Equagdes Diferenciais Fraciondrias,
principalmente quando se procura interpretar as derivadas como taxas de varia¢do e se quer
calcular a taxa de uma constante, de modo que seja nula.

Esses operadores fraciondrios satisfazem a linearidade, porém, outras pro-
priedades que decorrem da derivada de ordem inteira ndo se aplicam neste contexto, como a
"regra do produto". Para mais detalhes acerca destas diferencas, recomendamos o trabalho de

Kubica, Ryszewska e Yamamoto [19].

Observacao 3.2.3. As derivadas fraciondrias segundo Riemann-Liouville e Caputo podem
ainda ser estendidas para casos mais gerais de ordem positiva e ndo inteira, exigindo que a
funcdo [ seja suficientemente regular. Para isso, consideramos o« > 0 e m € N satisfazendo
m—1<a<m,efeC™0,T). Neste caso, as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo de

ordem o para a fungdo f sdo dadas, respectivamente, por:

D) = iy | (0= )
o df(t) = ﬁ/ﬂ (t— s)m—a—li—Zf(s)ds.

Notemos que essas defini¢oes envolvem derivadas ordindrias de ordem m, e as singularidades
permanecem no pontot = s, pois m — o — 1 < 0. Apesar dessas generalizagoes, optamos
por considerar apenas as derivadas fraciondrias com ordem o € (0,1) para os resultados

seguintes, pois o objetivo é reproduzir o caso andlogo das aplicacoes realizadas na Se¢do 3.1.

No que segue, veremos um caso particular de integral fraciondria, segundo
Riemann-Liouville, e algumas de suas relagdes com as derivadas fraciondrias definidas anteri-

ormente.

Defini¢ao 3.2.3. Sejam o > 0 e f € L*(0,T). A integral fraciondria de Riemann-Liouville de

ordem o para a fungdo f é dada por

1) = e [ = s

Para o caso o = 0, definimos I? f(t) := f(t).

O operador de integracdo [;* € linear. Em particular, para o = 1 a integral
fraciondria de Riemann-Liouville recai na integral usual (no sentido de Lebesgue). Além disso,
sabemos pelo Teorema Fundamental do Célculo que a derivada e a integral (de ordem inteira)

sdo operagdes inversas, verificando a identidade

/ "L fo)ds = (1) — £(0).
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Um resultado semelhante segue para Df', dy' e I;*, conforme veremos no Lema 3.6.
Lema 3.6. Sejam o € (0,1) e f € C[0,T] N C*(0,T). Nestas condigébes,

(i) 1pdi f(t) = f(t) — f(0), £ € [0, T];

(it) IPDPf(t) = f(t), t € [0,T].

Demonstragdo. De fato,

D(@)(1~a) / /Us“ =) (s - f)ad%f(i)dgds

provando (i), onde em (x) fizemos mudanga de varidvel e em (*x) aplicamos o Lema 2.20.

Usando (i) e o Lema 3.5, obtemos a prova de (i):

1)~ 50 =1z (D810 - 1O
7o f(O) d ! a—1 _—«
_[t Dt f(t) — m@/o (t — S) s %ds
[P f(1) - £(0).
]

Com base no Lema 3.6 e sob as devidas hipéteses de regularidade, vemos que,

se uma fungdo x : [0,7") — R é solucdo da equagdo diferencial fraciondria segundo Caputo
dix(t) = f(t =(t)),
entdo € solucao da equacdo integral fraciondria de Riemann-Liouville
x(t) = I f(t,xz(t)) + z(0).

A partir disso, desenvolveremos as aplicagdes em problemas de valor inicial fracionério, se-

gundo a derivada de Caputo, na Sec¢do 3.3.
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3.3 APLICACOES EM PVIF

Vimos na Secdo 3.1 aplicagdes das Desigualdades de Gronwall Classicas no
estudo do Problema de Valor Inicial (PVI)
() = ft,=(t), t € [0,T),

x(0) = xo,

com f : [0,7) x R — R continua satisfazendo certas limita¢des, o qual admite uma dnica
solu¢do z : [0,7") — R para cada z, € R fixado.

No intuito de aplicar as Desigualdades de Gronwall Singulares, iremos consi-
derar o seguinte Problema de Valor Inicial Fracionario (PVIF) em termos da derivada fraciondria

de Caputo, para o € (0,1):

dix(t) = f(t,x(1), t €[0,T),
x(0) = xo.

(3.10)

Os resultados de existéncia e unicidade de solugcdo desse PVIF ja se encon-
tram formulados na literatura, podendo ser encontrados, por exemplo, em Diethelm [7], Kilbas,
Srivastava e Trujillo [17], Kubica, Ryszewska e Yamamoto [19] e Podlubny [24], assim como
inimeras de suas propriedades qualitativas. A fim de elucida-los, enunciamos o seguinte teo-

rema.:

Teorema 3.7. Seja f(t,x) uma fungcdo continua a valores reais, definida em um dominio G,

satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) f é Lipschitz em G com respeito a segunda varidvel, isto é, existe uma constante L >
tal que |f(t,z) — f(t,y)| < Llx —y|lem G.

(ii) f ¢ limitada em G, ou seja, existe uma constante M > 0 tal que |f(t,x)] < M < oo
para todo (t,z) € G

Entdo, existe uma regido R(h, K) C G na qual o PVIF (3.10) possui unica solu¢do continua,

onde as constantes h, K > 0 satisfazem a desigualdade % < K.

Demonstragdo. Ver Podlubny [24], Capitulo 3, Teorema 3.4'*, pagina 127. O

Como uma explanagdo acerca desta teoria foge do escopo deste trabalho, as-
sumiremos formalmente que o PVIF (3.10) possui solu¢do, com base nas referéncias citadas
anteriormente, considerando hipéteses adequadas de regularidade para as fungdes envolvidas,

da mesma forma como procedemos no caso de ordem inteira na Secdo 3.1.

14Tal resultado é enunciado com hipSteses mais gerais, as quais particularizamos no Teorema 3.7 para o PVIF
(3.10), que é foco deste estudo.
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Nesta se¢cdo, vamos apresentar resultados sobre a dependéncia da solugdo do
PVIF (3.10) com respeito aos dados iniciais. As hipéteses acerca da limitacao da funcdo conti-

nua f : [0,T) x R — R serfio sequenciadas, conforme listamos abaixo:
@ [f(t.2) = f(t,y)| < Llz —yl, L > 0;
) |f(t,2) = f(t,y)| < o)z —yl, ¢:[0,T) = Ry;
(i) |f(t,z) — f(t.y)| < o)z —y|™, ¢:[0,T) = Ry, m >0, m# 1.

Com tais hipéteses, aplicaremos, respectivamente, os seguintes resultados da

Secdo 2.3 envolvendo Desigualdades de Gronwall Singulares, para « € (0, 1):
(i) Coroldrio 2.30 para b(t) := k constante, com hipétese z(t) < a(t)+k fot(t—s)aflx(s)ds;
(ii) Coroldrio 2.33, com hipétese (¢ )+ [t — ) 1b(s)x(s)ds;
(iii) Coroldrio 2.34, com hipétese z:(t )+ fo ) to(s)z™(s)ds.

Para isso, levando em consideracdo o que foi desenvolvido na Sec¢do 3.2, reduziremos o PVIF

(3.10) a seguinte equacdo integral fraciondria com singularidade no ponto ¢ = s:

1 t ol
x(t) = xo + m/o (t—95)""" f(s,z(s))ds, t €[0,T). (3.11)

No que segue, destacaremos em cada resultado as passagens que envolveram

as aplicacoes das Desigualdades de Gronwall Singulares.

Teorema 3.8. Sejam x e y as solugdes do PVIF (3.10) com dados iniciais x e vy, respectiva-
mente, com a func¢do f : [0,T) x R — R continua satisfazendo a condi¢do de Lipschitz com

respeito a segunda varidvel, isto ¢é,
|f(t, @) = f(t,y)| < Lz —yl, (3.12)
para uma constante L > 0 independente de t, x e y. Entdo
|2(t) — y()] < o — yol Ea(Lt), t € [0,T). (3.13)

Demonstragcdo. Prosseguindo como em (3.11), obtemos:

(3.12)

2(t) — (1)) < |$o—yof+% / (t— 5" als) —y(s)lds,  (3.14)

a qual consiste em uma desigualdade singular de Gronwall. Aplicando o Coroldrio 2.30 em

(3.14) segue que

|z(t) = y()| <|wo — yol Ea(LL?),
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onde I, € a funcdo de Mittag-Leffler de um parametro a. [

Teorema 3.9. Sejam x e y as solugcdes do PVIF (3.10) com dados iniciais x e 1y, respectiva-

mente, com a fungdo f : [0,T) x R — R continua satisfazendo

onde ¢ : [0,T) — R é uma fungdo continua.

(i) Se « > =, entdo

2l —2ap( 2a 1) 2(
Tz Jo 0G5 d5+t]

z(t) — y ()| < |zo — yo|v2e { ,telo0,T). (3.16)

(ii) Se 0 < « < =, entdo

201

L Jo #°(s) d5+t:|

l2(8) — y(6)] < |zo — ol2' e { telo,T), (3.17)

Sl

ndeq:=1+ kpi=1raeh, = (M)

Demonstragdo. Usando a versdo integral do PVIF, como em (3.11), obtemos:

|z(t) = y()] < |zo — ol + ﬁ/o (t =) f(s,2(s) — f(s,y(s))lds

(3.15)

1 t o—1
|zo — yo| + m/o (t—8)* " o(s)|z(s) — y(s)|ds. (3.18)

E neste momento que aplicaremos a desigualdade singular de Gronwall do Coroldrio 2.33 em

(3.18), dividindo em casos para o parametro «:

[P()]?

21—2ap20-1) ot 4o
1 |: Jo o (s)ds+t:|
o 0> = fat) ~ y(t)] < lwo— yolV2e ;

1 - { I ds+t:|
‘0<a§§i|$(t)—y(t)|§|$o—yof2 e ,

1
p
onde = 1t fopi= ek = () :

Observacao 3.3.1. De modo andlogo ao que foi comentado na Observagdo 3.1.1, os Teoremas
3.8 e 3.9 provam a unicidade de solugcdo para o PVIF (3.10), com as devidas hipoteses de

limitacdo para a funcdo f, bastando considerar o = vy nas desigualdades (3.13), (3.16) e
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(3.17), das quais seguem que x = y como consequéncia da convergéncia da fungdo de Mittag-
Leffler. Deste modo, os resultados supracitados ilustram a aplicabilidade das Desigualdades de
Gronwall, nas versées singulares, para provar a unicidade de solu¢do em problemas de valor

inicial fraciondrio desta natureza.

Teorema 3.10. Sejam x e y as solucées do PVIF (3.10) com dados iniciais x e vy, respectiva-

mente, com a fungdo f : [0,T) x R — R continua satisfazendo

onde ¢ : [0,T) — R é continua e m # 1 uma constante positiva.

(i) Se a > 3, entdo para algum intervalo I C [0,T) vale que

t e
lz(t) —y(t)] < et{[\/ﬂxo — g2 + C’a,m/ eQ(ml)quz(s)ds} ,tel,
0

(1-m)I'(2a—1)

onde Cmm = W.

(ii) Se 0 < o < 3, entdo para algum intervalo I C [0, T) vale que

t Fee=m}
\ﬂﬂ—wmée{@qu—mWYm+R@@/emlmw@m% tel
0

q

P

onde =14 4, pim 1+ e Koy i= 21— m) | St |
Demonstragdo. Prosseguindo como na demonstracdo do Teorema 3.9, obtemos:

(3.19)

Iﬂﬂ—y@!S|m—wd+féy4@—sﬁ*dﬁﬂ@%—%ﬂmw. (3.20)

Segue do Coroldrio 2.34, aplicado a desigualdade (3.20), que existe um intervalo / C [0,7) no

qual as seguintes desigualdades sdo validas:

1
1 t 2(1—m)
o o> 5 _— |;p — y| < et{[\/ﬂl’o — yOHQ(l—m) + Ca,m/ eQ(m—l)s¢2(3)d8} ;
0

1 t 1 1 ' 1 att=m)
s0<as<y = byl < d O oo wl) T Ko [ e e
0

s ¢ =1+ sp=1+ae
F(l—i—(oc—l)p)}g
q

prHebr[l(a)]

onde Cy, ,, 1=

Ko =271 —m)
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Os resultados obtidos nos Teoremas 3.8, 3.9 e 3.10 mostram um certo padrao
nas limitagdes de |z(¢) — y(t)|, 2 medida que generalizamos a hipéStese acerca da fungdo f,
envolvendo exponenciais e fungdes Gama. As entradas de tais fungdes se tornam cada vez
mais complexas conforme inserimos ndo-linearidades na hipétese. Mesmo com o alto nivel de
abstracao nas teses obtidas, elas dependem apenas dos parametros dados (o e m) e da fung¢ao ¢,
conhecida a priori, 0 que evidencia a aplicabilidade das Desigualdades de Gronwall Singulares
no estudo de problemas de valor inicial fraciondrios.

Ressaltamos ainda que, para analisar a diferenca entre a solu¢ido e o dado
inicial, ou seja, estimar |z(t) — x|, basta reproduzirmos resultados andlogos aos anteriores,
com as devidas modificagOes acerca da regularidade das func¢des envolvidas, de modo a satis-
fazer as hipoteses de algum dos teoremas da Secao 2.3 envolvendo Desigualdades de Gronwall
Singulares.

Além disso, podemos variar a hipdtese de limitacdo acerca da fungdo f de
modo a recair em casos mais gerais de aplicacdo, como o que aparece na Desigualdade de

Gronwall Singular do Teorema 2.35:

z(t) < a(t) + b(t)/o (t —8)* 'y(s)z(s)ds, a > 0.

Como o foco desta secdo € mostrar algumas aplicagdes das Desigualdades de
Gronwall Singulares, reproduzindo o equivalente as aplicagcdes cldssicas da Secdo 3.1, optamos
por nos ater apenas a esses resultados, levando em consideragao que as ideias embasadoras para

as possiveis generaliza¢des foram exploradas neles.

3.4 CORRESPONDENCIA ENTRE OS RESULTADOS

Elencamos nos quadros a seguir as trés aplicacdes realizadas para cada uma
das limita¢des consideradas para a func@o continua f : [0,7) x R — R, com as respectivas
Desigualdades de Gronwall, cléssicas e singulares, que foram utilizadas. Deste modo, serd
possivel analisar a correspondéncia entre os resultados obtidos para o problema de valor inicial

de ordem inteira com o de ordem fracionaria.

Lr(t) = f(t,z(t)), diz(t) = f(t,z(t)), a € (0,1),
z(0) = . x(0) = x.



102

Aplicacdo 1. Hipétese de limitagdo: |f(¢,z) — f(t,y)| < Lz —y|, L > 0.

Gronwall Utilizado Hipotese Tese

Teo. 2.1 (GC1) z(t) <a(t)+k fg x(s)ds |z —y| < |zo — yole™

Cor. 2.30 (GS4) 2(t) < a(t) + k [ (t — s)*a(s)ds | |z —y| < |wo — yo| Ea(Lt*)

Esta aplicagdo evidencia o papel da funcdo de Mittag-Leffler no cdlculo da
estimativa da solu¢do de equacdes diferenciais fraciondrias, assim como a funcido exponencial
se relaciona com a solugdo de equagdes diferenciais ordindrias, lembrando ainda que a funcao

de Mittag-Lefller generaliza a exponencial.

Aplicacgao 2. Hipdtese de limitacdo: |f(t,z) — f(t,y)] < o(t)|z —yl|, ¢ :[0,T) — Ry.

g:;?z‘:g:)l Hipétese Tese

Teo. 2.1 o

(GC1) o(t) < a(t) + [y b(s)x(s)ds lz —y| < |zo — yol (1 + [T o(s)el: qs(u)dlLdS)

[Ga I ¢2(s)ds+t]

Cor. 2.33 |z — y| < |zo — yo|V2e

(GS7) .’E(t) S a(t) + f()t(t _ S)Otflb(s)x(s)ds

1-1 {Cq,a o ¢q(s)ds+t}
|z —y| < |zo—yol|2" ae

As constantes envolvidas nesses resultados sdo dadas por:

e p=1+aq, eqg=1+a",
1—2a _ 1
e, -2 F(2042— 1)’ o L 2 (Tt (a=1p)\*
M) T g0(a))e plt(e=1p ’

onde a primeira parte da tese da aplica¢do singular é para € (3,1) e a segunda paraa € (0, 1].
Assim como na Aplicagdo 1, o padrdo nas limita¢des de |x(t) — y(t)| nesta

aplicacdo se mantém para o caso cldssico e singular. No entanto, na versao singular enfatizamos
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a dependéncia da limitagdo em termos dos expoentes conjugados (p e q), os quais sdo dados em
fun¢do do parametro o. Além disso, o resultado cldssico se mostra mais simplificado, levando
em considerag@o que no singular temos a andlise de dois intervalos, sendo o = % 0 ponto critico

das estimativas fracionarias.

Aplicacdo 3. Hipétese de limitagdo: |f(¢,x) — f(t,y)| < o(t)|x —y|™, m >0, m # 1.

3:;;::32 Hipoétese Tese
Cor. 2.6 =
GC6) ©(t) < alt) + k [ b(s)z™ (s)ds o=l < {leo w0l 7 + (1= m) fi os)ds
|x _ y‘ < et{C() + Ca,m fot e(m71)25¢2(s)d8} 2(1—m)
Cor. 2.34
(GS8) | x(t) <a(t)+ [1(t — 5)* b(s)a™(s)ds
z—y| < et{Ko + Kom ! e<m*”q5¢q(s)ds} o

As constantes envolvidas nesses resultados sdo dadas por:

e p=1+4q, e qg=1+a",

o Coy = [V2|wg — yol 2™, o Ko = (27 zo — yol")' ™,

.« o= (1 —m)I'(2a—1) T(1+ (= 1)p)r

40‘71[F(Oé)]2 s ° Ka’m = 2[171(1 — m) [ler(a_l)P[F(oz)]q

lembrando que a primeira parte da tese da aplicacdo singular € para o € (%, 1) e a segunda para
a € (0,1].

Conforme podemos analisar no quadro anterior, o acréscimo da singularidade
no caso das desigualdades nao lineares proporcionam resultados extremamente mais abstra-
tos. Apesar disso, as estimativas se amoldam seguindo um padrdo semelhante nas aplicacdes

cléssicas e singulares.

Com base nas correspondéncias realizadas nesta secdo e levando em consi-
deragdo as observacdes frequentes no decorrer da Se¢do 2.3, findamos ressaltando que as De-
sigualdades de Gronwall, nas versdes cldssicas e singulares, estdo intimamente relacionadas, e
que essas relacdes se mantém nas aplicacdes quando consideramos equacdes diferenciais de or-
dem inteira ou fraciondria, sendo a Desigualdade de Gronwall Singular uma extensao, de certa

forma, da Desigualdade de Gronwall Cléssica.
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3.5 DESIGUALDADES DIFERENCIAIS DE GRONWALL

Nesta se¢do apresentaremos versdes diferenciais do tipo Gronwall, tendo como
foco resultados cujas demonstragdes ndo prosseguem imediatamente das desigualdades inte-
grais do Capitulo 2 ou seguem ideias andlogas as aplicagdes das Se¢des 3.1 e 3.3, para as quais
recaimos nas equacdes integrais equivalentes aos PVIs (3.3) e (3.10).

Conforme vimos nas referidas secOes de aplicacOes, as Desigualdades de
Gronwall viabilizam a prova da unicidade de solu¢des. Além disso, veremos nos proximos
teoremas que tais desigualdades também desempenham um papel muito importante na investi-
gacdo das propriedades assintdticas de equacdes diferenciais.

O teorema a seguir pode ser encontrado em Pata [23] e consiste na desigual-
dade cléassica de Gronwall na forma diferencial. Suas hipdteses s6 estdo bem postas devido ao

Teorema 1.8, pois uma funcdo absolutamente continua é diferencidvel quase sempre.

Teorema 3.11. Seja v : R, — R uma funcdo absolutamente continua satisfazendo quase em

toda parte a desigualdade diferencial

2 (t) +ex(t) <, (3.21)
para constantes € > 0 e ¢ > 0. Entdo
2(t) < 2(0)e=t + <, t > 0. (3.22)
€

Demonstracdo. Com efeito, multiplicando (3.21) pelo fator integrante et > 0, obtemos que

% (az(t)eat> < ce . (3.23)

Integrando (3.23) em [0, ¢] segue que

t
z(t)e — z(0)e” < / ce™du,
0

provando que
x(t) < x(0)e " + ‘
€
]
A partir da tese em (3.22) podemos estudar o comportando da func¢do solugdo
ao longo do tempo, obtendo, para ¢t — 0o, uma limitacdo da forma z(t) < ¢, a qual depende
das constantes advindas dos dados iniciais € e c.
Os préximos resultados foram motivados por Rivera (ver [26], Lemas 1.5.1 e

1.5.2, respectivamente), sendo versdes mais gerais do que o Gronwall Diferencial em (3.21).
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Teorema 3.12. Seja x : R, — R uma fungdo absolutamente continua satisfazendo quase em

toda parte a desigualdade diferencial
2 (1) + kox(t) < ke ™, (3.24)

onde ko, ki, € RY. Entdo, existem constantes ky, vy € R’ dependentes dos dados iniciais,
tais que
2(t) < kpe ™™ ¢ > 0. (3.25)

Demonstragdo. Sejay : Ry — R, afuncdo definida por

y(t) == x(t) + 2—kle_w.

Derivando a funcao obtemos que vale quase sempre a desigualdade
(3.24)

Y (t) =2/ (t) — 2kie™ " < —kow(t) — ke " (3.26)

2
Seja g = min{kg, %}> 0. Nestas condigdes, —ky < —ype —1 < —;70. Dessas limitacdes

e de (3.26) segue que

/ 2ky
y'(t) < —yor(t) — 71706 "= —0y(t). (3.27)

Multiplicando (3.27) pelo fator integrante ™" > 0 e integrando em [0, ¢], obtemos:

y(t) < y(0)e "

Consequentemente,
2k 2k
a(t) < — et 4 {:c(()) + —1} e 0!
gl g
2k
< {x(()) + —1] et > 0. (3.28)
Y
Definindo ks := z(0) + % > (0 em (3.28) concluimos a prova de (3.25). O

Teorema 3.13. Seja v : R, — R uma funcdo absolutamente continua satisfazendo quase em

toda parte a desigualdade diferencial

ki
(1+t)ptt’

3=

2’ () + kolz(t))"F7 < (3.29)

onde ko, k1 € R} ep € [1,00). Entdo, existe uma constante ky € R’ dependente dos dados
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iniciais, tal que

9
pr(O) + 2k (3.30)

l’(t)ék’g (1—|—t)p 5 =

Demonstracdo. Consideremos as fungdes y, z : R, — R definidas, respectivamente, por

2k,
y(t) = TR 2(t) == x(t) + y(t).
Nestas condigdes,
1 1+1
o+ = (2) A
D (14 t)ptt’
ou equivalentemente,
1+1 1+%
p i +1 K
(5) ()] = e (3.31)

Sendo assim, para quase todo ¢ > 0 vale que

= —ko{[x(t)]1+p + fokf }

kok? (1 + t)rt!

=

144 )
Do nfeor e (5) Twert) e
kok?

1

1 5

Considerando ag := min{ I, — (g) }> 0 e retornando em (3.32), obtemos:
kok{

2'(t) < —k:oao{[x(t)]lﬂl’ + [y(t)]Hzlﬂ} (3.33)
Da desigualdade dada por
la + b < 2°(fal’ +[b["), a,b>0, p=1,

deduzimos a seguinte limitacao:

()] = () + y(t)]"F7 < al{mt)]l*i + [y(tn”é}, ay =27, (3.34)
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implicando em

d _1 —k'oao
—( =plz®] 7 |< ) 3.35
(ot )< =2 339
Integrando (3.35) em [0, ¢] segue que
1 1 —koapt
—plz(t)] 77 + p[z(0)]7? < aol =
provando a seguinte limitag¢do para a funcao z:
2(t) < O (3.36)
{05 40}
. . koag 1 .
Definindo ay := min< p, ——[2(0)]» > 0 deduzimos que
a1
koao 1
a—t[z(O)]P +p > ast +ay = ax(l +1),
1
ou equivalentemente,
1 1
- < . (3.37)
batot [ (0)]5 +p 021 +1)
De (3.36) e (3.37) temos
()
[aa(1 +1)]P
p?[x(0) + 24]
ab(1+4t)p
ay(1 +t)P
-1
Considerando ky := —~ > 0 e retornando em (3.38) concluimos que
a3
t) < —y(t), t>0 3.39
x(t) < L y(t), t >0, (3.39)
o que prova (3.30). [

Observacao 3.5.1. Vejamos, no quadro a seguir, as hipoteses e teses advindas dos Teoremas
3.12e3.13.
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Teorema Hipotese Tese

Teo. 3.12 2/ (t) + kox(t) < kie™ " g.s. 0<x(t) <kge M >0

1 T
Teo. 3.13 | /() + kolw(t)]"7 < it g5 | 0 < a(t) < BpPHRE28 1> 0

Nas estimativas obtidas nestes resultados, notamos que em ambos o limite da
fungdo x é igual a zero quando t — oo. Com efeito, segue da tese do Teorema 3.12 que

0 < lim z(t) < tlim (ke 0N = 0.
—00

t—o00

Analogamente, da limitagcdo advinda do Teorema 3.13 concluimos que

. . x(0) + 2k
0 < lim z(¢) < lim kQZL =0
t—o00 t—o0 (]_ + t)p
No entanto, observamos que o decaimento é do tipo exponencial no Teorema
3.12, o qual vai para zero muito mais rapidamente do que o decaimento que consta no Teorema

3.13, que é de natureza polinomial.

O préximo resultado foi motivado por Showalter (ver Lema 4.1 de [28]), tendo
hipdteses mais gerais ao considerar coeficientes ndo necessariamente constantes na desigual-

dade diferencial.

Teorema 3.14. Sejam a,b € L'(0,T) fun¢des ndo negativas e x : [0,T) — R, uma fungdo

absolutamente continua satisfazendo quase em toda parte a desigualdade
(1= k)2 (t) < a(t)z(t) + b(t)[=(t)]", (3.40)

onde 0 < k < 1. Entdo

t
[ﬂmkkgumw*dw@“+/}#“w%@u&temTy (3.41)
0

Demonstragdo. Substituindo a fun¢@o ndo negativa x(t) por x(t) + ¢ para algum ¢ > 0, de
modo que (3.40) continue valendo, e dividindo a mesma desigualdade por [z(t) + ¢]* > 0,

obtemos que
(1 —k)a'(t)
[z(t) + €]

a(®)fe(t) +e] | b{O)[e(t) + "

N P B Py B L
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ou equivalentemente,
(1 — k)2 (O)[x(t) + ] 7% < alt)[z(t) + ] =% + b(t). (3.42)
Sejay : [0,7) — R a fung¢do definida por
y(t) = e h O () 4 e
Nestas condig¢des,

Y (1) = —a(t)e I “OB[p(t) 4 ] F 4 (1 — k)e Jo *OB () + ] Fa!(2)

(3.42) t
< b(t)e Joal)ds, (3.43)

Integrando (3.43) em [0, ¢] segue que

t
y(t) — y(0) < / o 5 ey () g,
0

ou seja,
[2(t) + &' 7% <[2(0) + &]'Felo alsds 4 oo als)ds /t e~ Jo alwdup(g)ds
0
—[2(0) + £]*Felo al)ds / o a(Wdup(g)ds, Ve > 0. (3.44)
0
Fazendo ¢ — 0" em (3.44) concluimos a prova de (3.41). ]

Observacao 3.5.2. A desigualdade em (3.41) estabelece um limite superior para a fungcdo x
em termos de integrais envolvendo as funcoes a e b. Deste modo, a andlise assintotica a partir
desta desigualdade ndo se torna tdo evidente quanto nos teoremas anteriores, sendo necessario

explicitar as funcoes a e b para as devidas consideracoes.

Os resultados precedentes correspondem a apenas quatro formas das Desi-
gualdades Diferenciais de Gronwall que sdo estudadas atualmente. Existem outras variantes
e generalizacdes dessas desigualdades, dependendo do contexto e das condi¢des especificas a
serem considerados nas equagdes diferenciais.

Entretanto, como o objetivo desta sec¢do é apresentar resultados para ilustrar
a aplicacdo das Desigualdades de Gronwall, no estudo do comportamento da solugdo de equa-
coes diferenciais ao longo do tempo, consideramos suficiente os resultados acima abordados.
VersoOes mais abstratas, bem como suas aplicacdes em equagdes diferenciais parciais, podem

ser exploradas, por exemplo, nos trabalhos de Gatti, Pata e Zelik [11] e de Yang e Wang [30].
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CONSIDERACOES FINAIS

A Desigualdade de Gronwall Classica (DGC) é uma desigualdade ampla-
mente utilizada em andlise e teoria das equagdes diferenciais, estabelecendo determinada re-
lacdo entre uma fun¢do (em geral) ndo negativa e sua integral (ou derivada) em um intervalo.
Conforme abordamos na Sec¢do 3.1, a DGC € extremamente ttil para provar a existéncia e uni-

cidade de solugdes para equacdes diferenciais.

Além disso, sabe-se que a DGC é também uma ferramenta poderosa na ana-
lise assintdtica de problemas de estabilidade e controle de sistemas dindmicos, principalmente
aqueles provenientes de equacgdes diferenciais cuja modelagem se aplica em diversas areas da
ciéncia, como estatistica, engenharia, fisica e biologia, o que exalta sua importancia no ramo de

andlise e matemadtica aplicada.

A Desigualdade de Gronwall Singular (DGS) € uma variacdo da DGC, sendo
utilizada em problemas envolvendo fun¢des que podem se tornar infinitas ou indefinidas em um
ponto especifico, o que denominamos por "singularidade", e igualmente estabelecendo relacdes
entre uma fungdo e sua integral (ou derivada) com possiveis singularidades adicionais de uma

(ou mais) fun¢do ndo negativa em um intervalo.

A DGS também € qtil para provar a existéncia e unicidade de solu¢des para
equacoes diferenciais, mas agora estendendo-se a problemas com derivadas tempo-fracionadrias,
ou seja, possiveis singularidades nos termos das equacdes. Deste modo, assim como a DGC, a
DGS constitui-se de uma ferramenta prestigiada na anélise e na teoria das equagdes diferenci-
ais, sendo amplamente utilizada em varias dreas da matemadtica e de outras ciéncias, como em
problemas de controle e estabilidade de equacdes diferenciais tempo-fraciondrias, como vimos

na Sec¢do 3.3.

Em sintese, ambas Desigualdades de Gronwall (cldssica e singular) sdo instru-
mentos importantes na construgdo tedrica e analise qualitativa de equacdes diferenciais, sendo
a utilizacdo das mesmas uma via para concluir resultados tteis em uma variedade de problemas
em matematica e outros campos das ciéncias. Inclusive, conforme ressaltamos no decorrer do
Capitulo 2, as duas versdes possuem intrinsecas relagdes, levando em consideracdo que muitos

dos resultados singulares recairam na aplicagcdo dos teoremas do caso cléssico.

Por meio da pesquisa estabelecida, foi possivel observar que nicleos gene-
ralizados ou singulares compdem uma classe extremamente complicada de se abordar, princi-
palmente a medida que o nimero de singularidades aumenta. Mesmo com essa dificuldade,
conseguimos estabelecer os resultados andlogos para as versdes cldssicas e singulares, compa-
rando a natureza das limita¢Oes obtidas em cada um deles, além de aplicd-los na estimativa das
solucdes de problemas de valor inicial de ordem inteira e fraciondria, cumprindo os objetivos

propostos no inicio do estudo.
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Além dos resultados aqui desenvolvidos, existem muitas outras generaliza-
coes e aplicagdes envolvendo essas desigualdades, que s o tempo e a atuacdo na drea viabilizara
a identificacdo das respectivas possibilidades. Nestas circunstincias, deixamos aqui registrado
o proposito subsequente de investigar resultados singulares expressos por sistemas mais gerais
do que o apresentado no Teorema 2.36, ponderando que trabalhos desta natureza ndo constam

na literatura, at€ onde sabemos.

Mediante aos resultados obtidos neste trabalho, podemos concluir que as De-
sigualdades de Gronwall, nas versdes cldssicas e singulares, sdo artificios extremamente per-
tinentes quando a solucdo analitica de dada equacdo diferencial/integral ndo € conhecida ou
possivel de se determinar através dos algoritmos ja conhecidos, sendo este o fator mais signi-
ficativo que expressa a importancia desta pesquisa, a qual pode ser direcionada para estudos
futuros envolvendo o célculo integro-diferencial fracionério em espacos cada vez mais abstra-

tos, como na teoria de Equagdes Diferenciais Parciais.
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