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Resumo

As correlacdes quanticas desempenham um papel importante na computacido quantica. Em
comparacdo com a computagao cldssica, muitas tarefas podem ser implementadas com uma
eficiéncia significativamente maior quando sdo usadas as propriedades quanticas de um
sistema. O emaranhamento quantico é considerado o principal recurso fisico, responsavel na
melhoria da eficiéncia de tarefas computacionais. Neste trabalho, é destacada a existéncia de
correlacdes quanticas que vao além do emaranhamento. Cada 4tomo de um par de dtomos
de dois niveis, inicialmente emaranhados, é colocado numa cavidade déptica independente. A
dinamica do emaranhamento dos estados reduzidos dos 4tomos exibe o fenomeno de morte
subita e renascimento do emaranhamento, que apresenta um cendrio interessante para o
estudo de correlagdes de dois corpos. Nao é considerado a interagéo entre o sistema quantico
e o ambiente. Negatividade da transposta parcial do estado de qubits atémicos é usado como
medida de emaranhamento do estado de dois qubits. Foram obtidas expressdes analiticas
para a entropia condicional e a discordancia quantica, seguido de cdlculos numéricos. Para
examinar as relacOes entre correlacdes presentes no estado composto e a pureza do estado
atdmico, foi feito também um célculo na primeira ordem de aproximacao para a discordancia.
Isso implicou na substituicdo da entropia de Von Neumann pela entropia linear na definicdo
da discordancia quantica. Foi usado um programa escrito em fortran para gerar os valores
numéricos dos quantificadores de correlagdes classicas e quanticas, para casos onde o
quadrado de negatividade do estado atomico tem valores inicias 0,35 e 0,90. A discordancia
quantica, plotada como funcao do parametro de interacdo tem valores positivos durante
o intervalo entre a morte subita e o renascimento, isso €, o intervalo de tempo durante
o qual o emaranhamento livre entre os qubits atémicos é zero, exceto onde o estado é
separavel. Também foi calculada a discordancia quantica no contexto dos operadores de
medida fraca, de maneira a estudar as correlacdes chamadas de super discordancia quantica.
Os gréficos que correspondem ao uso de operadores de medida fraca mostram um aumento
nas correlagdes quanticas comparado com a discordancia quantica usual obtida através de

medidas projetivas ou de Von Neumann.

Palavras-chave: Correlacées Quanticas. Cavidade QED . Emaranhamento. Discordancia.

Medidas fracas
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Abstract

Quantum correlations play an important role in quantum computation. In comparison with
classical computation, several tasks can be implemented with significantly higher efficiency
when quantum properties of a system are used. Quantum entanglement is considered the
main physical resource, responsible for improving the efficiency of computational tasks. In
this work, the existence of quantum correlations that go beyond entanglement is highlighted.
Each atom of a pair of two level atoms in entangled state, is placed in an independent optical
cavity. Entanglement dynamics of the two atom reduced state exhibits the phenomenon
of sudden death and rebirth of entanglement, which presents an interesting scenario to
study two body correlations. Interaction of the quantum system with environment is not
considered. Negativity of partial transpose of the state of atomic qubits is used as the
measure of entanglement of two qubit state. Analytical expressions have been obtained for
conditional entropy and quantum discord, followed by numerical calculations. To examine
the relationship between the correlations present in the composite state and the purity of
atomic state, calculation of first order approximation to discord have also been done. It
involves replacing von Neumann entropy by linear entropy in the definition of quantum
discord. A program written in fortran has been used to generate numerical values of
quantifiers of classical and quantum correlations for cases where the entangled initial state
of atoms has squared negativity value of 0,35 and 0,90. Quantum discord, plotted as a
function of interaction parameter, is found to be positive definite during the interval between
sudden death and rebirth, that is, the time interval during which the free entanglement
between atomic qubits is zero, except where the state is separable. Quantum discord has
also been calculated in the context of weak measurement operators, in order to study the
correlations called super quantum discord. The graphs corresponding to the use of weak
measurement operators show an increase in quantum correlations as compared to the usual

quantum discord obtained through projective von Neumann measurement.

Keywords: Quantum Correlations. Cavity QED. Entanglement. Discord. Weak measure-

ments
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1 Introducdo

O surgimento da mecanica quantica causou uma revolucdo profunda nos
modelos tedricos que descrevem a natureza. Entre as novas caracteristicas dessa teoria, a
existéncia de correlacoes que nao tem analogo classico, e violam a localidade, levaram a
por em duvida sua completitude. Mas com o passar do tempo experimentos cada vez mais
precisos confirmaram a ndo localidade dessas correlacoes. Entre as aplicagdes da mecénica
quantica surgiu a proposta tedrica de um computador quantico usando propriedades como a
superposicdo e as correlacoes ndo locais. Isso comegou com o trabalho de Paul Beniof quem
descreveu um modelo de computador quantico por meio de Hamiltonianos, seguido pela
observacao de Feymann que em geral ndo parece possivel que um computador cldssico possa
simular a evolu¢do de um sistema quantico, e a descricdo do primeiro computador quantico
dado por David Deutsch. As correlacdes quanticas desempenham um papel importante na
computagdo quantica. Uma grande melhoria na eficiéncia de tarefas computacionais foram
encontradas possiveis aproveitando propriedades quanticas.

Um dos recursos principais para a melhoria na eficiéncia de tarefas com-
putacionais é a parte das correlacdes quanticas capturadas pelo emaranhamento. Desde
que o emaranhamento dos sistemas quanticos foi sugerido primeiro por Schrodinger, e
seguido por Einstein, Podolski e Rosen, nos trabalhos [1] e [2], chamou muito a atengédo
dos fisicos devido principalmente pela implicacdo contraintuitiva que apresenta, assim como
pela importancia intrinseca no entendimento da mecanica quantica em questdes como por
exemplo: a ndo localidade, a teoria de medidas quanticas, ou a perda de coeréncia. No
contexto da computacdo quantica com estados puros, o emaranhamento foi considerado um
recurso fundamental na hora de adquirir uma aceleracido exponencial de processamento
na computagdo comparada com a computacao classica. No trabalho [3] é provado que a
presenca de emaranhamento multipartido é necessdrio para que qualquer algoritmo quéntico
baseado em estados puros, forneca um aumento exponencial na velocidade de computacao
comparada com a computacdo cldssica. O emaranhamento foi usado com sucesso no tele-
transporte quantico, a codificacdo superdensa, assim como na criptografia. Inicialmente o
emaranhamento quantico foi considerado sinénimo de correlacoes quanticas, sendo que, um
estado quantico composto poderia ser caracterizado como emaranhado ou separavel. Isso
mudou drasticamente na tltima década. Em 2001 Olliver e Zurek [4] concluiram que o ema-
ranhamento ndo captura todas as correlacdes quanticas, e que existem estados separdveis que
possuem correlacoes que ndo sdo cldssicas. Eles definiram um quantificador de correlagdes
quanticas chamado de discordancia quantica. Existem duas generaliza¢des da informacao
conjunta (que sdo equivalentes para o caso cldssico) para o caso quantico. A generalizacao
quantica chamada I é considerado o quantificador de correlacdo total conforme a referéncia

[5]. No outro lado, a generalizacdo quantica da outra expressao cldssica da informagéo
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conjunta J, é interpretada como um quantificador de correlagoes classicas na referéncia [6].
A discordancia quantica é definida como a diferenca das generalizacoes quanticas de duas
expressOes para a informacdo conjunta.

Na referéncia [7] foi proposto um modelo de computagdo chamado de
computacdo quantica determinista com um bit quantico (DQC1), onde o estado inicial é
altamente misto. A DQC1 é considerado um modelo néo trivial que se encontra entre a
computacdo classica e a computacdo quantica padrdo. Foi mostrado que esse modelo é
menos eficiente que outro onde tem se acesso a bits de estado puro. Porém pode resolver
problemas relacionados a simulagéo de sistemas fisicos (por exemplo estimag¢ado de densidade
espectral), para o qual ndo ha um algoritmo cléssico eficiente. Em 2008 Datta, Shaji e Caves
[8] calcularam a discordancia quantica no modelo de computacéo de Knill, fixando uma base
consistente sobre a existéncia de correlacdes quanticas que vdo além do emaranhamento.

Na realizacdo experimental da computacdo quantica, a chamada cavidade
QED ¢ uma das principais op¢des que permitiria sua implementac¢édo, fundamentada pelo
fato de ser um dos poucos procedimentos experimentais onde a manipulacao controlada de
estados quanticos de maneira aceitdvel é conseguida no laboratério. Um estado quantico que
ndo tem contato com o ambiente possui uma evolucao reversivel, e o possivel emaranhamento
que tiver é preservado, mas quando o sistema for manipulado ou medido, ele se acopla com
o mundo macroscépico produzindo perda de coeréncia, o que tem como consequéncia o
decaimento do estado antes que a computacao seja finalizada. Um dos desafios maiores
na computacio quantica € conseguir realizar uma operacao local antes do decaimento do
estado. Na computacdo quantica, as informagdes sdo armazenadas em um registro quantico
composto de N sistemas de dois niveis que representam os bits quanticos, e o estado geral
de um computador quantico é uma superposicéo linear desses estados. Um aparelho desses
deveria ser capaz de realizar operacOes unitdrias em um registro quantico, o qual pode se
decompor em uma sequéncia de passos que envolve a dinamica condicionada de poucos
qubits (portas quanticas) [9]. A cavidade QED estuda a interac@o da luz e a matéria, ambas
confinadas em uma caixa, mais especificamente consiste na colocacdo de dtomos em uma
cavidade eletromagnética de alta qualidade Q, onde apenas um ou dois modos de campo
eletromagnético existe dentro da cavidade, estes estdo fortemente acoplados aos dtomos
(acoplamento dipolar). O fato de que a qualidade da cavidade ser alta possibilita o féton
interagir muitas vezes com o atomo antes de escapar da cavidade [10]. As aplicacOes da
cavidade QED baseiam-se no fato de transferir estados quanticos entre qubits materiais e
qubits de fétons, e usando esta ideia, muitos protocolos para portas de dois qubits foram
desenvolvidas gerando emaranhamento entre dtomos, ou fétons com atomos [9, 11, 12, 13].

Considerando um modelo com dois dtomos de dois niveis inicialmente
emaranhados, onde cada 4tomo é colocado em uma cavidade, e acoplado ao estado vacuo da
cavidade, Yu e Eberly [14] estudaram a dindmica do sistema mostrando que a coeréncia local

decai de maneira assintética enquanto o emaranhamento desaparece em um tempo finito
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durante a evolucdo dindmica do sistema. O decaimento do emaranhamento em um tempo
finito é conhecido como morte subita do emaranhamento. Esse fenomeno foi verificado
experimentalmente nos trabalhos [15] e [16]. Quando no modelo em que € estudado a
dinamica das correlagoes, o sistema composto é acoplado a um reservatério comum em
um regime ndo markoviano [17], [18], ou a dissipagéo € excluida do modelo [19], [20], o
renascimento do emaranhamento é observado apds de um tempo. O controle da dindmica
e morte subita do emaranhamento tém sido examinados em alguns trabalhos [21, 22, 23],
pelo grande potencial apresentado no contexto do processamento de informacdo quantica.

Estados quanticos sdo frageis com relacdo a medidas feitas sobre o sistema,
pelo qual é impossivel conhecer um estado quantico dado uma unica copia. A medida de
um estado quantico em uma base ortogonal faz com que o estado perda sua coeréncia. Se a
medida realizada acopla de maneira fraca o aparelho de medida e o sistema, o estado nédo
serd muito perturbado e a perda de coeréncia ndo seria total. As medidas fracas apresentam-
se como uma possibilidade de controlar e manipular estados quanticos pelo fato de que elas
causam uma mudanca pequena em um estado quantico. O formalismo de medida fraca foi
introduzido na referéncia [24]. Na teoria de medida fraca o aparelho de medida é tratado
como um sistema quantico que interage fracamente com o sistema medido, logo da interacéo
se realiza uma medida forte sobre o aparelho, e o colapso do estado quéntico do aparelho
de medida é considerado o resultado de um processo de medida fraca. Uma das motivacdes
da generalizacdo de medidas projetivas por meio de medidas fracas é a possibilidade de
manter o estado inicial enquanto é acumulada informacao. Medidas fracas podem também
ser usadas para a determinacdo do estado de um sistema que acontece entre duas medidas
de Von Neumann, assim como revelar valores fracos ndo usuais entre outras coisas [25].
No trabalho [26] tem-se apresentado uma generalizacdo de medidas quénticas como uma
sequéncia de medidas fracas usando uma estrutura do tipo caminho aleatdrio no espaco de
estado, também foram definidos operadores de medidas fracas, e foi assinalada a importancia
desses operadores no estudo de operacoes locais e comunicacao cldssica (LOCC), como por
exemplo no estudo da teoria de emaranhamento. A monotonia de emaranhamento é um
conceito importante que consiste basicamente no fato de que o valor do quantificador de
emaranhamento na média ndo aumenta sob operacoes locais. Devido ao fato de que para
estados puros as operacoOes realizadas sdo unitdrias e as medidas sdo generalizadas, e dado
que todas as operagoes unitarias podem se decompor numa série de passos infinitesimais
e todas as medidas podem se decompor em medidas fracas, logo é suficiente olhar para a
monotonia sob pequenas mudancas no estado. Isso dd a possibilidade de encontrar condi¢des
diferenciais para que uma funcao (quantificador de emaranhamento) possua monotonia de
emaranhamento. Além disso é possivel pensar no conjunto de LOCC como sendo gerado
por um conjunto de operacdes locais infinitesimais, o que permite pensar a respeito dos
protocolos de emaranhamentos de uma forma andloga ao estudo da algebra de Lie, olhando

para o comportamento de seus geradores segundo a sugestdo em [26]. Outras aplicacoes
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para a chamada amplificacdo de valores fracos foram encontradas como por exemplo na
interrogacdo de um estado quantico de uma maneira coerente, no entendimento do papel do
principio de incerteza no experimento da fenda dupla, na observacdo de uma versao fotonica
do spin no efeito Hall, no controle de feedback de sistemas quanticos, assim como também
tem sido mostrado que a medida fraca ajuda na protecdo do emaranhamento quantico da
perda de coeréncia [27]. Os operadores de medida fraca definidos em [26] foram usados
no contexto da discordancia quantica, pelo fato de que a discordancia é sensivel ao tipo
de medida local realizada. Foram incluidos os operadores de medida fraca na defini¢do
da discordancia quantica, e as correlacdes capturadas dessa forma sdo chamadas de super
quantum discord (ou super discordancia quéntica) [27].

Neste trabalho se apresenta um estudo da discordancia quéntica de um
sistema de dois atomos de dois niveis inicialmente emaranhados, com cada atomo colocado
numa cavidade 6ptica no estado vacuo, onde a dinamica do sistema é governada pelo modelo
de Jaynes Cummings [28]. Para simplificar esse modelo foram consideradas duas aproxima-
¢Oes (aproximacdo dipolar e aproximacdo da onda girante), e foi usada a versado simplificada
do Hamiltoniano do modelo de Jaynes Cummings, dada na referéncia [10]. No capitulo
2 sdo apresentados os fundamentos tedricos necessdrios para este trabalho. O capitulo 3
apresenta duas abordagens. Primeiramente, substituindo as entropias de Von Neumann
por entropias lineares na definicdo tanto da entropia condicional quanto da discordancia
quantica foram obtidas aproximacoes para a entropia condicional e a discordancia quantica.
Na segunda abordagem obtiveram-se expressoes para a entropia condicional e a discordancia
quantica usuais (entropia de Von Neumann). Usando a linguagem de programacao fortran
foram gerados algoritmos para obter dados numéricos das entropias (lineares e de Von
Neumann), assim como para as correlacdes (aproximada e exata) total, cldssica e quantica
dos estados atémicos. Foram considerados dois estados atémicos inicias para a geracio de
dados numéricos. Também foram considerados dois valores do parametro de dessintonia
0 =0e 6 =5g,.. O caso ressonante (6 = 0) foi escolhido como o caso de estudo principal,
devido a que sob certas condi¢des aparece o fendmeno de morte suibita e renascimento do
emaranhamento. No capitulo 4 é estudada a discordancia quéntica dos estados atémicos
calculados no capitulo 3, substituindo os operadores de medida projetiva, por operadores de
medida fraca (definidos em [26]) na defini¢do de discordancia quantica (super discordancia
quantica Q). Foram gerados dados numéricos para a entropia condicional com operadores
de medida fraca S;, para a correlagéo cléssica J; e para a super discordancia quéntica Q.
Os resultados dos dados numéricos gerados para as expressdes do capitulo 3 e 4 foram

apresentados como figuras nos respectivos capitulos.
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2 Fundamentacdo Tedrica

Neste capitulo sdo apresentados os fundamentos tedricos que sdo utilizados

no presente trabalho.

2.1 O qubit

O qubit (quantum bit) é a unidade bésica da informacdo quantica, ele pode
ser representado por uma superposicdo de dois estados quanticos, que podemos chamar de
|0) e |1). A superposicdo dos estados quanticos é uma caracteristica do qubit que ndo possui
o bit cldssico, sendo que o bit cldssico sé pode estar no estado 0 ou 1. O qubit é definido

como

) =al0)+p 1), 2.1

onde o e B sdo niimeros complexos que satisfazem a relacdo |a|* + |3|> = 1. Embora o
qubit é resultado de um processo fisico, desde um ponto de vista matematico ele pode ser
considerado como um vetor num espaco complexo (espacgo de Hilbert) de duas dimensdes

com norma unidade [10]. O conjunto {|0),|1)} é chamado de base computacional.

2.2 O operador densidade

O operador densidade, apresentado independentemente por Von Neumann
e Landau, representa uma alternativa ao vetor de estado para expressar a informacao contida
num sistema quéntico [10]. Além de ser outra forma de expressar a informacéo de um sistema
quantico, também permite a descricdo de estados quanticos mistos, estados constituidos
por um ensamble de estados puros do tipo {p;, |3;)}, onde ndo é possivel conhecer as
probabilidades de cada estado puro, sendo p; uma probabilidade estatistica associado a |v;).
Como exemplo, supondo que o nimero de particulas de um sistema é muito grande, entdo
nao é possivel associar uma funcédo de onda para cada uma das particulas, mas é possivel
achar a média estatistica de que um dado subconjunto manifesta-se numa medida, entdo
esse subconjunto leva um peso estatistico, e diz-se que o estado resultante é uma mistura
de estados puros. O operador densidade esta definido como una combinacdo convexa de

operadores de projecéao,

p=D.pl) (i, 22)
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onde,

pi=0 , Zpi=1- (2.3)

Podemos observar que quando calculamos o valor médio de um observavel

M , 0 operador densidade surge de forma natural [29],

<M>=) p (il M) =Z<<n|2pi|wi> (ap: | m) <m|M|n>>,

m.n

=> (nlpM|n) = Tr[pM], (2.4)

e diz-nos que o valor médio do observavel é simplesmente o traco do produto das represen-

tacOes matriciais do operador densidade e do observavel.

2.2.1 Propriedades do operador densidade

Da definicdo do operador densidade vemos que ele satisfaz a propriedade

de hermiticidade

p=p', (2.5)

isso leva a outras propriedades importantes como o fato de ter uma representacgéo espectral,
quer dizer que p é diagonal com relacdo a alguma base ortonormal num espago vetorial V

[10]. Logo pode ser expressado como

p=> Alk) (Kl (2.6)
k

Computando o valor esperado de p temos

(KI5 1K) = (kI pi ) (il k) = > i Ik L) = A (2.7)

vemos que A, > 0. De fato, para qualquer ), ({| p [4y) = 0, ou seja p é um operador semi
definido positivo. Também se observa que Tr(p) = 1 é caracteristico do operador densidade.
E obvio da equacdo (2.2) que se existe s6 um termo na parte direita da equacio isso implica
que hd s6 um estado com probabilidade bem definida p; = 1, por tanto ele é um estado puro,

sendo que

ﬁz :Piz [p:) (il 1Y) (il = 1) (il = p, (2.8)
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e o operador densidade de um estado puro pode ser visto como um projetor no estado |1;),
entdo como

p>=p—Tr(p?)=Tr(p)=1, (2.9)

o que no acontece no caso da equacio (2.2) possuir mais de um termo, ou seja Tr(p?) < 1

implica a mistura de estados.

2.2.2 O operador densidade reduzido

O operador densidade reduzido é uma ferramenta que permite olhar para
uma parte de um sistema composto, ele estd baseado na operacao de trago parcial sobre a
representacdo matricial do operador densidade que representa o estado composto, devido
que esta operacdo descreve a estatistica correta na reconstrucio da expressao da parte do
sistema para a qual estamos olhando [10]. Supondo que dois sistemas de dois niveis sejam

preparados separadamente,

A B A B
pB = ph ®pB:[ PEPB ppr ] (2.10)
PP~ PP
entdo se observa que somando os elementos da diagonal em (2.10) é recuperada a matriz que
representa o operador densidade do estado p® = p%, p” + p%,p", onde p%, + p5, = 1. Quer
dizer somar os sub-blocos diagonais da matriz densidade p” para obter a matriz densidade
p® é chamado o traco parcial respeito de A. Se de novo sio somados os elementos diagonais
da matriz resultante, isso é equivalente a fazer o traco da matriz p*®. Quando o estado nio
é separdvel, pode se pensar que a matriz densidade para o subsistema B deve fornecer os
mesmos valores esperados para todos os observaveis do subsistema B que é fornecido pela
matriz do sistema composto AB. Que o traco da matriz p”® seja igual ao traco respeito a A
seguido pelo traco respeito a B é garantido sé se o traco parcial com respeito a A da matriz

o8 é pB logo para um observéavel em B,

(Ag) = Tr[Agp®1= Tr[Azp™ 1= Tr [(I ® Ay) p™*], (2.11)

dado que a equacdo (2.11) se cumpre para qualquer observavel de B entdo se tem que o

traco parcial com respeito a A d4 a descricdo correta do estado p®.

2.3  Emaranhamento

No estudo dos sistemas que interagem € possivel a realizacdo de estados do
tipo |®) = a|u;) ® |v;) + B |u,) ® |v,) onde o estado combinado |$) é um estado puro, mas
ndo existe um teste completo para os estados correspondentes aos subsistemas 1 e 2 separa-

damente, sé o par 1 —2 tem um estado puro bem definido onde eles estao correlacionados
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[30]. De uma maneira formal o estado emaranhado define-se como a impossibilidade de
separar ou fatorar os subsistemas que compdem o sistema, por exemplo, se p representa a

matriz densidade de um sistema bipartido, ela ndo pode ser expressada como,

p=>pptep? (2.12)
j

onde p;‘ e pf sdo as matrizes densidade para os dois subsistemas. No caso que ela possa ser

escrita dessa forma entéo o estado é chamado separdvel.

2.4 Critérios para medidas de correlacdes quanticas

Devido ao fato de que existem diferentes tipos de correlacées quanticas
assim como diferentes quantificadores, ndo existe um consenso geral sobre qual é uma
medida padrdo apropriada que qualifica é quantifica os tipos de correlacoes. Na referéncia
[31] é proposto critérios que deveria cumprir uma medida de correlacdo quantica. Esses

critérios sdo classificados pelos autores em: necessdrios, razoaveis e discutiveis.

2.4.1 Condicdes necessarias

1. Os estados produto 7 ndo tem correlacdes: I'(m) = Q(n) = C(n) =0, onde T é a

correlacgdo total, Q é a correlacdo quéntica, e C corresponde a correlagdo classica.
2. Todas as correlacoes sdo invariantes sob operacdes unitdrias locais.
3. Todas as correlacdes sdo ndo negativas: C >0,Q>0eI > 0.
4. T ndo aumenta sob operacoes locais.

5. Estados cldssicos ndo tém correlacoes quanticas. Q [M (p )] = 0 para todo p e todo M,

onde M é um operador de medida e p representa um operador densidade.

2.4.2 Condicdes razoaveis

1. Continuidade sob pequenas perturbacoes.
2. Continuidade forte de M, sob pequenas perturbagbes (SCM).

3. Continuidade fraca de M, sob pequenas perturbagdes (WCM)

2.4.3 Condicdes discutiveis

1. Para um estado puro bipartido, as correlacdes total, quantica e cldssica, podem se
definir pelas marginais: I'(p) = G.(p*), Q(p) = G,(p"), C(p) = G.(p™).
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2. Correlacoes sdo aditivas I' = C + Q.
3. C e/ou Q nédo aumenta sob operagdes locais.

4. Simetria sob a troca de subsistemas.

2.5 Criterio de separatibilidade de Peres

O critério de Peres é um teste que usa o fato de que um estado separavel
sempre pode ser escrito como p = Zj pjp? ® pf , € que o fato de traspor uma das partes

do sistema, por exemplo (p’;‘

)T, néo afeta certas propriedades do operador densidade que
representa o subsistema, como Tr (p) = 1, ou a positividade do operador. Logo os autovalores
do subsistema transposto sdo também positivos [32]. O critério diz que se ao traspor
parcialmente a matriz densidade de um sistema composto, em sua representa¢do global se
encontram autovalores negativos, ela ndo é separavel, essa é além uma condicdo suficiente

para dimensdes 2 x 2 e 2 x 3. A transposi¢io parcial é definida dado um sistema p“*? como,

P =>"pi(p) ®pF, (2.13)
j

onde a matriz densidade correspondente ao subsistema A é trasposto, entdo o critério diz que
se a matriz densidade parcialmente transposta do sistema global tem autovalores positivos,

ela é separdvel, mas se ela tiver autovalores negativos ela possui emaranhamento.

2.6 Negatividade global

No estudo de estados emaranhados multipartidos, algumas de suas propri-
edades de emaranhamento dependem da matriz densidade do estado reduzido, que esta
num estado misto. Nesse contexto definiu-se uma quantidade ou medida computével de

emaranhamento baseada no critério da transposta parcial de Peres [33]

P, —1
v =127 !

onde o termo dentro do modulo é a soma dos valores absolutos dos autovalores da matriz

(2.14)

densidade transposta em relacdo ao sistema A. Como originalmente p é um operador semi
definido positivo (antes da transposicdo parcial), o que quantifica a negatividade global é o
afastamento dessa propriedade de ser semi-definido positivo do operador densidade. Antes
da negatividade global foi feita uma proposta similar de uma medida baseada no critério de
Peres [5].

N
tsz—l. (2.15)
i=1
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Outros autores usam uma expressao analoga com essa de acima (equagdo (2.16)),

N(p)= ﬁ(llpnll—l): (2.16)

onde o fator ﬁ é inserido de modo a normalizar a negatividade, sendo d a dimensdo do

espaco.

2.7 Entropia de Shannon

A entropia de informacao foi introduzida por Shannon como uma grandeza
H que mede a quantidade de informacdo produzida por uma fonte de informacao discreta
representada como um processo de Markov [34]. Estabelecendo 3 propriedades que deve

cumprir essa grandeza:
1. H deve ser continuo em p,.

2. Se a distribui¢do de probabilidade é tal que p; =... =p, = % entdo H deve ser uma
funcdo monotonamente crescente respeito de n. Devido ao fato de que uma maior

quantidade de op¢des implica um aumento da incerteza.

3. Se um evento é divido em dois subeventos sucessivos, a funcdo H original deve ser

uma soma ponderada dos valores individuais de H

Entdo é definida a quantidade H que satisfaz essas propriedades como,

onde K é uma constante positiva que depende das unidades de medida, logo a expressao

anterior pode S€ escrever como

Hz—Zpilogpi. (2.18)

2.8 Entropia de Von Neumann

A entropia de Von Neumann é uma generaliza¢do da entropia de Shannon
para sistemas quanticos, mede a quantidade media de informacéo do sistema, substituindo
as distribui¢cdes de probabilidade por operadores densidade [10].Ela é definida como

S(p)=—tr(plogp) (2.19)

que também pode se reescrever em termos dos autovalores de p como

S(p)=—> A;logA, (2.20)
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onde o logaritmo é considerado na base 2. Como p = p? para um estado puro, entdo
H(p) = 0 para esse estado, e a entropia de Von Neumann fornece uma maneira de quantificar
a mistura de p, além disso também existem medidas de correlacoes baseadas na entropia de

Von Neumann.

2.9 Entropia linear

A entropia linear S; é o primeiro termo na expansao da entropia de Von

Neumann [35], que foi definida como

S(p)=—tr(plnp)

entdo, usando a expansao

—1)?
In(x—1) = (x—1)— Z=° 2.21)
vemos que a entropia linear tem a forma
S, =—tr(p(p—1) =tr(p—p*)=1—trp? (2.22)

onde a quantidade tr(p?) é também um critério para quantificar a mistura do sistema, e é
chamado pureza, isso mostra como a entropia caracteriza de uma forma natural a mistura

de um sistema. A entropia linear é as vezes normalizada da seguinte maneira

d
Su=7—7 [1—tr(p?)] (2.23)

onde d é a dimensao do espaco.

2.10 Informacdo conjunta

Definida a entropia de Shannon como uma expressdo que mede a quan-
tidade media de informacdo contida num sistema, ela pode ser usada para definir uma

expressao para a informacdo que compartilham duas varidveis aleatdrias X e Y,

I(X:Y)=HX)+H(Y)—-H(X,Y), (2.24)

chamada de informac&o conjunta, onde H(X) é a entropia de Shannon da variavel X, H(Y) é
a entropia de Shannon da variavel Y é H (X,Y) é a entropia de Shannon para a distribuicdo
conjunta de probabilidades de X e Y. Esta expressdo é generalizada para o caso quantico

substituindo as distribui¢des de probabilidade pelas matrizes densidade que caracterizam o
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sistema. Sejam A; e A, dois sistemas quanticos de um sistema composto, entdo a expressao

para a informacdo media que possui o sistema composto é

I(p™ : p™2) = S(p™) + S(p?2) — S(p™*2) (2.25)
onde S(p”t) e S(p?) sdo as entropias de Von Neumann dos estado reduzidos p™ e p™

respectivamente e S(p*142) é a entropia de Von Neumann do sistema composto [10].

2.11 Discordancia quantica

No caso cléssico a informacgdo conjunta possui outra expressao equivalente a
(2.25), baseada no fato do conhecimento ou medida sobre um dos subsistemas que compoem
o sistema total, é dizer, sejam X e Y duas varidveis aleatdrias, a expressdo para a informacao

conjunta J, condicionada ao conhecimento de uma das variaveis é

J(X:Y)=HX)—H(X/Y) (2.26)
que diz quanto diminui a ignorancia da varidvel X devido a Y ter acontecido . Como essa
condicionalidade sobre uma das variaveis implica sua medida, num sistema quantico isso faz
que sua generaliza¢do nao seja trivial como no caso de I, ou seja as duas expressdes para a
informacéo conjunta que sdo equivalentes no caso cldssico, ndo batem em geral para sistemas

quanticos. A generalizacio da entropia condicional H(X /Y para sistemas quanticos é

S(p™/A) = S(pA1A2/{H~?2}) — ijs(pj) (2.27)
J

onde p; = tr, (I;p"*I1;/p;)e p; = tr(ijAlAz), isso significa que a entropia de Von
Neumann ¢ calculada sobre o estado reduzido p™' depois de ter aplicado um conjunto
completo de operadores de medida I ® IT; sobre o sistema composto p™142 e fazendo o traco
parcial respeito de A,. A medida é realizada no sentido de Von Neumann, é dizer, II; sdo
projetores unidimensionais. Olliver e Zurek interpretam a minimizacio de S(p”/42) como
uma medida de correlacéo cldssica entre p™ e p? [36].

Logo a expressdo quantica para J toma a forma

J(p™ : p™2) = S(p™) —S(p™/A) (2.28)
A diferenca entre as duas expressoes para a informacdo conjunta que existe

em sistemas quanticos (equagdes 2.25 e 2.26) é chamada discordancia quéantica [4].

Q(p™ : p2) = S(p™2) + S(p™/*2) — S(p™*2) (2.29)
e depende de p“* e dos projetores {1'[?2}. A minimizacdo sobre todas as posdveis medidas é
feita considerando o fato de que essa medida é a que menos afeta o estado geral do sistema,

0 que permite tirar maior informagéo sobre a entropia condicional S.
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2.12 O modelo de Jaynes-Cummings

Em 1963 os fisicos americanos Edwin Jaynes e Fred Cummings construiram
um modelo que descreve a interacdo entre um modo de campo quantizado e um dtomo de
dois niveis numa cavidade 6ptica. Eles propuseram um dos poucos modelos com solu¢do

exata na Optica quantica.

2.12.1 Quantizacdo do campo eletromagnético

Quando os numeros de fétons sdo pequenos o campo eletromagnético néo
pode ser considerado continuo (como no caso classico), entdo a teoria quantica da luz torna-
se muito importante. A quantizacdo do campo € basicamente um sistema de osciladores
harmonicos desacoplados. Entdo como nos textos padrdes e partindo das equagdes de

Maxwell sem fontes é mostrada a quantizagdo do campo eletromagnético

V.B=0 (2.30)
V.D=0 (2.31)
OB
VXE=—— (2.32)
at
oD
VXxH=— (2.33)
at
onde B =uyH, D =¢,E, c = ‘/ﬁ A equacdo de Faraday e V.B = 0 permitem a introducédo

dos potencias escalar e vetorial, ® e A. Entdo no gauge de Coulomb:

B=V xA (2.34)
A
E= _oA (2.35)
at
Da condicdo
VA=0 (2.36)
se vé que
1 02A(r, t)
VA(rt) = =——2= 2.37
R T (2.37)
e
1 02E(r, t)
VE(rt)=—-—22 2.38
(=52 (2.38)
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O potencial vetorial pode ser expressado da seguinte maneira

A £) = > e (Nag(t) + u(nag(t) (2.39)
k

ou normalizando a expressdo para fazer a,(t) adimensional

Al t)=—i ). Zcoi - [ (Pag(6) +ui(rai(t)] (2.40)
k

Inserindo a expressdo anterior na equacao de onda para A temos

61)2
[vz + c_zk] w(r)=0 (2.41)
32
[ﬁ+wi]ak(t) ~0 (2.42)
com
a,(t) = ae 't (2.43)
ai(t) = age' (2.44)

Com condicdes periddicas de contorno

u(r)=wu(r+Lx)=u(r+Ly)=u(r+L2) (2.45)

achamos as solucoes para u;(r)

1 .
u(r) = é———eitkn") (2.46)

JV/2

onde V=_L%ek,=2(n%+ n,y +n,2) e € € o vetor de polarizacio (é,.k, = 0). Logo

— 3 h A —iwy+ik,r
A(r, ) = sz:\ 2(Jokgovek[aje w4 ¢ c] (2.47)
hay —ieptikyr
E(r,t)= - KT e (2.48)
(r,t) Zk:\ 2eqV é [aje c c]
H(r,t)= lz m(k x é )[a~e_i‘°’<+ik"r +c c] (2.49)
B Lo - 2€0V n k j . .

A partir de q, e a; seguem as equagdes de movimento de um oscilador harmoénico com

q=\ i (a+a*) (2.50)
2mao

coordenadas
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mwh
2

a quantizacgdo é obtida substituindo os nimeros a e a* por operadores

p=-—i (a—a") (2.51)

a—a, (2.52)

at—s 4", (2.53)

que obedecem as seguintes relacdes de comutacao

(4, 8]] = 6., (2.54)
[, d,]=0 (2.55)
[af,al]=0 (2.56)

O hamiltoniano do campo eletromagnético livre é entdo

A1
H= 3 /(30E2 + uoH?) (2.57)
o1
= D ho(@ja, + ) (2.58)
k

2.12.2 Hamiltoniano de Jaynes Cummings

O Hamiltoniano do modelo Jaynes Cummings simplificado segundo [10]

pode ser expressado como

~ 1

H = Ehwaaz + how.a'a+hg (ac’ +a'c), (2.59)
onde &, = |e) (e|] — |g) (g| é o operador que descreve os niveis das energias atOmicas,
~ GoHiT, Gy—iB, . A ~ ,

0, = =5, 6_ = =5 sdo os operadores atémicos que vdo de um nivel para outro

de energia, @, @' sdo os operadores de criacio e aniquilacio de fétons, e w,, w, sdo as
frequéncias do 4tomo e do campo respectivamente. A constante de acoplamento g, é o
produto do momento dipolar do atomo (aproximacdo dipolar) e da fun¢cdo do modo da
cavidade na posicdo do dtomo. O hamiltoniano pode se reescrever de uma forma conveniente
como

-~

f = 166, + e, (N + %) + hg (@6t +a'5), (2.60)
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Wq—We

onde a quantidade 6 = =*5— ¢é chamada dissintonia entre a frequéncia do nivel atbmico e

a frequéncia do campo. Entdo o Hamiltoniano na base |n+ 1, g), |n,e) (onde |g) é o nivel
mais baixo de energia, “ground”, |e) é o estado excitado, “excited”, e |n) o estado nimero de

fétons), em unidades de h é

| -5+ +1 Vn+1
A= wln+3)  gvn N (2.61)
g.vn+1 0+ w.(n+3)
que tem autovalores
1 1
Ao =+ ocE V62 +g2n+1)= (n+ 2o £, (2.62)

e como 2, = \/52 +g2(n+1),egvn+1= \/(Qﬁ — 62), os autovetores tomam a forma

|+>:%{2n[1/0n—5|n+1,g>+ in+5|n,e)], (2.63)

) :%ﬂn[—,/ﬂn+5|n+1,g)+\/Qn—5|n,e)]. (2.64)

Podemos expressar a transformacao unitdria que descreve a evolugdo do

sistema na base [n+ 1, g), |n,e) como

Uut) = exp[—i(n+%)wct}

cos (Q,t) +iZsin(Q,t) —iY %% Sin (Q,t)

Qn

/02_52 b
| Y0 sin(Q,,t)

.5 .
—i— cosQ,t —igsin(Q,t)

(2.65)

logo usando essa transformac@o unitaria, escrevemos a evolucao dos vetores
n+1,g), =0(0)In+1,g) eln,e), = U(t)In,e), que sdo

1 5 Q2 —062
In+1,g), =exp —i(n+§)a)ct[(cos (Qnt)+iQ— sin(Q,t)) |In+1, g)—iQ— sin(2,,t) |n, e)]
" (2.66)
1 02 —52 5
In,e), :exp—i(n+§)wct[—i ~ sin(Qnt)|n+1,g)+(cosQnt—iQ— sin(2,t)) |n,e)].

(2.67)
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2.13  Formalismo de medidas quanticas

2.13.1 Medidas de Von Neumann

Na mecanica quantica, o estado quantico num sistema é definido como um
vetor num espaco de Hilbert [10]. Se um conjunto ortonormal de vetores {|v)} é uma base
para esse espaco, entdo o postulado da medida em mecénica quantica diz que é possivel
escolher uma base e olhar se o estado se acha nessa base, e depois de feita a medida temos
que encontrar o estado num dos vetores da base. Se temos um vetor de estado qualquer

expressado em termos da base {|v)}

6) =D cilv), (2.68)

i
onde ¢; sdo nimeros complexos e .. lc;|> = 1, entdio temos uma probabilidade |c;|* de
encontrar o estado em |v;) quando olhamos para esse estado. Este tipo de medida é chamada
de medida de Von Neumann. O que diz, é que dada uma base {|v)} podemos construir
operadores de projecdo, quer dizer, operadores que projetam o estado para um vetor da base

do espaco de estado que estamos olhando da seguinte forma: seja

1B (2.69)

um projetor no espaco de Hilbert do sistema que tem um vetor de estado |¢) , entdo a

aplicacdo desse projetor sobre o estado da o seguinte
P|¢ |v>< ]| Zc lv;) = ]|v> (2.70)

Levando para o formalismo do operador densidade p, a equagdo (2.70) é
equivalente a escrever
P;|¢) (¢|P] = P,pP] = p;, (2.71)
e a probabilidade de encontrar o estado em |vj> ¢ computado fazendo
p;= (vj| ) |vj> =Tr (ﬁjpﬁj) =Tr (13].2,0), (2.72)
e depois da medida, o estado fica projetado num vetor da base do espaco de estado,

p;=—0j (2.73)

onde o fator p; aparece para normalizar o estado.

2.13.2 Medidas Generalizadas

Seguindo o esquema usado em [37] se mostra como tipos mais gerais de

medidas podem ser derivadas a partir das medidas de Von Neumann. Para fazer isso é
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considerado o sistema que vai ser medido, chamado de objetivo, e outro sistema preparado
previamente que é chamado de ensaio. O caso consiste em fazer interagir os dois sistemas,
onde o sistema ensaio é preparado em algum estado particular. Como consequéncia da
interacgdo os estados do sistema ensaio ficam correlacionados aos estados do sistema objetivo,
o que permite obter informacédo do objetivo medindo o sistema ensaio. Por exemplo podemos
preparar o sistema ensaio num estado particular |e;) sem perda de generalidade, entdo o

estado inicial do sistema ensaio-objetivo é o produto tensorial deles, ou seja

Pinicial = |61) (ell ® pobjetivo' (274)

Logo podemos pensar na interacdo como sendo representado por um ope-

rador unitdrio U, como esse operador unitdrio atua sobre o espaco produto do sistema
ensaio ® objetivo, entdo pode ser escrita em funcdo de seus elementos de matriz como

U= E uij’i/j/|ei0j><ei/0j/

ii",jj"

(2.75)

onde o conjunto {|e;)} corresponde a base dos estados do sistema ensaio que iremos medir,

|o j> ¢ a base que corresponde ao sistema objetivo, e u;, ;» s30 os elementos da matriz U. Pela

i,1']
estrutura do produto tensorial é possivel expressar a matriz U como composta de sub-blocos
da seguinte forma

U= ZMii’ ® le;) (e, (2.76)
i’
onde os operadores M;;, sdo dados por
Mii/ :Zuij’i/j/ |0]><0]/| (2.77)
i’
entdo por exemplo a expressdo M;; corresponde a primeira coluna de sub-blocos e podemos
expressar simplesmente como M;; = M;. Dado que UU" = I, entfo se tem que cada sub-bloco
da diagonal em UU" deve ser a identidade para o sistema objetivo, quer dizer, sejam os
sub-blocos da diagonal de UU", entdo usando (2.76) temos
(| UU" |e)) = > MM, =1 (2.78)
i’
onde os sub-blocos M; podem ser qualquer tipo de operador enquanto eles satisfazem (2.78).
O seguinte passo é fazer atuar U em nosso estado inicial e projeta-lo sobre o estado |e;) (e;|,

entao
p=Uele) (eN[U(ler) (1] ® Poperivo) U] @i} {eil)
= le;) (e:l ® MipiniciaM;, (2.79)
finalmente o estado apds da normalizacgéo é
5. = MipinicialMiT .
Lot (MiMiTpinicial)

Entdo temos representado um esquema de medidas generalizadas que

(2.80)

alguns autores chamam de "positive operator value measurement" (POVM).
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2.13.3 Medidas fracas

Na subsecdo anterior vimos que o postulado da medida em mecéanica quan-
tica surgiu primeiramente como um conjunto de operadores de projecdo ortogonais, ou
medidas de Von Neumann, quer dizer depois da medida o estado inicial era projetado para
um subespaco do espaco de estado. A partir dessa definicdo de medida foi possivel derivar
um conjunto de medidas mais gerais conhecida como "POVM" que possuem caracteristicas
diferentes das medidas projetivas como por exemplo medidas com informagéo incompleta
[26], medidas incluindo aleatoriedade extra, etc. Nesta subsecdo apresentamos um forma-
lismo de medida conhecido como "medida fraca". Ele foi introduzido no trabalho [24] no
contexto de medidas feitas para particulas de spin % O esquema consiste basicamente em
fazer medidas sobre um ensamble grande de particulas e considerar s6 um conjunto de
resultados sobre o total, quer dizer fazendo uma posselecdo dos estados que resultam depois
da medida no ensamble, onde as particulas do ensamble estdo preparadas num mesmo
estado inicial (estado presselecdo). Dizer que as particulas estdo preparadas num mesmo
estado inicial é equivalente a dizer que foi feita uma medida completa que define um estado
|Y)) num tempo t; = 0, logo num tempo t, é feita outra medida "forte" ou projetiva que
define o estado de posselecio |¢). Dentro do intervalo de tempo 0 < t < t, o estado |)
evolui e provavelmente interage com outro sistema. Dependendo do tipo de medida M, feita
no tempo t, é possivel obter diferentes estados de posselecio |¢) compativeis com o estado
de presselecdo |v), esse processo é chamado formalismo de dois vetores de estado. Entéo o
formalismo de dois vetores de estado diz que usando esses fatos é possivel realizar a descri-
cdo do sistema no tempo intermediario t, em funcdo dos estados de pre e posselecdo. Na
descricdo do sistema no formalismo de dois vetores de estado é considerada a reversibilidade
temporal do estado posselecionado, quer dizer, na descri¢do usual da mecanica quantica,

um estado |v) depois de uma medida M,, evolui para o futuro na forma

p(6)), = et et apy (2.81)

entdo o argumento é que nao existe em principio na teoria uma restricao pela qual ndo possa

ser considerada uma evolucdo unitdria do tipo
. r0
(@ (D)l = (p(0)] 't (2.82)

onde o vetor de estado (¢| evolui para o passado.
A probabilidade para uma medida forte M; no formalismo de dois vetores

de estados esta dada por

(] M; 1)
P(m,) = :
N AT

onde o numerador de (2.83) é a probabilidade conjunta de obter o valor m; e o estado

(2.83)

|¢p) dado [¢) e M,,. A equagdo (2.83) também é conhecida como a regra ABL (Aharonov,
Bergman, Lebowitz).
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No formalismo de medida introduzido por Von Neumann a interacdo entre

o sistema a ser medido e o aparelho é dado pelo Hamiltoniano
Hy, = g(0)PM, (2.84)

onde g(t) é a fungdo de acoplamento, P é o operador do momento candnico que corresponde
ao aparelho, e M é o observével do sistema que quer se medir, nesse sentido a medida fraca
acontece para valores de interacdo g(t) muito pequenos. O valor fraco, ou valor de medida
fraca estd definido como

= S1T19) .85

CA

Na referencia [26], define-se a medida fraca, como aquelas onde seus

operadores podem se escrever na forma
M; =q;,(I+&;) (2.86)

com 0 < g; <1, e £ é um operador com norma ||£]| < 1.No mesmo trabalho foram definidos

os operadores de medida fraca
M(xx) = e(—x)7, + e(+x)7,, x €R (2.87)

onde e(+x) = 4/ Hanh(x)’ 7, e 7T, sdo projetores, com 7, + T; = I e também M>(x) +
M2%*(—x) =1. Se x = ¢, onde |¢| < 1 a medida é considerada fraca. Considerando essa
ultima definicdo de medida fraca, pode se dizer que é aquela medida que produz uma

pequena mudanca no estado, com relacdo ao estado inicial.
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3 Dindmica de correlacdes quanticas e ema-
ranhamento de dois atomos de dois niveis

em cavidades oOpticas independentes

Neste capitulo apresenta-se um calculo para a discordancia quantica entre
dois qubits atdmicos. Foi escolhido um sistema de dois dtomos de dois niveis em duas
cavidades. O estado inicial do sistema é dado por dois 4&tomos emaranhados, onde cada 4&tomo
interage com o campo quantizado da cavidade que ocupa. O sistema ndo tem dissipacdo, isso
permite observar o efeito de morte subita e renascimento do emaranhamento, que oferece
um contexto interessante para estudar a dinamica das correlacdes quanticas e verificar por
meio do cdlculo da discordancia quantica do sistema de dois qubits, que existem correlacoes
quanticas além do emaranhamento presentes entre os &tomos durante a evolu¢édo do sistema.
A dinamica dentro de cada cavidade é governada pelo Hamiltoniano de Jaynes-Cummings
onde ele é simplificado usando as aproximacoes dipolar e da onda girante. As cavidades sdo
preparadas no estado de vacuo inicialmente e sdo separadas (ndo apresentam interagao).
Sao calculadas as func¢des de onda do estado atomico composto, assim como de cada dtomo,
e as expressoOes analiticas das entropias de Von Neumann dos estados envolvidos na definicdo
de discordancia quantica. Apresentam-se expressdes analiticas para a entropia condicional,
e a discordancia quantica. Sdo obtidas expressdes analiticas aproximadas para a entropia
condicional dado um conjunto completo de medidas, e a discorddncia quantica entre os
estados atomicos, por meio da entropia linear. Foram calculadas solucées numéricas para as
equacodes que correspondem a discordancia quantica sendo plotadas e comparadas junto
com outras correlacoes dentro do sistema. Os cdlculos numéricos foram realizados com um

programa escrito em Fortran para dois casos de emaranhamento inicial dos atomos.

3.1 Evolucdo temporal de dois &tomos em cavidades indepen-

dentes

Na secdo 2.13 foi obtido o operador para a evolucao do estado de um
atomo interagindo com o campo quantizado de uma cavidade. Como os d&tomos estdo em
cavidades diferentes seus estados evoluem de forma independente. Dado que as cavidades
sdo independentes entdo a evolucdo unitaria que descreve o sistema composto é dada
por Ut) = ﬁl(t) ® ﬁz(t), onde ﬁl(t) e ﬁz(t) sdo os operadores de evolucdo unitdria que
descrevem a evolucdo temporal de cada &tomo com o campo quantizado da cavidade que

ocupa.
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3.1.1 Estado do sistema composto

Como inicialmente os estados atdmicos ndo apresentam emaranhamento
com os estados da cavidade, o estado do sistema composto é o produto tensorial dos estados
das cavidades e os estados atémicos [¥) o, = [P)car ® [D)aiom- E calculada a evolucio
temporal do estado composto usando o fato de que o operador evolucao temporal tem a
forma U(t) = U,(t) ® U,(t). As cavidades séo preparadas no estado |n(0)) = |00). O estado

inicial do sistema composto é
[¥(0))comp = 100) ® (sin O |gg) + cos O |ee)) = sin 6 |0g0g) + cos O |0eQe), 3.1
e a evolucdo temporal do estado inicial é dada pela seguinte equacao

() comp = T(E) [(0)) comp
= (U,(t) ® U,(t))(sin 6 |0g0g) + cos 6 |0eOe)) (3.2)
=sinOU,(t)]0g) ® U,(t)]|0g) + cos OU,(t)|0e) ® U,(t)|Oe).

Utilizando as expressoes (2.67) e (2.68) com o nimero de fétons fixo n = 0, a expressao
para a funcédo de onda do sistema composto no instante t, em funcao dos parametros que

descrevem o sistema atomo-cavidade tem a forma

W, T W, W, + W
(b =sin0exp| =i (8, +, + 222 ) | l0g0g) + cos 0 exp| i 22 )¢

2
cos((92; —Q,)t) —cos((Q2; +02,)t)
2
sin((Q; + 2,)t) +sin((Q, — QZ)t))
2
cos((©2; —Q,)t) —cos((22; +02,)t)
2
sin((Q; + Q,)t) +sin((Q, — Ql)t))
2
+ sin g, cos @, (cos((Q2 —Q)t) ; cos((Q2; +2,)t)
N [(cos((ﬂl + Q,)t) + cos((2; — Qz)t))
2
_ising, (sin((Q1 +Q,)t) ; sin((Q; — Qz)t))
sin((Q; + 2,)t) +sin((Q, — Qz)t))
2
cos((92; —Q,)t) —cos((Q; +2,)t)
2

{—coscplcosapz[ ]|1818)

—[icoscpl(

+ sin ¢, cos cpl( )] |1g0e)

—[icoscpz(

(3.3)

Jioetg)

—isincpl(

—sin g, sin g, (
V/ Q2-52

Q;
dos parametros que descrevem a interacdo do 4&tomo com o campo dentro de cada cavidade,

Jy10c0e)y.

. . 8; . ~ .
As quantidades cos p; = ,esing; = g, comi = 1,2, sdo constantes para valores fixos

como a dessintonia § = 252, Q= /62 + g2 (onde g. ¢ a constante de acoplamento entre

0 dtomo e o campo), € w, , W, que sdo as frequéncias das cavidades.

C?
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3.1.2 Estado de dois 4tomos

Para encontrar a expressdo que descreve a evolucido do estado atémico
primeiramente foi expressa a equacgdo (3.3) na representacdo do operador densidade da
seguinte maneira,

P = [FAONTA(O)] = pOM (D), (3.4)

logo foi realizada a operagéo do traco parcial sobre a representacdo matricial do operador
densidade, respeito dos graus de liberdade da cavidade . Assim partindo da dindmica de um
estado de quatro qubits foi obtida a evolucdo temporal de um estado de dois qubits (qubits
atdémicos),

pA(t) = trepA(t), (3.5)

com b\C — ﬁclcz e b\A — 5A1A2_

Considerando o estado composto atdbmico para o caso
particular onde 6, =6, =0, W, = w,, = W, € ; = Q, =, (0 que significa que as duas

cavidades apresentam as mesmas condicdes), o estado p*2(t) na representacfio matricial é

pgggg(t) 0 0 pggee(t)
t 0 0
phia(t) = Preselt) , (3.6)
0 0 pegeg(t) 0
peegg(t) 0 0 peeee(t)

e os elementos de matriz de p"2(t) em funcdo dos parAmetros que descrevem a interacfio

campo-atomo sao,

Pgggq(t) =sin® 0 +c0529cos4cp(wy, (3.7)
Pege(t) = Pegeg(t) = cos® 0 [cosz 14 si4n2(2ﬂt) +sin” g cos” ¢ (1_%3(2%)2] , (3.8
Pecee(t) = cos 6 [((14—%5(290) —sin? ¢ (1_%5(200))2 +sin® sinz(ZQt)] ,
(3.9
P ggee(t) = sin 6 cos 6 exp[2i(5 + w,)t] [(H%S(Zﬁt)) —sin? (1_%5(2%) +ising sin(ZQt)] ,
(3.10)

1+cos(29t)) . o (1—cos(2$2t)
————= | —sin“p| —=

Peegg(t) = sin O cos 0 exp[—2i(0 +wc)t][( 2 2

) —ising sin(ZQt)]
(3.11)
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3.2 Discordancia quantica aproximada para o estado atémico
p2(t)

Na secdo 2.12 a discordancia quantica foi definida como sendo a diferenca
das generalizacOes quanticas de duas expressoes (classicamente equivalentes) para a infor-
magcdo conjunta, Q(p* : p*2) =S (p*) + S (p*"2) — S (p**2), sendo S (p) a entropia de
Von Neumann dos estados envolvidos na definicdo da discordancia. Substituindo a entropia
de Von Neumann pela entropia linear na defini¢do da discordancia quantica, temos a seguinte

expressdo aproximada para a discordancia quantica,

QL(PA1 : PAZ) = SL(PAZ) + SL(PA1|A2) - SL(PAlAZ), (3.12)

onde S;(p) é a entropia linear do estado p, e S; (pAl 'Az) corresponde a entropia linear do
sistema A;, apds de uma medida completa feita no espaco do sistema A, e minimizada
em funcdo dos parametros que descrevem os operadores de medida numa base arbitraria.
Neste caso os operadores de medida que agem sobre o sistema A, sdo operadores de medida
projetiva .

Para obter a discordincia quéntica do estado p**2 (t) dado pela equacio

(3.6) primeiramente se reduz o estado 51*2(t) para o estado p*2(t) = tr, p™*2(t), que tem

a forma,
A (¢ 0
pAZ(t)=[ P(t) 0 (3.13)
0 p(o)
tendo por elementos de matriz as expressoes,
1-— 20t
pgz =sin? 0 + cos? 0 cos? ¢ (#), (3.14)
1+cos(2Qt))* sin®y ((1—cos(2Qt
o =c0520[(w) il 4 ( cos( ))(1+3cos(252t))
ee 2 2 2
. 2
20t
+M(4sin2<p+cosztp)]. (3.15)

4

Logo obtém-se as expressdes para as entropias lineares S; de p™%(t) e

p*2(t). Em funcio dos elementos de matriz da equacdo (3.6) as respectivas entropias sio

S; (pM%2(8)) = 1= (2l pggee () + P2, . () + p2, (1) (3.16)

g88g gege
2 2
F 0geg () + 05 (D)),

S.(p*(0) = 1= ([ Pegee(t) + Peges()]* + [ Pgege(t) + Prece(t)]?) . (3.17)
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A figura 1 mostra o quadrado da negatividade global N gz (p*#2) (linha preta), a entropia
linear S; (pAl) (linha vermelha), a entropia linear S; (pAZ) (linha azul), e a entropia linear
S; (pAlAZ) (linha verde) plotados como funcdo do parametro de interacdo T = g.t que é o
produto da constante de interacdo g, com a duracdo da interacdo t. A figura corresponde ao
caso ressonante 6 = 0, e um estado inicial caracterizado por 8 = 18°. Observa se o fendmeno
de morte subita e renascimento do emaranhamento (linha preta) que é quantificado pela
negatividade global, onde foi usada a equacdo (2.16) como medida de emaranhamento entre
os qubits atomicos. No grafico se vé que o emaranhamento vai para zero para v = 0,8 e
permanece zero até T = 5,5, quando ocorre o renascimento do emaranhamento. O maximo
valor do emaranhamento ¢ atingido quando T = 6,3 e nesse ponto o estado volta para
o estado inicial com emaranhamento N, gz = 0, 35. Neste caso a negatividade representa o
emaranhamento livre entre os qubits atdmicos. Em geral ao contrario do emaranhamento,
outras expressdes plotadas mostram uma evolug¢do unitdria com periodicidade fixa. Para
os valores T = 3,15 e T = 9,45 todas as entropias lineares vao para zero, logo para esses
valores de T o estado do sistema composto é puro e separavel.

Figura 1 — Quadrado da negatividade Ng2 (p™#2), entropia S; (p™), entropia S; (p*2) e en-

tropia S;, (pAlAZ) como funcdo do parametro de interacdo (7t = g.t) parad =0e
estado inicial atdbmico com 6 = 18°.

_Ng2
0,8- S
d=0  g=18 S
—sS.("")
0,64
0,41
0,24
0,0 ! | ! ! T T | ! |

0 2 21t6 8 10

No seguinte passo procura-se a expressdo para a aproximacao da entro-

pia que depende dos parametros de um conjunto de operadores de medida aplicado,
A A . . ~ . .« . A A

S; [p 114 (t)]ﬁ. Primeiramente sido obtidos os estados condicionados [p 14, (t):lﬁi’ onde

o indice i corresponde a um operador de medida M;. Para isso sdo aplicados operadores
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de medida projetiva sobre o subsistema A, do estado composto p2 (t). Os operadores de
medida |g) (g| e |e) (e| da base atdmica sdo levadas para uma base arbitraria por meio da
transformacéo unitéria V = t1+i y &, onde t é um escalar, y é um vetor arbitrario , & sio
os operadores de Pauli, e T é o operador identidade. Dessa forma se obtém os operadores de
medida em uma base arbitraria Mg =V|g)(g|VT e M,=V]le) (e|V'. Devido a unitariedade
de V os escalares t, y,, ¥, y3 tem a relacdo t*+ y? 4+ y> +y7 = 1, e os operadores de medida

tem a forma matricial,

N _|: .tz +‘_}’§ —(t+i_);3)(i}/21 +¥,) ]:[ a* b i|’ (3.18)
(t—1iy3)(iy; — o) YitYy; b* ¢

g

(3.19)

e

- _{ yi+y? (t+iy3)(iy; +¥s) ]_{ ¢ —b ]
(t = iy5)(y2 1) t*+y; b e |
onde os elementos de matriz dos operadores de medida estdo relacionados da formaa+c =1
e |b*=a.c.
Séo aplicados os operadores de medida Mg e M, do espaco correspondente
ao subsistema A, sobre o estado composto p4142(t), que resultam nos estados [ p*42 (¢)] i,
e [pAlAZ (t)]f/le' Esses estados sdo normalizados dividindo pelas probabilidades p, e p,
respectivamente. Logo por meio da operacdo de traco parcial das matrizes que representam
os estados, respeito dos graus de liberdade de A,, sdo obtidos os seguintes estados reduzidos

(p™ |A2(t))ﬁg e (pM(1)) 7. que tem a forma matricial

[ t) + t b* t 1
(pAllAz(t))M — i apgggg( ) cpgege( ) pggee( ) ; (320)

& pg L bpeegg(t) apegeg(t)-l_cpeeee(t) _

e — —

t)+ t —b* t

(pAllAz(t))M — l Cpgggg( ) apgege( ) pggee( ) , (321)

¢ De | _bpeegg(t) Cpegeg(t)+apeeee(t) i

onde

Pe = tr[M,p™™()]1 = [ Pggee(t) + Peges (1) ] @ + [ Pgege(t) + Peeee(t) ], (3.22)
Pe = tr[M 0™ ()] = [ Pgege(t) + Pecee(t) ] @ + [ Pggee(t) + Peges ()] - (3.23)

Obtidas as expressoes dos estados reduzidos (pA1|A2(t))Mg e (pA1|A2(t))Me,

sdo calculadas suas respectivas entropias lineares,

1
5. (M), | =1 = (@0} (O 4 P2 ()4 200, (OO F Py Dy (O
g
(3.24)

+ pegeg(t)peeee(t)) + Cz(pgege(t) + pezeee(t)),
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Sy [(pAl 'Az(t))ﬁe] =1- l%(cz(pﬁggg(t) +02eg () +2a¢(Pggge()Pgege(t) + Pggee(t)Peegs(t)
(3.25)
+ Pegeg (OPecee(1)) + (7, .. (£) + P, (D),

. . . . ~ A |A .
para no seguinte passo minimizar a expressao de S; |:p 1 2(t):| > OU seja obter os valores do

parametro a que minimizam a entropia linear condicionada por um conjunto de medidas,

S.[pMM(0) ] = peSt [(pAl/AZ(t))ﬁg] +p.S; [ (P17 (0)y; |- (3.26)

Encontrar os valores do parametro a que minimizam a funcio, corresponde a determinar os
valores do operador de medida que menos perturbam o sistema, primeiramente para isso

sdo procurados os extremos da func¢do, usando a condi¢do de extremo,

ds; [PAl/AZ(t)]M
da

=0. (3.27)

A figura 2 mostra a evolucdo temporal das entropias lineares S; (pAl),
S; (p*), S; (p™42), e do quadrado da negatividade N gz (p*#2) como fungfio do parametro de
interacdo T para o caso ressonante (6 = 0), com o estado atomico inicial dado por 6 = 36°.
Se observa que o sistema atOmico apresenta um emaranhamento inicial maior do que tem
o estado atomico inicial dado por 6 = 18°, e uma diminuicdo do periodo de tempo para
o qual o emaranhamento é zero. O fenémeno de morte stibita do emaranhamento ocorre
para o valor do parametro de interacdo T = 1,4, e o emaranhamento permanece zero até
T = 4,9, dando passo ao renascimento do emaranhamento. A morte sibita novamente
ocorre em T = 7,7. As entropias lineares no sistema mostram uma evolu¢do unitaria ao
contrario do que acontece com o emaranhamento. Para valores de 7 = 3,14 e 7 = 9,43
todas as entropias vdo para zero, em ambos casos isso ocorre para o intervalo de tempo no
qual o emaranhamento é zero, logo para esses valores de 7 o estado do sistema composto é
puro e separavel.
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Figura 2 — Quadrado da negatividade global N; (p*2), entropia S; (p™), entropia S; (p*?),
e entropia S; (pAlAZ)como funcao do parametro de interacdo 7, para um estado
atomico inicial caracterizado por 6 = 36°, no caso ressonante.
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A figura 3 apresenta o quadrado da negatividade global N; (pAlAZ), a entropia
linear S; (p*1), a entropia linear S; (p*2) e a entropia linear S; (p***2) plotadas
como func¢do do parametro de interacdo T, para um sistema caracterizado por o
estado atdémico inicial com 8 = 18° e uma dessintonia 6 = 5g.. Com a escolha
de um valor apropriado do parametro de dessintonia se vé que morte stubita
do emaranhamento (linha preta) é controlada, e o emaranhamento mostra
uma evoluc¢do unitdria, diferente do caso ressonante. Logo o estado dos dtomos
continua emaranhado para qualquer valor de 7. As entropias lineares dos estados
p™ (linha vermelha) e p#> (linha azul) mostram que esses estados sdo estados
mistos independente de 7. Para o estado composto p*1*2 (linha verde) a entropia
linear vai para zero para valores de T que concordam com valores maximos do

emaranhamento.
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Figura 3 — Quadrado da negatividade global N g2 (p**2), entropia S; (o™ ), entropia S; (p*),

e entropia S; (pAlAZ) como funcdo do parametro de interacdo 7, para um estado
atdémico inicial caracterizado por 8 = 18°, e dessintonia 6 = 5g,.
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Na figura 4 sdo plotadas as entropias lineares dos estados reduzidos p*1, p*2 e do estado
composto p*2 assim como o quadrado da negatividade global N gz (p*#2) em fungdo do
parametro de interacdo 7, para um estado composto inicial caracterizado por 6 = 36°, e com
dessintonia igual a 6 = 5g.. O fendmeno de morte stibita do emaranhamento novamente
é controlado pela escolha de um valor apropriado do parametro de dessintonia. Todas as
expressoes plotadas mostram uma evolucdo unitdria. Para o estado atémico inicial dado por
0 = 36° se observa que o emaranhamento inicial entre os 4&tomos é muito maior N} (p™2) =
0,90, que no caso onde o estado inicial p*1*2 é dado por O = 18°, N gz (pM%2) = 0,34. As
entropias dos estados p™ e p# (linhas vermelha e azul) nunca védo para zero, logo eles sdo
estados mistos independente do valor de 7. A entropia linear do estado composto (linha

verde) vai para zero para valores T onde o emaranhamento ¢ maximo.
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Figura 4 — Quadrado da negatividade global Ng2 (p*2), entropia S; (p™), entropia S; (p*?),

e entropia S; (pAlAZ) como funcdo do parametro de interacdo 7, para um estado
atdmico inicial caracterizado por 6 = 36°, e dessintonia 6 = 5g,.
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Para a determinacdo dos extremos da fungdo (3.26) é usado o fato de que a funcéo apresenta
uma simetria em relacéo a troca das varidveis a = 1 —c e ¢, o que mostra que os extremos da
funcdo encontram se nos pontos a = ¢ = % oua =0, a=1, sem ter que calcular as raizes da
equacdo (3.27). Logo usando esses valores extremos, é plotada a expressao para a entropia
que depende de um conjunto de medidas para assim identificar o valor que minimiza essa

entropia.
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. _ . Aq|A. ~ A . ~ _ _ o
Figura 5 — Entropia S; [ p A2 ] 7 em fungao'do parametro de 1nt§ragao T,parao =0,0 =18
e valores do parametro de medida a onde a entropia tem extremos.
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A figura 5 mostra a entropia linear do estado [pAl I“‘2(t):| 7 como funcéo do pardmetro de
interacdo T, para os valores de a onde as curvas da entropia linear sdo extremos. O grafico
mostra que a entropia linear do qubit A; que depende de um conjunto de medidas, é
minimizada para o valor do parametro de medida a = 0.5 (linha verde). O estado atomico
inicial é caracterizado por 6 = 18°, e o sistema apresenta ressonancia 6 = 0.

A figura 6 apresenta a entropia linear do estado [pAl |*‘Z(t)] 5 DO caso res-
sonante 6 = 0, e um estado atomico inicial caracterizado por 6 = 36° como funcéo do
parametro de interacdo 7, para valores do parametro de medida a que extremizam a en-
tropia linear. A figura 6 corrobora que a entropia linear do qubit A; que depende de um
conjunto completo de medidas S; |: p™ 'A2] 7> € minima para o valor do pardmetro de medida
a=0.5.
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. _ . AlA ~ A . ~ _ _ °
Figura 6 — Entropia S; [ p Az] 7 €m fun(;ao'do parametro de 1nt§ragao T,parad =0,0 =36
e valores do parametro de medida a onde a entropia tem extremos.
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Obtido o valor do pardmetro medida a = 0,5 que minimiza a entropia linear S; [ phii (t)] e
¢é possivel escrever a expressdo para a entropia condicional, substituindo os valores dos
parametros de medida a = ¢ = 0, 5, na expressdo da entropia linear que depende de medidas,
tendo em conta que a entropia condicional S; [ p41¥2 (¢)] ¢ definida como S; [ p"1 (£) ] =

mingS, [ %2 (t) ] &+ Logo a entropia condicional tem a forma,

1

Sclpt™(0] = 1-7 [ 02,40 ()+ P2, () + P2 () + p2 (0]

1 2
- 5[(pgggg(t)pgege(t)+pegeg(t)peeee(t)+ |pggee (t)| :| (3.28)
Usando as equacoes (3.16), (3.17) e (3.18), escreve-se a expressdo para a aproximacao

linear da discordédncia quantica Q;. Ela é explicitada em funcao dos elementos da matriz

(3.6) da seguinte forma,

1
Q. (pM :p*) = 1_Z[nggg(t)+p§geg(t)+p§€ge(t)+p€2€€€(t):|

[P OPeecel O+ Pries(OPee )+ [Py O

+ 2 [|pggee (t)|2 ~Pgggg (t)pegeg (t) ~ Pecee (t)pgege (t)] . (3.29)
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Figura 7 - Quadrado da negatividade global N? (p*#2), discordancia quantica aproxi-
mada Q, (p™ : p*2), informagdo conjunta I; (p*; p*2) e correlagdo cldssica
J, (p™ : p*2) aproximada para o estado p***> como fungdo do parametro de
interacdo 7. O estado atémico inicial é dado por 6 = 18°, e o sistema apresenta

ressonancia.
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A figura 7 mostra o quadrado da negatividade N gz (pAlAz), a informacéo
conjunta aproximada I; (p”1; p#2), a correlagdo cléssica aproximada S; (p*1?) e a discor-
dancia quéantica aproximada Q; (pAl : pAz) no estado de dois qubits atobmicos, com um estado
atomico inicial composto dado por 6 = 18°. As expressdes sdo plotadas como func¢do do
parametro de interacdo 7. A correlacdo total aproximada dada pela informacdo conjunta
(linha vermelha) atinge valores maximos periddicos, e nesses periodos a negatividade tam-
bém atinge valores maximos, e o estado volta para o estado inicial. Se observa que existem
intervalos onde a negatividade (linha preta) é zero. Dentro desses intervalos a discordancia
quantica (linha verde) possui um valor finito positivo, excepto num ponto dentro de cada
intervalo, onde é zero.

Na figura 8 se apresenta o quadrado da negatividade global (linha preta), a
discordancia quantica aproximada (linha verde), a informacéo conjunta aproximada (linha
vermelha), e a correlacdo cldssica aproximada (linha amarela) plotadas como func¢édo do
parametro de interacdo 7. Neste caso o estado atémico inicial é dado por 6 = 36°, e o
sistema apresenta ressonancia 6 = 0. Se observa que existe uma diminuicdo do periodo
no qual a negatividade é zero comparado com a figura 7, assim como um aumento das

correlacoes presentes. Também se verifica a existéncia de correlagdes quanticas (por meio
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da discordancia) para intervalos onde a negatividade é zero.

Figura 8 - Quadrado da negatividade global N? (p*#2), discordancia quantica aproxi-
mada Q, (p* : p*), informacdo conjunta I, (p” : p#2) e correlagdo cldssica
J; (p™ : p*) aproximada para o estado p**> como fungdo do parametro de
interacdo 7. O estado atémico inicial é dado por 6 = 36° e o sistema apresenta
ressonancia.
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3.3 Discordancia quantica no estado atémico p*142(t)

Nesta secdo, é calculada a discordancia quantica entre os estados atdmicos
do sistema composto p™12(t) dada pela expressio (3.6), usando a definicio da secdo 2.12,

onde a discordancia quantica é definida como sendo,

Qo™ : p™) = S(p™) +S(p"1) —S(p™ ™).

Os estados p™2 (t), p? (1), [pA1|A2 (t)]ﬁ e [pA1|A2 (t)]M\ foram obtidos
na secao 3.2, equacdes (3.6), (3.13), (3.20) e (3.21) respectivamente. Sao calculadas as
entropias de Von Neumann desses estados. Primeiramente obtemos as expressoes para as

entropias de Von Neumann dos estados p™% (t) e p2 (t),
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S [pAlAZ(t)] = _pgege(t)logz[pgege(t)] _pegeg(t)logz[pegeg(t)]

P O+ e OV OBLD, s (DPece(D) = e D (O]

42 e OPoagy O+ (B P D
Paage(t) + Peecee(t) = /40 gee()Peege (1) + (0gege (1) = Pecee(t))?

log, . (3.30)
pgggg(t) + peeee(t) + \/4pggee(t)peegg(t) + (pgggg(t) - peeee(t))Z
e
S[0™(0)] = ~(Pggge() + Pegeg(£)1085(Pggge (1) + Pegeg (1)
- (pgege(t) + peeee(t)) logz(pgege(t) + peeee(t))- (3.31)

Figura 9 — Quadrado da negatividade global Ng2 (p™#2), entropia S (p™), entropia S (p*2),
e entropia S (pAlAZ) como funcao do pardmetro de interagdo 7, para § = 18° e

0=0.
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A figura 9 apresenta a entropia de Von Neumann do estado atémico com-
posto p2 as entropias de Von Neumann dos estados reduzidos p' e p e o quadrado
da negatividade do estado atomico composto como funcdo do paradmetro de interacéo 7,
para 6 = 18°. A morte subita e renascimento do emaranhamento é observada novamente
para o caso ressonante 6 = 0. A morte stibita do emaranhamento ocorre para 7 =0,8, e 0

renascimento acontece para aproximadamente T = 5,5 . As entropias de Von Neumann dos



Capitulo 3. Dindmica de correlagbes qudnticas e emaranhamento de dois dtomos de dois niveis em cavidades
54 dpticas independentes

estados plotados evoluem de forma unitdria. Para valores T = 3,15 e T = 9,45 as entropias
de todos os estados vao para zero, isso coincide com o valor zero para a negatividade global,
logo o estado atdémico composto é puro e separdvel para esses instantes.

Seguidamente sdo obtidas as expressodes para as entropias de Von Neumann

dos estados do qubit A;, condicionadas por medidas feitas sobre o qubit A,, |:pA1 |“‘2(4‘,)] W €
g

|:pA1|A2(t):| 5 - As entropias de Von Neumann desses estados séo,

1 1 1— 1—
5[(1)*‘1"*2(0)@]:—( J;gg)logz( Zgg)—( zgg)logz( ;g), (3.32)

s[(p*(0)y | = —(HTge)logz (1 J;g) - (1 _zge)logz (1 _25) (3.33)

com

p, = tr[M,p™M*2(1)] (3.34)
= [pgggg(t) + pegeg(t)] a+ I:pgege(t) + peeee(t)] c,

p. = tr[M ™ (t)],
= [pgege(t) + peeee(t)] a+ [pgggg(t) + pegeg(t)] ¢, (335)

sendo as probabilidades que normalizam os estados, que resultam da aplicacdo dos operado-
res de medida sobre o qubit A, do estado p™2 (t). Assim, a expressdo geral da entropia de

Von Neumann que depende de medidas realizadas sobre o qubit A, é,
S[pMP(0)],, = p,S [(pAl'AZ(t)),ﬁg] +p.S [ (pM"(6)y |
1+&, 1+&, 1-¢&, 1-¢&,
=p, [—( 5 )logz( 2 )—( 2 log, 2 (3.36)
o (15 o (1 52) (15 o (152
Pe 2 b)) 2 2 bP) 2 .

As varidveis &, e &, da equagéo (3.36) contém os pardmetros de medida a

e c. A entropia S |: phik (t)] ; € minimizada respeito desses pardmetros. Como foi observado
na secao anterior, esses parametros de medida estdo relacionados de maneira que a+c =1

e |b|* = a.c. As varidveis &, e &, tem a forma,

£ = kia? + kyc? + kgac + 1’ (3.37)
4 \ pz
g

£ = \ kya? +kyc? + kgac +1 ’ (3.38)

p2
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onde k;, k, e k; sdo quantidades relacionadas com os elementos de matriz da equacao (3.6)

k1= =40 005(1)Peges(t), (3.39)
k2 = _4pgege(t)peeee(t): (3.40)
ks = —4(P g5 (DPecce(t) + Pgege )Pegeg(t) = |Pgee(D)] ) (3.41)

Figura 10 — Quadrado da negatividade global Ng2 (p*2), entropia S (o), entropia S (p*2),
e entropia S (pAlAZ) como funcdo do parametro de interacdo 7, para 6 = 36° e

0 =5g.
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Na figura 10 é plotado o quadrado da negatividade global (linha preta),
e as entropias de Von Neumann dos estados p”' (t) (linha vermelha), p*2 (t) (linha azul),
e pM%(t) (linha verde), para um estado atdmico inicial caracterizado por 8 = 36°. O
fenomeno de morte subita e renascimento do emaranhamento é controlado incluindo um
valor do parametro de dessintonia 6 = 5g no sistema. Também observa-se que a entropia de
Von Neumann de cada estado atomico (linhas azul e vermelha) é maior do que a entropia
de Von Neumann do estado composto (linha verde) para qualquer valor de 7. Todas as
expressoes plotadas evoluem unitariamente.

Para minimizar a expressido (3.36), requerida na definicdo da entropia

condicional, antes de calcular as derivadas respeito dos parametros a e ¢ de forma a encontrar
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os extremos da entropia S [pAl Az (t)] 5> procede-se a olhar para sua simetria. Nesse sentido
a entropia que depende de medidas mostra ser simétrica respeito da troca de varidveis
a=1—cec=1—a, oque significa que ela € par respeito de (a —c). Como consequéncia
dessa simetria se vé que os extremos estao dados por os valores a = ¢ = %, ou os valores
a=0ea=1. Logo é plotada a entropia que depende de um conjunto de medidas como
funcdo do parametro de interacdo T, para cada valor do parametro de medida a que mostra
ser um extremo. A figura 11 mostra que a menor das curvas da entropia S [pAl 'Az] 7 € dada
para o valor do parametro de medida a = 0.5 (linha verde), a figura corresponde ao caso

ressonante com um estado atémico inicial dado por 6 = 18°.

Figura 11 — Entropia S [p"‘”AZ]M como func¢do do parametro de interacdo 7, para 6 = 0,
0 = 18° e valores do parametro de medida a onde a entropia tem extremos.
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A figura 12 corrobora mais uma vez que a entropia condicional é atingida
para o valor de a = 0.5 (linha verde). Ela é plotada para um estado composto inicial dado
por O = 36° e com dessintonia 6 = 5g. Isso mostra que o valor do pardmetro que minimiza a
curva da entropia que depende de um conjunto de medidas ndo depende do estado atémico

inicial nem do parametro de dessintonia.
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Figura 12 — Entropia S [pA”AZ]M como func¢io do pardmetro de interacdo T, para 6 = 0,
6 = 36° e valores do parametro de medida a onde a entropia tem extremos.
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Uma vez obtidos os valores de a e ¢ sdo substituidos na expressédo (3.36),
para escrever a expressiao da entropia condicional da seguinte maneira,

1+ ki +ky+k;+4
S[pM(t)] = —2(1+\/k1+k2+k3+4)log2( vk 22 2 )
1— ki +ky,+ks+4
— 2(1—\/k1+k2+k3+4)log2( vk 22 2 ) (3.42)

Tendo calculadas todas as expressoes envolvidas na discordancia quantica, é explicitada a
expressdo para a discordancia quantica entre dois &tomos de dois niveis cada uma numa
cavidade separada como sendo,
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Q™ : ™) = —(Pggge () + Pegeg (1)) 1085 (Pggge (1) + Pegeg (1))
- (pgege (t) + Peeee (t)) logz (pgege (t) + Peeee (t))
= 2(14 /444 [1ogeee (O = (Peges () + Pecee () (P (0 + Piese (1))])

« log (1+¢4+4[|pggee(t) 12— (Pegeg (1) + Pecee (1)) (Pggeg (1) + Pyege ()]
2 2

= 2(1= /44 4 [1ogeee (O = (Peges () + Pecee () (P (0 + Piese (1))])

< log (1 — 4+ 41050 ()2 = (Pegeg () + Pecee (1)) (Pggs (1) + Pgege (1)]
2
2
+ pgege (t) 1082 (pgege (t)) + pegeg (t) lng (pegeg (t))

42 (Pesss (0F Pecce (0) 108 (P (O Prcee ()~ 1pyec (OF)

B %\/‘Hpg&e (t)[2+ (nggg ()= Pecee (t))z
Peggg (1) Peeee (£) — \/4|ngee (D2 + (pgggg (6) ~ Pecee (t))z

Pesze () + Pecee () F+ 1/ 4P ggee () 2+ (0 ggge () = Pecee ()

x log,

Resultados de cdlculos numéricos usando um programa escrito em fortran,
sdo plotadas as figuras 13 e 14. Elas mostram a correlagdo total que € dada pela informacdo
conjunta (linha vermelha), o emaranhamento dado pelo quadrado da negatividade global
(linha preta), a correlagdo classica (linha amarela), e a discordancia quantica (linha verde).
Como no caso dos grdficos plotados na secao anterior para a discordancia quantica usando
entropia linear, também observa-se que as correlacdes dependem do estado atémico inicial
(3.6). A figura 13 é plotada para o caso onde o estado inicial atdmico estd caracterizado por
0 = 18°, e a figura 14 corresponde a um estado atdmico inicial caracterizado por 6 = 36°.
Se vé que para o caso onde 6§ = 36° as correlaces atingem valores maiores do que para
6 = 18°. As duas figuras mostram o caso ressonante, permitindo o surgimento do fenomeno
de morte subita e renascimento do emaranhamento. Na figura 13 o emaranhamento € zero
durante o periodo T = 1,2 até v = 5, onde surge novamente o emaranhamento, logo vai
novamente para zero em T = 7,5, isso mostra uma periodicidade maior que no caso da
figura 14 onde o emaranhamento é zero desde 7 = 1,8 até 7 = 4, 3 aproximadamente. Para
os dois graficos é observado que todas as correlaces vao para zero nos instantes T = 3,15 e
T = 9,45. Para esses instantes o estado composto representado nas respectivas figuras sao

estados separdveis, assim como estados puros segundo a figura 9.
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Figura 13 — Quadrado da negatividade global N7 (p*#2), discordancia quantica Q (p™ : p™2),

informagéo conjunta I (o™ : p*2) e correlagdo cldssicaJ (p™ : p*2) para o estado
p™1%2 como funcfio do pardmetro de interacfio T. O estado atdmico inicial é dado
por 6§ = 18°, e o sistema apresenta ressonancia (6 = 0).
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Para o estado atomico inicial dado por & = 18° com caso ressonante,
as curvas da informacdo conjunta aproximada I, (pAl (t): p™ (t)), a correlagdo classica
aproximada J; (p%1"2(t)), e a discordancia quantica aproximada Q; (p™ (t) : p*> (t)) mos-
tram um comportamento diferente comparando com as curvas das expressoes exatas des-
sas quantidades. Observa-se que I; < I, J; (o™ (t): p*(t)) = Q; (p™ () : p™ (1)), e
J(p™ (0): p* () #Q (o™ (1) : p™ (1))

No sistema caracterizado por o estado atémico inicial 6 = 36° as curvas
das correlacdes aproximadas plotadas na figura 8 e das correlacdes plotadas na figura 14
mostram que I; < I, J; (p% () : p%2 (£)) = Q, (p™ () : p* (£)) mas J (o™ (¢£) : p* (1)) #
Q(p™ (1) : p™(1)).
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Figura 14 — Quadrado da negatividade global N} (p™*2), discordancia quantica Q (p™ : p™2),

informagdo conjunta I (p* : p*2) e entropia condicional J (p™ : p*2) para o
estado p”*2 como funcio do pardmetro de interacio 7. O estado atémico inicial
¢ dado por 6 = 36°, e o sistema apresenta ressonancia (6 = 0).
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Resumindo, a primeira parte do capitulo foi enfocado em obter resulta-
dos aproximados dos quantificadores de correlacdo, correlagédo total (informacdo conjunta
aproximada), correlacdo quantica (discordancia quantica aproximada), substituindo as en-
tropias de Von Neumann por entropias lineares em suas respectivas defini¢des. Dado que a
entropia linear esta relacionada ao conceito de pureza, isso permitiu estudar tanto a pureza
quanto as correlacoes dentro do sistema. A segunda parte do capitulo consistiu no estudo da
discordancia quantica exata entre os qubits atomicos. Foram obtidas expressoes analiticas
para as entropias de Von Neumann dos estados e para a discordancia quantica. Usando a
linguagem de programacdo fortran foi escrito um programa para otber valores numéricos
para os quantificadores de correlacdo, e com esses valores numéricos foram plotados gréficos.
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4 Medida fraca e discordancia para estado

de dois qubits atémicos

E apresentado em este capitulo a discord4ncia quintica entre dois 4tomos
de dois niveis em duas cavidades independentes usando operadores de medida fraca. O
sistema é considerado sem dissipacdo, o que dd lugar ao surgimento do fenomeno de morte
stubita e renascimento do emaranhamento. Isso permite o estudo da correlacio chamada
de super discorddncia quantica entre os qubits atobmicos dados por (3.6), nesse sistema.
A dinamica é governada pelo Hamiltoniano de Jaynes-Cummings apds de considerar as
aproximacoes dipolar e da onda girante, descrita pela equacao (2.61).

Seguindo a definicdo dada na referéncia [27], sdo substituidos os operadores
de medida projetiva dada na definicdo de discordancia quantica [4], por operadores de
medida fraca dadas pela equacdo (2.88). Finalmente sdo plotados célculos numéricos

realizados para as correlacoes.

4.1 Discordancia quantica com operadores de medida fraca para

estados de dois atomos

Na definicdo de discordancia quantica, um dos termos que estdo envolvidos
¢ a entropia condicional, quer dizer a entropia para um estado que depende de um conjunto
de medidas. A discordancia foi originalmente definida para medidas projetivas ou de Von
Neumann [4]. E possivel estender a definiciio da discordancia para tipos de medidas mais
gerais, como por exemplo para os POVM (positive operator value measurement). Neste
capitulo sdo utilizados operadores de medida fraca que foram definidos na referéncia [26],

que tém a forma,

M(£x) = e(Fx)Ty + e(£x) 1y, (4.1)

com 7, e 7; sendo projetores, e e(£x) = 4/ Hanh(x), onde x é chamado parametro de
intensidade de medida. Usando projetores na base atdémica |g) e |e) que representam os
estados |g) (ground) e |e) (excited) do estado atdmico, os operadores de medida fraca sobre

os estados dos 4&tomos podem ser reescritos como,

M(£x) = e(Fx)|g) (g] + e(Ex) e) {e]. (4.2)

O parametro x dos operadores de medida fraca é uma variavel que mede a intensidade da

medida. Os operadores de medida fraca satisfazem as seguintes propriedades, (i) M (0) = %

(i) MT(+x)M (+x) + M (—=x) M (=x) =T, (iii) lim,_, oo M (x) = 7, e lim,_, o, M (x) = 7,.
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A discordancia quantica entre os estados atémicos p™t e p*2, usando os
operadores de medida fraca (ou super discordancia quantica Q) definidos acima pode ser

escrita como

Qs (™ 1 p™) = min gy | PS (P, ) + 0S8 (P ) |+8 (%) =S (M), (4.3)

onde p™2 ¢ o estado reduzido do qubit A, a partir do estado atémico (3.6), [ p*1¥] Tt
e [pA”AZ]M(_X) sdo os estados no espaco do subsistema A;, que resultam de aplicar os
operadores de medida M (+x) sobre o subsistema A, do estado atdmico composto p*142(t)
que logo sdo reduzidos por meio do traco parcial em relacdo aos graus de liberdade do
subsistema A,. Para encontrar as medidas que perturbam menos o sistema, os projetores
|g) (g] e |e) (e| na equacio (4.2), sdo levados para uma base arbitraria usando a transformacio
unitdria V = tI+iy &. Isso leva os projetores para as expressdes M g € M, obtidas no capitulo
anterior, equacoes (3.18) e (3.19). O indice S na equacao (4.3) diz que a discordancia é
calculada usando operadores operadores de medida fraca.

Para uma base arbitraria os operadores de medida fraca se reescrevem
como M'(£x) = VM (£x)V' = e(¥x)M gt e(£x)M,. A minimizacfo assinalada na equacéo
(4.3) é realizada em func¢do dos parametros da transformacao unitdria que estao contidos
nos projetores Mg e M,, lembrando que eles tem a relacio a+c=1e |b|* = a.c.

As formas matriciais dos operadores de medida fraca sao,

e(—x)a+e(+x)c  (e(—x)—e(+x))b |

M(+x) = | (e(—x)—e(+x)b*  e(+x)a+e(—x)c |

) (4.4)

Mi(—x) = [ e(+x)a+e(—x)c (e(+x)—e(—x))b | (4.5)
T (e —e(—)bT e(—x)a+e(+x)e | '

Sdo aplicados os operadores de medida fraca sobre o subsistema A, do
estado composto p™142 (t). Logo sdo normalizados os estados resultantes da aplicacio desses
operadores de medida, dividindo pelas probabilidades p,, e p_, dadas pelas equacdes
(4.16) e (4.17). Seguidamente é feito o traco parcial em relacdo aos graus de liberdade do
subsistema A, para obter os estados reduzidos do espaco correspondente ao subsistema A;.

Eles sdo

1 { P11+, 1) pras(x, ) (4.6)

AllA _
P2 (x, b)) = — ;
( )M @0 P | Pa (X, 1) pay(x,t)

onde os elementos de matriz da equacdo (4.6) tém a forma explicita,
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P11:(x, 1) = [€2(—x)a* + €2(+x)c? + ac | pggee (t) + [ €2(—x)c* + €2(+x)a® + ac | pgege(t),

4.7)
P12+ (x, t) = —tanh(x)b* o, (t), (4.8)
P214+(x, t) = —tanh(x)b .4, (1), (4.9
Pooy(x,t) = [62(—)()612 + e%(+x)c* + ac] Pegeg(t) + [62(—X)C2 + e*(+x)a* + ac] Pecee(t),
(4.10)
e
e, | e e | e

com elementos de matriz dados por

P11-0, £) = [€2(—x)c? + €2(+x)a® + ac | Pgge(t) + [ €2(—x)a® + €2(+3)c? + ac | pgege(t),

(4.12)
P12—(x, t) = tanh(x)b*p 4. (), (4.13)
P21-(x, t) = tanh(x)b g, (1), (4.14)
Paz(x,t) = [€2(=x)c? + €2(+x)a® + ac | Peogeg () + [ €2(—x)a® + €%(+x)c? + ac | Pecee (t)-

(4.15)

onde pgggg (t): Peeee (t)a pggee (t): peegg (t)a pgege (t) € pegeg (t) sdo elementos de matriz do
operador densidade que representa o estado atémico p*2(t), equacéo (3.6).

As probabilidades p, = tr[M’,,p"*2(t)] e p_, = tr[M’_,p""(t)] estéio
dadas por,

Pix = [(pgggg(t) + pegeg(t))a + (pgege(t) + peeee(t))c] 6(_X) (416)

+[(Pgege(t) F Pecee(1)a + (0 ggge(£) + Pegeg(£))c ] €(+x),

P—x= [(pgege(t) + Pecee(t))a+ (Pggeo(t) + pegeg(t))c] e(—x) (4.17)
+ [(pgggg(t) + Pegeg())a + (P gege(t) + peeee(t))c] e(+x).

No seguinte passo é calculada a entropia de Von Neumann dos estados
(pA1|A2(t))M\,(+X) e (pAllAz(t))M\’(_x)’

S [(pfl IAz(t))M\/(x)] - _Aix logZ (Aix) - A’Ix 10g2 (A‘Ix) > (4.18)

+ .= AA A lA
onde A7 sdo os autovalores que correspondem aos estados (p 2(x, t))ﬁ’(m e (p e (x, t))zT/F(_X)’

com Aix = ﬁ (p+x + \/p—%—x —4[p111 00, )P4 (x, 1) = P12 (x, £) P21 [, t)])

S [(pfllAz(x, t))m_ )] = 2" _log, (A*.)— A~ log, (A7), (4.19)
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com Xfx = i (P—x + \/sz —4[p11_(x, )P0 (x,t) = p15_(x, t) 0oy _(x, f)])
Entdo a expressdo geral da entropia no subsistema A; devido a medidas
realizadas sobre o subsistema A, é

S[(p"Ve(x,0)] = pasS [ (0", ) |+ P8 | (040, 0)y ]

X)

= _% (P+x + \/Perx —4[P11+ 00, 1) P24 (3, ) — P12+ (3, 1) P21 (x, t)])
x log, [% (P+x + \/P-zm —4[0114 (%, ) P2 (£) — P12+ (x, £) P21, (x, t)])]
— 2 (P = VP = 411106, 02 (6, O = Pz, D (3, D))
(4.20)
x log, |:2pl (P+x - \/P-zm —4[p11:(x, 1) P24 (3, £) — P12 (o, ) 0014 (X, f)])]
- % (P—x + \/sz —4[p11-(x,t)pon(x,t) — p15_(x, t)pa_(x, t)])
x log, |:2pl_ (P—x + \/ng —4[p11-(x, )P (x,t) — p15_(x, t)pg_(x, t)])]
- % (P—x - \/sz —4[p11-(x, t)pon(x,t) —p1o_(x, )05 _(x, t)])
x log, [Zp_ (P—x - \/Pix —4[p11-(x, )pon(x,t) — p1o_(x, t)pa_(x, t)])] .

A entropia S [(pAl A2 (x, t))] ¢ uma funcao dos parametros de medida a e c. A entropia con-
dicional corresponde ao valor de S [(pAl Ma(x, t))] no seu minimo. Para encontrar os valores
de a e ¢, que minimizam a funcédo S [(pAl 2 (x, t))] ¢ analizada a expressao (4.20).A funcao
apresenta uma simetria com relacdo a troca de variaveis a = 1 —c, o que significa que é par
com relagdo a a —c. Devido a essa paridade se vé que os extremos correspondem aos valores
a=c= %, a =0 oua = 1. O valor que minimiza a expressao S [(pAl 2 (x, t))] corresponde
aa=c= % Isso permite obter uma expressdo analitica para a entropia condicional, e como
consequéncia uma expressdo analitica para a super discordancia quantica.

Segue-se os gréficos, resultados de plotar os dados numéricos para as

correlacdes no sistema de dois 4tomos.
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Figura 15 — Quadrado da negatividade global N gz (pA1A2 (t)), super discordancia quantica
Qs (pAl () : p*2(t)), correlacdo total I (p™ (t): p* (t)) e correlaco cldssica

Jg (pAl (t): p (t)) como fungao do parametro de interacdo 7. O estado atdmico
inicial é dado por 6 = 18°, e o sistema apresenta ressonancia (6 = 0). Os valores

do parametro de intensidade de medida sdo x =0, x =0,42,e x =1, 1.
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A figura 15 apresenta o quadrado da negatividade global N g2 (p™42 (¢)) (cor
preto), a super discordancia quantica Qg (pA1 (t); p™ (t)) (cor verde), a correlacdo total
1(p™ (t): p™(t)) (cor vermelho) e a correlacdio classica J (p* (t) : p* (¢)) (cor amarelo),
para um estado atomico inicial dado por 6 = 18° e trés valores do parametro de intensidade
de medida x, como funcdo do parametro de interacdo v. Comparando com a figura 13
do capitulo anterior onde foi plotada a discordancia quantica usando medidas de Von
Neumann, se observa que a discordancia quantica apresenta valores maiores, relacionada
com a diminuicao do paradmetro de intensidade de medida x, e como consequéncia disso
uma diminui¢do dos valores que representam correlacio clédssica (cor amarelo). Para o
valor x = 1,1 a discordancia quéntica e a correlacdo classica mostram-se muito similares
as da figura 13. Ja para o valor x = 0 ocorre um aumento considerdvel da discordancia e

uma diminuicdo da correlacéo cldssica, evidenciando uma marcada diferen¢a com as curvas
obtidas usando medidas projetivas.
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Figura 16 — Quadrado da negatividade global Ng2 (pA1A2 (t)), super discordancia quantica
Qs (pAl (t): p (t)), correlacéo total I (pAl () : p*2(t)) e correlagdo cléssica
Js (pAl (t): p™ (t)) como func¢do do parametro de interacdo 7. O estado atdmico
inicial é dado por 6 = 36°, e o sistema apresenta ressonancia (6 = 0). Os valores

do parametro de intensidade de medida sdo x =0, x =0,42,e x =1, 1.
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A figura 16 apresenta o quadrado da negatividade global N gz (p™*2 (¢)) (cor

preto), a super discorddncia quantica Qg (pAl (t); p™ (t)) (cor verde), a correlacdo total

I(p* (t): p™(t)) (cor vermelho) e a correlagdio classica J (o™ (t) : p* (¢)) (cor amarelo),

para um estado atémico inicial dado por 8 = 36°e trés valores do parametro de intensidade

de medida x, como funcdo do pardmetro de interacdo T. Dado que as tnicas expressdes que
dependem das medidas sao a super discordancia quantica e a correlacéo cléssica, tanto o
quadrado da negatividade como a correlagdo total ndo mudam com a mudanga do parametro
x. A figura mostra como varia a super discordancia (aumenta) e a correlagédo cldssica
(diminui) dada uma diminuicdo do parametro de intensidade de medida x. Comparando
com a figura 14 que corresponde ao caso da discordancia quantica para medidas projetivas, se
observa que para x = 1,1 os valores que representam a discordancia quantica e a correlacdo
cléssica sdo similares ao caso exato. Para valores menores do parametro de intensidade de
medida x a tendencia do aumento nas correlacdes quanticas € muito marcada.

Em conclusdo os graficos para a discordancia quantica usando operadores
de medida fraca mostram como as correlacdes quanticas variam como funcao do parametro
de intensidade de medida x. Para os trés valores de x escolhidos foi observado que as

correlacoes quanticas aumentam quando o valor de x diminui. Assim também as correlacoes
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quanticas sdo maiores se o emaranhamento do estado inicial é maior. Neste capitulo foi
considerado o caso ressonante (6 = 0), dado que o objetivo da secédo foi a comparacgdo das
correlacdes quanticas capturadas usando operadores de medida fraca com a discordancia
quantica usual calculada no capitulo trés (medidas projetivas). Novamente foram usados
os estados atdmicos iniciais caracterizados por dois valores do parametro 6, 6 = 18° e
6 = 36°. Os valores da discorddncia quantica usando operadores de medida fraca mostram
que existem mas informacoes sobre as correlacdes quanticas que nao sao capturadas por

meio do uso de medidas projetivas.
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5 Conclusdes

Neste trabalho foram estudadas as correlagdes quanticas e cldssicas entre
dois qubits atdmicos inicialmente emaranhados, onde cada atomo foi colocado numa cavidade
optica independente, sem ter em consideracdo a dissipacdo no sistema. A escolha deste
sistema, deve-se ao fato de que sob certas condi¢cdes observa-se o fenémeno de morte
subita e renascimento do emaranhamento entre os qubits. Foi obtida a funcao de onda do
estado composto. Realizando a operacdo do traco parcial sobre o estado composto foram
eliminados os graus de liberdade das cavidades, para obter a evolucdo temporal do estado
p™%2 (t) (equacio (3.6)). Substituindo a entropia de Von Neumann por a entropia linear na
definicdo da entropia condicional S (pA1|A2) foi realizada uma primeira aproximacao para
a entropia condicional S; (pAl 'AZ), assim também foi definido uma medida de correlagédo
quantica aproximada para a discordancia quantica Q; (pAl : pAz). Expressoes analiticas
foram obtidas para S; (p”142) e Q; (p*' : p#2) para o estado da equacdo (3.6). O fato de usar
entropias lineares permitiu examinar a pureza do estado de dois qubits atdmicos durante a
evolucdo temporal das correlacoes aproximadas. Usando um programa escrito na linguagem
fortran foram realizados cdlculos numéricos para S, (o), S; (p*2), S, (p**2) , e para as
correlagOes aproximadas (correlacdo total I;, correlacdo quantica Q,, e correlacéo classica
J;), e para o emaranhamento livre. O emaranhamento foi quantificado pela negatividade
global N, (pAlAZ). Para os calculos numéricos foram escolhidos dois estados atomicos inicias
dados por 6 = 18° e 6 = 36°, e dois valores do parametro de dessintonia 6 =0e 6 = 5g..

As figuras plotadas (como funcao de 7) usando os dados numéricos verifi-
caram que as correlacoes aproximadas dependem do emaranhamento inicial, sendo que as
correlacOes aproximadas alcancaram valores maiores para 6 = 36° do que para 6 = 18°. Em
geral as correlacdes aproximadas mostraram uma evolu¢do unitdria, o0 que ndo aconteceu
com o emaranhamento. O emaranhamento mostrou evolucéo unitdria para o caso onde o
parametro de dessintonia 6 = 5g.. Quando 6 = 0 o sistema mostrou o fendmeno de morte
subita e renascimento do emaranhamento, isso deve se a que sendo a frequéncia atomica w,
igual a frequéncia da cavidade w,, os 4&tomos tem uma alta probabilidade de interagir com
os fotons das cavidades, e dada essa interagdo os atomos ficaram emaranhados aos fétons.
Devido a existéncia de um periodo de tempo no qual o emaranhamento entre os atomos €é
zero (6 = 0), e tendo a discordancia quantica aproximada um valor finito positivo (evolucéo
unitdria), conclui-se que existem outras correlacoes quanticas além do emaranhamento entre
os qubits atdmicos. Com relacfo a pureza, a entropia linear para o estados p% (t), p (t)
e p” (t) mostraram uma taxa de variacio maior para O = 18° do que para 0 = 36°, assim
como uma taxa de variacdo muito maior para 6 = 0 do que para 6 = 5g,.

Se obtiveram expressodes analiticas para a entropia condicional S (pA1 'AZ)

e para a discordancia quéantica Q(p"‘l : pAZ). Foram gerados dados numéricos para as
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entropias de Von Neumann S (p1), S (p*2), S (p*“2), como também para as correlacdes
total I (p™ : p*2), cldssica J (p*' : p*2) e quéntica Q (o™ : p*2). Os estados atdmicos inicias
foram os mesmos que no caso das correlacdes aproximadas (6 = 18°, § = 36°), mas sO
foi considerado um valor do parametro de dessintonia para os graficos correspondendo as
correlacbes exatas, 6 = 0. Os graficos das entropias foram plotados para 6 =18°,6 =0e
para 0 =36°, 6 = 5g.. O andlise dos gréaficos resultou na confirmacao da existéncia de um
valor finito positivo para a discordancia quantica no periodo que o emaranhamento livre
é zero, também que Q (p* : p2) =J (p™ : p2) para tudo valor de 7. Como era esperado
a correlacdo classica atingiu valores maiores dado um emaranhamento inicial maior. Com
relacdio a informacdo contida nos estados p”1, p?2, e pM* quantificada pela entropia de Von
Neumann, se encontrou que as taxas de variacao das entropias para o caso 6 =18°,6 =0
sdo muito maiores que para 0 = 36°, 6 = 5g..

Na tultima parte do trabalho foi estudada a dinamica das correlagdes para o
mesmo sistema de dois dtomos inicialmente emaranhados em duas cavidades independentes
usando o formalismo de medida fraca. Os operadores de medida fraca dependem de um
parametro chamado de intensidade de medida x. Se encontrou uma expressdo para a
entropia condicional usando esses operadores. Se geraram dados numéricos da correlacao
cléssica Jg (p™ : p*2) e da correlagdo quéntica Qg (p™ : p*2) para trés valores de x, x = 1,1,
x = 0,42 e x = 0. Os célculos da secdo foram feitos para o caso ressonante. Finalmente
foram plotadas figuras usando esses dados numéricos para os diferentes valores do parametro
de intensidade de medida x, e para os estados atdmicos inicias dados por 6 = 18° e 6 = 36°.

As figuras mostram que a medida que o valor do pardmetro x diminui, a
discordancia quantica aumenta e ao mesmo tempo o valor da medida de correlacoes cldssicas
Jg diminui. Assim também se observa que as correlacdes quanticas usando operadores de
medida fraca atingem valores maiores do que as correlagdes quanticas usando medidas de
Von Neumann.

Como resultado geral encontrou se a existéncia de correlacoes quanticas em
auséncia de emaranhamento quantico para o sistema escolhido. Estas correlacées quanticas
foram assinaladas no trabalho [8] como responsavel para a realizacdo de tarefas num modelo
de computacao chamado computacdo quantica determinista com um qubit. O outro resultado
principal do trabalho foi demonstrar que com o uso de operadores de medida fraca é possivel

evidenciar a existencia de uma quantidade maior de correlagdes quanticas no sistema.
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