Universidade
Estadual de LondRrina

RODRIGO MORENO LUNA

q-SERIES E FUNCOES ESPECTRAIS DE GEOMETRIA
HIPERBOLICA COM APLICACOES EM TEORIA
TOPOLOGICA DE CAMPOS

Londrina
2015



RODRIGO MORENO LUNA

q-SERIES E FUNCOES ESPECTRAIS DE GEOMETRIA
HIPERBOLICA COM APLICACOES EM TEORIA
TOPOLOGICA DE CAMPOS

Tese apresentada ao Programa de Pds-graduacao em
Fisica, da Universidade Estadual de Londrina, como
requisito parcial & obtencéo do titulo de Doutor.

Orientador: Prof. Dr. Andrey Aleksandrovich
Bytsenko.

Londrina
2015



Ficha de identificagédo da obra elaborada pelo autor, através do Programa de Geragao
Automatica do Sistema de Bibliotecas da UEL

Luna, Rodrigo Moreno.
g-Séries e Funcdes Espectrais de Geometria Hiperbdlica com Aplicagbes em Teoria
Topoldgica de Campos / Rodrigo Moreno Luna. - Londrina, 2015.
73 1.

Orientador: Andrey Bytsenko.

Tese (Doutorado em Fisica) - Universidade Estadual de Londrina, Centro de Ciéncias
Exatas, Programa de P6s-Graduacéo em Fisica, 2015.

Inclui bibliografia.

1. g-séries - Teses. 2. fungdes espectrais - Teses. 3. vértices topoldgicos - Teses. .
Bytsenko, Andrey. Il. Universidade Estadual de Londrina. Centro de Ciéncias Exatas.
Programa de Pés-Graduagao em Fisica. lll. Titulo.




RODRIGO MORENO LUNA

g-SERIES E FUNCOES ESPECTRAIS DE GEOMETRIA
HIPERBOLICA COM APLICACOES EM TEORIA TOPOLOGICA DE
CAMPOS

Tese apresentada ao Programa de Pds-graduacao em
Fisica, da Universidade Estadual de Londrina, como
requisito parcial & obtencéo do titulo de Doutor.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Andrey Aleksandrovich Bytsenko
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Prof. Dr. Ugo Bruzzo
Scuola Internazionale Superiore di Studi Avanzati -
SISSA

Prof. Dr. José Abdalla Helayél-Neto
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas - CBPF

Prof. Dra. Maria Emilia Xavier Guimaraes
Universidade Federal Flumenense - UFF

Prof. Dr. Antonio Edson Goncalves
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Londrina, 02 de Junho de 2015.



AGRADECIMENTOS

Ao fim desses anos de doutoramento é necessario dar os devi-
dos créditos aos que me ajudaram na realizacao desse trabalho, que nao seria
finalizado sem esse inestimavel auxilio.

Gostaria de comecar por quem mais me aguentou e quem, incon-
dicionalmente, sempre me apoiou durante esses 1ltimos anos de muito mau-humor
e preocupagoes, quem sempre soube a hora certa de colocar sua mao em meu om-
bro e dizer que estaria ao meu lado “pro que der e vier”, me dando forca para
enfrentar as interpéries e paciéncia com as diferengas. Obrigado Juliane, por tudo!

Nao posso esquecer dos colegas aqui da universidade, com quem
tive esses anos todos de convivéncia que, com certeza, nunca esquecerei. Flavio,
Luis Gustavo, Patrocinio, Rafael Cobo, Nagata e Ricardo Amaral.

Agradegco a CAPES pelo apoio financeiro durante todo o meu
doutorado (e também mestrado).

Por fim, um agradecimento especial ao Prof. Andrey Bytsenko
por sempre acreditar e me superestimar, algumas vezes de maneira um pouco
exagerada, desde a minha graduacao e que sem sua ajuda esse e muitos outros

trabalhos e projetos nao teriam sido possiveis.



LUNA, Rordrigo Moreno. g-Séries e funcdes espectrais de geometria hiperbdlica com
aplicacdes em teoria topologica de campos. 2015. 100 f. Tese (Doutorado em Fisica) —
Universidade Estadual de Londrina, 2015.

RESUMO

Esse trabalho mostra como as fungdes espectrais de geometria hiperbdlica associadas a g-
séries podem ser empregadas em alguns modelos fisicos. Mostra-se que identidades
combinatoriais, importantes para a teoria fisica, podem ser obtidas a partir de complexos de
algebras de Lie. Vé-se também que para a gravidade AdS;o carater formal do Vir-module esta
ligado a fungdes particdo one-loop. Evidencia-se a ligacdo existente entre funcdes geradoras
quanticas e funcdes espectrais de Selberg-Patterson. E, por fim, com o auxilio das g-séries
reescreve-se as funcgdes particdo para branas lagrangeanas, stack de branas, assim como
determina-se a forma generalizada (da funcdo particdo) para dois casos de variedades Calabi-
Yau tdricas em termos das funcdes de Ruelle.

Palavras-chave: g-Séries. Funcdes espectrais. Vértices topoldgicos.



LUNA, Rordrigo Moreno. g-Series and Spectral Functions with Applications to Topological
Field Theory. 2015. 100 p. Thesis (Doctoral degree in Physics) — Universidade Estadual de
Londrina, 2015.

ABSTRACT

This work shows how the spectral functions of hyperbolic geometry associa- ted with the g
series can be used in some physical models. It is shown that combinatorial identities,
important to the physical theory, can be obtained from complexes of Lie algebras. Here is
also showed that for AdS; quantum gravity the formal character of Vir-module is connected
to the one-loop partition functions. Is stressed the link between quantum generating functions
and spectral functions of Selberg-Patterson. And finally, with the help of g-series, rewrites the
partition functions to Lagrangian branes, stack of branes, as well determines its generalized
form (of the partition function) for two cases of toric Calabi-Yau manifolds in terms of
Ruelle functions.

Keywords: g-Series. Spectral functions. Topological vertex.
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Capitulo 1
Introducao

Recentemente o estudo das g-séries (g-series) atraiu novos inte-
resses de pesquisa nas areas de Teoria Topoldgica de Campos e /flgebms de Lue,
além de vir estimulando novos desenvolvimentos em areas da matemaética, como
na combinatéria e particoes de inteiros, onde ja sao objetos bem conhecidos.

A relagao entre identidades combinatoriais, como a férmula de
Euler, e dlgebras de Lie foi primeiramente descoberta por Macdonald e baseando-
se na férmula de Fuler-Poincaré foi criado um esquema geral para a prova de tais
identidades.

Identidades combinatoriais possuem um papel fundamental em
inimeros modelos fisicos e quando relacionadas a certas algebras e grupos de
Lie acabam sendo ligadas diretamente a fungoes particao da gravidade quantica,
supergravidade, géneros elipticos da teoria quantica superconforme e modelos
sigma supersimétricos.

Tais relagoes se dao de maneira ainda mais notavel para o caso da
correspondéncia entre a gravidade quantica 3D (em um espago-tempo assintético
a AdS3) e teorias conformes de campos 2D. Estando as fungoes particao e formas
modulares no lado CFT, e as fungoes espectrais (de Selberg e Ruelle) no lado
AdSs.

Mais precisamente, sabe-se que existe uma notavel ligacao entre
funcoes particao quanticas e séries formais de poténcias associadas as dimensoes
de cadeias de complexos e homologia de algebras de Lie, que por sua vez estao
conectadas a féormula de Euler-Poincaré.

As funcgoes particao podem de fato serem convertidas em pro-
dutérios e algumas férmulas para fungoes partigdo (e polindmios de Poincaré)
sao associadas as dimensoes de homologias de determinados espagos topolégicos
e ligadas a funcoes geradoras e géneros elipticos.

Em suma, esses objetos possuem um plano de fundo comum que
sao as identidades de Euler-Poincaré e de Macdonald, as quais descrevem os
aspéctos homoldgicos das representacoes de algebras de Lie tanto de dimensao

finita quanto infinita.
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Esbocando um esquema geral

Suponha que G seja um grupo de Lie e que g seja sua dlgebra
de Lie. Considere o par (H,G) de grupos de Lie, onde H é um subgrupo fechado
de G com um subgrupo normalizador Ny C G.

Assim o par (H,G) com o grupo quociente discreto Ny /H cor-
responde a inclusao g — W,, onde W,, é a dlgebra de Lie de campos vetoriais
formais em n = dim G/H wvaridveis, enquanto o espagco homogéneo G/H possui
uma g-estrutura canénica ), sendo, de acordo com [30], uma g-estrutura numa
variedade X (bem comportada) uma 1-forma (smooth) Q em X com valores em g
que satisfazem a equacao de Maurer-Cartan, dw = —%[w,w], i.e. para qualquer
par de campos vetoriais &1 e & em X, tem-se que dw (&1, &) = [w(&r), w(&s)].

Combinando essa g-estrutura com a inclusao g — W,,, obtem-se
um W, -estrutura no espago quociente G/®, sendo & qualquer subgrupo discreto
do grupo de Lie G. Isso é exatamente a W, -estrutura que corresponde a foliagcao
H -equivariante de G por cosets esquerdos de &, para detalhes [1].

O homomorfismo char, : H*(W,) — H*(G/®,R) associado a
classes caracteristicas de W, -estruturas desmembra-se numa composi¢ao de dois
homomorfismos, sendo eles H*(W,,) — H*(g) e H*(g) — H*(G/®,R).

O primeiro deles € independente de & e € induzido pela inclusao
g — W, onde escontram-se mais detalhes em [33)].

O sequndo homomorfismo € independente de H e corresponde ao
homomorfismo canonico que determina as classes caracteristicas da g-estrutura
w em G/&. Caso o grupo G seja semisimples, a dlgebra de Lie g é unitdria e G
contém um subgrupo & para o qual G/& é compacto. Para escolhas apropriadas
de & o kernel do homomorfismo H*(g) — H*(G/®,R) corresponde ao kernel de
HA(W,) = H*(g).

Além do crescente interesse sobre os topicos comentados acima,
tem-se também que o estudo das fungoes de MacMahon (bi e tridimensionais)
que vem sendo feito em diversas areas da fisica estatistica, como por exemplo em
estudos sobre crescimento de cristais e em estatisticas de Bose-Einstein, recente-
mente ganhou um novo incremento em seu interesse cientifico, agora relacionado
com a teoria topoldgica de cordas. Esse aumento se da devido ao fato de que as
funcoes de MacMahon (2D e 3D) sao utilizadas em célculos diretos de amplitudes
do modelo A de cordas topolégicas em variedades Calabi-Yau locais. E mais, es-
sas fungoes também aparecem no estudo da teoria das representagoes de algebras
de Lie de dimensao infinita, sendo elas o carater chy das representacoes basicas
da algebra sl(00).

Cordas topologicas em variedades Calabi-Yau, por sua vez, tem
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sido um outro tépico de pesquisa intensa por anos e ja existe um certo nimero de
conjecturas relacionando amplitudes de cordas topoldgicas com diversas fungoes
geradoras bastante interessantes tanto para fisicos quanto os matematicos. Vale
lembrar também que o vértice topoldgico possui uma interpretagao combinatorial
em termos de contagens de parti¢oes 3D com assintotas fixas. O formalismo do
vértice topoldgico fornece um método para se calcular a fungao particao de cordas
topolégicas para variedades Calabi-Yau (3-folds) nao-compactas. Com o intuito
de se conseguir um refinamento da teoria de Gromov-Witten do 3-folds Calabi-
Yau téricos foi definido um vértice topolégico refinado C),, (%, ¢) [13] que agora
depende de um parametro extra comparado ao vértice topoldgico habitual.

Mas o vértice refinado pode ser utilizado para se definir inva-
riantes (refinados) apenas quando o Calabi-Yau 3-fold térico for composto por
vértices, todos eles contendo um locus fixo (p,q) do ciclo evanescente (vanishing
cicles) em T?. Tsso implica que é possivel calcular as amplitudes de cordas topo-
légicas refinadas apenas para 3-folds téricos que sao bastante especiais®.

Esse trabalho se divide da seguinte maneira. No capitulo 2
considera-se a teoria da gravidade quantica 3D num espago-tempo assintético
a AdSs, cujo grupo de simetria (dadas as condigdes de contorno adequadas) é
gerado pela algebra de Virasoro e mostra-se que as fungoes partigao one-loop sao
de fato funcoes particao de uma teoria conforme de campo bidimensional cuja
a contribuicao holomérfica corresponde ao carater formal do médulo de Verma
sobre a algebra de Virasoro ( Vir-module).

No capitulo 3 discutiu-se os aspectos homolégicos das identi-
dades de Macdonald que estao relacionadas com algebras de Lie (Férmula de
Euler-Poincaré). Seguindo os principais resultados de [1], procurou-se apresentar
uma breve introducgao aos aspectos homologicos de complexos diferenciais e tam-
bém mostrar como identidades combinatoriais, uteis para derivagoes de fungoes
particao, podem ser obtidas a partir de complexos de algebras de Lie. Como
normalmente a férmula de Euler-Poincaré é aplicada a cadeias de complexos de
algebras de Lie de dimensao finita, para o caso de dimensoes infinitas considera-se
algebras de Lie gradadas.

No capitulo 4, com a ideia de ilustrar a correspondéncia en-
tre as fungdes espectrais de geometria hiperbdlica 3D (com seu espectro sendo
codificado nas fungoes espectrais) e as séries de Poincaré associadas a estrutu-
ras conformes em duas dimensoes, foram apresentadas as fungoes espectrais de
Patterson-Selberg e de Ruelle de geometria hiperbdlica tridimensional, usando

como exemplo de aplicacao a ligagao da funcao zeta de Patterson-Selberg com o

'Pode-se obter um caso térico a partir do vértice refinado utilizando-se a continuacio ana-
litica e manipulacao dos vértices.
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espectro do buraco negro BTZ e a escrita das funcoes particao da AN'=1 Super-
gravidade em termos das fungoes de Ruelle.

O capitulo 5 comeca com a ideia de uma dlgebra vértice que foi,
primeiramente, apresentada por Richard Bocherds. A rica estrutura algébrica
da teoria da &lgebra (de operadores) vértice garante uma formulagao adequada
e novas visoes para a teoria da representacao da Algebra de Virasoro. A nocao
moderna de algebra chiral na teoria de campo conforme basicamente corresponde
a nocao matematica da algebra de operadores vértice. Aqui deu-se a definicao
para a algebra de operadores vértice a partir de quatro axiomas deduzidos dos
axiomas de Wightman. Depois foi apresentada a dlgebra de operadores vértice q-
deformados e suas generalizagoes juntamente com algumas de suas propriedades,
sendo o foco principal a relacdo entre as funcoes de MacMahon 2 e de Ruelle,
motivado pelo interesse crescente na aplicacao de fungoes simétricas em diferentes
areas da fisica estatistica e teoria topoldgica de cordas.

No capitulo 6 considera-se géneros elipticos, que sao invarian-
tes topoldgicos naturais, sendo primeiramente calculados por Edward Witten,
em [3]. Geéneros elipticos dos Modelos de Landau-Ginzburg (2,2) supersimétri-
cos concebem caminhos eficazes para calcular géneros elipticos de modelos sigma
nao-lineares correspondentes. Os géneros elipticos de Landau-Ginzburg possuem
um significado natural na cohomologia eliptica equivariante, mas focou-se no geé-
nero eliptico dos modelos de Langau-Ginzburg sobre espagos vetoriais. Nesses
exemplos mostrou-se que os géneros elipticos podem ser reescritos em termos de
funcoes espectrais de geometria hiperbodlica associadas a ¢-séries.

Para a parte final (capitulos 7 e 8), viu-se uma interpretagao
combinatorial de vértices em termos de particoes tridimensionais, posto que o
vértice refinado possui uma interpretacao em termos de amplitudes de cordas
topoldgicas abertas na presenca de A-branas.

Os principais resultados obtidos nesse trabalho:

e A forma final para uma brana lagrangeana, stack de branas, vértice refi-
nado, fungoes particao para os casos de 3-folds Calabi-Yau sao reescritos
em termos de fungoes espectrais de geometria hiperbdlica tridimensional

associadas a g-séries.

e A relacao entre modelos quanticos bidimensionais e tridimensionais se ma-

nifesta no fato que determinadas g-séries, como as séries caracteristicas e

2Uma funcdo de MacMahon p-dimensional é a funcdo geradora da particdo p-dimensional
de inteiros, que é o numero das diferentes formas de se dividir um inteiro utilizando-se arranjos
p-dimensionais de inteiros nao-negativos (néo esté claro onde a dimensdo p da partigdo pode
possuir um significado fisico).
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carateres de dlgebras de Lie superconformes, podem ser expressas de uma

maneira universal em termos de geometria hiperbdlica.
Parte dos resultados desse trabalho foram apresentados:

Na “7th International Conference Mathematical Methods in Physics”, 2012,
Rio de Janeiro, RJ.

Em seminario ministrado para o curso de graduacgao em fisica, dentro do

curso Seminérios I, 2013.

Artigos Publicados

. A. A. Bytsenko, E. Elizalde and R. M. Luna. The Casimir effect in Topo-
logical Field Theory: Case of Elliptic Genera. Tth International Conference
Mathematical Methods in Physics. Trieste: PoS - Proceedings of Science,
2012.

. M. E. X. Guimaraes, R. M. Luna and T. O. Rosa. Topological Vertex,
String Amplitudes and Spectral Functions of Hyperbolic Geometry. Eur.
Phys. J. C (2014) 74: 2880 European Physical Journal. C, Particles and
Fields (Print) , 2014.
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Capitulo 2

Correspondéncia AdS3/CFT; e

q-Séries

A ideia principal desse capitulo é comentar alguns aspéctos da
correspondéncia AdS3;/CFT,. J& é conhecido que a estrutura geométrica da gra-
vidade 3D (e buracos negros) permite célculos exatos desde que sua contraparte
euclidiana seja localmente isomoérfica ao espago hiperbdlico de curvatura cons-
tante. Devido a correspondéncia AdS;/C FTy, espera-se um relacao entre fungoes
espectrais relacionadas a AdS; (euclidiano) e fungdes tipo-modulares (séries de
Poincaré) '.

Assume-se que essa correspondéncia ocorra quando os argumen-
tos das funcoes espectrais tomam valores em uma superficie riemaniana, vista
como o contorno conforme de AdSs.

Uma formulagao geral para o Principio Hologrdfico afirma que
existe uma forte ligagao entre certas quantidades da teoria de campos no bulk de
uma variedade AdS3 e quantidades no seu contorno no infinito. Mais precisa-
mente, as classes de espacos Euclidianos AdS; sao quocientes do espaco hiperbé-
lico real por um grupo discreto. O contorno desses espagos podem ser superficies

orientadas compactas com estrutura conforme.

2.1 Gravidade Quantica em AdS;

Sabe-se que a contribuicao para a funcao particao da gravidade
tridimensional em um espago-tempo assintotico a AdSs vem de geometrias bem

comportadas dadas por
M = AdS3/T, (2.1)

com I' sendo um subgrupo discreto de SO(3,1). De modo geral uma solugao M
da gravidade tridimensional com constante cosmolégica negativa assume a forma
AdS4 /T, com AdS’ sendo a parte de AdSs onde I' atua de maneira discreta [12].

Mais precisamente, escreve-se M para o espago-tempo tridimen-

! As formas modulares em questao sdo as formas para o subgrupo de congruéncia de SL(2,Z).
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sional e X, para seu contorno conforme 2, onde um grupo discreto I' atua livre-
mente num aberto U € CP' de forma que ¥ = U/T. A necessidade de que X
possua genus 1 implica que topologicamente essa superficie seja um 2-téro (72)
e que o grupo fundamental de U seja um subgrupo do grupo fundamental de 3
(para que a relacao acima comentada seja mantida). Restringiremos a anélise
de modo que o grupo fundamental de U seja® Z, o que por sua vez significa que
topologicamente U é R x St e I" isomoérfico a Z.

Dado que o médulo dessa superficie riemaniana ¥ é definido para
v-7=(ar+b)/(cT + d), (2.2)

com vy € SL(2,7), é possivel concluir que obtém-se uma variedade que obedece as
condicoes acima descritas para toda escolha de a, b, c e d. Mas isso nao é verdade
ja que uma vez definidos ¢ e d, tem-se que a e b sao unicamente determinados por
ad —bc = 1 de forma que (a,b) — (a,b) +t(c,d), com t € Z. Assim as variedades
que se encaixam nas devidas condigoes dependem somente de c e d.

Assim a contribuicao para a funcao particao vem de geometrias
M. 4, onde ¢ e d sdo pares de inteiros primos entre si, com ¢ > 0 e o par (¢, d)
identificado com (—c¢, —d). As variedades M, 4 sao todas difeomérficas entre si
e devido a isso a contribuicdo W, 4(7) a funcdo particdo pode ser expressa em
termos de qualquer uma delas por meio de uma transformacao modular. Temos

entao que
Wea(T,7) = Wo1((ar +b)/(cT +d),T). (2.3)

E com isso pode-se construir:
Woa(r,7) := lqq| ™" H 1—q" (2.4)
n=2

Na Eq. (2.4) tem-se que 24k = ¢ = cg = ¢, sendo ¢ a carga central de uma
teoria conforme de campos, ¢ = exp(2mit) = exp[2n(—Im7 + iRer)] tal que
|qq|~* = exp(4wkImT) corresponda ao prefator cldssico.

As fungoes geradoras vistas como as contribuigdes conhecidas
dos estados do modos left- e right-movers na teoria conforme de campos possuem

a forma [12]

Z Wea(T,7T) = Z Woa((ar +b)/(cT +4d),7T), (2.5)

c,d

2% sendo uma superficie riemaniana de genus 1.
30 grupo fundamental de ¥ é 7(X) = Z ® Z, o que permite que o grupo fundamental de U
seja também isomorfico a Z @ Z além de trivial.
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e contribuem simplesmente com Trexp(—SH — i0.J), calculado num espago de
Hilbert. Lembrando que se conhecidos os autovalores da comutagao dos opera-
dores H e J no espaco de Hilbert, entao é possivel se calcular o traco. Agora
apenas com o intuito de tecer alguns comentarios sobre a soma sobre geometrias,

sabe-se que as funcoes geradoras tem a forma*

o 2
> Wealy 7)) = > ¢ [Ja—ag")" (2.6)
¢d c,d n=2 y

Onde |[...|, representa a transformada de uma expressao |...| por v dado por (2.2).

O somatério em (2.6) é independente da escolha de a e b em . Também vé-

se que a soma em ¢ e d em (2.6) deve ser vista como a soma sobre a coset
PSL(2,Z)]Z = (SL(2,Z)/{+1})Z.

2.2 Modbdulo Verma sobre a Algebra de Virasoro

A dlgebra de Virasoro é uma algebra de Lie de dimensao infinita,
denotada por Vir, sobre C e com base L,, (n € Z), carga central ¢ e as seguintes

relacoes

m3—m

12
e, L) =0, meZ. (2.8)

[Lim, Ln] = (n —m) Lyt + 0o ¢, m,n €7, (2.7)

A algebra Vir é uma extensao central (universal) da algebra de
Lie de campos vetoriais holomérficos no plano complexo 5 C (a menos da origem)
possuindo séries de Laurent finitas. Devido a isso a algebra Vir possui um papel
central na teoria conforme de campo. A notavel ligacao entre a teoria de médulos
de peso-mazimo (highest-weight) sobre a élgebra Vir, teoria conforme de campo
e mecanica estatistica foi descoberta em [16].

Apenas com a intencao de ilustrar e relembrar alguns fatos e
elementos da teoria das representacoes da algebre Vir, definimos o Médulo Verma
M(c,h), com ¢,h € C, sobre Vir. A carga central conforme ¢ atua em M(c, h)
como ¢/. Como tem-se que [Lo, L_,] = nL_,, Ly é diagonalizdvel em M /(c, h)

com espéctro h + Z, e com a decomposicao autoespaco

M(Cv h) = @ M(Ca h)h+j ) (29)

JELy

4Dada uma fungdo de 7, como (2.6), que seja invariante por 7 — 7 + 1, pode-se montar
uma soma da forma W(7,7) = X, 4Wo 1(7,7) conhecida como uma série de Poincaré.
5Algebra de Witt de dimensdo infinita.
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onde M (c, h)nt; é gerado por elementos da base de M (c, h). Como visto em [2],
tem-se que W, = dim M (c, h)p1j, onde W;, visto como uma funcao de j, é a
funcao particao classica. Isso significa que a funcao particao de Konstant para
a algebra Vir é a fungao particao classica. Por outro lado as fungoes particao

podem ser reescritas na forma
Trpr(e,n) 4 Lo :—Zq’\dlmMc h,\—qhH (2.10)

A série Tryz(en) q"° sao ditas como sendo o cardcter formal do médulo Vir V.
Para a gravidade tridimensional num espaco hiperbdlico real as
funcoes geradoras one-loop, sob a 6tica de produtos de fungoes holomorficas e

anti-holomorficas tem a forma

o o0

log Wyrier (n.7) = [[[1=a-TTC -1 (2.11)

A funcao parti¢ado completa (2.4) admite uma fatorizacao Wo1(7,7) = W(7)pal -

w <?> antiholy onde

hol - q H - n+1 ) W( antihol — q H n+1 . (212>

Vé-se que a contribuigao holomérfica em (2.12) corresponde ao cardter formal do
moédulo Vir (2.10).
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Capitulo 3

Aspéctos Homologicos das

Identidades Combinatoriais

Primeiramente gostariamos de analisar o que acreditamos ser a
origem matematica das identidades combinatoriais que sao a base da relagao entre
fungoes particao, séries de poténcias e homologias das algebras de Lie. A meta
para esse capitulo é fornecer uma curta introducao aos aspéctos homoldgicos de
complexos diferenciais, em particular gostariamos de mostrar como identidades
combinatoriais podem ser derivadas de complexos de algebras de Lie gradadas.
Lembrando que os principais resultados seguem do livro [1] e sendo o nosso inte-
resse a férmula de Euler-Poincaré associada a complexos consistindo de espagos

lineares de dimensao finita.

Introducao
Dada a Identidade de Euler
> n > n 3n2—n 3n2+n
[Ta-¢) = 14> 0 (7 +"7)
n=1 n=1

12_q15_+_”'7 (31)

= 1l-qg-¢+¢+4¢ ¢

descoberta por volta de 1740 e utilizada por ele! para a prova de coroldrios re-

lacionados & decomposi¢do de numeros inteiros. Em [1] é possivel encontrar a
demonstracao e mais detalhes sobre tais corolarios.

Anos apds a descoberta de Euler, foi encontrada a identidade de

Gauss-Jacobi,

e}

| EE A [ A A [F A

k(k+1) k(k—1) k(k—1) k(k+1))

m=1
b (

=1+ (-1 <q1 A R (3.2)
k=1

Perceba que se definirmos ¢; = ¢* e ¢ = ¢, obtemos novamente a identidade

de Euler. Mas se agora considerarmos sua derivada em relacao a ¢ e s6 entao

LComo Euler nio obteve éxito em desmonstra-la, essa relacao foi vista como uma conjectura.



19

definirmos ¢; = q e g» = 1, teremos a seguinte férmula?

[e.o]

[[a-a* =

n=1

k(k—1)

(=) 2k - 1)q = . (3.3)

WE

=
Il

1

Com o passar dos anos mais identidades relacionando somas infi-
nitas com produtos infinitos surgiram, dando origem a expressoes para diferentes
poténcias para a férmula de Euler, [J(1 — ¢™)¥, como exemplo as séries de Klein
com [](1 —¢")® e de Dyson com [](1 — ¢")**. Sendo que para apenas alguns k’s
tal formula possui uma forma “interessante” para a série [1].

A relacao entre algebras de Lie e identidades combinatoriais foi
descoberta por Macdonald [23, 24], sendo a férmula de Euler-Poincare 1til para as
identidades combinatoriais ditas Identidades de Macdonald que por sua vez estao
relacionadas as dlgebras de Lie de diferentes maneiras e podem ser associadas a
fungoes geradoras (em particular, géneros elipticos) na teoria quantica.

De modo a compreender a relagao existente a féormula de Euler

e algebras de Lie o capitulo de desdobra.

3.1 Complexos Diferenciais

Esta secao relembrara algumas das defini¢oes de complexos dife-
renciais que serao utilizados na sequéncia desse capitulo.
A soma direta €* = @ ¢* de espacos vetoriais €* indexada por
keZ

k inteiros é dita um complexo diferencial se existem homomorfismos
106 5
R N i A S (3.4)

de modo que §%2 = 0. Tal homomorfismo ¢ é chamado de operador diferencial do
complexo €*. Elementos c* € ¢* sdo ditos k-cochains.

Considere o espaco Z* definido por

Z% .= Kerd N €" = {2F € ¢* tal que 02 = 0} , (3.5)

k ¢ ZF sao chamados de k-cocycles enquanto Z* dito o

sendo que elementos z
espaco dos k-cocycles.

Ja um espaco B* sendo definido por

B* .= Imo ne&* = {b* € " tal que b* = 6¢*~! para um *~! € €71} (3.6)

2E notéavel que o cubo da série de Euler possua uma “forma” mais simples que a prépria
série em si.
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¢ dito espaco dos k-coboundaries e elementos b* € B¥ ditos k-coboundaries.

E possivel perceber que B*¥ c ZF c ¢* e de fato cada k-
coboundary b* é um k-cocycle: 0bF = §2¢F1 = 0.

Cocycles z* tais que z¥ # §¢¥~1 sdo ditos k-cocycles nao-triviais.

O espaco dos k-cocycles nao-triviais é parametrizado pelo espago quociente
H* .= 7%/ B*.

O espaco H* ¢ dito k-ésimo espaco cohomoldgico do complexo €*. A cohomologia
do complexo diferencial €* é a soma direta de espacos quocientes H*, assumindo

a forma de H* = & HF.
keZ

3.1.1 Exemplos
Complexo de De Rham

Seja X uma variedade diferencidvel (bem comportada) de di-
mensao real n, QF(X) é o espaco das k-formas diferenciais em X e d é a derivada
exterior: Q%(X) — Q*1(X), d> = 0. Dessa maneira temos o complexo diferen-
ciavel de De Rham

(X)) = & QF(X). (3.7)

Uma forma diferencial w em X é chamada fechada se dw = 0.
Uma forma diferencial 7 em X é chamada ezata se 7 = dy para alguma forma ¢.
Definindo Z%,(X) como sendo o espago das k-formas fechadas

em X e que B%,(X) seja o espago das k-formas exatas em X, nota-se que
Bip(X) C Zir(X) C Q"(X).

Lembrando que na linguagem de complexos diferenciais as k-formas fechadas
e exatas sao chamadas respectivamente de k-cocycles e k-coboundaries de De
Rham. Assim o espago quociente HYp(X) = Zk.(X)/B%,(X) é chamado de
k-ésimo espaco cohomologico de De Rham de X e a soma direta

= & Hin(X) (38)

Hip(X)
é dita Cohomologia de De Rham de X.

Complexo de Doulbeault

Seja Y uma variedade de dimensao complexa n e QP4(Y) o es-

paco das (p, q)-formas (bem comportadas) em Y. A derivada exterior d em uma
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variedade complexa é dividida em uma soma direta de dois operadores diferenciais

J e 0, tais que
d=0+4+0, d*=0*°=0*=00+00=0.

Esses operadores diferenciais atuam no espago Q74(Y') da seguinte forma:

0 QIUY) — PHI(Y), D QPU(Y) — QP(Y)

d: QMUY — QFFL(Y)) @ QPITH(Y) | (3.9)
Considere a sequéncia de homomorfismos
d 0 n
e — QPMY) — 0. (3.10)

aro(y) -2 arty) -2
Visto que 0% = 0, a soma direta QP*(Y) = & QP9(Y') dos espagos QP4(Y) é um
q=0

complexo diferencial, dito Complexo de Doulbeault.
Uma (p, q)-forma w ¢ dita d-fechada se dw = 0. Para o caso

q = 0 tais formas O-fechadas sdo ditas holomdrficas. Seja
(3.11)

(V) := Kerd N QP4(Y) = {w € Q1Y) tal que dw = 0}

P,q
Z5

o espaco das (p, q)-formas O-fechadas, i.e. g-cocycles de Doulbeault na linguagem

de complexos diferenciais, e seja

Imd NOPUY) = {7 € PI(Y)

BYIY) =
Ov para algum v € QPI7H(Y)}

tal que 7 =

(3.12)

o espaco das (p, q)-formas O-exatas, i.e. g-coboundaries de Doulbeault.
Denotando por EP(Y) := Zg’O(Y) o espaco das (p, 0)-formas ho-

lomérficas, o espago quociente Hy“(Y) = Z5*(Y)/B5(Y') é chamado de (p, q)-

1€simo espaco cohomologico de Doulbeault de Y.
Por fim, a soma direta

(3.13)

¢ dita Cohomologia de Doulbeault de Y .

3.2 Complexos de Algebras de Lie

Seja g uma algebra de Lie de dimensao infinita, e assumindo que

esta dlgebra possua uma gradacao, i.e. g é uma soma direta de suas componentes
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homogeéneas g(y), onde A sao elementos de um grupo abeliano;

800, 8] € 9 (3.14)

Consideremos um modulo A sobre g, ou g-module. A é um espago
vetorial com uma propriedade de modo que exista um mapa bilinear 1 : gx A — A

tal que
91, 92] = 91(g20) — g2(g1a)

para todo a € A, g1,¢2 € g. Em outras palavras, esse g-module ¢ um maédulo
esquerdo sobre a &lgebra envolvente universal U(g) de g, sendo que U(g) é a

algebra quociente da algebra tensorial

s  n—Vezes

T"g=PEe.. @9

n=0

pelo ideal gerado pelos elementos da forma [gy, ga] — (91 @ g2 — g2 @ g1).

Seja C™(g; A) o espago de todas as cochains, uma cochain n-
dimensional da dlgebra g com coeficientes em A sendo um funcional antissimétrico
n-linear sobre g com valores em A. Desde que C™(g; A) = Hom(A", A), o espago
cochain C™(g; A) se torna um g-module.

O diferencial d = d,, : C"(g; A) — C™*1(g; A) pode ser definido

Ccomo
dc(gla"'7gn+1) = Z (_1)s+t_lc([gs7gt]7glw"7/9\87"-/g\t7"'7gn+1>
1<s<t<n+1
+ Z (_1)895C(91a s 7587 SEE) gn—i-l)a (315)
1<s<n—+1

onde ¢ € C™(g; A), 91, -, 8ns1 € 8, ¢ C"(g; A) =0, d,, = 0 paran < 0. Como
tem-se que dp41 © d, = 0 para todo n, o conjunto C*(g; A) = {C"(g; A),d,}
¢ um complexo algébrico, enquanto a cohomologia correspondente H"(g; A) é
conhecida como a cohomologia da dlgebra g com coeficientes em A.

Seja C,(g; A) o espago das chains n dimensionais da dlgebra de
Lie g. Podemos defini-lo como A ® A"g. O diferencial 6 = 4§, : Cy,(g; 4) —
Cr—1(g; A) é definido pela férmula

Sa@ (@A Ag)) = > (1) a@ (g8 At A B Bie A B
1<s<t<n
+ ) (-1)'0a®@ (G A Fee Ag). (3.16)

1<s<n
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A homologia H,(g; A) do complexo {C,,(g; A),,} é conhecida como a homologia
da algebra g.

3.2.1 Formula de Euler-Poincaré

Suponha agora que o g-module A possa ser gradado por compo-
nentes homogéneas A,y de tal maneira que gA) C Angp. Para o caso em
que o médulo A é trivial assume-se que A = A(). A gradacao de nossas dlgebras
de Lie confere uma gradacao aos dois espacos, chains e cochains, de modo que

podemos definir

Chy(gA) = {cel(gA)c(ar,. .-, )
€ A(t.tr-n Dbara giég(/\i)}; (3.17)

oM (9;A) sendogerada pelas cadeias a ® (g1 A ... Agy), a € Ay,
9 €90), Mt T A Fp=A. (3.18)

Temos d(C)(g; A) € CiiH(g: A) e 6(C (g: 4)) € O (g; 4)
e ambos os espacos adiquirem gradagoes, ja que as estruturas multiplicativas
cohomolégicas (e homoldgicas) sdo compativeis com as gradagoes, por exemplo,
Hpy(g) @ Hpy(9) € H L (9)-

O complexo Co(g), g = ®3,8(n), dimgn) < oo, pode ser de-

composto numa soma de complexos
0 — CP(g) «— CP(g) ... +— CP(g) +— 0, (3.19)

de maneira que cada complexo oM (g) ,para cada A, é composto de um niimero
finito de espagos de dimensao finita. Dadas tais condigoes, a férmula de Euler-

Poincaré nos fornece:
D (=1)mdim CY(g; A) = > (—1)"dim H(Y (g; A) . (3.20)

Com o intuito de agrupar tal sequéncia de identidades, podemos

introduzir uma varidvel formal ¢ e reescrever a identidade (3.20) como uma série
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formal de poténcias *:

D (=D)"Pdim CP(g) = Y (~1)"¢Mdim H{Y (g) = [J(1 = ¢m) ™. (3.21)

m,\ m,A n

Para uma &lgebra de dimensao finita g obviamente temos C"(g) = [Cy(g)]* e
H"™(g) = [H,(g)]*, onde o simbolo * denota o espago dual. Esté claro que no caso
de cohomologias temos uma série de poténcias semelhante a 3.21. Para o caso
de dimensao finita, bem como para o caso de dimensao infinita, um elemento do
espago H"(g; A) define um mapa linear H,(g) — A; se a dlgebra g e o médulo A
tem dimensao finita, entdo H"(g; A*) = [H,(g; A)]*.

De modo a obter a identidade em sua forma final, a homologia
HY (g) deve ser calculada.

Seja g uma &lgebra de Lie (poli)gradada,

g= @ I, )

A120,..,A, >0
A+ A >0
satisfazendo a condigao dim gy, .. x,) < 00. Para séries de poténcias formais em

1, ---, G temos a seguinte identidade [1]:

D (DTt H ) = [T (gt gt (3.22)

ML, AR N1y,

) nas suas formas fi-

Pode-se encontrar em [1] alguns calculos da homologia HY
nais. Existem algebras que podem ser construidas de automorfismos exteriores de
algebras simples que possuem um centro finito. Nesse caso tem-se que encontrar
as dimensoes do espaco H.(/\l"”’/\")(g).

De maneira geral pode-se obter certas férmulas para os polino-

mios de Poincaré da seguinte forma

[T —gmdme, 0 —gmyee. (3.23)
n n
Essas formulas estao associadas as dimensoes das homologias de espacos topo-
l6gicos adequados e vinculadas a funcoes geradoras e, possivelmente, a géneros
elipticos. No préximo capitulo mostraremos que fungdes geradoras da forma (3.23)
possuem representagoes em termos de funcoes espectrais do tipo Selberg relacio-

nadas ao subgrupo de congruéncia de SL(2,7Z).

3Se A é o corpo principal a notacao C,(g; A), H,(g; A) é abrevidada para C,,(g),H.,(g).
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Capitulo 4

Funcoes Espectrais de Geometria

Hiperbdlica e Aplicacoes

Esse capitulo foi organizado de maneira a ilustrar a correspon-
déncia entre as fungoes espectrais de geometria hiperbdlica 3D (seu espectro a
ser codificado nas fungoes espectrais Petterson-Selberg) e as séries de Poincaré
associadas a estruturas conformes em duas dimensoes.

Comegando com a ideia de conjugacao em SL(2,C) e utilizando
a notagao usual para G = GL(2,C) sendo o grupo as matrizes S 2 x 2 com
entradas em C (corpo dos nimeros complexos) e det S # 0. Temos o subgrupo
SL(2,C) dos elementos S de G com det S = 1.

Dados A,B € GG, denota-se que A e B sao G-conjugados se para
algum S € G tem-se A = SBS~!.

Sendo A € SL(2,C) e A # +£1, entdao A é G-conjugado a uma

A0
0 1/x |’

com A\ # 0,4+1. Com isso em maos classifica-se A como sendo:

matriz do tipo
+1 1

0 =1

e Um elemento parabdlico se Tr A = £2,
e Um elemento eliptico se TrA e R e [Tr A|] <2,
e Um elemento hiperbdlico se TrA € R e |Tr A| > 2.

Caso Tr A € C —R A é dito loxodromico.
Agora para a,b € R (fixos), com a # 0 !, define-se

ea+ib 0
7 = V(a,b) = O 6—(a+’ib) ] (41)
O subgrupo discreto I' = I'(y 3y € SL(2,C) gerado por « é dado por
:={y"|ne Z}. (4.2)

la # 0 implica que v # +1. v é loxodrémico a menos que b = 7n, com n € Z, o0 que nesse
caso deixa ~ hiperbdlico.
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O grupo complexo unimodular G = SL(2,C) age no espago hi-
perbélico real H? de maneira padrao, ou seja, para (x,y,2) € H? e g € G, temos
g (z,y,2) = (u,v,w) € H3.

Onde temos que r = x + 1y,

g:[a b], (4.3)

u+iv = [(ar + b)(cr +d) + ac2?] - [|er +d|? + |¢|*2%] 7, (4.4)

w=z-[ler +d* + |c]*2?] 7. (4.5)

Aqui a barra indica o conjugado complexo.

4.1 Funcao Espectral de Selberg-Patterson

Seja I' € G um grupo discreto de GG definido como

I = {diag(e?m(Imr+iRer) o=2nn(mr+iRer)) ., e 71 — fgn . p e 7},
v = diag(e2rmriRen) 6—27r(ImT+iReT))‘ (4.6)
Pode-se definir a func¢ao zeta tipo Selberg para o grupo I' = {4" : n € Z}
gerado por um simples elemento hiperbélico da forma v = diag(e®,e=*) [20],
onde z = a + i para o, 3 > 0. De fato tomaremos a = 2xlm 7, f = 27rRer7.

Para uma agao padrao de SL(2,C) em H? tem-se

x e 0 0 cos(B) —sen(B) O x
Yly =] 0 e 0 sen(f)  cos(B) 0 y (4.7)
z 0 0 e* 0 0 1 z

Portanto v é uma composicao de uma rotacao em R? com autovalores complexos
exp(+if) e uma dilatacdo exp(a).

A fungao espectral de Selberg-Patterson Zr(s) pode ser atrelada
a H3/T (veja [8]) como se segue:

Zr(s) = [ [1— (eP)r(e7)lzemhthatao], (4.8)

k1,kg>0
k1,k2€Z
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Coky ey = — (k1 + ko) +i (k1 — ko) B/a+ 2min/a, n € Z. (4.9)
O logaritmo de Zr(s) para Res > 0 é dado por [§]
1 o0 e—na(s—l)
log Zr(s) = —= —. (4.10)
4 ngl: n[sinh? ( ") 4+ sen? (%)]
4.1.1 Funcoes Geradoras
Utilizando a igualdade
senh® (an/2) + sen? (An/2) = |sen(n7w7)|* = |1 — ¢*|*/(4|q|") (4.11)
e a equagao (4.10) pode-se encontrar as seguintes relagoes:
0 (€+€)n _ )|q|—n
1 _ m+a — 1 1— m+a _ q
©8 H n; og(l 4 Z 4n| sen mrT)P
Zr(§(1 —t)) }
= lo , 4.12
& lzr(g(1—it)+1+z't) (412)
00 X =(l+e)n 1 _ >|q| n
1 1—g7) = Y1 7 =31 1
Ognl:_lz( ") Z og(1 ; 4n|sen(nmT)|?
Zr(§(1 +it))
= 1 4.13
°8 {Zp(g(l Fit)+1—it)]|’ (4.13)
S — (1) (1 —g")|g| "
1 1 m-e — l 1 m-te — (
OgWI:[g +4¢") mze og(1+¢"™) ; 4n|sen(nmT)|?
= log [ Zr(é(l —it) + 277(7')) } ) (4.14)
Zr(E(1+it) + 1 —it +in(1))

o0

b —1\nglttemn(1 — gn —n
logH 1+—m+8 _ Zlog(l +qm+6) _ _Z( ) q ( q )‘Q|

m=/{ n=1
e [ Ze(€(1 + it) + in(r)) 1
T Oz Lt ran(n)]

onde l €Z,,e€C,t=Rer/Im7,{=(+ecen(r)=+(2r)"!

4n|sen(nmT)|?

(4.15)
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Lembrando que a funcao n de Dedekind é dada por

no(q) = ¢ T (1 —q"),

neZy

vamos agora apresentar algumas funcoes ja bem conhecidas e suas propriedades
modulares sob a acdo de SL(2,Z), para os casos especiais associados a (4.12) e

(4.13), (veja [2] para mais detalhes):

_ o mery _ nle?)
hla) = q mlé;(l q""?) (@) (4.16)
(@) = o T (14 gmtd) = w@® 117
Bla) = mle;( He 1(q2)np(¢?) 1
_ 4 me1y _ (@)
fsla) = q m];+(1+q ) = @ (4.18)

A extensdo linear de f1(q), f2(q) e f3(g) é invariante sob SL(2,Z) [2], ou seja?,

b b
ge[a ], temos g~f(7-):f<a7_+ >

c d ct+d

4.2 Funcao de Ruelle

Uma funcio de Ruelle R(s) pode ser definida® para uma Re s
grande e meromorficamente continuada para o plano complexo inteiro C [9]. R(s)
¢ um produto altenado de fatores mais complicados, sendo cada um deles uma

funcao espectral de Selberg,

dimX —1

R(s) := H Zr(s 4 p) =Y. (4.19)

p=0

Introduzindo a seguir as fungoes de Ruelle R(s), R(3), R(c), R(7):

o0

[Ta-q¢") = ] Ze(s+pA+it) " =R(s = {1 —it)), (4.20)

2Pode ser mostrado que essas sdo formas modulares de peso 0 para o principal subgrupo de
congruéncia I'8.

3Para uma variedade fechada hiperbélica tridimensional da forma X = H3 /T ( e qualquer
representagao ortogonal de 71 (X)) a torgao analitica toma a forma [11]: [Ty, (X)]? = R(0).
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ﬁ(1 7)) = J[ ZrG+p1—it) TV =R(5=£(1+it), (4.21)

ﬁ(l +q"%) = ][] Ze(o+p(1+it) ="
~ Rl =01 it) + in(r), (4.22)
ﬁ(l +7%) = [ 2e@+p(—it)) "
h - %2; = &1 +at) +an(r)). (4.23)

Como sabe-se que fi(q) - f2(q) - f3(q) = 1 tem-se

R(s =3/2—(3/2)it)-R(c = 3/2 — (3/2)it +in(r)) - R(c =2 —2it +in(r)) =1.
(4.24)

Um conjunto de funcoes geradoras tteis se encontra na tabela no apéndice.

4.3 Exemplos

4.3.1 Buraco Negro BTZ

O buraco negro BTZ possui uma descricao dada por
Bl"(%b) — H3/F(a,b)

para parametros a > 0, b > 0, onde H? = {(x,y,2) € R® | z > 0} é um espaco
hiperbélico 3-dimensional e ', C SL(2,C) é um grupo ciclico de isomerias.
Sabe-se que Br,, ¢ solugao das equagoes de Einstein

1

Rij — 599 — Agiy =0 (4.25)

com constante cosmoldgica A negativa, uma métrica hiperbdlica

2
ds® = %(daf + dy? + dz?) (4.26)

com 0 = (—A)"2, e curvatura escalar constante R, = 5 = —6A. A métrica
original de BTZ em coordenadas (r, ¢, 7) pode ser transformada para a encontrada

na equagao (4.26) por meio de uma mudancga de coordenadas (r, ¢, 7) — (x,y, 2)
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1 (veja [8, 20]).
Sejam M > 0, J > 0 a massa e o momento angular do buraco
negro BTZ, respectivamente, e seja r, > 0,7_ € iR ® os horizontes externo e

interno dados por:

o2 J2 O\ 2
7’_2"_ = 2 1 + <1 + M20'2) ) (427)
Ji
o= 22 (4.28)
27“.,.
Define-se
a:=mryjo, b:=m|r_|/o. (4.29)

E tem-se I'(, ) definido com o subgrupo ciclico de G = SL(2,C) cujo gerador é:

ea-‘rib 0
'Y(a,b) = O 6—(a+ib) ’ (430)
Capy = {Vap |7 €Z}. (4.31)

O elemento de volume Riemaniano dv correspondente a (4.26) é dado por

o3
dv = ;dxdydz. (4.32)

E conhecido que o dominio fundamental I, para a acao de I'(,p) em H 3 ¢ dado
por
Flapy = {(z,y,2) € H* | 1 <2® + 3" + 2% < ™} (4.33)

Vé-se que I'(,p) ¢ um subgrupo Kleniano de G, ou seja,

vol (F(a,b)) = / dv = 0. (4.34)
Fap)

Como F{, ) possui um volume hiperboélico infinito, a teoria espectral usual para

o laplaciano A[‘(a’b) de Br,,, nao é aplicavel. Esquematizaremos entao uma ana-

lise adequada do —Ap(a’b) onde a ideia central é a mesma das ressonancias de

espalhamento (scattering resonances), que substituem a fungao dos autovalores

do Laplaciano no caso de volumes infinitos.

Utilizando (4.26), é possivel notar que o operador Ar pode ser

1E a periodicidade da varidvel ¢ de Schwarzschild que permite essa descrigao orbifold, ou
seja, existe a identificacao ¢ ~ ¢ + 2mn.
5,2
¢ = —1.
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escrito como ©:

1 0? 82 0? 0

O espago das fungoes quadraticamente integraveis no buraco negro Br = I'\ H3,

em relagdo ao elemento dv em (4.32), possui uma decomposi¢ao ortogonal

>(Br,dv) = Y ®Hpy (4.36)

m,ne”

com isomorfismos do espago de Hilbert H,, ~ L?(R",dt) (com R sendo o

espago dos nimeros reais positivos), e ainda uma decomposic¢ao espectral

—0®Ar~ Y@Ly (4.37)
m,nEL
onde temos
i V. 4.38
Lmn = T 75 1 mn .
o 1+ V(1) (4389)

sendo operadores de Schrodinger com potenciais de Poschel-Teller

1 1
Vin () = (kﬁm + 5) sech?t + (m2 — Z) cosh?t (4.39)
com ;
o 1= — 2 4 T (4.40)
a a

Para detalhes e comentérios das relagoes acima veja [20].

A equacao de Schrodinger
U (x) + [E — Vin(2)]¥(2) = 0, (4.41)
que é o mesmo que o problema de autovalores
LV = K0

com E = k? — 1, possui uma solugao ja conhecida ¥*(z), dada em temos da
funcao hipergeométrica, com assintotas

Ut (z) ~ 70 . " ek (4.42)

sendo T}, (k) € Ry (k) os coeficientes de reflexao e transmissao, respectivamente.

%Usamos a notagao I’ para I, ).
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Definindo que k& = i(1 — s) pode-se montar a matriz de espalhamento

[Rinn(8)] = [Rmn(k)] (4.43)

de —Ar, cujas entradas sao quocientes de fun¢oes gama com pdlos triviais dados

por s =1+75[20],7=0,1,2,3,..., e pdlos ndo triviais dados por

st o= —2) — |m| % |kl (4.44)

mnj

sendo que k,,, em (4.40), j = 0,1,2,3,...; e também com a equagao (4.29).
Vamos comparar os zeros da fungao (4.9) com os pélos de espalhamento acima.

Resolvendo as equagodes, primeiramente para m > 0, temos:

k1+l€2 = 2]+m
]{fl—kg = +m

Por fim, resolvendo para m < 0 ficamos com

k1+l€2 == 2j—m
]{?1—]{72 = 4+m.

Dessa maneira é possivel perceber que (ki, ko) = (j,7 + |m]) ou
(j + |m|,7), como n e m estendem-se por todos os inteiros, os (ki, k2) correspon-

dentes estendem-se por todos os inteiros nao negativos. Com isso os conjuntos

{Coter oo = M 1, ko € Z, Ky ke > 0}

{Smmnj:n,m,j€Z,j>0}

coincidem.
E notével o fato do conjunto de pélos de espalhamento (4.44)
coincidam com os zeros da fungao zeta (4.9), como pode-se verificar. Entao a

fungao Zr(s) contém o espectro do buraco negro BTZ.

4.3.2 N =1 Supergravidade

O grupo de simetria SL(2,R) x SL(2,R) de AdS; ¢ substituido
por OSp(1]2) x OSp(1]2), onde OSp(1|2) é um supergrupo cuja parte bosonica
é Sp(2,R) = SL(2,R). O contorno C'FT possui supersimetria (1,1), ou seja,

supersimetria N/ = 1 tanto para os left-movers quanto para os right-movers.
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Existem poucas escolhas possiveis para funcoes particao, de tal forma ficamos

com
Tr exp(—BH —i0.J), ou Tr(—1)" exp(—pH —i6J). (4.45)

O momento linear conservado J = Ly— L gera uma rotacao no infinito no espago-

2J ¢ estados de

tempo assintdtico AdSs. O operador (—1)f é equivalente a (—1)
J inteiro sao ditos bosonicos e para J semi-inteiro fermionicos.
Essa propriedade é herdada do espectro perturbativo das exci-
tagoes de Brown-Henneaux. O traco pode ser calculado tanto no setor Neveu-
Schwarz (NS) quanto no setor Ramond (R). Pode-se calcular essas fungdes par-
ticao pela soma sobre variedades (three-manifolds) X que sao localmente AdS; e
cujo contorno conforme é uma superficie riemaniana ¥ de género 1 (genus 1).
As quatro fungoes particao possiveis associadas aos setores NS ou
R correspondem as quatro estruturas spin em Y. Um elemento g de G = SL(2,R)

atua na estrutura spin como

LR

com p,v € (1/2)Z/7Z , onde as quatro estruturas spin no téro (7%) 3 sao represen-
tadas pelo vetor coluna e p, v assumem valores (1/2) para condigoes de contorno
anti-periédicas (NS) e 0 para periédicas (R).

Levando em conta a escolha da estrutura spin em >, pode-se
somar sobre escolhas de X tais que dadas estruturas spin em > nao se extendam
sobre X. A estrutura spin NS em ¥ é compativel com Wy, (2.4) e dessa maneira
Wo,1 contribue para os tragos no setor NS, e nao no setor R.

A funcao particao das excitacoes left- e right-moving é
F(q,q) = Trxsexp(—pH —i0J). (4.47)
Agora, se =0, v = 1/2, entao teremos
G(q,q) = Trns(—1)" exp(—BH —i0.J). (4.48)

Entao a contribuicdo para F'(q,q) e G(q,q) associada a Wy ; para todas as estru-
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turas spin ficam [12]

2
—_ un: s . L 2 > ]_ ‘I— qn71/2
Fou(r,7) = Fo(fl d).Fo,1(T, 7)=|¢" /2‘ ) HW . (4.49)
n=2
0 1 1/2 2
_ un = _ _px /92 —q"
Go,l(ﬂ T) = G(()f,l d) Go,l(T, 7') = ‘q F /2‘ : H W (4.50)
n=2

As contribuigoes Fo(ff ) G((]flllnd) = |¢ 7+ ‘2 estao relacionadas com a energia do
estado fundamental. A contribuicao G, de Wy ; é obtida revertendo-se o sinal
de todas as contribuigoes fermionicas em (4.49). As funcoes completas F(7) e
G(7) podem ser conseguidas pela soma de Fy; e G sobre as imagens modulares

com (¢ + d) fmpar. Isso corresponde a estrutura spin com p = v = 1/2

~

2 > Fyil(ar+b)/(cr +d),7), (4.51)

¢,d|(c+d) mpar

N N

—_ 1
5)
\]
~—r
Il

ep=0ev=1/2

0

~

G

(1,7) = > Goallar +b)/(ct+d),7). (4.52)

2 ¢,d|d mpar

Os somatérios 4.51 e 4.52 nao dependem da escolha de a e b. Uma transformacao

modular 7 — 7 + 1 troca

(n,v) = (0,1/2) para (u,v) = (1/2,1/2),

ou seja,

F(r)=G(t+1)=F(r +2).

Pode-se calcular a funcao particao Ramond
K = Trgexp(—8H —i6J), (4.53)
para u = 1/2 e v = 0, entao
K(t)=G(-1/7).

Isso completa a lista de 3 entre 4 fungoes particao. Numa teoria supersimétrica

com espectro discreto, a quarta funcao particao

Q = Trg(—1)" exp(—BH —i0.J), (4.54)
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¢ um inteiro, independente de 3 e 6, ou seja, ela pode ser vista como o index de
um gerador de supersimetria. Essa funcao precisa ser calculada utilizando uma
estrutura spin impar, com g = 0 e v = 0. Normalmente em gravidade 3D a
funcao @) desaparece, ja que a estrutura spin impar nao existe sobre qualquer
variedade tridimensional (three-manifold) com contorno X.

Agora analisando as funcoes particao comentadas nessa se¢ao em
maiores detalhes e repetindo a andlise da se¢ao anterior utilizando a representacao
das fungoes espectrais para a teoria fatorizada holomorficamente {R(s), R(c)} e

anti-holomorficamente {R(5), R(a)}. Temos que

L] 0T
R A R ] [ [T, —7) ]

_ [Rlo=3/2— (3/2)it + m(ﬂ)}

I R(s =2 — 2it)
[R(7=3/2+ (3/2)it + in(7))
8 R(5 = 2 + 2it) } ’ (4.55)

G = [Tt [ Ty

R(s =3/2— (3/2)it)] [R(5=3/2+ (3/2)it)

As fungoes completas F'(7), G(7) tomam a forma

1 ~
Fl ] (7)) = Y BI™Y0enm) Rl
2 ¢,d|(c+d) odd
— Y R | [RS2R 6 0 anin)))
e,d|(c+d) odd (s =2 —2it + (7)) v
y R(c =3/2 j— (3/2)it —I— (1.—1— 2d/c)in(T)) 7 (4.57)
R(s =2+ 2it +in(T)) y
0 roun N\ A —
Gl ] (rm) = > GEn ) Gy
2 ¢,d|(c+d) odd

S GEm () { {R(s =3/2—(3/2)it + (1 + 2d/c)2’77(7))] }7

e,d|(c+d) odd R(s =2—2it + (2d/c)in(7))

{ [R@ =3/2+ (3/2)it + (1 + 2d/c>fm(r))] }
R(5 = 2 + 2it + (2d/c)in(7)) -

X

(4.58)
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Nesse caso as somas finais (4.57) e (4.58) sao divergentes (esses casos de divergén-
cia também sao encontrados em somas parecidas em [17-19]) as corregoes one-loop
devem ser regularizadas. Esse procedimento pode ser realizado por meio da téc-

nica de soma de Poisson de maneira similar aos calculos das séries de Poincaré
em [12].
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Capitulo 5

Algebra dos Operadores Vértice

assoclada a Carateres Formais

Nessa primeira parte do capitulo usaremos as defini¢oes e es-
truturas descritas em [2]. Primeiramente introduzida por Richard Bocherds, a
estrutura algébrica da dlgebra vértice acaba por fornecer uma rigorosa formula-
¢ao matematicapara a teoria de campos conformes em duas dimensoes.

Comecaremos com a estrutura algébrica surgindo como o limite
classico de uma algebra vértice, ou seja, a estrutura de uma algebra associativa,

comutativa e unitdria (unitaria).

Definicao 5.1. ! Uma dlgebra associativa, comutativa e unitdria é definida como

o espago linear V- em C, dotado com o mapa linearY : V. — End(V') que satisfaz
Y(v),Y(w)]=0 Yo,weV.
O elemento unitdrio, denotado por 1, € tal que
Y(1)=1y e Yw)l=v YoeV.

Pode-se definir a regra do produto por v-w =Y (v)w, Yv,w € V.
Visto que

A relagao

veow = Y)Y (wl=Yw)YWwl=w-v (5.1)

ve(w-z) = Y)Y(w)zr=Yw)Y(@w=Y@)Y(vw

mostra sua associatividade.

!Essa formulacdo ¢ equivalente & usual.
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5.1 Definicao

A formulacao anterior baseava-se em definir uma &algebra asso-
ciativa, comutativa e unitdria por meio de axiomas satisfeitos pelo seu conjunto
{Y(v) | v € V} de translagoes esquerdas. Uma dlgebra vértice é definida de forma
analoga, embora suas translagoes esquerdas dependam de uma variavel formal z,
com isso, uma algebra vértice pode ser vista como uma algebra dotada de uma

regra de produto dependente de parametro dada por

a,b="Y(a,z)b= Z ambz""t .

nez

A seguir definimos uma &algebra vértice. Uma dlgebra vértice consiste de quatro

elementos

(V;10),7,Y)
que satisfazem os axiomas listados mais abaixo, onde temos que:
e IV é o superespaco V = V5 & Vi, chamado de espaco dos estados;
e |0) € Vj é chamado vetor de vdcuo;

e 7' é um endomorfismo, linear e par que atua em V', chamado de operador

covariante infinitesimal de translacao;

e Y ¢ um mapa linear e que preserva a paridade, de V' para o espaco das

distribui¢oes formais com valores em End(V'), atuando como:
Y(,2) : V—=End(V)[[z,27Y] : a—Y(a,z),

onde Yv € V', Y(a, z)v € V[[2]][z71].

O campo Y (a, z) é dito um operador vértice. Esses quatro elementos (V, [0),T,Y)

dotam V' com uma estrutura de algebra vértice quando os seguintes axiomas sao

satisfeitos:
(1) Vécuo :
Y (]0),2) = Idy (5.3)
Y(a,2)|0) = a mod zV][z]] (5.4)
Ty = 0, (5.5)

(2) translagao :

[T,Y (a,z)] =0.Y (a,z), (5.6)
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(3) Localidade : {Y(a,z) | a € V} é uma familia local de campos, i.e. para

a,beV,
(z—w)"[Y(a,2),Y(byw)]=0 n>>0, (5.7)

onde [Y(a, 2),Y (b, 2)] =Y (a,2)Y (b,w) — p(a,b)Y (b,w)Y (a, z).

Consideremos agora um exemplo de dlgebra vértice®.
Seja 1 o elemento unitario de V' e uma algebra associativa, co-

mutativa e unitaria, dotada de uma derivacao par 1. Definindo que

Y(a,2) = ela,

Assim é concedida a V' uma estrutura de algebra vértice. Mais ainda,

T"a
a(,l,n)b: ( ol )b

e (b = 0 para n € Z*. Verificando primeiramente o axioma do vdcuo. Como

T é uma derivacao par e 1 é o elemento unitario,
T()=T1-1) = TA)-1+ (—1)PWPDO1.7(1) = 27(1) (5.8)

entao T'(1) = 0 e assim T0) = 0. Como tem-se que, Y (|0),2)b = (e*T1)b="be

Y (|0), z) = Iy. E mais ainda, tem-se que
Y(a,2)0) = (ea) 1 =a mod zV[[z]].
Verificando agora o axioma da translacao, tem-se que:

T,Y(a,2)]b = T(Y(a,z)b) —Y(a,2)T(b)
= T(eTa)b — (eTa)T(b)

[\
[\

= T(ab+T(a)be + T*(a)h5 + ) = aT(b) = T(@)T(5) 5 — -+
= (T(a) + T*(a)z + THa)5 + )b
= 0.(a +T(a)z+T2(a)% —I—T3(a)% b

= (0,Y(a,2))b

2Quando Y (a, 2) sdo séries formais em poténcia positivas de z, a dlgebra vértice é dita
holomorfica.
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Como V é comutativo, o axioma da translacao ¢é satisfeito de modo que, conse-

quentemente, [Y(a, z), Y (b, z)] = 0. Por fim, ja que

Y(a,z)b= Z ambz"""" = (eTa) b,

neL

T"a
n!

obtém-se a(_1_n)b = ( ) be apb=0paran € 7+,

5.1.1 Algebra dos Operadores Vértice

No estudo de teorias conformes um vetor v distinto surge. Esse

vetor é tal que o campo associado Y(v,z) = > _, L,27""2 é um campo de

nez
Virasoro com carga central c. Ou em outras palavras, seus coeficientes da série
de Fourier gera uma algebra de Virasoro (segdo 2.2) com um elemento central
atuando de forma cly (¢ € C) em V, onde L_y =T e Ly é diagonalizavel em V.
Esse vetor entao é dito um vetor conforme.

A algebra vértice passa a ser chamada de algebra vértice con-

forme de rank ¢, ou também é dita dlgebra dos operadores vértice.?

5.2 Algebra dos Operadores Vértice g-Deformados

Nesta secao serao apresentados a notacao e alguns resultados,
ja conhecidos na literatura, mas que precisaremos. Para isso seguiremos [25] e,
em particular, a elaboracao subsequente de [27]. Consideremos a hierarquia dos

operadores vértice g-deformados localmente F(f)(z, q) (p>1) dados por

e}

Fi ztr
FES)(Z7 Q) - eXp (Z 7 (1 _ qn)p_l Jin) . (59)

n=1

Onde temos que os J,, sdo os modos da dlgebra holomérfica de Kac-Moody U(1)

gerada pela corrente J(z) com a série de Laurent
J(2) =Y 2", Ju= 7{ (2" /2mi)J (2)dz.
nez

A dlgebra de Heisenberg? ¢ [J,,, J,n] = n6yimo, Ji = J_, e J,|0) =0 paran > 1.

Usando a seguinte identidade

—_

p—
Z:I:n/(l _ qn>p—1 — an:tn/(l _ qTL)_] 4 Z:I:n’
1

<.
I

30 campo Y (v, z) é chamado de campo energia-momento da &lgebra V [2].
40 modo de comutacio Jy é desconsiderado.
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obtém-se as seguintes relagoes recursivas

p—1 p—1

70, =TV [[T9(0z0), TP =TV [T (/0.9). (5.10)

=2

<.

<.
||
I\

Os operadores locais Fil)(z) = I"4(2) atuam nos estados de ¢ = 1 da teoria de

campo conforme 2d no espacgo de Hilbert e apresentam propriedades herdadas da
algebra dos J4.,,.

Eles obedecem a seguinte algebra

Fi(2)li(y) = Ta(y)lx(z), r,y € C,

D@l () = (1—y/2) T ()T (). (5.11)
Se introduzirmos Ly = Zf;o J_ndn, temos
d
[Lo.TY (2, 0)) = 2 TP (2,q). (5.12)

Entao I' ip )(z, q) sdo os peso 0 primdrios. Segue-se que, particularmente, o opera-

dor ¢Lo atua em I'+(2,q) do seguinte modo: ¢™°T'L(z,q)g L =T'1(qz,q).
Devido as propriedades J,[0) = 0, (0|J_, = 0 para n > 0,

os operadores ' (z) atuam no vdcuo como o operador identidade: I'((2)[0) =

|0), (0|T'_(2) = (0] o que implica em

1

1w

O (2)I'~(w)]0) = (5.13)
Como ja visto em [27], I'_(z) contém todos os monomios em.J_,, ,
S =11 (J_nj)kj ,onde A = (\f, Ag,...) é uma particao 2d, o estado I'_(2)|0)
é reduzivel e é dado pela soma de todas as particoes possiveis A\. No caso z =1,
I'_(1)]0) = 3" (2d partitions ») |A)- Uma relacao similar é valida para (0[I';(1).
Assim, com o ferramental matemaético apresentado, pode-se pros-

seguir para generalizacoes de dimensoes maiores. Por exemplo, pode-se reescrever
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Ff)(z, q) da seguinte maneira:

Mg = T T @ = []r-m "

t=—00

= exp (Z %ﬁ‘”) : (5.14)

n>1

rP0q = [[d"T+() () =]]T+(1) (¢
10 k=0
= exp (— Z %“z_—_;n)‘]"> : (5.15)

n>1

Os produtos Ht;l_oo(—) nessas equacoes sao tomados sobre fa-
tias diagonais de particoes 3d. Eles sao uma reminiscéncia do método de matriz
de transferéncia onde uma particao 3d é considerada como uma amplitude entre
a fatia em t = —oo (in-state) e a fatia em t = oo (out-state). A algebra desses

operadores vértice assume a forma

TP (g =Tz, TP I (w,q) =T (w9l (z,0).
(5.16)
Pode-se repetir recursivamente essa construcao. E isso nos leva a seguinte hierar-

quia de composicao de operadores vértice

F (n+1) H H H . qLO - qLO_ (517)

tn=1 to=1t1=1

. . 1
Uma expressao semelhante pode ser escrita para F(f+

) (z,q). Para n =0, temos
apenas que I'_ (2).
E possivel verificar que a expressdo para os operadores vértice

r (z,q9) (p > 1) atuando no vacuo é dada por

> 12" J_,
T% (z,q)10) = exp (Z—n (1_qn)p1> HF (42,) |0) .

n=1

5.3 Funcoes de MacMahon e Particao

Utilizando as férmulas do Capitulo 4, transcreveremos as funcoes
particao de MacMahon em termos de fungoes espectrais de geometria hiperbélica.

Dado que a funcao p-dimensional de MacMahon generalizada é
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expressa pela formula:

i (I+p—3)!
H [ (1—4") 4(1 DI(p—2)! (5.18)

=1

para p > 2, e caso contrério, definindo que Dy(q) = 1 e D1(q) = 11q As funcoes

de MacMahon 1d e 2d podem ser interpretadas como a correlacao two-point dos

operadores vértice I'y (1) e I'_ (¢)

Zyg = (0|F+(1) ~(q)]0) = (0| Ty (1) ¢*T— (1) |0) = 1—91) Y, (5.19)

Zog = (1) g™ T]T=(1)g"10) = (O (1) [ T-(q
E>1 k>1
= [T -d) " =2 R(s = 1 —ig(r))] (5.20)
k>1

Na secao anterior apresentamos a hierarquia de nivel p de operadores vértice F(ip ),

De maneira analoga a Z4 e Zyy pode-se calcular Zsg:

o = (o(fLor0) (I o) o)

(o T () [T 43 o)

0o 0 o~ k o0
=1 ki=jte -1 —k
= [1— ¢i+] = 1[I0 -4 =] -7 "2y
(=0 j=1 k=1 j=1 k=1
Onde na segunda linha da equacio (5.21) dividimos ¢*° em qho/2glo/? ¢ comuta-

Lo/2 para a esquerda e o outro para a direita. O

mos cada um dos operadores ¢
ultimo termo na equagao (5.21) é exatamente a forma habitual da Funcao 3d de

MacMahon, a qual, pode ser reescrita em termos das fungoes espectrais de Ruelle:
i —k pelaE =
TT [t - ¢ " P2EAD TTR (s = (1 — io(r))] (5.22)
k=1 n=1

Funcgoes Particao p-dimensionais

A estrutura das fungoes particao p-dimensionais Z,; pode ser
analisada em termos dos operadores vértice F(ip)(z,q) ja apresentados. Como
visto acima, (5.17), este pode ser interpretado como a generalizacao de nivel p de

I'_(2), obedecendo as seguintes relagoes

r® (z,q) = qLOF(,p) (1,q) g, para p>0.
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As fungoes particao p-dimensionais podem ser definidas como [27]

Zya = (O (TP (2,0)0) = (014 (1) T (1,)[0), p=0.  (5.23)

Pode-se reescrever tais fungoes em termos das funcoes espectrais de Ruelle. De
fato, comutando r® (z,q) a esquerda de 'y (1,¢) para p > 2, por indugao (deta-
lhes em [27]) temos

1 Otk vetaBaw9) T3 [ R(s =n(l —ig(r))) 17907
= 1] I e ) 62

com

C(n,p) = ' i (5.25)

Particoes Planas

Denominamos Z,; como uma funcao particao p dimensional. De-
vido ao fato de que as fungoes de correlacao dos operadores vértice corresponden-
tes admitem uma apresentacao que pode ser associada a particoes de dimensoes
maiores. Lembrando que partigoes de n de dimensoes maiores sao uma coluna de

nimeros que somados resultam em n:

n= Y Mg, Where mjj, > gk (5.26)
J1yeesJr 20
quaisquer j; > ki,j2 > ko,...,Jr > ky, e todos n; j,. ;. inteiros nao negativos.

Introduzindo agora a ideia de particoes planas que nada mais sao do que ma-
trizes bidimensionais de inteiros nao-negativos sujeitos a uma condicao de nao
decrescéncia ao longo tanto das colunas quanto das linhas. Vale lembrar que
diagramas de Young com regras de decrescimento ao longo das colunas sao equi-
valentes a partigoes planas. Utilizadas originalmente por Alfred Young em seu
trabalho sobre teoria invariante, elas possuem um importante papel na teoria de
representacoes do grupo simétrico e também aparecem na geometria algébrica e
varios problemas combinatoriais.

Denominaremos 7,.(nq, na, ..., ng; q) a funcdo geradora para par-
ticoes planas com no maximo r colunas e k linhas, e sendo n; o primeiro elemento
na i-ésima linha. As fungoes m,(ny,ns, ..., nk; q) sdo completamente determina-

das pela seguinte relacao de recorréncia e condicao inicial

ﬂ-l(nlv no,y ..., Ng; q) = q2§:1(nj) (527)
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nE ni—1 n1
k
. . 1\ .
T (n1,na, o) = @) YN N (. ms ),
mp=0mg_1=my mi=ms
(5.28)
Tr11(n1, na, . .., ng; q) pode ser representada como um determinante (para maiores

detalhes [10]):

o , -1
Tr(n1 s g @) = g det | gUG=0/2 [T . (5.29)
r—i+7—1 L<i i<k

Definindo o nimero de parti¢des planas de m, py-(m,n), com no maximo r co-
lunas e k linhas, e cada elemento < n, e sendo 7, (n;q) == >~ prr(m,n)g™.

Pode-se observar que

pelaEq. (5.28) —kn
Trr(nyq) ——— > (N1, oy a5 Q) = @ Trga (N, Mgy - M5 Q)
np<--<ni<n

pelaEq. (5.29) det [q(lj)(ljl)/Z < n—+r ) (53())

r—i+7

1<i, j<k

Como resultado temos as férmulas de MacMahon para a fungao geradora de

parti¢oes planas de k linhas 7y o (00; ¢) da mesma maneira que em [10]

o0

D proo(m,o0)g™ = (1 —gn) ™m0, (5.31)
m=0 n=1
Zpoo,oo(m, o00)q" = H(l —q")" = Zsq. (5.32)
m=0 n=1

Seja ux(j) o nimero de partigoes k dimensionais de j, entdo devido a conjectura
de MacMahon

Sl =TI =a) e, cmm =" )

Apesar da falsidade dessa conjectura, (5.33), ter sido mostrada
no final dos anos 60, [10], ela é verdadeira para k = 1 e k = 2. Sendo que é de

salientar que

Z,ul(j)qj = H(l —q")" = Zoa, (5.34)

ZM(J')Q’ = [[0-¢")" = Za. (5.35)
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Comparando (5.33) e (5.24), (5.25) temos as relagoes C'(n,k = 1) = C(n,p = 2),
C(n,k = 2) = C(n,p = 3). Utilindo-se de uma comparacao entre C'(n,k) e a
poténcia C(n,p) na expansao ¢ da fungao particdo p dimensional Z,; pode-se

corrigir a conjectura de MacMahon para o caso k > 3.

5.4 Funcoes Geradoras Multiparticionadas

Considere, para qualquer f-upla ordenada de inteiros nao ne-
gativos e nao todos nulos, (ki,ks,...,k) = k (denominado ¢-particionado ou

nimeros multiparticionados), as (multi)particoes, i.e. representagdes distintas

de (ki,ka,...,k¢) como somas de numeros multiparticionados. Denotando por
¢t (k) = c¥ (u; ki, ko, -+, kg) 0 ntimero de tais multiparti¢oes, também apre-
sentando o simbolo Csru’f) k) = Cﬁf) (u; k1, ko, -+, ke). Suas fungdes particao sao

definidas por

Flu) = H(l—uxlflxlf- m?‘) ZC(_U’Z)( )akiahz gk (5.36)

k>0 k>0

-1

G(u) = H (1 + uahah? -foe) = ZCSPM)( ok )t (5.37)

k>0 k>0
Assim,
log F(u) = — Zlog (1 —uzhghr .. xff) = Z Z %xﬁ"klx’;b .. .xznké
k>0 k>0 m=1
— u" 1 1 my—1
= ) ) (- a)
m=1
o _ -l
_ZmH1 a) (5.38)
m=1 J=1
logG(—u) = log F(u). (5.39)
Finalmente,

m !
Fu) — et x'zf—exp< %Hl—x ) (5.40)
m 7j=1

k>0
I
G(u) = ZCSFU’E)( ook a = exp < H (1—af ) . (5.41)
7j=1

k>0

TI’L

MS

m=1

Dentro dos problemas combinatoriais, ja ¢ de grande conheci-
mento que, os polinomios de Bell sdo de grande ajuda. Seguindo [10], gostaria-

mos de mostrar sua aplicagdo em partigoes multiparticionadas. A técnica dos
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polinémios de Bell pode ser utilizada para o célculo C(_Z)(k) e Cf) (k). Seja

Flu) = 1—1—273 (21,29, ..., T, (5.42)
P, = 1—|—ZP ci)xt e xyt
k>0
G(u) := 1—}—2@] (21, 79,..., 70, (5.43)
Q] = 1 + Z Q ’j .. x?f
k>0
Relagoes de recorréncia dos polinomios de Bell Y, (g1, 92, ..., gn) e funcoes gera-

doras B(u) tem as formas [10]:

L n
Yn—l—l(gl; g2, - - ,gn—i—l) - Z (k?) Yn—k(gla g2, - .- ;gn—k)gk-‘,—l, (544)
k=0

i T > gpu"
Blu) =Y S = logBu) = al (5.45)
n=0 ’ n=1 ’

Diferenciando em relagao a u verifica-se a segunda formula em (5.45) e se com-
pararmos os coeficientes de u™ na equacao resultante produz-se uma identidade
equivalente a (5.44). Pode-se obter, a partir de (5.44), a seguinte férmula para os

polinomios de Bell®:

Y91, 2,1 Gn) = Z o k ,H (gf) (5.46)

Seja fi(m) == H§:1(1 — 27")7!; os demais resultados se mantem (para detalhes
veja [10]):
P, — %y (015(1), 1BI(2) ... (G~ DIBG)). (5.47)
1
Qo = R Vi (=015(1), =115(2) ..., =(G = D!B()).  (5.48)

Como exemplo, calcularemos o coeficiente P,. Utilizando a relagao de recorréncia

5Férmula de Faa di Bruno.
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(5.44) temos:

Py = (1/2)Y2(6(1), Bi(2 ))—(1/2)36(51( )%, 5i(2))
— (1/2) (H 1—2?) +H (1—2?) )

Hierarquia Infinita

Considerando novamente a hierarquia F(_p)(z, q) dos operadores
vértice g-deformados, temos I'; (1) re (z,q) = M, (q) r® (2,¢) T (1), onde M, (q)

é precisamente a funcao p dimensional generalizada de MacMahon. A relacao ge-

ral fica
L1
01T () T (20) 0) = H T [-em2] L e
=0 k1=0ko=0 “1
com z;/z; = q*. No caso de 2, = 2y = - -- = 24 = ¢, temos
by —1 = ™ s —
Fu) = H (1- ughi ket +kf) = exp <— Z E(l —q™) Z) , (5.50)
k>0 m=1

m=1

G(u) = H (14 ugh et th) = exp (— i (_u)m(l — qm)_€> .(5.51)

m
k>0

Tais formulas podem ser interpretadas como ¢ copias de representacoes de CTF,
livres. De fato, definindo ugh 5 = Qyq¢* com Qy = ¢" - +k (k = (ky, ..., k)

tem-se

[e.9]

Z5 (Qx, q) = H [1— quko}_l = [(1 = QuR(s = (k1 + ...+ ke)(1 —io(r))] .

ko=0
(5.52)

Portanto o lado direito da Eq. (5.49) pode ser fatorizado como [[,~q Z2 (Qx, q) -
Tratando essa fatorizacao como o produto de infinitas cépias, cada uma delas em

Z5 (Qx, q) e correspondendo a CTFy livre.
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Capitulo 6

Géneros Elipticos

6.1 Protétipos para Géneros Elipticos

Em [7] foi estudada a problematica em se definir géneros elipticos
para variedades singulares, onde foram dadas as defini¢oes para orbifolds e para
pares constituidos des variedades projetivas. No trabalho mencionado acima seus
autores demonstraram que suas defini¢oes eram independentes das resolucoes das
singularidades.

Sendo que para um fibrado vetorial holomoérfico, £ em X, e uma

variavel formal z, usaremos as seguintes defini¢oes:

S,(2E) = 1@ 2qF @ 2*¢*Sym’E @ 2*°¢*Sym’E @ --- =S, ,F, (6.1)
A (2E) = 1@ 2qF @ 22FAE @ ZFAE @ - = A, F, (6.2)
S,(:E)* = S,(:E)® S, (ZE) , (6.3)
A (2E)S = A(zE)® A, (FE) . (6.4)

Tais defini¢oes possuem propriedades multiplicativas

SE®F) = (S,E)®(S,F), S,(ESF)=(S,E)®(S,F)™", (6.5)
A(E®F) = (AE)®(AF), AJ(EOSF)=(AE)® (AF)™". (6.6)

Para um fibrado vetorial holomérfico £ X e uma varidvel formal

z, usamos as seguintes identidades

S, (28) = 1@ zg€ @ 22¢Sym*E @ 2@PSym’E @ - = 5.,&, (6.7)
A (2E) = 1 @ 28 @ 2PAE @ PPAE @ - = AE. (6.8)

De maneira similar,
Sy (26)° =8, (26) @ Sy (ZE) ., Ay (26)° = Ay (26) ® A, (ZE) . (6.9)

Tais identidades possuem boas propriedades multiplicativas e seus elementos de-

vem ser entendidos como elementos da teoria K do espaco sujacente.
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SEDF) = (S,)@(S,F), S, (EOF)=(5,E®(S,F) ", (6.10)
AEBF) = (MNE)R(ANF), M (EOF)=(AE)® (AF)™".(6.11)

Na Egs. (6.10), (6.11) usamos o fato de que

Sym"(E@ F) = é Sym'(€£) ® Sym™ " (F), (6.12)
At"(E D F) = é ALt (E) @ AIt"(F). (6.13)

No caso de um fibrado linha L, temos S,L = 16971eZ+ L = (1eql)!t =
(A_,L)7!, e assim (ch‘f)_1 = A_,€ para qualquer fibrado &, e similarmente
(AE) =S5 ,E.

Exemplos
Polarizacao

Suponha que o par (X, g) seja um espago vetorial real (complexo)
de dimensao finita, com um produto interno g : X ® X — R (C). Isso significa
que g(a;b) = g(b;a) para a,b € X, e se a # 0; entao g(a,-) : X — R(C) é
uma funcao linear nao trivial em X. Denominaremos polarizacdo de um espago
vetorial X com o produto interno g a decomposicao X = X' & X’ tal que
g(ay, az) = g(by, by) = 0 para a1,a9 € X', by, by € X”. Estéd claro que g induz
um isomorfismo X” = (X’)*. Seja X = Xp® C e g = gr ® C. Considere X um
espaco vetorial complexo X, entdo X' = X, e X” = X,.. Para uma polarizacio
X = X' & X", define-se os espagos

Fr(X,9) = MED t"X) @ AP t"X")

neZ4U{0} nely
= AX) Q) ATX) Q) ALTX"), (6.14)
n€Z+ TLEZ+
Fys(X,9) = @ AE/°X") Q) At"H2X"). (6.15)
TLGZ+ TLGZ+

Carateres de fibrados algébricos vértice

Seja V uma dlgebra de operador de vértice tal que os autovalores
de Ly formem um conjunto enumeravel {hq, ho, ...} em C, e todos os autoespagos

tem dimensao finita. Seja V = &P V' a decomposicao do autoespaco de L

neEZy
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em V. Por definigao, o carater de V' é

ch (V;q) = ¢ /*STrqglo = g=¢/* Z STr(Id|V")q" (6.16)

onde STr é o supertrago, que nada mais é do que o traco comum num subespago
par, e o negativo do traco comum em um subespaco impar. A notacao a seguir
seréd utilizada:
G(V;q) =g 9/* Z Vhinghn, (6.17)
n

Assim, ch(V, ¢) pode ser obtido tomando-se o supertra¢o do mapa identidade em
G(V, q) termo a termo.

Suponha uma algebra de operador de vértice V' com uma corrente
U(1), e que os autovalores de Ly e Jy componham dois subconjuntos enumeraveis
de C, {hq, ha,...} e {j1,72, ...}, respectivamente.

Seja V=P

comuns de Ly e Jy. Suponha que cada V"™ tem dimensdo finita. Assim o

h ,j .~
—— Vhmdm g decomposicao de V' em autoespacgos

carater com carga U(1) de uma algebra de vértice conforme V' com corrente U (1)
¢ definida por [5]

G(Viqy) = Y Vimimghn o (—y)im, (6.18)

ch(Vigy) = Trg™ /' (—y)® = Tr(Id|V"mIm)g" > (—y)(6.19)

n,m

Se a gradacao Z gerada pelo autoespago de decomposicao de Jy
coincide com a gradagdo Z em V', tem-se ch (V;¢q,1) = ch(V;q). Finalmente

nota-se que o carater carregado para o espago de Fock fermionico é [5]:

ch (Vigy) =g ™ [T —pd™ MDA =y ™), (6.20)

JELy

no que diz respeito ao vetor conforme vy.

6.2 Geéneros Elipticos dos Modelos Sigma nao-

Lineares

Géneros elipticos de modelos sigma nao-lineares ja foram ampla-
mente debatidos, portanto faremos apenas uma breve revisao aqui. Em aplicagoes
fisicas, um geénero eliptico representa a funcao particao de one-loop de uma teoria

com supersimetria no minimo (0, 2). Nesse tipo de teoria os férmions movendo-se
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para direita estao todos no setor Ramond R (além disso, temos a funcao partigao
de uma teoria half-twisted), e possivelmente os estados left-moving também estao
twisted de alguma forma. Mais precisamente, consideraremos géneros elipticos
que sao da forma

Tr (=) exp(inJy)g"g" (6.21)

onde ¢ é o parametro modular, e a corrente J;, é uma corrente U(1) left-moving,
que é assumida a sua existéncia. Célculos de tal género foram iniciados em [21] e
discutidos repetidamente dentro da literatura fisica. Seguindo os passo e ideias de
[6], consideraremos modelos sigma nao-lineares com supersimetria (0, 2), definidos
em uma variedade complexa Kéhleriana X de dimensao n com um fibrado de
calibre &€ de rank r, que satisfaz A'PE = Ky chy(TX) = chy(€) .

Assumiremos X sendo um espago de Calab-Yau (que iremos ob-
servar casos especiais em que os resultados sensiveis podem ser obtidos de ma-
neira mais geral). Foi mostrado que o género eliptico comentado acima é um
index [21, 4]. Portanto, este index é invariante sob deformacao continuas da teo-
ria, e pode-se de maneira consistente deformar a teoria até o limite de distancia
onde o célculo dos index se torna o calculo de um campo livre. Uma vez que
os right-movers estao todos no setor R, esta claro que os modos nao-nulos dos
férmions e bdsons se cancelam, restando apenas os modos nulos dos left-movers
e right-moving contribuindo.

Os modos nulos right-moving sao definidos por um vacuo de
Fock transformando-se como um levantamento spinor de 7X [6]. Como resultado,
todos os estados que aparecem no género eliptico possuem indices spinores. Deve-
se salientar que o género eliptico é o index do operador de Dirac acoplado a varios
fibrados definidos pelos modos nao nulos dos campos. Para deixar isso especifico,
abaixo listamos alguns osciladores bosonicos e os fibrados correspondentes, para

um modelo sigma nao-linear em X:

Nivel de massa Oscilador Fibrado
oty TX
aty, oo TX @ Sym*(TX)

oy atyar ) e TX @ (TX @TX)®Sym?(TX)

No nivel de massa n, é facil verificar que o fibrado obtido acima
é o coeficiente de ¢" no seguinte elemento do grupo de Grothendieck de fibrados
vetoriais: @),z Sgn (TX).

Cada fator de S;n(TX) corresponde a um conjunto de estados
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na forma {1,a”,, o o™ o o o™ ...} e o produto tensorial contém todos
os produtos de todos 0s operadores de criacao nao nulos. Assim, por exemplo, o
resultado final para o género eliptico envolvera o calculo do indice de um fibrado
o qual possui, além de outras coisas, um fator do produto tensorial. Mais ainda,
porque temos implicitamente trabalhado com variedades complexas, fibrados ho-

lomérficos, e distinguimos o' ; de o', temos

Q) S (TX)*=TX &TX).

nel4

6.3 (0,2) Modelos Sigma nao-Lineares Supersi-

métricos

Usaremos com a seguinte notacao:

B| ¢ |(PE = R Soqr ((€P)°) . B C = Q) Soe ((€P)F)
| 94 ] € | 94 | n€Zs )2
(6.22)
FI S 1@ = @ M (€QF), F| & (%= ® Mo ((COF)
| A €Ly | A neZ /2
(6.23)
£¢ c._
BF i (P, Q)" = ggsgq (&P)© gmq (6.24)
A_ 5< ] C
BF P, Q)C .= Sqn ((€P)C Apgr 6.25
_Uqu_( ) n(EXZ)+ (&P) ngﬂ A (6.25)
Br| *° (PO = Q) S ((€P)°) Q) Mrg ((CQ)° (6.26)
L o4 )\q i nely /2 nely
ol oe¢ ] c
BF (P, Q)° = Sqn ((EP) Mg ( (6.27)
L o9 )\q i n§/2 n§/2 -

Nos modelos sigma nao-lineares (0,2) supersimétricos considera-
mos que a corrente J;, existe em virtude da condigao A"PE = Oy on &€ (e se torna

a R-corrente esquerda no caso especial de supersimetria (2,2)).
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Géneros do setor NS

Se os férmions left-moving estao no setor NS, entao o trago (6.21)
é dado por [21, 4]

e 1

g~ (1/29 @) / Td(TX) Ach | BF
X q g

(TX, E)C) : (6.28)

onde S,(T'X) é como acima, A,(€) simboliza um elemento do grupo de Grothen-

dieck dos fibrados vetoriais em X, definido como combinacoes lineares!

Ag=1+) JAI(E),

J

e o simbolo C indica a complexificacio: (TX)¢ = T"0X @ TIOX, (26)¢ = 2£ @
z€. O prefator de ¢ é devido a energia zero do vacuo: cada béson complexo
periddico contribui com —1/12; e cada férmion complexo anti-periédico contribui
com —1/24. O fato que os Sy sdo tensored juntos para um inteiro n reflete
o fato de que osciladores bosonicos sao integralmente moded; o fato de que os
Agn s@o tensored juntos por um semi-inteiros n reflete o fato de que osciladores

fermionicos sao semi-integralmente moded.

Géneros do setor R

Se os férmions left-moving estao no setor R ao invés de estarem

no setor NS, entdo o género eliptico Trrg(—) " exp (i7.Jy) ¢*°g* é dado por

2_1

q+(1/12)(7"—n)/ /Al(TX) A ch (z_’"/2 (det 5)+1/2 Ay (2€Y) BF 4 q
X

(TX, 5)C>
(6.29)
onde z = exp(—ivy) (cf. [4]).
No caso de X ser Calabi-Yau, det € é trivial, ja que A"PE = Ky,
entao a expressao acima é bem definida. E sabido que é possivel calcular o

género de Witten como um caso especial do setor R acima. Especificamente,

IEle surge fisicamente dos modos do oscilador do férmion left-moving, assim como o fator

B[ ; ] (T'X) surgiu dos modos do oscilador bosonicos.
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para z = —1, o género do setor R é proporcional a

Trnn(=)" (=) "7
1 1

q+(1/12)(r—n) A\(TX) /\Ch ((det 8)+1/2 Ay (5v> BF
q—dq

X

(TX, 5)“)

(6.30)

0 que é precisamente o género de Witten [21]. Esse género tem demonstrado
um papel fundamental na cohomologia eliptica [31]. Quando z = —1, am-
bos os géneros (6.29) e (6.30) sao modulares dadas as duas condigoes A'PE =
Kx, che(TX) = chy(€) se mantém [6]. No entanto nao é necessirio que X seja
Calabi-Yau.

Como exemplo, suponha que o polinomio de Chern tenha a forma
o(T'X) =IL,(1 + ). Para @Q,,cz, Sy ((TX)C) a cardter de Chern é

1
q

() S ((TX))) = (B

TZEZ+

Tx)) =T T] 1 -q"e)(1 =g e )]

% TZEZ+

= [[R(s =zi(1 —it)) R(s = —a;(1 —it))] "' . (6.31)

%

O fator de
272 (det 5)+1/2 Ay (2EY) = 27772 (det 8)_1/2 A (271E) (6.32)

surge acima dos modos zero dos férmions left-moving. Isso mostra a ambiguidade
no vacuo de Fock: se definirmos |0) por A*|0) =0 (ou |0) por A\”|0) = 0) entao

temos um conjunto de vacuos
0), AZ[0), <=~ , A" - X" [0)  (or [0), A%[0), ---, A -2 A%7]0)).  (6.33)

A existéncia dessas duas caracterizacoes diferentes dos vacuos de Fock corres-
pondem aos dois lados da equacdo (6.32). Mais ainda, esses vdcuos correspon-
dem a levantamentos espinoriais de £: nota-se que podemos escrever Aj(z€Y) =
S, (2EY)® S_(2£Y), onde Sy simboliza os dois chiral Spin© lifts de £, i.e.

S ()= P aey, s(&)=PaeY (6.34)

n even n odd

os quais sao transformados em espinores via fatores vdet €. (Fisicamente, todo
fibrado vetorial é acompanhado de uma métrica hermitiana fibrada, assim muitas

vezes falharemos em distinguir £V de £.)
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O prefator de ¢ é devido a energia zero do vacuo: cada bdson
complexo periddico contribui —1/12, e cada férmion complexo periédico contribui
1/12.

Perceba que nos levantamentos espinoriais de £, £ nao é com-
plexificado, ao contrario dos modos nao nulos. Isso se deve a ambiguidade do
vacuo de Fock, por isso foi usada a relagao {1, 1o, } o (5;-, depois entao tomou-se
uma das formas de v, 1; para serem os operadores de criacdo e a outra para

serem os operadores de aniquilacao?.

6.4 Geénero Eliptico dos Modelos Landau-Ginzburg

Sobre Espacos Vetoriais

Género do Setor R

Ja foi revisado alguns calculos de géneros elipticos em modelos
sigma nao-lineares; a seguir, reveremos calculos de géneros elipticos de modelos de
Landau-Ginzburg sobre espacos topoldgicos triviais, com superpotenciais quasi-
homogéneos, ja discutidos em [3]. Particularmente, nos focaremos no caso especial
de modelos de Landau-Ginzburg sobre a linha complexa, com superpotencial
monomial. Considerando um modelo de Landau-Ginzburg sobre a linha complexa
C, com superpotencial W = ®¥+2 assim como em [3], o género eliptico é definido
como o traco

Tr (=) " q"g" exp(iv.Jy) (6.35)
sobre os estados. As condicoes de contorno ao longo das direcoes timelike re-
querem maiores explicagoes. Trabalhando as cargas R esquerdas dos campos de
modo a entender o fator exp(iyJy) no trago. Por causa das interagoes dos super-
potenciais, a simetria R esquerda no mais apenas rotaciona os ¥_’s de uma fase,
deixando os campos invariantes, mas agora rotaciona todos os campos por uma
fase.

As cargas R esquerdas sao:

Campo carga R condigoes de contorno R
¢ 1 (b(xl + ]-7 x2) - ¢<x17 x?)
(/n 1 Vi(rr + 1, 22) = ¢y (21, 22)
’l/J_ —(k“l'l) ’QZ}_(JJ1+1,ZL‘2) :¢_($1,$2)

2A escolha é indiferente, pois a colecdo de estados resultante é a mesma.
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E mais, por causa das interagoes dos superpotenciais, (—)F R nao corresponde mais
apenas ao sinal nos 1, s, ele gera os sinais tanto nos ¢, quanto nos ¢ _ simultane-
amente. Apenas lembrando que campos com condig¢oes de contorno de Ramond
ao longo das direcoes timelike correspondem a tracos com fatores (—).0s modos
nulos de ¢_ contribuem com um fator exp(—iy(k +1)/2) —exp(+iy(k+1)/2), e

os modos nulos de ¢4 contribuem com um fator de exp(iy/2) — exp(—ivy/2).

Contribuicao Fermionica

Os modos nao-nulos dos férmions contribuem

[T 00— =0 — =g — =) — =)

=R(s=—iy(k+1)(1 —1it)) - R(s =iy(k+ 1)(1 —it))
X R(5=—iy(l —1it)) - R(5 =iy(1 —it)), (6.36)

onde assim como anteriormente z = exp(—i7y) e o sinal negativo sdo devido ao
fator (—)f® no trago (e também por causa das interagoes dos superpotenciais,
(—)™® multiplica simultaneamente ©_ e ¢, por um sinal).

Se fizermos com que L represente o fibrado tangente de C restrito
a origem, entao a expressao da contribuicao dos modos nao-nulos dos férmions,

escrita acima, fica da forma

ch (F

e podemos escreve-la dessa maneira como um index de um operador de Dirac.

Zk—f—l -1

(L)F|

(L)C) (6.37)

—q —q

Contribuicao Bosonica

Os modos nao-nulos dos bdsons contribuem

TT (0= =g — =) — )t — =)

= [R(s = —ir(1 —it)) - R(s = in(1 —it))] "
X [R(53 = —iy(1 —it)) - R(E =iy(1 —it))] " . (6.38)

que podemos escrever como

ch (B

- ] (L)‘C> (6.39)



58

Note que, pelo produtdrio acima, as contribuicoes § dos bdson e férmions se

cancelam.

Caso de modos nulos

Finalmente, nesse caso especial, os modos nulos® ¢y, ¢, também
contribuem com um fator [(1 — z)(1 —271)]~! como visto em [3]. Juntando tudo,

temos o género
fod) = ,—1/2 (Z(k+1)/2 _ Z—(k+1)/2) (1 _ k+1qn) (1 _ —(k+1)qn)
A -2 (1= =g (1 = 2¢")

seni (k4 1) [R(s = —iy(k+ 1)(1 —it)) - R(s = (iy(k + 1)(1 —it))
R(s = —iy(l —it)) - R(5 =iv(1 —it))

neZly

i
sen 2

(6.40)

Podemos interpreta-lo como uma teoria index sobre um ponto, ou seja, um espago
de modos nulos bosonicos que satisfazem as condigoes de contorno ¢(xy, zo+1) =
exp(1y)p(xy1, ) para um v genérico, que é o mesmo que dizer, ¢y = {0}. Visto

que a expressao para os modos nao-nulos é dada por
1 _
L¢].
e

ch (B
(6.41)

Ao invés de se trabalhar com os campos com condi¢oes de contorno R ao long

LB L)CF L)F
— (L) » (L) ke, (L)

das direcoes timelike, pode-se calcular o género eliptico no qual 1)_ possua con-
dig¢oes de contorno NS em direcoes espaciais. Mas lembrando que por causa do
acoplamento 1, 1_¢* de Yukawa, se ¢_ possui condicoes de contorno NS, entdo
o mesmo se dard para ¢,, consequentemente as contribuicoes right-moving nao

se cancelarao.

Géneros do Setor NS

Na tltima segao foram revistos os resultados de [3] quando se
calcula géneros elipticos de modelos de Landau-Ginzburg sobre espacos veto-
riais, no setor R. Nessa segao extenderemos os resultados de [3] para o setor
NS. A partir da tabela das cargas R esquerdas da tultima secao, vé-se que os

campos no setor NS possuem condigdes de contorno spacelike  ¢(x; + 1, 29) =
— (w1, 22), Py (w1 + 1w2) = —hy (21, 22), Y- (21 + Lwg) = (=) (21, 39).

3Levando em conta condicdes de contorno timelike, ndo existem modos nulos do ponto de
vista da quantizagao por integral de caminho. Os ¢g, ¢, aqui referidos sao apenas um artefato
de modulagao periddica na quantizagao canonica.
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Das condicoes de contorno acima, vé-se que é necessario considerar os casos de k

par e impar separadamente.

Caso para k sendo par

Nesse caso nao ha modos nulos, e os férmions contribuem

H [1 N zk-l—lqn} [1 . Z—(kz+1)qn] [1 . Z—lan] [1 . an]

n€Zy /2
= R(s=—iy(k+1)(1 —it)) - R(s =iy(k+ 1)(1 —it))
X R(s=—iy(l—it)) R(5=ivy(1—it)) (6.42)

e os bdson contribuem

R N R O

n€Zy /2
= [R(s = —in(1 —it)) - R(s = in(1 —it))] "
X [R(5=—iy(l—it)) R(E=iy(l—it))] " . (6.43)

Agrupando tudo, o género eliptico para um k par é dado por

H [1 . Zk-i—lqn} [1 . Z—(k+1)qn] [1 _ Z—lqn]*l [1— an]fl

nely /2
[ R(s = —iy(1 —it)) - R(s = iy(1 —it))
B |:R(S = _i’Y<1 — Zt)) . R(S — Z"}/(l _ Zt)) : (644)

Caso para k sendo impar

Existem modos nulos ©_. Nesse caso a contribuicao total dos

férmions é

(Z(k+1)/2 . Z—(k+1)/2) H [1 . Zk+1qn] [1 . Z—(k+1)qn] H [1 o Z—lqn} 1 — 27"]

nely neZy /2
=92 Sen%(k FDR(s = —iy(k + 1)(1 —it)) - R(s = in(k + 1)(1 — it))
X R(s = —iy(l —1it)) - R(s =1iy(1l —it)), (6.45)

e 0s bdson contribuem

H [1 — zflq”}_1 1— zq”]_1 [1 — zilqn]_l 11— zﬁ"}_l )
neZy /2
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Juntando tudo, o género eliptico é dado por

(D72 _ = 1)/2) H [1— 25+1g] [1— 26+ gn] H - qu,q—l 1= 2q""

i<y neZy—1/2

R(s=—iy(k+1)(1—1it)) - R(s = (iy(k+1)(1 — zt))}
R(s = —iy(1 —it)) - R(s = iy(1 —it)) '

Y Sen%(k +1) { (6.46)
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Capitulo 7
Branas Lagrangeanas

Relembrando a relacao entre vértice topologico e amplitudes de
cordas abertas na presenca de stack de branas. E conhecido que no caso de stack
de D-branas lagrangeanas terminando em uma das pernas de C* (seguindo [13]
na notagao e na reprodugao de resultados necessarios), a funcao partigao é dada
por

F(gV) =Y Cponlg") Tr,V. (7.1)

Onde Tr,V = s,(x) s@o fungées de Schur, x = {x1, 2z, } sendo os autovalo-
res da matriz de holonomia V', e C),,(¢q) é o vértice topolégico [14]. Também é
conhecido que o vértice topoldgico possui uma interpretacao em termos da con-
tagem de certas partigoes tridimensionais com assintotas fixas [15]. Sabendo que
as funcoes de Schur tem a propriedade s,/5(Q) = QM= v = X, e caso contrério

5,/3(Q) = 0, comecaremos o capitulo considerando uma brana lagrangeana.

7.1 Brana Lagrangeana Simples

Para uma brana langrangeana simples x = (—Q,0,0,0,---) te-
mos a ja conhecida fungao partigao

o0

Flg:Q) =] -Qq™*?)

n=1

pela Eq.(A.5)

R(s = (a —1/2)(1 —io(r)) +2). (7.2)

De maneira cuidadosa e em concordancia com as notacoes pa-
droes, usamos as variaveis {Q, ¢, t} quando falamos sobre amplitudes de cordas to-
poldgicas calculadas através de vértices topoldgicos, ver [13]. Esse conjunto de va-
ridveis é relacionado as nossas notagoes {Q%, ¢ = exp(2mit),t = exp(2mio)} da se-
guinte maneira: 7 = Fy/27mi, 0 = Fy/F}, quando colocamos um graviphoton field
strength (campo tensorial) constante nao autodual F = Fidz' Adz?+ Fodx® Adz?,
ea=—[,w/F [13].

A funcao particao de uma tnica brana lagrangeana, dada acima,
pode ser interpretada em termos de séries de Hilbert de produtos simétricos de
C. De fato, s,(Q) é nao-nulo apenas para as parti¢oes nas quais ¢(v) = 1, ou

seja, v = (11,0,0,---).
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Essas sao, precisamente, as particoes que discriminam os pontos
fixos do produto simétrico de C, i.e., Sym®*(C) possui apenas um ponto fixo

marcado pela fungao partigdo v = (e,0,0,---). Uma fungao geradora da série de

Hilbert de produto simétrico é [32]
Zw’“ [Sym*(C))(q). (7.3)

De maneira a determinar H|[Sym*(C)](q) note que Ry é o anel

de fungbes simétricas nas variaveis {z1, 29, -+ , zx} € por isso as fungoes de Schur
fornecem uma base de Ry, Ry = (s, (21, ,2x)|l(v) < k). A condigao {(v) < k é
necessaria desde que s,(z1, - - -, 2;) = 0 para £(v) > k. Ry, é isomorfo ao espaco de

Hilbert Hy, gerado pelo oscilador bosonico até a carga k. Os espagos de Hilbert
{Hi}32, formam uma sequéncia Ho C Hy C Hy C Hs C --- que corresponde a
sequéncia dos diagramas de Young de niimero de linhas crescente.

A agdo C* (em C ¢ atua como uma acao C* z — ¢z), que
eleva para uma ac¢ao em Sym®(C) tal que as fungoes de Schur s,(zy,- -, zx) s@o

autofuncées com autovalor ¢!, se torna a acdo de ¢ nos estados de H, com

LO - Zn>0 O_nQp,

k
H[Ri)(q) = Tgg™= > M=J[0-¢")"=swlad )

v|f(v)<k n=1
{ R(s =1 —io(r)) ]‘1
R(s=(k+1)(1—io(r)))] ~

Note que as séries de Hilbert de Ry, nesse caso tornam-se a fungao

(7.4)

particao do nimero de particoes com no maximo k partes. Entao as fungoes

geradoras &(1), q) sao dadas por

6(¢,q) = Zw’“H[Rk]U Zw’cm LO—ZW (L q )

= Lsw®s ) = Esslbad) = Zale s va?)
k=0

= S 5@ su(—a72 ZC@@V DTV = F(g; Q).

onde Tr,V = 5,(Q) e Q = ¢ 2¢. Tr,V = s,(x) onde x = {1, 29, -} sido os

autovalores da matriz de holonomia V. Entao a fungao particao assume a forma
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ZC@@V ) su(x Zsut su(x) = H (1+ (J*’”%%’)
by Ba.(4.6) [IR(s = (a; — 1/2)(1 —io(7)) + 2 +i/(2Im7)), (7.6)

J=1

onde a; = log z;/logq.

Se movimentarmos a brana para o infinito (Q = e~ Je® = 0) a
contribuicao dos modos mais elevados é suprimida. Mas por outro lado, conforme
a brana se movimenta em direcao a origem () — 1) modos mais elevados do
oscilador comecam a contribuir com o mesmo peso para a funcao partigao. Segue
também que o vértice topolégico Cygky(¢g) possui uma interpretagao que conta
o numero de estados de uma dada energia no espago de Hilbert Hy. E tentador
conjecturar que o vértice topoldgico com todas as trés partigoes nao-triviais possui

uma interpretagao similar em termos de fungoes espectrais.

7.2 Stack de Branas

Consideremos o caso de multiplas branas lagrangeanas em uma

das pernas de C3. Assim x = {z1, 29, -+ ,zy} € a funcdo particao se torna

Fxa) = D Coonla ) sux) = [[ IO+ 72

=1 k=1

= HR(S = (a; —1/2)(1 —io(7)) + 2+ i/(2Im7)).  (7.7)

Esta claro que a fungao partigao (7.7) é a funcdo geradora da série de Hilbert de

produto de produtos simétricos de C.
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Capitulo 8

Vértice Topoldgico e Amplitudes
de Cordas

Nesta se¢ao explicaremos a interpretagao (combinatorial) de vér-
tices em termos de particoes tridimensionais. O vértice refinado tem uma inter-
pretagao em termos de amplitudes de cordas topoldgicas abertas na presenca de
pilhas (stack) de A-branas. Esse vértice pode ser visto como pecas fundamentais
building blocks para o calculo dos nés invariantes de Khovanov que podem ser
obtidos de variedades Calabi-Yau toricas locais. A pilha de D-branas no con-
texto de vértice refinado também pode ser relacionada com o produto simétrico
de C, da mesma forma que foi possivel no contexto de vértice usual. O vértice
topoldgico refinado também possui uma interpretacao combinatorial em termos
de parti¢oes 3D [13, 28, 29].

8.1 Funcao Particao de Corda Aberta

Perceba que a funcao particao da corda aberta depende de qual
perna é colocada a pilha de branas. Basicamente temos trés opgoes para a funcao
partigao da corda aberta correspondentes as trés pernas de C? [13]:

(1) Croo(t,q) = (a/NZ s (t77) 5
(2) Cpuo(t,q) = (q/t)(HutHQ—lul)ﬂ s (q");
(3) Coou(t,q) = "2/ T e, (1 — 14200 g)).

Nos dois primeiros casos a funcao particao é a mesma que a
funcao particao obtida de um vértice comum exceto que a funcao particao depende
ou de t ou ¢, dependendo de qual perna a brana termina. O terceiro caso é
0 mais interessante, a brana pode terminar na perna preferencial. Nesse caso

x ={-@Q,0,0,---} a amplitude de corda aberta é dada por
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FQ.ta) = Y Coolt™a ) s(=Q) =D Coop(t™" a7 ) (-Q)"
00 " k k N
= 2 <Qﬁ> H(l —tq")

= § (o0 [Rls= (o =D —ie(m)]™
> (@) {R(s:(m;)(i—igm))} - B

*A funcao particao acima pode ser escrita usando uma série de Hilbert de pro-

dutos simétricos de C.

O caso do Calabi-Yau threefold X = O(—1) ® O(—1) — P!

Pode-se utilizar o vértice refinado topolégico para determinar a
fungao particdo generalizada para varios Calabi- Yau threefold toricos locais. A
compactificacdo da teoria de cordas tipo IIA em X +— P! d4 origem a uma teoria
de gauge U(1) N' = 2 no C? transverso num certo limite especifico [26]. A funcao

particao da corda topoldgica é dada por

Flg.Q) = Y Q"(=1)M"Cooula) Coomla) =Y Q"(=1)"su(a7)su(q )
- I (1—Qq’“”‘1> =H<1—q”Q>n
k,j=1 n=1
by Eq.(A.7) H R(s = (n+ a)(1 —io(r))). (8.2)

onde —log @) = f o w € o parametro de Kéhler, o tamanho do P!. Assim o vértice
refinado topoldgico pode ser utilizado para determinar a fungao particao refinada.

Outra opcao de fungao particao refinada é
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F(t.q.Q) = ZQ'” D Crpo(t, ) Crepolg, t)

Y Y

- 0 () e () e
= QM) e = [[ (- Q¢ e
= [IRG=(@+oG-12 =120 —ialr). (53

O caso do Calabi-Yau threefold X = O(0) & O(—2) — P!

No formalismo de vértices topoldgicos as funcoes particao assu-

mem a formal:

m(u)

ZQ'”‘ D" Coou(g) (=) ¢7= Copue(q)
ZQ' s (@) q"F s,(q7)
= > Qs ) slg?) = H (1 - Qq’““‘1>_1 =11 (1 - Qq") B
= [TRG = (n+a)(1 —io(r))] . (8.4)
F<t7q7Q) = ZQW(_l)W C@A@(t7Q)fA(t7Q) O/\tQ)(Z)(t7Q)
A

= Yo (%) O ) At ()
= Q\/7 Al S)\t S)\t q p) = H <1 - qut‘jl)_l
kj=1

H (s=0+a+o(j—1))1—io(r))] " . (8.5)

Jj=1

15 possivel obter-se essa geometria a partir de P! x P! locais adimitindo que o tamanho de
um P! é muito grande e tomando-se duas cépias de O(0) & O(—2) — P
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Capitulo 9
Conclusoes

O conceito central e o principal resultado nos exemplos vistos é
que as fungoes geradoras quanticas consideradas nesse trabalho podem ser con-
vertidas em produtos de funcgoes espectrais associadas a g-séries. Essa caracte-
ristica comum contém uma conexao com algebras de Lie de dimensao infinita e
suas homologias, juntamente com uma notavel ligacao com geometria hiperbélica.
Mais ainda, o link entre modelos quanticos bidimensionais e tridimensionais se
manifesta no fato que determinadas g-séries, como as séries caracteristicas e ca-
rateres de algebras de Lie superconformes, podem ser expressas de uma maneira
universal em termos de geometria hiperbélica. Os polinémios de Poincaré, os vér-
tices topoldgicos e as amplitudes de cordas podem ser convertidas em produtos
que herdam propriedades modulares e homoldgicas de algebras adequadas. Esse
ferramental matematico nos permite encontrar novos e interessantes resultados
(assim como importantes resultados ja conhecidos) particularmente em teoria de
campos superconformes. O interesse de esclarecer tal ligagao é um desafio para o

futuro.
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Apeéendice A

Propriedades Analiticas das

Funcoes Zeta

A magnitude da funcao zeta é limitada tanto para Res > 0

quanto Re s < 0, e seu crescimento pode ser estimado como

\Zw(s)\§< I1 elslf)( I1 (1—e(|5|*k1*k2”)>§Cle02|s|3 (A.1)

k1+ka<|s| k1+ko>|s|

para constantes adequadasvl, (', Cy. Percebe-se que o primeiro produtério do
lado direito de (A.1) fornece o crescimento exponencial, enquanto o segundo pro-
dutério é limitado. A fungao espectral Zg-(s) é uma fungao inteira de ordem 3

(trés) e finita, a qual pode ser escrita como uma produto de Hadamard [20]

2 3

zeﬁw(s):ewg(1_§)exp(§+25—<2+;?), (A.2)

onde X é o conjunto de zeros ¢ := (4, 4, € @Q(s) é um polinémio de, no maximo,

terceiro grau. Da representagao do produto de Hadamard (A.2) tem-se que

% log Zen (s) = %Q(s) + Z (/)" . (A.3)

Agora definindo que

— ) d
=y 1) i= —log Zer, (5

com s =y =+ 1. Fica-se com

(y+i&)?
y+ie)(£€—¢)’

=yt i6=Qs=yEid -1 Y : (A1)

ytieeX

Lembrando do capitulo 4 que a funcdo Ruelle R(s) é dada pela

divisao de funcoes de Selberg-Patterson dada por?

R(s) i= Zeo (s) Zor (s +2)/Zen (s + 1),

IDefinida para Res > 1 e podendo ser continuada meromorficamente em todo o plano
complexo C.
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Para o caso de AdS3, encontram-se as seguintes identidades de produtos infinitos:

1 _ unte) Z@W(S)
nll (1=a"") Zer (s +pu(1+io(r)
= R(s=(um+e)(1—io(r)+1—p), (A.5)
[T a+em) = 2o 2

Ze (s + (1 + 10(7)))
= R(s=(um+e)(1—io(r))+1—p+i/(2Im7)),
(A.6)

n

3

com q := e?™'7 o(r) = Rer/Im7, u € R, m > 1ec € C. Parav € C, ¢é
possivel que as fungoes de Ruelle sejam utilizadas para se escrever identidades de

produtos infinitos mais gerais, dados por:

H ") = R(s=(um+e)(1—io(r)+1—p)""
X H R(s=(un+e)(1—io(r)+1—p)", (A.7)
n=m+1
H (1+¢")"" = R(s=(@um+e)(1—ior))+1—p+i/2ImT7))"™

x J[ R(s=(un+e)(1—io(r)+1-p+i/(2Im7))".
n=m+1

(A.8)
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Tabela 1 - Lista de fungoes geradoras
oo n [ Zr(e—i .
L=l =q") = _Zp(glgfg—(it)+t1)—)kit)} = R(s=¢&(1—1it))
o0 —n+e Z i — .
[0 -7 = |7 s ] = RG=¢1+in)

[ (1+q¢"") =

[ (1+7") =
Il —q")
[l —7")
[l +4q")

[ +7")

Zp (E(1—it)+in(r)) ]
| Zr (E(1—it)+in(r)+1+it)

Zr (E(1+it)+in(T)) ]
| Zr (E(1+it)+in(T)+1—it)

[ Zr(2—2it)
L Zr (37’it)

[ Zr(2+2it)
| Zr(3+it)

[ Zr(2—2it+in(r)
| Zr (3=it+in(r)

[ Zr(2+2it+in(r))
| Zr (3+it+in(r))

ey

—

—
ool
N

<. | S,
~ |

g s
[ I——

B
Glofoles
++

A

1y _ I %it-H'n(T))}

(1 +g"2) =
Il
[LZ(—g7")" =
| o

[, (+q")" =R(@ =1 +it) +in(r) [[—, R(@ = (n+ e+ 1)(1 + it) +in(r))

N

N

PN
wlofolw

Lit+in(r))

_Zr(%+%it+in(7)):|
_Zr(g-i-%it—kin(fr))

= R(o =¢&(1 —it) +in(r))

= R(7 = £(1 +it) + in(r))
R(s =2 — 2it)

R(5 = 2 + 2it)

R(o =2 — 2it + in(r))
R(T = 2 + 2it + in(7))
R(s = 3/2 — (3/2)it)
R(5 = 3/2 + (3/2)it)

R(o =3/2—(3/2)it +in(r))

— R(7 = 3/2 + (3/2)it + in(r))

— ") =R(s =1 —it) T[ILR(s = (n+ £ + 1)(1 — it))

RGE=£604it) ' T[2,R(s = (n+e+1)(1+it))

(1+gt)"=R(o =& —it) +in(r) To, R(ec = (n+e+1)(1 —it) +in(r))
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