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NOGUERA, Diego. Emaranhamento de dois modos de campo numa cavidade
Optica por interagdo com atomos de trés niveis. 2014. 104 f. Dissertacdo
(Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2014.

RESUMO

Neste trabalho estuda-se o emaranhamento entre dois modos de campo de uma
cavidade por interacdo com atomos de trés niveis. Apresenta-se uma analise da
dindmica de um sistema de atomos de trés niveis interagindo com dois campos de
laser e dois modos de uma cavidade. Sdo considerados um atomo no caso sem
perda de coeréncia (causada pelo decaimento espontaneo) e N atomos no caso com
perda de coeréncia. Analisa-se o emaranhamento entre os modos de campo
quantizado da cavidade usando a soma de variancias dos operadores tipo EPR para
os dois casos. Para o caso sem perda de coréncia, estuda-se o valor médio do
campo elétrico na cavidade. Usando a negatividade é estudada a transferéncia de
emaranhamento. Para o caso com perda de coeréncia, mostra-se que nas condigdes
estacionarias da soma das variancias dos operadores tipo EPR, € possivel
aproximar-se do estado maximamente emaranhado para variaveis continuas pela
manipulacédo dos campos de laser e 0 uso de cavidades de alta qualidade.

Palavras-chave: Emaranhamento. Atomo de trés niveis. Cavidade éptica.



NOGUERA, Diego. Entanglement of two field modes in an optical cavity by
interaction with three-level atoms. 2014. 104 p. Dissertation (Master's Degree
Dissertation) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2014.

ABSTRACT

In this work we study the entanglement of the fields in an optical cavity by interaction
with three-level atoms. The system consist in N three-level atoms interacting with two
laser fields and two field modes of a cavity. We consider only one atom for the case
without loss of coherence (by spontaneous decay) and N atoms for the case with loss
of coherence. The entanglement of the fields in the cavity is analized with the
criterion of the sum of EPR-like operators for both cases. For the case without lost of
coherence, we study the mean value of the electric field. Using the negativity we
study the transference of entanglement. For the case with loss of coherence, it is
shown that is possible to approach the maximally entangled state for continuous
variables by changing the intensity of the laser beams and using a high quality cavity.

Keywords: Entanglement. Three level atom. Optical cavity.
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1 INTRODUCAO

O emaranhamento € um dos fendmenos mais interessantes da mecanica quan-
tica. Foi estudado ja nos inicios desta teoria, por exemplo, no trabalho apresentado por Schro-
dinger (SCHRODINGER, 1935) [13], e também no artigo apresentado por Einstein (EINS-
TEIN; PODOLSKY; ROSEN, 1935) [14]. O estado puro de um sistema quantico pode ser
representado por um vetor que pertence a um espaco de Hilbert. Existem casos onde o vetor
de estado do sistema ndo pode ser escrito como um produto tensorial dos vetores de estado dos
subsistemas, diz-se entdo que os subsistemas estdo emaranhados (NIELSEN; CHUANG, 2000,
p.96). Dois sistemas (ou subsistemas de um estado puro) emaranhados possuem uma correla-
cdo entre eles. Nas ultimas décadas o estudo do emaranhamento ganhou um novo interesse a
partir da proposta de um simulador quéntico universal feita por Feynman (FEYNMAN, 1982)
[15] e do computador quantico universal proposto por Deutsh (DEUTSH, 1985) [16]. Muitas
possiveis aplicagcdes do emaranhamento foram estudadas a partir desse momento, como por
exemplo, o cédigo denso, que € utilizado para comunicar dois bits cldssicos operando de forma
unitaria sobre um qubit (BENNETT; WIESNER, 1992) [17]. Outro exemplo de uma possivel
aplicacdo do emaranhamento € a teleportacao quantica, onde um estado quantico desconhecido
|¢), pode ser destruido e posteriormente reconstruido a partir de informagao puramente cldssica
e das correlagdes quanticas entre duas particulas de spin 1/2 num estado singleto (BENNETT
et al., 1993) [18].

Existem diversos sistemas fisicos que podem ser usados para o processamento
quantico de informacdo. Usando-se eletrodinamica quintica em cavidades, a computacdo quan-
tica pode ser implementada colocando-se 4&tomos individuais numa cavidade 6ptica. Pelo aco-
plamento dipolar com os campos da cavidade, os &tomos interagem com os fétons da cavidade.
Usando-se cavidades de alta qualidade aumenta-se a oportunidade dos d&tomos de interagir antes
de escapar, o acoplamento € melhorado, e a evolucdo causada pela interazdo dtomo-cavidade
pode dominar sobre os processos de decaimento (SCHMIDT et al., 2000, p.134) [37]. A compu-
tacdo quantica usando fons aprisionados pode ser implementada esfriando fons numa armadilha
linear até que sua energia cinética seja muito menor que a contribui¢do energética do spin. In-
teragindo com campos de laser, as portas quanticas que estdo constituidas por pares, tripletos
o subconjuntos de fons, podem ser preparados acoplando fons através de um movimento quan-
tizado coletivo, como na referéncia (CIRAC; ZOLLER, 1995) [38] ou (TURCHETTE et al.,
1998) [19]. A computacdo quantica via ressonancia magnética nuclear pode ser implementada
usando-se ensembles de moléculas inicialmente no estado térmico. Os estados de spin molecu-
lares s@o usados como qubits e as operagdes sobre eles sdo aplicadas usando campos magnéticos
(GERSHENFELD; CHUANG, 1997).
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Em caso de que sejam utilizadas cavidades dpticas, a interagdo entre um meio
atdmico e o campo eletromagnético proporciona as ferramentas para o controle de um sistema
quantico, além disso permitem também a geracdo de estados emaranhados. Quando os d&tomos
sdo colocados numa cavidade Optica, eles interagem com um ou dois modos normais da cavi-
dade, isto permite usar o meio atdmico como intermedidrio para controlar a dindmica do sistema
(MUCKE et al., 2010) [28], e gerar estados emaranhados (BLAIS et al., 2004) [20]. Além de
usar a interacao entre os a&tomos e o campo eletromagnético para poucos dtomos e fétons, pode-
mos também considerar sistemas de varidveis continuas (BRAUSTEIN; VAN LOOCK, 2005)
[21]. Aplicar campos de laser num meio atdmico que interage com a cavidade pode gerar efei-
tos nao lineares como € discutido no trabalho (IMAMOGLU et al., 1997) [22].

No caso em que um sistema composto A + B seja considerado como um
sistema fechado, sua evolugdo temporal serd unitdria. Pelos postulados da mecanica quantica
sabemos que a evolugdo temporal de um vetor de estado |¢)(¢)) para um sistema fechado estd
dada pela equagdo de Scrodinger. Da equagdo de Schrodinger pode ser obtido um operador
unitdrio U (t, tg) que transforma um estado inicial |¢y) em um estado |¢(¢)) para o tempo ¢, por
isso a evolucdo de um sistema fechado é conhecida como evolucao unitdria. A evolucdo tem-
poral de um estado misto pode ser descrita pela atuacdo do operador U (t, t) sobre o operador
densidade inicial do sistema p(t(). A dindmica do subsistema A serd obtida pelo traco parcial
nos graus de liberdade do subsistema B. A evolugdo temporal do subsistema A em geral ndo e
unitiaria (AUDRETSCH; 2007, p. 273) [34]. A dinamica de um estado de campo quantizado da
cavidade é representada pelo traco parcial nos estados atdmicos da matriz densidade do sistema

meio atdbmico-cavidade.

Isolar completamente o sistema meio atdbmico-cavidade ndo € possivel, entdo,
considerar fechado o sistema meio atdmico-cavidade € uma aproximacdo. Quando a interagdo
com o ambiente deixa de ser desprezivel, o estado do sistema meio atdmico-cavidade € obtido
fazendo o trago parcial nos estados do ambiente do sistema meio atdmico-cavidade-ambiente
(BREUER; PETRUCCIONE, 2002, p.115) [6]. A interacdo dos modos de campo do ambi-
ente com os dtomos gera o decaimento dos niveis de energia atdbmicos. Esse decaimento é
ocasionado pela emissdo espontdnea, que consiste na transicdo do atomo do estado excitado
para o estado fundamental emitindo um féton que € adicionado a um dos modos de campo do
ambiente (GRIENER, 1998, p.31) [9] . A reflex@o dos espelhos numa cavidade Optica ndo €
perfeita, isto induz uma perda de f6tons dos modos da cavidade pela interacdo com os modos
de campo do ambiente. A razdo de decaimento pelo vazamento esta dada pelo quociente entre
a frequéncia do modo da cavidade e o fator de qualidade (YAMAMOTO; IMAMOGLU, 1999,
p-151) [39]. Levando em conta os decaimentos do meio atbmico e a cavidade, o sistema meio
atomico-cavidade tem que ser tratado como um sistema aberto. As interacdes entre o ambiente

e sistema meio atdmico-cavidade geram correlacdes entre eles. Depois de fazer o trago parcial
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nos estados do ambiente, alguns conjuntos de estados mostram propriedades estaveis enquanto
as estacionsuperposicdes entre esses estados sdo destruidas ao longo do tempo. Esta destrui-
cdo dos termos de coeréncia da matriz densidade induzida pelo ambiente é conhecida como
decoeréncia (BREUER; PETRUCCIONE, 2002, p.219) [6]. A decoeréncia € frequentemente
utilizada para explicar o motivo pelo qual superposi¢des de sistemas macroscopicos em geral
nao sdo observadas (NIELSEN; CHUANG, 2000, p.387) [10]. Como consequéncia da decoe-
réncia causada pela dissipacdo, os termos de populacdo da matriz densidade do sistema atingem
valores estaciondrios. Na presenga da decoeréncia a evolucdo do sistema S = A + B acoplado
a o ambiente R ndo € unitdria. Um método para tratar este tipo de evolug¢do é lembrando que
para obter o operador densidade do sistema podemos fazer o traco nos estados do ambiente 2
do operador densidade do sistema total S + R. Isto € equivalente a definir uma funcdo entre
o espaco dos operadores densidade de S + R e o espago dos operadores densidade de S, esta
fun¢do € conhecida como operacdo quantica £. Uma operag@o quantica pode ser definida exi-
gindo que cumpra trés propriedades: ter traco entre zero e um, ser completamente positiva e
linear convexa (NIELSEN; CHUANG, 2000, p.367) [10]. Quando as escalas de tempo carac-
teristicas de decaimento das funcdes de correlacdo do ambiente sdo muito menores do que as
escalas de tempo caracteristicas da evolu¢do do sistema .S, entdo podemos utilizar uma aproxi-
macao markoviana. Neste caso a dindmica do sistema pode ser descrita pela equagdo diferencial
conhecida como equacao de Linblad (BREUER; PETRUCCIONE, 2002, p.123) [6], que cor-

responde a uma evolu¢do ndo unitdria.

Um estado emaranhado de varidveis continuas para dois modos de uma cavi-
dade 6ptica ressonante pode ser gerado por métodos como a conversao paramétrica descendente
(OU; et al., 1992) [23], ou pela geracdo de emaranhamento em um laser de batimento quén-
tico de dois modos (IKRAM; LI; ZUBAIRY, 2007) [35]. Os termos de populacdo da matriz
densidade do sistema atingem valores estaciondrios como consequéncia da perda de coeréncia
causada pela dissipagdo. Isso € usado para a geracdo de estados emaranhados de variaveis con-
tinuas em trabalhos como (LI; HU, 2009) [24], (CHENG et al., 2008) [27] ou (PIELAWA et
al., 2007) [36]. Nestes trabalhos o emaranhamento entre os modos da cavidade é estudado nas
condi¢Oes estaciondrias assintdticas. Um problema importante na implementacdo experimental
destes tipos de técnicas € preparacdo do estado inicial do sistema. Um sistema muito interes-
sante onde ndo se tem o problema da preparacdo de um estado inicial especifico é o sistema
proposto por (CHENG; HU; ZHONG, 2009) [2], onde se estuda o emaranhamento tipo EPR
via interagdes ressonantes ndo lineares melhoradas por transparéncia eletromagneticamente in-
duzida. Quando a dindmica do sistema de interesse € conhecida precisamos de algum critério
que possa determinar se hd emaranhamento. Para varidveis discretas pode ser usado o critério de
Peres-Horodeki (HORODECKI, 1997) [1] que permite definir a negatividade global (VIDAL;
WERNER, 2002) [25]. Para varidveis continuas temos o critério proposto por (DUAN et al.,
2000) [3] assim como uma generalizacdo do critério de Perez-Horodeki (SIMON, 2000) [26]
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para estados gaussianos.

O objetivo principal deste trabalho € o estudo dos estados emaranhados de
fotons numa cavidade Optica por interagdo com um meio atdmico. O trabalho esté estruturado
da forma seguinte: No capitulo 2 serdo apresentados os conceitos basicos necessarios para o
estudo da interacdo entre os &tomos e o campo eletromagnético, o emaranhamento bipartido e a
andlise do emaranhamento. No capitulo 3 serd estudado um sistema formado por N dtomos de
trés niveis interagindo com dois modos de campo quantizado de uma cavidade e dois campos
de lasers. Como os fétons ndo interagem entre eles, os 4tomos atuam como agentes interme-
diarios para o controle do sistema usando lasers. Os estados |1) e |2) estdo acoplados entre eles
em forma ressonante por um campo de laser de frequéncia de Rabi €2;. O estado |2) estd aco-
plado em forma ressonante com o estado excitado |3) por outro campo de laser de frequéncia
de Rabi €2,. Dois modos de campo da cavidade associados aos operadores aniquilagc@o a; e ao
sdo gerados numa transi¢do |1) — |3), sem os lasers o sistema seria reduzido a um sistema de
dois niveis |1), |3). Serd obtida uma expressdo que descreva a dindmica sem dissipa¢do para o
caso em que temos um Unico 4&tomo na cavidade. Usando o critério proposto por Duan (DUAN
et al., 2000) [3], que consiste em uma desigualdade que contém a soma das variancias de dois
operadores tipo EPR, serd analisado o comportamento do emaranhamento entre os fétons de
campo quantizado da cavidade. Usando a negatividade global serd estudada a transferéncia de
emaranhamento entre o sistema dtomo-modos de campo, assim como o emaranhamento entre
modo de campo comprimido e o resto do sistema dtomo-modos de campo. No capitulo 4 apre-
sentamos uma expressao que descreva dinamica do sistema quando os efeitos dos decaimentos
espontaneos ndo podem ser desprezados. Nesse caso, a evolugdo temporal do sistema nado é
unitdria. Usando o critério proposto por Duan (DUAN et al., 2000) [3] analisamos o emara-
nhamento, entre os modos de campo quantizado. Para o caso com dissipacao serd analisado
o emaranhamento entre os estados dos fétons de dois modos quantizados da cavidade para as
solucdes estaciondrias assintoticas das variancias de um par especifico de operadores (que sao
utilizados no critério de Duan [3]). Este trabalho comeca com o estudo do artigo (CHENG;
HU; ZHONG, 2009) [2], estudamos também a evolu¢@o unitdria e as solugdes para um tempo
t arbitrario das variancias dos operadores tipo EPR para a evolu¢do nio unitaria. Discutiremos
brevemente a viabilidade experimental do modelo. No capitulo 5 serdo apresentadas as consi-

deracdes finais.
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2  CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo apresentaremos 0s conceitos basicos necessarios para o estudo
da interac@o entre os dtomos e o campo eletromagnético, tais como a quantizacdo do campo
eletromagnético, os operadores de campo comprimido, a transicao entre dois niveis atdmicos
por interacdo com um campo de laser, e a interagdo entre um dtomo de dois niveis € um modo
do campo de uma cavidade. Para descrever a dinamica de um sistema que possui decaimento
dos niveis de energia atdmicos e decaimento dos modos da cavidade serd apresentada a equagdo
mestra markoviana que descreve a evolu¢do de um sistema quéntico aberto. Sera estudado tam-
bém um caso particular onde se apresenta o fenomeno da transparéncia eletromagneticamente
induzida, com o propdsito de apresentar um exemplo de como as propriedades do meio atdmico
podem ser controladas usando campos de lasers. Finalmente serdo apresentados os conceitos de
emaranhamento e a teoria bdsica do emaranhamento bipartido. Como o emaranhamento entre
os modos de campo quantizado da cavidade pode envolver as varidveis continuas, apresentamos
um critério de Duan (DUAN et al., 2000) [3] para detectar o emaranhamento dos estados gaussi-
anos. Fazendo uso deste critério serd escrita uma fungio V' (¢) que represente o emaranhamento

em fungdo do tempo.

2.1 QUANTIZACAO DO CAMPO ELETROMAGNETICO

Em muitos casos a radiacio eletromagnética ndo pode ser tratada em forma
cldssica, um bom exemplo € o efeito fotoelétrico. Para este e outro casos onde os efeitos quan-
ticos ndo podem ser desprezados precisamos quantizar o campo eletromagnético. Nesta se¢ao
discutiremos a quantiza¢do do campo eletromagnético no caso particular em que o campo es-
teja confinado num volume finito. Neste caso o campo eletromagnético pode ser descrito em
termos dos modos normais de campo, o que facilita o processo de quantizacdo. Seguindo o
procedimento encontrado em (GREINER, 1998, p. 5) [9], as equacdes de Maxwell sem fontes

sao

10E
B=-—— 2.1
VX cot’ (2.13)

10B
E=——— 2.1
V x o (2.1b)
V-B=0, (2.1¢)
V-E=0. (2.1d)

O campo elétrico E e o campo magnético B podem ser expressos em termos do potencial vetor

A e o potencial escalar ¢, da seguinte forma
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E=—-— —Vp, B=VxA. 2.2)

Usando as equacdes de Maxwell e o gauge de Coulomb,

0=0, V-B=0, (2.3)

obtemos a equacdo de onda para o potencial vetor,
1 0
c2 Ot?

Confinando o campo eletromagnético numa caixa cubica de volume L3. As condigdes de fron-

VA = A. (2.4)

teira sobre A sao

A(L,y,zt) =A(0,y,z,1t), (2.52)
Az, L,y,t) = A(z,0, 2,1), (2.5b)
A(z,y,L,t) = A(z,y,0,1). (2.5¢)

Para os modos normais todos a graus de liberdade oscilam com a mesma frequéncia, logo

A(z,y,2,t) = Az, y, z)e™", (2.6)

e usando as expressoes (2.4) e (2.6),

w2
<A + —2) A(z,y,2) =0, 2.7)
C
a solucdo normal é dada por
Ako = Npeoe™™  (0=1,2), (2.8)
onde
w2
K=k 4k + k= =, (2.9)
C

or w, = c*w?, o fator de normalizacdo NN, serd determinado posteriormente. Os vetores de

polarizacdo ek, e exo s@o perpendiculares ao vetor de onda Kk, isto é,

eko -k =0. (2.10)
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Os vetores de polarizacao sdo dois vetores linearmente independentes ortogonais entre si, isto

7z

c,

€ko ' Eko! = 50’0" (211)

O vetor de onda k tém a forma

2
k = (kx7kya kz) = fﬂ- {n17n27n3}7 ni, na, N3 € Za (212)

onde n; sdo nimeros inteiros.

A solucdo mais geral para o campo A é uma superposi¢do de todos os modos normais. Esta

superposicao € igual a uma série de Fourier:

A= Y D ok (t)Ake(x) + ai, (DAL, (X)] (2.13)

ke{k|k.>0} 0=1,2

Ax )= D ) Niewo (aro(t)e™™ + ap, (t)e ™) | (2.14)

ke{k|k.>0} 0=1,2

Usando (2.4) obtemos

2
Z Z Ni€ko [(—k‘QakU(t) - C—lz%aka(to e“‘-"} + H.c =0, (2.15)

ke{k|k.>0} 0=1,2
de onde podemos deduzir

d2
ﬁakg(t) + wiaks (t) = 0. (2.16)

Esta equacdo diferencial tém solucdo
ko (1) = ay) (0)e ™ + ) (0)™, 217)

entio de (2.14) obtemos

A= Y Y N [agj(o)e“k-x—wm + afj)(@)e"(k-wk“] +He o (218)

ke{k|k.>0} 0=1,2

Redefinindo as constantes livres como,
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(2.19)
0 campo A serd

At = DY ) Nitke [ake(0)e™ ™) — (—1)7a_1, (0)e " ®*FD] 4 H.c., (2.20)

ke{k|k,>0} 0=1,2

A(x,t) = Z Z Ny, [Ekoaka(o)ei(k'xwkt) + €fkaa7ka(0)€7i(k'x+wkt)] + H.c., (2.21)
ke {k|k. >0} 0=1,2

Axt) = Y ) Niewao(t)e™  + He. (2.22)

ke{k|k. >0} 0=1,2

Da eletrodinamica cldssica (GREINER, 1999, p. 257) [11], a energia do campo eletromagnético

¢ dada por,
1
H=— / d*z(E? + B?), (2.23)
87T L3
1 1 OA OA*
H=— [ &z |—.— A). AN . 2.24
87r/L3 xLZat g TV XAV X )} (2:24)
Usando (2.22) obtemos,

>z OA OA* kx . —ikx K x . ik x
| o= 2 o] (e = oo ™) (aene™ — e ) @25)

kk 0,0
onde
Gk = N N Ny €k - (2.26)
8me
Usando as relagoes,
/ Pre®Xe * X = [35,,/ (2.27a)
L3
Eko-Eko’! = 600”7 (227b)
Eko-E—ko' = —(—1)7 0507, (2.27¢)

da equagdo (2.25) obtemos



3z OA OA” w3 . Y
/Ls 8nc2 ot ot Z 8771;32 Ni L (ko gy + (—1)7 aoa-10) + Hec.
k,o

Em forma andloga [9] do célculo da segunda linha de (2.24) obtemos

3 8T mc?

d3
/ —(VxA)L.(V XA = Z Wi —* NZL? (agoay, — (—1)°axoa ko) + H.c.
L Ko

A soma de (2.28) e (2.29) é
w * *
= 3 L oty + )

Escolhendo a constante de normalizacao dos modos normais como
2mhe?
Ne =\ 75,
L Wi

hw * *
H = Z Tk (akoay, + gy ko)

a energia do campo eletromagnético é

20

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Agora introduziremos a quantizacdo . O Hamiltoniano H do campo eletromagnético e os coe-

. * . . ¢ oAt ~ ..
ficientes ks € qp, S€ convertem em OpGI‘EldOI‘@S, a partir de agora ay, sera @, ., € serao ex1g1das

as condiQ€s

N O

akaak/o./ - aklalaka - 5kk'50'0"a
&kgak/ r— &k/ ’&ka = O
aleaL, - &L /ako = 0.

Sob essas condi¢des o operador Hamiltoniano H pode ser escrito como
a=y hwg (op o
- 9 akgaka + akaakg )
k,o

. 1
H=>" Hhw, (a;c,akg + 5) :

k,o

Das equagdes de Heisenberg,

(2.33a)

(2.33b)

(2.33¢)

(2.34)

(2.35)



21

L 0. .
zhaakg = lako, H], (2.36)

obtemos o operador de campo elétrico,

~ 7 . .
E=—"+=- NLwiExo (d Se®x _ g e’“"x> . 2.37
C; kWkEke | Ok ko (2.37)

Com as equacgdes (2.35) e (2.37) podemos descrever o campo eletromagnético quantizado no

caso particular em que o campo esteja confinado num volume finito.

2.2 OPERADORES DE CAMPO COMPRIMIDO

Alguns tratamentos tedricos de um modelo que trabalhe com campos quanti-
zados sdo mais simples definindo um novo conjunto de operadores bosonicos conhecidos como
operadores de campo comprimido, como acontece no caso do amplificador paramétrico dege-
nerado (GARDINER; ZOLLER, 1999, p. 324)[12].

O operador de compressao de um modo € definido como

S(€) = exp (%g*aa — %ga*a*) , (2.38)

onde ¢ = re? é um numero complexo arbitririo. O operador de compressio tém a propriedade

A

ST(€) = S71(€) = S(=9). (2.39)

Uma aplicacao direta da férmula

ABet =B+ [A,B]+ % A [AB]]+-. (2.40)

leva as seguintes transformacdes unitdrias sobre os operadores de criagdo e aniquilacao:

ST(€)aS(€) = acoshr — afe? sinhr, (2.41a)

~

ST(€)atS(€) = af coshr — ae™ sinhr, (2.41b)

e podemos definir os operadores de criacdo e aniquilacdo do campo comprimido como

b=S1(€)asS(¢), bt =51(¢)als(¢). (2.42)
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A ac¢do do operador de compressao S (&) sobre as quadraturas do campo & = %(d +af) e

pe - e

SH(€)2S(€) = de ™, (2.43a)
SHE)PS(€) = pe”, (2.43b)

¥=zxe ", p=ype. (2.44)

Um estado comprimido |£) € obtido pela atuagdo sobre o estado do vacuo do operador de com-

pressdo S(€),

€)= S5(€) |0y, (2.45)

este estado também e conhecido como o estado do vacuo comprimido.

O operador de compressao de dois modos € definido como,

A 1 ... . 1.+
S(§) = exp (§€*a1a2 - 5@{@;) : (2.46)
onde ¢ = re? ¢ um numero complexo arbitrario. O operador de compressio de dois modos tém

a propriedade,

SH(e) = S71(¢) = S(-¢). (2.47)

Uma aplicacao direta da féormula,

ABe 4 = B+ [A, B} +% [A, [A, BH T (2.48)

leva as seguintes transformacdes unitdrias sobre os operadores de criacdo e aniquilacao,

ST(€)a15(€) = a coshr — abe sinhr, (2.492)
ST(€)alS(€) = al coshr — age ™ sinhr, (2.49b)
S1(€)a28(€) = o coshr — ale sinh 7, (2.49¢)
ST(€)als(€) = al coshr — e sinhr, (2.49d)
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e podemos definir os operadores de criacao e aniquilagdo do campo comprimido como,

~ ~

b= ST (€aS(€), bf = ST(&)afs(©). (2.50)

Um estado comprimido de dois modos |£) é obtido pela atuagdo do operador de compressio de

dois modos S(£) sobre o estado do vécuo de dois modos |0, 0):

€) = 5(£)0,0), (2.51)

onde a decomposicdo de Schmidt na base padrao de Fock é,

g =5 LAy 2.52)

Este estado também e conhecido como estado do vicuo comprimido de dois modos.

2.3 INTERACAO ENTRE ATOMOS E CAMPO ELETROMAGNETICO

Nesta secdo estudaremos a interagdo entre o meio atdbmico e campo eletro-
magnético, primeiro para o caso da interacdo do meio atbmico com um campo de laser, e depois
para a interacdo entre o meio atdmico € um modo de campo de uma cavidade 6ptica.

2.3.1 Transicao entre dois niveis atbmicos por interacao com um laser

Sejam |e) e |g) os estados excitado e fundamental de um dtomo de dois niveis. Para o Hamilto-

niano livre do dtomo H, temos que

Hyle) = fiwele),  Hylg) =y g). (2.53)
Usando a relagdo I = |e) {e| 4 |g) (g| é possivel escrever H como

Hy = huw |e) (e| + huwy |g) (9] (2.54)

Como o campo de laser € muito intenso ele pode ser tratado como um campo externo. Quando
o comprimento de onda do campo elétrico € muito maior do que o tamanho do dtomo é possivel
usar a aproximacao dipolar (BALLENTINE, 1998, p.358) [8] para representar a interagao entre

0 4tomo e o campo,

H; = —D - E(t, 1), (2.55)
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onde D = er e 1y € a posi¢do do nicleo atdmico. Fazendo ry = 0 (ntcleo atdmico na origem)

e considerando que o campo elétrico estd linearmente polarizado ao longo da direcao x,

Hy =-DE(t), (2.56)

Hr = (le) (el +1g) (gD (=D)(le) (el + |g) (gD E(2). (2.57)

Por consideragdes de paridade (¢| D |e) = (g| D |g) = 0, entdo considerando E(t) = E(t)I

temos que

;= Doy B(1) ) (9] — Dy (1) |g) fel. (2.58)

Para um campo de amplitude E, e frequéncia v temos que E(t) = E, cos(vt), entdo

H; = hQp cos(vt) |e) (g] + AV cos(vt) |g) (e] , (2.59)

onde a frequéncia de Rabi é definida como

(2.60)

Logo temos que

. h , h , h , h :
Hy = S0ne™ [€) {g] + S0ne lg) (e] + 3™ |e) (9] + 5 %e " g) (e]  2.61)

DegEo 4 A . ~ . ~
onde (2p = —*4=° ¢ a frequéncia de Rabi. Escrevendo H na representagio da interago, obte-

mos que

]:]} = exp [%Hot} ]:]I exp [—%ﬁot} , (2.62)

h

2
h * _i(v—w h * —i(v+w

5 ) o]+ 52 g (el

~ ) h .
Hy = S Qre™ " [e) (g + 5 Qe |g) (e]

(2.63)

onde w = w, — w,. Quando a frequéncia v € muito préxima da frequéncia w os termos com 0s
fatores e'(v 1)t g ¢=H*+9)t pgcilam muito rapidamente em relaciio aos outros termos, neste caso
€ possivel aplicar a aproximacdo da onda girante (SCULLY; ZUBAIRY, 1997, p.152) [5] onde

esses termos sdo desprezados. Segue que
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gl h —i(v—w h * _i(v—w
H; ~ §QR6 (vw)t g) (e| + §QR6 o)t le) (g1 (2.64)

Aplicando a transformacgdo H; = exp [—%ﬁét} Hyexp [’ﬁot] obtemos

i
2 h —ivt h * _qut
iy = 2 g) (el + R g) (el 2.65)

Para um meio atémico formado por N dtomos independentes € possivel generalizar (2.65):

N
. B ot o R S ,
H; = Zl (§QR6 g9 ()| + EQRQ ) <g(3)’) : (2.66)
J:
onde a equacdo (2.66) descreve o hamiltoniano de interag¢do entre um campo de laser e um meio
atdmico formado por N dtomos que nao interagem entre si.

2.3.2 Interacido entre um atomo de dois niveis e um modo do campo de uma cavidade

O campo eletromagnético em uma cavidade dptica pode ser considerado como
um campo eletromagnético confinado em um volume finito, entdo podemos tratar o campo
eletromagnético neste caso usando a equacgdo (2.37). Sejam |e) e |g) os estados excitado e
fundamental de um dtomo de dois niveis. Para o Hamiltoniano livre do dtomo H, atom temos que

HE"™ = T, |e) {e] + hwg |g) (g] - (2.67)

Usando (2.35) podemos definir o Hamiltoniano livre do campo H{“™°. A constante 1 pode ser

eliminada porque s6 agrega um fator de fase mais ndo muda a dinamica, logo

A

H{™° = hvala. (2.68)
O Hamiltoniano livre do sistema H, o€
Hy = Hg™ + HE™Po, (2.69)
Usando (2.37) podemos escrever o campo elétrico para um modo da cavidade:
E = icEy(ae™™ — afe™m), (2.70)

Nv ) ) . .
onde fy = — € a amplitude do campo. Considerando o nucleo atdmico na origem obtemos
c

~

E = ieEy(a — a'). (2.71)
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Usando a aproximagao dipolar para representar a intera¢ao entre 0 &tomo e o campo, obtemos

H =-D-E(t), (2.72)
Hy = hg(a —a') |e) (g — hg*(a—a') |g) (e], (2.73)
onde g = —+((e| D|g) - €) Ey para o vetor de polarizacio e. Logo
Hy = hgle) (g| — hga' |e) (9] — hg*a|g) (e| + hgal |g) (e|. (2.74)
Usando as relagdes
givalat s —ivalat —e g, (2.75a)
eil/d*dt&’[e—iuﬁ&t :eiutd‘f, (275b)

para escrever H ; na representacao da interagao,
FI} = exp {%ﬁot} H;exp {—%ﬁot] , (2.76)
obtemos

Hj = hgale) (g] e~ — hga' |e) (g| e — hg*a|g) (e] e+

: (2.77)
+hg*a' |g) (| .

onde w = w, — wy. Quando a frequéncia v € muito proxima a frequéncia w os termos com 0s
fatores e!(* <)t g e ~(¥+w)t oscilam muito rapidamente em relacio aos outros termos. Neste caso

€ possivel aplicar a aproximagao da onda girante onde esses termos sdo desprezados:
H, ~ hgale) (g eV~ + hg*al |g) (e] &), (2.78)

ﬁ} = hgale) (g| e O + hg*a lg) (e et (2.79)

onde ) = v — w. Aplicando a transformagio H 1 = exp [—%I:I(’]t] H 1 exp [%Hot} obtemos

H; = hgale) (g| + hga|g) (e| . (2.80)

Para um meio atdmico formado por N dtomos independentes € possivel generalizar (2.80):
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N

I:I[ _ Z (hgd ‘e(j)> <g(j)‘ + hga ’g(j)> <e(j)’) ) (2.81)

7=1
onde a equacdo (2.81) descreve o hamiltoniano de interacdo entre um modo de campo da cavi-

dade e um meio atdmico formado por N dtomos que ndo interagem entre eles.

2.4 EVOLUCAO DE UM SISTEMA QUANTICO ABERTO

Para descrever a dindmica de um sistema que possui decaimento nos niveis
de energia atdmicos e nos modos da cavidade serd apresentada a equac@o mestra markoviana
[6] que descreve a evolugdo de um sistema quantico aberto. Logo serd estudado o fendmeno da
transparéncia eletromagneticamente induzida com o propdsito de dar um exemplo de como um

meio atdmico pode ser controlado usando campos de lasers.

2.4.1 Equacio mestra

Um sistema aberto € um sistema quantico S que estd acoplado a outro sistema
B chamado de ambiente. O sistema combinado S + B poder ser considerado fechado. A
dindmica do subsistema S muda pela dindmica interna e pela interagdo com o ambiente, entdo
a evolugdo do estado do subsistema S ndo pode ser representada por uma evolucdo unitdria. O
espaco de Hilbert do sistema S estard representado por Hg, espaco de Hilbert do ambiente B
estard representado por Hp e o espaco de Hilbert do sistema total S + B estard representado

por H = Hg ® Hp, entdo o Hamiltoniano H do sistema total é,

H=Hs®lp+1s® Hp + Hy, (2.82)

onde H 5 € o Hamiltoniano do sistema .S, H 5 € 0 Hamiltoniano do ambiente, ]TS € o operador
identidade do sistema S, i p € o operador identidade do ambiente e H ;7 € o Hamiltoniano de

interacdo entre o sistema .S e o ambiente.

Para descrever a evolugdo temporal de S usaremos os métodos apresentados em (BREUER;
PETRUCCIONE, 2002, p.115) [6]. Considerando que o sistema total esta representado pela

matriz densidade p, o sistema .S estard representado por
ps = Trpp, (2.83)

ps = Trg{U (L, o) p(to)UT (L, t0)}, (2.84)

onde U (t,to) é o operador de evolugdo temporal para o sistema total. A derivada temporal de pg

pode ser obtida fazendo o traco parcial sobre o ambiente na equacio de Liouville-von Neumann
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para o sistema total,

d . : ~ .

Ps = —iTrg[H (1), p(t)]. (2.85)
Considerando que o estado inicial do sistema total S + B é p(0) = ps(0) ® pp onde ps(0) é o
estado do sistema S e pp € um estado de referéncia do ambiente. A transformacdo que descreve

a mudanga de pg(0) para ps(t) é,

{U,0)[ps ® ps)UT(¢,0)}. (2.86)

>
n
—~
(@)
SN—
>
n
—~
~
S~—
I
<
—~
~
SN—
>
wn
S
(@)
S~—
Il

Sendo S(Hs) o espago dos operadores densidade do sistema S, mantendo o tempo ¢ e o estado

pp fixos, a relacdo (2.86) descreve o mapa,

V(t) : S(Hs) — S(Hs), (2.87)

o qual é conhecido como mapa dindmico. Usando a base ortonormal {|p,)} € Hp podemos

escrever

pr = Aalpa) (#al, (2.88)
onde ) A, = 1. De (2.86) obtemos,
ps(t) =V()ps = > Was(t)ps W14 (1), (2.89)
a,B
onde os operadores Wag € Hg sdo

Was(t) = v/As (0al U(£,0) |5) . (2.90)

Os operadores Waﬁ € Hgs possuem a propriedade

> WasW/hy(t) =1, (2.91)
a,B
da qual € possivel deduzir,
Trs{V(t)ps} = Trs {ps(t)} = 1, (2.92)

entdo o mapeio dindmico V(t) representa uma opera¢do quintica linear, convexa, completa-
mente positiva e que preserva o trago. Para descrever a evolucio de pg usamos a familia para-
métrica {V/(¢)|t > 0} com a propriedade de semigrupo,
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V)V (b)) = V(ty +15),  ti,ta >0, (2.93)

Esta propriedade pode ser usada quando a escala de tempo de decaimento das funcdes de cor-
relacdo do ambiente € muito menor que a escala de tempo caracteristica da evolugao do sistema

S. Podemos representar V' (¢) usando o gerador de grupo L:

V(t) = exp(Lt), (2.94)
e entdo obtemos a equacgdo

d . R

aps(t) = Lps(t). (2.95)

Como L é um super operador temos que construir o seu espaco de Liouville. Se o espago de
Hilbert Hg tém dimensdo dimHg = N, a base do espago de Liouville terd dimensdo N2, sua

base serd o conjunto ortonormal de operadores {Fz} (parai = 1,2,---, N?) para os quais,

(F,, F}) = Trg{EF}} = 6,5 (2.96)

Um dos operadores de base serd escolhido como Fy2 = N2l e os outros com traco nulo
Trgﬁ’i =0 (parai =1,2,---,N? — 1). Usando a rela¢io de completeza nos operadores (2.90)

obtemos,

N2
Was(t) = Y Fi(F, Was(1)). (2.97)

i=1

Usando (2.89) podemos escrever V (t) como

N2
V(t)ps = > _ ciFipsk], (2.98)
i,j=1
onde,
cij(t) =Y (F, Wap(t)) (Fj, Was(t))". (2.99)

af

Para o vetor complexo 0 = ), v;F; de dimensdo N? que pertence ao espago de Liouville (v €

um operador que atua no espago Hg) temos que

2

* —_—
E :Cijvz‘vj - E

ij af

>0, (2.100)

(Z ?}Z'Fi, Waﬁ(t)>

i

0 que mostra que a matriz de coeficientes ¢ = (¢;;) ¢ Hermitiana e positiva.
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Usando (2.94) e (2.98) podemos escrever

. 1 A

Lps = lim E{V(@PS — ps} (2.101)

i li 1 CN2N2(€) — N N i 1 Rl CiN2(€>F N i CNQZ'(S) “ FT

= l1m — i ;

Ps e—oo | N 5 ps \/N 1 9 Ps 9 Psti
. , ., (2.102)

N-—-1 C~(€) . .

i ZA I

+ ”221 5 pst;

onde os coeficiente a;; sdo

anzy2 = lim ————— (2.103a)
£—00 I
dine = lim ¥ ) (2.103b)
£—00 £
ai; — lim <2') (2.103c)
e—=o00 £
Introduzindo as quantidades
=
F=— a;n2F;, (2.104)
P
G I +1(FT+F) (2.105)
= 2NCLN2N2 S 5 s .
e o operador
A 1 - .
H = 2—(F - F) (2.106)
i
podemos escrever
N2-1
Lps = —il, ps] + {C.ps} + Y ayFipsE]. (2.107)

ij=1

Como o semi grupo preserva o traco

N2-1
0=Trg{Lps} = Trg { (2@ + ) aijﬁjﬁi) ﬁg} , (2.108)

ij=1
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entao
N2-1
oL TR 2.109
G = 5 a;; B Fy. (2.109)
ij=1
De (2.107) podemos escrever
N2-1 1
Lps = =il ps]+ > ai (EﬁsFJ -5 {Fm,ﬁs}) . (2.110)
ij=1

Como a matriz a = (a;;) € positiva ela pode ser diagonalizada usando a transformagao unitaria

u,

v 0 0 0
0 » 0 0

UCLUT =

, (2.111)
0 0 0 w2y
onde os autovalores 7y, sdo ndo negativos. Introduzindo um novo conjunto de operadores {flk},

N2-1
Fi=) iy, (2.112)
k=1

podemos escrever (2.110) na forma diagonal,

N2-1
Lps = —i[H, ps] + % (2AkﬁsAL — Al Apps — ,aSA;Ak> . (2.113)
k=1

Finalmente a equacdo mestra pode ser escrita como

d N

—hs(t) = —ilH, ps(t)] + D(ps(t)), (2.114)

onde —z[]:] , ps(t)] representa a parte unitdria da evolugdo do sistema S. A equagdo (2.114) é
conhecida como a equacao de Lindblad e representa a forma mais geral de uma equagao mestra

markoviana. O operador

N2-1

D(ps(t)) = % (2flkﬁsfll — Af Ayps — ﬁsALAk> , 2.115)
k=

—_

¢ responsavel pela evolugdo ndo unitdria do sistema S e representa as perdas de energia. O
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operador D(pg(t)) pode ser representado como a soma dos operadores,

Lips(t) = % (MmsAL — AL Apps — ﬁsALAk) : (2.116)

deixando a equagao mestra na forma,

—ps(t) = —i[H, ps(t)] + Y _ Lips(t), 2.117)
k
ou simplesmente escrevendo a matriz densidade do sistema como p em lugar de pg,

d

o0 =—ill, /] +zk:£kf). (2.118)

Equaciao mestra para um reservatorio em equilibrio termodiniamico

Quando o sistema estd acoplado a um reservatério em equilibrio termodinamico, o operador

densidade reduzido do ambiente é dado por

h, hgdlay,
1— _ Rk 2.11
H{ eXp( @T)] p( kT ) e

k

onde ay, € o operador aniquilacdo associado ao modo de campo do ambiente de frequéncia v,

kg € a constante de Boltzman e T € a temperatura.

A forma dos operadores Ly, p para o decaimento dos niveis atdmicos |j) — |k) quando o sistema
estd acoplado a um reservatorio em equilibrio termodinamico é (SCULLY; ZUBAIRY, 1997,
p.252) [5],

o Yk A A A An A
Lyp = 2(20133,00314 GikOkjp — POjkOk;), (2.120)

onde 6, = |j) (k| e yx € a constante de decaimento associada ao decaimento |j) — |k), ela é

dada por

1 4wh (G| D |k)?
47eg 3hc3

A forma dos operadores L;p para o decaimento dos modos de uma cavidade 6ptica quando o

- (2.121)

sistema estd acoplado a um reservatdrio em equilibrio termodinamico é (SCULLY; ZUBAIRY,
1997, p.255) [5],

Lip= 5 (2alpal - a;alp pa;al) (2.122)
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onde k; € a constante de decaimento para a cavidade associada ao modo a;, ela é dada por

v
@7

onde Q € o fator de qualidade da cavidade e v; € a frequéncia angular da transicdo promovida

Rl = (2.123)

pelo modo de campo da cavidade associado ao operador de aniquilacdo a;.

As equacgdes (2.120) e (2.122) tém a mesma forma na representacdo de Schrodinger e na re-
presentacao da interacdo, o que pode ser facilmente comprovado aplicando na equagdo mestra
(2.118) a transformacao exp [%ﬁot] que relaciona o operador densidade na representacdo de

Schrodinger p° com o operador densidade na representagio da interagdo p’,
ﬁI = exp {%ﬁot} ,65 exp {_%ﬁot] , (2.124)
onde H, é o operador

Hy =) hwigj; + »  hwafa. (2.125)
j I

n

As quantidades {fw;}"_, representam as energias dos niveis atdmicos {|7)} _,, e as quantida-

des {hv,},", representam as energias dos modos da cavidade {&;}," ;.

2.4.2 Transparéncia eletromagneticamente induzida

Nesta secdo serd apresentado um sistema quantico aberto onde estudaremos
o fendmeno da transparéncia eletromagneticamente induzida com o propésito de dar um exem-
plo de como um meio atdomico pode ser controlado usando campos de lasers, o tratamento serd
similar a exemplo dado em (SCULLY; ZUBAIRY, 1997, p.225) [5].

O sistema estd formado por um atomo de trés niveis, onde os niveis |1) e |2)
estdo acoplados por o campo de laser de frequéncia v4, sua frequéncia de Rabi (definida em
(2.60)) é €2;. Um campo forte de frequéncia v, de outro laser é responsavel pelo acoplamento
estre os estados |2) e |3), sua frequéncia de Rabi é {2,. A intensidade do laser de frequéncia v,
¢ muito menor que a intensidade do laser de frequéncia 1. As constantes de decaimento para
|2) — |1) e |3) — |2) estdo dadas por 7; e 2, onde as dessintonias sdo Ay = (ws —wy) — vy €
Ay = (w3 — wa) — 1!

O Hamiltoniano do sistema na representacdo de Schrodinger, é dada por
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0, 2

~
~
e

1)

Figura 2.1: Diagrama dum atomo de trés niveis interagindo com campos de laser de frequéncias
de Rabi 2; e {25. As dessintonias para cada laser sdo A; e A,. As constantes de decaimento
para as transigdes |2) — |1) e |3) — |2) sdo dadas por v, € Y2

H = Tw; [1) (1] + fiws |2) (2] + fwy [3) (3]

A . .
+§Ql(e"”t 12) (1] 4 €™ (1) (2]) (2.126)
h

+5 (e [3) (2] + €' [2) (3)).

Definindo o operador A como (PAULISH et al., 2014) [4],

A = B |1) (1] + Blwr + 1) [2) (2] + Blwr + 1+ ) 3) (3], (2.127)

€ possivel escrever o Hamiltoniano numa nova representagdo (referencial girante) usando a

transformacao,

A~

H =exp {%At} (H — A)exp [—%At] . (2.128)
A representacdo matricial de H é dada por

0 1o 0
O A 2 . (2.129)

0 10, A+A,

H=h

D=

A equagdo mestra (2.118) na representacdo de Schrodinger é

d i
h=——[H. ) 2.130
prl h[ P+ Lap ( )

O termo L,p representa o decaimento dos niveis atdbmicos. Usando (2.120) temos que,

P b PN So1108 — DOa1 b
L.p= 51(2013,0031 — 0310130 — p031013)
(2.131)

V2 ra  an A A aa A
+?(2023PU32 — 032093p — PO32G23).
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Usando a transformacao,

L.p = exp {%At} Lapexp {—ﬁflt] , (2.132)
podemos escrever
Y1033 0 —5(n +72)013
Lop=nh 0 Y233 —%(’71 +72)p23 | (2.133)

— i+ )pm —s( e — (v + e) P

onde ﬁ, ¢ definido como,
A A T 4
p = exp {ﬁAt} pexp {ﬁAt} . (2.134)

A equacgdo mestra na nova representacao (referencial girante) €,

d - i~
S h=——[H 2.1
i h[ ,p)+ Lap (2.135)

As derivadas temporais dos termos de coeréncia da matriz densidade sdo,

. i (. A~ (N
P12 = —591022 + 591/)11 +1A1p12 + 592,013, (2.136)
s T T 1 , ~
P13 = —§le23 + 592012 + {—5(’71 +72) +i(Ar + A2)1 P13 (2.137)
s (S T T, - 1 . ~
P23 = —591013 - 592/?33 + 592;022 + {‘5(71 +72) + ZAZ] P23- (2.138)

Podemos escrever as componentes p;;, da matriz densidade como,
~ 0 1 2
Pik :ﬁ{jk) +ﬁ{jk)+ﬁ(jk) + -

0) ¢ 1) . 2) .
onde ﬁ(jk) ¢ um termo de ordem zero em (1, f)ﬁ,ﬁ ¢ um termo de ordem um em ()4, /3§ k) ¢ um

" (2.139)

termo de ordem dois em (2; e assim por diante. Como a intensidade do laser de frequéncia
v; € muito menor que a intensidade do laser de frequéncia v, podemos aproximar as equacoes
usando elementos da matriz densidade de primeira ordem em €2;. Se o dtomo esta inicialmente

no estado |1),

PO 1 0,00 (2.140)
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entao obtemos,

kS e~ 1 1

P12 = iA1p12 + 592;013 + 591, (2.141)
Sy T 1 ) ~
P13 = §Q2p12 + —5(71 +72) + (A1 + Ag) | pus. (2.142)

Escrevendo as equagdes anteriores em forma matricial, obtemos

R=—-MR+ B, (2.143)
onde
R=|"1 B=|2"] (2.144)
P13 0
A 10
M= 22 . (2.145)
59 —3(n + ) Hi(AL+ Ay)
Integrando obtemos,
t !
R(t) = / e M Bat = M~'B. (2.146)
A componente pi» da matriz densidade é
1 1 :
EQl —5(’)/1 + 72) + Z(Al + AQ)
P12 = (2.147)

A ) 27"
—71(71 +72) + i [Al(Al + Ay) — %}

Fazendo a transformacio p;o = e~ 745574 para escrever o elemento de matriz nio diagonal

na representacdo de Schrodinger,

) 1 )
%Qle“’lt |:—§(’71 + /72) + Z(Al + Ag):|

pr2= — L (2.148)
_71(71 +72) + i [A1(A1 + Ag) — %}
Q it A Q2
P12 = 12€Z ({Il(’h + ’72)2 -+ (Al -+ Ag) {Al(Al —+ Ag) — f‘| }
(2.149)

+i {—%(Al + Ag) (71 +72) + %(% +72) [Al(Al +Ag) — %%] }) :
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onde,
A2 021?
Z = Il(% + ’72)2 + {A1(A1 + Ay) — IQ} . (2.150)
Fazendo A; = 0 obtemos,
Q , 7
P12 = — (Q_;> et [A2 + 5(’71 + ’72)1 ; (2.151)
2

como €2, > (2 o valor de p15 e muito pequeno, isso faz que a probabilidade de transicéo de |1)
para |2) seja muito pequena, entdo o meio atdmico ndo absorbe fétons com frequéncias muito

proximas a we — wy, podemos dizer que o meio € transparente para a luz dessas frequéncias.

2.5 TEORIA DO EMARANHAMENTO

Nesta sec@o apresentaremos 0s conceitos bésicos para o estudo do emaranha-
mento. Primeiro serdo definidos os conceitos de emaranhamento para estados puros, € depois
para estados mistura. Posteriormente serdo apresentados diferentes critérios para a deteccdo e
a quantificacdo do emaranhamento. Finalmente, serd estudado um critério para se detectar o
emaranhamento em estados gaussianos.

Estado puro emaranhado

Um estado puro [¢)) € H; ® Ho é separdvel quando ele pode ser escrito como um estado

produto,

V) = |8) @ |p) , (2.152)

onde |¢) € H; e |p) € Hay. Caso contrério, se diz que o estado é emaranhado.

Estado misto emaranhado

Um estado misto p € H; ® Ho € separdvel quando dado o conjunto de nimeros reais nao

negativos {py} € possivel escrever,
p=> pulfn ® on), (2.153)
k
onde ), pr = 1, {7} € Hie {0} € Ho. Caso contrdrio, se diz que o estado é emaranhado.

2.5.1 Decomposicao de Schmidt

Se o sistema composto A B estd representado pelo estado puro [¢)) € H 4 ® H p, entdo existe um

conjunto ortogonal de estados puros {|¢x)} € Ha e um conjunto ortogonal de estados puros
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{|¢x)} € Hp para os quais,
d
[0) =D Aeldn) o) (2.154)
k=1
onde o conjunto de niimeros reais ndo negativos {\; } cumpre com a condi¢do >, Ay = 1.
A expressdo (2.154) recebe o nome de decomposi¢do de Schmidt. Os nimeros A\ sdo conheci-
dos como coeficientes de Schmidt, a quantidade d de coeficientes de Schmidt diferentes de zero

é chamada de nimero de Schmidt.

As matrizes densidade para os sistemas A e B obtidas a partir de (2.154) sao,

d

pa= > Mlow) (exl, (2.155a)
k=1
d

pe =Y A low) (exl, (2.155b)
k=1

pA € pp possuem os mesmos autovalores.

No caso particular onde o nimero de Schmidt d = 1, usando (2.154) e a condi¢do >, A\, =1

temos que a decomposi¢do de Schmidt serd 1)) = |¢x) |pr) (0 estado é separdvel), as matrizes

densidade para os sistemas A e B serdo pa4 = |¢x) (dr| € p5 = |vk) (VK-

Quando um sistema bipartido é representado por um estado puro [¢)) e o nimero de Schmidt e
maior do que um (d > 1) o estado é emaranhado, neste caso os sistemas A e B estardo descritos

por estados mistos.

2.5.2 Critério de Peres-Horodecki

Em 1996 Asher Peres propds um critério baseado na positividade das transpostas parciais (PE-
RES, 1996) [32]. No mesmo ano foi provado que o critério € uma condi¢do necessdria e sufici-
ente para matrizes densidade de 2 x 2 e 2 x 3 (HORODECKI, 1996) [33].

A matriz densidade para um sistema composto A; A, num estado separdvel é

=D it @ g, (2.156)

sua transposta parcial em relagdo a Ay, é dada por
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(p™ )" Zp@ " @ e, (2.157)

onde a transposta parcial cumpre a condicao

(iria] (p™172) T ia) = (rda] pA42 Jiyia) (2.158)

A transposta parcial de uma matriz ndo negativa € também ndo negativa. Como a transposta
parcial ndo altera o valor do traco temos que (,6;41) € uma matriz densidade, logo ( AlAQ)

¢ também uma matriz densidade e ndo pode ter autovalores negativos.

Se a transposta parcial de uma matriz densidade para um sistema bipartido tém autovalores
negativos o estado é emaranhado. O critério foi generalizado por (HORODECKI, 1997) [1]
para uma matriz densidade N x N onde N > 3, neste caso a condicdo € necessdria mas nao

suficiente.

2.5.3 Pureza e entropia linear

A quantidade de informag¢do contida num estado quantico € quanta certeza temos na predi¢ao
de um resultado de uma medida feita no estado (PERES, 1995) [31]. Antes de uma medi¢ao
s6 podemos predizer as probabilidades py, - - - , py associadas a IV resultados possiveis. Logo
ap6s a medicdo, um desses resultados serd obtido e teremos certeza de qual é o estado do
sistema. A quantificacdo dependera do processo de preparacdo e das medicdes escolhidas que
sdo associadas as probabilidades {py}. Se para qualquer medi¢do temos completa ignorancia,
para um sistema num espaco de Hilbert de N dimensdes teremos que p = %, entdo o estado
serd maximante misto,

.1

p= v (2.159)
O caso oposto é um estado quantico puro p = |1) (1|, esse estado contém & méaxima informagao
possivel que poderiamos ter a nossa disposi¢do na preparacdo do sistema. Como Trp? = 1 para
um estado puro, € Trp? < 1 para um estado misto, podemos definir a pureza i de um estado p

como,

w(p) = Trp?. (2.160)

Para estados que pertencem a um espago de Hilbert de dimensdo dim#H = d, a entropia linear
S, € definida como,
. d
Su(p) = 27— (1 =Tep?). (2.161)

Esta quantidade caracteriza a nossa ignorancia antes de fazer uma medicao sobre p.
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Quando um sistema bipartido é representado por um estado puro o emaranhamento pode ser

quantificado calculando-se a entropia linear da matriz densidade de uma das partes.

2.5.4 Negatividade Global

Usando como base o critério de Peres-Horodecki, existe um método para quantificar o emara-
nhamento entre sistemas bipartidos (VIDAL; WERNER, 2002) [25].

Sejap € Hi®Ho® - - -®Hy amatriz densidade de um sistema composto, onde H,,,, representa
o espago de Hilbert do m-ésimo subsistema de dimensdo d,,. Usando a base formada por
liyig - - - iy) (onde i, vai de 0 ate d,,, — 1) é possivel calcular a transposta parcial em relagio ao

‘o . T -
p-ésimo sistema p; usando a condi¢do

<i1i2-~-iN|ﬁgp Jida - gn) = (ivig - Jp ol plirga - ip- - jn)- (2.162)

O traco da norma da matriz densidade ||p||; é definido como

ol =Te [V/37] (2.163)

A negatividade global N, é definida como,

1
NP, — (Hﬁ Pl — 1), (2.164)
¢ d,—-1\'"¢ )

anegatividade global mede o emaranhamento do subsistema p com o complemento num sistema
bipartido. A negatividade global diz quanto ﬁgp falha em cumplir com o critério de Peres. O
critério € valido para estados mistos, para uma matriz densidade NV x N onde N > 3 a condi¢do
é necessdria mas ndo suficiente, isto quer dizer que neste caso, mesmo para N}, = 0 o sistema

poderia estar emaranhado.

2.5.5 Emaranhamento para variaveis continuas

Um sistema de varidveis continuas formado por dois modos do campo eletromagnético pode
ser representado por uma matriz densidade que pertence ao espaco produto H = H; ® H, dos
espacos de Fock H; e Ho, este sistema pode ser representado também por una distribuicdao de
quease-probabilidade. Um estado gaussiano de dois modos € aquele que possui uma funcao de
Wigner x (GARDINER; ZOLLER, 1999, p.119) [12]

1
(A1, A2) = exp —E(A{,Af, MM NE AL AT (2.165)
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onde \; = )\f + i)\f» sdo parametros que determinam o estado gaussiano. Um estado gaussiano
de dois modos pode ser representado pela matriz simétrica real 4 x 4 conhecida como matriz de

covariancia M,

G, C

M:
cT G,

5 (2.166)

onde GG1, G5 e C sdo matrizes reais 2 X 2. Usando transformacdes locais unitdrias e lineares de

Bogoliubov (LLUBO) € possivel escrever a matriz de covariancia na forma padrao I,

n 0 ¢ O
0 0 ¢
M = " “ (2.167)
c 0m O
0 ¢ 0 m
ou na forma padrao II,
n1 0 C1 0
0 0
M = "2 . (2.168)
C1 0 mq 0
0 Cy 0 mo
onden,m > le,
—1 —1
Mo e (2.169a)
my — 1 mo — 1
1| = Jea] =/ (n1 — 1)(my — 1) — /(ny — 1)(my — 1). (2.169b)

Considerando as quadraturas do campo Z; e p;, em (DUAN; et al., 2000) [3] € provado que os

operadores u e v satisfazem as seguintes relacoes

1

B —agdy — —— 2, (2.170a)
\01’ ap
1

b —agpy — 2 — s, (2.170b)
\02’ agp

onde os operadores u e © sdo conhecidos como operadores tipo EPR. Para um estado gaussiano

p de dois modos na forma padrio II satisfazem a condigao,

((A0)?) +((A0)?) > ag+ i? (2.171)
g

somente quando o estado é separdvel. Considerando o caso particular
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U =p1 — P2,
podemos dizer que o estado é emaranhado quando

((A)?) +((26)) <2,

42

(2.172a)
(2.172b)

(2.173)

Usando o critério (2.173) serd possivel determinar se um estado gaussiano de dois modos é

emaranhado.

2.6 CRITERIO DE EMARANHAMENTO DOS MODOS DE CAMPO DA CAVIDADE

Como foi exposto em (2.5.5) usando o critério proposto por Duan [3], dois

modos de uma cavidade estdo emaranhados se a soma das variancias de dois operadores tipo

EPR @ = 21 — 29 € U = p1 + P satisfazem a desigualdade,

(Aa)) +((a0)%) <2,

onde as quadraturas do campo sio dadas por,

onde,

(2.174)

(2.175)

(2.176)

2.177)

(2.178)
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al > (2.179)

(@) = =5 (@) + (al) = @) - (af)] (2.180)

al > (2.181)

(1) = ——= [{ar) — (al) + ¢a) — {af)] 2182

Em termos dos operadores de cria¢do e aniquilagdo dos modos de campo quantizado, a soma

de variancias V' pode ser expressa como,

(2.183)

Como os operadores de criacdo e aniquilacdo dos modos de campo quantizado podem ser es-
critos usando os operadores de campo comprimido (2.50), a soma de variancias V' pode ser

expressa em funcdo dos operadores de campo comprimido,

v - 2 [1 +A<B§81A> + <6;A132> - <8182>A - <z:)§13;> o150
= ) () = (85 (Ba) + ) () + 1) i)
Usando o critério (2.173) a soma de variancias V' pode ser usada para detectar a presenca de

emaranhamento. Outras propriedades importantes podem ser escritas em termos dos operadores

do campo comprimido, por exemplo o campo elétrico (2.71)

E = iE,, (al - a{) +iE,, (&2 . a;) , (2.185)

onde,
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Nll/l 27T7:L62
Ey = — N, = 2.186
0; c ) l L3Vl ) ( )
e o quadrado do campo elétrico,
E? = E2 (1 +2ala; — drar — @1&{) + B2 (1 + 2k — 22 — a;a;)
(2.187)

Vo, Eo, (ala; +ala, — drdg — a{@) ,

que pode ser utilizado para calcular a intensidade do campo eletromagnético dos modos da

cavidade. Definindo as quantidades

Ej, =Ey,coshr — Eg,sinhr, (2.188a)
Ej, =Ey,coshr — Ey,sinhr, (2.188b)

podemos escrever o campo elétrico em termos dos operadores de campo comprimido,
E=iEp, (b —0}) +iEj, (b - B}). (2.189)

assim como o quadrado do campo elétrico,
E® = (Ej)? (1 +2b7by — b1by — BIZSI) + (Ep,)? (1 + 2b%by — byby — Bg@;)
S (2.190)
+E) E), (b1b§ 4 biby — byby — b{b;) .

Com a expressao obtida em (2.174) estudaremos o emaranhamento entre os modos de campo
quantizado da cavidade. Com as expressdes obtidas em (2.189) e (2.190) estudaremos o com-

portamento do campo elétrico dos modos da cavidade.
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3 DINAMICA DO SISTEMA SEM DISSIPACAO

O objetivo principal deste trabalho é examinar o emaranhamento entre dois
modos de campo quantizado numa cavidade através da interagdo com atomos de trés niveis.
Como os fétons ndo interagem entre si 0s 4&tomos atuam como agentes intermedidrios na gera-
¢do de emaranhamento. Se inicialmente os fotons e 4tomos se encontram em um estado separa-
vel, a interacdo entre os fétons e os 4&tomos gera emaranhamento entre os 4tomos e 0os modos de
campo. Se inicialmente os f6tons e &tomos se encontram em um estado emaranhado, a interagao
entre os fotons e os &tomos diminui 0 emaranhamento, isto é causado pela transferéncia de ema-
ranhamento. Consideraremos primeiro a evolug¢ao unitiria de um estado do sistema composto
atomo-modos de campo quantizado da cavidade. Posteriormente no capitulo 4, considerare-
mos a evolug¢do ndo unitdria de um sistema composto formado por N dtomos de trés niveis e
dois modos de campo quantizado. Para simplificar o estudo da dindmica do sistema atomo-
modos de campo, serd aplicada uma transformacao unitaria que leva o sistema da representacao
de interagcdo para a representacdo dos estados atdmicos vestidos. Eliminando os termos que
que oscilam rapidamente serd obtida uma expressao analitica do operador Hamiltoniano que
nao depende explicitamente do tempo. Os operadores de aniquilacdo associados aos modos
de campo quantizado da cavidade serdo substituidos pelos operadores de campo comprimido
de dois modos para facilitar o tratamento analitico. A partir do Hamiltoniano independente do
tempo para um atomo serd calculado o operador de evolugdo temporal. Uma expressao analitica
do vetor de estado para o sistema num tempo arbitrario serd obtida aplicando-se o operador de
evolucdo temporal num estado inicial do sistema. Usando a expressdo da soma de variancias
V (t) definida no capitulo 2 e o trago nos estados atdmicos da matriz densidade, serd analisado o
comportamento do emaranhamento entre os fétons de campo quantizado da cavidade. Usando
a negatividade global serd estudada a transferéncia de emaranhamento entre o sistema dtomo-
modos de campo, assim como o emaranhamento entre cada modo de campo comprimido e o

resto do sistema atomo-modos de campo.

3.1 O SISTEMA

O sistema consiste de um conjunto de /V-atomos independentes de trés niveis
em uma cavidade Gptica de dois modos de campo quantizado. Os estados |1) e |2) sdo estados
metaestaveis que estdo acoplados em forma ressonante por um campo de laser de frequéncia
de Rabi ;. O estado |2) estd acoplado em forma ressonante com o estado ecxitado |3) por
outro campo de laser de frequéncia de Rabi €2,. Dois modos do campo quantizado da cavidade
(com operadores aniquilac@o a; e ;) sdo gerados numa transi¢ao dipolar permitida |1) — [3). O

acoplamento entre os estados |1) e |3) pela interagdo com os modos de campo quantizado nao
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é ressonante. O estado ecxitado |3) pode decair espontaneamente para o estado |1) com razdo

de decaimento ~y;, ou para o estado |2) com razao de decaimento s.

13)

2
ZARZHRY &

QO ’71

02
s )

Figura 3.1: Atomo de trés niveis interagindo com dois campos de laser de frequéncias de Rabi
Q; e Qy. A taxa de decaimento para a transi¢do |3) — |1) é vq, a taxa de decaimento para
|3) — |2) € 2. A dessintonia entre a frequéncia do modo de campo quantizado v, e a frequéncia
da transic@o |1) — |3) € §;, a dessintonia entre a frequéncia do modo de campo quantizado v, e
a frequéncia da transigdo |1) — |3) é da.

O Hamiltoniano do sistema na representagao da interacao é,

I:—,I :-HL+HCQU7 (31)

onde a interagdo com os campos dos lasers € dada por,

N
=3 tho (6 +58)) + hQ1 (o) + &ggﬂ , (3.2)

J=1

e a interagdo com os modos de campo quantizado da cavidade é dada por,

H. o Z Z hg; ( ae 0t 4 g (3)ei‘slt) . (3.3)

j=11=1,2

Os autovalores do operador H, que representa a interagdo com os campos de laser sao,

h h
)\+ = 59R7 >\0 = 07 A= _§QR7 (34)

onde Qp = /QZ + Q2. Os autovetores de H, sdo chamados de estados atdmicos vestidos e

tém a forma,
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1
[+5) = 7 (cos@[1;) + [25) +sind|3;)), (3.5a)
0,) = —sin@|1;) + cosb |3;), (3.5b)
1
|—j) = 7 (cosO[1;) —[2;) +sinf[3;)), (3.5¢)

onde 6 = tan~! (g—;) Na base dos estados atdmicos vestidos o Hamiltoniano H 7, tém a forma

diagonal,

HL_Z O (M 59 ) (3.6)

O Hamiltoniano (3.3) de interacdo com os modos de campo quantizado da cavidade pode ser

escrito como,

N
Heay = > HY), 3.7)
7j=1
onde o operador I:Ic(sz, tém a forma,
Cav Z h/gl (0_31 ae —id;t + (IT (]) 151t> (38)
1=1,2

Escrevendo o operador HY) (3.8) na base dos estados atdmicos vestidos obtemos a sua repre-

sentacdo matricial,

~

A(t) cos @ sin 6 At () cos? 0 A(t) cosOsin 0
— R
2 2
Hc(gv =h —A(t)\;:gs 4 —A(t) cosfsinf —A(t)\j;s 0
A(t) cos 0sin 0 Ab(t) cos? 0 A(t) cos O sin 0
i 2 V2 2 (3.9)
[ Af (t) cosfsin @ —A(t) sin?60 At (t) cos O sin 0 | .
2 V2 2
_Af in2 . _ At 2
Al sin 6 (3;1n 0 —A'(t) cos O sin 0 Al sin’6 {?;m ¢
Af(t) cos @sin 0 —A(t)sin®60 At (t) cos O sin 6

2 V2 2

+h

onde o operador A(t) é dado por,
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~

A(t) = grane ™" + gotine™ " (3.10)

Para obter uma expressdo do operador Hamiltoniano H, que ndo dependa do tempo vamos
escrever (3.1) na representacdo dos estados atdmicos vestidos usando a transformacao unitaria
exp (z’]:ILt/h) ,

ﬁ[ = exXp [%F[Lt} (H[ - [:[L) exp |:—%F[Lt‘| . (311)
Assumindo que os modos de campo da cavidade possuem dessintonias de,

51 - —(52 - %QR, (312)

e desprezando os termos que oscilam rapidamente (SCULLY; ZUBAIRY, 1997, p.152) [5],

~ h cos? 6
g E <a20+0+0 as + 654, + alo (j)>
(3.13)
h 20
gsm g ( a1+a10((]ﬂ2+0(3a —|—a20(())>

onde estamos assumindo que a constante de acoplamento g; entre o &tomo e o0 modo de campo
quantizado a;, e a constante de acoplamento g, entre o &tomo e o modo de campo quantizado

a9 SA0 1guais g1 = go = g.

Para 2, < ), temos que r = arctanh(tan? #), o Hamiltoniano H  para g—; < 1 sera

N
H; = Z hyg, [(dg coshr — @y sinh r)&% + &(()2 (ig coshr — ! sinhr)
j=1 (3.14)
+ (])(al coshr — ad sinhr) + (@l coshr — ay sinh 7“)6(_]8} :
H; = hg, coshr Z (a20+0 a2 + a(j)al +a 5Y 3)
- (3.15)
—hg, sinh r Z (0&3&1 +a Jél + g(ﬂga + dTg((]J)>
j=1

onde g, = g4/ 3 cos(26).
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Para 2, > (), temos que r = alrctanh(tan_2 0), o Hamiltoniano H 7 para g—é > 1 sera

N
- Z hga [&%(&1 coshr — ab sinh ) + (al coshr — dy sinh r)&((f_z

(3.16)
+6Y 3(a2 coshr — al sinhr) + (4l coshr — @ sinh )6 (() )} :
Hy = hgacoshry_ (&$3a1 +alel) +69a, + ag&g@)
- (3.17)
—hg, sinhr Z <a20+0 + U(J)QQ + U(J)a - aT m) ,
7=1
onde g, = —g4/ 3 cos(20).
Usando o operador de dois modos do campo comprimido,
S(r) = exp (ralaQ - raia;) . TER, (3.18)
e aplicando a transformago b, = ST(r)a,S (1) obtemos
131 = aqcoshr — d; sinh r, (3.19a)
52 = Qg coshr — &I sinh r. (3.19b)

Com esse novo par de operadores bosonicos € possivel escrever o Hamiltoniano H; para 3—(1) <1

como

N
= hg, Z <b 0+0 + 00+b2 + 00 by + bT ) (3.20)

J=1

O Hamiltoniano H; para g—é > 1 sera

N
Hr=hgy (&%61 +bl65) + 6Y)by + 6;&3@) . (3.21)
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Podemos ver que os hamiltonianos obtidos (3.20) e (3.21) sdo independentes do tempo, o que

facilita a andlise da evoluc¢do temporal do sistema.

3.2 OPERADOR DE EVOLUCAO UNITARIA

Consideraremos agora o caso em que o sistema nao tem dissipagdo. Basi-
camente a razdo de decaimento espontaneo 7y dos estados do dtomo e a razdo de decaimento
espontineo  dos estados dos fétons de campo quantizado da cavidade serdo considerados nu-
los (v = k = 0). Para esta aproximagdo a evolucdo temporal do sistema serd unitaria. Como o
Hamiltoniano do sistema na representacao dos estados vestidos ndo depende do tempo o opera-
dor de evolugdo temporal tem a forma exp(—iH;t/h). Seré utilizada a base produto |5) [ny, ns)
(j = +,0, —) entre a base dos estados atdomicos vestidos (3.5) e a base formada pelos autoesta-
dos |n1,ny) dos operadores bib; e bib,. Na base produto formada pelos estados [7) |ny, ns), os
Hamiltonianos (3.20) e (3.21) apresentam uma estrutura simples que facilita o calculo do ope-
rador de evolucao temporal. Da aplicacdo do operador de evolugdo temporal sobre um estado
inicial serd obtida uma expressao analitica para o vetor de estado do sistema num tempo ¢ > 0

arbitrario.

3.2.1 Operador de evolucao unitaria para o sistema com a razio g—é <1

Para obter a representacdo matricial do operador Hamiltoniano (3.20) para
um atomo consideraremos as possiveis transi¢des para escrever ; numa estrutura de blocos.
O Hamiltoninao para um atomo € dado por

O Hamiltoniano para um dtomo € dado por:

Hy = hga(bi6 40 + o1y + G0_by + bl6_). (3.22)

Considerando o estado |00), = S(r) |00), podemos usar os operadores criagdo de campo com-

primido para construir os vetores

" @)

2 1

Inyng), = ' — |00}, (3.23)
ni. Nnoy.

Por simplicidade serd omitido o indice r, entdo |nins), = |ning). O operador H; pode ser

representado em forma matricial usando a base produto formada pelos vetores |k) [ni1ny) onde
kE=+,0,—.
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Como (K, n,, nb| Hy |k, n1,m5) # 056 paraos estados |+, ny, ny + 1), [0, ny, n2) € |—, n1 + 1, na),

temos que

H; = Z (hgav/na + 1|+, 11,n2 4 1) (0, n1, 1o
ni,n2=0

+hga V1o + 1 |O7n17 7’L2> <+7n17n2 + 1| (324)
+hgavny + 10,01, n9) (—,n1 + 1, 09|
+ hgovny + 1]—,n1 + 1,n9) (O,nl,n2|) .

A representagdo matricial do operador H, é dada por

H;(0,0) 0 0
0  Hi(1,00 0
H; = 0 H,(0,1) 0 : (3.25)

onde as matrizes H;(n1,ns) sdo definidas da forma

0 hgav/no + 1 0
Hi(ny,ng) = | hgev/noe + 1 0 hgovni +1 | . (3.26)
0 hgav/mi + 1 0

Para determinar a evolucdo unitiria de um atomo faremos uso da estrutura de blocos da ma-
triz Hamiltoniana (3.25), como a matriz Hamiltoniana ndo depende explicitamente do tempo é

possivel escrever a matriz que representa o operador de evolucao temporal na forma,
mﬂ:pr%E4 (3.27)

a estrutura de blocos permite calcular cada bloco da matriz U (t) de forma separada,

U(ny,ng, t) = exp [—%ﬁl(nl,ng)tl . (3.28)

Os autovalores de ﬁ;(nl, ns) (3.26) sdo

)\17273(’”1,712) = hga {—\/2 + n1 + na, O, \/2 +n; + TLQ} s (329)
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€ 0s autovetores tém a forma

\/1 + nNo
—\/2 + N1+ Ny y (330)
\/1 —|—TL1

1

[Ar(n1,m2)) = V2(2 + 1y + ny)

) T

[A2(n1,12)) = —————= 0 ; (3.3D
V2+ni+n
1 2 T

vV 1 + N9
\/2 + N1+ noy . (332)
\/ 1 —f- ny

1
V2(2+ny +ng)

[A3(n1,m9)) =

E possivel agora calcular cada bloco (3.28) da matriz U ;1(t) na base dos autovetores (3.30),
(3.31) e (3.32). Definindo 7 = g,(\/2 + ny + n9)t, obtemos

Ur(n1,n2,7) = €7 |Ai(n1,m2)) (A1(n1,m2)] + |Aa(n1,m12)) (Aa(n1, )]

, (3.33)
+€7” |)\3(n3, 7’L2)> <)\3(n1, n2)| .
Escrevendo o resultado anterior na representacao matricial
Ur(n1,n2) = [ vivy Vi, (3.34)
onde,
(ng+1) cosT 4 (np +1)
(2“‘”1“‘”2) (2+n1+n2)
vV 1
Vi = P AL T , (3.35)
V241 +ny
\/Tll + 1\/77,2 + 1
(cosT —1)
(2 + s -+ TLQ) i
. Vne+1 .
—j————=-in7
vV 2+ ni + ng
V, = CcosST , (3.36)
Vvny + 1 .
—j————=1:in7

V24 n1+ne



53

Vi + 1yng +1 i
(cosT —1)
(2 +n1 +ny)
v/ 1
Vi = i YME o . (3.37)
1\/2 + Ny +neg )
—(n1 i ) COST + —(n2 + )
_(2“‘”14‘”2) (2+n1+n2)_

O vetor de estado inicial ’i/; (0)> serd,

B0)) =30 L) (Gyna,ma| $(0)). (3.38)
Jj min2
onde j = +,0,—. Os vetores da base produto que evoluem no tempo sdo |+,ny,ne + 1),
|0, 1, n2), |—,m1 + 1, n9). Podemos entdo escrever o vetor de estado inicial,

[00)) = " k) (k| G0)) + D7 (+ma,ma + 1| 2(0)) I+, ma,m2 + 1)
+ Z <O,n1,n2

ni,n2

+ Z <—,n1 + 1,”2‘ QZ(O)> |=,n1+ 1,n),

ni,n2

onde os estados |k) sdo todos aqueles estados da base produto que ndo evoluem no tempo.

O vetor de estado para um tempo t &,

‘J(T)> =T, )J(0)>. (3.40)

Como os estados |k) nio evoluem no tempo temos que U; |k) = |k), entdo,

5r)) = 21k (k| 90) + 37 (omima + 1] 90 i mz + 1)

ni,n2

£ 30 (0 ma 0 10mm) (341

ni,m2

+Z <—,7’L1+1,TLQ

ni,n2

6(r)) =+ L)

onde,
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1 1
—(n2+ ) COST + (n1+ )

<+,n1,n2 + 1‘ {/;(7')> = <—|—,n1,n2 + 1‘ iZ;(O)> {(2 e @+ )

- . Vg + 1 .
+ <O; ny, 712‘ ¢(O)> (—'L>m Sin T
~ 1 1
+ <—,n1 + 1,712‘ ¢(0)> \/(zljnl\/—iii:; (cosT — 1),
(3.42)

9(7)) = (+mm 1] 9(0)) HW%

+ <0, n1, na {5(0)> cosT  (3.43)
500) ()

<O, N1, No sinT

Vi +1yng + 1
(2+n1+n2)

<—,n1 + 1,n2‘ @Z(T)> = <+,n1,n2 + 1) J(O)> (cosT —1)

+ <07 ny, N2 {/;(0)> (—Z)\/#% sinT (3.44)
~ (n1+1) (ng+1)
+<_7n1+1,n2 1/1<O)> {mCOST—Fm

lembrando que 7 = g,\/2 + ny + not. O estado (3.41) representa o sistema para um tempo
arbitrério ¢, esta expressao € possivel estudar a dindmica do emaranhamento entre dois modos
de campo quantizado no sistema para o caso €2; /€y < 1. O operador de evolugéo unitdria para

o sistema com a razao g—; > 1 ¢ apresentado no apéndice A.

3.3 EMARANHAMENTO ENTRE OS MODOS DE CAMPO QUANTIZADO DA CAVIDADE

Nesta se¢do estudaremos a dindmica do emaranhamento entre dois modos de
campo quantizado para o sistema sem dissipacdo onde para um dtomo. O estado inicial do

sistema é um estado separavel,

[¥(0)) = l) [S(r) |00)], (3.45)

onde |p) representa um estado geral do dtomo e S(r)|00) o estado do vécuo comprimido para

os modos da cavidade. O estado inicial atomico €,
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o) = c1|1) +c2]2) +c33), (3.46)

que também pode ser escrito na base dos estados atdmicos vestidos,

o) = ay |4) +a_[=) + a0 [0). (3.47)

O estado do véacuo comprimido S(r) |00) é representado da forma |00) por simplicidade lem-

brando sempre que trabalharemos com estados comprimidos, entdo o estado inicial é,

[9(0)) = lg) [00) . (3.48)

Aplicando a transformacio unitdria exp [—%H Lt] para escrever o estado do sistema na repre-
sentacdo dos estados atdmicos vestidos,

[(0)) = [6:(0)) = [ 00) (3.49)

‘J(0)> = [1(0)) = a |+00) + a_ |—00) + ag [000) . (3.50)

Com o estado inicial (3.50) na representacao dos estados atomicos vestidos, usando (3.41) po-

demos obter o vetor que representa o estado do sistema para um parametro 7,

’J(T)> = a |+00) + a_ |—00) + ag cos 7 [000)
i (3.51)
——=apsin7(|+01) + |—10)),

V2

onde o pardmetro 7 é definido em relagdo ao pardmetro temporal ¢t na forma 7 = /2g,t. A

matriz densidade na representacdo dos estados atdmicos vestidos sera,
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5(r) = —%ao sin 7(|4+01) + |—10)) (. (++00] + a* (—00] + af; cos 7 (000) )

1
+§|a0|28in27(|+01> + [—10)) ({(+01] + (—10])
+ay [+00) (o (+00] + o (—00] + o cos 7 (000])

i
+—2a+a§ sin 7 [4+00) ((+01| + (—10|)

V2 (3.52)
+a_ |—00) (o (+00] + o (—00] + ag cos 7 (000])
)

—i—Loz_ozS sin 7 [—00) ((+01] + (—10|

V2
+ap cosT |000) (o (+00] 4+ a* (—00] + ag cos T (000])

|ag|? cos 7 sin 7000 ((+01] + (—10]) .
\/_

Para obter o operador densidade que representa o estado dos modos de campo quantizado da
cavidade para um tempo ¢ temos que fazer o traco parcial nos estados do d&tomo do operador

densidade:

Pe(T) = Traom[p(T)]. (3.53)

O operador densidade p.(7) tém a forma

- i . .
pe(T) = 7 sin7 (aag]00) (01] — o ag |01) (00

+a_aj;|00) (10] — a” ag |10) (00]) (3.54)
+ (Jo [* + [a— > + Jao[* cos® 7) |00) (00]

1
+§|a0|281n27 (|01) (01| + |10) (10]) .

Fazendo uso da expressdo (3.54) podemos calcular a soma das varidncias V' (¢) da forma em
que foi definida em (2.184). Os valores médios dos operadores de campo comprimido que

precisamos calcular sdo

to T 1 : PN
Tr [biblpc(T)} = [b;bgpc<7'>i| = §|O{0|QSID2 T, Tr [blepc(T)] =0, (3.55)
Tr [5156(7')] = —%Oz*ao sint, Tr [égﬁc(r)} = —%aiao sin 7. (3.56)
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Tr [Blélﬁc(r)} — Tr [8232,56(7)] —Tr [Blégﬁc(r)] —0, (3.57)
Usando (3.55-3.56) a soma de varidncias V' (¢) tém a expresséo analitica,

V(r) =2e*" [1+ Asin® 7], (3.58)

onde a quantidade A € da forma,

A= %|o¢0|2 (1+ |ow]?) — Re {agafar}. (3.59)

A quantidade A também pode ser escrita em fungdo dos coeficientes c;, parametro

1
A= 5 (—cisind + c;cos) (—cysinf + c3 cos )
1
—1—5 (—cisinf + ¢ cos0)? (—cy sinf + c5 cos §)?

) (3.60)
—Re {(—c¢;sinf + ¢z cos )" x

.
V2
X % [(c} cosf + ¢ sin 0)* — (c3)?] } ,

onde |¢;|* (para j = 1,2, 3) representa a probabilidade de encontrar o 4tomo no estado inicial
7)€ 0 = tan™1(Q,/Q).

O estado inicial para a cavidade é o estado do vidcuo comprimido, um estado emaranhado para
o qual o emaranhamento depende do pardmetro de compre sdo 7. Lembrando que 7 = v/2g,t,
podemos ver em (3.58) que o emaranhamento t€m um comportamento ciclico, vai diminuir até
um valor minimo para t = 72-1/2¢!, o valor minimo da soma das variancias V (7) depende da

amplitude A.

Para calcular (E) usamos a defini¢do (2.189) e os valores (3.55), (3.56) e (3.57) para obter

(E) = iE) <<61> - <z§{>> +iE), (<z§2> - <l§§>> . (3.61)

Entdo para o estado inicial (3.54) (F) tém a expressdo analitica

(E) = %G sin T, (3.62)

onde a quantidade G t€ém a forma
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G =Ep, (o ap+ a_ag) + Ep, (a0 + apag) . (3.63)

A quantidade G também pode ser escrita em fung¢do dos coeficientes c;:

1
G = — (Ep, coshr — Ey, sinhr)Re {(c; cosf + c3sin — ¢3)" (—c¢y sinf + ¢z cosh) }

V2

1
—I—E (Ey, coshr — Ejy, sinhr)Re {(c; cosf + c3sinf + ¢3)* (—cy sin + c3cos )},
(3.64)

onde |¢;|? (para j = 1,2, 3) representa a probabilidade de encontrar o dtomo no estado inicial
|7), r = tanh™*(tanh? 6), @ = tan='(£2; /). As quantidades E, e El, representam as ampli-

tudes iniciais para os campos elétricos dos modos de campo quantizado da cavidade.

Para calcular <E2> usamos a definicao (2.190) e os valores (3.55), (3.56) e (3.57) para obter,

)
(B ) (142 <z3§131> - <z§161> - <B{B{>) (3.65)
+

entdo para o estado inicial (3.54) (E?) tém a expressdo analitica,,

(E*) = ((E),)? + (Ep,)?) (1 + |ao|*sin® 7). (3.66)

A quantidade |op|? também pode ser escrita em fungd@o dos coeficientes c;,

lag|? = (—c18inf + c3cos0) (—c; sinf + c3cos ), (3.67)

onde |¢;|? (para j = 1,2,3) representa a probabilidade de encontrar o dtomo no estado inicial

17)-

Como para a soma das varidncias V' (7) podemos dizer que o efeito dos campos de laser é

modificar a amplitude méxima de E(7) e E?(7).

3.4 ESTADO INICIAL ATOMICO |¢) = |3)

O estado inicial do dtomo foi considerado como um estado geral na se¢do anterior. Vamos

considerar agora o estado inicial para o dtomo como o estado ecxitado |3). O estado inicial
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para o sistema dtomo-modos da cavidade é o estado separdvel |3) S(r) |00). Usando este estado
inicial serdao estudados: o emaranhamento entre modos de campo quantizado da cavidade, o
valor médio do campo elétrico e o quadrado do campo elétrico na cavidade, o emaranhamento
entre o sistema dtomo-modos da cavidade, e o emaranhamento entre cada modo de campo

comprimido da cavidade e o resto do sistema.

3.4.1 Calculo da soma de varidncias dos operadores tipo EPR

Usando a expressdo (3.58) onde ¢; = ¢o = 0 e ¢c3 = 1, a soma de varidncia V' (¢) é da forma,

V(T,0) = 2exp (—2tanh ™' (tan® §)) [1 + cos* § (sin [(cos 29)1/2T] )2} : (3.68)

onde T = gt e § = tan~'(Q,/€y), considerando o tempo ¢ em unidades de g~ o pardmetro T

é adimensional.

No grifico (3.2) podemos observar que para um valor fixo da razdo €2,/ a soma das va-
riancias V' (7T') tém um comportamento periddico, indo até um valor maximo V' (7,.) para
Tmax = (n + 1/2)7(cos 20)~1/2 e voltando para o valor inicial para (n + 1)7(cos 20) /2 (para
n = 0,1,2,---). Como o valor da soma de varidncias V' (7') aumenta em relacdo ao valor
inicial, entdo existe uma transferéncia de emaranhamento para o dtomo. O periodo aumenta
quando a razdo €); /Q)y aumenta e o valor maximo V' (7},,x) da soma de varidncias diminui, o

que significa que a transferéncia de emaranhamento para o &tomo € menor.
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1.5F i

Figura 3.2: V(T') em fungdo do pardmetro adimensional 7" para os valores da razao 8—; =2
QT a9

Qo ~ 10°Y Qo — 10°

No grafico (3.3) é apresentada a soma de varifncias V (T, ) para todos os valores possiveis da
razdo O/ (onde § = tan=* (2, /Q)).

Para um valor de €2, /€, abaixo de 4,9 o sistema apresentard morte sibita de emaranhamento,
quando €21 /€2y — 0 o emaranhamento entre os modos de campo quantizado desaparece com-
pletamente.
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Figura 3.3: Soma de variancias V (71", €2 /) como funcédo de T" e €24 /€.

3.4.2 Campo elétrico na cavidade

Usando a expressio (3.62) onde ¢; = ¢, = 0 e ¢3 = 1, o valor medio do campo elA©trico (F)

¢ da forma,

1
(E) = W exp [— tanh ™" (tan® 0)] sin @ cos # sin [(cos 20)1/2T} Ey, (3.69)

onde T' = gt, 0 = tan~1 (2, /) e (E) estd em unidades de Ej.

No gréifico (3.4) podemos observar que para um valor fixo da razdo ; /() o valor médio
do campo elétrico (F) tém um comportamento periédico, indo até uma amplitude méxima
| (E(Thnay)) | para Thax = (n+1/2)m(cos 20)~1/% (onde n = 0, 1,2, - - - ), e voltando logo para o

valor inicial. O periodo aumenta quando a razdo €2, /€2y aumenta e o valor | (£(T ) | diminui.
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olr

[ — ), /0, = 5/10
—_— /0 = T/10

| — /0 = 9/10

Figura 3.4: Valor médio do campo elétrico (£) /Ey em funcgdo do pardmetro adimensional T’
s 5 Q7T .9

para os valores da razdo Q—é = 5 Q—[l) = 1o Q—[l) = 15

Usando a expressdo (3.66) onde ¢c; = ¢o = 0 e c3 = 1, o valor médio do quadrado do campo

elA©trico (E) é da forma,

1
(E?) = 5 €XP [—2tanh ™ (tan® 6)] <1 + cos” 0 (sin [(cos 29)1/2TD2> E3, (3.70)
onde T' = gt, § = tan~' (2, /Q) e (E) estd em unidades de E?2.

No grifico (3.5) podemos observar que para um valor fixo da razdo €2; /€y o valor médio do qua-
drado do campo elétrico (E?) tém um comportamento periddico, indo até uma amplitude ma-
xima | (E%(Tinax)) | para Tpax = (n41/2)m(cos 26)7/2 (onde n = 0, 1,2, - - -), e voltando logo
para o valor inicial. O periodo aumenta quando a razdo ; /€2y aumenta e o valor | (E?(Tpay)) |
diminui, como resultado temos que quando o estado inicial para os modos de campo quantizado

da cavidade se aproxima para um estado tipo EPR a intensidade do campo elétrico vai para zero.
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—(2,/€y = 5/10 =01/ = T/10 =1}, /)y = 9/10

n2r i

N i

Figura 3.5: Valor médio do quadrado do campo elétrico (E?) /EZ em fungdo do parAmetro

i i 25 7 a9
adimensional 7" para os valores da taxa ¢! = G, 5t = 15, € o = 13-

3.4.3 Calculo da negatividade global

Usando os resultados do apéndice D podemos escrever o operador densidade para o estado do

atomo na forma

pa(t) = = (sin® 0 + cos® Osin® 7) (|4) (+] + |—) (=]) + cos® @ cos® 7 |0) (0]

N | —

1 .
—l—ﬁ sin @ cos 6 cos 7(|+) (0| + |0) (+| + |—) (0] + ]0) (—|) (3.71)

b s 0(14) (=] + =) (+]),

onde T = gt, 0 = tan= (21 /).

Considerando a negatividade N¢ entre o 4tomo e o resto do sistema, podemos escrever a ex-

pressdo analitica,

[NE]? = 2 ([Tepa () = Te [A(1)]) (3.72)

DO W
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[NS]Q = ; {1 - % [Sin2 0 + cos® 6 (sin [(cos 29)1/2TD2]2 — %Sin49
(3.73)
— [2cos? Osin® @ + cos* 0] (cos [(cos 20)"/*T] )2}

No grifico (3.6) podemos ver que o quadrado da negatividade N em fungio do paridmetro
T = ¢t ttm o mesmo periodo que a soma de variancia no grafico (3.2) para um valor fixo
da razdo €2;/€. Quando o emaranhamento entre o dtomo e o resto do sistema aumenta o

emaranhamento entre os modos de campo quantizado da cavidade diminui.

0.8

— /0 = 5/10 =,/ = T/10 =02,/ = 9/10
oy r i

A A
[i\- o ]m !

Figura 3.6: Quadrado da negatividade [Né‘] ? em fun¢do do parametro 7' = gt para os valores

Q5 9 7 o _ 9
dataxa o = 15, o = 75-€ o = 10-

Usando os resultados do apéndice D podemos escrever os operadores densidade para o estados

dos modos de campo quantizado na forma,

1 1
Per (T) = pey (T) = (1 — §C082981n2 7') 10) (0] + 3 cos? Osin? 7 [1) (1]
i ; (3.74)
Esinzesinr 0) (1] — —=sin® @sin T |1) (0]

V2

+

onde T = gt, 0 = tan=(; /).
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Considerando a negatividade N entre o modo de campo comprimido 1 com o resto do sistema,
e a negatividade N entre o modo de campo comprimido 2 com o resto do sistema, podemos

escrever a expressao analitica,

INGT* =2 ([T, (7)) = T 72, (7)]) (3.75)
[Néjf = g {1 — {1 + %COSQ 0 (sin [(cos 20)1/2TD1 2

—sin* 6 (sin [(cos 29)1/2TD2 (3.76)

B i cost 6 (sin [(cos 29)1/2T] )4}

No grifico (3.7) podemos ver que o quadrado da negatividade N/ em fungdo do parAmetro
T = gt ttm o mesmo periodo que a soma de variancias no grafico (3.2) para um valor fixo
da razdo /€. Quando o emaranhamento entre um dos modos de campo quantizado da
cavidade e o resto do sistema aumenta o emaranhamento entre os modos de campo quantizado

da cavidade diminui.
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L0,/ = 5/10 =)y /2y = T/10 =—=(2y /0y = 9/1(

Figura 3.7: Quadrado da negatividade [Né] } ’em fun¢do do parametro 17" = gt para os valores
09 5 W 7 O 9

dataxaQ—O—E,Q—O— 0o = 10

Nesta secdo foi estudado o emaranhamento entre os modos de campo quan-
tizado da cavidade assim como o emaranhamento entre o sistema atomo-modos da cavidade.
No gréfico (3.2) vemos como o dtomo no estado inicial |3) e os modos de campo quantizado
da cavidade no estado inicial S(r) |00) (vacuo comprimido de dois modos) o emaranhamento
dos modos de campo quantizado da cavidade t€m um comportamento periddico alcancando um
valor minimo e voltando para o valor inicial logo de um periodo. No grafico (3.3) € possivel
observar que para alguns valores da razdo (2, /€y 0 emaranhamento entre os modos de campo
quantizado da cavidade pode desaparecer por um intervalo de tempo finito. No gréfico (3.4)
vemos como a amplitude do valor médio do campo elétrico diminui quando a razdo €2, /2y vai
para 1. No grafico (3.5) observamos como a amplitude do valor médio do quadrado do campo
elétrico diminui quando a razdo €2, /€y vai para 1, como resultado temos que quando o estado
inicial para os modos de campo quantizado da cavidade se aproxima para um estado tipo EPR
a intensidade do campo elétrico vai para zero. No gréfico (3.6) vemos como que quando o
emaranhamento entre o 4tomo e o resto do sistema aumenta o emaranhamento entre os modos
de campo quantizado da cavidade diminui. No grafico (3.7) vemos como quando o emaranha-
mento entre um dos modos de campo comprimido da cavidade e o resto do sistema aumenta o
emaranhamento entre os modos de campo quantizado da cavidade diminui, isto corresponde a

uma transferéncia de emaranhamento, podemos observar também que os estados associados a



cada modo do campo comprimido do estado inicial sdo separaveis.
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4 DINAMICA DO SISTEMA COM DISSIPACAO

A evolucao temporal do sistema apresentado na se¢do (3.1) foi estudada considerando-
se uma evolucao unitdria. A interacdo com o ambiente causa o decaimento dos niveis de energia
atomicos e dos estados dos fétons de campo quantizado da cavidade. Quando os efeitos des-
ses decaimentos ndo podem ser desprezados, a evolucio temporal do sistema serd nao unitaria.
Neste capitulo estudaremos a evolugao do sistema apresentado na secdo (3.1) na presenca de
decaimento espontaneo dos niveis de energia atdmicos e dos estados dos fétons de campo quan-
tizado da cavidade a partir da equagdo mestra Markoviana. Fazendo o trago parcial nos estados
atomicos da equacao mestra € possivel obter a equacdo que descreve a evolugdo temporal dos
modos da cavidade. A expressdo analitica da equacdo mestra para a cavidade € simplificada
tratando os campos da cavidade linearmente e usando as solucdes estaciondrias para os opera-
dores de campo do tipo pji, onde j, k = +, 0, —. Integrando as equagdes dos valores médios das
quadraturas e fazendo uso do critério proposto por Duan (DUAN et al., 2000) [3], sera escrita
uma expressdo V' (t) que represente o emaranhamento em funcdo do tempo. Analisamos o com-
portamento do emaranhamento para a solucdo estaciondria da soma de variancias. Finalmente

serd discutida a viabilidade experimental do sistema apresentado neste trabalho.

4.1 EQUACAO MESTRA PARA O SISTEMA

Para descrever a evolug@o temporal do sistema apresentado na secdo (3.1)

usamos a equacao mestra (2.118) na representacio de interagao,
J. i
a” = "h

O operador Hamiltoniano H; (3.1) na representacdo de interacdo definido no capitulo 3 t€ém a

[ﬁl, ;3} F Lop+ Lop. @.1)

forma

Hy = Hy + H,q,, (4.2)

onde o operador H, (3.2) representa a interagdo dos dtomos com os lasers, e o operador H,,

(3.3) representa a interacao dos dtomos com os modos de campo quantizado da cavidade.

O primeiro termo no lado direito da equagdo mestra (4.1) descreve a evolucao unitéria do sis-

tema e pode ser associado a equagcdao de Von Neumman-Liouville,
g, i
ot"  h

que seria usada para descrever a evolucdo unitdria do operador densidade p de um sistema fe-

[ﬁ, ,6] , (4.3)

chado com operador Hamiltoniano H.
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O termo L,p no lado direito da equagdo mestra (4.1) descreve a perda de coeréncia devido ao
decaimento espontaneo dos niveis de energia atdmicos € definido pela equacgdo (2.120), t€ém a

forma

n 6
Lap= ) Z 5 (209565 — 669 — b6 . 4.4
1=1,2 j=1

onde v; é a taxa de de decaimento do nivel |3) para o nivel |1) de energia e 7, € a taxa de de

decaimento do nivel |3) para o nivel |2) de energia.

O termo L.p da equagdo mestra (4.1) descreve o efeito de perda de fétons pela interagdo com o

ambiente, € definido pela equacgdo (2.122) que tém a forma

A Ki A An Ata A asta
Lep= Z 5 <2alpazT —alap — PalTal> ; 4.5)
1=1,2
onde x; € arazdo de decaimento do modo de campo quantizado da cavidade associado ao ope-

rador de aniquilagd@o a; e k4 € arazio de decaimento do modo de campo quantizado da cavidade

associado ao operador de aniquilacao as.

Como o Hamiltoniano (3.20) estd na representacdo dos estados atdmicos vestidos temos que
escrever a equagdo mestra na mesma representacdo. O operador exp (%H Lt) transforma o

operador de estado p para

~ ) . i o~
p = exp lHLt pexp | ——Hpt ), 4.6)
h h
e obtemos o operador densidade na representacdo dos estados atdmicos vestidos. Fazendo atuar

o operador exp <%f] Lt) sobre o operador L,p (4.4) da seguinte forma:

L.p=oexp (%ﬁLt) Lqpexp (—%P[Lt) , 4.7)

obtemos a forma desse operador na representacdo dos estados atdmicos vestidos. Fazendo atuar

o operador exp <%[:[ Lt) sobre a operador L.p (4.5) da seguinte forma:

P T i A
L.p=exp (ﬁHLt> L.pexp (—ﬁHLt) (4.8)
obtemos a forma desse operador na representacdo dos estados atdmicos vestidos. Usando as

expressoes (4.6), (4.7) e (4.8) podemos escrever a equagcdao mestra (4.1) na representacao dos

estados atomicos vestidos como
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Para obter a equacdo mestra que descreve a dinamica dos modos de campo quantizado da cavi-

- [HI, } Y Lop+ Lop. (4.9)

dade precisamos fazer o trago sobre os estados atdmicos.

Usando o Hamiltoniano (3 20) podemos escrever o primeiro termo da equacdo mestra (4.9) em
funcdo dos operadores 6 akk, = |k;) <k’ | (k, k" = 4,0, —) e dos operadores de campo compri-

mido (3.19) para os modos de campo quantizado da cavidade na forma

L[] = Z[ 90 (05605 — Pb6'D) — igu(65)bap — 558))b)
(4.10)

— iga(6§7017 — pob1) — iga (b6 — b6 )]

O termo (4.7) que descreve o decaimento dos estados atdbmicos pode ser escrito em fungdo dos

operadores O'(J), = |k;) (k.| (k,k" = +,0,—) e dos operadores de campo comprimido (3.19)
kk J J

como

A/A:Ze%(Ekak/)t (sl Lap |K5) s} (K| (4.11)
kK’
2= 30 3R (] 1) (89 13 (19 )
kb 3=1 (4.12)

+<kj| 2(j)> <3(j) 5 3(j)> <2(j)| k;> _ <k]| 3(j)> <3(j) 5 k§>
= (kg1 p[397) (39 K5)) [ks) (5

onde as expressoes analiticas para os operadores na equacao (4.12) estdo no apéndice B.

O termo (4.8) que descreve o decaimento dos modos de campo quantizado da cavidade pode ser
escrito em fungdo dos operadores o O'kk/ = |k;) <k’ | (k, k' = +,0, —) e dos operadores de campo

comprimido (3.19) como

Ecﬁ = exp |:;—:L[:[Lt:| £cﬁexp |:—%F[Lt‘| , 4.13)

- KR A ~n Ao~ ~nta R PSR Ata ~  ~ata
Lep= 5 <2a1pai ialp — paicu) + 5 <2a2pa£ — agagp — pa£a2> . 4.14)

Usando a relacao entre os operadores aniquilagcdo dos modos de campo quantizado e os opera-
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dores de campo comprimido,

a, = Z;l coshr + IA)g sinh r,

. “ X (4.15)
ag = by coshr + b} sinhr,
podemos escrever (4.14) na forma
- K PTUIPSEPUA o
Lp=) 5 [No(bjﬁbz — b} p) + (No + 1) (bipb] — bjblﬁ)]
1=1,2
+ M (bypby + bopby — bibap — pbibs) o)

+ Z [ bl pby — pbib}) + (No + 1) (bipb] — ﬁ;ﬁ?z)]

l12

+rM (b} b} + by b — bibip — bB))

onde M = sinhrcoshr e N, = sinh?r. Usando (4.9), (4.10), (4.11) e (4.16) obtemos a

equacao mestra

N
Z [ iga( bg‘ﬂoﬂ ﬁbQU-&-O) - Zga(‘70+52p P‘70+b2)

Q>|Q;

— iga(6§2017 — 68 bn) — iga(b]6 95— 16|

k!

T Z [ (b pby — bib} p) + (No + 1) (bipb] — bTblﬁ)} (4.17)

I= 12
+/£M(ZA7157;2 + 62%1 — 5162,5— %182)
+ D7 5 [ NoBl b — hib}) + (No+ 1) (b — )]

112

1M (] b} + bpb} — bibL7 — pbib)).

A equacdo (4.17) representa a evolucao temporal do sistema conjunto formado pela cavidade e
0 meio atdmico para o caso 21 /€y < 1.

4.1.1 Equacao mestra para o operador de estado dos modos de campo da cavidade

Para poder obter uma expressdo do operador de estado para a cavidade temos que fazer o trago

parcial do operador densidade sobre os estados atdomicos,

Pe = Tratomp- (4.18)



72

Fazendo o trago parcial da equacdo mestra (4.17) sobre os estados atdbmicos obtemos

%ﬁc = _%Tratom |:j—-7]a ﬁ] + Tlatom (Laﬁ> + Tratom (Z‘:;) . (4.19)

O traco parcial sobre os estados do dtomo de (4.10) é da forma,

- Tratom HI) ﬁ] 'Lga b; p0+] Zga [b27 p+0]
h Z ( (4.20)

— igalbr, p%) — igalb], 2] )

O trago parcial sobre os estados do 4tomo do operador (4.12) associado ao decaimento dos
estados atdomicos € da forma

=z

N
Trat0m ( ap) Z | Z:;ﬁ ‘_|_(J')> + Z <O(j) P 4)>
j=1

(4.21)

N
+3 (=9 Lp|-9).
j=1

Na base dos estados atdmicos vestidos obtemos,

N
Tlatom <£a/3) — Z [(| <+(J')‘ 1(J')> ‘2 + | <0(j)‘ 1(j)> ‘2 + <_(j)| 1(j)> |2) <3(j)| ) ‘3(j)>

j=1
4 (| <_|_(J')‘ 2(j)> ‘2 + | <0(j)‘ Q(j)> ‘2 4 | <_(J')| 2(]’)> |2) <3(J’)| p ‘3(J')>
—(+0] 30 (30| §|+@)) — (00| 30} (30)] p |0
— (~0)| 30 (30| |-} — (+0)] 5|30} (30)| +@)

— (09)] 5[39)) (30)] 09y — (=) 5|30} (30)| —))] .

Usando a lista de operadores do apéndice B e eliminando os termos que oscilam rapidamente

obtemos a expressdo analitica
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N
Tlatom ( ap) Z [sm 9 f)( 7 %) + 2 cos® 9p00

Jj=1

sin? ¢
5 (P4t + ﬁ{ﬂr) — COS eﬂoo

sin? 4
- (ﬁ(ﬁl + ﬁ(jl) cos 9000} = 0.

(4.22)

2

O trago parcial nos estados do dtomo do operador (4.16) associado ao decaimento dos estados

dos modos de campo quantizado da cavidade é da forma

= K X PO 2 Tt~
Traon (L£0) = Y 5 [No(bl bt = bl ) + (No + 1) (bipcbf — b
I=1,2 (4.23)

—f-/iM(i)lﬁci)Q + 62,’5661 — Bli)gﬁc — ﬁci)li)g) + H.c.

onde M = sinh r coshr and Ny = sinh® r. De (4.20), (4.22) e (4.23) obtemos a equagao mestra

para a cavidade

a N N
apc = Z ( Zga[bg, /00+] Zga[bg, p+0] Zga[bla ] Zga[bJ{, AU)])

j=1

+Z | NolB} b = bib{ ) + (No + 1) (b — b

| SSS—

e e e (4.24)

+KM (b1pcba + bopeby — bibope — pebibs)

+ Z [NO lpcbl pcl;ll;;) + (NO + 1)(611566;[ - ﬁcl;;fl;l)]
I= 12

+M (b} pebh + bhpebi — bibip. — pebibl).

A expressdo (4.24) descreve a evolugdo temporal do operador densidade para a cavidade. Para
poder fazer uma andlise do emaranhamento entre os modos da cavidade, os operadores ,B%

terdo que ser expressos em termos dos operadores de campo comprimido e de p..

4.1.2 Aproximacio das solucoes quase-estacionarias

Como (4.24) depende dos operadores pkk), = (k] ﬁ‘k;> (onde 7 = 1,2,--- N) € preciso
escrever estes operadores em fungido do operador p, para obter a equacdo mestra dos modos da
cavidade. Dos elementos de matriz da equacdo mestra (4.1),

gﬁj’ﬂ’:_%w 1, 5] K+ (il (Lap) [K9) + ksl (Lop) K, 425)
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¢ possivel obter as derivadas dos operadores pyi. Por exemplo para k = k' = + temos a
equacao

0 i N (cos?0 + 1) [sin®6 / :
P2 = —ian(B47) — ) 4 { R [0 (50, o

, . ind 0 i
+ e*ZQRtﬁ{j)_ + ﬁ{ 7 > + cos 9p00 4 Sy Cosy (e 3Qrt50)

5 P+o
" 62937)4]) _i_eQQRtﬁ’(]) Lem QQRt"'(]))i|
_sind {sm@ ZQRtﬁf(])> +COSQ€2QRtﬁf)J+):|
s1n9 _ZQRtﬁY) ) + cosfe” 2QRtﬁﬁf0] } (4.26)
+ 30 5 Nolh 1 ) bb*) + (No -+ 1)(bip 0] — b))
I= 12

‘H‘LM(Z)l 59 % bz +bgp++b1 —b1b2p++ p++b1b )

+{Z > [No (Bl b = 7L 0ib) + (No + 1) (i 5] — 8[|
l

=1,2

onde as expressoes analiticas dos operadores ﬁgk), = (k] ﬁ‘k§> (onde 57 = 1,2,--- , N) estdo
no apéndice C.

Eliminando os termos que oscilam rapidamente na expansao (4.26) e tratando os campos line-
armente obtemos,

9 :
((%ﬁgzr = _Zgabgﬁ(ojl + @gap+ob2 + fp++ Z){—J)— + Bpoo ) (4.27)

seguindo o mesmo procedimento obtemos as equacgdes para os operadores restantes,

a ] N
E)tbg%) = _Zgab2i)€2()) Zgabl + Zga/)(HbJf +1gap szT + f%agjo) 48
sin GA{]) sin 9,\{]) ( ' )
+ Piy V5P,
2 2
8 .
&f)@ ~igabi P8 + iguphby + Y + ap, + B, (4.29)
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0 S . ;
atﬁﬁz()) = Zgabgpoo + ZgaPJrerT +1gap ])be + f p+0
(4.30)
n cos 0sin @ _;
/7 \/§ pO—a
0 . %
atﬁ(ﬂjj = _Zgab2ﬁ(—i ZgabIN(J) + Zgap J)bl + f3p0,
(4.31)
n cosfsinf ;)
Y \/§ p+07
0
o1 = —igublpy + igaplobs + fi7 (4.32)
onde foram usadas as constantes definidas na forma
2 .2
F = {(COS 0 tll) S0 2 e] : f1=—~sin20(sin?0 + 1),
B 2y . (cos?6 + 1) sin* 0
fo =7y cos” O(sin” 0 — 2), g 1 ; (4.33)
fsin 0 in? 6 20+1 20
fim cosfsing sin"6 5 7 3 :W(COS + 1) cos ‘
V2 2 2
. 9 )
Usando a equagdo para P+
d 4 — .
_ftﬁt — fe I = —igubbe ") +igae T pUby + ae Y. 4 pem 5l (4.34)
0 - ‘ , o
5 ( ftﬁﬁfl) — —igable T PF) 4+ igae T pUby + ae T Y. 4 pe TS, (4.35)
Integrando por partes (4.35), obtemos
b 1 (— 1) ) 1 gel)
/ ect ﬁg]g)/dt, — - Ctﬁ(]) Ctpkk’ + Ctpkk’ 4.
0 (4.36)

143‘) (—1) +(j)
=59 0 /
+Cpkk;( )+ Pl 0+

Considerando as solugdes estaciondrias podemos eliminar todos os termos que contenham uma

derivada, entdo a integral serd
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b 1 N1
/ Dt~ B+ Tp0) 437)
0
e a solugdo de (4.35) serd
, [0 ~5)7 ~(j) ~(j)
P9 = —ig.bh p(’—} +iga p—+]8 by + a ’)——J; + 3 ’)L;L +eonstelt.  (4.38)

Com este processo € possivel obter as solucdes para os operadores ﬁ{k]k)/ no limite ¢ — oo:

) i [)fﬁg L f)ﬂfg b (cos? 0 + 1) sin®6 | pY)
P+3+ = ~a — o | —F% | 02177
- 2| ¢ y 1 —7 o
(cos?6 + 1) cos® 0 ﬁf)%) .
+ry |
2 —f
() | | % s | s | s
0 = —igaby | =5 | —igaby | = | +iga | =1 | by +iga | =5 | b
oo | =h Y R f)" o
sin* @ ﬁ{j) sin* @ ﬁm (340
2 |—f 2 —f2
~(j) ~(j) 2 .2 ~(j)
) et | Po= N g I (cos* @+ 1)sin®0 | pil
Pl = —igby | == | +ige |— | 1+
1 d - ! - (4.41)
(cos?0 + 1) cos?6 | pS) .
+ >
2 —f
)~ g} | P P b i | P2 | 3
B —f —/fs —f 442
. cos@sin @ Z)f)]_) .
Y )
V2| s
i, [ [0 o
] . —_ . _— .
Po- = —igaba | —F | —igab1 | —F | Ti9a | —4 | ]
’ Sl Y=t —fs| @iy
n cos 6 sin 6 ﬁﬂfg .
v )
V2 | s
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. [0 .
PO = —igabl | | +iga | 2| by (4.44)
—J1 —Ja

As solugdes estaciondrias (pj,,) em auséncia dos campos da cavidade (g, = 0) sdo

_ cos® 0+ cos* @

</)++> =(p°_) = 11 3cosid (4.45a)
sin 6
Oog) = —————— 4.4
(ﬁi_) =0. (4.45¢)

Como as varidveis atdmicas variam mais rapidamente que os campos da cavidade € possivel ex-
pressar py (k, k' = +,0, —) em termos de p,, b e by, a partir das solugdes quase-estaciondrias
para as equacdes acopladas (4.39), (4.40), (4.41), (4.42), (4.43), (4.44). Usando as aproxima-
¢des (ZOU, 2013) [7] pri = (i) pe (k = +,0,—) e (p7._) ~ 0 obtemos a equagdo mestra para
os modos da cavidade em fun¢ao do operador p..,

d . 1 ax A NS A A IS
%Pc = B Z [(A + '%NU)(b;Pcbl - blb;pC) + (B + H(NO + 1))(blpcbz[ - bjbzpc)]
1=1,2
P A A (4.46)
+ (kM + C)(b1peba + bapebi) — (KM + D1)pcbibs
—(/'iM + Dz)i)li)gﬁc + H.c.
onde foram usadas as constantes
Yo 2 .2
F = = - 9 1 0 ~s ~s
2 + 2 o8 ( +sin )’ O — 92N7c(<P++> + <P00>)
Yo = % sin? f cos? 0, 2 =2
- 292 N7e(Pgo)
A 292NT (D30 D, = ?72007 (4.47)
[2—~2 "7’ <
< 20aNYe(P5 )
B _ 29aNT(PL) D=
FQ _ ’_)/62 ) C

A expressao (4.46) descreve a evolugdo temporal do operador densidade para a cavidade em
termos dos operadores de campo comprimido, de p, e das constantes (4.78). Ela pode ser usada

para estudar a dindmica de emaranhamento entre dois modos de campo quantizado da cavidade.
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4.2 EMARANHAMENTO ENTRE DOIS MODOS DE CAMPO QUANTIZADO DA CAVIDADE

Nesta se¢do o emaranhamento entre dois modos de campo quantizado sera
determinado aplicando o critério (2.174) para o sistema com dissipacdo onde o meio atdmico
esta composto por N atomos.

4.2.1 Calculo da soma das variancias V(t)

Usando a equag@o mestra (4.46) para os modos de campo quantizado da cavidade da cavidade

e a relagcdo % <X’ > =Tr (%?X ) para os operadores de campo X podemos escrever,

d /. 1 S N S PN P
= <X> = (A4 kN)Tr [bypcblx —bbipX 4 B pbe X — boblp.X
4 b X = b\ X + bl — b X]
1 e a e e e aia
5B+ /(No+ 1)]Tr [blpcbix — 05X + bapbb X — bhbep. X
b1l X = pblby X + oK — b X |
+I€MTI' [615662)2 + l;gﬁc?)lX - ﬁci)li)g)z — [;162,56)2
IRAGSAD GENAY 1S U g ﬁcB}B;X} (4.48)
] G B P A
—1—D1Tr |:§blpchX + §bgpcle — pcb1b2X
] S N T S
5L+ 7L iif7X]
] B S S A
—|—D2TI' §blpcb2X + §b2pcle — blbgch
] Y U PPN
+§b§pcbix + §b§pcb;X - pcbIbEX} .
Usando as relagdes de comutagdo dos operadores de campo bosdnico e usando a propriedade

ciclica do trago parcial na equacdo (4.48) obtemos o seguinte conjunto de equagdes

%<1§1> _ %(A—B—n) <z§1> +%(—D1+D2) <6§>, (4.49)

%<132> - %(A—B—n) (b:) +%(—D1+D2) (b)), (4.50)
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a <IA)IZA)1> =(A—B—k) <BJ{I;1> + %<_D1 + Ds) <ZA71[;2>

= 1 - (4.51)
+5(=D1 + D) (BBh) + (A + wNo),

% <3§52> =(A-B _1 K) <B£i’2> + %<_D1 D) <6162> 4.52)
+5(=D1+ Dy) (blBh) + (A + ko),

% <;;lg;2> = (A= B —k) <l§1132> + %<_D1 + Dy) <5ﬁ71> 4.53)

1 o
+5(=D1+ Dy) (bha) — (kM + Dy).

Fazendo combinagdes lineares das equagdes (4.49), (4.50), (4.51), (4.52) e (4.53) e seus com-

plexos conjugados obtemos o seguinte conjunto de equagdes:

3 (1) = (B2)) = 5= () = () (454)
() + (389) = e ((0) + (31)) 55

% ((B1br) = (blba) ) = € ((Blon ) = (Bhia) ) . (4.56)
(o) — (1)) = (i) — (381)). s

gt (B} = ot + (i) + B1)) = cm (o) + (it + (0}

+ (BlE)) +2(¢ - ),

(34 + (850 — (o) — (B184)) = (€ — ) ((b1b) + (i) — (i) wso)

— <6{1§§>) +2(¢ + ),

onde foram usadas as constantes
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¢ =A—-B—k&, ¢ =A+ KNy,
n:—D1+D2, 19:/€M+D1

(4.60)

Para poder integrar as equacdes precisamos das condi¢des iniciais , as quais podem ser obtidas

do estado inicial |¢.(0)) para os modos de campo quantizado da cavidade, definidas na forma:

(blbn), = (0c(0)| 5161 [0:(0))
(Bb2) = (60(0) Bz 0.(0)
<131132>0 = (6(0)| biba |6:(0)) ,

br), = (6:(0)| b1 6:(0)).
> (4.61)

(
@Qozwxmwﬂ@m»-

Usando as condig¢des iniciais (4.61) € possivel integrar as equacgdes (4.54), (4.55), (4.56), (4.57),
(4.58) e (4.59) diretamente e obter:

(1) (b = (), (i) wa
() () =t (), (i) wo
) i) = () - (1)) o
<&@ — ﬂ@>:eﬁ<@$»0—<ﬁ@%>, (4.65)

() () )+ ) =t (i) (i),
o)), e

A0 _2)

£+ E+n )

() () (i) (i) =" (i), + (),
<b1b2>0 <bTb£>0 (4.67)

20 _2crd
§—1n §—n

Das equacdes (4.62) e (4.63) obtemos



() =) (5) + (o) on ()}

A quantidade V' pode ser calculada usando as equagdes (4.67), (4.68) e (4.69):

V(t) =2e" {1 -

onde,

Usando as constantes definidas em (4.78) e (4.60) podemos escrever

- an 1—3cos’0Y
1+ 3cos*f "

B N’yc 1 —3cos?0
== 1+ 3cos*d )’

2Nr sin® ¢
— inh?
¢ [ ](1+3cos49)+ﬁsm "
292N, in* 6
9 = |ZalT, S — ksinhrcoshr,
I'?2—~2| \1+3cos*d
onde,
F:%+%cos29(1+sin2 0),

Ve = % sin? @ cos? 6.
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(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)

(4.72a)

(4.72b)

(4.72c)

(4.72d)

(4.73a)

(4.73b)

Considerando o critério (2.173), a equagdo (4.70) pode ser usada para analisar o emaranha-

mento do sistema.
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4.2.2 Evoluciao temporal do emaranhamento

Com a expressdo (4.70) que descreve a soma das variancias V' (¢) podemos es-
tudar a evolugdo temporal do emaranhamento entre os modos da cavidade escolhendo estados

iniciais particulares.

Considerando o estado inicial para a cavidade p.(0) = |00) (00| a equagdo (4.70) se reduz a

V(t) =2 {1 - 22%219) + el&m <2sinhr(sinhr + coshr) + zé%r:)) } . (474

Para poder estudar numericamente a expressao (4.74) vamos escrever todas as quantidades que
tenham unidades de frequéncia em unidades de 7, o pardmetro ¢ estard dado em unidades de
~~L. Consideraremos g N = 1072 de modo que variando o nimero de 4tomos N o sistema

permanecera no acoplamento fraco. Para que a aproximacao da onda girante seja valida,

e

— <1, 4.75)
Ky

a constante de decaimento dos modos da cavidade serd x = 0,001v. Na figura (4.1) a linha

azul representa a soma das variancias V' (¢) para g—; = 1—56, a linha vermelha representa a soma

das varifncias V() para (X = + e a linha preta representa a soma das varidncias V(t) para
0

3—(1) = 1%. Para valores grandes de ¢ a linha azul vai para um valor assintético de V' ~ 1,2709 e

a linha vermelha vai para um valor assintético de V' ~ 0, 8373.
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1.4 -
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1 II-".S _:!“ = ':| I."I. 1 []
E l 1 I,"IIE _:!“ f TI,"II 1 [] i
) 1 I,-'IIE _:!“ =0 I,-'II 10

[:l.',d- B —
] 1

()

1

Figura 4.1: V (t) para o estado inicial |00), considerando as razdes g—; = I, o

o
=
I

e as constantes g°N = 10?2 e k = 0,017.

Considerando o estado inicial para a cavidade p.(0) = S(r)|00) (00| ST(r), a equagdo (4.70) é

da forma

v=ger |1 200 e (—2@ - 19))} . (4.76)
&= &=

Consideraremos uma constante de acoplamento g?°N = 1072 e a constante de decaimento dos
modos da cavidade serd k = 0,001~. Na figura (4.2) a linha azul representa a soma das varian-
YD 5 41 i4anci oD 7
o, = 1> a linha vermelha representa a soma das variancias V (t) para o =10
e a linha preta representa a soma das varidncias V' (t) para g—é = 1%. Para valores grandes de ¢

cias V() para

a linha azul vai para um valor assintético de V' ~ 1, 2709 e a linha vermelha vai para um valor
assintdtico de V' ~ 0, 8373.
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I'IE_:!" — .-illflll[] .
El]l."lli-:!" = TI,"II].[]

El]l.-'lli-:til = l'—.]-'l[]
1.4} i

12k i

LB

WET i

o4 i

D2F i

Figura 4.2: V (t) para o estado inicial S(r)|00), considerando as razdes g—é = %, Q—é = 1—70, e
3—(1) = %, eas constantes g>N = 1072 e k = 0,017.

O critério proposto por Duan[3] é valido para estados gaussianos, mas € possivel observar nos
dois casos que para os mesmos valores dos parametros €2; /2, g*N, 7 e k o valor da soma das

variancias V' (¢) vai para um valor assintdtico determinado.

4.2.3 Solucio estacionaria para V (t)

Como existe dissipacdo no sistema € possivel também a presenca de solucdes
estaciondrias assintdticas para a soma das variancias V'(t). Os resultados na se¢do (4.2.2) suge-
rem que existe uma solucao estaciondria assintética. Como o critério (2.173) € valido s6 para
estados gaussianos ele constitui uma forte restricdo na aplicabilidade pratica deste critério no
estudo do emaranhamento dos modos da cavidade. Se a soma das varifncias V' (¢) possui uma
solucdo estaciondria assintdtica entdo para um tempo suficientemente grande obteriamos um
resultado especifico que ndo dependeria do estado inicial, s6 dos pardmetros como €2y, 2o, 7,

etc; neste caso o critério (2.173) poderia ser estendido.

As equacdes (4.49)-(4.53) formam um conjunto de equacdes diferenciais acopladas de primeira

ordem. Um conjunto de equagdes diferenciais acopladas de primeira ordem do tipo
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d
== |+ |, onde A=

TN Anvi -+ Ann TN CN Anvi -+ Ann

terdo solucdes estaciondrias assintdticas s6 no caso de que a parte real para cada autovalor
de A seja um ndmero negativo. Como essas equacdes foram integradas na secdo (4.2.1) o
que precisamos fazer é analisar a soma das varidncias V' (t). A expressao (4.70) terd solugdes
estaciondrias assintticas se & — 7 < 0 por causa do termo exponencial e(é~¢, Usando (4.72)

obtemos,

202N(T +.)] (1 —3cos?6
= | _ 477
$=n [ 2 —~2 1+ 3cos*f " 77)

As constantes I' e 7, foram definidas em (4.78), onde

I' = % sin? 6 cos® 0 + % + % cos? 6, (4.78a)

e = %sinQ 0 cos? 0, (4.78b)
entio ' > 0,7, > 0e > —~2 > 0. Estamos estudando o caso g—; < 1. Sabemos que
tanf = 8—;, logo temos que 1 — 3 cos? # < 0 no intervalo g—; € [0,1]. Finalmente § —n < O e

(4.70) tém solugdo estaciondria no limite ¢ — oo, qual seja

V=2 [1 — 2(5%—?] . (4.79)

2gN (T in' 0
9aN ( Jr%)] < S ) + 2k sinh r(sinh r — cosh )

2|
V=2 1=

[2—~2 1+ 3cos*d
< . (4.80
202N(T +7.)] (1 —3cos*0 (4-80)
— K
[2 — ~2 1+ 3cos*d

Sabemos agora que a expressdo (4.70) para a soma das varidncias V' (¢) possui a solugéo estaci-
ondria assintética V' (4.79). Em trabalhos como (MUCKE et al., 2010) [28] um feixe de 4tomos
¢ enviado para a cavidade de modo que ele permanece um tempo ¢ suficientemente longo para
interagir com a cavidade, o feixe € enviado de tal forma que pelo menos /N dtomos estdo sempre
na cavidade, neste tipo configuracdo experimental é importante conhecer o tempo que demora
a soma das variancias V' (¢) em se aproximar o suficiente para V. Para dar uma defini¢do mais

clara da expressao ‘“‘se aproximar o suficiente” vamos considerar a expressao
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V-V
=

A quantidade x indica o quéo afastado estd o valor da soma das varidncias V' (¢) do valor de V,

(4.81)

por exemplo x = 0, 1 disse que V(¢) — V e de 10% do valor de V, o tempo ¢, que o sistema

demora em alcancar um determinado valor de y é,

2(¢+9)
P o it/ (4.82)
(E-n) X(1_2(<+19)>

§—n

Usando a expressao (4.82) é possivel dar uma melhor interpretacdo da figura (4.1). Conside-
rando o estado do vdcuo como estado inicial, para g = %% N = 40e k = 0,01y da equagao

(4.82) obtemos os resultados mostrados na tabela 4.1

o _
Qo

|/ | tops ]
50/100 | 0,7610~*
70/100 | 1,8722~1
90/100 | 9,4262~~*

Q

. ~ 1 _ 7
Tabela 4.1: t,— o5 para as razoes o =10 ¢

Podemos ver que para (2, /)y — 1 temos que ¢, sera maior e o valor V' sera menor, ou seja,

para um menor valor de V' (maior emaranhamento) o tempo ¢, serd maior.

Considerando o estado do vacuo como estado inicial, para 2,/ = 90/100 e x = 0,017 da

equacao (4.82) obtemos obtemos os resultados mostrados na tabela 4.2

Tabela 4.2: ¢, o5 para >N = 172, >N = 572, ¢°N = 107% e g° N = 100~

| ¢°N | t0,05 |
I | 66,775017 |
5 [ 18,0201 !
10 9,4262~~!

100 | 0,9839y7!

Observa-se que o tempo ¢, serd menor aumentando o nimero de dtomos dentro da cavidade.

Considerando o estado do vacuo como estado inicial, para €, /Q = 90/100 e g°N = 10+* da

equacdo (4.82) obtemos obtemos os resultados mostrados na tabela 4.3
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Tabela 4.3: t,—o 05 paraxk = 0,17, K = 0,01vy,e x = 0,001y

| & | toos
0.1 067757
0,01 | 9,4262~71

0,001 | 9,8394~~1

Fica claro que diminuindo as dissipagdo da cavidade o tempo ¢, serd maior.

Quando a soma das variéncias V' (t) alcanca o valor estaciondrio assintético V' o emaranhamento

2
dos modos da cavidade estara relacionado razdo 2 /€)y. Lembrando que r = arc tanh <%> e
0

0 = arctan (3—3) faremos um grafico de V' para g = %7 usando trés valores para o coeficiente
de decaimento da cavidade: k = 0,17, Kk = 0,01y e Kk = 0,001+, no grafico (4.3) N = 2 e no
gréfico (4.4) N = 40,
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No gréfico (4.3) para g> N = 0, 572 a linha azul representa V para x = 0, 1 onde o valor minimo
¢ Vinin =~ 1,45 para €, /Qy =~ 0, 68, a linha vermelha representa V' para x = 0,01 onde o valor
minimo é Vi, &~ 0,79 para 2, /)y = 0, 85, a linha preta representa V' para k = 0,001 onde o

valor minimo é Vi, = 0, 34 para 21/ =~ 0, 95.

0.8 —_=0,17 |
0.6 — = []. []1 ":r' _
m— = (), (017
0.4 .
02F i
) ] ] ] ]
] 02 0.5 0.3 1

X
521‘/52[]

Figura 4.3: Vg acionario para os valores das constantes g°N = 0,572, k = 0,17, k = 0,01y e
k =0,001~.

No grafico (4.4) para g N = 10+? a linha azul representa V' para x = 0, 1 onde o valor minimo
é Vinin = 0,63 para € /Qq = 0, 89, a linha vermelha representa V' para x = 0,01 onde o valor
minimo é Vi, = 0,25 para €21 /Qg ~ 0, 96, a linha preta representa V' para x = 0,001 onde o
valor minimo é Vi, = 0, 087 para €2, /2 = 0, 985.
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Figura 4.4: Vi acionario Para os valores das constantes 2N = 1072, k = 0,17, k = 0,01y e
k =0,001~.

Dos gréficos (4.3) e (4.4) vemos que quando /N aumenta e x diminui o valor de V' diminui,
aumentando os valores de NV e x o valor minimo de V' vai para 0 quando €2,/ — 1. Isto
quer dizer que o emaranhamento miximo para varidveis continuas pode ser aproximado na
cavidade de dois modos aumentando o nimero dos dtomos N, aumentando a qualidade da
cavidade(diminuindo ) e ajustando as intensidades dos lasers para que €2; /€y — 1. Como
este resultado é obtido para a solucdo assintoticamente estaciondria da soma das variincias
V' (t) podemos nos aproximar ao estado maximamente emaranhado para varidveis continuas

sem importar o estado inicias dos modos da cavidade.

4.3 VIABILIDADE EXPERIMENTAL

Finalmente vamos discutir brevemente a viabilidade experimental do modelo

escolhendo um meio atdmico apropriado e considerando as constantes apropriadas.

Um candidato possivel de um sistema de trés niveis formado por um estado excitado e dois
1) = [5S12, F =1), |2) =
|5Sl 12, F = 2>, dos atomos de 8"Rb. O decaimento do estado excitado |3) é dado por 1 + 72 =

estados metaestdveis sdo os estados [3) = |5psp, F =2) ,

2m x 5,9 MHz (71 =~ 7). Para diminuir o valor de x podem se utilizadas cavidades de alta
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qualidade (HAROCHE; BRUNE; RAIMOND, 1991) [30].

Para o sistema sem dissipagdo seria preciso que a dindmica da cavidade pudesse ser descrita de
forma acurada pelo traco parcial dos estados do d4tomo da equacido de Von Neumann-Liouville
para o sistema formado pelo meio atdmico e a cavidade. Como foi visto no capitulo 3, na
presenca de dissipacdo a evolugdo é dada pela soma do traco parcial nos estados do dtomo da
equac¢do de Von Neumann-Liouville, o trago parcial nos estados do dtomo do dissipador para o
decaimento atdmico e traco parcial nos estados do dissipador para o decaimento dos modos da

cavidade,

0 - ] ~ — —
apc = _%Tratom |:H17 p:| + Tratom (Eap> + Tratorn (Ecp) . (483)

Como foi mostrado no capitulo 3, Trym (Ca p> = (. Entdo s6 Tryom (Ecp> precisa ser despre-
zado, isto € possivel para valores pequenos de x, o que pode ser logrado usando cavidades de
alta qualidade. O problema que surge neste caso, é que para grandes valores de N o sistema vai
rapidamente para a solucdo estaciondria assintética, como € possivel comprovar usando (4.82).
Logo a melhor op¢ao € considerar a dindmica sem dissipa¢do para um meio atdmico formado
por um dtomo, como foi feito no capitulo 3. Como foi visto na sec¢do (4.2.3), o nimero de
dtomos N no parAmetro g>N é modificado para trabalhar sempre no acoplamento fraco, de
forma que a aproximacao da onda girante seja valida, entdo fixar o nimero de dtomos N = 1
pode levar o sistema para o acoplamento forte quando sao usados valores pequenos de . Por
esta razdo, para determinar a validade experimental do modelo sem dissipagdo € preciso estudar
o sistema com outras aproximacoes, tais como a aproximacao secular (LI; TAN; MACOVE]I,
2007) [29], ou pelo uso de equagdes mestras projetivas (BREUER; PETRUCCIONE, 2002,
p.115) [6].
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5 CONCLUSOES

O objetivo principal deste trabalho foi examinar o emaranhamento entre dois
modos de campo quantizado numa cavidade a traves da interacdo com atomos de trés niveis.
O sistema escolhido para este estudo foi o sistema formado por N atomos de trés niveis inte-
ragindo com dois campos de laser e dois modos de campo quantizado de uma cavidade. Os
estados |1) e |2) estdo acoplados ressonamtemente por um laser de frequéncia de Rabi € e os
estados estados |2) e |3) estdo acoplados ressonamtemente por um laser de frequéncia de Rabi
;. O estado excitado |3) e o estado fundamental |1) estdo acoplados por dois modos de uma
cavidade com dessintonias 6 e —9. Foram aplicadas transformagdes unitarias sobre o opera-
dor Hamiltoniano (3.1) e a aproximacao da onda girante para obter um operador Hamiltoniano
independente do tempo (3.15). A partir do Hamiltoniano que ndo depende explicitamente do
tempo (3.20) foi construido o vetor de estado do sistema (3.41) para descrever a evolu¢@o uni-
taria de um dnico dtomo na cavidade. O Hamiltoniano (3.20) foi usado também para construir
a equacao mestre na forma de Lindblad do sistema (4.17) na presenca de decaimento nos niveis
atdmicos e nos modos da cavidade. Depois de fazer o traco parcial nos estados atdomicos da
equacgao mestre (4.17) e tratar linearmente os campos da cavidade, foi obtida a equacdo que
descreve a evolucdo temporal dos modos da cavidade (4.46), considerando as solucdes estacio-

ndrias para os operadores de campo do tipo pjy.

Foi obtida uma expressdo analitica para a soma de variancias V() (3.58), para
a evolugdo unitdria no caso em que s6 um dtomo esteja na cavidade considerando o estado ini-
cial separdvel |p) @ [S(r) |00)]. No gréfico (3.2) vemos como o estado inicial |p) ® [S(r) [00)].
Para os modos de campo quantizado da cavidade no estado inicial o emaranhamento dos modos
de campo quantizado da cavidade t€m um comportamento periddico alcangando um valor mi-
nimo e voltando para o valor inicial depois de um periodo. No gréfico (3.3) € possivel observar
que para alguns valores da razdo €2; /)y 0 emaranhamento entre os modos de campo quantizado
da cavidade pode desaparecer por um intervalo de tempo finito. No gréfico (3.4) vemos como a
amplitude do valor médio do campo elétrico diminui quando a razdo €2, /{) vai para 1. No gra-
fico (3.5) observamos como a amplitude do valor médio do quadrado do campo elétrico diminui
quando a razdo €2 /() vai para 1. Como resultado temos que quando o estado inicial para os
modos de campo quantizado da cavidade se aproxima para um estado tipo EPR a intensidade
do campo elétrico vai para zero. No grafico (3.6) vemos que quando o emaranhamento entre
o dtomo e o resto do sistema aumenta, o emaranhamento entre os modos de campo quantizado
da cavidade diminui. No gréfico (3.7) vemos como quando o emaranhamento entre um dos
modos de campo comprimido da cavidade e o resto do sistema aumenta o emaranhamento entre
os modos de campo quantizado da cavidade diminui. Isto corresponde a uma transferéncia de

emaranhamento. Podemos observar também que os estados associados a cada modo do campo



92

comprimido do estado inicial sdo separaveis.

Foi obtida uma expressdo analitica para a soma de variancias V' (t) (4.70)
para a evolu¢do ndo unitaria dos modos da cavidade para um meio formado por N 4tomos,
considerando o estado inicial geral p.(0) para a cavidade. No estudo do comportamento de
nosso sistema foram considerados os estado iniciais para os modos de campo da cavidade
pe(0) = [00) (00| (o estado vdcuo de dois modos) € p.(0) = S(r)|00) (00| ST(r) (o estado
do véacuo comprimido de dois modos). Para os cdlculos numéricos foram usados os seguintes

5 0 T .9 _ 9

A ~ . . & _ 5 e O 9
parametros, as razdes entre as amplitudes de Rabi o =1 o 1000 = 10

o quadrado do parAmetro de acoplamento € o niimero de dtomos g>N = 10+?, os parAimetros de

o produto entre

decaimento para a cavidade k = 0,01y e k = 0,01v. A maioria das solucdes vai para um valor
assintoticamente estaciondrio em um tempo menor que 5y~ ! como pode ser visto nos gréaficos
(4.1) e (4.2). Foi estudada a solugdo assintoticamente estaciondria de soma de variancias V()
para o caso €2; /2y < 1. Neste caso mostrou-se que a soluc@o estaciondria sempre existe e 0 sis-
tema vai para um valor estaciondrio V' (4.79) quando ¢ — oo. Como a solu¢do assintoticamente
estaciondria nao depende das condi¢des iniciais, o critério proposto por (DUAN et al., 2000) [3]
pode ser utilizado para o estudo do emaranhamento mesmo no caso que o estado inicial ndo seja
um estado gaussiano. Da defini¢do da fragdo x (4.81) foi calculado o tempo ¢, que diz quanto
tempo demora para a soma de variancias V' (t) se aproximar de um valor que possa ser conside-
rado proximo a V. Com a expressao (4.82) foi mostrado que um aumento do numero de a&tomos
no meio assim como uma diminui¢do do pardmetro x fazem que a soma de variancias V() se
aproxime mais rapidamente ao valor assintoticamente estaciondrio V. Da andlise da expressao
(4.70) se mostrou que o valor assintoticamente estaciondrio V' vai para 0 quando ; /2y — 1.
Isto quer dizer que o emaranhamento maximo para varidveis continuas pode ser aproximado
na cavidade de dois modos aumentando o nimero dos dtomos /N, aumentando a qualidade da
cavidade(diminuindo ) e ajustando as intensidades dos lasers para que €2; /€y — 1. Como
este resultado & obtido para a solugdo assintoticamente estaciondria da soma de variancias V' (),
podemos nos aproximar do estado maximamente emaranhado para varidveis continuas indepen-

dentemente do estado inicial dos modos da cavidade.
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APENDICES

APENDICE A - OPERADOR DE EVOLUCAO UNITARIA. CASO 2: g—é >1

Para obter a representacdo matricial do operador Hamiltoniano (3.21) para
um atomo (N=1) consideraremos as possiveis transi¢cdes para escrever H; numa estrutura de

blocos. O Hamiltoniano para um dtomo é dado por:

ﬁ[ = hgbfnro?)l + ZA)J{@'OJF + (5',0?)2 + B;OA'O,. (51)

Considerando o estado |00), = S(r) |00), podemos usar os operadores criagdo de campo com-

primido para construir os vetores

()" ()
|n1n2>r = ' ' ‘OO>T . (52)
ny. Noy.
Por simplicidade serd omitido o indice r, entdo |nins), = |ning). O operador H; pode ser

representado em forma matricial usando a base produto formada pelos vetores |k) [niny) onde
kE=+,0,—.

Como (K, n,nb| Hy |k,n1,ns) # 0 s6 para os estados |+, ny,ny + 1), [0,ny +1,n5 + 1) e

|—,n1 + 1, ny), temos que

H; = Z (hgb\/n2+1|+,n1,n2+1><0;n1+1a”2+1|
ni,n2=0

+hgyv/ne + 1[0,n1 + 1,19 + 1) (4, n1, 0o + 1| (5.3)
+hgb\/n1 +1 \O,nl + 1,722 + 1> <—,n1 + 1,n2|
+ hgb\/nl +1 |—,n1 + 1,n2> <O,TL1 + 1,712 + 1|) .

A representacao matricial do operador H 1 € dada por

H,(0,0) 0 0
0  Hi(1,0) 0
H; = 0 H,(0,1) 0 : (5.4)

onde as matrizes Hy(nq,ns) sdo definidas da forma
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0 hgpv/n1 + 1 0
H[(nl, 712) = hgb\/ ny + 1 0 hgb\/ng +1 . (55)
0 hgp/no + 1 0

Para determinar a evolugdo unitdria de um atomo faremos uso da estrutura de blocos da ma-
triz Hamiltoniana (5.4), como a matriz Hamiltoniana ndo depende explicitamente do tempo &

possivel escrever a matriz que representa o operador de evolucao temporal na forma,
(7(25) = exp {—%ﬁlt] (5.6)

a estrutura de blocos permite calcular cada bloco da matriz U (t) de forma separada,

U(ny,ng,t) = exp [—%f[l(nl,ng)t} . 5.7

Os autovalores de f[;(nl, ns) (5.5) sdo,

M23(ni,na) = hge {=V2 4+ n1 +12,0,v/2+ 1y +na b, (5.8)

0s autovetores tem a forma,

VIitn
—V2+ni+ny |, (5.9)
vV 1 —|— %)

1

[Ar(na,m2)) = V224 ny + ne)

X [ —VT+n,

[A2(n1,n2)) = ———= 0 : (5.10)
V2+ni+n
1 2 i T

vV 1 + Ny
V2+ng+ny | (5.11)
\/1 + nNo

1
V2(2+ ny +ng)

[As(n1,mg)) =

E possivel agora calcular cada bloco (5.7) da matriz U 1(t) na base dos autovetores (5.9), (5.10)
e (5.11). Definindo 7 = g,(\/2 + ny + ng)t, obtemos,
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Ur(n1,n2,7) = €7 M (n1,n2)) (A (1, 2)] + [Aa(n1,m2)) (Aa(n1, 12)]

| (5.12)
+e ' | As(ng, n2)) (Asz(ni,n2)|,

escrevendo o resultado anterior na representacdo matricial

ijI(nl,nQ):[Vf Vy Vi, (5.13)

onde,

————————COST + —————
(24 ny + nay) (24 ny + na)

Vi F1
V)= PR A0 Sk S , (5.14)

V24 n1+ne
vy + 1yv/ng + 1
(cosT —1)

(2 +n1 + n2)

\/n1+1

—————————sinT
\V 2+ ni + neo
VQ’ = COS T , (5.15)
VN + 1

—————=sinT

V2+n;+ng

vy + 1yv/ng + 1

(2+n1 +n2)

Vs + 1
V) = P AL L S . (5.16)

\/2+n1+n2

(n2+1) (n1+1)
———————<COST + ——
| (241 + no) (24+ny +na) |

(cosT —1)

O vetor de estado inicial )@Z (0)> serd,

’J(O)> = Z Z |J, 1, n2) <j, 1, M2

Jj mni,ng

J(0)> , (5.17)

onde j = +,0,—. Os vetores da base produto que evoluem no tempo sdo |+,ny,ns + 1),

|0,n1 + 1,n9 + 1), |—,n1 + 1, n2). Podemos entdo escrever o vetor de estado inicial,
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[00)) = " k) (k| G0)) + D7 (+ma,ma + 1| 2(0) ) I+, ma,m2 + 1)

ni,n2

+> <0,n1+17n2+1‘ &(0)>\o,n1+1,n2+1> (5.18)

ni,n2

+ Z <—,n1 + 1,n2’ J(0)> [= 1+ 1,m2)

ni,n2

onde os estados |k) sdo todos aqueles estados da base produto que ndo evoluem no tempo.

O vetor de estado para um tempo t &,

‘J(T)> =T )J(0)>, (5.19)

como os estados |k) ndo ndo evoluem no tempo temos que Uy |k) = |k), ento,

‘{E(r)> =3 |k) <k:‘ zZ(O)> + ) <+,n1,n2 + 1‘ zZ(r)> [+, n1, 19 + 1)

ni,n2

+ Z <O,n1+1,n2+1‘ @Z(T)>]0,n1—l—1,n2+1> (5.20)

ni,n2

‘|‘Z <—,7’L1+1,TLQ

ni,n2

$(r)) =+ L)

onde,

_mr) o, (mrD
Grmrm) T @tm o)

~ LoV F1
0t L 11| 90)) () e
~ vni+ 1yng +1
¢(O>> (2+n1 + ng) (

<—l—,n1,n2 + 1‘ J(T)> = <—|—,n1,n2 + 1‘ J(0)> {

sinT

cosT — 1)
(5.21)

—|—<—,n1 + 1,%2

vn, + 1
\/2 + Ny + ng
+ <0,n1 1t 1 {5(0)> cosT  (5.22)

VN9 + 1
V24 ng +ng

sin T

<0,n1 +1,n9 + 1‘ '(Z(T)> = <+,n1,n2 + 1‘ IZ(O)> (—1i)

sin T

(= m o+ L] 2(0) (=0
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\/nl + 1\/n2—{— 1

<—,n1+1,n2‘ 7:/;(7'>> = <+,n1,n2+1’ QZ(O>> Ctm ) (cosT — 1)
- N
+ <o, 1m0 + 1} ¢(0)> (—i)\/% sinr (5.23)
~ (ng +1) (n1+1)
+ <—,n1 + 1,712 w(0)> [m COST + m

lembrando que 7 = g,(v/2 + 11 + n2)t. O estado (5.20) representa o sistema para um tempo
arbitrério ¢, esta expressao € possivel estudar a dindmica do emaranhamento entre dois modos

de campo quantizado no sistema para o caso €2 /2 > 1.

APENDICE B - OPERADORES NO ESPACO ASSOCIADO AOS MODOS DE CAMPO QUANTI-
ZADO DA CAVIDADE

Os operadores (31| 5 |35)) (30| 5 |kU)) e (kD] 5|39} (onde k = +, —, 0)
que atuam no espaco de Hilbert associado aos modos de campo quantizado da cavidade tem a

forma,
4 . in% 6

(39| p|39) = % </ﬂ)ﬁ£l 4+ mRt[)@r + e‘mRtpfi) + ,?)@_) + cos Gpoo
sin 6 cos 0 i ; i j i j i j (5:24)

S (e E ) 3 AR i) )

V2
0

(39117 = 25 (Bl +m72) + costeba) 5250
<_|_(J) 15 J)> — sin 6 < + e_ZQRtA'(]) > + cosfe™ ZQRtﬁi]()]’ (525b)
<3(j) 50 ])> B sin 6 (e %QRtﬁ(jé_{_eQQRtﬁ(])> +0059P0()a (5.25¢)
(09)] p[39)) = sin 6 ( Bt 5) 4 - %’ﬂm;@) + cos 05 (5.25d)
<3(j) ol— J)> _ sinfd (eﬂQR )> + cosfe” 2QRtﬁm, (5.25¢)
<_( J)> — sm@ ( zQRt“{J ) ) + cos 0629Rtﬁm (5.25f)

onde Qp = /2 + Q3.
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APENDICE C - OPERADORES ), = (k;| 7 |¥})

As derivadas temporais dos operadores pkk, = (kj|p }k/ > (onde j=1,2,--- ,Nek=+,—,0)
tem a forma,

a ) N . N . N N A . sin 9 i
70 = a2+ 0% — L~ )+ (st | 5L (0 4 con)

. sin 0 cos 0 i
+e‘mRtﬁﬁf)_ + fo{j) ) + cos Hﬁf)%) —\/5 (e QRtﬁ%

+ eZQRtﬁ(])_’_GQQRtﬁ(J) +e QQRtﬁ(J)ﬂ

6
—cosf [Sil/% (e QRtﬁ{{Z()) + eEQRtﬁ{] + Ccos «9[)00

—cos [% ( QRtﬁm +e 2QRtﬁm +COS(9A(])]}

+ Z [NO blT/A)(oJo) Poo ble) + (No + 1)(blP00 bTblﬁ{oJo)
I= 12

1M (b g5 by + bopli) by — bibapl) — 53y by)
K
+ { > B) [No(bjﬁ{o%)bl PhIBID]) + (No + 1) (bitl b] — bjb ﬁé%))}
1=1,2
T

+ kM (b1 7 ba + bapin by — bibaply) — B 5152)} :
(5.26)

pri 5 5 \P++ +erpy

sin 6 cos 6 i
+ G_ZQRtﬁ(j) + p,\(]) > + cos epoo T <6 QRtﬁ(—i())

+ eEQRtﬁ’(J) _i_efQRtp"’(Oj) +e §QRt"’(])>:|

_sinf {_sin& (e it 50) —l—f)(_j)_) + cos fe~ 2%t 5l

)
V2 [ V2 ]

ing [sind
_sin [& (2159, + L) + cos st } } (5.27)

2 s 02
70 = —ign B — )+ { [T (0 oyt

V2 [ V2

+3° g [No(zsjz%jlz}l — 5D b + (No + 1)(Bip b — bibip?))
1=1,2

1M (b1 by + b3p) by — bybopt) — 5 byby)

/i /\ . A A A
+ { o 5 [No(b by — 9 bybf) + (N + 1) (bp) bf — by ,5@,)]
l

=1,2

~ ~ . N oA~ t
+ KJM(blp,,bz + bQ b — blbgﬁ@), - ﬁ(j),blbg)} y



9 ) ~ ) sinf cosd [sin? 6 i)
3P0 = —iga(bipt) — P05 — L0 + 44 — 7 5 ( =pd
—I—GQQRt’\(j) +e QQRtﬁ(J) + GQQRtﬁ(])> + cos QezﬂRtﬁéﬂo)
sin 6 cos 6 (N{J) Qi ~) i tA{j }
PR (B e tnt gl eitnt 5O
\/5 p-i—O p
sind Isinf () iop~0) Rt 5
- o+ et J)+cos«962 B
V2 [ﬂ (7 ’
in 6
—cosf [Si;li ( QRtﬁ{ﬂr+€ 2“’%&’) +cos€p+o]}
+ Z [No (b Aob — Pobib]) + (No + 1) (Bipob] — bjbip) ]
= 12
+"1M<blp+ob2 + b2p+ob1 - b1b2ﬁ€z()1 p+0blb )
+{Z > [No(Bl 700 — a0 + (No + 1) (bip0] — b0 |
=12
PN T
+ KM (b1p0bs + bop )by — biboply — ﬁfoblb2)} :
0 Ty — e sinf cosf [sin?6
I A e G

e U g et o es0nt U] ) + cos 662QRtﬁm

~(7) + ezQRt“{J

sin ¢ cos 0 ;
+ (““) “rtpl P+ + Po

+
/2 P+o

in 6 i
— cos 0 {Sm (6_ st 5 +62QR“(J) + cos 07}

V2

sinf sinf ¢ i) | ~) QRt"(J
7 {W< Pos + Po >—|—cos€e

+ Z [NO B9 %, — B0 + (No + 1) (b8! — b1bypt
= 12
+/€M(b1p ])bz + bQ b1 - Blggﬁgz - ﬁf)]zgll;g)
K N A A N RN A .
+ { > 5 [ No(Blpb — 6] + (No + 1) (B0 — b0t |
1=1,2

N A - NA T
o+ RM (b by + b by — ko) — 5 0iba) }
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(5.28)

(5.29)
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9 . sin? @ [sin 9 o i ’
e e e
9 9 i j
+619Rtﬁm> 1 cos QezQRtﬁ{Jo) Sln\/cios ( $ORtGU) 4 o5t 5)
" e%QRt%Q_Fe%QRt%j))}
_sinf [sinf /g 1t ~() Qpt=(7)
pil + e™EpY )+COS(962 B o6
10 Tsing
7 {W (232 + 59 ) + cos 962“”##)1 }

KR N N A .
+> 7 [ No(b{ 2L — 2L 0ib]) + (No + 1) (e8] — Bl |
=1,2
+1€M(81ﬁ(_i)_i?2 + l;gﬁ(_g)_i)l — 61[;2#4{)_ — ﬁﬁ{)_i)ﬂ;g)
+ { > 5 | No(Bfp2 b — P bib) -+ (No -+ 1) (b2 6] — b)) |
=12

N N~ N N A . N A A T
—I— KJM(blﬁgﬁle —|— bgﬁgﬁ),bl — blbgﬁ{j), - ﬁ{j),blbg)}
(5.30)

APENDICE D - OPERADORES DENSIDADE DOS SUBSISTEMAS

O operador p4(7) que descreve o estado do 4tomo € obtido fazendo o traco sobre os estados dos

modos de campo comprimido da cavidade,

pa(r) =T (], (5.31)

onde p é o operador (3.52) que representa o estado do sistema dtomo-modos de campo. O
operador p4(7) tem a forma,

a(r) = (1o + glao?sin ) 1) 1+ (TP + Glaolsin? ) 1) -

Haol* cos? 7[0) (0] + aa” [+) (~[+a_al =) (+] (532
+ayogcosT |+) (0] + apa’ cos 7 |0) (+]

+a_og cosT|—) (0] + apa™ cosT|0) (—|

O operador p4(7) que descreve o estado do modo de campo comprimido j (onde j=1,2) é obtido
fazendo o traco sobre os estados do outro modo de campo comprimido,

Pey (T) = Tr [pe(7)], (5.33)
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onde p.(7) é o operador (3.54) que representa o estado dos modos de campo campo compri-

mido. O operador p,, (7) tem a forma,

~ ~ 1 . 1 .
7 (7) = () = (1= glaalsin ) 10} 0]+ glaoPsin® 711) 1
(5.34)

?

V2

+ . atsinT|0) (1] -

V2

apod, sin T |1) (0|



