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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo descrever uma proposta de atividades que
envolvem o estudo das equacgdes algébricas polinomiais. A ideia é descrever uma
proposta de atividades para os estudantes do Ensino Médio envolvendo o conteudo
de equacbes algébricas polinomiais. Dessa forma, a intencdo é realizar uma

abordagem diferenciada das equagbes algébricas polinomiais de 3° grau — ou
superior — a partir da resolugdo numeérica de alguns problemas que podem ser
associados as equacgdes. Inicialmente, realizou-se um levantamento bibliografico
para reunir elementos histéricos que permitem identificar o surgimento da Algebra e,
consequentemente, das equacgdes. Apods tal contextualizagédo historica descreve-se
uma sequéncia de definicbes, teoremas e resultados que servem de referencial
teérico para o estudo e resolucdo de equacgdes algébricas polinomiais. Em
destaque, apresenta-se a demonstragdo do Teorema Fundamental da Algebra que
serviu de alicerce para o surgimento de muitos outros resultados aplicaveis a
resolugdo de equacdes algébricas polinomiais. Para a elaboragcdo da proposta de
atividades apresentam-se algumas regras, assim como caracteristicas e
informacdes a respeito de trés métodos numéricos considerados mais elementares.
Os métodos numéricos apresentados podem ser facilmente aplicados no estudo de
equacdes algébricas polinomiais no Ensino Médio, pois ndo exigem conceitos e
conhecimentos além desse nivel de ensino. Por fim, descreve-se a proposta de
trabalho contendo diversas atividades com as quais o professor de Matematica do
Ensino Médio pode desenvolver um trabalho diferenciado com seus alunos,
proporcionando um estudo mais completo e aprofundado das equacdes algébricas
polinomiais. Nesse contexto, espera-se que a proposta de trabalho apresentada
estimule os professores de Matematica do Ensino Médio a realizarem essa
abordagem diferenciada das equagbes algébricas polinomiais de 3° grau ou
superior, pois acredita-se que com essa abordagem ocorram reflexos positivos no
processo de ensino e aprendizagem das equacgdes e da Matematica.

Palavras-chave: Equacgdes algébricas polinomiais. Métodos numéricos. Ensino
médio.



COSER, Ivan José. Algebraic Equations Polynomial 3rd Degree or Higher:
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ABSTRACT

The following study has as a goal an activities proposal based on the study of
polynomial algebraic equations. The idea is to describe a proposal of activities for
high school students involving the contents of polynomial algebraic equations. The
intention is to achieve a differentiated approach of polynomial algebraic equations
3rd degree - or higher - from numerical solution of some mathematical problems that
can be associated with the equations. Initially, it was performed a bibliographic
research to gather historical information in order to identify the emergence of Algebra
and hence the equations. After this historical overview, it was described a sequence
of definitions, theorems and results that were used as the theoretical referential for
the study and solution of polynomial algebraic equations. Featured, the authors
presented a demonstration of the Fundamental Theorem of Algebra which was the
foundation for the emergence of many others applicable results to the solution of
polynomial algebraic equations. For the preparation of the proposed activities were
presented some rules, as well as characteristics and information about three
numerical methods considered elementary. The numerical methods presented can
be easily applied in the study of polynomial algebraic equations in high school, since
they don’t require concepts and knowledge beyond that level of education. Finally,
we described the proposed work containing various activities in which the Middle
School Math teacher can develop a differentiated work with their students, providing
a more complete and deep study of polynomial algebraic equations. In this context, it
is expected the work proposal presented encourages high school mathematics
teachers to perform this differentiated approach of polynomial algebraic equations
3rd degree or higher. It is believed using this approach a positive effects can be
reached in the teaching process and learning of mathematics and equations.

Keywords: Algebraic polynomial equations. Numerical methods. High school.
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1 INTRODUCAO

O estudo das equagbes algébricas polinomiais inicia-se
normalmente no 6°ano do Ensino Fundamental, quando os alunos tém o primeiro

contato com as equagdes denominadas tradicionalmente de “equagbes do 1° grau”.
Nesse momento, os estudantes comegam efetivamente sua caminhada pelo mundo
da Algebra, que é o ramo da Matematica cuja finalidade é estudar a manipulacéo
formal e rigorosa de equacgdes, operacdbes matematicas, polinbmios e estruturas
algébricas.

Posteriormente, no ultimo ano do Ensino Fundamental, os
estudantes iniciam o trabalho com as equagdes algébricas polinomiais do 2° grau.
Geralmente o professor de Matematica comega a abordagem desse tema partindo
da questdo historica, a fim de demonstrar aos alunos como os povos antigos
tratavam essas equacgdes e quais eram os métodos utilizados na resolugdo desse
tipo de equacgéo.

No primeiro ano do Ensino Médio, as equagdes algébricas
polinomiais de 1° e 2° graus aparecem novamente quando os professores de
Matematica inserem, respectivamente, as fungdes polinomiais de 1° e 2°graus.
Nesse momento, aproveita-se a introdu¢cdo de novos conceitos para proporcionar
aos alunos uma retomada do conceito de equagdes algébricas polinomiais e suas
aplicagdes na resolugao de problemas mais elaborados.

As Diretrizes Curriculares da Educacao Basica — DCE recomendam
para o Ensino Basico cinco grupos de conteudos estruturantes. Entende-se por
conteudos estruturantes aqueles conhecimentos que identificam e organizam os
campos de estudo da disciplina da Matematica, considerados fundamentais para
compreensao desta (PARANA, 2008, p. 49).

No contelido estruturante Numeros e Algebra para o Ensino
Fundamental e Médio recomenda-se o estudo dos conceitos de equagdes,
inequacdes e polinémios. Na Educacéo Basica o estudo da Algebra deve possibilitar
a construgdo de uma relagdo entre o pensamento e a linguagem, e, ainda, a
linguagem algébrica deve expressar de maneira fidedigna o pensamento

matematico. Pensar algebricamente € produzir significado para situagées em termos
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de numeros e operacgdes aritméticas (igualdades e desigualdades), e com base
nisso, transformar as expressdes obtidas (LINS, 1997, p. 151).

Para o Ensino Fundamental, espera-se que o aluno ao estudar
equacgdes, inequagdes polinbmios compreenda: o conceito de incognita; realize a
escrita de uma situagao problema na linguagem matematica; reconhecga e resolva
equacgdes numéricas e algébricas, inequagdes e sistemas de equacgoes; diferencie e
realize operagbes com mondmios, bindmios, trinbmios e polinbmios, equacdes
quadradas, biquadradas e irracionais (PARANA, 2008, p. 49).

Ja no Ensino Médio, ha necessidade de um aprofundamento a
respeito dos conceitos de equacgodes, inequagdes e polinbmios para que o aluno
possa ampliar seus conhecimentos e com isso ser capaz de: identificar e realizar
operacgdes com polinbmios; identificar e resolver equacgdes, sistemas de equacodes e
inequacdes, inclusive envolvendo logaritmos, exponenciais e modulares (PARANA,
2008, p. 50).

O conceito de inequagdes é abordado inicialmente no Ensino
Fundamental, porém, mais tarde, no Ensino Médio, tal conceito acaba sendo
retomado em outra perspectiva juntamente com o conceito de fungbes polinomiais
de 1° e 2° graus. O mesmo ocorre com os conceitos de equagdes e polindbmios que
sdo introduzidos no Ensino Fundamental, mas reaparecem no ultimo ano do Ensino
Médio quando séao desenvolvidos de forma paralela e muitas vezes superficial.

Tal abordagem paralela ocorre porque tanto os professores quanto
os autores de livros didaticos de Matematica para o Ensino Médio apresentam,
primeiramente, o conceito de polinbmios num contexto mais geral do que aquele
apresentado no Ensino Fundamental, e, a partir de tal processo retoma-se o estudo
das equacdes algébricas, focando, principalmente, a introducdo das equacgdes
algébricas polinomiais de 3° grau ou superior.

O tratamento superficial muitas vezes dado ao estudo de equacdes
algébricas, particularmente as equacdes algébricas polinomiais de 3° grau ou
superior, € facilmente observado, uma vez que a abordagem feita por professores e
autores de livros didaticos a respeito dessas equacdes esta muito concentrada na
aplicagao de algumas técnicas e resultados que podem ser utilizados de forma

satisfatoria para um grupo restrito dessas equacdes, com caracteristicas bem



17

especificas, o que limita a possibilidade de um estudo mais aprofundado e completo
sobre o tema.

Outro detalhe a ser observado é a énfase exagerada que autores de
livros didaticos e professores de Matematica atribuem as equagdes algébricas
polinomiais de 3°grau ou superior que possuem somente coeficientes inteiros ou
que tenham raizes ou solugdes inteiras. Essa restricdo limita a possibilidade de
ampliagdo e aprofundamento a respeito do assunto, visto que em situagdes do
mundo real essas equagdes nem sempre aparecem e, dessa forma, problemas
interessantes ndo sao abordados porque exigem técnicas e métodos que nao sao
desenvolvidos tradicionalmente no Ensino Médio.

Algumas hipéteses, baseadas em experiéncias acumuladas ao longo
dos ultimos anos atuando na Educagdo Basica, sdo elencadas para explicar o
tratamento superficial dado ao ensino de equacgdes algébricas no Ensino Médio.
Entre elas, a falta de carga horaria adequada para um desenvolvimento mais
completo do tema; a falta de um laboratério de informatica e de recursos
computacionais que permitam ao professor oferecer aos seus alunos a oportunidade

de conhecer, explorar e aplicar outros métodos desenvolvidos para resolugao

numérica de equacgdes algébricas polinomiais de 3°grau ou superior; e, acima de
tudo, a falta de oportunidade de um contato mais proximo do professor com a
resolugao de problemas envolvendo métodos numéricos. Esta ultima razédo é muito
evidente, principalmente porque a maioria dos professores de Matematica teve
contato com meétodos numéricos somente no curso de graduagdo e como esses
conceitos ndo sédo desenvolvidos tradicionalmente no Ensino Médio, o professor
acaba nao se preocupando em utiliza-los, atribuindo-lhes pequena ou quase
nenhuma relevancia.

Outro fator que colabora para a falta de interesse demonstrada pelos
professores de Matematica quanto ao emprego de métodos numéricos € a auséncia
de uma abordagem introdutéria sobre a utilizagdo desses métodos nos livros
didaticos de Matematica que sao utilizados no Ensino Médio. Pode-se observar que
os autores ndo fazem qualquer mencgao sobre métodos numeéricos e nem como
utiliza-los na resolugéo de equagdes algébricas polinomiais.

Considerando a problematica exposta e a importancia que os

métodos numéricos possuem, principalmente na resolugdo de problemas
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envolvendo equagdes, pretende-se desenvolver ao longo deste trabalho, uma

proposta contendo uma sequéncia de atividades que envolvem a resolugao de

equagdes algébricas polinomiais de 3°grau ou superior com o auxilio de métodos
numéricos elementares, ou seja, métodos que néo exijam do aluno conhecimentos

aléem daqueles desenvolvidos na Educacdo Basica. A proposta de atividades

envolvendo resolugcdo numérica de equagdes algébricas polinomiais de 3°grau ou
superior € destinada aos alunos do Ensino Médio, e tem por objetivo proporcionar
um estudo mais completo e aprofundado desse tema.

O trabalho inicia-se no Capitulo | com uma retrospectiva historica,
contendo aspectos da histéria da Matematica, da Algebra e das equacdes. Além
disso, alguns resultados importantes da Algebra e suas implicacdes na resolucéo de
equacgdes algébricas polinomiais sdo apresentados no Capitulo Il, enquanto no
Capitulo Il é feita uma apresentagao de alguns métodos numéricos elementares que
serédo utilizados no desenvolvimento da proposta de atividades.

Na sequéncia, no Capitulo IV, é descrita uma série de atividades que
envolvem equagdes algébricas polinomiais de 3°grau ou superior direcionada para
os alunos do Ensino Médio. A sequéncia de atividades proposta também visa
estimular os professores de Matematica a promover a introducdo da resolugao
numérica de problemas que envolvam equagdes algébricas polinomiais de 3° grau
ou superior. Para tanto, apresentam-se exemplos que demonstram como alguns
métodos numeéricos mais elementares podem ser aplicados na resolucdo de tais
equacoes.

As atividades propostas procuram associar a resolugao de equacgdes
métodos numéricos e ferramentas computacionais que permitem visualizar
graficamente e identificar a solugdo dessas equagdes. Nesse trabalho sera utilizado
o software Geogebra para representar graficamente as equagdes e suas solugdes
reais. A planilha eletrénica LibreOffice Calc sera usada para implementagdo dos
meétodos numéricos que serao utilizados na resolugao dos exemplos propostos ao
longo desse trabalho. A opgao pelo software Geogebra e pela planilha eletrdnica
LibreOffice Calc justifica-se por serem ferramentas disponiveis gratuitamente aos
usuarios.

Ao final sdo apresentadas as consideracdes finais sobre o referido

trabalho.
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2 CAPITULO I

RETROSPECTIVA HISTORICA

2.1 AHISTORIA DA ALGEBRA E DAS EQUACOES

Segundo Garbi (1997) ninguém sabe ao certo em qual momento a
atividade Matematica teve inicio, mas, muitos acreditam que ela tenha surgido entre
10.000 e 50.000 anos atras. Essa crenga € motivada principalmente porque nesse
periodo ocorreram trés fatos que chamam a atencao dos estudiosos.

Em primeiro lugar, alguns registros arqueolodgicos apontam que
houve uma revolugdo muito grande da espécie humana por volta de 50.000 anos
atras. Nesse sentido, objetos e ferramentas encontrados em escavagoes
arqueoldgicas demonstram que o homem ja apreendia de uma tecnologia que
permitia realizar viagens mais longas pelo mar. Essa tese é reforcada visto que
nessa eépoca o homem chegou a Australia, contudo isso s6 poderia acontecer com a
construcao de barcos mais resistentes e sofisticados.

Em segundo lugar, fragmentos histéricos relatam que por volta de
20.000 anos atras, estudiosos encontraram registros de desenhos de animais em
cavernas da Franca e da Espanha indicando que o homem ja estava familiarizado
com as formas e a distribuicdo espacial.

Por ultimo, podemos citar a Revolugao Agricola ocorrida cerca de
10.000 anos atras. Tal revolugdo marcou fortemente o homem da época, pois, o
mesmo teve que mudar seu estilo de vida, deixando de ser totalmente extrativista e
passando a cultivar a terra para obter seu proprio sustento. Dessa forma, a mudanca
de habitos obrigou 0 homem a repensar as formas de organizacdo do trabalho,
criacdo de novas técnicas de armazenagem, além de novos métodos para divisdo de
terras e producéo.

E notavel o avango da Matematica ao longo dos séculos, assim
como sua aplicagao no desenvolvimento de grande parte das ciéncias. Poder-se-ia
inferir que o conhecimento matematico é inato ao ser humano, contudo a evolugao
na capacidade de realizar contagens e operagdes, registrar informagdes entre
outras, deve-se, principalmente, ao processo de interagdo do homem com o0 meio

em que vive.
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A contagem, provavelmente, foi a atividade matematica mais
utilizada pelo homem antigo, mas com a evolugdo da humanidade, outras
necessidades surgem e novas representagdes sao necessarias. Segundo Ifrah
(1998), o processo natural de contagem inicia-se na esfera concreta com a ideia de
correspondéncia, e, com o aumento do nivel de civilizagdo da humanidade, surgem
novas necessidades e novas exigéncias que conduzem a novas representacdes. A
formalizagdo, a extensdo e a generalizagdo de conceitos matematicos, construidos
ao longo dos tempos, tornam-se inevitaveis para dar continuidade a evolugédo da
Matematica e da propria humanidade.

Caraca (2005) relata que o homem tem tendéncia a generalizar e
estender todas as aquisi¢gdes do seu pensamento seja qual for o caminho pelo qual
essas aquisicoes se obtém, e a procurar o maior rendimento possivel dessas
generalizagdes pela exploracdo metddica de todas as suas consequéncias.

As novas exigéncias e a tendéncia humana de generalizar acabaram
gerando a necessidade de criagdo de um novo ramo da Matematica denominado de
Algebra, pois a Aritmética estava sendo exposta cada vez mais a configuracdes
abstratas, mostrando-se insuficiente para o tratamento e a resolugdo de varios
problemas.

O periodo denominado de Algebra Antiga (1700 a.C - 1700 d.C) teve
como caracteristica principal a inveng¢ao gradual da linguagem simbdlica e o estudo
de métodos utilizados para resolugéo de equagdes. Nesse periodo, segundo Boyer
(1974), a linguagem algébrica passa por trés estagios: o primitivo (retdrico)
completamente verbal e escrito com palavras; o intermediario (sincopado), em que
sdo adotadas algumas abreviagdes; e o final (simbdlico) em que o poder de sintese
das expressodes € transmitido pelos simbolos. Boyer (1974) afirma ainda que essa
seja uma divisdo arbitraria do desenvolvimento da Algebra — uma simplificacdo
excessiva — mas serve como uma aproximacdo dos fatos ocorridos. Foram
necessarios aproximadamente trés mil anos para se chegar a representagao
algébrica atual, demonstrando, assim, o quanto foi dificil a construgdo da linguagem
algébrica.

Segundo Eves (2005), os babilbnicos registravam seus
conhecimentos em tabletas de argila cozida de tamanho variavel, em escrita e
numeragao sexagesimal cuneiforme, como pode ser observado na Figura 1. Os

babilbnicos demonstravam muita habilidade na realizagdo de calculos e eram bons
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algebristas, e, ainda, desenvolveram procedimentos algoritmicos para extragao de
raiz quadrada e resolviam problemas envolvendo equagdes quadraticas e cubicas

de forma muito eficiente.

Figura 1 — Tablete Babilonico.

Fonte:<http://upload.wikimedia.org/wikip
edia/commons/thumb/c/c2/Plimpto
n_322.jpg/250pxPlimpton_322.jp>.

Para os egipcios, a Matematica deveria ter um carater mais pratico,
por isso, procuraram envolver a mesma na resolugcdo de problemas relacionados a
Agrimensura e a Engenharia. Segundo Eves (2005), as analises das inscricbes e
dos papiros demonstram a presenga de métodos para a divisdo e a multiplicagao,
emprego de fragdes unitarias, utilizagcdo da regra da Falsa Posi¢cao na solugao de
problemas, determinacédo da area de circulos e inumeras aplicagbes da Matematica
em problemas praticos. Aos egipcios € atribuida a descoberta de métodos que foram
utilizados por um longo periodo na resolugcéo de problemas envolvendo equagoes.

Um dos documentos histoéricos mais importantes, contendo
informagdes a respeito da Matematica, é o Papiro de Rhind ou Papiro de Ahmes
(1650 a.C), conforme Figura 2. O Papiro de Rhind encontra-se preservado até os
dias de hoje e pertence ao acervo do British Museum em Londres desde 1863.
Boyer (1974) ressalta que no Papiro de Rhind, pode-se encontrar um texto
matematico na forma de manual contendo 85 problemas copiados de um trabalho
mais antigo em escrita hieratica, pelo escriba Ahmes'. Segundo Colette (1986)
alguns problemas do Papiro de Rhind tratam de situagbes que hoje seriam

interpretadas como tipicas de serem modeladas por equagdes lineares.

' Ahmes ou Aahmesu — Escriba egipcio que descreveu em escrita hieratica os problemas constantes no Papiro
de Rhind a partir de outro documento de 1850 a.C.
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Figura 2 — Papiro de Rhind ou

Papiro de Ahmes.
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Fonte:<http://www.educ.fc.ul.pt/do

centes/opombo/seminario/rh
ind/images/papiro2.jpg>.

Os gregos, dotados de extrema curiosidade intelectual, procuravam
aproximar a Matematica pela Filosofia por meio da formulacido de hipdteses
cientificas, dando origem, assim, ao método dedutivo. Nesse sentido, as relagdes
abstratas eram tratadas pelos gregos distintamente das aplicagdes praticas e a ideia
de numero foi concretizada a partir de um segmento de reta e das operagdes
algébricas. Ainda, as solugdes de equagbes eram baseadas no método das
proporgdes e na resolugao de problemas envolvendo areas.

A conquista da Grécia pelo império Romano — aproximadamente a
130 a.C — paralisou o desenvolvimento e praticamente apagou a chama da
Matematica Grega, que, no entanto, ressurge muitos anos depois com Diofanto de
Alexandria (200 - 298) por meio da introdugédo do estilo sincopado na Algebra, a qual
tem como caracteristica principal a abreviagdo de palavras na escrita de equacgoes.
Diofanto, em sua famosa e importante obra “Arithmetica” (250 - 275), faz uma
exposicao sobre as equagdes indeterminadas — denominadas diofantinas —,
descreveu também um manual de simbolos utilizado para representar incognitas e
poténcias.

Dessa maneira, diversos acontecimentos marcaram os primeiros
séculos depois de Cristo, entre eles destacam-se a queda do Império Romano e a
ascensao do Cristianismo. Nessa mesma época a Europa entra em decadéncia e a
Matematica desenvolvida pelos arabes e hindus comeca a receber destaque.

Os matematicos indianos raramente citavam seus predecessores e

exibiam incrivel independéncia em seu trabalho com a Matematica. Segundo
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Baumgart (1992), a india passou por diversas invasdes e com isso a Matematica
hindu teria sofrido influéncia de varios povos.

A Algebra hindu nZo possuia simbolos, o que resultou em
significativa influéncia em trabalhos posteriores. Muitos estudiosos ressaltam que os
hindus eram excelentes algebristas, pois é atribuida a eles a solugcao de equacdes
do 2°grau pelo método de “completar quadrados” e os primeiros métodos gerais
para solucao de equacdes indeterminadas.

Com a ascensao do Islamismo, os arabes promoveram invasdes a
diversas regides. Com isso, tiveram acesso a muitas descobertas e produgdes
cientificas, principalmente do povo grego e hindu que, traduzidas para o arabe,
foram preservadas durante o periodo da Idade Média.

Segundo Baumgart (1992), a palavra Algebra tem origem da palavra
“al jabr” e foi introduzida pelo famoso matematico Abu-Abdullah Mohammed Ibn-
Musa Al-Khwarizmi?> em seu livro intitulado Al-Kitab Al-jabr wa’l Mugabalah que
significa, segundo alguns estudiosos, “O livro da redugéo e do balanceamento”.

A obra de Al-Khwarizmi foi escrita em Bagda por volta do ano 825 e
apresentava estratégias de reducdo e balanceamento envolvendo situagdes que
hoje chamamos de equagbes de 1° grau. O termo redugdo estaria relacionado a
possibilidade de reduzir termos semelhantes da equacéo, por outro lado, o termo
balanceamento indicaria a possibilidade de passar os termos de uma equagéao de
um lado para outro.

Al-Khwarizmi, Figura 3, tinha uma caracteristica muito importante
enquanto matematico, a preocupacao em repassar seus ensinamentos de forma
compreensivel as pessoas. O trabalho desenvolvido por Al-Khwarizmi acabou
influenciando de maneira significativa a Matematica na Idade Média e transformando

a Algebra na parte da Matematica que estuda as questdes relativas a equacdes.

2 Abu Abdullah Mohammed Ibn Musa Al — Khwarizmi — (780 — 850) — Matematico, astrénomo, astrélogo,
geodgrafo e autor persa. Nasceu na cidade Khawarizm, onde atualmente é o Urbesquistao.
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Figura 3 — Al — Khwarizmi

Fonte: <http://www.famousscientists.org/scientist-photos/al-
khwarizmi.jpg> acesso em 14/04/2013.

Além de Al-Khwarizmi, outro matematico hindu que merece
destaque pelo trabalho desenvolvido em prol da Algebra e da resolucdo das
equacgdes do 2°grau é Bhaskara Akaria.

Bhaskara Akaria (1114 - 1185), filho de astrdélogos indianos, é
associado a férmula geral para resolucdo de equacgbes algébricas polinomiais
completas de 2°grau. Segundo Garbi (1997) esta formula ndo foi descoberta por
Bhaskara, conforme o proprio relatou no século 12, a mencionada féormula, foi
encontrada um século antes pelo matematico hindu Sridhara e publicada em uma
obra que acabou se perdendo. Sridhara e Bhaskara registraram e sistematizaram
através de uma formula ideias que eram utilizadas anteriormente para resolver
equagdes algébricas polinomiais de 2° grau, resolvendo um problema que
angustiava os matematicos desde os tempos mais antigos.

Na Europa, o desenvolvimento da Algebra comegou a partir da
tradugdo para o latim de diversas publicagcdes dos povos antigos e especialmente
pela obra intitulada “Liber abaci” do matematico italiano Leonardo Fibonacci de Pisa
publicado no século Xll. Sua obra deu um tratamento profundo as questbes de
Aritmética e foi um marco para a historia, pois pela primeira vez um cristao

descreveu algo sobre Algebra.
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A partir de 1500 a notagdo simbolica da Algebra passou por um
processo de aperfeicoamento e padronizagdo, tornando-se estavel por volta de
1700. A evolugao da notagao simbdlica permitiu o avango e o aprofundamento do
pensamento algébrico, ao passar da solugdo de equagdes para o estudo de suas
propriedades tedricas, dando origem a chamada Algebra Moderna, presente nos
dias atuais. Como assinala (JOSEPH, 1991 apud MEDEIROS; MEDEIROS, 2004, p.
549):

a transformacéo da Algebra retérica para a simbdlica, que marca um dos
mais importantes avangos na Matematica, requereu duas importantes
condi¢cdes. A primeira foi o desenvolvimento de um sistema numérico
posicional que permitiu escrever os numeros de forma concisa, trazendo,
com isso, o desenvolvimento eficiente das operagdes. A segunda foi o
aparecimento das praticas comerciais e administrativas que auxiliaram na
adocdo, ndo apenas de um sistema numérico, mas também de simbolos
para representar os operadores.

A partir de 1500 muitas descobertas foram realizadas; entre elas
podemos destacar aquelas que estido relacionadas com a resolucado das equacoes e
o estudo de suas propriedades teoricas.

No século XVI, Nicolé6 Fontana Tartaglia (1500 - 1557) descobriu

uma férmula para resolugdo de equagbes polinomiais incompletas do 3° grau,
publicada em 1545 no Ars Magna por Girolamo Cardano (1501 - 1576) quebrando
um juramento feito a Tartaglia a respeito da confidenciabilidade das formulas.

Ludovico Ferrari (1522 - 1560) resolvia equagdes incompletas de 4°
grau. Discipulo de Cardano, Ferrari resolveu um problema que seu mestre néo
conseguiu resolver apos diversas tentativas. O resultado obtido por Ferrari foi
publicado pelo mestre Cardano no Ars Magna em continuidade a solugdo dada por
Tartaglia as equagdes do 3° grau.

Rafael Bombelli (1526 - 1572) demonstra a insuficiéncia dos
numeros reais na resolucdo de equacgdes, o que leva ao desenvolvimento dos
numeros complexos, algo extremamente importante para generalizagao das relagdes
entre coeficientes e raizes de uma equagao polinomial.

Francgois Viete (1540 - 1603) foi considerado um dos maiores em sua
época. Filho de um advogado, Viete foi um algebrista consideravel e obteve

importantes resultados no campo das equagdes algébricas. Utilizando substituicoes
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trigonométricas obteve a solugdo para equacdes algébricas polinomiais de 3°grau
incompletas.

No século XVII, Isaac Newton (1642 - 1727) desenvolveu o Calculo
Diferencial e Integral, e, a partir do conceito de derivadas, cria um método recursivo
que pode ser aplicado na resolugao de equacgdes algébricas e nao algébricas.

Mais tarde, no século XVIII, Carl Frederich Gauss (1777 - 1855)
considerado por muitos estudiosos “o mais brilhante matematico que ja existiu na
face da Terra” enunciou e demonstrou o famoso Teorema Fundamental da Algebra,
sendo este o principal alicerce da teoria das equacdes algeébricas.

O século XIX ficou marcado pelo surgimento de dois brilhantes
matematicos (Abel e Galois) que, mesmo com vida curta, desenvolveram diversos
trabalhos e deram significativas contribuicdes para o desenvolvimento da Algebra e
consequentemente da Matematica.

O jovem Niels Henrik Abel® (1802 - 1829) conseguiu comprovar o
que muitos matematicos renomados tinham a impressao: nem todas as equacodes
algébricas polinomiais de grau maior que 4 sao soluveis por meio de radicais. Outro
jovem promissor, Evariste Galois* (1811 - 1832) desenvolveu diversos trabalhos de
alto nivel a respeito de equacgdes algébricas. A Galois € creditada a criagdo da
Teoria dos Grupos, um importante ramo da Matematica Moderna com aplicagbes em
Matematica, Fisica, Quimica entre outras.

O conceito de grupo € usado em Matematica e nas ciéncias em
geral para capturar a simetria interna de uma estrutura na forma de automorfismos
de grupo. Uma simetria interna esta normalmente associada com alguma
propriedade invariante. Um conjunto de transformagdes que preserva a propriedade
invariante juntamente com a composi¢cdo dessas transformacbdes da origem ao
conceito de grupo de simetria. A Teoria de Galois procura compreender a simetria
das equacgdes satisfeitas pelas solugdes de uma equagédo polinomial. Os grupos

denominados soluveis desempenham papel importante na teoria.

Niels Henrik Abel (1802-1829), matematico noruegués de excepcional talento. Teve vida curta, envolta em
misérias e tragédias. Foi um dos fundadores da Matematica Moderna, demonstrou um teorema binomial
relativo as fungdes integrais que leva o seu nome, criador das fungdes elipticas, fez um estudo sistematico das
fungbes algébricas, idealizou a teoria da convergéncia e demonstrou que equacdes algébricas de grau maior
que 4 ndo possuem resolucdo algébrica.

Evariste Galois (1811-1832), brilhante matematico francés que aos 16 anos ja dominava as obras de Legendre
e Lagrange, obtendo todo o conhecimento da época relativo as equagbes algébricas. Aos 18 anos escreveu o
artigo “Pesquisas sobre as equagdes algébricas de grau primo”; nos dois anos seguintes produziu outros
escritos relativos a resolugao algébrica de equagdes. Desenvolveu a Teoria dos Grupos e com isso introduziu
novos conceitos estruturais que alteraram a natureza da Algebra.
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Pode-se ainda, no século XIX e principio do século XX, citar os
trabalhos desenvolvidos pela matematica Amalie Emmy Noether (1882 - 1935) que
trouxeram valiosa contribuicdo para o desenvolvimento da Algebra Moderna.

Em dias atuais, a Algebra ganha cada vez mais espaco,
principalmente entre os fisicos, engenheiros e matematicos, pois diversas aplicagbes
em Fisica, Computacdo, Engenharia e Matematica acabam utilizando conceitos
COmo grupos, anéis, corpos, modulos entre outros.

Em Matematica, muitos problemas podem ser resolvidos de forma
algébrica por meio de métodos e técnicas que o homem desenvolveu ao longo dos
tempos. Porém, existem problemas geralmente associados a situagdes reais cuja
resolugdo exige a aplicagdo de métodos numéricos. A utilizagdo de meétodos
numéricos na resolucédo de problemas envolvendo equacgdes algébricas polinomiais
de 3°grau ou superior € uma estratégia interessante, uma vez que viabiliza uma
oportunidade de aprofundamento do estudo de equacgdes. Além disso, o emprego de
métodos numéricos permite trabalhar com aproximagdes e isso é fundamental, ja
que muitas equagdes possuem solugdes reais nao racionais.

A Analise Numérica é a parte da Matematica que tem por objetivo
desenvolver métodos ou algoritmos numéricos que permitem resolver problemas que
podem ser representados por modelos matematicos. A aplicacdo de um método
numérico na resolugdo de um problema produz uma sequéncia de aproximacdes
que pode convergir ou nao para a solugcdo exata do mesmo. Ainda, um método
numeérico € considerado eficiente quando produz resultados satisfatérios em termos
de precisdo com menor esforco computacional.

Os métodos numéricos séo tao antigos quanto a civilizagdo humana.
A civilizagado babildnica, por exemplo, cerca de 1700 anos antes de Cristo ja

dispunha de algoritmos numéricos que permitiam obter aproximacdes com precisao

de 10®° para o valor da J2 (BURDEN; FAIRES, 2003, p. 44). Ja os egipcios
desenvolveram por volta de 1650 a.C um método que aparece ilustrado no Papiro de
Rhind, chamado de “Método da Falsa Posicdo” e utilizado para obter aproximagao
das raizes de uma equacao.

Na Grécia antiga, podemos destacar o trabalho desenvolvido por
Arquimedes (278-212 a.C), que desenvolveu um método chamado de “Método da

Exaustao”. As ideias que permeiam este método ajudaram no desenvolvimento do
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Calculo Diferencial Integral desenvolvido no século XVII por Leibinz e Newton.

O surgimento do Calculo Diferencial e Integral foi a mola propulsora
para o desenvolvimento de varios métodos numéricos que sdo utilizados para
obtencao de solucdes aproximadas de diversos tipos de problemas.

No século XX, por volta de 1940, o desenvolvimento dos métodos
numéricos ganhou forga, o que ocorreu, gracas ao aparecimento dos primeiros
computadores. O surgimento dessas maquinas permitiu o uso efetivo dos

dispositivos de calculo para resolucao de problemas de diversas areas.
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3 CAPITULOII
EQUACOES ALGEBRICAS

3.1 CONCEITOS TEORICOS

Nessa sec¢ao do trabalho algumas definicbes e teoremas importantes
sdo apresentados, pois servem de alicerce para o estudo das equacdes algébricas
polinomiais.
3.1.1 Equacgdes Algébricas

Segundo Garbi (1997) as equacgbes algébricas sdo definidas como
sendo aquelas em que a incognita aparece apenas submetida as chamadas
operagodes algébricas: soma, subtragdo, multiplicacédo, divisdo, potenciagao inteira e
radiciacdo. Pode-se visualizar no Quadro 1, alguns exemplos de equacdes

algébricas e equagdes nao algébricas.

Quadro 1 —Exemplos de equagdes algébricas e equagdes nao algébricas.

Equacbes algébricas Equacbes nao algébricas
3x-1=0 e*+x=1
x> +6x+7=0 cos(x)+1=2x
X +x=2 x? +In(x)=3

Fonte: Autor.

3.1.2 Equacgdes Algébricas Polinomiais

Segundo lezzi (1997), uma equagao algébrica é dita polinomial
quando é redutivel a forma P(x)=0, onde P(x)=a x" +a, x""+---+a,x+a, € um
polindmio de grau n com coeficientes a,, i=0,...,n, e a variavel x assumindo valores

pertencentes ao conjunto dos numeros complexos. No Quadro 2 apresenta-se

alguns exemplos de equacdes algeébricas polinomiais.
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Quadro 2 — Exemplos de equacdes algébricas polinomiais.

Equacdes algébricas polinomiais

3x°+x* +4x+1=0 5ix* + (1+)x*-5=0

0,75x* +6x+1=0 x3 +2ix-3=0

Fonte: Autor.

Nessa proposta de trabalho pretende-se, abordar exclusivamente, as
equacgdes algébricas polinomiais. As equagbes algébricas polinomiais acabam
tornando-se o objeto de estudo mais abordado no Ensino Médio quando estudam-se
polinbmios e equagdes algébricas. Isso ocorre, por conta da notavel proximidade
existente entre os dois temas.

O foco do trabalho esta centrado principalmente na localizacédo e
determinacao de raizes reais de equagbes algébricas polinomiais de 3° grau ou
superior. Geralmente os livros didaticos abordam casos muito particulares que
podem ser resolvidos com o emprego de técnicas que funcionam de maneira
eficiente. Aqui, o objetivo € ampliar a abordagem dada nos livros didaticos, ou seja,
trabalhar com equagdes algébricas polinomiais, normalmente nao abordadas no
Ensino Médio, procurando apresentar situagcdes envolvendo equagdes com
coeficientes reais nao inteiros e problemas com solucdes reais nio inteiras. Para
iniciar, apresenta-se a definicdo de raiz de uma equagao algébrica polinomial.

Um numero r é raiz da equagado polinomial P(x)=0, em que

P(x)=a, x"+a, x"" +---+a,x+a, se, e somente se, substituindo x por r na equagéo,

n-1

obtemos P(r)=a,r"+a, r" +---+ar+a, =0. Resolver uma equacdo algébrica
polinomial significa identificar seu conjunto solugdo, ou seja, o subconjunto de

nameros complexos que torna P(x)=0.

A grande questao que permeia a resolucado de equacgdes algébricas
polinomiais esta concentrada principalmente na obtencdo das suas raizes, pois,
dependendo do grau do polinbmio associado a equagao, o trabalho de resolugéo

pode ser consideravelmente grande.
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3.1.3 Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra é um dos resultados mais
importantes que existem na Matematica e foi proposto por Gauss — em sua tese de
doutorado — aos 21 anos de idade. Garbi (1997) relata que este trabalho é
considerado a maior tese de doutorado em Matematica de todos os tempos.

O teorema enunciado por Gauss afirma que toda equacgao algébrica
polinomial de grau n =1 admite pelo menos uma raiz complexa. A demonstragcao
desse teorema nao ¢é trivial, e Gauss, em sua genialidade, conseguiu, até o final de
sua vida, apresentar ao menos trés demonstragdes desse teorema usando caminhos
alternativos e ndo menos complicados.

A demonstragdo do Teorema Fundamental da Algebra normalmente
€ omitida nos livros didaticos de Matematica do Ensino Médio devido a sua
complexidade. Contudo, considerando a sua importancia, apresenta-se nesse
trabalho a demonstragdo proposta por Argand e modificada posteriormente por
Cauchy no século XIX. O referido teorema com seu enunciado e demonstragado séo
apresentados conforme Garbi (1997). A demonstracédo apresentada na sequéncia é

considerada a mais simples das demonstragdes existentes para esse teorema.

Teorema Fundamental da Algebra: Toda equacéo algébrica polinomial de grau

n =1 admite pelo menos uma raiz complexa.

Demonstragédo: Seja o polinémio P(z)=a,z" +a,z"" +---+a, ,z+a,
com z variando no plano complexo, logo para cada complexo z temos um P(z)
também complexo. Considere p o valor minimo atingido pelo moédulo de P(z) a
medida que z varia. Suponhamos que o minimo ocorrera, quando z for igual ao
complexo z,ou seja, min|P(z)=|P(z,)|=p. Nesse caso duas alternativas podem
ocorrer: u>0 ou u=0, ja que, em se tratando do moédulo, u ndo pode ser negativo.
Nosso objetivo € demonstrar que n=0, ja que p >0 conduzira a uma contradi¢ao.

Suponha por hipétese que p>0, logo nas vizinhangas do numero

z,, ou seja, dentro de um pequeno circulo com centro z, e raio r, conforme Figura 4

tem-se |P(z) =p, ja que por hipotese p representa o minimo.
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Figura 4 — Circulo de centro z, e raior.

A
Im(z)

Re(z)

Y

Fonte: Autor.

Sobre a circunferéncia do circulo da Figura 4 considere um ponto B
tal que z=2z,+X1, com A =r(cos(0)+isen(6)), logo pode-se reescrever o polindbmio

P(z) como segue:

P(z)=P(z, +A)=2a,(z, + )" +a,(z, + )" +--+a,4(zy +1)+a,

n n n—1 n n—1 n :
=a,z, +a0(1jzo .x+...+a0(n_1jzok +a,\' +..a,4Z,+a, A +a,

(1)

Os primeiros termos das parcelas do desenvolvimento de P(z, + 1)

n-1

sao a,(z,)",a,(z,)"",a,4(z,),a,, além disso reduzindo os termos semelhantes das

poténcias envolvendo X, surgirdo os mondémios b A",...,b,A%,b,A, com coeficientes

complexos. Fazendo uma reordenacao dos termos tem-se:

P(z, + M) =a,(zy)" +a,(z,)"" +--+a, +b A +b,A> +--- +b A"

=P(z,)+b A +b,A* +---+b A", (2)

Como alguns dos coeficientes b;,, podem ser nulos, em (2),

denomina-se de b o primeiro coeficiente diferente de zero, b* o segundo e assim

por diante, de modo que:
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P(z, + 1) =P(z,) +bA +b"Y +b20 +--- =P(z, )+ bA (1+ Ad) (3)

onde t, t', t?,... sdo as poténcias de A nos coeficientes n&o nulos e ¢ uma soma de

diferentes poténcias de A com seus respectivos coeficientes. Dividindo ambos os

lados da igualdade de (3) por P(z,), que por hipotese é n&o nulo, tem-se:

P(z, +1) b

Pz~ Ry (1 =1+ ek (1), )

com

P(z,)

Considerando o produto gA' em (4), sendo g um nimero complexo,
0 mesmo pode ser representado por qg=h[cos(w)+isen(w)], onde h e w
representam seu moédulo e argumento, respectivamente. Igualmente tem-se
A =r(cos(0)+isen(0) definido no inicio da demonstragao, logo

A =r'[cos(t0)+isen(tB)], com r e t reais, dessa forma tem-se:

gA' = h[cos(w)+isen(w)].r'[cos(t0) +isen(t0)]

=hr'[cos(w +10) +isen(w +0)] . (5)

Considerando agora, no interior do circulo da Figura 4, apenas os

. . T—W . e
valores de z para os quais w +1t0 = 7, ou seja, 0 = , assim pode-se verificar o

que acontece no interior do circulo quando z varia sobre um raio que forme o angulo
6 com o eixo Re(z). Para z sobre tal raio,w +t6 = n e substituindo (5) em (4) tem-

Sse:
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PZo+%) 4 prt [cos(n)+isen(n)](1+ A1)
P(z,)

P(zo +2) _ (1—hr')—hr'Ad N
P(zo)

onde h, r e t sdo numeros reais, Ae ¢ sd0 numeros complexos.

P(z, + 1) . P(z, +

Sendo assim o moédulo de
P(z,) | P(z,)

)§ <p-hr'|+|r'g|

pois 0 médulo da soma ou subtragcdo de dois numeros, sejam eles reais ou
complexos, € sempre menor ou igual a soma dos médulos.

Considerando r suficientemente pequeno, tem-se:
[1-hr'|+[nr'ag = 1-hr' +hra]¢] =1-hr' + hrirol = 1-hr + hr'lg). (7)

Reduzindo o valor de r, tanto hr' e hr’

¢| também diminuem,

ficando tdo pequenos quanto se deseja. Entretanto, a partir de certo r

suficientemente pequeno, hr"’

¢|<hrt, de modo que a parcela negativa hr!

sobrepbe-se a positiva hr*’

¢| e a soma 1-hr'+hr*'|¢| torna-se menor que 1,

IP(z, +1)| [P(z, +1)]

permitindo escrever =
| P(zo) | IP(z0)]

<1, logo:

P(z, + 1) <P(z,) ou [P(z, +A)<p. (8)

A desigualdade em (8) é uma contradigdo, pois supomos que pn € 0
minimo de |P(z)|. A causa da contradigédo foi supor inicialmente que n>0, logo s6
resta a alternativa p =0, significando que sempre existe um complexo z, tal que
P(z,)=0, com n>1, concluindo assim a demonstracdo do Teorema Fundamental

da Algebra.
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3.1.4 Teorema do Resto e Teorema de D’Alembert

Além do Teorema Fundamental da Algebra, outros resultados
importantes serdo enunciados para fundamentar o desenvolvimento do trabalho.
Entre eles, o Teorema do Resto e o Teorema de D’Alembert enunciados a seguir,
conforme lezzi (1993). As respectivas demonstracbes nao serdo apresentadas

nesse trabalho, mas podem ser encontradas em lezzi(1993).

Teorema do Resto: O resto da divisdo de um polindmio P(x) pelo binbmio (x — a) é

igual ao valor numérico P(a).

Teorema D’Alembert: Um polindbmio P(x) é divisivel por (x—a), se, e somente se,

X = a é raiz de P(x).

3.1.5 Teorema da Decomposicao

Quando Gauss demonstrou o Teorema Fundamental da Algebra
indiretamente outro resultado muito importante no estudo de equagdes algébricas
polinomiais foi descoberto. Esse resultado conhecido como teorema da
decomposigdo tem seu enunciado e demonstracdo apresentado segundo lezzi
(1993).

Teorema da Decomposicdo: Seja P(x)um polinbmio de grau n, n =1, dado por
P(x)=a x"+a_ x"" +---+a,x+a, com a_, ndo nulo, entdo, P(x) pode ser

decomposto em n fatores do 1°grau sob a forma:

P(x)=a,(x—r,).(X-r,)...(x-r,) (9)

em que r,,r,,...,r, sdo as raizes de P(x) e a,é o coeficiente dominante de P(x). A

menos da ordem dos fatores, essa decomposic¢ao € unica.

Demonstracgao: ( Existéncia)
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Como P(x) é um polinbmio de grau n =1, sabe-se pelo Teorema
Fundamental da Algebra que P(x) tem ao menos uma raiz complexa r,, assim,
P(r,)=0. Pode-se entdo escrever, de acordo com o Teorema de D’Alembert,

P(x) como sendo:

P(x) = (x=r).Q(x). (10)

i) Considerando que o grau de P(x) seja, n=1 tem-se n-1=0 e Q,(x) € um
polindmio de grau nulo, ou seja, Q,(x) € um polinbmio constante, portanto,
Q,(x)=a,. Substituindo Q,(x)=a, em (10) tem-se P(x)=a, (x-r,) e assim o
teorema estaria demonstrado.

i) Sendo n =2, o grau de P(x), entdo n—1=1. Pelo Teorema Fundamental da
Algebra o polinémio Q,(x), isto é, Q,(x) tem ao menos uma raiz complexa r,.

Dessa forma Q,(r,) =0, logo pode-se escrever:

Q,(x) = (x~1,).Q,(x). (11)

Substituindo (11) em (10) tem-se P(x) como segue:

P(x) = (x=1).(x =1;).Q,(x) (12)

onde Q,(x) € um polinémio de grau n—-2 e coeficiente dominante a,,. Dessa forma

dois casos devem ser analisados:

iii) Seja n=2 o grau de P(x), entdo n—-2=0 logo Q,(x)=a,. Substituindo Q,(x)=a,
em (12) tem-se P(x)=a,(x-r,).(Xx—r,)e assim o teorema estaria demonstrado.
iv) Por outro lado se n =3, entdo n-2 =1, logo deve-se aplicar novamente o

Teorema Fundamental da Algebra ao polinémio Q,(x), isto &, Q,(x) tem ao menos

uma raiz complexa r,. Dessa forma Q,(r,) =0, logo pode-se escrever:

Q, (X) = (X =15).Q3(x) (13)
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Substituindo (13) em (12) tem-se P(x) como segue:

P(x) = (x=r;).(x=r,).(x = 15). Q5 () (14)

onde Q;(x) € um polinbmio de grau n—3 e coeficiente dominante a,,.

Repetindo o raciocinio anterior e aplicando n vezes o Teorema

Fundamental da Algebra pode-se escrever a seguinte igualdade:

P(x)=(x—-r,).(x=r,)...(x-r,).Q,(x) (15)

onde Q,(x) € um polindmio de grau 0 e coeficiente dominante a,,, portanto Q, =a,,.

Demonstracgéo ( Unicidade)
Suponha por hipétese que existam duas decomposigdes para o

polinbmio P(x), dadas por:

Pu(x)=a,(x=r)(X =1, )(X =15 )...(X=1,), (16)
Pr(X)=a,(x=8,)(X=8,)(X=83)...(X-8,). (17)

Efetuando o produto dos termos em (16) obtém-se

ax"-aS,x"+a,S,x"*+...onde S,S,,...S, sdo coeficientes resultantes do

n

produto. De forma similar efetua-se o produto dos termos em (17) obtendo-se
a x"-a T.x""+a T,x"*+....onde T,T,,...T, sdo coeficientes resultantes do

produto.
Reduzindo e ordenando os termos dos dois segundos membros de
(16) e (17), tem-se:

n n-1 n-2 m m-1 m-2
ax"-a,S,x"+a,S,x"“+---=a,x"-a,T,x"" +a,T,x"“+... (18)

m

e pela definicdo de igualdade de polinbmios pode-se deduzirn=me a, =a,, .
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Considerando a conclusao obtida em (18) e os termos de (16) e (17)

pode-se escrever:

(X=r)(X=r)(X=r)...(x=r,) = (X =8;)(X =8,)(X=85)....(x =8,) .  (19)

Atribuindo a x o valor de ry, tem-se a igualdade

O=(r1_51)(r1_52)(r1_Ss)--'(rl_sn)- (20)

e, se o produto € nulo, um dos fatores (r, -s;) € nulo, organizando os fatores de (20)

convenientemente é possivel escrever (r, =s,). Assim pode-se escrever a igualdade

(19) como segue:

(X=r)(X=r)(X=r;)...(x =) = (X =1 )(X=8,)(X=8;)....(X -S,) (21)

e em seguida

(X=r)(X=rg)--(X=1) = (X=8,)(X=8;3)...(X=s,) (22)

Atribuindo a x o valor de r, em (22), tem-se a igualdade

0=, —s,)(r, —8;)...(r, = s,) (23)

analogamente, se um dos fatores do produto em r, —r, em (23) € nulo, com uma
mudanca conveniente dos termos podemos obter (r, =s,).

Continuando esse processo obteremos r, = s, para todo i no conjunto
{1,2,3,4,...,n}. As igualdades m = n, a, =a,,, I, =S;; I, =S,; I, =S;;...;[, =S, S80 a
prova da unicidade da decomposicédo de P(x).

O Teorema da Decomposicdo surge como consequéncia do
Teorema Fundamental da Algebra. Na primeira versdo do Teorema Fundamental da

Algebra, Gauss acabou demonstrando indiretamente um colorario do Teorema da
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Decomposigao que afirma que toda equagao polinomial de grau n, n =1, admite
exatamente n raizes complexas. A demonstracdo desse corolario € baseada na

prova do Teorema da Decomposi¢ao e pode ser encontrada em lezzi (1993).

3.1.6 Multiplicidade de uma Raiz

Definicdo de Multiplicidade de uma Raiz: Dizemos que r é raiz de multiplicidade
m, m =1 da equagédo P(x)=0 se e somente se P(x)=(x-r)".q onde q(r)=0, isto
€, r € raiz de multiplicidade m de P(x)=0 quando o polinbmio P(x) é divisivel por

m-+1

(x—r)™ e nao divisivel por (x—r)™", ou seja, a decomposi¢cdo de P(x) apresenta m

fatores iguais ao fator(x —r).

3.1.7 Raizes Complexas, Conjugadas e suas Multiplicidades

A seguir, apresentam-se os teoremas que relacionam as raizes
complexas da equacao polinomial de grau n de coeficientes reais com as raizes
conjugadas e suas respectivas multiplicidades. A demonstragcdo desses teoremas

podem ser encontradas em lezzi (1993).

Teorema das Raizes Complexas Conjugadas: Se uma equagao polinomial de
grau n com coeficientes reais admite como raiz da equagao o numero complexo
z = a + bi (b ndo-nulo), entdo essa equagdo admite também como raiz 0 numero

z =a—bi chamado de conjugado de z.

Teorema da Multiplicidade: Se uma equacéao polinomial de grau n com coeficientes
reais admite a raiz z = a + bi (b ndo-nulo) com multiplicidade p, entdo essa equagao

admite a raiz z =a—bi com multiplicidade p.

3.1.8 Raizes Reais, Teorema da Raizes Racionais e Teorema de Bolzano

O objetivo principal do trabalho € explorar a determinagao de raizes

reais de uma equagao polinomial de 3°grau ou superior. Nesse sentido, serdo

apresentados segundo lezzi(1993) o enunciado e demonstragcdo do Teorema das
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Raizes Racionais, que pode ser utilizado na tentativa de determinar as raizes reais
racionais de uma equacao polinomial de coeficientes inteiros desde que a priori a

equacao admita esse tipo de raiz.

Teorema  das Raizes Racionais: Se uma equagdao  polinomial

P(x)=ax"+a, x""+.--+a,x+a,= 0 com a, =0, de coeficientes inteiros, admite

. . . r ~ . . . r .
uma raiz racional do tipo —, em que r e s sdo numeros inteiros com s#0, — €&
S S

irredutivel, entéo r € divisor de a, e s € divisor de a, .

~ r. : : ~
Demonstragcédo: Se — € uma raiz racional de P(x) =0, entéo:
S

n n-1

r

+oe +a11+a0: : (24)

Multiplicando a equagao (24) pela expressao s", tem-se:

ar"+a r"ts+---+ars" +a,s"=0. (25)

Isolando na equagado (25) os termos a,r"e a,s" e rearranjando os

termos tem-se:

n

ar"=-s(a, " +a, " ’s+---+ars" +a,s"") (26)

n

a,s"=-r(ar""+a, r"’s+---+a,;s"") (27)

Os coeficientes a,,a,,a,,...,a,,r,s sao numeros inteiros, logo pode-

’s+..--+ars"?+a,s"") e

se afirmar que s&o inteiros os numeros (a_ "' +a_,r"™
(ar"'+a_r"?s+---+as""). Sendo assim obtém-se das equacgdes (26) e (27) as

seguintes igualdades:

" _ (28)
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=, (29)

n-1 n-2 n-2 n-1 n-1 n-2 n-1
com A, =@, +a,,r" s+...-+ars" " +a,s" ') e r,=(@r" +a,ros+---+ash).

A equagdo (28) indica que se ar" é divisivel por s, entdo a, é
divisivel por q, considerando que p" e q sdo primos entre si. Por outro lado a
equacdo (29) indica que se a,s" é divisivel por r, entdo a, é divisivel por p,
considerando que q" e p sdo primos entre si.

O Teorema das Raizes Racionais apresenta um resultado que
permite identificar raizes reais racionais de uma equagao polinomial com
coeficientes inteiros desde que a equagao admita esse tipo de raiz. Isso ndo ajuda
muito, visto que, depende demasadiamente do tipo de coeficientes existentes na
equacao.

Diferentemente do Teorema das Raizes Racionais, um importante
corolario do Teorema das Raizes Complexas Conjugadas afirma que toda equacéao
polinomial de grau n impar com coeficientes reais tem pelo menos uma raiz real.
Esta afirmacédo pode ser justificada da seguinte forma: uma fungédo polinomial de
grau impar com coeficientes reais possui uma quantidade par de concavidades, ou
seja, se a funcgéo inicia crescendo, terminara crescendo e vice- versa. Logo, a
representacao grafica dessa funcao interceptara o eixo horizontal, garantindo, assim,
a existéncia de pelo menos uma raiz real para a equagao polinomial.

A figura 5 representa o grafico de f(x)=x°-5x* +5x® +5x* —6x
que possui quatro concavidades e cinco raizes reais simples, ou seja de
multiplicidade 1. Observa-se facilmente que a fungdo f inicia e termina sua
representacdo grafica com o mesmo comportamento, ou seja, crescendo. Tal
comportamento acaba exigindo que a representacao grafica da funcao f intercepte o
eixo horizontal em pelo menos um ponto. Na Figura 5 em particular, a representacéo
grafica intercepta o eixo horizontal em cinco pontos distintos. Por outro lado, a Figura

6 apresenta o gréafico da fungdo g(x)=-x>+x -2 que possui duas concavidades e

apenas um raiz real. A representacédo grafica de g inicia e termina decrescendo,
dessa forma o comportamento da fungcdo g exige que sua representacédo grafica

intercepte o eixo horizontal pelo menos uma vez. Na Figura 6 em particular a
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representacao grafica intercepta o eixo horizontal num ponto somente.

Figura 5 — Representacgao grafica de
f(x)=x° —5x* +5x° + 5x* —6x.

'Y

¥
-

3

S AN

Fonte: Autor.

Figura 6 — Representacgao grafica de
g(x)=-x>+x-2.

A
¥

Fonte: Autor.

Além dos resultados apresentados nas Figuras 5 e 6, outro
importante resultado desenvolvido por Bernhard Bolzano (1781-1848), deduzido a
partir do Teorema Fundamental da Algebra, permite identificar se o ndmero de
raizes reais existentes em um intervalo aberto (a,b) € par ou impar. Antes de
enunciar e demonstrar o Teorema de Bolzano segue um resultado preliminar
segundo lezzi(1993).

Seja P(x)=0 uma equacao polinomial de coeficientes reais, com
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raizes reais r,,r,,r,,...,r, ,,f, € raizes complexas nao reais z,,z,,2,,2,,...,z,,z,. De

acordo com o Teorema da Decomposi¢ao, o polinémio P(x) pode ser escrito como:
P(x)=a,(x—r)(X=ry)...(x =1 ).[(x =z, ) (X =Z )(X = 2, )(X = Z,)...(X =2, )(x = Z, )] . (30)

Efetuando um dos produtos de duas raizes conjugadas, obtém-se:
(x—2,).(x=Z,)=(x—(a+bi))(x—(a—bi))=x* -2ax +a® +b* =(x—a)* +b* >0  (31)
para todo x real.

Considere Q(x) o polinbmio formado pelos k fatores do tipo

(x-2z,).(x-2Z,)comi=1,2,3, ..k

Q(x) = (X =z (X =Z ) (X =2, (X =2Z;)...(x = Z, )(X = Z,). (32)

que assume valor positivo para todo x real. Logo podemos escrever a expressao
(32) como segue: P(x)=a Q(X).(X—r)(X—=r,)(X=r;)...(x=r;) com Q(x)>0 para

todo x real.

Teorema de Bolzano: Sejam P(x)=0uma equagao polinomial com coeficientes

reais e (a,b) um intervalo aberto, entdo tem-se:

i) Se P(a) e P(b) tiverem o mesmo sinal, entdo existe um numero par de raizes reais
ou nao existem raizes reais da equacao P(x) = 0 no intervalo (a,b).
i) Se P(a) e P(b) tiverem sinais opostos, entdo existe um numero impar de raizes

reais da equacao P(x) = 0 no intervalo (a,b).

A demonstracdo do Teorema de Bolzano apresentada aqui esta

conforme lezzi(1993).

Demonstragdo: Sejam r, e r, uma raiz interna e uma raiz externa ao

intervalo aberto (a,b), respectivamente, entdo a<r <b e a<b<r,, logo
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(@-r)b-r)<0e (a-r, )b-r,)>0. Considere o produto P(a).P(b) definido por:

P(a)P(b)=(a,Qa)a-r)a-r,)...(a-r,)).(@, Qbd)b-r)b-r,)...(b—r,))
=a;.(Q(a)Qb)).(@-r)b-r)).(@-r)b-r,))...(a-r,)b-r,)). (33)

O produto P(a).P(b), em (35), € um produto de p+2 fatores
numéricos, sendo um fator a’ >0, um fator Q(a). Q(b) > 0, pois Q(x) > 0 para todo x
real e p fatores do tipo (a—r,)(b—-r,), em que r é a raiz real da equagdo dada
P(x)=0.

Dessa forma, os unicos fatores negativos do segundo membro da
equacgao (35) sao os fatores correspondentes as raizes de P(x)=0 internas ao

intervalo aberto (a,b) que permitem concluir a existéncia de duas possibilidades:

i) Quando P(a) e P(b) ttm mesmo sinal, isto &, P(a).P(b) > 0, existe um numero par
de fatores negativos do tipo (a-r,)(b—r;)e, portanto existe um niumero par de raizes
reais da equacao P(x)=0 que sao internas ao intervalo aberto (a,b).

i) Quando P(a) e P(b) tém sinais contrarios, isto é, P(a).P(b) < 0, existe um numero
impar de fatores negativos do tipo (a—r;)(b—r,)e, portanto existe um numero impar

de raizes reais da equacgao P(x)=0 internas ao intervalo aberto (a,b).

Intituivamente, a compreensdo do Teorema de Bolzano pode ser
feita observando-se os graficos apresentados nas Figuras 7-12, respectivamente.

A Figura 7 apresenta o grafico de um polindbmio P(x) de grau 3 que
possui trés raizes reais simples no intervalo aberto (a,b) com P(a).P(b) < 0, enquanto
que, na Figura 8 tem-se a representagcédo grafica do polinbmio P(x) de grau 4 que
possui duas raizes reais simples e uma raiz dupla no intervalo (a,b) considerando
P(a).P(b) > 0.
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Figura 7 —Representacdo  grafica de um
polinbmio de grau 3 com trés raizes

reais simples.
l
Pz}

o

3

{a, Pla))

(b, P{bY)

Fonte: Autor.

Figura 8 — Representagdo grafica de um
polinbmio de grau 4 com duas raizes
reais simples e uma raiz dupla.

1

Flr)

(e, Pla))

(b, PbY)

Fonte: Autor.

A Figura 9 apresenta a representacéo grafica do polinbmio P(x) de
grau 3 que contém uma unica raiz real no intervalo aberto (a,b) com P(a).P(b) < 0.
J4, na Figura 10 tem-se a representacao grafica de um polinémio P(x) de grau 2 que

contém duas raizes reais simples no intervalo (a,b) com P(a).P(b) > 0.
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Figura 9 — Representacdo grafica de um
polinbmio de grau 3 com uma unica
raiz real.

A

Plr)

(e, FPle))

Fonte: Autor.

Figura 10 — Representagdo grafica de um
polinbmio de grau 2 com duas

raizes reais simples.

A
Plr)

(b, P(b)) 27 (a, Pla))

Fonte: Autor.

A Figura 11 ilustra o grafico de um polinémio P(x) de grau 2 que n&o
possui raizes reais no intervalo aberto (a,b) com P(a).P(b) > 0, e por fim, na Figura
12 tem-se a representacdo grafica de um polinémio P(x) de grau 5 que contém trés

raizes reais simples e a raiz real dupla no intervalo (a,b) com P(a).P(b) < 0.
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Figura 11 — Representagcdo grafica de um
polinbmio de grau 2 que nao possui
raizes reais.

.
Plr)

(a, Pla))

(b, P(h))

Fonte: Autor.

Figural— Representagdo grafica de um
polinbmio de grau 5 com trés
raizes reais simples e raiz real
dupla.

Flx) ad

)
h

(a, Pla))

(b, P(b))

Fonte: Autor.

Considerando os graficos apresentados nas Figuras de 7 — 12
observa-se os resultados decorrentes da aplicagdo do Teorema de Bolzano, ou seja,
visualiza-se facilmente o comportamento do numero de raizes reais num intervalo
(a,b).
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3.1.9 Relacgao entre Coeficientes e Raizes e Relagdes de Girard

O Teorema Fundamental da Algebra permitiu deduzir importantes
relagbes entre os coeficientes e as raizes de uma equacgao algébrica polinomial em
sua forma canébnica. As relacdes mais conhecidas sdo as chamadas relagdes de
Girard®. Estas relacdes sdo fatos que permitem deduzir diversas propriedades a
respeito das raizes sem mesmo conhecé-las. A deducdo das relagdes de Girard e
quais resultados podem ser obtidos a partir dessas relacbes sao apresentados
conforme Garbi (1997).

AT ERN

Sendo P(x)=a x" +a,x"" +a,x"? +---+a, _X+a, € r,l,l,...,[ "

suas raizes, entdo pode-se escrever pelo Teorema da Decomposicao:
ap(X—r)(X—=ry)...(x=r,_ )(x-r)=2a,Xx" +a,x"" +a,x"? +---+a, x+a,. (34)

Quando os célculos do lado esquerdo da igualdade dada em (34)
sdo efetuados, tem-se termos de todos os graus possiveis na incognita x, que
decrescem de n até zero. O termo de grau maximo n ocorre quando todos os x dos

binbmios (x—r,) s&o multiplicados entre si; os termos de grau n—1 ocorrem quando

em (n—1) binbmios os x sdo multiplicados entre si, € em seguida multiplicados por

uma a uma das raizes r;, salientando que o sinal do produto sera negativo. Os

termos de grau n—2 aparecem quando em (n—2) bindbmios os x sdo multiplicados

entre si, para na sequéncia serem multiplicados pelos varios produtos rir;

iLj=12...,n, (com sinal positivo pois correspondem ao produto de dois numeros

negativos), e assim por diante. Pode-se entédo escrever:

a, =a,
a,=-ay(r+r,+r;+...+r,_,+r,)

@, =, (Iry +Nly AT Tl M+ ol 4o+ ) (35)
a; =—8y(Nryrs +0rr, +. N0+ + 106+

a, =(=1)"(@gnr,rs..r,r,)

n

® Albert Girard (1595 - 1632) — Matematico francés, desenvolveu trabalhos em Algebra, Aritmética e
Trigonometria. Mudou-se para Holanda por questdes politicas, desenvolveu esbogos do Teorema Fundamental
da Algebra e traduziu os trabalhos de Stevin.
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Pelas igualdades descritas em (35) pode-se entdo descrever as

relagdes de Girard, como seguem:

a‘l
—a—:(r1 +l 4T+l +1)
0

a2
P (1 P Y PO o S 8 P oY RN o N SN f (Y|
0

0

a
-1" a—“ =k (PLE PPN S
0

As relacbes em (37) permitem concluir que em uma equagao
algébrica polinomial escrita em sua forma canbnica a soma das n raizes € igual ao
quociente com sinal trocado entre o coeficiente do termo de grau n—1 e o termo de
grau n. Além disso o produto das n raizes € igual ao quociente entre o termo
independente a, e o termo a, com sinal positivo, se n par, e com sinal negativo, se
n impar.

Ainda, pode-se obter outra relagado importante a partir do quociente

entre as relagdes apresentadas em (36), como sendo

an—1
3 _ —(r1r3r4....rn Myl +o A M0l e )
ain 1 P PPN S g%
A
(37)
an __(1+1+1+ ......... +l)
a, rh r Mo

A relagdo em (37) significa que numa equagao algébrica polinomial
escrita na forma canénica o quociente entre o coeficiente do termo de primeiro grau
e o termo independente € igual ao oposto da soma dos inversos das raizes da
equacgao.

Até aqui foram relacionados definicbes e teoremas que séao

tradicionalmente utilizados no estudo de polinbmios e equagbes algébricas no
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Ensino Médio. No préoximo capitulo apresentam-se alguns métodos numéricos que

associados a recursos computacionais podem auxiliar os alunos na resolucéo de

problemas que envolvem equagdes algébricas polinomiais de 3° grau ou superior.
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4 CAPITULOIII

METODOS NUMERICOS

4.1 REGRA E TEOREMAS

Antes de iniciar a exposicdo dos métodos numeéricos, com os quais
pretende-se desenvolver esta proposta de atividade, apresentam-se alguns
resultados que podem ser aplicados para localizagdo das raizes de uma equagao

algébrica polinomial.

4.1.1 Regra de Sinal de Descartes

A regra de sinal de Descartes possibilita fazer uma investigacao
preliminar quanto ao possivel numero de raizes reais positivas ou negativas que
uma equacao polinomial pode apresentar.

Dado um polinbmio P(x)=0 com coeficientes reais, o numero de
raizes reais positivas, (rp) , desse polinbmio ndo excede o numero v de variagdes de
sinal dos coeficientes. Além disso, v — rp € um numero inteiro, par e ndo negativo.

Para fazer uma estimativa do numero de raizes reais negativas,

(neg), devemos construir o polinémio P(—x)=0 e utilizar a regra de Descartes para

raizes positivas. O exemplo 1 mostra uma aplicagdo da regra de Descartes.

Exemplo 1: Por meio da Regra de Sinal de Descartes determine o numero possivel

de raizes reais positivas (rp) € o numero possivel de raizes reais negativas (neg)

para o polindmio P(x) = 3x° —2x* + 5x®> —10x® + 6x+2.

Solugao:

Primeiramente deve-se observar as possibilidades quanto ao numero de raizes reais
positivas de P(x) analisando a variagao de sinal entre os coeficientes. Considerando
o polindmio P(x)=3x° —2x* +5x° —10x? + 6x + 2 verifica-se que ocorre um numero

v = 4 de variagdes de sinal, logo as seguintes situa¢cdes podem ocorrer:

Se v =4entdo isso implicaemv —-rp=4,v—rp=2o0uv-rp =0, dessa forma
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conclui-se que o polinbmio P(x) pode ter no maximo 4 raizes reais positivas, duas
raizes reais positivas ou nenhuma raiz real positiva.

Agora analisa-se as possibilidades quanto ao numero de raizes reais negativas de
P(x), para isso construir o polindmio P(-x)=-3x°-2x* -5x® —-10x* —-6x+2.
Analisando a variagao de sinal entre os coeficientes, observa-se que ocorre somente
uma de variagao de sinal, v = 1, dessa forma conclui-se que v — neg = 0, logo

neg = 1, ou seja, o polinbmio P(x) pode ter no maximo uma raiz real negativa.

4.1.2 Teoremas das Raizes Positivas e Teorema do Raio

Alguns teoremas podem auxiliar na localizagdo das raizes de uma

equacao algébricas polinomial P(x)=0. Apresenta-se aqui o Teorema das Raizes

Positivas e o Teorema do Raio.

Teorema das Raizes Reais Positivas: Dados o polinbmio P(x)de coeficientes reais
e um numero o, tem-se P(x)=Q(x)(x—a)+R(x). Se os coeficientes de Q(x) e R
forem todos positivos ou nulos, entdo todas as raizes reais positivas x;, sdo tais que

X, <o.

Associado ao Teorema das Raizes Reais Positivas existe um
processo chamado Cota de Laguerre-Thibault que permite encontrar os extremos ou

as cotas superior e inferior do intervalo que contém as raizes reais da equagao P(x).

A ideia consiste no seguinte: seja P(x) = 0 uma equagao polinomial de coeficientes
reais, fazendo a deflacdo® de P(x) pelos bindmios (x —1),(x—2),(x —3),...(x —m), tem-
se Q(x). Espera-se com o processo de deflagdo que Q(x) tenha todos os coeficientes
positivos ou nulos, com R(x) > 0. O numero m sera chamado de cota superior das
raizes reais da equacao P(x)=0. A cota inferior sera obtida realizando o mesmo
estudo para o polindbmio P(-x).

Para proporcionar melhor compreensdao do Teorema das Raizes

Reais Positivas apresenta-se o exemplo 2 extraido de Claudio e Marins (1989).

6 Deflagdo: Método utilizado para reduzir o grau do polindmio P(x) quando objetiva-se localizar um intervalo que
contenha as raizes reais da equacgéo P(x) = 0.
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Exemplo 2: Determine a cota superior para as raizes reais positivas da equacao
polinomial P(x)=x°+x*-9x® -x? +20x-12=0.

Aplicando o Teorema das Raizes Reais Positivas e a Cota de Laguerre-Thibault
pode-se determinar a cota superior desejada. Vale lembrar que o processo de

deflacédo do polinbmio P(x) é desenvolvido tal como o dispositivo de Briot-Ruffini

utilizado para reduzir o grau de um polinémio a partir de suas raizes. Na primeira

etapa da deflacdo de P(x) por (x—1) obtém-se os coeficientes de Q,(x)e R,(x),

como apresentados no Quadro 3:

Quadro 1 —Coeficientes de Q,(x) e R,(x) apos a deflagdo de P(x)por (x—1).

1 1 -9 -1 20 -12
1 1 2 -7 -8 12
Q,(x) 1 2 -7 -8 12 R,(x)=0

Fonte: Autor.

Na segunda etapa tem-se a deflagdao de P(x)por (x—2)gerando os

coeficientes de Q,(x) e R,(x), como apresentados no Quadro 4:

Quadro 2 — Coeficientes de Q,(x)e R,(x)apos a deflacdo de P(x)por (x—-2).

1 1 -9 -1 20 -12
2 2 6 -6 -14 12
Q,(x) 1 3 -3 -7 6 R,(x)=0

Fonte: Autor.

Na terceira etapa realiza-se a deflagdo de P(x) por (x-3),

resultando nos coeficientes de Q,(x)e R, (x), apresentados no Quadro 5:

Quadro 3 — Coeficientes de Q,(x)e R, (x)apos a deflacdo de P(x)por (x-3).

1 1 9 1 20 12
3 3 12 9 24 132
Q,(x) 1 4 3 8 44 R, (x)=120

Fonte: Autor.
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Como todos os coeficientes de Q,(x)e R,;(x) sdo positivos o
processo € finalizado, logo conclui-se que as raizes reais positivas de P(x) sao

menores ou iguais a 3. Para determinar a cota inferior que limita as raizes reais
negativas da equagdo P(x) = 0 procede-se de maneira analogo considerando
P(-x)=0.

Teorema do Raio: Seja P(x)=ax"+a, x""+---+a,x+a,=0 uma equagio

polinomial, entdo P(x) tem pelo menos uma raiz no interior do circulo centrado na

origem e de raio igual ao min{p,,p,} onde

(38)

n

Para permitir melhor compreenséo do Teorema do Raio apresenta-se o Exemplo 3.

Exemplo 3: Encontre o raio do circulo centrado na origem que contem pelo menos

uma raiz real ou complexa da equagéo P(x)=15x"* -18x> -52x* +32x+21=0.

Solugdo: A equacdo P(x)=15x"*-18x>-52x*+32x+21 estqd associada a um

polinomio de grau n =4, com a, =15, a, =3,2, a, =2,1. Verifica-se, a partir de (38)

que: p, :4.‘% ~263 e p, = ~ 1,09, onde o min{p,,p,}=1,09. O Teorema do

Raio, garante que P(x)=15x*-18x%®-52x*+32x+21=0, tem pelo menos uma
raiz real ou complexa no circulo centrado na origem e raio r~109. Pode-se

confirmar tal resultado, observando a Figura 13.
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Figura2 — Representagao grafica de
P(x)=15x* —=18x® =5,2x* + 3,2x + 2,1

)

Fonte: Autor.

4.2 METODOS DIRETOS E INDIRETOS

Quando o objetivo é obter as raizes de uma equacgéo polinomial
pode-se utilizar métodos diretos e métodos indiretos.

Um método é considerado direto ou exato quando fornecer a
solucao exata, desconsiderando-se o0s erros provenientes do processamento do
algoritmo utilizado em um sistema computacional. A férmula de Bhaskara, por
exemplo, € um método direto, ou seja, por meio de um numero finito de passos é
possivel determinar quais sdo as raizes reais ou complexas de uma equagao
algébrica polinomial de 2° grau a partir de seus coeficientes.

Um método é considerado indireto ou iterativo quando fornece uma
sequéncia de solugdes aproximadas, em que cada solugao € obtida da anterior pela
aplicacao de um mesmo procedimento. O método indireto ou iterativo & recursivo e
pode ser aplicado sucessivas vezes. Geralmente ndo fornece solucdes exatas, mas
pode gerar aproximagdes cada vez melhores dentro de uma faixa de erro
previamente estabelecida.

Existem diversos métodos iterativos que podem ser utilizados na
obtencao dos valores aproximados das raizes reais (se existirem) de uma equagéao
algébrica polinomial. Neste trabalho, serdo abordados especificamente trés métodos
desse tipo: 0 método da Bissec¢ado, método da Falsa Posicdo e o método da
Secante. A escolha desses trés métodos justifica-se pela ndo necessidade de

utilizacdo de conceitos além daqueles que s&o desenvolvidos na Educagao Basica.
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4.3 METODO DA BISSECCAO

O método da Bisseccdo tem sua base no Teorema do Valor
Intermediario. O referido teorema afirma que se uma fungdo f € continua num

intervalo fechado [a,b] com a condi¢do f(a).f(b) <0, entdo existe um valor X tal que
f(x)= 0, ou seja, o intervalo deve conter pelo menos uma raiz real da fungao

(ARENALES; DAREZZO, 2008, p. 76).

A ideia geral do método é partir de um intervalo [a,b] que contenha
pelo menos uma raiz real, obtido a partir de f(a).f(b) <0 ou da representacao grafica
de f(x). As sucessivas particbes do intervalo [a,b] geram uma sequéncia de
intervalos [a,,b,] com n =0,1,2.....onde a, =a e b, =b e tal que f(a,).f(b,)<0
onde cada intervalo da sequéncia tem amplitude igual a metade da amplitude do
intervalo anterior. O critério de parada devera ocorrer quando a amplitude do
intervalo que contém a raiz for menor que o erro ou tolerancia estabelecido

previamente. A Figura 14 apresenta de forma mais detalhada a interpretacao

geométrica do método da Bissecgéo.

Figura 3 — Interpretacdo geométrica do
meétodo da Bisseccao.

dn

|
i |

Fonte: Autor.



57

Para compreender o funcionamento do método da Bissecgao pode-

se observar o desenvolvimento dos calculos considerando f(a,)<0 e f(b,)>0,

, . a,+b . N
conforme Figura 14. Para i = 0 tem-se X, :%, onde x, € a primeira

aproximagdo de x. Se f(x,)>0, toma-se a,=a, e b, =x, na proxima iteragéo,
sendo a, =X, € b,=b,. Para i = 1 tem-se x, :a1+b1, logo x, € a segunda
aproximagédo de x. Se f(x,)>0, toma-se a, =a, e b, =x, na préxima iteracéo,
sendo a, =x, e b, =b,.

Repetindo sucessivamente esse procedimento obtém-se a cada
iteragdo um novo intervalo com amplitude igual a metade da amplitude do intervalo
da iteragao anterior, contendo uma aproximagao cada vez proxima da raiz X.

A aplicagdo sucessiva do meétodo da Bissec¢cado pode gerar uma

sequéncia a, crescente de aproximagdes para X limitada superiormente por b,ou
ainda uma sequéncia b, descrescente de aproximagbes para X limitada
inferiormente por a,. Considerando que toda sequéncia mondtona e limitada é

convergente e a,< X < b,, temos que a :!Lrgan :Iir_nbn =b =X, onde X é araizda
funcao isolada, inicialmente, no intervalo [a,b].

Segundo Ruggiero e Lopes (1988) a convergéncia do método da
Bisseccao estara garantida desde que as condi¢gdes exigidas pelo método sejam
observadas.

O numero de iteragcdes dependera da precisdo desejada e da
amplitude do intervalo que contém a raiz, quanto maior for a amplitude do intervalo e
a precisdo exigida maior sera o numero de iteragdes. No caso do método da

Bissecgdo o numero minimo (n) de iteragbes pode ser estimado através da férmula

S log(b—-a)-log(E)
log?2

n -1, sendo a e b os extremos do intervalo onde a raiz da fungao

foi isolada e E a precisdo desejada. No Apéndice A, apresenta-se a implementacgéo
do método da Bisseccao de forma mais detalhada.
Para compreender a aplicacdo do método da Bisseccéo apresenta-

se 0 Exemplo 4.
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Exemplo 4: Encontre uma aproximagao para a raiz real da equacao polinomial
P(x)=-2x> +x*+3 =0, localizada no intervalo [1,2].

Solugdo: Antes de apresentar a solugdo aproximada da equacédo P(x) = 0 no
intervalo indicado deve-se observar a dificuldade existente para obté-la
considerando os métodos diretos, mesmo assim, € interessante aborda-la no Ensino
Médio, pois permitira o uso de outros recursos e possibilitara ao aluno um estudo

mais aprofundado e completo. Inicialmente representa-se graficamente
P(x)=-2x>+x*+3com o auxilio do software Geogebra. O valor 1,3379443348

aparece como aproximagao da raiz de P(x) = 0 com 10 casas decimais conforme

Figura 15.

Figura4 — Representagdo grafica de
P(x)=-2x*>+x*+3.

y
2

A = (1.3379443348.0)

Fonte: Autor.

O Quadro 6 apresenta a sequéncia de aproximacgdes para a raiz da
equacdo polinomial P(x)=-2x®+x*+3 =0, localizada no intervalo [1,2], ilustrando

algumas das 31 iteragdes do método da Bissecgao.
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Quadro 4 — Aproximacdes da raiz real de P(x)=-2x>+x*+3=0 contida no
intervalo [1,2] obtidas com auxilio do método da Bissecg¢ao e planilha

eletrénica.
Sequéncia de aproximagodes da raiz real de P(x) = -2x% + x* + 3 = 0 contida no intervalo [1,2]
n Na b, Xn f(an) f(bn) f(x,) Erro = |b, —a,|
0| 1,0000000000 | 2,0000000000 | 1,5000000000 |2,0000000000 | -9,0000000000 | -1,5000000000 | 1,0000000000
1| 1,0000000000 | 1,5000000000 | 1,2500000000 f2,0000000000 | -1,5000000000 | 0,6562500000 | 0,5000000000
2| 1,2500000000 | 1,5000000000 | 1,3750000000 |0,6562500000 | -1,5000000000 | -0,3085937500 | 0,2500000000
3| 1,2500000000 | 1,3750000000 | 1,3125000000 |0,6562500000 | -0,3085937500 | 0,2006835938 | 0,1250000000
5] 1,3125000000 | 1,3437500000 | 1,3281250000 |0,2006835938 | -0,0470581055 | 0,0785140991 | 0,0312500000
9| 1,3378906250 | 1,3398437500 | 1,3388671875 |0,0004331321| -0,0153435469 | -0,0074485000 | 0,0019531250
10] 1,3378906250 | 1,3388671875 | 1,3383789063 |0,0004331321 | -0,0074485000 | -0,0035060078 | 0,0009765625
15| 1,3379211426 | 1,3379516602 | 1,3379364014 |0,0001870340 | -0,0000590772 | 0,0000639801 | 0,0000305176
20| 1,3379440308 | 1,3379449844 | 1,3379445076 |0,0000024519 | -0,0000052392 | -0,0000013937 | 0,0000009537
25| 1,3379443288 | 1,3379443586 | 1,3379443437 |0,0000000484 | -0,0000001919 | -0,0000000718 | 0,0000000298
28| 1,3379443325 | 1,3379443362 | 1,3379443344 |0,0000000184 | -0,0000000117 | 0,0000000033 | 0,0000000037
29| 1,3379443344 | 1,3379443362 | 1,3379443353 |0,0000000033 | -0,0000000117 | -0,0000000042 | 0,0000000019
30| 1,3379443344 | 1,3379443353 | 1,3379443348 |0,0000000033 | -0,0000000042 | -0,0000000004 | 0,0000000009

Fonte: Autor.

Verifica-se, no Quadro 6, que o método da Bisseccédo reproduziu

resultados similares ao apresentado com o auxilio do software Geogebra.

4.4 METODO DA FALSA POSICAO

O método da Falsa Posigao também conhecido como Regula Falsi
ou Regra Falsa utiliza a média aritmética ponderada na obtencdo da sequéncia de
aproximagodes, diferentemente do método da Bissecg¢do, que utiliza a média
aritmética simples. A ideia geométrica do método da Falsa Posicdo consiste em
aproximar uma curva por meio de um feixe de retas que interceptam o eixo x, em
pontos cada vez mais proximos da raiz procurada. A Figura 16 mostra o

funcionamento do método do ponto de vista geométrico.
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Figura5— Interpretacdo geométrica do método da
Falsa Posigao.

Mo

e Sy Ay (bo. F(bg)

f(b1)

[ |
Y

f(aa)
(a0 f(an)

Fonte: Autor.

A seguir descreve-se detalhadamente o funcionamento do método

da Falsa Posicédo com f(a)<0e f(b)> 0. Inicialmente a raiz de f(x)deve ser isolada
num intervalo fechado [a,b] tal que f(a).f(b) <O.

Para i = 0, a reta r, que passa pelos pontos (ao,f(ag)) e (bo,f(bo))
intersecciona o eixo x no ponto X, cujo valor pode ser calculado pela relagdo

_a,f(by)-b, f(a,)
" f(by)—f(ay)

caso contrario, se f(x,) <0 toma-se a, =x, e b, =b,.

. Se f(x,)>0 toma-se a, =a, e b, =X, na proxima iteracéo,

Para i = 1, a reta r, que passa pelos pontos (ap,f(ag)) e (b1,f(b4))

intersecciona o eixo X no ponto X, cujo valor pode ser calculado pela relagao

X, = a,f(b,)-b,f(a:) ge f(x,)>0 toma-se a,=a, e b, =x, na proxima iteraco,
f(by)-f(a,)

caso contrario, se f(x,) <0 toma-se a, =x, e b, =b,.
Repetindo sucessivamente o procedimento obtém a cada iteracéo
um novo intervalo com amplitude menor contendo uma aproximagéo mais proxima

_ay f(bi4)-bi,f(ay)
- f(b,_,)—f(a.,)

O processo iterativo sera desenvolvido até o momento em que

da raiz X calculada a partir da relagao X, comi=1,223....
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E <[f(x,)

, onde E é a precisdo desejada. Assim como no método da Bissecgao,

Ruggiero e Lopes (1988) afirmam que a convergéncia estara garantida desde que as
condigbes exigidas pelo método sejam observadas. No Apéndice B, apresenta-se a
implementacdo do método da Falsa Posicdo de forma mais detalhada.

Para compreender a aplicagdo do método da Falsa Posigéao
apresenta-se a sequéncia de aproximagbes da raiz de P(x)=-2x®+x*>+3=0

contida no intervalo [1,2] , ilustrando algumas das 26 iteragdes, conforme Quadro 7.

Quadro 5— Aproximagdes da raiz real de P(x)=-2x>+x?+3=0 contida no

intervalo [1,2] obtidas com auxilio do método da Falsa Posigao e
planilha eletrénica.

Sequéncia de aproximagdes da raiz real de P(x) = -2x>+x?+3 = 0 contida no intervalo [1,2]

n an f(an) b, f(b,) Xn f(xn) Erro<|f(x,)|
0 | 1,0000000000 | 2,0000000000 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,1818181818 | 1,0954169797 | 1,0954169797
1] 1,1818181818 | 1,0954169797 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,2705961152 | 0,5118769345 | 0,5118769345
2| 1,2705961152 | 0,5118769345 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,3098486231 | 0,2210799027 | 0,2210799027
3 | 1,3098486231 | 0,2210799027 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,3263953401 | 0,0922047008 | 0,0922047008
5 | 1,3332264133 | 0,0378923173 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,3360219319 | 0,0154776095 | 0,0154776095
9 | 1,3378148219 | 0,0010443621 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,3378916531 | 0,0004248413 | 0,0004248413
10| 1,3378916531 | 0,0004248413 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,3379229062 | 0,0001728114 | 0,0001728114
15] 1,3379437482 | 0,0000047303 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,3379440962 | 0,0000019240 | 0,0000019240
20| 1,3379443283 | 0,0000000527 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,3379443321 | 0,0000000214 | 0,0000000214
23| 1,3379443343 | 0,0000000035 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,3379443346 | 0,0000000014 | 0,0000000014
24| 1,3379443346 | 0,0000000014 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,3379443347 | 0,0000000006 | 0,0000000006
25| 1,3379443347 | 0,0000000006 | 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,3379443348 | 0,0000000002 | 0,0000000002

Fonte: Autor.

Observa-se, no Quadro 7, que o método da Falsa Posigdo com 26
iteracdes reproduziu resultados similares ao apresentado com o auxilio do software
Geogebra, assim como resutados similares ao apresentado pelo método da

Bissecgdo, porém com um numero menor de iteragdes.

4.5 METODO DA SECANTE

Um meétodo mais eficiente em termos de convergéncia € o método

de Newton, também conhecido como método das Tangentes, justamente porque o
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método exige o calculo do valor numérico da funcdo derivada de f, em um valor x;,

em cada iteracdo. Porém, nesse trabalho o método de Newton ndo sera abordado
pois 0 mesmo exige conceitos matematicos além daqueles que sdo desenvolvidos
normalmente no Ensino Médio. Como uma alternativa, para contornar a questao do

calculo da derivada pode-se substituir no método de Newton a derivada de f em x;

pelo quociente de diferencas f’(xi)zM onde Xx; e X, , sdo aproximacoes
Xi — X4

para a raiz X contida num intervalo [a,b]. Fazendo a substituicdo da derivada pelo
Xi—1'f(xi)_xi'f(xi—1)
f(x;)—f(x;)

quociente de diferencas obtém-se a expressdo o(x,,,)= que sera

a férmula de iteracdo do chamado de método da Secante.
No método da Secante deve-se, inicialmente, obter um intervalo

fechado [a,b] contendo a raiz x. Considere x, e X, aproximagdes iniciais de X,
normalmente toma-se para X, e X, respectivamente os valores dos extremos do
intervalo [a,b]. A seguir construa a reta rq secante ao grafico de f(x) passando pelos
pontos (x,,f(x,)) e (x,,f(X,)). A reta secante cortara o eixo x no ponto x, que sera a

primeira aproximacao obtida pelo método da Secante para Xx.

Para a segunda iteragédo considere x, e X, como aproximagoes de
X, construa a reta rp secante ao grafico de f(x) passando pelos pontos (x,,f(x,)) e
(x,,f(x,)). Essa reta secante cortara o eixo x no ponto X,, que sera a segunda

aproximacido para a raiz procurada. Repetindo-se o processo obtém-se a cada
iteragdo uma nova aproximag&o para x, até que o erro E < | f(x,,,)|seja satisfeito. A

Figura 17 mostra a interpretagdo geométrica do método da Secante.
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Figura 6 — Interpretacdo geométrica do método da
Secante.

24

fx) =f(b) |
g

f(xz) <

Fonte: Autor.

Segundo Ruggiero e Lopes ( 1988) o método da Secante tém
condicbes de convergéncia mais restritivas, por outro lado, esse meétodo possui
convergéncia mais rapida que os meétodos da Bissecgao e da Falsa Posigdo. No
Apéndice C, apresenta-se a implementacdo do método da Secante de forma mais
detalhada.

Para compreender o funcionamento do método da Secante

apresenta-se no Quadro 8 a sequéncia de aproximagdes da raiz real da equagao

P(x)=-2x> +x*+3 =0, contida no intervalo [1,2] com 7 iteracdes.
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Quadro 6 — Aproximacgdes da raiz real de P(x)=-2x>+x*+3=0contida no

intervalo [1,2] obtidas com auxilio do método da Secante e planilha
eletrénica.

Sequéncia de aproximacdes da raiz real de P(x) = -2x>+ x*+ 3 = 0 contida no intervalo [1,2].

n Xn-1 Xn Xn+1 f(Xn-1) f(Xn) f(Xn+1) Erro < [f(Xn+1)|
1 | 1,0000000000 {2,0000000000]1,1818181818| 2,0000000000 | -9,0000000000 | 1,0954169797 1,0954169797
2 | 2,0000000000 |1,1818181818|1,2705961152 | -9,0000000000 | 1,0954169797 | 0,5118769345 | 0,5118769345
3 | 1,1818181818 |1,2705961152 | 1,3484714500| 1,0954169797 | 0,5118769345 | -0,0856789725 | -0,0856789725
4 | 1,2705961152 |1,3484714500 | 1,3373055012| 0,5118769345 | -0,0856789725 | 0,0051491220 | 0,0051491220
5 | 1,3484714500 |1,3373055012 | 1,3379385083 | -0,0856789725 | 0,0051491220 | 0,0000470000 | 0,0000470000
6 | 1,3373055012 |1,3379385083 | 1,3379443380| 0,0051491220 | 0,0000469882 | 0,0000470000 | 0,0000470000
7 | 1,3379385083 |1,3379443380 | 1,3379443348| 0,0000469882 | -0,0000000262 | 0,0000470000 | 0,0000470000

Fonte: Autor.

Verifica-se, no Quadro 8, que o

meétodo da Secante com 7 iteracbes

reproduziu resultados similares ao apresentado com o auxilio do software Geogebra,

assim como resutados similares ao apresentado pelos métodos da Bissecgao e da

Posicao Falsa, porém com um numero muito menor de iteragoes.

Pode-se observar que o método da Secante, em termos de

iteracbes, convergiu mais rapidamente que os métodos da Bissecg¢do e da Posi¢cao

Falsa, porém, antes de afirmar que um método € superior a outro, deve-se avaliar,

também, o tempo computacional ou tempo de execugao gasto para obter o resultado

procurado.
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5 CAPITULO IV

PROPOSTA DE TRABALHO

A evolugao e a expanséao tecnoldgica da contemporaneidade exigem
que os professores estejam atentos a esses avancgos e procurem alternativas que
permitam a diversificacdo do seu trabalho. Atualmente, existem muitos softwares
gratuitos disponiveis que permitem ao professor desenvolver um trabalho dinédmico e

diferenciado com possibilidade de aprofundamento maior sobre os temas.

Apesar de existirem ha mais de vinte anos, os softwares educativos ainda
nao foram utilizados em todo o seu potencial na pratica docente. A adogao
sistematica de softwares educativos nas escolas € minima. Isso se deve,
em parte a caréncia de sistemas de qualidade e a falta de informagdes
sobre aspectos técnicos e pedagdgicos de bons sistemas existentes. (LIMA,
2006,p. 28).

Na Matematica o uso de recursos computacionais tem ocorrido com
maior frequéncia no estudo de geometria e fun¢des, mas vale lembrar que existem
diversos tipos de softwares que podem ser utilizados para explorar e facilitar o
estudo e a compreensao de outros conceitos, como por exemplo, os polinémios e as
equacodes polinomiais.

Conforme exposto anteriormente, em geral, o estudo de polinbmios
e equacgbes polinomiais € desenvolvido de forma paralela e superficial, ja que é
baseado na memorizacdo de definigcbes e resultados que sao aplicados a partir de
uma lista de passos com enfoque algébrico bem pesado. Além disso, a maioria dos
exemplos e exercicios que envolvem polindmios e equagdes polinomiais propostos
aos alunos na escola estdo dissociados de uma contextualizagdo. Ubiratan
D’Ambraésio (2001, p. 76-77) expressa sua opinidao a respeito da contextualizagcédo da

Matematica.

Contextualizar a Matematica é essencial para todos. Afinal, como deixar de
relacionar os Elementos de Euclides com o panorama cultural da Grécia
Antiga? Ou a adogdo da numeragdo indo-arabica na Europa como
florescimento do mercantilismo nos séculos XIV e XV? E ndo se pode
entender Newton descontextualizado. [...] Alguns dirdo que a
contextualizagdo ndo é importante, que o importante & reconhecer a
Matematica como a manifestacdo mais nobre do pensamento e da
inteligéncia humana... e assim justificam sua importancia nos curriculos.
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Diante do exposto, pretende-se, nesse capitulo, elaborar e descrever
a proposta de atividades destinada para os alunos do Ensino Médio, contendo varias
sugestdes de situagbes-problemas envolvendo polinbmios e equagbes algébricas
polinomiais. A proposta inclui a possibilidade de uso de softwares na representagao
grafica e uso de planilha eletrénica na resolu¢ao numérica dos problemas.

Ainda, vale ressaltar que a proposta deste trabalho podera ser
aplicada na escola se o professor tiver dominio dos métodos numéricos abordados
aqui e se o ambiente escolar onde o mesmo atua oferecer condigcbes para o

desenvolvimento do trabalho.

5.1 TRES PROBLEMAS GREGOS

Muitos problemas do mundo real estdo associados a Geometria e
muitos destes podem ser modelados por meio de equagdes polinomiais. Nessa parte
do trabalho deseja-se fazer um resgate de trés problemas geométricos da Grécia
Antiga. Muitas tentativas foram feitas objetivando resolver esses problemas
empregando somente régua, sem graduagao e compasso, porém 2000 anos depois,

verificou-se que é impossivel resolvé-los somente com tais instrumentos.

Problema 1 — Duplicacdo do Cubo

O surgimento do problema da duplicagdo do cubo € um pouco
duvidoso. Um lenda conta que um grupo de pessoas preocupadas com uma peste
que se espalhava pela regido de Atenas, procurou o oraculo Apolo na cidade de
Dhelpos na tentativa de encontrar uma maneira de acabar com a peste. O oraculo
informou que a peste acabaria quando alguém conseguisse dobrar o volume do
cubo que sustentava a estatua do deus Apolo. Os atenienses resolveram o problema
dobrando a medida da aresta do cubo, mas isso acabou gerando um cubo com
volume oito vezes maior que o volume original.

Courante e Robbins (2000) apresentam uma prova indireta da
impossibilidade de resolugdo desse problema utlizando somente régua sem
graduacao e compasso.

Entendendo o problema: O problema da duplicagdo do cubo

consiste em: dado um cubo de volume V=1 obter a medida da aresta de um novo
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cubo de volume V=2 conforme figuras 18 e 19.

Figura7 — Cubo de volume V=1.

VOLULE=V=1

~l—

Fonte: Autor.

Figura8 — Cubo de volume V=2.

VOLUME=V=1

~0l

Fonte: Autor.

Resolvendo o problema: Duplicar o cubo significa obter a medida
da aresta x do cubo tal que x® =2, ou seja, x = 3/5 que pode ser aproximado pelo

valor 1,2599210499, com dez casas decimais conforme apresentado na Figura 20

com o auxilio do software Geogebra.



68

Figura9 — Representagdo da raiz da equacao
x*-2=0.
‘_
u
[s] A i
3 2 N o 1 2 3 5

A = (1.2599210499,0)

Fonte: Autor.

No Quadro 9 apresenta-se a sequéncia de aproximacdes da raiz real
da equacdo x® -2 =0 contida no intervalo [1,2] gerada pela aplicagdo do método da
Bisseccgao. A aproximagao da raiz com dez casas decimais, como apresentado pelo
software Geogebra na Figura 20, pode ser obtido aplicando o método da Bissecg¢éo

com 29 iteragdes, conforme apresentado no Quadro 9.

Quadro 7 — Aproximacgodes da solugcdo do problema da duplicagdo do cubo obtidas

com auxilio do método da Bissecgao e a planilha eletronica.

Sequéncia de aproximagdes para raiz real da equacao x* - 2 = 0 contida no intervalo [1,2]
n an b, Xn f(an) f(bn) f(xn) Erro =|b, —ay|
0 | 1,0000000000 | 2,0000000000 | 1,5000000000 | -1,0000000000 | 6,0000000000 | 1,3750000000 | 1,0000000000
1| 1,0000000000 | 1,5000000000 | 1,2500000000 | -1,0000000000 | 1,3750000000 | -0,0468750000 | 0,5000000000
2 | 1,2500000000 | 1,5000000000 | 1,3750000000 | -0,0468750000 | 1,3750000000 | 0,5996093750 | 0,2500000000
3 | 1,2500000000 | 1,3750000000 | 1,3125000000 | -0,0468750000 | 0,5996093750 | 0,2609863281 | 0,1250000000
5 | 1,2500000000 | 1,2812500000 | 1,2656250000 | -0,0468750000 | 0,1033020020 | 0,0272865295 | 0,0312500000
10 |1,2597656250 | 1,2607421875 | 1,2602539063 | -0,0007400736 | 0,0039129732 | 0,0015855484 | 0,0009765625
15 |1,2599182129 | 1,2599487305 | 1,2599334717 | -0,0000135104 | 0,0001318234 | 0,0000591556 | 0,0000305176
20 |1,2599201202 | 1,2599210739 | 1,2599205971 | -0,0000044272 | 0,0000001144 | -0,0000021564 | 0,0000009537
25 |1,2599210441 | 1,2599210739 | 1,2599210590 | -0,0000000275 | 0,0000001144 | 0,0000000434 | 0,0000000298
26 |1,2599210441 | 1,2599210590 | 1,2599210516 | -0,0000000275 | 0,0000000434 | 0,0000000079 | 0,0000000149
27 |1,2599210441 | 1,2599210516 | 1,2599210478 | -0,0000000275 | 0,0000000079 | -0,0000000098 | 0,0000000075
28 |1,2599210478 | 1,2599210516 | 1,2599210497 | -0,0000000098 | 0,0000000079 | -0,0000000009 | 0,0000000037

Fonte: Autor.
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O problema da duplicagao do cubo, resolvido acima, proporciona a
criacao de outras situagdes que podem exploradas em sala de aula, pelo professor
de Matematica do Ensino Médio, articulando o uso do software Geogebra e os

métodos numéricos associados a uma planilha eletrénica.

Atividade proposta 1 — Dado um cubo de volume V=1 determine a medida da aresta
de um cubo de volume V=3.

a) Descreva a equagao para o problema proposto e resolva algebricamente.

b) Com o auxilio do software Geogebra identifique o intervalo [a,b] que contém a raiz
real da equacao descrita no item (a) apresentando o resultado da aproximacao da
raiz com 10 casas decimais

c) Aplique o método da Bissecgdo combinado com a planilha eletrénica para obter a
aproximacao da raiz da equagao contida no intervalo [a,b] identificado no item (b).

d) Apligue o método da Secante combinado com a planilha eletrbnica para obter a
aproximacéao da raiz da equacéao contida no intervalo [a,b] identificado no item (b).

e) Compare os resultados obtidos em c) e d).

Atividade proposta 2 — Considere a equagdo x* —-A=0com -8 <A <8.

a) Utilize o recurso do controle deslizante e animagao do software Geogebra para
visualizar a representagédo grafica de x> —A =0 para valores distintos de A no
intervalo indicado.

b) Com o recurso indicado no item (a) determinar o intervalo que contém todas as
raizes reais da equagéo x* — A =0 para os valores de Acom —8<A<8.

c) Escolha um valor de A no intervalo de [-8,8] e determine com o auxilio do software
Geogebra o intervalo [a,b] que contém a raiz real da equagédo x> —A =0 para o valor
de A escolhido. Apresente o valor da raiz aproximada com dez casas decimais com
o auxilio do software Geogebra.

d) Obtenha a sequéncia de aproximacdes para a raiz da equacdo x> —A =0para o
valor de A escolhido em ¢) com o auxilio do método da Falsa Posi¢do combinado
com a planilha eletrénica.

e) Ildem d) com o auxilio do método da Secante combinado com a planilha
eletrbénica.

f) Compare os resultados obtidos em (d) e (e), considerando o numero de iteragdes
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utilizadas em cada caso.

Atividade proposta 3 — Considere a equacdo (x—A)> =0com —4<A <4,
a) Utilize o recurso do controle deslizante e animagao do software Geogebra para
visualizar a representagéo grafica de (x—A)® =0 para valores distintos de A no

intervalo indicado.

b) Com o recurso indicado no item (a) determinar o intervalo que contém todas as
raizes reais da equacgéo (x—A)® =0 para os valores de Acom —4<A <4,

c) Escolha um valor de A no intervalo de [-4,4] e determine com o auxilio do software
Geogebra o intervalo [a,b] que contém a raiz real da equagéo (x—A)’> =0para o
valor de A escolhido. Qual é a relagao do valor de A com a raiz real da equacgao?

d) Avalie a representagéo grafica de P(x) = (x—A)* =0 a medida que A varia?

e) Obtenha com o auxilio do método da Bisseccdo e da planilha eletrénica a
sequéncia de aproximagdes para a raiz de P(x)=(x—-A)’ =0 para o valor de A

escolhido em (c).

Problema 2 — Trisseccao do angulo

O problema da trisseccéo consiste em dividir, com auxilio de régua
nao graduada e compasso, um angulo em trés partes iguais. Esse problema pode
ser resolvido para alguns angulos notaveis como por exemplo 90° e 180° graus,
porém nao existe um Método que utilize somente régua ndo graduada e compasso

que permita a trissecgao de angulos de qualquer amplitude.

Entendendo o problema: Seja f um angulo, como dividir esse
angulo em trés partes iguais? Na Figura 21 apresenta-se a trissec¢céo do angulo de
medida f=180° com o auxilio do software Geogebra. A trissecgao desse angulo é

obtida facilmente construindo uma semicircunferéncia de centro no ponto O.
Utilizando o compasso com a ponta seca no ponto A e abertura igual ao raio,
marcaremos trés pontos sobre a semicircunferéncia, sendo que o ultimo deles sera o

ponto B. Ligando os pontos C e D ao centro da semircunferéncia teremos trés

angulos de medida B, =60°cada um.
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Figura 10 — Trissecgdo do angulo de 180°.

Fonte: Autor.

Mas afinal, o que acaba tornando o problema da trisseccdo de um
angulo insoluvel quando desejamos resolvé-lo por meio de régua ndo graduada e

compasso?

Resolvendo o problema: Do ponto de vista algébrico a resolucao

do problema é definido da seguinte forma: Seja ¢ um angulo tal que cos(¢)=v, logo

o problema de trissecgdo do angulo ¢ resume-se a encontrar cos(%). Para isso

deve-se demonstrar que cos(o) = 4cos3(%) — 3cos(§) .

August de Moivre (1667 — 1754) descobriu que dado um numero

complexo z, qualquer poténcia inteira de z pode ser escrita como:
z" =p"(cos(ng)+isen(ne)). (39)

onde p é o raio do circulo onde z esta situado, ¢ 0 argumento do niumero complexo
z e n um numero inteiro. Se p=1 o circulo sera unitario, logo a equagéao (39) podera

ser reescrita como segue:
(cos(g)+isen(¢))" = cos(ng)+isen(ng). (40)

Da Algebra elementar tem-se que:



72

(a+b)® =a® +3a’b+3ab® +b°. (41)

Considerando n = 3 em (40) e aplicando o resultado apresentado em

(41), tem-se a seguinte igualdade:
cos(3¢) +isen(3¢) = cos® (¢p) — 3cos(p)sen? (¢) +i(3cos? (p)sen(p) - sen’(p)) . (42)

A igualdade obtida em (42) sera verdadeira se e somente se as

igualdades (43) e (44) forem verificadas:

cos(3¢) = cos® (p) — 3cos(p)sen? (o) (43)
sen(3¢) = 3cos?(p)sen(p)—sen’ (). (44)

Substituindo sen?(¢) =1-cos?(p) em (43) tem-se:
cos(3¢) =cos® (¢) — 3cos(p)(1-cos? (¢)) = 4cos® () —3cos(p).  (45)

Observando a equacéao (45) e fazendo a substituicdo de ¢ por %

pode-se escrever cos(p) = 4cos3(g)— 3003(2), ou equivalentemente:

v = 4cos () - 3cos(Y). (46)
3 3
Considerando a equacéao (46) e fazendo a substituicdo m :cos(g)
obtém-se a equacgéo polinomial descrita em (47):

4m*-3m-v=0. (47)

Portanto a resolugédo do problema da trissecgdo de um angulo esta

vinculado a resolugdo de uma equacgao cubica. Para compreender melhor isso
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considere o angulo ¢=60°e cos(p)=v, implica afimar que em (47) v=0,5,

resultando entdo que 4m®—3m — 0,5 = 0, ou equivalentemente:
8m>—6m—1=0. (48)
A Figura 22 mostra geometricamente as trés raizes reais da
equacgao (48) e suas aproximagdes com dez casas decimais obtidas com o software

Geogebra.

Figura 11 — Representagao das raizes reais da equacao (48).

Y

A = (—0.7660444431, 0)
B = (—0.1736481777,0)
C = (0.9396926208, 0) 21

Fonte: Autor.

Observando os resultados apresentados na Figura 22, verifica-se
que somente o valor de m=0,9396926208 corresponde ao angulo de 20°, que

representa a terca parte do angulo de 60°. Os demais valores de m satisfazem a
equacao dada em (48), porém ndo estdo estdo associados a angulos que
representem a terga parte do angulo de 60°.

O problema da trisseccdo do angulo permite ao professor
desenvolver, junto aos alunos com o auxilio de recursos computacionais, uma
analise de diversas outras situacoes.

Atividade proposta 4 — Considerando o problema da trissec¢édo do angulo:
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a) Escreva a equacdo cubica associada ao problema da trisseccdo do angulo
considerando ¢ =30°. Utilizando o recurso do controle deslizante e animagéo do

software Geogebra identifique graficamente todas as raizes reais da equagéao
descrita em (a) apresentando os valores aproximados de cada uma delas com dez
casas decimais.

b) Apliqgue o método da Bissec¢do com auxilio da planilha eletrbnica para obter a
sequéncia de aproximagdes para a raiz real da equagao obtida em (a) que esteja
associada a terca parte do angulo de 30°. ( Faca iteragcbes até que |a, —b,, |< 10©).
c) Aplique o método da Secante com auxilio da planilha eletrénica para obter a
sequéncia de aproximacdes para a raiz real da equacéo obtida em (a) que esteja
associada a terca parte do angulo de 30°. ( Faca iteragbes até que | f(x,.,)|< 10).
d) Aplique o método da Falsa Posicao com auxilio da planilha eletrbnica para obter a
sequéncia de aproximagdes para a raiz real da equacgdo obtida em (a) que esteja
associada a terca parte do angulo de 30°. ( Faca iteragdes até que | f(x,)|< 10©).

e) Compare os resultados obtidos pelos métodos numéricos de acordo com o

numero de iteragdes e o resultado obtido no software Geogebra.

Atividade proposta 5 — Considere a equagdo polinomial 4m® — 3m - v = 0 onde
v=cosp, —1<cos(p)<1e 0<p<180°.

a) Com auxilio do recurso do controle deslizante e da animacdo do software
Geogebra represente geometricamente todas as raizes de 4m®> — 3m - v = 0
observando os resultados possiveis.

b) Para qualquer angulo ¢ a equagao tem trés raizes reais simples?

¢) A equacao admite raizes complexas?

)
d) A menor raiz real da equagéo ocorre quando ¢ mede quanto?
e) A maior raiz real da equagéao ocorre quando ¢ mede quanto?

f) A equacao admite uma raiz real dupla para quais valores de ¢ ?

g) Para qual valor de ¢ ocorre o maximo de P(m) = 4m®> — 3m — v no intervalo
0<¢<180°? E o valor de minimo?

h) Qual é o valor maximo de P(m) = 4m® — 3m — v, com —1<cos(¢)<1? E o valor de
minimo?

Atividade proposta 6 — Considerando o problema da trissecg¢ao do angulo
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a) Descreva a equacéo algébrica polinomial de 3°grau para a trissecgdo do angulo
¢=90°.

b) Obtenha as raizes reais da equagao obtida em (a) com dez casas decimais com
auxilio do software Geogebra. Que relagdo existe entre as raizes reais nao nulas?

c) O fato observado em (b) ocorre para algum outro angulo ¢ ?

d) Para que valores de ¢ o nimero 0,5 é raiz da equacdo P(m) = 4m° - 3m —v .

Problema 3 — Quadratura do Circulo
A quadratura do circulo significa construir com régua nao graduada e
compasso um quadrado com area igual a area de um circulo dado de raio unitario.

Do ponto de vista algébrico devemos encontrar a medida x do lado quadrado tal que

x? = &, ou seja x = J/z. O valor de x a ser considerado nesse problema deve ser

estritamente positivo, pois representa a medida do lado de um quadrado.

Entendendo o problema: Seja A o circulo de raio unitario r = 1,
como construir um quadrado de lado x, tal que X2 = n?

Esse problema instigou muitos matematicos da Grécia Antiga, porém
nenhum deles conseguiu obter a solugcdo desse utilizando somente régua nao
graduada e compasso. No Papiro de Rhind (1650 a.C) a quadratura do circulo era
usada para resolver problemas de calculo de areas de circulo, os quais eram
resolvidos pela area de um quadrado considerando a medida x do lado do quadrado
igual a 8/9 do didmetro do circulo dado. Em 1882 o matematico alem&o Carl Louis
Ferdinand Lindemann (1852 — 1939) demonstrou enfim que obter a quadratura do
circulo é impossivel, porque o circulo é uma figura incomensuravel em =, ndo pode
ser retificado de forma precisa. As Figuras 23 e 24 mostram o problema a ser

resolvido do ponto de vista geométrico.
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Figura 12 — Quadrado de area = 1.

Fonte: Autor.

Figura 13 — Circulo de area ~1.

Fonte: Autor.

Resolvendo o problema: Realizar a quadratura de um circulo de
raio unitario significa obter a medida da aresta x do quadrado tal que x> -t =0, ou
seja, x = Jr . Podemos ter uma nogao melhor do que esse valor representa quando

visualizamos graficamente a situagdo. A Figura 25 mostra duas solug¢des reais para
0 problema, mas vamos considerar somente a solugdo real positiva

X =1,7724538509 com dez casas decimais obtida com o auxilio do software

Geogebra.



77

Figura 14 — Representagéo grafica de x* — .

=

{—l_?3?245385[)9_ 0)
(1.7724538509. 0)

Fonte: Autor.

Considerando a impossibilidade da quadratura do circulo por
métodos euclidianos, fica evidente que deve-se buscar outra alternativa. Logo pode-
se resolver o problema por algum método numérico. A partir desse problema o
professor pode elaborar outros problemas semelhantes e promover juntamente com
os alunos a resolugdo numérica dos mesmos com O auxilio dos métodos

apresentados neste trabalho. Vale lembrar que o objetivo desta pesquisa € explorar

a resolugao de problemas que envolvem equagbes polinomais de 3° grau ou
superior, mas como o problema da quadratura do circulo € muito famoso optou-se

por aborda-lo também.

Atividade proposta 7 — Considerando o problema da quadratura do circulo.

a) Descreva a equacéo algébrica para o qual a area de um quadrado deve ser igual
a area de um circulo de raio 2.

b) Obtenha com dez casas decimais a medida aproximada do lado do quadrado
ABCD que possui a mesma area do circulo de raio 2 com auxilio do software
Geogebra.

c) Aplique o método da Falsa Posicdo combinado com a planilha eletronica para
obter a aproximagdo da medida do lado do quadrado encontrada no item (b).

(Realize 20 iteragdes).
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d) Apligue o método da Secante combinado com a planilha eletrbnica para obter a
aproximacao da medida do lado do quadrado encontrada no item (b). ( Realize 20
iteracoes).

e) Compare os resultados obtidos em c) e d) com o resultado apresentado em b).

Atividade proposta 8 — Areas equivalente.

a) Descreva a equagao algébrica para o qual a area de um quadrado de lado 3 deve
ser igual a area de um circulo de raio r.

b) Obtenha com dez casas decimais a medida aproximada do raio r do circulo que
possui a mesma area do quadrado de lado 3 com auxilio do software Geogebra.

c) Aplique o método da Bissec¢gdo combinado com a planilha eletrénica para obter a
aproximacdo da medida do raio do circulo encontrada no item (b). (Realize 20
iteracoes).

d) Apligue o método da Secante combinado com a planilha eletrbnica para obter a
aproximacgédo da medida do raio do circulo encontrada no item (b). ( Realize 20
iteracoes).

e) Compare os resultados obtidos em c) e d) com o resultado apresentado no item
b).

5.2 PROBLEMA NA CORTE DO IMPERADOR

O desafio de John de Palermo foi resolvido em 1224 por Leonardo
de Pisa durante uma competicdo matematica realizada na corte do imperador
Frederico Il. Segundo Burden e Faires (2003), Fibonacci solucionou o problema
provavelmente utilizando a técnica algébrica desenvolvida por Omar Khayyam, pois
o problema nao tem solugdo geométrica de acordo com as propriedades descritas

no livro 10 de Euclides.

Entendendo o problema: O desafio proposto por John de Palermo

consistia em obter através dos métodos descritos por Euclides, no décimo livro, um

segmento de medida x que satisfaga a equagdo x° +2x* +10x = 20.

Resolvendo o problema: Considerando a impossibilidade de

resolver o problema utilizando os métodos apresentados por Euclides, Fibonacci
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apresentou uma solugdo para x° +2x* +10x =20 fazendo uso de fracdes da base

sexagesimal conforme segue:
1+ 22(i) + 7(i)2 + 42(i)3 + 33(i)4 + 4(i)5 + 40(i)6 (49)
60 60 60 60 60 60"

O resultado apresentado em (49) equivale na base numérica decimal

ao numero 1,3688081040 com dez casas decimais. A Figura 26 apresenta a solugéo
real da equacdo x*+2x?+10x=20, com o mesmo nimero de casas decimais,

através do software Geogebra.

Figura 15 — Representagdo grafica da equacao
x® +2x% +10x-20=0.

yoo

1 A = (1.3683081078.0)

A

Fonte: Autor

Diante da representagao grafica apresentada na Figura 26, observa-
se que o resultado apresentado por Fibonacci na base sexagesimal tem uma
excelente precisdo, sendo oito digitos exatos. Pode-se obter resultado similar
empregando-se os métodos da Bisseccdo, da Posicdo Falsa e da Secante

implementados com auxilio de planilha eletrénica, como apresentados no trabalho.
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5.3 PROBLEMAS GEOMETRICOS

A geometria oferece ao professor diversas situagdes que podem ser
modeladas e consequentemente resolvidas por intermédio de equacdes algébricas
polinomais. A intengdo € apresentar algumas situagdes que podem servir de
estimulo para o professor, mostrando como resolvé-los com auxilio de alguns
recursos computacionais disponiveis.

Considere uma cartolina de medidas x=4 de largura e y=5 de
comprimento. Em cada canto da cartolina deve-se cortar um quadrado de lado h. As
Figuras 27 e 28 apresentam a cartolina inicial e a cartolina apds a retirada dos
quadrados de cada canto, respectivamente. Qual deve ser a medida h para que o

volume da caixa construida a partir da Figura 28 seja igual a 4?

Figura 16 — Cartolina inicial.

Fonte: Autor.

Figura 17— Cartolina apds a retirada dos quadrados de
cada canto.

5—2h

4—2h 4—2h

5—2h

Fonte: Autor.
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Entendendo o problema: Recortado em cada canto da cartolina da
Figura 27 um quadrado de lado h, tem-se a Figura 28. Dobrando as partes restantes,
obtém-se uma caixa sem tampa, onde o comprimento, largura e altura seréo
representados respectivamente pelas expressdées 5-2h, 4-2h e h.

O objetivo é determinar a medida h para que o volume da caixa seja
igual a 4.

Resolvendo o problema: Para resolver o problema proposto deve-
se identificar a equagao que representa o volume da caixa obtida a partir da Figura
28. Como a caixa representa um paralelepipedo reto-retdngulo, seu volume sera
obtido através da funcdo V(h)=4h>-18h?+20h, com h tal que 0<h<2, ja que
volume nulo ou negativo ndo tem sentido. A Figura 29 mostra a representagao
grafica da funcao V(h), ilustrando como os valores do volume da caixa variam em
relagdo a todos os valores de h compreendidos entre 0 e 2, pode-se ainda perceber

que a caixa atingira o volume V=4 para dois valores de h.

Figura 18 — Representagcdao grafica da funcdo V(h) =
4h*® —18h? +20h.

A
Vih) e--- V=G, 0642

L e ettt

- 3 2 A o 1 5\/ 3 a .
h=10,7306G

\

Fonte: Autor.
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Utilizando o software Geogebra, conforme ilustra a Figura 30,
observa-se que o problema proposto apresenta duas solugdes para h no intervalo
0<h<2, asaber, h, =0,2553557141 e h, =13554157268 . Além disso, a Figura 30

possiblilita observar a variagdo do volume V a medida que h varia, assim como,

verificar que o volume V é maximo quando h~ 0,736 .

Figura 19 — Representagao grafica de V(h)=4.

A
V(h)

a
A = (0.2553557141.0)

w

1B = (1.3554157268.0)

Fonte: Autor.

Uma outra forma para abordar e solucionar o problema proposto,
refere-se a utilizacdo dos métodos numéricos apresentados no trabalho e obter os

valores aproximados de h com 0 <h <2 tal que V(h)=4. O Quadro 10 apresenta a

sequéncia de aproximagdes para o valor da raiz h pertencente ao intervalo [0,1],

obtidas com 19 iteragdes do método da Falsa Posicéo e a planilha eletrbénica.
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Aproximacgdes da raiz real da equacao V(h) = 4 contida no intervalo
[0,1] obtidas com auxilio do método da Falsa Posigao e a planilha
eletronica.

Sequéncia de aproximacgdes da raiz real da equagéo V(h) = 4 contida no intervalo [0,1].

n an f(an) b, f(bn) Xn f(xn) Erro<|f(x,)|

0 | 0,0000000000 | -4,0000000000 | 1,0000000000 | 2,0000000000 |0,6666666667| 2,5185185185 | 2,5185185185
1 | 0,0000000000 | -4,0000000000 | 0,6666666667 | 2,5185185185 |0,4090909091| 1,4432757325 | 1,4432757325
2 | 0,0000000000 | -4,0000000000 | 0,4090909091 | 1,4432757325 |0,3006211180| 0,4943795388 | 0,4943795388
3 | 0,0000000000 | -4,0000000000 | 0,3006211180 | 0,4943795388 |0,2675529429| 0,1391471245 | 0,1391471245
5 | 0,0000000000 | -4,0000000000 | 0,2585585241 | 0,0369664407 |0,2561909076 | 0,0096692034 | 0,0096692034
6 | 0,0000000000 | -4,0000000000 | 0,2561909076 | 0,0096692034 |0,2555731105| 0,0025188474 | 0,0025188474
10| 0,0000000000 | -4,0000000000 | 0,2553595415 | 0,0000443586 |0,2553567097 | 0,0000115390 | 0,0000115390
15| 0,0000000000 | -4,0000000000 | 0,2553557187 | 0,0000000528 |0,2553557153| 0,0000000137 | 0,0000000137
17| 0,0000000000 | -4,0000000000 | 0,2553557144 | 0,0000000036 |0,2553557142] 0,0000000009 | 0,0000000009
18| 0,0000000000 | -4,0000000000 | 0,2553557142 | 0,0000000009 |0,2553557141] 0,0000000002 | 0,0000000002

Fonte: Autor.

No Quadro 11 apresenta-se a sequéncia de aproximagdes para o

valor da raiz h pertencente ao intervalo [1,2] com 5 iteracbes do método da Falsa

Posicao e a planilha eletrénica.

Quadro 9 — Aproximacgdes da raiz real da equacado V(h) = 4 contida no intervalo
[0,1] obtidas com auxilio do método da Falsa Posigdo e a planilha
eletrénica.

Sequéncia de aproximacgdes da raiz real da equagao V(h) = 4 contida no intervalo [1,2].

n an f(an) b, f(bn) Xn f(xn) Erro <|f(x,)|
0 | 1,0000000000 | 2,0000000000 | 2,0000000000 | -4,0000000000 |1,3333333333| 0,1481481481 | 0,1481481481
1| 1,3333333333 | 0,1481481481 | 2,0000000000 | -4,0000000000 {1,3571428571| -0,0116618076 | 0,0116618076
2 | 1,3333333333 | 0,1481481481 | 1,3571428571 | -0,0116618076 | 1,3554054054 | 0,0000696602 | 0,0000696602
3 | 1,3554054054 | 0,0000696602 | 1,3571428571 | -0,0116618076 |1,3554157222] 0,0000000308 | 0,0000000308
4 | 1,3554157222 | 0,0000000308 | 1,3571428571 | -0,0116618076 |1,3554157268] 0,0000000000 | 0,0000000000

Fonte: Autor.

Como ja observado, o problema proposto possui duas solugdes, ou

seja, V(h) = 4 sera obtido, quando retirarmos da cartolina, Figura 27, um quadrado
de lado h, =0,2553557141 ou um quadrado de lado h, =13554157268 . Os valores

de h apresentados nos Quadros 10 e 11 respectivamente sdo os mesmos obtidos

utilizando o software Geogebra, Figura 30.
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A geometria é uma parte da Matematica que oferece uma
diversidade de problemas que oportunizam ao professor desenvolver junto aos seus
alunos a pratica da investigagao e, associando esta pratica a aplicagao de recursos
computacionais e métodos numéricos, o estudo da Matematica pode despertar maior

interesse entre os estudantes.

Atividade proposta 9 — Uma caixa de papeldo usada para embalar produtos
pereciveis tem formato de um paralelepipedo reto-retdngulo cujo comprimento,
largura e altura séo representadas respectivamente por (3 — x), (2 - X) e x.

a) Descreva a equagao que representa o volume desse paralelepipedo.

b) Com o auxilio do recurso do controle deslizante do software Geogebra visualize
o(s) valor(es) de x tais que, 0 < x < 2, para os quais V(x) = 3/2.

c) Obtenha através do método da Falsa Posi¢cdo e da planilha eletronica, a
sequéncia de aproximacdes para a raiz da equacado obtida em (b) contida no
intervalo [0,1] realizando 20 iteragdes.

d) Obtenha através do método da Bissecg¢éo e da planilha eletrénica, a sequéncia
de aproximagdes para a raiz da equacao obtida em (b) contida no intervalo [1,2]
realizando 20 iteragdes.

e) Qual dos métodos utilizados se aproximou melhor da solugdo apresentada pelo

software Geogebra no item b).

Atividade proposta 10 - Considere um cilindro circular reto cuja raio da base e altura
medem respectivamente x e (2 —x).

a) Descreva a equagao para o volume do cilindro circular reto.

b) Com o auxilio do recurso do controle deslizante do software Geogebra visualize
o(s) valor(es) de x tais que, 0 < x < 2, para os quais V(x) = n/2.

c) Aplique o método da Secante combinado com a planilha eletrénica para obter a
sequéncia de aproximagdes para a raiz x da equagdo obtida em (b) contida no
intervalo [1,2]. (O numero de iteragbes deve ser tal que | f(x,,)[<107®).

d) Compare o resultado obtido pelo software Geogebra no item b) com o resultado

obtido pelo método da Secante.
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5.4 PROBLEMAS DE INTERPOLACAO

A interpolacdo € um método utilizado para construgao do polinémio

aproximativo de grau menor ou igual a n que assume em n+1 pontos Xx,,X;,...,X, 0S
valores y,,Y,,...,Y, - Existem diversos tipos de interpolacdo, como podemos verificar
em Burden e Faires (2003). Neste trabalho, utiliza-se a interpolagcdo de Lagrange,
para obter o polindbmio P(x) tal que P(x,)=vy,,P(x,)=Y,,..P(X,)=Yy,, cuja férmula

€ definida como segue:

A interpolacdo é uma excelente oportunidade para o professor
desenvolver junto aos alunos um estudo diferenciado envolvendo equagdes
algébricas polinomiais, pois € possivel a partir de algumas informagdes observadas
construir um polinbmio que represente a situagao, verificar sua representagao grafica
e investigar a existéncia ou nao de raizes reais. A seguir, apresenta-se um exemplo
extraido de Lima (2006) que envolve interpolagdao e pode ser trabalhado facilmente

com os alunos no Ensino Médio.

Exemplo 5: Considerando os pontos (-1, -7); (0, 1); (1, 5); (2, 6) e (3,25) determine:
a) O polinbmio de grau menor ou igual a quatro que passa pelos pontos utilizando a
interpolacao de Lagrange.

b) Represente graficamente o polindmio encontrado em a) com auxilio do software
Geogebra e identifique a unica raiz real existente.

c) Aplique o método da Secante combinado com a planilha eletrénica para obter a
sequéncia de aproximagdes para o valor da raiz real do polinbmio obtido em a)

fazendo 10 iteracdes.
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Solugao:
Aplicando-se a férmula de interpolagdo de Lagrange descrita em (50) obtém-se

P(x)=x>-2x?+5x+1.A representacdo grafica de P(x) assim como o valor

aproximado da unica raiz real sdo apresentadas na Figura 31.

Figura 20 — Representagcao grafica de
P(x)=x®-2x? +5x+1.
i
A = (—0.1850373752, 0)

T T T T
o 1 2 3 4

Fonte: Autor.

O Quadro 12 apresenta a sequéncia de aproximacdes para a raiz de
P(x) = x> —2x* +5x+1=0 obtidas com 6 iteragdes do método da Secante e o auxilio

da planilha eletrénica.

Quadro 10 — Aproximacgdes da raiz da equagdo P(x)=x®-2x*+5x+1=0 contida
no intervalo [-1,0] obtidas com auxilio do método da Secante e
planilha eletrénica.

Sequéncia de aproximacgdes da raiz real da equagao x> - 2x% + 5x + 1 = 0, contida no intervalo [-1,0].
Xn-1 Xn Xn+1 f(Xn-1) f(Xn) 1:(Xn+1) El'l'Oslf(Xn+1)|
-1,0000000000 | 0,0000000000 | -0,1250000000 | -7,0000000000 | 1,0000000000 |0,3417968750| 0,341796875
0,0000000000 | -0,1250000000 | -0,1899109792 | 1,0000000000 | 0,3417968750 ]0,0285366198| 0,028536620
-0,1250000000 | -0,1899109792 | -0,1849091634 | 0,3417968750 | -0,0285366198 |0,0007490826| 0,000749083
-0,1899109792 | -0,1849091634 | -0,1850371021 | -0,0285366198 | 0,0007490826 |0,0000015962| 0,000001596
-0,1849091634 | -0,1850371021 | -0,1850373753 | 0,0007490826 | 0,0000015962 |0,0000000001| 0,000000000
-0,1850371021 | -0,1850373753 | -0,1850373752 | 0,0000015962 | -0,0000000001 |0,0000000000| 0,000000000

Fonte: Autor.
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A Unica raiz real do polinémio P(x)=x®-2x? +5x +1contida no

intervalo [-1,0] apresentada no Quadro 12 é a mesma obtida pelo software Geogebra

conforme Figura 31.

Atividade proposta 11 - A velocidade do som na agua varia de acordo com a
temperatura. Os dados constantes no Quadro 13, foram obtidos em um determinado
dia no interior de uma cidade do estado de S&o Paulo. A partir desses dados

determine:

Quadro 11 —Velocidade do som na agua em fungéo da temperatura.

Temperatura °C Velocidade m/s Temperatura °C Velocidade m/s
Xo Yo Xo Yo
85,0000 1,5520 104,5000 1,5370
92,0000 1,5490 110,0000 1,5300
98,6000 1,5450 114,0000 1,5280

Fonte: Autor

a) Encontre o polinbmio P(x) de Lagrange que passa pelos pontos apresentados no

Quadro 13 e represente-o graficamente com o auxilio do software. Obtenha com o
auxilio do Geogebra a temperatura °C para que a velocidade seja de 1,541m/s.
b) Obtenha através do método da Secante e da planilha eletrénica a sequéncia de

aproximagdes para o valor da temperatura obtida em (b).
Atividade proposta 12 - Os dados apresentados no Quadro 14 representam a
relacdo entre duas variaveis observadas em um laboratério de pesuisa. A partir

desses dados, determine:

Quadro 12 — Valores tabelados Xe Y.

Valores observados das varidveis X e Y

X Xo=0,0000

X1=0,0830

Xz=10,0960

Xz2=10,3560

X4=10,7850

Xs5=0,9880

b Yo =0,0000

Y1 =0.6550

Yz=0,7950

Yz=0,9250

Ya=1,2350

Y5 =1.5450

Fonte: Autor.
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a) Através da Interpolacdo de Lagrange o polinbmio P(x)que passa pelos cinco
pontos apresentados no Quadro 14 e represente-o graficamente com o auxilio do
software Geogebra.

b) Com o auxilio do software Geogebra identifique o valor de x para que y = 1,4157.
c) Obtenha através do método da Bisseccao e da planilha eletrbnica a sequéncia de

aproximacgodes para o valor de x obtido em (b).
5.5 ESTUDO DE RAIZES E-NESIMAS

Muitas vezes, os professores de Matematica enfrentam diversas
dificuldades para ensinar alguns conceitos. Isso ocorre, principalmente, porque o
ensino de tais conceitos atrela-se a algum tipo de recurso que permita visualizar e
compreender melhor o que representa. A raiz e-nésima € um exemplo de conceito
que quando ensinado com o auxilio de algum recurso computacional pode permitir
aos alunos uma verdadeira compreensao. Pode-se citar uma situacdo que
certamente surge no cotidiano escolar quando nao sao utilizados recursos além do

quadro e giz.
Qual ¢ o valor de 352 O que isso representa? Como obter uma

aproximacdo desse resultado utilizando métodos numéricos e recursos

computacionais acessiveis?

Entendendo o problema: Resolver o problema exposto exige a

descricdo da equagao que deve ser resolvida para obter a solugdo procurada. Para
o problema proposto a equagdo associada é P(x)=x>-5=0, que pode ser
representada graficamente com o auxilio do software Geogebra conforme

apresentado na Figura 32.
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Figura 21 — Representagcdo grafica de
P(x)=x®-5.

A
Y

4]

A = (1L.7099759467.0)

Fonte: Autor.

Resolvendo o problema: Observando atentamente a Figura 32 a
equacdo x> — 5 =0 tem raiz x=1,7099759467 com dez casas decimais, logo esse
numero representa um boa aproximacdo para o valor de 3/6. No Quadro 15
apresentamos a sequéncia de aproximacgdes para o valor da uUnica raiz real da
equagdo P(x)=x>-5=0, ilustrando algumas das 22 iteragbes obtidas com o
método da Bisseccdo. Nessa atividade o professor tem uma excelente oportunidade
para demonstrar aos alunos o que representa /5, assim como demonstrar outras

situacdes envolvendo raizes e-nésimas proporcionando com isso maior assimilagao

por parte dos alunos.
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Quadro 13 —Aproximacdes da raiz real da equacdo x> — 5 = 0 contida no intervalo
[1,2] obtidas com o método da Bissecgao e a planilha eletronica.

Sequéncia de aproximacgdes da raiz real da equagao x> - 5 =0, contida no intervalo [1,2].
n a, b, Xn f(an) f(bn) f(xn) Erro = |b,-a,|
0 | 1,0000000000 |2,0000000000| 1,5000000000 | -4,0000000000 | 3,0000000000 | -1,6250000000 | 1,0000000000
1 | 1,5000000000 {2,0000000000| 1,7500000000 | -1,6250000000 | 3,0000000000 | 0,3593750000 | 0,5000000000
2 | 1,5000000000 |1,7500000000]| 1,6250000000 | -1,6250000000 | 0,3593750000 | -0,7089843750 | 0,2500000000
3 | 1,6250000000 |1,7500000000| 1,6875000000 | -0,7089843750 | 0,3593750000 | -0,1945800781 | 0,1250000000
5 | 1,6875000000 |1,7187500000| 1,7031250000 | -0,1945800781 | 0,0773620605 | -0,0598564148 | 0,0312500000
10| 1,7099609375 |1,7109375000| 1,7104492188 | -0,0001316601 | 0,0084395409 | 0,0041527170 | 0,0009765625
15| 1,7099609375 |1,7099914551| 1,7099761963 | -0,0001316601 | 0,0001360418 | 0,0000021896 | 0,0000305176
19| 1,7099742889 |1,7099761963| 1,7099752426 | -0,0000145417 | 0,0000021896 | -0,0000061761 | 0,0000019073
20| 1,7099752426 |1,7099761963| 1,7099757195 | -0,0000061761 | 0,0000021896 | -0,0000019932 | 0,0000009537
21| 1,7099757195 |1,7099761963| 1,7099759579 | -0,0000019932 | 0,0000021896 | 0,0000000982 | 0,0000004768

Fonte: Autor.

O resultado obtido no software Geogebra foi x=1,7099759467
enquanto que pelo método da Bisseccao com auxilio da planilha eletronica obtém-se

uma aproximacao x=1,7099759579 contendo 7 digitos de preciséo.

Atividade proposta 13 - Considere a equacdo x> — A =0 com 0 <A <20.

a) Com auxilio do controle deslizante do software Geogebra visualize as raizes reais
aproximadas para a equacdo x° — A = 0 de acordo com cada valor de A.

b) Obtenha com auxilio do software Geogebra a raiz aproximada da equacgao
x° — 12 = 0 com dez casas decimais.

c) Apliqgue o método da Falsa Posigcédo para obter a sequéncia de aproximagdes da
raiz real da equacdo x° — 12 = 0. ( Faca 20 iteragdes e compare o resultado obtido

com o resultado apresentado no item b).

Atividade proposta 14 - Considere a equacgdo x"-2=0.

a) Com auxilio do controle deslizante do software Geogebra visualize o valor da raiz
real da equagédo x" -2 =0, para n=3 e n=5.

b) Obtenha com auxilio do software Geogebra a raiz aproximada da equacgao
x" —2 =0, com dez casas decimais para cada valor de n indicado no item (a).

c) Aplique o método da Bisseccdo e da Secante combinado com a planilha

eletrbnica para obter a sequéncia de aproximagdes da raiz real da equagao para
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cada valor de n indicado no item (a). Compare os resultados obtidos pelo software

Geogebra com os resultados obtidos no item c.

d) O que ocorre com a expressao x" —2 a medida que n cresce indefinidamente?
5.6 PROBLEMAS DIVERSOS

Nesta parte do trabalho, descrevem-se varias atividades que podem
ser utilizadas pelo professor junto aos alunos, procurando explorar e aprofundar o
conceito de equagbes algébricas polinomiais, bem como a resolugdo numeérica

dessas equacgdes aplicando os métodos numéricos apresentados no Capitulo Ill.

Atividade proposta 15 - (Adaptado de Neto (2012)).

As raizes do polindmio P(x) = x> — 7x* + 14x — 6 representam os comprimentos dos
lados de um triangulo. Calcule a area do triangulo

(Sugestédo: Utilize o software Geogebra para representar graficamente o polinémio e

visualizar suas raizes).

Atividade proposta 16 - ( Adaptado de Barroso et al(1987)).

A capacidade calorifica Cy( cal. K™'.mol") da agua em fungdo da temperatura T(K) &
dada por: C (T)=7,219+2374 *10°T+267*107"T2 com 300 < T <1500.

a) Represente graficamente Cy(T) com o auxilio do software Geogebra.

b) Determine a temperatura T para que Cy(T)=10 cal. K'.mol™, com o auxilio do
software Geogebra.

c) Aplique o método da Bissec¢gdo combinado com a planilha eletrénica para obter a

sequéncia de aproximagdes para a solugao apresentada no item b).

Atividade proposta 17 - ( Adaptado de Claudio e Marins (1989)).
Uma bdia esférica tem raio R e densidade especifica p, ao flutuar na agua, afunda
x cm. O valor de x representa a solugdo da equagéo P(x)= x> + 2Rx* —4pR® =0.

a) Com o auxilio do software Geogebra obtenha a representagcédo grafica de P(x)
considerando R=3 e 0,25 <p<0,5. ( Utilize o recurso do controle deslizante).
b) Com o auxilio do software Geogebra obtenha a representacéo grafica de P(x)

considerando p=0,4 e 1<R < 3. ( Utilize o recurso do controle deslizante).
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c) Obtenha com o auxilio do software Geogebra o valor aproximado da Unica
solugdo positiva da equagéo P(x) = 0 considerando R =2 e p=0,3, com dez casas
decimais.

d) Aplique o método da Bissecg¢ao e 0 método da Secante para obter a sequéncia de
aproximacgdes da solugdo da equacao P(x)=0 considerando os valores de R e

pindicados no item (c). Compare o numero de iteragdes utilizadas em cada método

aplicado no item (d) para obter o resultado apresentado pelo software Geogebra no

item (c)

Atividade proposta 18 - ( Adaptado de Ruggiero e Lopes(1988)).
O polinémio P(x) = x° —gﬁ +%x possui cinco raizes reais, sendo uma delas x=0.

a) Represente graficamente P(x) com o auxilio do software Geogebra identificando o
intervalo (a,b) que contém todas as raizes reais de P(x).

b) Com o auxilio do software Geogebra identifique o valor das raizes reais diferentes
de zero do polinémio P(x).

c) Aplique o método da Falsa Posi¢cao para obter uma sequéncia de aproximagdes
do valor da menor raiz real do polinémio P(x).

d) Aplique o método da Bissecg¢ao para obter uma sequéncia de aproximagdes do
valor da maior raiz real do polinébmio P(x).

e) As raizes reais nao nulas de P(x)=0 sdo simétricas?

Atividade proposta 19 - Considerando P(x) = 0,25x> — 2,04x* + 3,56x — 1,75.

a) Represente graficamente e identifique suas raizes reais com o auxilio de P(x).

b) Aplique o método da Bissec¢gdo combinado com a planilha eletronica para obter a
sequéncia de aproximagodes da raiz real de P(x) contida no intervalo [0,1].

c) Aplique o método da Falsa Posicdo combinado com a planilha eletrénica para
obter a sequéncia de aproximagdes da raiz real de P(x) contida no intervalo [1,2].

d) Apligue o método da Secante combinado com a planilha eletrbnica para obter a

sequéncia de aproximagdes da raiz real de P(x) contida no intervalo [5,6].

Atividade proposta 20 - ( Adaptado de Arenales e Darezzo(2008)).
Seja a equagdo x’—3Ax*+4=0com 0<A<3

a) Determine com auxilio do software Geogebra o valor de A para que a equagao



93

tenha em x=2 uma raiz de multiplicidade 2.

b) Quantas raizes reais existem para a equacado quando A = 3? Qual é o valor
aproximado dessas raizes? ( Utilize o software Geogebra).

c) A equacéo admite uma unica raiz real quando A = -1? Qual é o valor aproximado

dessa raiz? ( Utilize o software Geogebra).

Atividade proposta 21 - A formula de Cardano ( matematico italiano da época da

_ 2 3 _ 2 3
Renascencga) definida por x = i/_b+ b_+a_ +3\/—b—1/b—+a— fornece as raizes
2 4 27 2 4 27

da equacdo do terceiro grau x> + ax + b = 0. Considere o seguinte problema:

Considere um cubo de aresta x e um paralelepipedo reto retangulo cuja area da
base é igual a 3 e a altura igual a x. Determine o valor de x de modo que x> = 3x + 1.
a) Represente graficamente a equagdo x> = 3x + 1 com auxilio do software
Geogebra e verifique quantas raizes reais a equagao possui.

b) Obtenha o valor aproximado das trés raizes reais da equagdo com dez casas
decimais com o auxilio do software Geogebra.

c) Aplique a formula de Cardano mencionada acima para obter as raizes reais da
equacao. O que acontece quando vocé aplica essa férmula?

d) Aplique o método da Secante para obter a sequéncia de aproximagdes das raizes

reais da equac&o x> = 3x + 1.



94

6 CONSIDERACOES FINAIS

A proposta do presente trabalho, que sugere a resolugédo de
equagdes algébricas polinomiais de 3°grau ou superior com o auxilio de métodos
numéricos elementares, teve motivacdo nas dificuldades vivenciadas em alguns
momentos da trajetéria profissional frente ao ensino da Matematica.

O trabalho inicia-se com um resgate histérico que procura trazer
subsidios e elementos que permitem a compreensao do surgimento das equagdes,
assim como a sua associagdo as questdes e necessidades do cotidiano humano no
Capitulo I. O resgate histérico € importante, pois, situa o aluno na linha do tempo,
permitindo que o0 mesmo observe que as ideias surgiram das necessidades que a
raca humana teve em cada momento da histéria e que tais necessidades exigem
também a evolugao da ciéncia de uma maneira geral.

No Capitulo Il do trabalho, procurou-se recapitular importantes
definicbes, teoremas e resultados que sao utilizados na resolucdo de equacdes
algébricas polinomiais. Apresentou-se neste capitulo a demonstragdo de alguns
teoremas, entre eles o Teorema Fundamental da Algebra descrito por Gauss no
século XVIIl. Normalmente a demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebra
nao ¢é apresentada nos livros didaticos de Matematica por conta da sua
complexidade. Acredita-se que seja importante para os professores que ensinam
Matematica compreenderem as ideias utilizadas por Gauss na demonstracao desse
teorema.

Para descrever a proposta de atividades destinada aos alunos do
Ensino Médio, procurou-se no Capitulo Ill fazer uma pequena introducéo a respeito
dos métodos numéricos, descrevendo alguns resultados e métodos que podem ser
aplicados na resolugdo de equacgdes algébricas polinomiais de 3°grau ou superior.
Nesse capitulo fez-se uma abordagem dos métodos da Bissecgado, Falsa Posi¢céo e
Secante que sdo métodos considerados elementares, pois ndo exigem conceitos
além daqueles desenvolvidos tradicionalmente no Ensino Médio.

No Capitulo IV descreveu-se a parte principal do trabalho que
objetiva apresentar aos alunos do Ensino Médio uma abordagem diferenciada das
equagdes algébricas polinomiais de 3°grau ou superior, procurando aplicar métodos

numeéricos elementares associados a uma planilha eletrénica de livre acesso para
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resolucdo dessas equacgbes. A aplicagdo de métodos numéricos permite a
exploragao de diversas situagdes que nao podem ser demonstradas em sala de aula
pelo grande esforgo computacional que exigem. A proposta sugere diversos
problemas, entre eles, alguns historicos que podem ser retomados e resolvidos
agora numa perspectiva numérica permitindo a melhor compreensao dos resultados
obtidos.

Desde o inicio da elaboragédo deste trabalho desejou-se propor algo
que pudesse auxiliar e contribuir com o ensino da Matematica. Hoje em dia, o
acesso a tecnologia tem sido maior e o seu desenvolvimento exige que o professor
de Matematica traga para a sala de aula novas ideias que permitam ao aluno
compreender de forma mais completa os conceitos abordados. Nesse sentido, pode-
se, mesmo considerando todas as dificuldades existentes nas escolas, possibilitar o
acesso e 0 uso de recursos como calculadoras e computadores aos alunos durante
as aulas de Matematica. Ressalta-se, ainda, que essa abordagem diferenciada deve
ser planejada e adequada para cada situagdo que o professor pretenda desenvolver

junto aos alunos.
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APENDICE A

Implementagdo do método da Bissecc¢cdo na planilha LibreOffice Calc

Para facilitar a compreensdo da implementacdo do método da Bissecg¢ao na

planilha LibreOffice Calc descrevem-se com detalhes os passos utilizados para
obter a sequéncia de aproximacdes da raiz real de P(x)=-2x*+x*+3 contida

no intervalo [1,2].

1° Passo: Acessar a planilha LibreOffice Calc.

D LibreOffice

The Document Foundation

Texto; lz] Desenho

ticar aqui
Pia‘r.:::;:.‘.k E Eanco de dados
Apresentagho @ Formal
B e - D Modekos
Ex0

2° Passo: Selecione uma planilha e coloque as informagdes conforme segue:

Método Bisseccio Exemplo.ods - LibreOffice Calc

Arquive Editar Eabir Inserir  Formatar Ferramentas Dades Janela Ajuda

B EOE PR TR KB4 @UHEPI+EE S

{ H [adal vVie V] A A4 A &% m o -m-av
M23 vl & & =
A B | C | D | E | F | G | H
! Implementacdo do Método da Bisseccdo na Planilha LibreOffice Calc
2 Sequéncia de aproximacdes para a raiz de -2x"3 + x"2 + 3 =0 contida no intervalo [1,2
3 |n an bn N flan) fibn) f{xn) E=|bn—an|
4 [0 | 10000000000 2,0000000000 1,5000000000 2,0000000000 -9,0000000000 | -1,5000000000 1,0000000000
5

Nas células B, e C, deve-se colocar o valor das extremidades a, e b,,
respectivamente, do intervalo onde a raiz da equacédo esta contida. Na célula D,
calcular o valor de X, inserindo = (B4 + C4 )/2. Isso ocorre, porque no método da
Bisseccgéo utiliza-se a média aritmética simples entre a, e b, . Na célula E, deve-
se calcular o valor de f(a,), escrevendo nessa célula = -2(B,)"3+(B,)"2+3.

Na célula F, deve-se calcular o valor de f(bg), para isso escreve-se nessa célula
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=-2(C,)"3+(C,)"2+3. Em G, calcula-se o valor de f(x,), logo deve ser inserido
nessa célula = -2(D, )*3+(D, )*2+3. Para finalizar pode-se calcular em H, o erro
obtido em cada iteragdo, inserindo nessa célula = abs(C, - B,). Para-se o
processo iterativo quando o erro definido na célula H, for menor ou igual que o

erro estabelecido previamente.

3° Passo: Na célula B, deve-se criar o condicional para que a planilha verifique
se o valor da extremidade a, sera mantida ou alterada na proxima iteracdo. A

condigdo deve ser descrita na célula B, como = SE(G,>0;D,;B,) conforme

segue:
Método Bisseccdo Exemplo.ods - LibreOffice Calc
Arquivo  Editar Exibir [nserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda
B-E-dO|FEE8I TS wBBE-Sl9- i &P e O
P Al v| |9 v B 4 A % % i EH-E-a - F
B3 v| $Br E = | =5E(G4>0;D4B4)
A — ¢ | D | E | F | G | H

Implementacdo do Método da Bissec¢do na Planilha LibreOffice Calc

Sequéncia de aproximacdes para a raiz de -2x"3 + ¥"2 + 3 = 0 contida no intervalo [1,2
an bn *n flan) flbn) fixn)
1,0000000000 20000000000 1,5000000000 2 0000000000 -2,0000000000 -1,5000000000
4.0000000000

E=|bn—an|
1,0000000000

= oz

c\hIJJ:- | R — ‘

4° Passo: Na célula C, deve-se criar o condicional para que a planilha verifique
se o valor da extremidade b, sera mantida ou alterada na proxima iteragdo. A

condicao deve ser descrita em C,como = SE(G, <0; F,;C,) conforme segue:

Método Bisseccdo Exemplo.ods - LibreOffice Calc
Arquive Editar Exibir Inserir  Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda
B-B-EAHEER VS sEE- 2 9 @il &P m @ &
;[ Ao Vs M a4a % W mH-E-a -
s v| B T = |=SE(G4<0DLCA)
& i e r | E | h | 6 | H

Implementacdo do Método da Bissecgdo na Planilha LibreOffice Calc

Sequéncia de aproximacdes para a raiz de -2x"3 + x"2 + 3 = 0 contida no intervalo [1,2
an on *n flan) flbn) fxn)

E=|bn—an|

1,0000000000

2.0000000000

1,5000000000

2,0000000000

-8,0000000000

-1,5000000000

1,0000000000

g =1

1,0000000000

1,5000000000

mh“-& | R —




102

5° Passo: Clicar na célula B, depois arraste o cursor do mouse no canto inferior

direito até a célula B,, . Repita o procedimento clicando na célula C, e arrastando

o mouse no canto inferior direito até a célula C,,. Repita o mesmo procedimento

clicando nas células D, ,E,,F,,G,e H,arrastando o canto inferior direito até a

célula D,,,E,,,F,,,G;e H,, respectivamente.

A B C Wﬂ E | F | G | H
[ Implementacdo do Metodo da Bissecc¢do na Planilha LibreOffice Calc
2 Sequéncia de aproximacdes para a raizde -2x"3 + x"2 + 3 =0 contida no intervalo [1.2
3 [N an bn un fan) fibn} fixn) E=|bn—an]
4 | 0 1,0000000000 2,0000000000 15000000000 20000000000 9,0000000000 | -1,5000000000 1.0000000000
5 | 1] 1,0000000000 1,5000000000 12500000000 2,0000000000 -1,5000000000 0,6562500000 0,5000000000
§ | 2| 12500000000 1,5000000000 13750000000 0,6562500000 15000000000 | -0,3085937500 0,2500000000
7 | 3| 1,2500000000 13750000000 13125000000 0,5562500000 ~0,3085937500 0,2006835038 0,1250000000
8 | 4| 13125000000 1,3750000000 13437500000 0,2006835936 0,3085937500 | -0,0470561055 0,0625000000
9 | 5| 13125000000 1,3437500000 13281250000 0,2006835938 0,0470581055 00785140991 0,0312500000
10 | 6| 1,3281250000 13437500000 13350375000 0,0785140991 0,0470581055 0,0161561986 0,0156250000
11 [ 7| 13359375000 13437500000 13396437500 0,0161561966 0,0470581055 | -0,0153435460 0,0075125000
12 | 8| 1,3359375000 1,3395437500 13376906250 0,0161561966 -0,0153435469 0,0004331321 0,0039062500

139 1,3378906250

1,3398437500

1,338B671875

0,0004331321

-0,0153435469

-0,00744835000

00018531250

14 [10] 1,3378906250

1,3388671875

1,3383789083

0,0004331321

-0,0074485000

-0,0035060078

00009765625

15 [11] 1,3378906250

1,3383789063

1,3381347656

0,0004331321

-0,0035060078

-0,0015360189

0,0004882813

16 [12 ] 1,3378906250

1,3381347656

1,3380126953

0,0004331321

-0,0015360189

-0,0005513387

0,0002441408

17 [13] 1,3378906250

1,3380126953

1,3379516602

0,0004331321

-0,0005513387

-0,0000590772

0,0001220703

18 | 14| 1,3378906250

1,3379516602

13379211426

0,0004331321

-0,0000590772

0,0001870340

00000610352

19 [15] 1,3379211426

1,3379516602

1,3379364014

0,0001870340

-0,0000590772

0,0000639801

00000305176

20 [16] 1,3379364014

1,3379516602

1,3379440308

0,0000639801

-0,0000590772

0,0000024519

0,0000152588

21 |17 1,3379440308

1,3379516602

1,3379478455

0,0000024519

-0,0000590772

-0,0000253125

00000075294

22 [18] 1,3379440308

1,3379478455

1,3379459381

0,0000024519

-0,0000283125

-0,0000129303

00000038147

23 [19] 1,3379440308

1,3379459381

1,3379449844

0,0000024519

-0,0000129303

-0,0000052392

0,0000019073

24 |20 1,3379440308

1,3379449844

1,3379445078

0,0000024519

-0,0000052392

-0,0000013937

0,0000009537

25 [21] 1,3379440308

1,3379445076

1,3379442692

0,0000024519

-0,0000013937

0,0000005291

0,0000004768

26 (22| 1,3379442692

1,3379445076

1,3379443884

0,0000005291

-0,0000013937

-0,0000004323

0,0000002384

27 [23] 1,3379442692

1,3379443854

1,3379443288

0,0000005291

-0,0000004323

0,0000000434

0,0000001192

28 | 24| 1,3379443288

1,3379443884

1,3379443586

0,0000000454

-0,0000004323

-0,0000001919

0,0000000596

29 [25| 1,3379443288

1,3379443586

13379443437

0,0000000434

-0,0000001919

-0,0000000718

0,0000000288

26| 1,33704432838

1,3379443437

1,3379443362

0,0000000484

-0,0000000718

-0,0000000117

0,0000000149

6° Passo: A célula D,ymostra o valor aproximado da raiz de P(x) contida no

intervalo [1,2]. O numero de iteragdes dependera da precisao que se deseja para

o valor da aproximagdo. O resultado apresentado na célula D,

difere do

resultado apresentado no Capitulo Ill desse trabalho, porque aqui foram

realizadas um numero menor de iteragdes.
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APENDICE B
Implementagcdo do método da Falsa Posicdo na planilha LibreOffice Calc

Para facilitar a compreensao da implementacdo do método da Falsa Posi¢ao na

planilha LibreOffice Calc descreve-se com detalhes os passos utilizados para
obter a sequéncia de aproximacgdes da raiz real de P(x)=-2x* + x* + 3 contida no

intervalo [1,2]

1° Passo: Acessar a planilha LibreOffice Calc conforme indicado no Apéndice A.

2° Passo: Selecione uma planilha e coloque as informagdes conforme segue:

Método Falsa Posigdo Exemplo.ods - LibreOffice Calc
Arquive Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dadoes Janela Ajuda
BE-rB-da|FHEER v aBE- S e TR CoNCEIsy
i [ | calibri v v A 4 A % im o E-58-4a-
016 v B Z =

A B | C | D | E | F | G | H

Implementag&o do Meétodo da Falsa Posigcéo na Planilha LibreOffice Calc

Sequéncia de aproximacdes para a raiz de -2x"3 + x*2 + 3 = 0 contida no intervalo [1,2].

an fian) bn fibn) xn fixn) Erro ==[fixn)|
1,0000000000 2,0000000000 2,0000000000 -9,0000000000 1,1818181818 1,0954169797 1,0954169797

-qa\m-b-wru‘—t
[ R N T e}

Na célula B, deve-se colocar o valor do extremo a,. Na célula C, deve-se
calcular f(a, ), inserindo nessa célula = -2(B,)*3+(B; )*2+3. Na célula D, coloca-
se o valor do extremo b,. Para calcular o valor de f(b,) na célula E, deve-se
inserir nessa célula = -2(D;)*3+(D;)*2+3. Em F, calcula-se o valor de X,

(Bs *Es _D5 *Cs)
(Es _Cs)

colocando nessa célula = O valor de f(x,), sera obtido

inserindo — se na célula G, = -2(F,)° +(F,)* +3. O erro obtido em cada iteragéo

sera avaliado pelo valor de |f(x,)|, assim, insere-se na célula Hs = | G5 |. O

critério de parada para o método da Falsa Posicdo sera atingido quando o erro

estipulado for menor ou igual que o valor de Hs.

3° Passo: Na célula B, deve-se criar o condicional para que a planilha verifique

se o valor da extremidade a, sera mantida ou alterada na préxima alteragdo. A



104

condigdo deve ser descrita na célula B, como = SE(G, >0;F,;B,) conforme

segue:

Método Falsa Posicdo Exemplo.ods - LibreOffice Calc

Arquive Editar Exibir |nserir Formatar Ferramentas Dades Janela Ajuda

BE-rBa-EO|E 8IS eEBE- 59 IR v wm @ | @

S EH | Aral vl |9 v & 4 A % %m e | -E-a - F

B6 v| B T = | =5E(G5-0:F5B5)

e c | D | E | F | G | H
Implementacdo do Método da Falsa Posic&o na Planilha LibreOffice Calc

Sequéncia de aproximacdes para a raiz de -2x*3 + x*2 + 3 = 0 contida no intervalo [1,2].

an fian) bn fibn) xn fixn) Erro ==[fixn)|
1,0000000000 2,0000000000 2,0000000000 -9,0000000000 1,1818181818 1,0954169797 1,0954169797

115151815813

-qh-“m-ﬁwm‘—t‘
(SIS =]

4° Passo: Na célula D, deve-se criar o condicional para que a planilha verifique
se o valor da extremidade b, sera mantida ou alterada na proxima iteragdo. A

condicdo deve ser descrita na célula D, como = SE(G, <0;F;;D.) conforme

segue:
Método Falsa Posigdo Exemplo.ods - LibreOffice Calc
Arquive Editar Exibir |nserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda
BrE-Ea|P B Y|SB BE-S 9 @il &P W @ O
(Al v |9 v| & 4 A Y o o EH-®-@ - ||
D6 v| B T = |=5E(G5<0F5D5)

A B | < [S——pe—— E | F | G | H

Implementacido do Método da Falsa Posicdo na Planilha LibreOffice Calc

Sequéncia de aproximacdes para a raiz de -2x*3 + x*2 + 3 = 0 contida no intervalo [1,2].

an flan) bn fibn) ] fixn) Erro ==[fixn)l
1,0000000000 2,0000000000 2,0000000000 -9,0000000000 1,1818181818 1,0954169797 1,0954169797
1,1818181818 2,0000000000

--JE-IJM S Luru‘ —
[N =Y =]

5° Passo: Clicar na célula B, depois arraste o cursor do mouse no canto inferior
direito até a célula B,,. Repita o procedimento clicando na célula D, e
arrastando o mouse no canto inferior direito até a célula D,,. Repita o0 mesmo
procedimento clicando nas células C, ,E.,F,,G, e H, arrastando o canto inferior

direito até a célula C,, ,E,,,F,,,G,, e H,, respectivamente.
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Implementacdo do Método da Falsa Posicdo na Planilha LibreOffice Calc

Sequéncia de aproximacdes para a raiz de -2x"3 + x"2 4+ 3 = 0 contida no intervalo [1.2].

flan)

bn

flbn}

n

fixn)

Erra ==[fxn)l

20000000000

20000000000

-9,0000000000

11818181818

1,0954169797

1,0954169797

1,0954169797

20000000000

-9,0000000000

1,2705961152

0,5118769245

0,5118769345

05118769345

20000000000

-9,0000000000

1,3098486231

02210799027

0,2210799027

0,2210799027

20000000000

-9,0000000000

1,3263953401

0,0922047008

0,0922047008

0,0922047008

2,0000000000

-9,0000000000

1,3332264133

0,0378923173

0,0378923173

00378923173

20000000000

-8,0000000000

1,3360219319

0,0154776095

0,0154776095

0,0154776095

20000000000

-9,0000000000

1,3371618375

0,0063062893

0,0062062893

00063062893

20000000000

-9,0000000000

1,3376259622

0,0025668612

0,0025668612

2

3 n an

4 0 1,0000000000
5 1 1,1818181818
] 2 1,2705961152
7 3 1,3098486231
8 4 1,3263953401
3 5 1,3332264133
10 6 1,3360219319
11 7 1,3371618375
12 3 1,3376259622

0,0025668612

20000000000

-9,0000000000

1,3378148219

00010443621

0,0010443621

13 9 1,3378148219

0,0010443521

2,0000000000

-9,0000000000

1,3378916531

0,0004248413

0,0004248413

14 | 10 1,3378916531

00004248413

20000000000

-9,0000000000

1,3379229062

00001728114

00001728114

15| 11 1,3379229062

00001728114

20000000000

-9,0000000000

1,3379356187

0,0000702921

0,0000702921

16 | 12 1,3379356187 0,0000702921 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379407595 0,0000255914 0,0000285914
17 | 13 1,3379407395 0,0000285914 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379428028 0,0000116295 0,0000116295
18 | 14 1,3379428928 0,0000116295 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379437482 0,0000047303 0,0000047303

19 | 15 1,3379437482

0,0000047303

20000000000

-9,0000000000

1,3379440962

0,0000019240

0,0000019240

20 | 18 1,3379440962

0,0000019240

20000000000

-9,0000000000

1,3379442377

0,0000007826

0,0000007826

21 | 17 1,3379442377 0,0000007826 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379442053 0,0000003183 0,0000003183
22 | 18 1,3379442953 0,0000003183 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379443187 0,0000001295 0,0000001295
23 | 19 1,3379443187 0,0000001295 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379443283 0,0000000527 0,0000000527

24 | 20 1,3379443283

0,0000000527

20000000000

-9,0000000000

1,3379443321

0,0000000214

0,0000000214

25 | 21 1,3379443321

0,0000000214

20000000000

-9,0000000000

1,3379443337

0,0000000087

0,0000000087

26 | 22 1,3379443337 0,0000000087 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379443343 0,0000000035 0,0000000035
27 | 23 1,3379443343 0,0000000035 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379443346 0,0000000014 0,0000000014
28 | 24 1,3379443346 0,0000000014 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379443347 0,0000000006 0,0000000006
29 | 25 1,3379443347 0,0000000006 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379443348 0,0000000002 0,0000000002
:m 26 1,3379443348 0,0000000002 2,0000000000 -9,0000000000 1,3379443348 0,0000000001 0,0000000001

6° Passo: A célula F,, mostra o valor aproximado da raiz de P(x) contida no

intervalo [1,2]. O numero de iteragdes dependera da precisao que se deseja para

o valor da aproximagao.
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APENDICE C
Implementacdo do método da Secante na planilha LibreOffice Calc

Para facilitar a compreensdo da implementacdo do método da Secante na

planilha LibreOffice Calc descreve-se com detalhes os passos utilizados para
obter a sequéncia de aproximacgdes da raiz real de P(x)=-2x* + x* + 3 contida no

intervalo [1,2].

1° Passo: Acessar a planilha LibreOffice Calc conforme indicado no Apéndice A.

2° Passo: Selecione uma planilha e coloque as informagdes conforme segue:

Método Secante Exemplo.ods - LibreOffice Calc
Arquive Editar Exbir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda
B-a-BaHEE8 T BS99 IR m @ g
P EH | Avial vijio [v] A 4 A % G i H-E-a -
M29 v f T =
A B | C | D | E | F | G | H

Implementacdo Método da Secante na Planilha LibreOffice Calc

Sequéncia de aproximagdes para a raiz de -2x"3+x*2+3 = [ contida no intervalo [1,2].
n #(n-1) *n #*(n+1) fix(n-1)) fixn) fix(n+1)) Erro < =fix(n+1))
1,0000000000 2,0000000000 1,1818181818 2,0000000000 -9,0000000000 1,0954169797 1,0954169797

L= B
"

Nas células B, e C, deve-se colocar o valor dos valores iniciais x, e X,
escrevendo em B, a expressdo = 1 e na célula C, escreve-se = 2. Na célula D,

(B4*F4 _C4 *E4)_
(F4 _E4)

calcula-se o valor de x,, logo coloca-se na referida célula =

Na célula E, deve-se calcular o valor de f(x,) logo escreve-se nessa célula
=-2(B,)"3 + (B,)"*2 + 3. Respectivamente calcula-se o valor de f(x,) inserindo
na célula F, = -2(C,)"3+(C,)*2+3. Na célula G, calcula-se o valor de f(x,)
inserindo = -2(D, )"3+(D, )*2+3. Por ultimo deve-se calcular na célula H,, o erro
cometido em cada iteracdo, inserindo nessa célula = abs(G,). O critério de

parada para o método da Secante sera atingido quando o erro estipulado for

menor ou igual que o valor de Ha.
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3° Passo: Na célula B, deve-se inserir o valor da célula C,, escrevendo

Analogamente coloca-se na célula C, o valor da célula D, como segue = D,.

Nas telas abaixo sdo apresentadas as duas situacdes.

Método Secante Exemplo.ods - LibreOffice Calc
Arquive Editar  Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda
BE-B- 0 EEaIT % BB -2 9" I m e O
P B Avial vijs M AA4A % m i [H-E-a-
v & F = |=c4
A c | D | E | F | G | H

Implementacdo Método da Secante na Planilha LibreOffice Calc
Sequéncia de aproximagées para a raiz de -2x*3+x"2+3 = [ contida no intervalo [1.2].

xn *(n+1) fix(n-1)) fixn) fix(n+1))
2,0000000000 1,1818181818 20000000000 -9,0000000000 1,0954169797

x(n-1)
1,0000000000
2.0000000000

Erro < = fix(n+1))
1,0954169797

@) =
o e b Lo (o | — =n
wral=|=

Método Secante Exemplo.ods - LibreOffice Calc

Arquive Editar Exibir |nserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda
BrEa-dall# 88T R eBBE-&8 9" @il el e &
CEH O adal v| |9 v B 4 A % % e EH-E-a -F
(o3 v| ¢ T = |=D4
A | B e D | E | F | G | H

Implementacdo Método da Secante na Planilha LibreOffice Calc
Sequéncia de aproximages para a raiz de -2x*3+x"2+3 = [ contida no intervalo [1,2].

xn x(n+1) fix(n-1)) fixn) fix(n+1))
20000000000 1,1818181818 2,0000000000 -9,0000000000 1,0954169797
1,1818151518

x(n-1)
1,0000000000
2,0000000000

Erro < = fix(n+1))
1,0954169797

mh—lib WP =
wlral=|=

4° Passo: Clicar na célula B, depois arraste o cursor do mouse no canto inferior
direito até a célula B,,. Idem para a célula C, arrastando o cursor do mouse até
a célula C,,. Repita o procedimento clicando respectivamente nas células, D,,
E,, F,, G, e H,, arrastando o cursor do mouse no canto inferior direito até a
célula, D,,, E,,,F,,,G,, € H,, respectivamente.

Arguive  Editar  Exibir Inserir  Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda

Bro-do @ Eea BE-A&S-

Método Secante Exemplo.ods - LibreOffice Calc

ABC | ABC

@ |5 | oe &l & D @ O

o o
all o
atr ol

CEH | Al vl[io [v] & 4 A % G ol H-E-a -
E21 v £ £ =
A | B | c | L I — hy | G | H
1 Implementagdo Método da Secante na Planilha LibreOffice Calc
2 Sequéncia de aproximacbes para a raiz de -2x"3+x"2+3 = 0 contida no intervalo [1,2].
3 n *x(n-1) Xn x(n+1) fix(n-1)) fixn) fix(n+1)) Erro = = f{x(n+1))
4 1 1,0000000000 2,0000000000 1,1818181818 2,0000000000 -9,0000000000 1,0954169797 1,0954169797
5 2 2,0000000000 1,1818181818 1,2705961152 -9,0000000000 1,0954169797 0,5118769345 0,5118769345
6 3 1,1818181818 1,2705961152 1,3484714500 1,0954169797 05118769345 -0,0856789725 -0,0856789725
7 4 1,2705961152 1,3484714500 1,3373055012 05118769345 -0,0856789725 0,0051491220 0,0051491220
8 5 1,3484714500 1,3373055012 1,3379385083 -0,0856789725 0,0051491220 0,0000469882 0,0000469882
9 5 1,3373055012 1,3379385083 1,3379443380 0,0051491220 0,00004698582 -0,0000000262 -0,0000000262
10 7 1,3379385083 1,3379443380 1,3379443348 0,0000469882 -0,0000000262 0,0000000000 0,0000000000
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5° Passo: A célula D,, mostra o valor aproximado da raiz de P(x) contida no

intervalo [1,2]. O numero de iteragdes dependera da precisdo que se deseja para
o valor da aproximagao. Ressalta-se que no método da Secante o critério de

parada € atingido quando o erro previamente estabelecido for menor ou igual

que [f(x,,)I-



