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RESUMO 

 

 

Estudamos os efeitos da simetria axial de espaços-tempos estacionários na energia de Casimir. 

Considerando um campo escalar massivo, analisamos a influência da orientação do aparelho 

Casimir, com relação ao eixo de simetria, no valor da energia. Mostramos que, para uma 

orientação não considerada antes na literatura, a energia de Casimir pode mudar de sinal, 

produzindo uma força repulsiva. Como aplicações, analisamos duas métricas específicas: uma 

associada ao movimento linear de um cilindro e um movimento equatorial circular em torno de 

uma fonte gravitacional descrita pela geometria de Kerr. 
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ABSTRACT 

 

 

We study the influence of stationary axisymmetric spacetimes on Casimir energy. We consider 

a massive scalar field and analyze its dependence on the apparatus orientation with respect to 

the dragging direction associated with such spaces. We show that, for an apparatus orientation 

not considered before in the literature, the Casimir energy can change its sign, producing a 

repulsive force. As applications, we analyze two specific metrics: one associated with a linear 

motion of a cylinder and a circular equatorial motion around a gravitational source described 

by Kerr geometry. 
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1 INTRODUÇÃO

1.1 O efeito Casimir

O efeito Casimir toma o nome do físico Holandês H. Casimir que, em 1948 Pu-
blicou um documento chamado attraction of two neutral metallic plates, na Academia de
Ciências dos Países Baixos [1]. Neste artigo, Casimir baseou seus argumentos na quan-
tização do campo eletromagnético e mostrou que existe uma força atrativa entre duas
placas condutoras neutras no vácuo, impondo as condições de fronteira do tipo Dirichlet
para o campo dentro da cavidade. A introdução destas placas (fronteiras) altera o es-
pectro inicial da energia do ponto zero (ou energia do vácuo) [2]. Desde o aparecimento
do trabalho de Casimir [1] uma extensa literatura sobre o assunto foi publicada, da qual
citamos somente aquelas mais diretamente relacionadas à nossa linha de estudos. Diver-
sos trabalhos teóricos estenderam o conceito da energia de Casimir [3, 4], para diversas
aplicações, considerando diferentes condições de contornos: planas, curvas, condições de
contorno mistas, espaços com singularidades cônicas, espaços com curvaturas positivas e
negativas, além do desenvolvimento de experimentos comprovando a existência do efeito,
cuja origem está nas flutuações quânticas do vácuo [5, 6, 7]. O cálculo da energia de Ca-
simir é efetuado considerando-se a diferença entre a energia do vácuo com condições de
fronteiras impostas ao sistema e a energia do vácuo sem as condições de fronteira, ou seja,

𝐸𝑐(𝜕Γ) = 𝐸0(𝜕Γ) − 𝐸0(0) , (1.1)

onde 𝜕Γ representa as condições de contorno específicas do problema, ou modelo em
consideração, e o segundo termo na equação (1.1) é a energia usual do vácuo. Esta equação
é uma subtração de dois termos divergentes, ou seja, para obter uma expressão finita e
fisicamente significativa, é necessário usarmos um método de regularização. Portanto,
a energia física de Casimir é encontrada através da equação acima e da aplicação de
um método de regularização. De posse de uma expressão regularizada da energia é fácil
encontrar a força de Casimir.

1.1.1 A força de Casimir repulsiva

Um problema que tem atraído uma atenção considerável nos últimos anos é em
quais condições a força de Casimir pode mudar de atrativa para repulsiva, veja [8] e
suas referências. A força atrativa resulta de uma energia de Casimir negativa. Estamos
especialmente interessados em condições que podem causar uma mudança no sinal da
energia de Casimir. Isso pode acontecer, por exemplo, se uma condição de contorno mista
é considerada. Ou seja, se a condição de contorno de Dirichlet ou Neumann for imposta
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em ambas as placas, essa força permanece atrativa, mas torna-se repulsiva ao fixar uma
placa com a condição de contorno de Dirichlet e a outra placa com a condição de Neumann
[9]. No contexto de materiais dielétricos, Lifshitz previu em 1956 que a força é atrativa
para duas placas dielétricas idênticas no vácuo [10]. Alguns anos depois, em 1961, Lifshitz
e colegas generalizaram este resultado considerando um meio entre as placas dielétricas
[11]. Como resultado, eles mostraram que, se as duas placas e o meio tiverem constantes
dielétricas diferentes, a força pode se tornar repulsiva. A verificação experimental do
efeito Casimir repulsivo foi realizado em [12], enchendo o meio com um líquido dielétrico,
de forma que as constantes dielétricas dos três corpos envolvidos no experimento sejam
diferentes, causando um efeito repulsivo. Porém, se as duas placas possuem a mesma
constante dielétrica, a força é sempre atrativa, independente da constante dielétrica do
meio [11]. De fato, esta última conclusão é um resultado particular de um teorema no-
go apresentado em [13]. Este teorema afirma que “a força de Casimir entre dois objetos
dielétricos, relacionados por reflexão, é atrativa”. Uma possível “brecha” neste teorema
pode surgir quando um material quiral é considerado como meio entre as placas [8].

No contexto de espaços-tempos curvos, a Ref. [14] mostra que, no espaço-tempo de
Sitter, para um campo escalar massivo minimamente ou conformalmente acoplado à cur-
vatura, a força de Casimir pode mudar seu sinal (para a mesma condição de contorno) se
as distâncias próprias entre as placas forem maiores que o raio de curvatura. Ressaltamos
que esse efeito é uma consequência de um acoplamento entre o campo e a curvatura do
espaço-tempo. Outro resultado importante é exposto no cenário da cosmologia quântica
em [15]. Nesse trabalho é mostrado que, em um universo em expansão tipo Friedmann-
Robertson-Walker, o caráter atrativo ou repulsivo do efeito Casimir é devido à escolha da
condição de contorno, relacionada às propriedades dinâmicas do fator de escala.

1.1.2 A força de Casimir em espaços axialmente simétricos

Outros trabalhos consideraram as placas de Casimir imersas em um espaço-tempo
estacionário com simetria axial, ou, em outras palavras, um espaço onde a métrica é
independente do tempo e possui alguma coordenada axial. O caráter estacionário e axis-
simétrico do espaço-tempo requer que os coeficientes métricos sejam independentes do
tempo e da coordenada axial [22]. Além do caráter estacionário e da simetria axial, deve-
mos também exigir que o espaço-tempo seja invariante por uma inversão simultânea do
tempo e da coordenada axial. Isso significa que o movimento é puramente ao longo da
coordenada axial [25], também chamado de eixo de simetria. Um referencial inercial local
é considerado em repouso se sua velocidade v é nula. Entretanto, a esse mesmo referencial
pode ser atribuído uma velocidade v no referencial de coordenadas. Por conta disso, v é
não nula, o que descreve um “arrasto” do referencial inercial. Esse fenômeno ocorre nesses
espaços por causa do termo cruzado da métrica [22]. Essa velocidade v é chamada de
velocidade de arrasto do espaço-tempo. Para o caso do espaço de Kerr, é possível num
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movimento circular ter velocidade angular nula no referencial inercial, mas no referencial
das coordenadas uma velocidade angular não nula. uma situação análoga a que temos no
espaço-tempo cilíndrico (veja o capítulo 3 para mais detalhes).

Vamos assumir que o aparelho (as placas de Casimir) é muito pequeno em com-
paração com a escala típica na qual a métrica varia. Neste caso, o efeito Casimir não
quebra o princípio da equivalência [16, 17]. A influência da gravidade na energia Casimir
em tal cenário foi estudado para algumas geometrias específicas. Considerando o exem-
plo do espaço-tempo de Kerr, os autores de [18] estudaram as correções da energia de
Casimir devido à influência de uma fonte gravitacional rotativa para um aparelho que
descreve uma órbita equatorial. No trabalho acima mencionado, as placas do aparelho
são orientadas paralelamente à coordenada radial da fonte gravitacional. A extensão para
um espaço-tempo estacionário geral foi apresentada em [19].

A partir da discussão acima, vemos que, em um espaço-tempo estacionário, a força
de Casimir é conhecida por mudar de atrativa para repulsiva em três casos: para condições
de contorno mistas; com uma mudança do meio entre as placas (material quiral) e com
um acoplamento entre o campo e a curvatura. Neste trabalho, apresentamos um novo caso
quando esta mudança pode ocorrer. Ou seja, a mudança no sinal da energia Casimir de um
aparelho de placas idênticas para um campo escalar massivo desacoplado da gravidade e
descrito por uma solução de vácuo de uma métrica estacionária com simetria axial. Como
nós vamos mostrar, neste cenário, a força de Casimir muda de sinal quando as placas
são paralelas à direção de arrasto do espaço-tempo, um caso não considerado antes na
literatura. Este efeito está relacionado à presença de termos intrínsecos não diagonais na
métrica.

Esta tese está organizada da seguinte forma: No capítulo 2, consideramos um
campo escalar massivo imerso em um espaço-tempo estacionário geral com simetria axial,
onde resolvemos a equação de Klein-Gordon e determinamos as frequências próprias e as
soluções normalizadas. Neste capítulo expomos o nosso principal resultado e alguns casos
limites. No capítulo 3 fazemos duas aplicações de nossa abordagem para duas geometrias
de fundo estacionárias: uma com simetria cilíndrica e a métrica de Kerr, respectivamente.

Ao longo deste trabalho, usamos unidades naturais ~ = 𝑐 = 𝐺 = 1 e trabalhamos
na métrica de assinatura igual −2.
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2
A ENERGIA DE CASIMIR E A INFLUÊNCIA DA MÉ-
TRICA ESTACIONÁRIA AXIALMENTE SIMÉTRICA

Neste capítulo mostramos os principais resultados do presente trabalho. Começa-
mos com a equação que rege a dinâmica do campo escalar num espaço curvo. A seguir
consideramos a métrica onde escrevemos o operador de Klein-Gordon e encontramos o
espectro das soluções. Finalmente, colocamos a expressão da energia Casimir em uma
forma compacta, incluindo duas orientações das placas de Casimir.

2.1 Campo Escalar em Espaços Curvos

Usando a formulação Lagrangeana para um campo escalar real e massivo 𝜓(𝑥) tem
se a equação de movimento

𝜕𝜇𝜕
𝜇𝜓(𝑥) +𝑚2𝜓(𝑥) = 0 , (2.1)

onde o parâmetro 𝑚 é a massa do campo. Podemos ver que a equação de Klein-Gordon
(KG) é, no fundo, uma equação de onda que surgiu originalmente em uma tentativa de
fornecer uma generalização relativística da equação de Schrödinger. Para um espaço curvo
a equação tem a forma [20]

1√
−𝑔

𝜕𝜇

[︁√
−𝑔𝑔𝜇𝜈𝜕𝜈𝜓

]︁
+𝑚2𝜓 − 𝜁𝑅𝜓 = 0 , (2.2)

onde 𝜁 é um parâmetro de acoplamento, 𝑔𝜇𝜈 é a métrica inversa e 𝑅 é o escalar de
curvatura. No presente caso (vácuo) 𝑅 = 0 e obtemos

𝐷̂𝜓 = 0 , 𝐷̂ ≡ 1√
−𝑔

𝜕𝜇

√
−𝑔𝑔𝜇𝜈𝜕𝜈 +𝑚2 . (2.3)

Ao longo deste trabalho chamamos 𝐷̂ de operador de KG. Estamos interessados em suas
autofunções para uma situação específica que descreveremos na próxima seção.

2.2 A Métrica e o Espectro

Estamos interessados em soluções de vácuo para um campo escalar massivo den-
tro de um aparelho Casimir em um espaço-tempo estacionário e axialmente simétrico.
Seguindo Sloane e Chandrasekhar [21, 22], exigimos que a métrica deve ser independente
do tempo e da coordenada axial. Para garantir que o movimento seja em torno do eixo de
simetria exigimos que essa métrica seja invariante por uma reflexão simultânea em relação
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ao tempo e coordenada axial. Sob as premissas acima, o elemento de linha mais geral é
dado por

𝑑𝑠2 = 𝑔00
(︁
𝑑𝑥0

)︁2
+ 2𝑔01𝑑𝑥

0𝑑𝑥1 + 𝑔11
(︁
𝑑𝑥1

)︁2
+ 𝑔22

(︁
𝑑𝑥2

)︁2
+ 𝑔33

(︁
𝑑𝑥3

)︁2
, (2.4)

onde as componentes do tensor métrico dependem apenas das coordenadas 𝑥2 e 𝑥3, e 𝑥0,
𝑥1 são as coordenadas do tempo e axial respectivamente.

A seguir, consideramos um referencial de coordenadas cartesianas locais (𝑥, 𝑦, 𝑧)
movendo-se com as placas, que são pequenas em comparação com a escala em que a
métrica varia. Esta aproximação é cuidadosamente justificada em [18].

Portanto, temos o seguinte elemento de linha, onde todas as componentes da mé-
trica são consideradas constantes [19]:

𝑑𝑠2 = 𝑔𝑡𝑡𝑑𝑡
2 + 2𝑔𝑡𝑥𝑑𝑡𝑑𝑥+ 𝑔𝑥𝑥𝑑𝑥

2 + 𝑔𝑦𝑦𝑑𝑦
2 + 𝑔𝑧𝑧𝑑𝑧

2 . (2.5)

Com determinante 𝑔 dado por:

𝑔 = 𝑔𝑦𝑦𝑔𝑧𝑧𝑔 , 𝑔 = 𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥 − 𝑔2
𝑡𝑥 . (2.6)

A métrica acima reflete a não reversibilidade do tempo. Isso ocorre pois não é
possível encontrar um vetor de Killing globalmente orientado ao tempo ortogonal à hiper-
superfície tipo espaço. Já para o caso estático, tal vetor existe, o que implica que 𝑔𝑡𝑥 = 0.
Isso quer dizer que o espaço estático é mais restritivo, no sentido que todo espaço estático
é estacionário, mas nem todo estacionário é estático. Um conhecido exemplo, que será
analisado como um caso especial do nosso desenvolvimento, é a geometria de Kerr. Neste
caso, o termo cruzado, 𝑔𝑡𝑥, está associado à rotação da fonte do campo gravitacional. No
entanto, 𝑔𝑡𝑥 não está necessariamente relacionado a uma fonte rotativa [23]. Soluções de
vácuo não rotativas com este termo podem ser usadas, por exemplo, para descrever cordas
supercondutoras com momento linear [24]. Usando a métrica e a aproximação acima o
operador de KG, eq. (2.3), torna-se

𝐷̂ = 𝑔𝑡𝑡𝜕2
𝑡 + 2𝑔𝑡𝑥𝜕𝑡𝜕𝑥 + 𝑔𝑥𝑥𝜕2

𝑥 + 𝑔𝑦𝑦𝜕2
𝑦 + 𝑔𝑧𝑧𝜕2

𝑧 +𝑚2. (2.7)

Para constantes 𝐾, 𝜔 e 𝑁 , consideramos uma solução na forma

𝜓 = 𝑁𝑛𝑒
−𝑖𝜔𝑛𝑡𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧 exp (𝑖𝐾𝜔𝑛𝑥) 𝑓 (𝑥) 𝑔 (𝑦) , (2.8)

e substituindo (2.8) em (2.7), podemos escolher

𝐾 = 𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑥𝑥
, (2.9)

o que reduz a equação a ser solucionada (veja o Apêndice A para mais detalhes). Vamos
considerar um referencial cartesiano local centrado em uma das placas e duas orientações
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diferentes dessas placas de Casimir. A primeira com o eixo 𝑥 sendo perpendicular às
placas, que chamamos de orientação 𝑥 (observe que esta é a orientação considerada na
Ref. [18, 19]). A segunda com o eixo 𝑦 sendo perpendicular às placas, que chamamos
de orientação 𝑦. No que segue chamamos 𝜉 a coordenada perpendicular às placas, então
podemos nos referir genericamente a orientação 𝜉. Fixamos uma condição de contorno de
Dirichlet na primeira placa, que geralmente está associada a um material condutor no
caso do campo eletromagnético. Então nós temos

orientação-𝑥 : 𝑓 ≡ sin (𝑘𝑥𝑥) , 𝑔 ≡ exp (𝑖𝑘𝑦𝑦) , 𝑘𝑥 ≡ 𝑘𝜉 , 𝑘𝑦 ∈ R ,

orientação-𝑦 : 𝑓 ≡ exp (𝑖𝑘𝑥𝑥) , 𝑔 ≡ sin (𝑘𝑦𝑦) , 𝑘𝑥 ∈ R , 𝑘𝑦 ≡ 𝑘𝜉 , (2.10)

onde

𝑘𝜉 ≡ 𝜋

𝐿

[︃
𝑛− 𝑏

2

]︃
, 𝑛 ∈ Z , (2.11)

e 𝐿 é a distância (coordenada) entre as placas. O parâmetro 𝑏 fixa a condição de contorno
na segunda placa. Para 𝑏 = 0, a mesma condição de Dirichlet é fixada na segunda placa,
enquanto para 𝑏 = 1, tem-se a condição de Neumann na segunda placa, que pode ser
associada a um material dielétrico (ou reflexivo) para o campo eletromagnético. O segundo
caso (𝑏 = 1) é conhecido como condição de contorno mista (ou híbrida). Usando os
resultados acima na eq (2.7) encontramos o espectro para as duas orientações (veja o
Apêndice A),

𝜔2 =
(︁
𝑔𝑥𝑥𝑘2

𝑥 + 𝑔𝑧𝑧𝑘2
𝑧 + 𝑔𝑦𝑦𝑘2

𝑦 −𝑚2
)︁ [︃(𝑔𝑡𝑥)2

𝑔𝑥𝑥
− 𝑔𝑡𝑡

]︃−1

. (2.12)

com 𝑘𝑥,𝑦 discreto ou contínuo de acordo com (2.10).

2.3 Normalização do Campo

Tendo a solução e as frequências próprias, passamos agora para o cálculo da nor-
malização. Para isso, usaremos o produto de Klein-Gordon

⟨𝜓𝑚, 𝜓𝑛⟩ = 𝑖
∫︁

Σ
[(𝜕𝜇𝜓𝑚)𝜓*

𝑛 − 𝜓𝑚(𝜕𝜇𝜓
*
𝑛)]

√
−𝑔Σ 𝑛

𝜇𝑑Σ . (2.13)

O problema é como obter a superfície Σ a fim de evitar problemas de causalidade. Para
isso, escolhemos Σ como sendo a superfície de Cauchy tipo espaço. Assim 𝑔Σ é o deter-
minante da métrica induzida em Σ, e 𝑛𝜇 é um vetor unitário tipo tempo, ortogonal à Σ
[25]. Usando a métrica inversa, conforme o Apêndice A, podemos escolher Σ = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.
Com isso nós achamos

𝑛𝜇 =
(︃√︃

𝑔𝑥𝑥

𝑔
,

𝑔𝑡𝑥√
𝑔𝑔𝑥𝑥

, 0, 0
)︃
. (2.14)
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Comparando a constante de normalização para ambas as orientações (verifique as eqs.
(A.30) e (A.45)), podemos escrever esta constante de normalização em uma forma com-
pacta como

|𝑁 |2 = −𝑔𝑡𝑡
√−𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥𝑔𝑦𝑦𝑔𝑧𝑧

𝑔 (2𝜋)2 𝐿

[︃
𝜔 + 𝑔𝑡𝑡𝑔𝑡𝑥

𝑔
𝐺𝜉𝑘𝑥

]︃−1

, (2.15)

onde

𝐺𝜉 =

⎧⎪⎨⎪⎩0 , para orientação-𝑥

1 , para orientação-𝑦
. (2.16)

Encontramos a solução de campo e os parâmetros 𝐾, 𝜔, 𝑁 , estão determinados. A princi-
pal consequência do nosso desenvolvimento vem da dependência do fator de normalização,
eq. (2.15), com a orientação das placas. Na orientação 𝑥, os modos discretos do campo, que
não contribuem para a normalização na eq. (2.13), são aqueles influenciados pela parte
não diagonal da métrica. Portanto, a componente não diagonal da métrica não afeta a
normalização e temos a dependência usual de 1/𝜔, como no caso da métrica diagonal
(bem como no caso do espaço plano). No entanto, na orientação 𝑦, os modos contínuos do
campo, que contribuem para a normalização, são influenciados pelo termo não diagonal
na métrica. Portanto, 𝑁 se torna dependente de 𝑔𝑡𝑥, que, como veremos, também afeta
a energia do vácuo e, consequentemente, a energia de Casimir. Sobre a dependência da
normalização com respeito à orientação, é interessante notar que, no caso do aparelho
Casimir no formato de uma caixa (ver, por exemplo, [9]), caso em que todos os modos do
campo são discretos, a normalização do campo é insensível à orientação. Isso porque esses
modos não contribuem para o produto de KG, independentemente do termo não diagonal
na métrica.

Agora nosso objetivo é encontrar a energia de Casimir regularizada. Na próxima
seção propomos o procedimento para calculá-la, usando algumas ferramentas matemáticas
relacionadas à regularização da energia do vácuo.

2.4 Tensor de Energia-Momento e a Energia do Vácuo

A densidade de energia do sistema em consideração pode ser obtida a partir do
tensor de energia-momento 𝑇𝜇𝜈 . Este valor pode ser reescrito como um escalar de acordo
com

𝜖 = 𝑤𝜇𝑤𝜈𝑇𝜇𝜈 , (2.17)

onde 𝑤𝜇 é a quadri-velocidade do observador próprio. Seguindo as expressões para o
tensor de energia-momento para ambas as orientações, a eq. (A.61), podemos escrever a
componente temporal do tensor de energia-momento numa notação unificada:

𝑇𝑡𝑡

[︁
𝜓(𝑘⃗), 𝜓*(𝑘⃗)

]︁
= −𝑔𝑡𝑡𝑁

2
𝑛

{︂
sin2 (𝑘𝑛𝜉)

[︁
𝑔𝑧𝑧𝑘2

𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2
𝛼 −𝑚2

]︁
+ 1

2𝑔
𝜉𝜉𝑘2

𝑛

}︂
, (2.18)
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onde 𝑘𝛼 ∈ R e 𝜉 é a variável ao longo da orientação das placas

orientação-𝑥 : 𝜉 = 𝑥 ∈ [0, 𝐿] , 𝛼 = 𝑦 ,

orientação-𝑦 : 𝜉 = 𝑦 ∈ [0, 𝐿] , 𝛼 = 𝑥 . (2.19)

Estamos interessados em calcular a densidade de energia do vácuo. Desta forma,
considerando um observador estático [18, 26],

𝑤𝜇 = 1
√
𝑔𝑡𝑡

𝛿𝜇𝑡, 𝑔𝑡𝑡 > 0 ,

podemos escrever a eq. (2.17) como

𝜖𝑣𝑎𝑐 = 1
𝑉𝑝

∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

√
−𝑔Σ𝜖𝑣𝑎𝑐 , (2.20)

onde 𝑉𝑝 é o volume próprio da cavidade, medido pelo observador estático, e

𝜖𝑣𝑎𝑐 = 𝑤𝜇𝑤𝜈 ⟨0|𝑇𝜇𝜈 |0⟩ = (𝑔𝑡𝑡)−1∑︁
𝑛

∫︁
𝑑𝑘𝛼𝑑𝑘𝑧𝑇𝑡𝑡

[︁
𝜓(𝑘⃗), 𝜓*(𝑘⃗)

]︁
. (2.21)

Da eq. (2.20) e eq. (2.21) temos

𝜖𝑣𝑎𝑐 = 1
𝑔𝑡𝑡

∑︁
𝑛

∫︁
𝑑𝑘𝛼𝑑𝑘𝑧

{︃
1
𝑉𝑝

∫︁
𝑑Σ

√
−𝑔Σ𝑇𝑡𝑡

[︁
𝜓(𝑘⃗), 𝜓*(𝑘⃗)

]︁}︃
. (2.22)

Usando a eq. (2.18) na eq. (2.22) (verifique o Apêndice B para mais detalhes), podemos
escrever∫︁

Σ
𝑇𝑡𝑡

√
−𝑔Σ𝑑Σ =

− 𝑔𝑡𝑡 |𝑁 |2
∫︁

𝑧

∫︁
𝛼

∫︁
𝜉

[︃
sin2 (𝑘𝑛𝜉)

(︁
𝑔𝑧𝑧𝑘2

𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2
𝛼 −𝑚2

)︁
+ 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝑛

2

]︃
√

−𝑔Σ𝑑𝑧𝑑𝛼𝑑𝜉 ,

consequentemente,

1
𝑉𝑝

∫︁
𝑑Σ

√
−𝑔Σ𝑇𝑡𝑡

[︁
𝜓(𝑘⃗), 𝜓*(𝑘⃗)

]︁
= |𝑁𝑛|2𝜔2

𝑛

2 . (2.23)

Portanto, a energia do vácuo é dada por

𝜖𝑣𝑎𝑐 = 1
𝑔𝑡𝑡

∑︁
𝑛

∫︁
𝑑𝑘𝛼𝑑𝑘𝑧

|𝑁𝑛|2𝜔2
𝑛

2 .

Substituindo a eq. (2.15) na equação acima, temos

𝜖𝑣𝑎𝑐 = −
√−𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥𝑔𝑦𝑦𝑔𝑧𝑧

2𝑔 (2𝜋)2 𝐿

∑︁
𝑛

𝐼𝑛 , (2.24)

onde
𝐼𝑛 =

∫︁
𝑑𝑘𝛼𝑑𝑘𝑧

𝜔2
𝑛

𝜔𝑛 + 𝑔𝑡𝑡𝑔𝑡𝑥

𝑔
𝐺𝑘𝛼

. (2.25)
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Vamos avaliar as quantidades 𝐼𝑛, onde 𝜔𝑛 é dado na eq. (2.12). Fazendo as trans-
formações de coordenadas

𝑘𝛼 =
√︃

− 1
𝑔𝛼𝛼

𝑘 cos 𝜃, 𝑘𝑧 =
√

−𝑔𝑧𝑧𝑘 sin 𝜃 , (2.26)

(verifique o Apêndice B para mais detalhes) nós reescrevemos o espectro como

𝜔2
𝑛 = 𝑔𝑡𝑡

[︁
𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2
]︁
. (2.27)

Então, procedemos ao cálculo da integral na eq. (2.25), que se tornam divergentes. Por esta
razão, faz-se necessário introduzir um parâmetro regulador, tal que, usando a continuação
analítica da função zeta de Hurwitz [3], tem-se a seguinte expressão regularizada para a
energia de Casimir

𝜖(𝜉)
𝑣𝑎𝑐 =

(︃
𝑔

𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥

)︃(4𝐺𝜉−1)/2 (︃
1 + 3𝐺𝜉

𝑔2
𝑡𝑥

𝑔

)︃
ℰ𝑚 , (2.28)

onde,

ℰ𝑚 = − 𝑚2

8𝜋2𝐿2
𝑝

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑏𝑛

𝑛2 𝐾2 (2𝑚𝐿𝑝𝑛) . (2.29)

Para a condição de contorno de Dirichlet (𝑏 = 0) ℰ𝑚 é a conhecida energia de Casimir
para um campo escalar massivo em um espaço-tempo plano, calculado usando métodos
de cutoff ou regularização dimensional [27, 28]. Embora o resultado não seja surpreen-
dente, não fomos capazes de encontrar este resultado na literatura para um campo escalar
massivo com a condição de contorno mista (𝑏 = 1).

A equação (2.28) é o nosso principal resultado. Esta expressão não é alterada por
𝑔𝑦𝑦 ↔ 𝑔𝑧𝑧, indicando que uma reorientação das placas na direção 𝑧 reproduz o mesmo
resultado (com𝐺𝜉 ≡ 𝐺𝑦 = 1). Então, enquanto a orientação 𝑥 não tem simetria de
rotação, esperamos que a orientação 𝑦 tenha uma simetria para rotações ao redor do eixo
𝑥. Embora a métrica considerada não possa ser diagonalizada globalmente, ela pode se
tornar diagonal em algum ponto (ou região). Neste ponto específico, temos

𝑔𝑡𝑥 = 0 ⇒ 𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥

𝑔
= 1 ⇒ 𝜖(𝜉)

𝑣𝑎𝑐 = ℰ𝑚 , (2.30)

para qualquer orientação. Se este ponto específico coincidir com a posição do aparelho
(a origem), todas as correções induzidas pela gravidade desaparecem. Apresentaremos
alguns exemplos concretos nas aplicações.

Por fim, destacamos o último termo entre parênteses em (2.28). Este termo pode
causar uma mudança no sinal da energia Casimir, sem a inserção de um meio ou uma
mudança na condição de contorno. Um efeito novo e inesperado. Esta mudança ocorre se

𝑔2
𝑡𝑥 < −𝐺𝜉

𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥

2 . (2.31)
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Para ver se que essa condição pode realmente ser atendida, nas próximas seções analisa-
remos algumas geometrias específicas.

Esta possível mudança de sinal na energia Casimir pode ser entendida em conexão
com a dependência da normalização, eq. (2.15), em 𝑔𝑡𝑥 da seguinte forma. Na orientação 𝑦,
a normalização do campo e, consequentemente, a energia do vácuo, é afetada pelo termo
não diagonal na métrica. Neste caso, o equilíbrio de energia entre os modos contínuos e
discretos dentro das placas podem ser modificados pelo espaço-tempo, mudando o sinal
da energia de Casimir. Por outro lado, na direção 𝑥, a normalização não é afetada pelo
termo não diagonal, e portanto, o equilíbrio de energia dentro do aparelho não pode ser
alterado.

2.4.1 O caso não massivo

Agora, vamos considerar o caso sem massa. As expressões para o campo escalar
sem massa podem ser obtidas a partir do limite 𝑚 → 0. Para este objetivo, usamos o
comportamento das funções de Bessel para pequenos argumentos [29]

𝑧 → 0 ⇒ 𝐾𝜈 (𝑧) ∼ 1
2Γ (𝜈)

(︂
𝑧

2

)︂−𝜈

. (2.32)

Isso implica que

ℰ𝑚→0 ∼ − 1
16𝜋2𝐿4

𝑝

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑏𝑛

𝑛4 = −
(︂

−7
8

)︂𝑏 𝜋2

1440𝐿4
𝑝

≡ ℰ . (2.33)

Podemos reconhecer ℰ como a energia Casimir no espaço-tempo plano. Para 𝑏 = 1, temos
o fator (−7/8), resultando um efeito repulsivo. Para o caso sem massa, esta mudança de
sinal, resultante de uma condição de contorno mista, é um efeito bem conhecido [9].

A expressão (2.28) reproduz os resultados em [19] escolhendo a orientação 𝑥 (𝐺𝜉 ≡
𝐺𝑥 = 0) e fazendo 𝑚 → 0. Ao contrário do espaço-tempo plano, quando a condição (2.31)
é satisfeita, temos uma força de Casimir repulsiva para a mesma condição de contorno
em ambas as placas (𝑏 = 0), e uma força atrativa para uma condição de contorno mista
(𝑏 = 1).
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3 APLICAÇÕES

Neste capítulo, aplicamos nossos resultados em um espaço-tempo estacionário,
mais especificamente em uma métrica que possui uma simetria cilíndrica, e também tes-
tamos nossos resultados no espaço-tempo de Kerr, onde recuperamos os resultados de [18]
para a orientação 𝑥.

3.1 Espaço-tempo Cilíndrico de Momento Linear Constante

Consideramos o espaço-tempo externo a uma distribuição de massa-energia com
simetria cilíndrica. A distribuição está em um estado estacionário não rotativo de movi-
mento ao longo do eixo de simetria 𝑥̃. Esse sistema pode ser descrito pela métrica [24]

𝑑𝑠2 = 𝑟2𝑞− cos (2𝑘 ln 𝑟)
(︁
𝑑𝑡2 − 𝑑𝑥̃2

)︁
− 𝑑𝑟2 − 2𝑟2𝑞− sin (2𝑘 ln 𝑟) 𝑑𝑡𝑑𝑥̃− 𝑟2𝑞+𝑑𝜃2 , (3.1)

onde 𝑘 é uma constante (não necessariamente positiva) relacionada com o momento da
fonte e

𝑞± = 1
3

[︂
1 ± 2

(︁
1 + 3𝑘2

)︁ 1
2
]︂
. (3.2)

Essa métrica é estacionária, mas pode ser estática quando 𝑘 = 0. Para 𝑘 ̸= 0 temos um
exemplo de uma métrica que satisfaz a condição (2.4). Possíveis fontes físicas para esta
métrica são discutidas em [24].

Queremos considerar as placas de Casimir se movendo ao longo da direção 𝑥̃, com
𝑟, 𝜃 constantes e velocidade 𝑣 = 𝑑𝑥̃/𝑑𝑡. As placas têm uma quadri-velocidade

𝑤̃𝜇 = 𝑆 (𝑘, 𝑟, 𝑣) (1, 𝑣, 0, 0) , (3.3)

onde
𝑆−1 (𝑘, 𝑟, 𝑣) = 𝑟𝑞−

√︁
(𝑣2 − 1) cos (2𝑘 ln 𝑟) + 2𝑣 sin (2𝑘 ln 𝑟) . (3.4)

As orientações consideradas são ilustradas na Fig. 1.

A fim de mudar para um referencial cartesiano, primeiro consideramos a transfor-
mação

𝑥′ = 𝑥̃− 𝑣𝑡 . (3.5)

Em seguida, consideramos um referencial local cartesiano (𝑥, 𝑦, 𝑧) nas placas e centralizado
em uma delas. Nestas condições as placas são estáticas, ou seja

𝑤𝜇 = 𝑆(𝑘, 𝑟, 𝑣)(1, 0, 0, 0) . (3.6)

Ademais, para
𝑣 = 𝑣𝑑 ≡ − tan (2𝑘 ln 𝑟) , (3.7)
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Figura 1 – Orientações das placas de Casimir para o espaço-tempo cilíndrico.

a velocidade 𝑤⃗ = 0 é estática nas coordenadas em que a métrica localmente assume a
forma diagonal 𝑔𝑡𝑥 = 0, o que corresponde a um observador (ou aparelho) com momento
linear zero. Este observador com momento linear zero, e com velocidade diferente de zero
em relação à métrica original (3.1), representa uma forma de “arrasto do referencial”,
como aquele associado com o espaço-tempo das fontes dotadas de rotação. Em outras
palavras, usando os elementos da métrica original (3.1),

𝑣𝑑 = − 𝑔𝑡𝑥̃

𝑔𝑥̃𝑥̃

(3.8)

é a velocidade linear de arrasto. Como apontado em [24, 30], para um 𝜃 fixo, os vetores
de Killing 𝜕𝑡 e 𝜕𝑥 podem intercambiar sua característica espacial/temporal. No entanto, é
possível definir uma orientação do tempo em cada ponto do espaço-tempo (exceto 𝑟 = 0).
Uma vez que consideramos um 𝑟 fixo, esta orientação do tempo não muda. Então, para
preservar a orientação do tempo, ou seja 𝑔𝑡𝑡 > 0, devemos definir

𝑣− < 𝑣 < 𝑣+ , 𝑣± = 𝑣𝑑 ±
√︁
𝑣2

𝑑 + 1 . (3.9)

𝑣± representa os valores limites das velocidades do aparelho, aos quais nos referimos como
casos ultrarelativísticos.

Substituindo as componentes da métrica (3.1) na eq (2.28) e escolhendo a orien-
tação 𝑥 para o aparelho (𝐺𝜉 = 0), temos

𝜖(𝑥)
𝑣𝑎𝑐 =

⎯⎸⎸⎷1 − (𝑣 − 𝑣𝑑)2

𝑣2
𝑑 + 1 ℰ𝑚 . (3.10)

Enquanto para a orientação 𝑦,

𝜖(𝑦)
𝑣𝑎𝑐 = 𝑣2

𝑑 + 1 − 3 (𝑣 − 𝑣𝑑)2[︁
(𝑣2

𝑑 + 1) − (𝑣 − 𝑣𝑑)2
]︁ 3

2

√︁
𝑣2

𝑑 + 1ℰ𝑚 . (3.11)
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Os valores coincidem para o momento linear zero

𝑣 = 𝑣𝑑 ⇒ 𝜖(𝑦)
𝑣𝑎𝑐 = 𝜖(𝑥)

𝑣𝑎𝑐 = ℰ𝑚 . (3.12)

Entretanto, eles se comportam de maneira completamente diferente para outras velocida-
des. Em particular, nos regimes ultrarelativísticos, 𝑣 → 𝑣±, temos,

𝑣 → 𝑣± ⇒

⎧⎨⎩ 𝜖(𝑥)
𝑣𝑎𝑐 → 0
𝜖(𝑦)

𝑣𝑎𝑐 → (±) ∞
, (3.13)

com os sinais (±) como sendo para as condições Dirichlet e Neumann, respectivamente.

Enquanto na orientação 𝑥 a energia de Casimir vai para zero, na orientação 𝑦 essa
energia diverge. Lembrando que, como no caso em Minkowski, a energia ℰ𝑚 decai com o
aumento da massa, na orientação 𝑦 um campo escalar muito massivo ainda pode produzir
uma força de Casimir. Além disso, na orientação 𝑦, a energia, não apenas diverge, mas
com um sinal oposto a ℰ𝑚. Então, sem mudar a condição de contorno, podemos mudar
a força de Casimir de atrativa para repulsiva. Ou seja, a energia de Casimir assume a
intensidade usual, mas com sinal oposto quando

𝑣 = 𝑣± = 𝑣𝑑 ±
√︂(︁

2
√

3 − 3
)︁

(𝑣2
𝑑 + 1) =⇒ 𝜖(𝑦)

𝑣𝑎𝑐 = −ℰ𝑚 . (3.14)

A energia se anula para a velocidade

𝑣 = 𝑣0± = 𝑣𝑑 ±
√︃
𝑣2

𝑑 + 1
3 =⇒ 𝜖(𝑦)

𝑣𝑎𝑐 = 0 , (3.15)

sendo atrativa em 𝑣0− < 𝑣 < 𝑣0+ e repulsiva fora deste intervalo. É importante notar que
todos os valores de 𝑣± e 𝑣0± estão na faixa (3.9). Isto significa que o efeito da mudança no
sinal de força de Casimir não pode ser associado com qualquer defeito causal na trajetória,
ou outro processo relativístico proibido.
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Figura 2 – Orientação das placas de Casimir para a metrica de Kerr.

3.2 Aplicação para a Métrica de Kerr

Como um segundo exemplo, agora aplicamos nosso resultado à geometria de Kerr,
um caso com aplicações mais diretas em problemas de física. Neste caso, as orientações
consideradas são ilustradas na Fig 2. Seguindo [18], iniciamos com a métrica de Kerr nas
coordenadas de Boyer-Lindquist,

𝑑𝑠2 =
(︂

1 − 2𝑀𝑟

Σ

)︂
𝑑𝑡2 + 2𝐴Σ𝜔𝑑 sin2 𝜃𝑑𝑡𝑑𝜙− Σ

Δ𝑑𝑟2 − Σ𝑑𝜃2 − 𝐴 sin2 𝜃

Σ 𝑑𝜙2 , (3.16)

onde

Σ = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃, Δ = 𝑟2 + 𝑎2 − 2𝑀𝑟 ,

𝐴 =
(︁
𝑟2 + 𝑎2

)︁
Σ + 2𝑀𝑟𝑎2 sin2 𝜃 , (3.17)

𝑎 = 𝐽/𝑀 é o momento angular por unidade de massa, e

𝜔𝑑 = − 𝑔𝑡𝜙

𝑔𝜙𝜙

= 2𝑀𝑎𝑟

𝐴
, (3.18)

é a velocidade de arrasto do espaço-tempo. Temos interesse em órbitas circulares equato-
riais, então, como no caso anterior, consideramos um observador que se movimenta com
as placas, através da transformação

𝜙′ = 𝜙− Ω𝑡 , (3.19)

onde Ω é a velocidade do aparelho de Casimir. Com a transformação (3.19) a métrica de
Kerr (3.16) torna-se

𝑑𝑠2 = 𝑔𝑡𝑡𝑑𝑡
2 − Σ

Δ𝑑𝑟2 − Σ𝑑𝜃2 − 𝐴 sin2 𝜃

Σ 𝑑𝜙
′2 − 2 (Ω − 𝜔𝑑) 𝐴Σ sin2 𝜃 𝑑𝑡𝑑𝜙′ , (3.20)

onde
𝑔𝑡𝑡 = 1 − 2𝐴

Σ

[︃
𝑀𝑟

𝐴
− Ω

(︃
𝜔𝑑 − Ω

2

)︃
sin2 𝜃

]︃
. (3.21)
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Para as placas se movendo em uma órbita equatorial (𝜃 = 𝜋/2, não necessariamente
geodésica), podemos escrever

𝑔𝑡𝑡 = ΔΣ
𝐴

[︃
1 − 𝐴2

ΔΣ2 (Ω − 𝜔𝑑)2
]︃
. (3.22)

Os observadores permitidos exigem 𝑔𝑡𝑡 > 0, portanto

Ω− < Ω < Ω+ , Ω± = 𝜔𝑑 ± Σ
√

Δ
𝐴

. (3.23)

Agora consideramos o referencial local cartesiano (𝑥, 𝑦, 𝑧) anexado ao aparelho de
Casimir e centrado em uma das placas,

𝑑𝑥 = 𝑟𝑑𝜙′, 𝑑𝑦 = 𝑑𝑟, 𝑑𝑧 = 𝑟𝑑𝜃 . (3.24)

Como resultado, a métrica (3.20) se converte em

𝑔𝑡𝑥 = −𝐴

𝑟3 (Ω − 𝜔𝑑) , 𝑔𝑥𝑥 = −𝐴

𝑟4 , 𝑔𝑦𝑦 = −𝑟2

Δ , 𝑔𝑧𝑧 = −1 . (3.25)

Substituindo as componentes acima da métrica em (2.28), e escolhendo a orientação-
𝑥 (𝐺𝑥 = 0),

𝜖(𝑥)
𝑣𝑎𝑐 = 𝑅 (𝑟; Ω,𝑀, 𝑎) ℰ𝑚 , (3.26)

onde

𝑅 (𝑟; Ω,𝑀, 𝑎) =
√︃
𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥

𝑔
=
[︃
1 − 𝐴2

𝑟4Δ (Ω − 𝜔𝑑)2
]︃ 1

2

. (3.27)

Esse é o resultado obtido em [18] para o caso sem massa, ou seja, ℰ𝑚 = ℰ com ℰ em
(2.33), onde se pode encontrar a análise de 𝑅 para vários intervalos dos parâmetros.

Para a orientação-𝑦 temos

𝜖(𝑦)
𝑣𝑎𝑐 = 3

𝑅

(︂
1 − 2

3𝑅

)︂
ℰ𝑚 , (3.28)

onde foi usado (2.6). Observe que, para Ω = 𝜔𝑑, chamado de observador de momento
angular zero (ZAMO), 𝑔𝑡𝑥 = 0 e

Ω = 𝜔𝑑 ⇒ 𝜖(𝑦)
𝑣𝑎𝑐 = 𝜖(𝑥)

𝑣𝑎𝑐 = ℰ𝑚 . (3.29)

Assim (como apontado em [18] para a orientação 𝑥), neste caso, a simetria do espaço-
tempo é restaurada para todas as orientações. No entanto, fora da configuração ZAMO,
o comportamento do aparelho Casimir depende fortemente da orientação,

𝜖(𝑦)
𝑣𝑎𝑐

𝜖
(𝑥)
𝑣𝑎𝑐

= 1 − 𝑔 (𝛿) [1 + 2𝑔 (𝛿)] , 𝛿 = |Ω − 𝜔𝑑| ∈
[︃
0, 𝑟

2

𝐴

√
Δ
)︃
, (3.30)

onde
𝑔 (𝛿) = − 𝑔2

𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥

= (𝐴𝛿)2

Δ𝑟4 − (𝐴𝛿)2 ∈ [0,∞) . (3.31)
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A partir das expressões acima, vemos que 𝜖(𝑦)
𝑣𝑎𝑐 ≥ 𝜖(𝑥)

𝑣𝑎𝑐. Esta diferença na energia pode
resultar em uma tendência do aparelho em assumir a configuração de energia mais baixa,
isto é, a orientação 𝑥, ou um torque que gera uma precessão em torno do eixo 𝑥.

Como um caso especial, podemos considerar o regime de campo fraco, ou seja,
vamos manter os termos de primeira ordem nas quantidades 𝑀/𝑟 e 𝑎/𝑟 para comparar
com o limite Newtoniano. Neste caso, podemos escrever

𝑅 = 1 − 𝑥+𝑂
(︁
𝑥2
)︁

⇒ 𝑅−1 ≃ 1 + 𝑥 , (3.32)

que resulta
𝜖(𝑦)

𝑣𝑎𝑐

ℰ𝑚

≃ 1 − 3𝑥 , (3.33)

o que mostra que, no regime de campo fraco, a correção na orientação 𝑦 é três vezes maior
do que na orientação 𝑥. Para o exemplo de um dispositivo Casimir orbitando o equador de
uma estrela de nêutrons girando, considerando 𝑀 ≃ 1.4𝑀⊙, 𝑟 ≃ 104 m e Ω ≃ 190 rad / s,
a referência [18] determina 𝑥 = 2.3 × 10−5.

Como no exemplo anterior, no regime ultrarelativístico temos,

Ω → Ω± ⇒

⎧⎨⎩ 𝜖(𝑥)
𝑣𝑎𝑐 → 0
𝜖(𝑦)

𝑣𝑎𝑐 → (±) ∞
, (3.34)

com (±) os sinais para as condições do tipo Dirichlet e Neumann, respectivamente. No-
vamente, no caso da orientação 𝑥 a energia de Casimir vai para zero, o mesmo acontece
para a geometria de Schwarzschild quando o movimento orbital da cavidade se aproxima
da orbita de geodésica nula em 𝑟 = 3𝑀 [18]. Mas, na orientação 𝑦, a energia diverge para
um valor com um sinal oposto à ℰ𝑚. A força Casimir (energia) se anula na velocidade
angular

Ω = Ω0± = 𝜔𝑑 ±
√︃

Δ
3
𝑟2

𝐴
=⇒ 𝜖(𝑦)

𝑣𝑎𝑐 = 0 . (3.35)

As trajetórias para as velocidades Ω0± (3.35) são mostradas na Fig. 3. Neste gráfico
Ω± corresponde às velocidades (3.23), quando a energia tende à zero para a orientação
𝑥. Na orientação 𝑥, a energia é sempre negativa. Na orientação 𝑦 a energia é negativa na
região cinza escuro e positiva na região cinza clara. A energia de ambas as orientações
coincide na trajetória ZAMO 𝜔𝑑. Este gráfico mostra também as trajetórias geodésicas.
Temos trajetórias geodésicas onde a força de Casimir é atrativa, repulsiva ou nula, na
orientação 𝑦.
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Figura 3 – Gráfico de Ω com respeito à 𝑟 para 𝑀 = 1 e 𝑎 = 0.7. A linha sólida Ω±
representa os casos ultra-relativísticos, onde a energia Casimir desaparece na
orientação 𝑥. As linhas tracejadas Ω0± são as trajetórias onde a energia Casimir
desaparece na orientação 𝑦. A linha pontilhada 𝜔𝑑 é a trajetória ZAMO e as
linhas traço-ponto as geodésicas. Na orientação 𝑦 a energia é negativa na região
cinza escura e positiva na região cinza clara. As regiões cinza representam todas
as trajetórias admissíveis.

3.3 Discussão

Estudamos o efeito Casimir em espaços-tempos axissimétricos estacionários, con-
siderando duas orientações das placas em relação ao arrasto do espaço-tempo. Mostramos
que os modos contínuos do campo, que contribuem para a normalização do campo e, con-
sequentemente, para a energia Casimir, pode mudar o sinal da energia de Casimir quando
as placas estiverem perpendiculares a direção de arrasto do espaço-tempo. Nosso traba-
lho reproduz resultados anteriores para o campo escalar sem massa em uma orientação
específica e prevê novos efeitos para um campo escalar massivo. Em especial, mostramos
que a geometria do espaço-tempo representa um novo mecanismo para mudar o sinal da
energia Casimir, mesmo na ausência de acoplamento gravitacional entre os campos escalar
e gravitacional e condições de contorno mistas.

Para a geometria de Kerr, mostramos que a energia de Casimir para orientação 𝑦 é
maior do que a energia para orientação 𝑥, para todas as trajetórias circulares admissíveis,
incluindo as geodésicas. Pode-se esperar que esta diferença resulte em uma tendência do
aparelho em assumir a orientação mais baixa de energia e se alinhar na direção tangencial
com respeito ao objeto em rotação, o que pode ser entendido como uma bússola quântica
para o arrasto do espaço-tempo. Além disso, na existência de um torque, isso implica em
uma precessão nessa direção, de forma semelhante ao que ocorre no efeito Lense-Thirring.
A determinação efetiva desta nova precessão requer a análise da variação contínua da
orientação, um trabalho em progresso.

Embora a verificação gravitacional desses efeitos exija configurações envolvendo
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órbitas em torno de objetos muito massivos e em rotação rápida (como estrelas de nêu-
trons), talvez esta verificação possa ser explorada usando algum análogo hidrodinâmico
de um buraco negro em rotação, como feito em [31] para estudar os modos quasinormais
de tais objetos.
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APÊNDICE A – OPERADOR DE KLEIN-GORDON E O
ESPECTRO

A métrica axysimetrica que usamos tem a forma

𝑑𝑠2 = 𝑔𝑡𝑡𝑑𝑡
2 + 2𝑔𝑡𝑥𝑑𝑡𝑑𝑥+ 𝑔𝑥𝑥𝑑𝑥

2 + 𝑔𝑦𝑦𝑑𝑦
2 + 𝑔𝑧𝑧𝑑𝑧

2, (A.1)

com tensor métrico dado por

𝑔𝜇𝜈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑔𝑡𝑡 𝑔𝑡𝑥 0 0
𝑔𝑡𝑥 𝑔𝑥𝑥 0 0
0 0 𝑔𝑦𝑦 0
0 0 0 𝑔𝑧𝑧

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (A.2)

Para calcular o determinante, usamos o método do bloco diagonal 2 × 2, e consideramos
as matrizes

𝑔𝑎𝑏 =
⎡⎣𝑔𝑡𝑡 𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑥 𝑔𝑥𝑥

⎤⎦ det(𝑔𝑎𝑏) ≡ 𝑔 = 𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥 − 𝑔2
𝑡𝑥 (A.3)

e

𝑔′
𝑐𝑑 =

⎡⎣𝑔𝑦𝑦 0
0 𝑔𝑧𝑧

⎤⎦ det(𝑔′
𝑐𝑑) ≡ 𝑔′ = 𝑔𝑦𝑦𝑔𝑧𝑧 , (A.4)

com determinante
𝑔 = 𝑔𝑔′ = 𝑔𝑦𝑦𝑔𝑧𝑧𝑔 .

Com isto, a métrica assume a forma

𝑔𝑎𝑏 =
⎡⎣𝑔𝑡𝑡 𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑥 𝑔𝑥𝑥

⎤⎦−1

=
⎡⎣ 𝑔𝑥𝑥

𝑔
−𝑔𝑡𝑥

𝑔

−𝑔𝑡𝑥

𝑔
𝑔𝑡𝑡

𝑔

⎤⎦ (A.5)

e

𝑔′𝑐𝑑 =
⎡⎣ 1

𝑔𝑦𝑦
0

0 1
𝑔𝑧𝑧

⎤⎦ . (A.6)

Assim, a métrica inversa vale

𝑔𝜇𝜈 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑔𝑥𝑥

𝑔
−𝑔𝑡𝑥

𝑔
0 0

−𝑔𝑡𝑥

𝑔
𝑔𝑡𝑡

𝑔
0 0

0 0 1
𝑔𝑦𝑦

0
0 0 0 1

𝑔𝑧𝑧

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (A.7)

Para determinar o operador de KG

𝐷̂ = 𝑔𝑡𝑡𝜕2
𝑡 + 2𝑔𝑡𝑥𝜕𝑡𝜕𝑥 + 𝑔𝑥𝑥𝜕2

𝑥 + 𝑔𝑦𝑦𝜕2
𝑦 + 𝑔𝑧𝑧𝜕2

𝑧 +𝑚2 , (A.8)
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com o campo escrito da forma

𝜓 = 𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑡𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧 exp (𝑖𝐾𝜔𝑛𝑥) 𝑓 (𝑥) 𝑔 (𝑦) , (A.9)

primeiro calculamos as derivadas

𝜕𝑡𝜓 = (−𝑖𝜔𝑛)𝜓 , 𝜕2
𝑡 𝜓 = −𝜔2

𝑛𝜓 , 𝜕2
𝑧𝜓 = −𝑘2

𝑧𝜓 ,

𝜕𝑦𝜓 = 𝜓 (𝜕𝑦 lg 𝑔) , 𝜕2
𝑦𝜓 = 𝜓

[︁
(𝑑𝑦 ln 𝑔)2 +

(︁
𝑑2

𝑦 ln 𝑔
)︁]︁

,

𝜕𝑥𝜓 = 𝜓 [(𝑖𝐾𝜔𝑛) + 𝑑𝑥 ln 𝑓 ] ,

𝜕2
𝑥𝜓 = 𝜓

{︁
−𝐾2𝜔2

𝑛 + 2𝑖𝜔𝑛𝐾𝑑𝑥 ln 𝑓 + (𝑑𝑥 ln 𝑓)2 + 𝑑2
𝑥 ln 𝑓

}︁
. (A.10)

Usando estas derivadas acima, a eq (A.8) torna se

𝜓

{︃
−𝑔𝑡𝑡𝜔2

𝑛 − 2𝚤𝜔𝑛𝑑𝑥 ln 𝑓𝑔𝑥𝑥

(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑥𝑥
−𝐾

)︃
+ 2𝑔𝑡𝑥𝐾𝜔2

𝑛 + 𝑔𝑥𝑥
[︁
−𝐾2𝜔2

𝑛 + (𝑑𝑥 ln 𝑓)2 + 𝑑2
𝑥 ln 𝑓

]︁}︃
+ 𝑔𝑦𝑦𝜕2

𝑦𝜓 − 𝑔𝑧𝑧𝑘2
𝑧𝜓 +𝑚2𝜓 = 0. (A.11)

A ideia é eliminar o termo linear em 𝜔, para isso, podemos fazer

𝐾 = 𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑥𝑥
= −𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

, (A.12)

Para as duas orientações das placas, (ou seja, se 𝑔 (𝑦) = sin (𝑘𝑦𝑦) ou 𝑔 = 𝑒𝑥𝑝 (𝑖𝑘𝑦𝑦)) nós
temos

𝑑2
𝑦𝑔 = −𝑘2

𝑦𝑔 ⇒ −𝑘2
𝑦𝜓. (A.13)

A.1 A Métrica inversa e o Vetor Unitário para Σ

A partir do comprimento de arco, Eq. (A.1), podemos calcular o elemento de linha
inversa (métrica inversa)

𝜕2

𝜕𝑠2 = 𝑔𝑥𝑥

𝑔

𝜕2

𝜕𝑡2
− 2𝑔𝑡𝑥

𝑔

𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑥
+ 𝑔𝑡𝑡

𝑔

𝜕2

𝜕𝑥2 + 1
𝑔𝑦𝑦

𝜕2

𝜕𝑦2 + 1
𝑔𝑧𝑧

𝜕2

𝜕𝑧2 . (A.14)

O vetor ortonormal para a superfície Σ pode ser construído como

𝜕2

𝜕𝑠2 = 1
𝑔

⎡⎣(︃√
𝑔𝑥𝑥

𝜕

𝜕𝑡
− 𝑔𝑡𝑥√

𝑔𝑥𝑥

𝜕

𝜕𝑥

)︃2

−
(︃

(𝑔𝑡𝑥)2

𝑔𝑥𝑥

− 𝑔𝑡𝑡

)︃
𝜕2

𝜕𝑥2

⎤⎦
+ 1
𝑔𝑦𝑦

𝜕2

𝜕𝑦2 + 1
𝑔𝑧𝑧

𝜕2

𝜕𝑧2 . (A.15)

A partir desta expressão, se escolhermos 𝑑Σ = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧, encontramos

𝑛𝜇 =
(︃√︃

𝑔𝑥𝑥

𝑔
,

𝑔𝑡𝑥√
𝑔𝑔𝑥𝑥

, 0, 0
)︃
, 𝑔Σ = 𝑔

𝑔𝑡𝑡

. (A.16)
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Este é um vetor tipo tempo. Então

𝑔𝜇𝜈𝑛
𝜇𝑛𝜈 = 𝑔𝑡𝑡𝑛

0𝑛0 + 𝑔𝑥𝑥𝑛
1𝑛1 + 2𝑔𝑡𝑥𝑛

0𝑛1

= |𝑔𝑥𝑥|
|𝑔|

𝑔𝑡𝑡 + 𝑔𝑥𝑥𝑔
2
𝑡𝑥

1
|𝑔| |𝑔𝑥𝑥|

+ 1
|𝑔|

2𝑔2
𝑡𝑥 ,

onde
|𝑔𝑥𝑥| = −𝑔𝑥𝑥 , |𝑔| = −𝑔 .

Usando o resultado acima em (2.13), juntamente com a solução de campo,

𝜓𝑚 = 𝑁𝑚𝑒
−𝑖𝜔𝑚𝑡 𝑒𝑖𝑘𝑧𝑚𝑧 𝑒𝑥𝑝

{︃
−𝑖
(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑚 − 𝑘𝑥𝑚

)︃
𝑥

}︃
sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑚+ 𝑏

2

)︃
𝑦

]︃
, (A.17)

para a orientação 𝑦. Para o caso 𝑏 = 0 vale a condição de Dirichlet na segunda placa,
entretanto para 𝑏 = 1 vale a condição de Neumann.

⟨𝜓𝑚, 𝜓𝑛⟩ = 𝑖
∫︁

Σ
[(𝜕𝜇𝜓𝑚)𝜓*

𝑛 − 𝜓𝑚𝜕𝜇𝜓
*
𝑛]√𝑔Σ𝑛

𝜇𝑑Σ (A.18)

= 𝑖
√
𝑔Σ𝑛

0
∫︁

Σ
[(−𝑖𝜔𝑚𝜓𝑚)𝜓*

𝑛 − 𝜓𝑚 (𝑖𝜔𝑛𝜓
*
𝑛)]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

+ 𝑖
√
𝑔Σ𝑛

1
∫︁

Σ

{︃[︃
−𝑖
(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑚 − 𝑘𝑥𝑚

)︃
𝜓𝑚

]︃
𝜓*

𝑛 − 𝜓𝑚

[︃
𝑖

(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛 − 𝑘𝑥𝑛

)︃
𝜓*

𝑛

]︃}︃
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

(A.19)

Considere
𝐼0 = √

𝑔Σ𝑛
0(𝜔𝑚 + 𝜔𝑛)

∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝜓𝑚𝜓

*
𝑛 , (A.20)

com isso,∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝜓𝑚𝜓

*
𝑛 = 𝑁𝑛𝑁𝑚

∫︁
𝑑𝑧𝑒𝑖(𝑘𝑧𝑚−𝑘𝑧𝑛)𝑧⏟  ⏞  
2𝜋𝛿(𝑘𝑧𝑚−𝑘𝑧𝑛)

∫︁
𝑑𝑦 sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑚+ 𝑏

2

)︃
𝑦

]︃
sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑛+ 𝑏

2

)︃
𝑦

]︃
⏟  ⏞  

𝐿
2 𝛿𝑚𝑛

×
∫︁
𝑑𝑥 𝑒𝑥𝑝

{︃
𝑖

[︃(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛 − 𝑘𝑥𝑛

)︃
−
(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑚 − 𝑘𝑥𝑚

)︃]︃
𝑥

}︃

= 𝑁𝑚𝑁𝑛(2𝜋)2𝐿

2 𝛿𝑚𝑛 𝛿(𝑘𝑧𝑚 − 𝑘𝑧𝑛)𝛿
{︃[︃(︃

𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛 − 𝑘𝑥𝑛

)︃
−
(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑚 − 𝑘𝑥𝑚

)︃]︃}︃
,

(A.21)

portanto 𝐼0 vale

𝐼0 = √
𝑔Σ𝑛

0(𝜔𝑚 + 𝜔𝑛)(2𝜋)2𝐿

2𝑁𝑚𝑁𝑛

× 𝛿𝑚𝑛 𝛿(𝑘𝑧𝑚 − 𝑘𝑧𝑛)𝛿
{︃[︃(︃

𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛 − 𝑘𝑥𝑛

)︃
−
(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑚 − 𝑘𝑥𝑚

)︃]︃}︃
(A.22)

e

𝐼1 = √
𝑔Σ𝑛

1
{︃[︃(︃

𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑚 − 𝑘𝑥𝑚

)︃
+
(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛 − 𝑘𝑥𝑛

)︃]︃}︃
(2𝜋)2𝐿

2𝑁𝑚𝑁𝑛

× 𝛿𝑚𝑛 𝛿(𝑘𝑧𝑚 − 𝑘𝑧𝑛)𝛿
{︃[︃(︃

𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛 − 𝑘𝑥𝑛

)︃
−
(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑚 − 𝑘𝑥𝑚

)︃]︃}︃
. (A.23)
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Podemos escrever 𝐼1 como

𝐼1 = √
𝑔Σ𝑛

1
{︃[︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

(𝜔𝑚 + 𝜔𝑛) − (𝑘𝑥𝑚 + 𝑘𝑥𝑛)
]︃}︃

(2𝜋)2𝐿

2𝑁𝑚𝑁𝑛

× 𝛿𝑚𝑛 𝛿(𝑘𝑧𝑚 − 𝑘𝑧𝑛)𝛿
{︃[︃(︃

𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛 − 𝑘𝑥𝑛

)︃
−
(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑚 − 𝑘𝑥𝑚

)︃]︃}︃
. (A.24)

Com isso, das contribuições de 𝐼0 e 𝐼1 segue que

𝑁2
𝑛

√
𝑔Σ(2𝜋)2𝐿

2

[︃
2𝜔𝑛𝑛

0 + 2𝑛1
(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛 − 𝑘𝑥

)︃]︃
= 1, (A.25)

consequentemente

𝑁2
𝑛 = 1

(2𝜋)2𝐿
√
𝑔Σ
[︁
𝑛0𝜔𝑛 +

(︁
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑔𝑡𝑡
𝜔𝑛 − 𝑘𝑥

)︁
𝑛1
]︁ . (A.26)

Consideremos
𝜔𝑛

(︃
𝑛0 + 𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝑛1
)︃
, (A.27)

onde

𝑛0 + 𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝑛1 = 1√
𝑔

(︃
√
𝑔𝑥𝑥 + 𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝑔𝑡𝑥√
𝑔𝑥𝑥

)︃

= 1√
𝑔

(︃
𝑔𝑡𝑡 |𝑔𝑥𝑥| + 𝑔2

𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡
√
𝑔𝑥𝑥

)︃
= 1√

𝑔

(︃
−𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥 + 𝑔2

𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡
√
𝑔𝑥𝑥

)︃
= 1√

𝑔

(︃
−𝑔

𝑔𝑡𝑡
√
𝑔𝑥𝑥

)︃
= −

√
𝑔

𝑔𝑡𝑡
√
𝑔𝑥𝑥

,

(A.28)
portanto

𝑁2
𝑛 = 1

−(2𝜋)2𝐿
√
𝑔Σ
[︁
𝜔𝑛

√
𝑔

𝑔𝑡𝑡
√

𝑔𝑥𝑥
+ 𝑔𝑡𝑥√

𝑔𝑔𝑥𝑥
𝑘𝑥

]︁ = 𝑔𝑡𝑡

√
𝑔𝑔𝑥𝑥

−(2𝜋)2𝐿
√
𝑔Σ [𝜔𝑛𝑔 + 𝑔𝑡𝑥𝑔𝑡𝑡𝑘𝑥] (A.29)

ou
𝑁2

𝑛 = −
𝑔𝑡𝑡

√
𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥𝑔𝑦𝑦𝑔𝑧𝑧

𝑔(2𝜋)2𝐿
[︁
𝜔𝑛 + 𝑔𝑡𝑥𝑔𝑡𝑡

𝑔
𝑘𝑥

]︁ = − 𝑔𝑡𝑡
√−𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥𝑔𝑦𝑦𝑔𝑧𝑧

𝑔(2𝜋)2𝐿
[︁
𝜔𝑛 + 𝑔𝑡𝑥𝑔𝑡𝑡

𝑔
𝑘𝑥

]︁ . (A.30)

Procedemos agora o cálculo da constante de normalização para a orientação-𝑥, seguimos
(2.10), neste caso podemos escrever a solução de campo como

𝜓𝑚 = 𝑒−𝑖𝜔𝑚𝑡𝑒𝑖𝑘𝑧𝑚𝑧𝑒𝑖𝑘𝑦𝑚𝑦𝑒
−𝑖

𝑔𝑡𝑥
𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑚𝑥 sin
[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑚+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃
. (A.31)

Usando o produto Klein-Gordon (A.18), podemos definir

𝐼2 = √
𝑔Σ 𝑛

0(𝜔𝑚 + 𝜔𝑛)
∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝜓𝑚𝜓

*
𝑛 , (A.32)

com∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝜓𝑚𝜓

*
𝑛 =

∫︁
𝑑𝑧 𝑒𝑖(𝑘𝑧𝑚−𝑘𝑧𝑛)𝑧

∫︁
𝑑𝑦 𝑒𝑖(𝑘𝑦𝑚−𝑘𝑦𝑛)𝑦

×
∫︁
𝑑𝑥𝑒

𝑖
𝑔𝑡𝑥
𝑔𝑡𝑡

(𝜔𝑛−𝜔𝑚)𝑥 sin
[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑚+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃
sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑛+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃

= (2𝜋)2𝛿(𝑘𝑧𝑚 − 𝑘𝑧𝑛)𝛿(𝑘𝑦𝑚 − 𝑘𝑦𝑛)
∫︁
𝑑𝑥𝑒𝑖𝛽𝑛𝑚𝑥 sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑚+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃
sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑛+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃

𝛽𝑛𝑚 = 𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

(𝜔𝑛 − 𝜔𝑚) (A.33)
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e

𝐼 =
∫︁
𝑑𝑥𝑒𝑖𝛽𝑛𝑚𝑥 sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑚+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃
sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑛+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃
= 𝐿2

2 (𝑖𝛽𝑛𝑚) (A.34)

×
{︃

1
𝐿2𝛽2

𝑛𝑚 − (𝑚− 𝑛)2𝜋2 + 1
(𝑏+𝑚+ 𝑛)2𝜋2 − 𝐿2𝛽2

𝑛𝑚

−𝑒𝑖𝐿𝛽𝑛𝑚

(︃
(−1)𝑚−𝑛

𝐿2𝛽2
𝑛𝑚 − (𝑚− 𝑛)2𝜋2 + (𝑏+𝑚+ 𝑛)(−1)𝑚+𝑛

(𝑏+𝑚+ 𝑛)2𝜋2 − 𝐿2𝛽2
𝑛𝑚

)︃}︃
. (A.35)

Pela condição de ortogonalidade 𝑚 = 𝑛 então 𝛽𝑛𝑚 → 0, portanto, calculamos

lim
𝛽𝑛𝑚→0

𝐼 = 𝐿2

2 lim
𝛽𝑛𝑚→0

[︃
𝑖𝛽𝑛𝑚

1
𝐿2𝛽2

𝑛𝑚

− 𝑖𝛽𝑛𝑚
𝑒𝑖𝐿𝛽𝑛𝑚

𝐿2𝛽2
𝑛𝑚

]︃
= 𝐿

2 . (A.36)

Assim, sem perda de generalidades, podemos escrever

𝐼2 = √
𝑔Σ𝑛

0𝜔𝑛(2𝜋)2𝐿𝑁2
𝑛 . (A.37)

Para
𝐼3 = 𝑖

√
𝑔Σ𝑛

1
∫︁

[(𝜕1𝜓𝑚)𝜓*
𝑛 − 𝜓𝑚(𝜕1𝜓

*
𝑛)] 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 (A.38)

a integral∫︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧(𝜕1𝜓𝑚)𝜓*

𝑛 = (2𝜋)2𝑁𝑛𝑁𝑚𝛿(𝑘𝑦𝑚 − 𝑘𝑦𝑛)𝛿(𝑘𝑧𝑚 − 𝑘𝑧𝑛)

×
{︃(︃

−𝑖𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑚

)︃∫︁ 𝐿

0
𝑑𝑥 𝑒𝑖𝛽𝑛𝑚𝑥 sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑚+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃
sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑛+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃

+𝑚𝜋
𝐿

∫︁ 𝐿

0
𝑑𝑥 𝑒𝑖𝛽𝑛𝑚𝑥 sin

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑛+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃
cos

[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑚+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃}︃
, (A.39)

usando

∫︁ 𝐿

0
𝑑𝑥 𝑒𝑖𝛽𝑛𝑚𝑥 sin

[︂
𝜋

𝐿

(︂
𝑛+ 1

2

)︂
𝑥
]︂

cos
[︃
𝜋

𝐿

(︃
𝑛+ 𝑏

2

)︃
𝑥

]︃
=

⎧⎪⎨⎪⎩0 𝑚 = 𝑛

𝐹𝑛𝑚 𝑚 ̸= 𝑛
, (A.40)

onde

𝐹𝑛𝑚 = 𝐿

2

{︃
(𝑚− 𝑛)𝜋

[(𝑚− 𝑛)𝜋 + 𝐿𝛽𝑛𝑚] [(𝑛−𝑚)𝜋 + 𝐿𝛽𝑛𝑚]

+ (𝑏+𝑚+ 𝑛)𝜋
[(𝑏+𝑚+ 𝑛)𝜋 − 𝐿𝛽𝑛𝑚] [(𝑏+ 𝑛+𝑚)𝜋 + 𝐿𝛽𝑛𝑚]

−𝑒𝑖𝐿𝛽𝑛𝑚

[︃
(𝑚− 𝑛)𝜋(−1)𝑚−𝑛

[(𝑚− 𝑛)𝜋 + 𝐿𝛽𝑛𝑚] [(𝑛−𝑚)𝜋 + 𝐿𝛽𝑛𝑚]

+ [(𝑏+𝑚+ 𝑛)𝜋 + 𝑖𝐿𝛽𝑚𝑛](−1)𝑚+𝑛

[(𝑏+𝑚+ 𝑛)𝜋 − 𝐿𝛽𝑛𝑚] [(𝑏+ 𝑛+𝑚)𝜋 + 𝐿𝛽𝑛𝑚]

]︃}︃
, (A.41)

(verifique [32] para mais detalhes) mas, para 𝑚 ̸= 𝑛, a função 𝛿 cancela a contribuição da
integral. Agora para a integral∫︁

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧𝜓𝑚(𝜕1𝜓
*
𝑛) = (2𝜋)2𝑁𝑛𝑁𝑚𝛿(𝑘𝑦𝑚 − 𝑘𝑦𝑛)𝛿(𝑘𝑧𝑚 − 𝑘𝑧𝑛)

(︃
𝑖
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛

)︃
𝐿

2 , (A.42)
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então a contribuição para 𝐼3 é

𝐼3 = √
𝑔Σ𝑛

1(2𝜋)2𝐿

(︃
𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛

)︃
𝑁2

𝑛, (A.43)

juntando os resultados acima temos

𝑁2
𝑛

√
𝑔Σ(2𝜋)2𝐿

(︃
𝑛0𝜔𝑛 + 𝑛1 𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

𝜔𝑛

)︃
= 1 . (A.44)

Com isso,

𝑁2
𝑛 = 1

(2𝜋)2𝐿
√
𝑔Σ𝜔𝑛

(︁
𝑛0 + 𝑛1 𝑔𝑡𝑥

𝑔𝑡𝑡

)︁
= 1

(2𝜋)2𝐿
√
𝑔Σ𝜔𝑛

√
𝑔

𝑔𝑡𝑡
√

𝑔𝑥𝑥

= − 𝑔𝑡𝑡

√
𝑔𝑔𝑥𝑥

(2𝜋)2𝐿
√
𝑔Σ𝜔𝑛𝑔

= −𝑔𝑡𝑡
√−𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥𝑔𝑦𝑦𝑔𝑧𝑧

𝑔(2𝜋)2𝐿𝜔𝑛

. (A.45)

A.2 O Tensor de Energia-Momento e a Energia de Casimir

O próximo cálculo refere-se à orientação 𝑦. Vamos determinar a energia do vácuo

𝜖𝑣𝑎𝑐 = 𝑤𝜇𝑤𝜈 ⟨0 |𝑇𝜇𝜈 | 0⟩ , (A.46)

para um observador estático

𝑤𝜇 = 1
√
𝑔𝑡𝑡

𝛿𝜇𝑡 , 𝑔𝑡𝑡 > 0 . (A.47)

Onde
𝜖𝑣𝑎𝑐 = (𝑔𝑡𝑡)−1∑︁

𝑛

∫︁
𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦𝑇𝑡𝑡

[︁
𝜓𝑛(𝑘⃗), 𝜓*

𝑛(𝑘⃗)
]︁

(A.48)

e o tensor energia momento e dado por

𝑇𝑡𝑡

[︁
𝜓(𝑘⃗), 𝜓*(𝑘⃗)

]︁
= 𝜕𝑡𝜓𝜕𝑡𝜓

* − 1
2𝑔𝑡𝑡𝑔

𝜌𝜎𝜕𝜌𝜓𝜕𝜎𝜓
* + 𝑎𝑔𝑡𝑡𝑚

2𝜓𝜓*. (A.49)

Podemos ver que para o tensor de energia e momento, a parte relevante vale

𝑔𝜌𝜎𝜕𝜌𝜓𝜕𝜎𝜓
* = |𝜓|2

[︁
𝑔𝑡𝑡𝜔2

𝑛 + 𝑔𝑧𝑧𝑘2
𝑧 + 𝜔𝑛𝐾𝑔

𝑥𝑥(2𝑘𝑥 + 𝜔𝑛𝐾) − 2𝜔𝑛𝑔
𝑡𝑥(𝐾𝜔𝑛 + 𝑘𝑥)

+𝑔𝑦𝑦|𝑑𝑔 ln 𝑔|2 + 𝑔𝑥𝑥|𝑑𝑥 ln 𝑓 |2
]︁
. (A.50)

Reorganizando os termos

𝑔𝜌𝜎𝜕𝜌𝜓𝜕𝜎𝜓
* =|𝜓|2×

𝜔2
𝑛

[︁
𝑔𝑡𝑡 + (𝐾𝑔𝑥𝑥 − 2𝑔𝑡𝑥)𝐾

]︁
+ 𝑔𝑧𝑧𝑘2

𝑧 + 2𝜔𝑛(𝑔𝑥𝑥𝐾 − 𝑔𝑡𝑥)𝑘𝑥

+ 𝑔𝑦𝑦|𝑑𝑔 ln 𝑔|2 + 𝑔𝑥𝑥|𝑑𝑥 ln 𝑓 |2 . (A.51)
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Observe agora que

𝑔𝑥𝑥𝐾 − 𝑔𝑡𝑥 = 𝑔𝑡𝑥 − 𝑔𝑡𝑥 = 0,

𝑔𝑡𝑡 + (𝐾𝑔𝑥𝑥 − 2𝑔𝑡𝑥)𝐾 = 𝑔𝑡𝑡 − (𝑔𝑡𝑥)2

𝑔𝑥𝑥
,

com isso

𝑔𝜌𝜎𝜕𝜌𝜓𝜕𝜎𝜓
* = |𝜓|2

{︃
𝜔2

𝑛

𝑔𝑡𝑡

+ 𝑔𝑧𝑧𝑘2
𝑧 + 𝑔𝑦𝑦|𝑑𝑔 ln 𝑔|2 + 𝑔𝑥𝑥|𝑑𝑥 ln 𝑓 |2

}︃
. (A.52)

Usando
|𝜓|2 = |𝑁 |2|𝑓 |2|𝑔|2 = |𝑁 |2 sin2(𝑘𝜉𝜉) (A.53)

temos

orientação-𝑥, 𝜉 = 𝑥 ∈ [0.𝐿], 𝛼 = 𝑦 :

⎧⎪⎨⎪⎩𝑔 = 𝑒𝑖𝑘𝑦𝑦, 𝑓(𝑥) = sin 𝑘𝑥𝑥 ⇒

|𝑑𝑥 ln 𝑓 |2 = (𝑑𝑥 ln 𝑓)2 = −𝑘𝑥 − 𝑑2
𝑥 ln 𝑓 = 𝑘2

𝑥

(︁
1

𝑓2 − 1
)︁
,

(A.54)

orientação-𝑦, 𝜉 = 𝑦 ∈ [0.𝐿], 𝛼 = 𝑥 :

⎧⎪⎨⎪⎩𝑓 = 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥 ⇒ |𝑑𝑥 ln 𝑓 | = 𝑘2
𝑥, 𝑔(𝑦) = sin 𝑘𝑦𝑦 ⇒

|𝑑𝑦 ln 𝑔|2 = (𝑑𝑦 ln 𝑔)2 = −𝑘𝑦 − 𝑑2
𝑦 ln 𝑔 = 𝑘2

𝑦

(︁
1
𝑔2 − 1

)︁
,

(A.55)
com isso,

𝑔𝜌𝜎𝜕𝜌𝜓𝜕𝜎𝜓
* = |𝜓|2

{︃
𝜔2

𝑛

𝑔𝑡𝑡

+ 𝑔𝑧𝑧𝑘2
𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2

𝛼 + 𝑔𝜉𝜉𝑘2
𝜉

(︃
1

sin2(𝑘𝜉𝜉)
− 1

)︃}︃
. (A.56)

Usando os resultados acima, o tensor energia momento vale

𝑇𝑡𝑡 = 𝜔2|𝜓|2 − 1
2𝑔𝑡𝑡

[︃
|𝜓|2

{︃
𝜔2

𝑔𝑡𝑡

+ 𝑔𝑧𝑧𝑘2
𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2

𝛼 + 𝑔𝜉𝜉𝑘2
𝜉

(︃
1

sin2(𝑘𝜉𝜉)
− 1

)︃}︃]︃
+ 𝑎𝑔𝑡𝑡𝑚

2|𝜓|2

(A.57)

= |𝜓|2
{︃

1
2𝜔

2 − 1
2𝑔𝑡𝑡

[︃
𝑔𝑧𝑧𝑘2

𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2
𝛼 + 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉

(︃
1

sin2(𝑘𝜉𝜉)
− 1

)︃]︃
+ 𝑎𝑔𝑡𝑡𝑚

2
}︃

(A.58)

= 1
2 |𝜓|2𝑔𝑡𝑡

{︃
𝜔2

𝑔𝑡𝑡

−
[︃
𝑔𝑧𝑧𝑘2

𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2
𝛼 + 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉

(︃
1

sin2(𝑘𝜉𝜉)
− 1

)︃]︃
+ 2𝑎𝑚2

}︃
(A.59)

= −𝑔𝑡𝑡|𝑁 |2
{︃

sin2(𝑘𝜉𝜉)
[︃
𝑔𝑧𝑧𝑘2

𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2
𝛼 − (2𝑎+ 1)

2 𝑚2
]︃

+ 1
2𝑔

𝜉𝜉𝑘2
𝜉

}︃
, (A.60)

com 𝑎 = 1/2 temos

𝑇𝑡𝑡(𝜓, 𝜓*) = −𝑔𝑡𝑡|𝑁 |2
{︂

sin2(𝑘𝜉𝜉)
[︁
𝑔𝑧𝑧𝑘2

𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2
𝛼 −𝑚2

]︁
+ 1

2𝑔
𝜉𝜉𝑘2

𝜉

}︂
. (A.61)
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APÊNDICE B – ENERGIA CASIMIR PARA AMBAS AS
ORIENTAÇÕES

Neste apêndice, mostramos alguns resultados do capitulo 2, começando com a eq
(2.23)

− 𝑔𝑡𝑡𝑁
2
𝑛

∫︁
𝑧

∫︁
𝛼

∫︁
𝜉

[︃
sin2 (𝑘𝑛𝜉)

(︁
𝑔𝑧𝑧𝑘2

𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2
𝛼 −𝑚2

)︁
+ 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝑛

2

]︃
√

−𝑔Σ𝑑𝑧𝑑𝛼𝑑𝜉 = (B.1)

− 𝑔𝑡𝑡𝑁
2
𝑛

{︃
1
2𝑔

𝜉𝜉𝑘2
𝜉

∫︁
𝑧
𝑑𝑧
∫︁

𝛼
𝑑𝛼
∫︁

𝜉
𝑑𝜉 + (𝑔𝑧𝑧𝑘2

𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2
𝛼 −𝑚2)

∫︁
𝑧
𝑑𝑧
∫︁

𝛼
𝑑𝛼
∫︁ 𝐿

0
sin2 (𝑘𝜉𝜉)

}︃

= −𝑔𝑡𝑡𝑁
2
𝑛

{︂1
2𝑔

𝜉𝜉𝑘2
𝜉𝐿𝑧𝐿𝛼𝐿+ 1

2𝐿𝑧𝐿𝛼𝐿(𝑔𝑧𝑧𝑘2
𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2

𝛼 −𝑚2)
}︂

= −𝑔𝑡𝑡𝑁
2
𝑛

2 𝐿𝑧𝐿𝛼𝐿
[︁
𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 + (𝑔𝑧𝑧𝑘2
𝑧 + 𝑔𝛼𝛼𝑘2

𝛼 −𝑚2)
]︁

= 1
2𝐿𝑧𝐿𝛼𝐿𝑁

2
𝑛𝜔

2
𝑛. (B.2)

O volume próprio é dado por

𝑉𝑝 =
∫︁
𝑑𝑧𝑑𝛼𝑑𝜉

√
−𝑔Σ =

√
−𝑔Σ𝐿𝑧𝐿𝛼𝐿 . (B.3)
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B.1 Integral

Calculo da integral (2.25)

𝐼𝑛 ≡
∫︁
𝑑𝑘𝛼𝑑𝑘𝑧

⎡⎣ 𝜔2
𝑛

𝜔𝑛 +𝐺𝑔𝑡𝑡𝑔𝑡𝑥𝑘𝛼

𝑔

⎤⎦ .
Vamos considerar a integral 𝐼𝑛, onde

𝜔2
𝑛 = −

[︃
𝑔𝑡𝑡

𝑔
𝑘2

𝛼 + 1
𝑔𝜉𝜉

𝑘2
𝜉 + 1

𝑔𝑧𝑧

𝑘2
𝑧 −𝑚2

]︃
𝑔𝑡𝑡 = −

[︃
𝑔𝛼𝛼𝑘2

𝛼 + 𝑔𝜉𝜉𝑘2
𝜉 + 1

𝑔𝑧𝑧

𝑘2
𝑧 −𝑚2

]︃
𝑔𝑡𝑡, (B.4)

considerando a transformação

𝑘𝛼 =
√︃

− 1
𝑔𝛼𝛼

𝑘 cos 𝜃, 𝑘𝑧 =
√

−𝑔𝑧𝑧𝑘 sin 𝜃, (B.5)

𝑑𝑘𝛼𝑑𝑘𝑧 = 𝜕 (𝑘𝛼, 𝑘𝑧)
𝜕 (𝑘, 𝜃) 𝑑𝑘𝑑𝜃 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝑘𝛼

𝜕𝑘
𝜕𝑘𝑧

𝜕𝑘
𝜕𝑘𝛼

𝜕𝜃
𝜕𝑘𝑧

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑘𝑑𝜃 (B.6)

=
√︃
𝑔𝑧𝑧

𝑔𝛼𝛼
𝑘𝑑𝑘𝑑𝜃, (B.7)

consequentemente

𝐼𝑛 =
√︃
𝑔𝑧𝑧

𝑔𝛼𝛼

∫︁
𝑘𝑑𝑘𝑑𝜃

𝜔2
𝑛

𝜔𝑛 +
√︂

−𝐺2𝑔2
𝑡𝑡𝑔2

𝑡𝑥

𝑔2𝑔𝛼𝛼 𝑘 cos 𝜃
. (B.8)

Veja que 𝜔𝑛 não depende de 𝜃, então∫︁ 2𝜋

0
𝑑𝜃

1

𝜔𝑛 +
√︂

−𝐺2𝑔2
𝑡𝑥𝑔2

𝑡𝑡

𝑔2𝑔𝛼𝛼 𝑘 cos 𝜃
= 2𝜋√︂

𝜔2
𝑛 + 𝐺2𝑔2

𝑡𝑥𝑔2
𝑡𝑡

𝑔2𝑔𝛼𝛼 𝑘2
. (B.9)

Escrevendo o espectro na forma

𝜔2
𝑛 =

[︁
𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘𝜉 +𝑚2

]︁
𝑔𝑡𝑡,

e substituindo na expressão acima, obtemos

𝐼𝑛 = 2𝜋
√︃
𝑔𝑧𝑧

𝑔𝛼𝛼

∫︁ ∞

0
𝑘𝑑𝑘

𝜔2
𝑛√︂

𝜔2
𝑛 + 𝐺2𝑔2

𝑡𝑡𝑔2
𝑡𝑥

𝑔2𝑔𝛼𝛼 𝑘2

= 2𝜋
√︃
𝑔𝑧𝑧

𝑔𝛼𝛼

∫︁ ∞

0
𝑘𝑑𝑘

𝑔𝑡𝑡

[︁
𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2
]︁

√︂
𝑔𝑡𝑡

[︁
𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 −𝑚2
]︁

+ 𝐺2𝑔2
𝑡𝑡𝑔2

𝑡𝑥

𝑔2𝑔𝛼𝛼 𝑘2

= 2𝜋
√︃
𝑔𝑧𝑧

𝑔𝛼𝛼

√
𝑔𝑡𝑡

∫︁ ∞

0
𝑘𝑑𝑘

[︁
𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2
]︁

√︂[︁
𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2
]︁

+ 𝐺2𝑔2
𝑡𝑥𝑔𝑡𝑡

𝑔2𝑔𝛼𝛼 𝑘2

= 2𝜋
√︃
𝑔𝑧𝑧𝑔𝑡𝑡

𝑔𝛼𝛼

∫︁ ∞

0
𝑘𝑑𝑘

[︁
𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2
]︁

√︂[︁
1 + 𝐺2𝑔2

𝑡𝑥𝑔𝑡𝑡

𝑔2𝑔𝛼𝛼

]︁
𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2

= 2𝜋
√︃
𝑔𝑧𝑧𝑔𝑡𝑡

𝑔𝛼𝛼

∫︁ ∞

0
𝑘𝑑𝑘

[︁
𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2
]︁

√︁
𝐹𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2
, (B.10)
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com
𝐹 =

[︃
1 + 𝐺2𝑔2

𝑡𝑥𝑔𝑡𝑡

𝑔2𝑔𝛼𝛼

]︃
. (B.11)

Definamos
𝑢 = 𝐹𝑘2 − 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2, 𝑑𝑢 = 2𝐹𝑘𝑑𝑘. (B.12)

Usando (B.11) e (B.12), (B.10) torna-se

𝐼𝑛 = 2𝜋
√︃
𝑔𝑧𝑧𝑔𝑡𝑡

𝑔𝛼𝛼

∫︁ 𝑢(∞)

𝑢(0)

𝑑𝑢

2𝐹

[𝑢+𝑔𝜉𝜉𝑘2
𝜉−𝑚2]

𝐹
− 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2
√
𝑢

= 2𝜋
√︃
𝑔𝑧𝑧𝑔𝑡𝑡

𝑔𝛼𝛼

∫︁ 𝑢(∞)

𝑢(0)

𝑑𝑢

2𝐹 2

[︁
𝑢+ 𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 −𝑚2
]︁

− 𝐹𝑔𝜉𝜉𝑘2
𝜉 + 𝐹𝑚2

√
𝑢

𝐼𝑛 = 𝜋

𝐹 2

√︃
𝑔𝑧𝑧𝑔𝑡𝑡

𝑔𝛼𝛼

∫︁ 𝑢(∞)

𝑢(0)
𝑑𝑢
𝑢+ (1 − 𝐹 )(𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 −𝑚2)
√
𝑢

. (B.13)

Com isso
𝐼𝑛 = 𝜋

𝐹 2

√︃
𝑔𝑡𝑡𝑔𝑧𝑧

𝑔𝛼𝛼

[︁
𝐼+ + (1 − 𝐹 )

(︁
𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 −𝑚2
)︁
𝐼−
]︁
, (B.14)

𝐼± =
∫︁ 𝑢(∞)

𝑢(0)
𝑢±1/2 𝑑𝑢 . (B.15)

Vamos considerar os seguintes cálculos de integrais divergentes:

𝐼+ =
∫︁ 𝑢(∞)

𝑢(0)
𝑑𝑢

√
𝑢 =

∫︁ 𝑢(∞)

𝑢(0)
𝑑𝑢𝑢−𝑠/2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠=−1

(B.16)

∫︁ 𝑢(∞)

𝑢(0)
𝑑𝑢𝑢−𝑠/2 = 𝑢1−𝑠/2

1 − 𝑠/2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑢(∞)

𝑢(0)

= 𝑢(∞)1−𝑠/2

1 − 𝑠/2 − 𝑢(0)1−𝑠/2

1 − 𝑠/2

= 0 − 2𝑢(0)1−𝑠/2

2 − 𝑠
, ℜ𝑠 > 2; (B.17)

e

𝐼− =
∫︁ 𝑢(∞)

𝑢(0)
𝑑𝑢

1√
𝑢

=
∫︁ 𝑢(∞)

𝑢(0)
𝑑𝑢𝑢−𝑠/2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠=1

= 0 − 2𝑢(0)1−𝑠/2

2 − 𝑠
, ℜ𝑠 > 2, (B.18)

sendo
𝑢(0) = −𝑔𝜉𝜉𝑘2

𝜉 +𝑚2 . (B.19)

Juntando os resultados acima então

𝐼𝑛 = − 𝜋

𝐹 2

√︃
𝑔𝑡𝑡𝑔𝑧𝑧

𝑔𝛼𝛼

⎡⎣ 𝑢𝑛 (0)1−𝑠/2

1 − 𝑠/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑠=−1

− (1 − 𝐹 )𝑢𝑛 (0) 𝑢𝑛 (0)1−𝑠/2

1 − 𝑠/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑠=1

⎤⎦ ,
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ou,

𝐼𝑛 = 2𝜋
𝐹 2

√︃
𝑔𝑡𝑡𝑔𝑧𝑧

𝑔𝛼𝛼

(︂2
3 − 𝐹

)︂
[𝑢𝑛 (0)]3/2 . (B.20)

Agora podemos avaliar a (continuação analítica da) soma

∑︁
𝑛

𝑢𝑛 (0)3/2 = 𝜋3

⎡⎣
√︁

−𝑔𝜉𝜉

𝐿

⎤⎦3∑︁
𝑛

⎡⎣(︃𝑛+ 𝑏

2

)︃2

+ 𝑞2

⎤⎦3/2

,

𝑞2 = −𝐿2𝑚2

𝜋2𝑔𝜉𝜉
, (B.21)

usando a relação [3]

∞∑︁
𝑛=−∞

⎡⎣(︃𝑛+ 𝑏

2

)︃2

+ 𝑞2

⎤⎦−𝑠

=
√
𝜋

Γ
(︁
𝑠− 1

2

)︁
Γ (𝑠)

+ 4𝜋𝑠

Γ (𝑠)𝑞
1
2 −𝑠

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑏𝑛 𝑛𝑠− 1
2𝐾𝑠− 1

2
(2𝜋𝑛𝑞) , (B.22)

onde 𝐾𝜈 é a função modificada de Bessel de segunda classe. Com isso,

∞∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛 (0)3/2 = 𝐸0 + 3𝑞2𝜋

2

⎡⎣
√︁

−𝑔𝜉𝜉

𝐿

⎤⎦3
∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑏𝑛

𝑛2 𝐾2 (2𝜋𝑛𝑞) , (B.23)

onde usamos 𝐾−2 (𝑥) = 𝐾2 (𝑥) e

𝐸0 = 3
8

⎡⎣𝜋
√︁

−𝑔𝜉𝜉

𝐿

⎤⎦3

Γ (−2) . (B.24)

Do comportamento assintótico da função de Bessel [29]

𝑥 >> 𝑛 ⇒ 𝐾𝑛 (𝑥) ∼
√
𝜋
𝑒−𝑥

√
2𝑥

, (B.25)

observamos que o termo 𝐸0 pode ser associada com o limite 𝐿 → ∞ (𝑞 → ∞) e, con-
sequentemente, corresponde à (sempre divergente) energia do vácuo sem fronteiras. Este
termo deve ser descontado no cálculo da energia Casimir [33]. Portanto

∞∑︁
𝑛=0

𝐼𝑛 = 3𝑞2𝜋2

𝐹 2

√︃
𝑔𝑡𝑡𝑔𝑧𝑧

𝑔𝛼𝛼

⎡⎣
√︁

−𝑔𝜉𝜉

𝐿

⎤⎦3 (︂2
3 − 𝐹

)︂ ∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑏𝑛

𝑛2 𝐾2 (2𝑞𝜋𝑛) . (B.26)

Para nossa consideração de uma métrica constante, o termo entre colchetes da equação
acima pode ser reconhecido como o comprimento proprio 𝐿𝑝 [18]

𝐿𝑝 =
∫︁ 𝐿

0

√︃
− 1
𝑔𝜉𝜉

𝑑𝜉 = 𝐿

√︃
− 1
𝑔𝜉𝜉

. (B.27)

Finalmente, após algumas manipulações dos elementos da métrica, usando (B.27), (B.26)
(B.11) e (B.12) em (2.24), podemos escrever a energia de Casimir na direção 𝜉 como

𝜖(𝜉)
𝑣𝑎𝑐 =

(︃
𝑔

𝑔𝑡𝑡𝑔𝑥𝑥

)︃(4𝐺𝜉−1)/2 (︃
1 + 3𝐺𝜉

𝑔2
𝑡𝑥

𝑔

)︃
ℰ𝑚 , (B.28)
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onde,

ℰ𝑚 = − 𝑚2

8𝜋2𝐿2
𝑝

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑏𝑛

𝑛2 𝐾2 (2𝑚𝐿𝑝𝑛) . (B.29)
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