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V. DE LA HOZ-CORONELL. Forga repulsiva de Casimir num espago-tempo estacionario
e axialmente simétrico. 53 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Doutorado em Fisica) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina—PR, 2022.

RESUMO

Estudamos os efeitos da simetria axial de espagos-tempos estacionarios na energia de Casimir.
Considerando um campo escalar massivo, analisamos a influéncia da orientacdo do aparelho
Casimir, com relagdo ao eixo de simetria, no valor da energia. Mostramos que, para uma
orientacdo ndo considerada antes na literatura, a energia de Casimir pode mudar de sinal,
produzindo uma forga repulsiva. Como aplicacGes, analisamos duas métricas especificas: uma
associada ao movimento linear de um cilindro e um movimento equatorial circular em torno de
uma fonte gravitacional descrita pela geometria de Kerr.

Palavras-chave: efeito casimir; regularizagéo; forca casimir repulsiva.






V. DE LA HOZ-CORONELL. Repulsive Casimir force in stationary axisymmetric
spacetimes. 53 p. Senior Thesis (Phd in Physics) — State University of Londrina, Londrina—PR,
2022.

ABSTRACT

We study the influence of stationary axisymmetric spacetimes on Casimir energy. We consider
a massive scalar field and analyze its dependence on the apparatus orientation with respect to
the dragging direction associated with such spaces. We show that, for an apparatus orientation
not considered before in the literature, the Casimir energy can change its sign, producing a
repulsive force. As applications, we analyze two specific metrics: one associated with a linear
motion of a cylinder and a circular equatorial motion around a gravitational source described
by Kerr geometry.

Keywords: casimir effect; regularization; repulsive casimir force.
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1 INTRODUCAO

1.1 O efeito Casimir

O efeito Casimir toma o nome do fisico Holandés H. Casimir que, em 1948 Pu-
blicou um documento chamado attraction of two neutral metallic plates, na Academia de
Ciéncias dos Paises Baixos [1]. Neste artigo, Casimir baseou seus argumentos na quan-
tizacdo do campo eletromagnético e mostrou que existe uma forga atrativa entre duas
placas condutoras neutras no vacuo, impondo as condigoes de fronteira do tipo Dirichlet
para o campo dentro da cavidade. A introdugao destas placas (fronteiras) altera o es-
pectro inicial da energia do ponto zero (ou energia do vdcuo) [2]. Desde o aparecimento
do trabalho de Casimir [1] uma extensa literatura sobre o assunto foi publicada, da qual
citamos somente aquelas mais diretamente relacionadas a nossa linha de estudos. Diver-
sos trabalhos tedricos estenderam o conceito da energia de Casimir [3, 4], para diversas
aplicagoes, considerando diferentes condi¢oes de contornos: planas, curvas, condi¢oes de
contorno mistas, espacos com singularidades conicas, espagos com curvaturas positivas e
negativas, além do desenvolvimento de experimentos comprovando a existéncia do efeito,
cuja origem estd nas flutuagoes quanticas do vacuo [5, 6, 7]. O célculo da energia de Ca-
simir é efetuado considerando-se a diferenca entre a energia do vacuo com condigoes de

fronteiras impostas ao sistema e a energia do vacuo sem as condi¢oes de fronteira, ou seja,

E.(T) = Ey(dT) — E(0) | (1.1)

onde JI' representa as condi¢des de contorno especificas do problema, ou modelo em
consideragao, e o segundo termo na equagao (1.1) é a energia usual do vacuo. Esta equagao
¢ uma subtracao de dois termos divergentes, ou seja, para obter uma expressao finita e
fisicamente significativa, é necessario usarmos um método de regularizacao. Portanto,
a energia fisica de Casimir é encontrada através da equagdo acima e da aplicagdo de
um método de regularizacao. De posse de uma expressao regularizada da energia é facil

encontrar a forca de Casimir.

1.1.1 A forga de Casimir repulsiva

Um problema que tem atraido uma atencao consideravel nos ultimos anos é em
quais condigoes a for¢a de Casimir pode mudar de atrativa para repulsiva, veja [8] e
suas referéncias. A forca atrativa resulta de uma energia de Casimir negativa. Estamos
especialmente interessados em condi¢bes que podem causar uma mudanga no sinal da
energia de Casimir. Isso pode acontecer, por exemplo, se uma condi¢ao de contorno mista

é considerada. Ou seja, se a condi¢ao de contorno de Dirichlet ou Neumann for imposta



16

em ambas as placas, essa for¢a permanece atrativa, mas torna-se repulsiva ao fixar uma
placa com a condigao de contorno de Dirichlet e a outra placa com a condicao de Neumann
[9]. No contexto de materiais dielétricos, Lifshitz previu em 1956 que a forca é atrativa
para duas placas dielétricas idénticas no vacuo [10]. Alguns anos depois, em 1961, Lifshitz
e colegas generalizaram este resultado considerando um meio entre as placas dielétricas
[11]. Como resultado, eles mostraram que, se as duas placas e o meio tiverem constantes
dielétricas diferentes, a forca pode se tornar repulsiva. A verificacdo experimental do
efeito Casimir repulsivo foi realizado em [12], enchendo o meio com um liquido dielétrico,
de forma que as constantes dielétricas dos trés corpos envolvidos no experimento sejam
diferentes, causando um efeito repulsivo. Porém, se as duas placas possuem a mesma
constante dielétrica, a forca é sempre atrativa, independente da constante dielétrica do
meio [11]. De fato, esta tltima conclusdao é um resultado particular de um teorema no-
go apresentado em [13]. Este teorema afirma que “a forga de Casimir entre dois objetos
dielétricos, relacionados por reflexdao, é atrativa”. Uma possivel “brecha” neste teorema

pode surgir quando um material quiral é considerado como meio entre as placas [8].

No contexto de espagos-tempos curvos, a Ref. [14] mostra que, no espago-tempo de
Sitter, para um campo escalar massivo minimamente ou conformalmente acoplado a cur-
vatura, a for¢a de Casimir pode mudar seu sinal (para a mesma condigao de contorno) se
as distancias proprias entre as placas forem maiores que o raio de curvatura. Ressaltamos
que esse efeito é uma consequéncia de um acoplamento entre o campo e a curvatura do
espago-tempo. Outro resultado importante é exposto no cendrio da cosmologia quantica
em [15]. Nesse trabalho é mostrado que, em um universo em expansao tipo Friedmann-
Robertson-Walker, o carater atrativo ou repulsivo do efeito Casimir é devido a escolha da

condicao de contorno, relacionada as propriedades dinamicas do fator de escala.

1.1.2 A forga de Casimir em espagos axialmente simétricos

Outros trabalhos consideraram as placas de Casimir imersas em um espaco-tempo
estacionario com simetria axial, ou, em outras palavras, um espaco onde a métrica é
independente do tempo e possui alguma coordenada axial. O cardter estacionario e axis-
simétrico do espago-tempo requer que os coeficientes métricos sejam independentes do
tempo e da coordenada axial [22]. Além do carater estacionario e da simetria axial, deve-
mos também exigir que o espago-tempo seja invariante por uma inversao simultanea do
tempo e da coordenada axial. Isso significa que o movimento é puramente ao longo da
coordenada axial [25], também chamado de eixo de simetria. Um referencial inercial local
é considerado em repouso se sua velocidade v é nula. Entretanto, a esse mesmo referencial
pode ser atribuido uma velocidade v no referencial de coordenadas. Por conta disso, v é
nao nula, o que descreve um “arrasto” do referencial inercial. Esse fenomeno ocorre nesses
espagos por causa do termo cruzado da métrica [22]. Essa velocidade v é chamada de

velocidade de arrasto do espago-tempo. Para o caso do espaco de Kerr, é possivel num
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movimento circular ter velocidade angular nula no referencial inercial, mas no referencial
das coordenadas uma velocidade angular nao nula. uma situagao analoga a que temos no

espago-tempo cilindrico (veja o capitulo 3 para mais detalhes).

Vamos assumir que o aparelho (as placas de Casimir) é muito pequeno em com-
paracao com a escala tipica na qual a métrica varia. Neste caso, o efeito Casimir nao
quebra o principio da equivaléncia [16, 17]. A influéncia da gravidade na energia Casimir
em tal cendrio foi estudado para algumas geometrias especificas. Considerando o exem-
plo do espago-tempo de Kerr, os autores de [18] estudaram as corre¢oes da energia de
Casimir devido a influéncia de uma fonte gravitacional rotativa para um aparelho que
descreve uma 6rbita equatorial. No trabalho acima mencionado, as placas do aparelho
sao orientadas paralelamente a coordenada radial da fonte gravitacional. A extensao para

um espago-tempo estaciondrio geral foi apresentada em [19].

A partir da discussao acima, vemos que, em um espaco-tempo estacionario, a forca
de Casimir é conhecida por mudar de atrativa para repulsiva em trés casos: para condi¢oes
de contorno mistas; com uma mudanga do meio entre as placas (material quiral) e com
um acoplamento entre o campo e a curvatura. Neste trabalho, apresentamos um novo caso
quando esta mudanga pode ocorrer. Ou seja, a mudanga no sinal da energia Casimir de um
aparelho de placas idénticas para um campo escalar massivo desacoplado da gravidade e
descrito por uma solugao de vacuo de uma métrica estaciondria com simetria axial. Como
noés vamos mostrar, neste cenario, a forca de Casimir muda de sinal quando as placas
sao paralelas a direcao de arrasto do espago-tempo, um caso nao considerado antes na
literatura. Este efeito esta relacionado a presenca de termos intrinsecos nao diagonais na

métrica.

Esta tese estd organizada da seguinte forma: No capitulo 2, consideramos um
campo escalar massivo imerso em um espago-tempo estacionario geral com simetria axial,
onde resolvemos a equagao de Klein-Gordon e determinamos as frequéncias préprias e as
solugoes normalizadas. Neste capitulo expomos o nosso principal resultado e alguns casos
limites. No capitulo 3 fazemos duas aplicagdes de nossa abordagem para duas geometrias

de fundo estaciondarias: uma com simetria cilindrica e a métrica de Kerr, respectivamente.

Ao longo deste trabalho, usamos unidades naturais A = ¢ = G = 1 e trabalhamos

na métrica de assinatura igual —2.
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2 . .
A ENERGIA DE CASIMIR E A INFLUENCIA DA ME-

TRICA ESTACIONARIA AXIALMENTE SIMETRICA

Neste capitulo mostramos os principais resultados do presente trabalho. Comeca-
mos com a equagao que rege a dinamica do campo escalar num espaco curvo. A seguir
consideramos a métrica onde escrevemos o operador de Klein-Gordon e encontramos o
espectro das solugoes. Finalmente, colocamos a expressao da energia Casimir em uma

forma compacta, incluindo duas orientagoes das placas de Casimir.

2.1 Campo Escalar em Espacos Curvos

Usando a formulacao Lagrangeana para um campo escalar real e massivo ¢ (z) tem

se a equacao de movimento
0,0"Y(x) + m*Y(z) =0 , (2.1)

onde o parametro m ¢é a massa do campo. Podemos ver que a equagao de Klein-Gordon
(KG) é, no fundo, uma equacao de onda que surgiu originalmente em uma tentativa de
fornecer uma generalizagao relativistica da equacao de Schrodinger. Para um espago curvo

a equagao tem a forma [20]

1
——0 [V=99" 0| + m*p — (RY =0, (2.2)
\/__g “{ }
onde ¢ é um parametro de acoplamento, g"” é a métrica inversa e R é o escalar de

curvatura. No presente caso (vacuo) R = 0 e obtemos
1

V=5

D=0, D D/ —99" 0, +m* . (2.3)
Ao longo deste trabalho chamamos D de operador de KG. Estamos interessados em suas

autofungoes para uma situacao especifica que descreveremos na proxima segao.

2.2 A Meétrica e o Espectro

Estamos interessados em solugoes de vacuo para um campo escalar massivo den-
tro de um aparelho Casimir em um espago-tempo estacionario e axialmente simétrico.
Seguindo Sloane e Chandrasekhar [21, 22], exigimos que a métrica deve ser independente
do tempo e da coordenada axial. Para garantir que o movimento seja em torno do eixo de

simetria exigimos que essa métrica seja invariante por uma reflexao simultanea em relagao
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ao tempo e coordenada axial. Sob as premissas acima, o elemento de linha mais geral é

dado por

ds® = goo (dIO)Z + 291 d2’dz’ + g1 (d$1)2 + 922 (d$2)2 + 933 (d$3)2 ; (2.4)

onde as componentes do tensor métrico dependem apenas das coordenadas z2 e 23, e 2°,

2! s@o as coordenadas do tempo e axial respectivamente.

A seguir, consideramos um referencial de coordenadas cartesianas locais (z,v, 2)
movendo-se com as placas, que sao pequenas em comparagao com a escala em que a

métrica varia. Esta aproximagao é cuidadosamente justificada em [18].

Portanto, temos o seguinte elemento de linha, onde todas as componentes da mé-

trica sdo consideradas constantes [19]:
ds?® = gudt® + 2g.dtds + guudz® + gyydy2 + ¢..dz? . (2.5)

Com determinante g dado por:
g= gyygzzg v 9= 9ttYzz — gfm . (26)

A métrica acima reflete a nao reversibilidade do tempo. Isso ocorre pois nao é
possivel encontrar um vetor de Killing globalmente orientado ao tempo ortogonal a hiper-
superficie tipo espaco. Ja para o caso estatico, tal vetor existe, o que implica que ¢y, = 0.
Isso quer dizer que o espaco estatico é mais restritivo, no sentido que todo espaco estatico
é estaciondrio, mas nem todo estacionario é estatico. Um conhecido exemplo, que sera
analisado como um caso especial do nosso desenvolvimento, é a geometria de Kerr. Neste
caso, o termo cruzado, gy, estd associado a rotagao da fonte do campo gravitacional. No
entanto, gy, nao estd necessariamente relacionado a uma fonte rotativa [23]. Solugoes de
vacuo nao rotativas com este termo podem ser usadas, por exemplo, para descrever cordas
supercondutoras com momento linear [24]. Usando a métrica e a aproximagao acima o

operador de KG, eq. (2.3), torna-se
D = g"0} + 29'°0,0, + g"*0% + ¢" 02 + "7 0% + m”. (2.7)
Para constantes K, w e N, consideramos uma solucao na forma
= Npe e exp (iKwyr) f () g (y) (2.8)

e substituindo (2.8) em (2.7), podemos escolher
tx

K=2, (2.9)

rx

o que reduz a equacao a ser solucionada (veja o Apéndice A para mais detalhes). Vamos

considerar um referencial cartesiano local centrado em uma das placas e duas orientacoes



21

diferentes dessas placas de Casimir. A primeira com o eixo z sendo perpendicular as
placas, que chamamos de orientacdo = (observe que esta é a orientagdo considerada na
Ref. [18, 19]). A segunda com o eixo y sendo perpendicular as placas, que chamamos
de orientacao y. No que segue chamamos £ a coordenada perpendicular as placas, entao
podemos nos referir genericamente a orientagao £. Fixamos uma condi¢ao de contorno de
Dirichlet na primeira placa, que geralmente estd associada a um material condutor no

caso do campo eletromagnético. Entao nés temos

orientacdo-z : [ = sin (k,x) , g = exp (ikyy) , kz = ke , ky, €R,

orientagao-y : f = exp (ik,x) , g =sin(kyy) , ks €R, ky, = ke, (2.10)
onde
™ b
=—-|n—= A1
k’g I [n 2] , N E Z s (2 )

e L ¢ a distdncia (coordenada) entre as placas. O pardmetro b fixa a condi¢do de contorno
na segunda placa. Para b = 0, a mesma condi¢do de Dirichlet é fixada na segunda placa,
enquanto para b = 1, tem-se a condi¢do de Neumann na segunda placa, que pode ser
associada a um material dielétrico (ou reflexivo) para o campo eletromagnético. O segundo
caso (b = 1) é conhecido como condi¢do de contorno mista (ou hibrida). Usando os

resultados acima na eq (2.7) encontramos o espectro para as duas orientagoes (veja o
Apéndice A),

to\2
w? = (gmkfc + 97k + "k — m2) l(g ) _ gtt] . (2.12)

com k, , discreto ou continuo de acordo com (2.10).

2.3 Normalizacao do Campo

Tendo a solucao e as frequéncias proprias, passamos agora para o calculo da nor-

malizacdo. Para isso, usaremos o produto de Klein-Gordon

(W) = [ (O, = n(@,7)] V=gmn"d (213)

O problema é como obter a superficie ¥ a fim de evitar problemas de causalidade. Para
isso, escolhemos ¥ como sendo a superficie de Cauchy tipo espaco. Assim gx, é o deter-
minante da métrica induzida em >, e n* é um vetor unitario tipo tempo, ortogonal a >
[25]. Usando a métrica inversa, conforme o Apéndice A, podemos escolher ¥ = dxdydz.

Com isso nés achamos

nu:< gg’f, ‘(g; ,0,0). (2.14)
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Comparando a constante de normalizacdo para ambas as orientagoes (verifique as eqs.
(A.30) e (A.45)), podemos escrever esta constante de normaliza¢gdo em uma forma com-

pacta como

]N]Z _ A _gttgm;gyygzz lw 4 gtt;gtgc ngx] -1 | (2.15)
g(2m)” L 7
onde
0, para orientacao-x
Ge = : (2.16)
1, para orientacao-y

Encontramos a solugao de campo e os parametros K, w, IV, estao determinados. A princi-
pal consequéncia do nosso desenvolvimento vem da dependéncia do fator de normalizacao,
eq. (2.15), com a orientacao das placas. Na orientacao x, os modos discretos do campo, que
nao contribuem para a normalizagdo na eq. (2.13), sdo aqueles influenciados pela parte
nao diagonal da métrica. Portanto, a componente nao diagonal da métrica nao afeta a
normalizagdo e temos a dependéncia usual de 1/w, como no caso da métrica diagonal
(bem como no caso do espago plano). No entanto, na orientagao y, os modos continuos do
campo, que contribuem para a normalizacao, sao influenciados pelo termo nao diagonal
na métrica. Portanto, NV se torna dependente de g, que, como veremos, também afeta
a energia do vacuo e, consequentemente, a energia de Casimir. Sobre a dependéncia da
normalizagao com respeito a orientagao, é interessante notar que, no caso do aparelho
Casimir no formato de uma caixa (ver, por exemplo, [9]), caso em que todos os modos do
campo sao discretos, a normalizacao do campo ¢é insensivel a orientacao. Isso porque esses
modos nao contribuem para o produto de KG, independentemente do termo nao diagonal

na métrica.

Agora nosso objetivo é encontrar a energia de Casimir regularizada. Na proxima
secao propomos o procedimento para calcula-la, usando algumas ferramentas matematicas

relacionadas a regularizagao da energia do vacuo.

2.4 Tensor de Energia-Momento e a Energia do Vacuo

A densidade de energia do sistema em consideracao pode ser obtida a partir do
tensor de energia-momento 7),,. Este valor pode ser reescrito como um escalar de acordo

com

— apPapV
e = whw"T), ,

(2.17)

onde w* é a quadri-velocidade do observador proprio. Seguindo as expressoes para o
tensor de energia-momento para ambas as orientagoes, a eq. (A.61), podemos escrever a

componente temporal do tensor de energia-momento numa notacao unificada:

T [(R), 4" (B)] = —guN; { (knf) [97K2 + g°k2 — m®] + ;gffki} . (218)
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onde k, € R e £ é a varidvel ao longo da orientagao das placas

orientagao-r : { =x € [0,L] , a=vy,
orientagdo-y : E =y € [0,L] , a=u. (2.19)

Estamos interessados em calcular a densidade de energia do vacuo. Desta forma,

considerando um observador estético [18, 26,
wh = ——6", gy >0,
podemos escrever a eq. (2.17) como
oo = ; [ dwdyder/ =g (2.20)
onde V), ¢ o volume préprio da cavidade, medido pelo observador estético, e

€une = W (0] Ty, [0) = (g1e)” / dkadk. Ty [0(R), 0" ()] . (2.21)
Da eq. (2.20) e eq. (2.21) temos

Erae = glttznj / dkadkz{ / A=y =g T [W(F), ¥ (E)}} . (2.22)

Usando a eq. (2.18) na eq. (2.22) (verifique o Apéndice B para mais detalhes), podemos

escrever
/ETtt\/ —gxd =
2 ) 2 2 9ég k2
—au NP [ [ fsin® (o) (972 4 g7k2 = m?) 4 S5 ot

consequentemente,

|Nn|2wg

o [ asy=asT [p () vt ()] = B (2.23)

Portanto, a energia do vacuo é dada por

Cone = — Z/dk dk,

gtt

|N|2 2

Substituindo a eq. (2.15) na equagdo acima, temos

— vV xx 2z
_ gttg gyyg Z[n , (224)

€vac = — 2
20(2m)°L
onde )
w
I, = / dkodk, n . (2.25)

W, + gttggt:c Gk.a
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Vamos avaliar as quantidades I,,, onde w, é dado na eq. (2.12). Fazendo as trans-

formagoes de coordenadas

1
ko = ”_gnk cos, k,=+/—g..ksin6 , (2.26)

(verifique o Apéndice B para mais detalhes) nés reescrevemos o espectro como
w? = gy [kQ — g%k + mz} . (2.27)

Entéao, procedemos ao calculo da integral na eq. (2.25), que se tornam divergentes. Por esta
razao, faz-se necessario introduzir um parametro regulador, tal que, usando a continuacao
analitica da funcao zeta de Hurwitz [3], tem-se a seguinte expressao regularizada para a

energia de Casimir

~ (4Ge-1)/2 2
o) — <g> (1 +3G g“”) Em | (2.28)
9ittGzx g
onde,
bn
£ 871'2[/% nZ:1 n? mLyn) (2.29)

Para a condigdo de contorno de Dirichlet (b = 0) &, é a conhecida energia de Casimir
para um campo escalar massivo em um espaco-tempo plano, calculado usando métodos
de cutoff ou regularizacdo dimensional [27, 28]. Embora o resultado nao seja surpreen-
dente, nao fomos capazes de encontrar este resultado na literatura para um campo escalar

massivo com a condi¢ao de contorno mista (b =1).

A equagdo (2.28) é o nosso principal resultado. Esta expressao nao é alterada por
Gyy < .z, indicando que uma reorientacao das placas na direcao z reproduz o mesmo
resultado (comGe = G, = 1). Entdo, enquanto a orientagdo = nao tem simetria de
rotacao, esperamos que a orientacao y tenha uma simetria para rotagoes ao redor do eixo
x. Embora a métrica considerada nao possa ser diagonalizada globalmente, ela pode se

tornar diagonal em algum ponto (ou regiao). Neste ponto especifico, temos

vac

0= 9“5” 1= 9 =¢, (2.30)

para qualquer orientagdo. Se este ponto especifico coincidir com a posicao do aparelho
(a origem), todas as corre¢oes induzidas pela gravidade desaparecem. Apresentaremos

alguns exemplos concretos nas aplicagoes.

Por fim, destacamos o dltimo termo entre parénteses em (2.28). Este termo pode
causar uma mudanca no sinal da energia Casimir, sem a inser¢cdo de um meio ou uma
mudanca na condi¢ao de contorno. Um efeito novo e inesperado. Esta mudanca ocorre se

P < —Gg% . (2.31)
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Para ver se que essa condigao pode realmente ser atendida, nas préximas se¢des analisa-

remos algumas geometrias especificas.

Esta possivel mudanga de sinal na energia Casimir pode ser entendida em conexao
com a dependéncia da normalizacdo, eq. (2.15), em g, da seguinte forma. Na orientacio y,
a normalizacdo do campo e, consequentemente, a energia do vacuo, é afetada pelo termo
nao diagonal na métrica. Neste caso, o equilibrio de energia entre os modos continuos e
discretos dentro das placas podem ser modificados pelo espago-tempo, mudando o sinal
da energia de Casimir. Por outro lado, na direcao =, a normalizacao nao é afetada pelo
termo nao diagonal, e portanto, o equilibrio de energia dentro do aparelho nao pode ser

alterado.

2.4.1 O caso nao massivo

Agora, vamos considerar o caso sem massa. As expressoes para o campo escalar
sem massa podem ser obtidas a partir do limite m — 0. Para este objetivo, usamos o

comportamento das fungoes de Bessel para pequenos argumentos [29]

1 —v
2o 0= K (2) ~ 5T () (;) . (2.32)
Isso implica que
1 & (- N\
o — - (-L) T —¢. 2.33
Emo 167r2Lg§1 nt ( 8) 1440L% ¢ (2.33)

Podemos reconhecer £ como a energia Casimir no espago-tempo plano. Para b = 1, temos
o fator (—7/8), resultando um efeito repulsivo. Para o caso sem massa, esta mudanca de

sinal, resultante de uma condigao de contorno mista, ¢ um efeito bem conhecido [9].

A expressao (2.28) reproduz os resultados em [19] escolhendo a orientagao x (G¢ =
G, = 0) e fazendo m — 0. Ao contrario do espago-tempo plano, quando a condigao (2.31)
¢é satisfeita, temos uma forca de Casimir repulsiva para a mesma condi¢cdo de contorno

em ambas as placas (b = 0), e uma forga atrativa para uma condigao de contorno mista
(b=1).
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3 APLICACOES

Neste capitulo, aplicamos nossos resultados em um espago-tempo estacionario,
mais especificamente em uma métrica que possui uma simetria cilindrica, e também tes-
tamos nossos resultados no espago-tempo de Kerr, onde recuperamos os resultados de [18]

para a orientacao x.

3.1 Espacgo-tempo Cilindrico de Momento Linear Constante

Consideramos o espago-tempo externo a uma distribuicdo de massa-energia com
simetria cilindrica. A distribuicao estda em um estado estacionario nao rotativo de movi-

mento ao longo do eixo de simetria z. Esse sistema pode ser descrito pela métrica [24]

ds* = r*% cos (2kInr) (dt2 - diQ) — dr® — 2r°" sin (2k Inr) dtdx — r*7+d6? ,  (3.1)

onde k é uma constante (nao necessariamente positiva) relacionada com o momento da
fonte e
q :1[1i2(1+3kz2>%] (3.2)
+ 3 . .
Essa métrica é estacionaria, mas pode ser estatica quando k = 0. Para k # 0 temos um

exemplo de uma métrica que satisfaz a condi¢ao (2.4). Possiveis fontes fisicas para esta

métrica sao discutidas em [24].

Queremos considerar as placas de Casimir se movendo ao longo da dire¢ao &, com

r, O constantes e velocidade v = dZ/dt. As placas tém uma quadri-velocidade
wt =S (k,r,v)(1,v,0,0) , (3.3)

onde

S~ (k,rv) =ri- \/(1)2 —1)cos (2kInr) + 2usin (2kIn7) . (3.4)
As orientagoes consideradas sao ilustradas na Fig. 1.

A fim de mudar para um referencial cartesiano, primeiro consideramos a transfor-

magao
=7 —ut. (3.5)
Em seguida, consideramos um referencial local cartesiano (z, y, z) nas placas e centralizado

em uma delas. Nestas condigoes as placas sao estaticas, ou seja
wh = S(k,r,v)(1,0,0,0) . (3.6)

Ademais, para
v=1vg=—tan (2klnr) , (3.7)
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~~_ y-prientation
: N ‘

N, _J” |

Figura 1 — Orientagoes das placas de Casimir para o espago-tempo cilindrico.

a velocidade w = 0 é estatica nas coordenadas em que a métrica localmente assume a
forma diagonal g, = 0, o0 que corresponde a um observador (ou aparelho) com momento
linear zero. Este observador com momento linear zero, e com velocidade diferente de zero
em relacdo a métrica original (3.1), representa uma forma de “arrasto do referencial”,
como aquele associado com o espago-tempo das fontes dotadas de rotagdo. Em outras

palavras, usando os elementos da métrica original (3.1),

_9a
9zz

Vg = (38)
¢ a velocidade linear de arrasto. Como apontado em [24, 30], para um 6 fixo, os vetores
de Killing 0; e 0, podem intercambiar sua caracteristica espacial /temporal. No entanto, é
possivel definir uma orientacao do tempo em cada ponto do espago-tempo (exceto r = 0).
Uma vez que consideramos um r fixo, esta orientacdo do tempo nao muda. Entao, para

preservar a orientacao do tempo, ou seja gy > 0, devemos definir

Vo <v<vp, vy =vgE A ui+1. (3.9)

vy representa os valores limites das velocidades do aparelho, aos quais nos referimos como

casos ultrarelativisticos.

Substituindo as componentes da métrica (3.1) na eq (2.28) e escolhendo a orien-

tacdo x para o aparelho (G¢ = 0), temos

2
e — 11— (v —va)” ' (3.10)
vac ,Ug + 1 m
Enquanto para a orientagao vy,
241 -3(v—wg)’
e — Vit (v=va) A2+ 1E, . (3.11)
2

(03 +1) = (v —va)?]
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Os valores coincidem para o momento linear zero

v=vg = &V =) — g (3.12)

vac vac

Entretanto, eles se comportam de maneira completamente diferente para outras velocida-
des. Em particular, nos regimes ultrarelativisticos, v — vy, temos,
€@ 0

v vy = vae , 3.13
£ @ o () oo (313)

vac
com os sinais (£) como sendo para as condi¢oes Dirichlet e Neumann, respectivamente.

Enquanto na orientacao = a energia de Casimir vai para zero, na orientagdo y essa
energia diverge. Lembrando que, como no caso em Minkowski, a energia &,, decai com o
aumento da massa, na orientagao y um campo escalar muito massivo ainda pode produzir
uma forga de Casimir. Além disso, na orientagdo y, a energia, ndo apenas diverge, mas
com um sinal oposto a &,,. Entao, sem mudar a condi¢ao de contorno, podemos mudar
a forca de Casimir de atrativa para repulsiva. Ou seja, a energia de Casimir assume a

intensidade usual, mas com sinal oposto quando

v=>0r=vg+ \/(2\/3 — 3) Wi+1) =¥ =-¢&, . (3.14)

A energia se anula para a velocidade

2
v:v()i:vd:t\/vd;_ — v — 0, (3.15)

sendo atrativa em vy_ < v < v, e repulsiva fora deste intervalo. E importante notar que

todos os valores de U4 e vpy estao na faixa (3.9). Isto significa que o efeito da mudanga no
sinal de for¢a de Casimir nao pode ser associado com qualquer defeito causal na trajetoéria,

ou outro processo relativistico proibido.



30

y-orientation

Y=a

Figura 2 — Orientacao das placas de Casimir para a metrica de Kerr.

3.2 Aplicagao para a Métrica de Kerr

Como um segundo exemplo, agora aplicamos nosso resultado a geometria de Kerr,
um caso com aplicagoes mais diretas em problemas de fisica. Neste caso, as orientagoes
consideradas sao ilustradas na Fig 2. Seguindo [18], iniciamos com a métrica de Kerr nas

coordenadas de Boyer-Lindquist,

2M A ) Asin? 6
ds? — (1 - Er) At + 2 gsin’ Bdtdip — ~dr® — d? — =5dgt . (3.16)
onde
Y =r?+a%cos’d, A=r’+a®—2Mr,
A= <r2 + a2) Y+ 2Mra®sin? 4 | (3.17)
a = J/M é o momento angular por unidade de massa, e
2M
e A

é a velocidade de arrasto do espaco-tempo. Temos interesse em Orbitas circulares equato-
riais, entao, como no caso anterior, consideramos um observador que se movimenta com

as placas, através da transformacao
o'=p-0t, (3.19)

onde Q é a velocidade do aparelho de Casimir. Com a transformagao (3.19) a métrica de
Kerr (3.16) torna-se

Asin? 4

/ A
dp? —2(Q — wy) < sin?dtdy’ | (3.20)

by
ds? = gudt® — =dr* — Xd6? — =

A

onde

gy =1 — 2; [Ai[;n -0 (wd — 2) sin? 9] ) (3.21)
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Para as placas se movendo em uma orbita equatorial (f = 7/2, ndo necessariamente

geodésica), podemos escrever

_AE 1 A?
Ju = A AS2

(Q—wa)?| . (3.22)

Os observadores permitidos exigem gy > 0, portanto

YVA
Q_<Q<Q+,Qi:wdij—. (3.23)

Agora consideramos o referencial local cartesiano (x,y, z) anexado ao aparelho de

Casimir e centrado em uma das placas,
dx = rdy', dy =dr, dz=rdf . (3.24)

Como resultado, a métrica (3.20) se converte em

A A r?
gtx:_7< _wd) ) gazx:_ﬁ ) gyy:_Z ) gzZ:_l . (325)

Substituindo as componentes acima da métrica em (2.28), e escolhendo a orientagao-

2 (Gm = 0)7

€. = R(r;Q,M,a) &, (3.26)
onde
. GttGzx A2 2 2
R(r;Q,M,a) = T ll—M(Q—wd)] . (3.27)

Esse é o resultado obtido em [18] para o caso sem massa, ou seja, &, = £ com & em

(2.33), onde se pode encontrar a andlise de R para varios intervalos dos pardmetros.

Para a orientacao-y temos

3 2
cv) — 2 (1 ) 2
6Uac R < 3R 5771 ) (3 8)

onde foi usado (2.6). Observe que, para ) = wy, chamado de observador de momento
angular zero (ZAMO), g, =0 e

Q=wg=e¥ =@ =g (3.29)

vac vac

Assim (como apontado em [18] para a orientagdo x), neste caso, a simetria do espaco-
tempo é restaurada para todas as orientagdes. No entanto, fora da configuragdo ZAMO,

o comportamento do aparelho Casimir depende fortemente da orientagao,

_(y) 2
O] b=l e 0. VE) | (3.30)
€vac
onde , )
A
9(8) =~ = ) 5 €[0,00) . (3.31)

GiuGea  Art — (A9)
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A partir das expressoes acima, vemos que €. > €@ Esta diferenca na energia pode
resultar em uma tendéncia do aparelho em assumir a configuracao de energia mais baixa,

isto é, a orientacao x, ou um torque que gera uma precessao em torno do eixo x.

Como um caso especial, podemos considerar o regime de campo fraco, ou seja,
vamos manter os termos de primeira ordem nas quantidades M /r e a/r para comparar

com o limite Newtoniano. Neste caso, podemos escrever

R=1-2+0(2*) >R "' ~1+z, (3.32)
que resulta
W)
5”—: ~1-—3z, (3.33)

o que mostra que, no regime de campo fraco, a corre¢ao na orientagao y ¢é trés vezes maior
do que na orientagao x. Para o exemplo de um dispositivo Casimir orbitando o equador de
uma estrela de néutrons girando, considerando M ~ 1.4M, r ~ 10°m e Q ~ 190rad /s,

a referéncia [18] determina z = 2.3 x 107°.

Como no exemplo anterior, no regime ultrarelativistico temos,

ez 0
QO Q= { e , (3.34)
eW) 5 (£) o0

vac

com (%) os sinais para as condigdes do tipo Dirichlet e Neumann, respectivamente. No-
vamente, no caso da orientacao x a energia de Casimir vai para zero, o0 mesmo acontece
para a geometria de Schwarzschild quando o movimento orbital da cavidade se aproxima
da orbita de geodésica nula em r = 3M [18]. Mas, na orientagio y, a energia diverge para
um valor com um sinal oposto a &,,. A forga Casimir (energia) se anula na velocidade

angular

Ar? ()
Q= QOi = Wy + gz - Gvyac =0. (335)

As trajetorias para as velocidades Qo+ (3.35) sdo mostradas na Fig. 3. Neste grafico
Q). corresponde as velocidades (3.23), quando a energia tende a zero para a orientacao
x. Na orientagdo x, a energia é sempre negativa. Na orientacao y a energia é negativa na
regido cinza escuro e positiva na regiao cinza clara. A energia de ambas as orientagoes
coincide na trajetéria ZAMO wy. Este grafico mostra também as trajetorias geodésicas.
Temos trajetérias geodésicas onde a forca de Casimir é atrativa, repulsiva ou nula, na

orientacao y.
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Figura 3 — Grafico de 2 com respeito a » para M = 1 e a = 0.7. A linha sélida Q.
representa os casos ultra-relativisticos, onde a energia Casimir desaparece na
orientacao x. As linhas tracejadas 2o+ sdo as trajetérias onde a energia Casimir
desaparece na orientagdo y. A linha pontilhada w, é a trajetéria ZAMO e as
linhas trago-ponto as geodésicas. Na orientacao y a energia é negativa na regiao
cinza escura e positiva na regiao cinza clara. As regioes cinza representam todas
as trajetérias admissiveis.

3.3 Discussao

Estudamos o efeito Casimir em espagos-tempos axissimétricos estacionarios, con-
siderando duas orientacoes das placas em relacao ao arrasto do espaco-tempo. Mostramos
que os modos continuos do campo, que contribuem para a normalizacao do campo e, con-
sequentemente, para a energia Casimir, pode mudar o sinal da energia de Casimir quando
as placas estiverem perpendiculares a direcao de arrasto do espago-tempo. Nosso traba-
lho reproduz resultados anteriores para o campo escalar sem massa em uma orientacao
especifica e prevé novos efeitos para um campo escalar massivo. Em especial, mostramos
que a geometria do espago-tempo representa um novo mecanismo para mudar o sinal da
energia Casimir, mesmo na auséncia de acoplamento gravitacional entre os campos escalar

e gravitacional e condi¢oes de contorno mistas.

Para a geometria de Kerr, mostramos que a energia de Casimir para orientagao y é
maior do que a energia para orientacao x, para todas as trajetorias circulares admissiveis,
incluindo as geodésicas. Pode-se esperar que esta diferenca resulte em uma tendéncia do
aparelho em assumir a orientacao mais baixa de energia e se alinhar na dire¢ao tangencial
com respeito ao objeto em rotagao, o que pode ser entendido como uma buissola quantica
para o arrasto do espaco-tempo. Além disso, na existéncia de um torque, isso implica em
uma precessao nessa direcao, de forma semelhante ao que ocorre no efeito Lense-Thirring.
A determinacao efetiva desta nova precessao requer a analise da variagdo continua da

orientacao, um trabalho em progresso.

Embora a verificacdo gravitacional desses efeitos exija configuragoes envolvendo
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6rbitas em torno de objetos muito massivos e em rotac¢ao rapida (como estrelas de néu-
trons), talvez esta verificagdo possa ser explorada usando algum analogo hidrodinamico
de um buraco negro em rotagao, como feito em [31] para estudar os modos quasinormais

de tais objetos.
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OPERADOR DE KLEIN-GORDON E O
ESPECTRO

APENDICE A -

A métrica axysimetrica que usamos tem a forma

ds® = gudt® + 2gidtdr + gupda® + gy, dy® + g..dz>, (A1)
com tensor métrico dado por
9t Gz O 0
9tz 9zx O 0
g,uu g t (AQ)
0 0 gy O
0 0 0 g..

Para calcular o determinante, usamos o método do bloco diagonal 2 x 2, e consideramos

as matrizes

~ gt Jtx o .
Jab = det(Jar) = § = Gugaa — 9t (A.3)
gtm gzx
e
g 0
God = [ o ] det(glg) = 9’ = gyyge- (A.4)
0 g
com determinante
9=239 = Gyy9::9 -
Com isto, a métrica assume a forma
b It gtx_ - Yo i
ga - th gtf (A5)
Otz gmc_ - g ?
e -
1
0
red — | 9uy A.6
e ] o
Assim, a métrica inversa vale
L )
g g
—de 9t ) ()
HY — g g A7
g 00 oo (A7)
0 0 0o -
gzz
Para determinar o operador de KG
D= g"'o? + 29" 0,0, + g*T O + gyyaj + g2 +m? (A.8)
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com o campo escrito da forma

Y = e “ntet=Z exp (iKwaz) f () g (y) (A.9)

primeiro calculamos as derivadas

O = (—iwn) b, Fp = —wptp, 2 =~k

Oy = (9,1gg) , v = [(dyIng)* + (&2 Ing)| ,

Outp = P [(iKwn) + doIn f]

02 = {~ K2 + 2w, KdyIn f + (doIn f)* + d2In f (A.10)

Usando estas derivadas acima, a eq (A.8) torna se

tx

(0 {—gttwi — 2wpd, In fg*™* (g
g

Tx

K> +2g" Kw? + g™ [~ K2 + (doIn f)? + d2 In f| }
+ g% 0 — g7k + mPY = 0. (A.11)
A ideia é eliminar o termo linear em w, para isso, podemos fazer

K=9_ __ 9= (A.12)
g Gt

Para as duas orientagoes das placas, (ou seja, se g (y) = sin (kyy) ou g = exp (ikyy)) nos
temos

2 2 2
d,g = —k,g = —k. (A.13)

A.1 A Meétrica inversa e o Vetor Unitario para X

A partir do comprimento de arco, Eq. (A.1), podemos calcular o elemento de linha

inversa (métrica inversa)

82 _ Jzx 62 291&:5 82 Gtt 82 1 872 1 82

92 g OB § 0o | §O0aE | g0 | g 022 A1
O vetor ortonormal para a superficie > pode ser construido como
o 1 0 gw 0\ [(9w) 0
9§ [<\/g—8t - \/g_(?) } ( Gor ‘g“> 0]
L1 10 (A.15)

Gyy ay2 92z 022

A partir desta expressao, se escolhermos d¥ = dxdydz, encontramos

Gzx Gtz g
nt = -, — ,0,0 , gy = — . A16
( g V 99z ) it ( )
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Este é um vetor tipo tempo. Entao

Gunt'n” = gun®n® + gan'nt + 2g,,nnt
T 1

= |g~ |gtt + Goulin = + —297,
I 9] 1gz2| 19

onde

Usando o resultado acima em (2.13), juntamente com a solugao de campo,

A A - . b
U = Nype~@mt gthzm? o {—z' (gtwm — l{:xm) a:} sin [W <m + ) y] , (A.17)
Gt L 2

para a orientacao y. Para o caso b = 0 vale a condicao de Dirichlet na segunda placa,

entretanto para b = 1 vale a condi¢cao de Neumann.
(s ) =1 [ (0,605 — YruD,5] G (A.18)
=1 ggno/z[(—iwmwm)zb:; — Uy (iwp))|dxdydz

+ iy/gun’ /2 { [—z’ (?«Zwm — kmm> wm] v — U, [z (i:wn — km> w:;] } dxdydz.

(A.19)
Considere
Iy = ggno(wm + wp) /dxdydz¢m¢; , (A.20)
com 1isso,
/da:dydzw v = N,N, /dzei(km_kz")z /dysin il m—i—é y| sin il n+é Y
mrn nem L 2 L 2
27 (kzm —kzn) %&nn

X /dxe:vp {1 Kgmwn - km> — (‘qmwm — kom ] x}
gt gt

L Gtz Gtz >‘| }
= NmNn 2m 2*5mn 5 kzm - kzn 6 —Wp —Rgn | — | — Wmn — kxm )
(2m) 2 ( ) {[(gn ) (gtt
(A.21)

T S—

portanto Iy vale

L
]0 = gzn()(u}m + wn>(2ﬂ')2§NmNn

X G O (Kam — Kun )0 { thwn - kn> - (g%m - km)] } (A.22)
it gt

[1 — gEnl { [(‘%wm _ k$m> + <gt$wn _ kxn)] } (27T)2£NmNn
it Gt 2
X S O (om — Ko )0 { Kg%n - km> - <9%m - kmﬂ } . (A.23)
it it
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Podemos escrever I; como

I = \/gsn { Bt (W + wn) — (kzm + km)] } (2w)2§NmNn

tt

X G O (Keums — Kon)d { l(gtwn - kn> - (g%m - kmﬂ } . (A.24)
it Git

Com isso, das contribuigoes de Iy e I segue que

L .
N3\/92(2w)2§ l2wnn° +2n' <gtwn —k )] =1, (A.25)
it
consequentemente
1
N? = : (A.26)
(2m)2L\/95 {nown + (j;—zwn — k:z) nl}
Consideremos
(n +de 1), (A.27)
it
onde

Otz 1 gtw Gtz
n + — vV Yzx
gtt ( gt vV g:m:)

QI

Sl -

_ (gn |9z +gm> _ 1 ( gttgmrgm) 1 < - ) _Va
gtt\/ Gax \/5 gtt\/ Gzx g gtt\/ Jzx gtt\/ Gax ’

(A.28)
portanto
1 g T
Nn2 — _ — 5 gtt\/gg~ (A29)
—(2m)’Ly/Gs [wngle + Ak, | —(2m)°Ly/G5 [wnd + g1 guiks]
ou

N2 — _ Gt/ 9tt9za Gyy 9 ___ 9u Gt Gz Gyy 9 . (A.30)
9(2m)>L {Wn + %kx} g(2m)2L [wn + g kx]

n
Procedemos agora o calculo da constante de normalizagao para a orientacao-z, seguimos

(2.10), neste caso podemos escrever a solugao de campo como

, 4 . iy b
Uy = e mbgikmz gikymy o =C g m iy Tm+2) 2| . (A.31)
L 2
Usando o produto Klein-Gordon (A.18), podemos definir
Iy = g5 1 (e + ) [ dedydznt (A.32)

com

/da:dydzwmw; = /dz ei(kzm—kzn)z/dy cilkym—hyn)y

dae’ o n—em)z g | T m—i—g 2| sin | X n+é x
L 2 L 2

Bw . | T b |7
= (2m)28(kom — kon)O (kym — kyn) /d:r;e Prm® gin [L (m + 2) x] sin [L (n + 3

Bam = 2 (w0, — wim) (A.33)
gt

b

)
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I= /dxe’ﬂ”mm sin [Z <m + g) x} sin [Z (n + g) x] = I;(zﬁnm) (A.34)

1 1
X{me—On—m%’+@+m+nWﬂ—H%m
) —1)ym—n b —1 m-+n
_elLﬁnm ( ) + ( + m + n)( ) . (A35>
1202, — (m—n)?a? (b m o+ n)Pn? — [22,
Pela condigao de ortogonalidade m = n entao f3,,, — 0, portanto, calculamos
. L? . 1 ) e LBnm L
pim  [= 5 Jim [Mmm - ﬁmwm] R (A.36)
Assim, sem perda de generalidades, podemos escrever
Iy = /gsn'w,(27)*LN? . (A.37)
Para
Iy = iy/gan® [ [(Om)s = v (D107)] dadydz (A.38)
a integral

[ dudydz (@), = (27 NNy — Fyn) (b = )
% N [ dw e sin| T (m+ 2 2l sin | T (0t 2
x{( thtwm>/0 dre Sln[L<m+2>x]sm[L<n+2 x
+W/deei5”mwsin T n—i—é x| cos | = m—i—é x (A.39)
L Jo L 2 L 2 ’ '

usando

L Bz o [T 1 s b 0 m=n
/0 dx e sin [L <n—|—2) x] Cos [L <n+2> x] = {an m#n, (A.40)
onde
p oL { (m—n)m

"2 L [(m = n)m 4 LBpm) [(n — m)m + LB
N (b+m+n)m

[(b+m+n)T — LBum| [(b4+n+m)m + LB
| (m — (=1

[(m —n)m + LBum] [(n —m)m + LBum]

[(b+m +n)7 + LB (—1)"" ] }
[(b+m+n)T — LBum| [(b4+n+m)m + LB ’

(A.41)

(verifique [32] para mais detalhes) mas, para m # n, a funcdo ¢ cancela a contribui¢ao da

integral. Agora para a integral

. \ L
/ drdydzin, (0107) = (21)2 Ny NS (kym — kyn )3 (kzm — k) <i?wn> 5 (A4
tt
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entao a contribuicao para I3 é
Iy = /gon' (27)2L <gtwn> N2, (A.43)
Gt

juntando os resultados acima temos

Nv/9s(27m)*L (n"wn + nlg“"wn) =1. (A.44)
Gt

Com isso,
1

(2m)2L/Gston (1 + nt =)
1 o it V ggmz

N? =

n

(27()2[“ / gxWn gtt% (27T)2L\/ ngng
gtt\/ _gttgxmgyygzz A
=— . 45
g(2m)? Lw, ( )

A.2 O Tensor de Energia-Momento e a Energia de Casimir
O proximo célculo refere-se a orientagao y. Vamos determinar a energia do vacuo
€vac = WHw” (0|T),,] 0) , (A.46)

para um observador estatico

1
\ 9t

wh =

(5’”, Gtt >0. (A47)

Onde
Cuae = (90) "3 [ Ahadhey T [0 (R), 07,(F)| (A.48)

e o tensor energia momento e dado por
7 (1 * 1 o * *
T [0 (k). 0" (R)] = 000" — Sgug0,000,0" + agum™ ). (A.49)
Podemos ver que para o tensor de energia e momento, a parte relevante vale

9" 00, 0" = [ [g"w? + g7k + wu K g™ (2 + wn K) — 2w,0" (Kuwy + k)
+9"|dg In g* + g*|d, In fI?] . (A.50)

Reorganizando os termos

gpaap"vbaaq/]* :|¢|2X
2 tt T tx 2212 T tx
w2 [g" + (Kg™ = 29" K| + g7k + 2wa (g™ K — g7 )ky
+ g*|d, Ing|? + ¢**|d, In f|* . (A.51)
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Observe agora que

txr\2
T T g
9" + (Kg™ —2¢")K = ¢" — <gm) :
com isso
PO = W{ + R+ ", gl + g d, 1nf|2} (A52)
Usando
[1* = [N fPlg]> = [N]? sin®(ke€) (A.53)
temos

g=ck¥ f(x)=sink,z =

e 0 f[2 = (dIn f)? = —ky — d2In f = k2 (& — 1),
(A.54)

orientacao-z, { = x € [0.L],a =y : {

f=e*® = |d,Inf| = k2, g(y) = sin kyy =

dyIng|? = (dyIng)? = —k, — d2Ing = k2 (5 — 1),
(A.55)

orientacao-y, £ =y € [0.L],a =z : {

com 1isso,

1
po 2 221.2 o 1.2 139 _
977 0,00,0* = || { + g7k + gokL + gk <sin2(k;5g) 1)} (A.56)

Usando os resultados acima, o tensor energia momento vale

1
Ty = W) - *gtt [l@ﬁl2 { + 97K + 9"k + gk (sz(l@ - 1) H + agym®|y|?

(A.57)
1 1

— 2 = zsz aakQ §fk2 -1 2 A
9] { W’ 59 |9 [ L+ 9"k, + g7k 2 (ked) + agum (A.58)
= *Id}lzg . 97k + g*k2 + g% kZ )|t 2am? (A.59)

2 i Gt # @ £ Sin2 (kgf) )

3 4 ax 2a _'_ 1 1

= gl fsinhe) 702+ goenz - 0 4 e (4.60)

com a = 1/2 temos

* : zZ o 1
To(h,67) = —gel NI {sin (hed) [972K2 + 22 — ] + Sgh2} (A.61)
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APENDICE B - ENERGIA CASIMIR PARA AMBAS AS
ORIENTACOES

Neste apéndice, mostramos alguns resultados do capitulo 2, comeg¢ando com a eq
(2.23)

€ J.2
— gulN;, /Z /a/§ [Sinz (knf) (g”ki + g*kS — m2> + 9271] V—gsdzdad§ = (B.1)
1 L
— guN? {2g55k§/dz/ da/d§+ (k2 + gook? —m2)/dz/ da/ sin? (k,sf)}
z « 13 z a 0

1 1
= —guN2 {SORL L L+ S L Lo (g R + g0 — )

n

1
"LoLoL [gK; + (972 + g°°k% = mP)] = S L.Loa LN} (B.2)
O volume proprio é dado por

V, = /dzdad&/—gz =+/—gsL.L.L . (B.3)
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B.1 Integral

Calculo da integral (2.25)

2

Wn,

1= [ dadh. | ——2
wn _|_ thtg;z a

| I

Vamos considerar a integral [,,, onde

1 1 1
w? = — gqutki +—ki+ —k - m21 gy = — [gwki + g% kg + g—kﬁ —

Gee 92z

considerando a transformagao

1
ko = U_ﬁk cos, k,=+/—g..ksind,

zZz

8 (ka k ) Bka Bkz
Aok, = SN0 %) qp g — dkdo
0 (k,0) aake %"Z
922 1 dkdo),
gaa

consequentemente

2
L= [ 222 [ kakds I .
9 wn+\/—%kc086

Veja que w, nao depende de #, entao

27
40 1 _ 2

0 G2 G2 '
wn + |~ Cflit g cos 0 \/w%+ C it g2

Escrevendo o espectro na forma

wl = [k?2 - g§§k€ + mﬂ it

e substituindo na expressao acima, obtemos

2
I, =2 ,/g”/ kdl
\/ +thtgtzk:2

ggOtOé
e [ 9ot |K> — g*°kg +m?
= o,/ 2 / kdk [ ¢+ m
g** Jo 2 2 _ 2] o G959t 10
gttk giekE —m?2| + St

k2—955k§+m}
—or 1/ ‘/—/ k:dk —
— g%kE + m?| + S

/ k’2 — g%k +m
gzzgtt/ kdk }
\/ 1+ < gtlgﬂ k2 — g% kZ +m?
00 ]{72 — §£k2 +m
— 271' 9z20t / kdk [ g 3 } 7
e Ny N

2
Gtt,

(B.4)

(B.10)



com

F:P+w%%«

g gaoz
Definamos

u=Fk — g%k +m®, du=2Fkdk.
Usando (B.11) e (B.12), (B.10) torna-se

u+g k m] —g§£k§+m2

9z20tt u(oo
F= o [T 100 du
goo Ja

— o G229t /”("O) du U + gfské } Fg&kg + Fm?
[ 2F? \/a

no 72 aa u )
F2\ ¢ u(0) Vu

gttgzz

Com isso

n F2 I+ (1= F) (¢%k —=m?) 1] ,

u(o0)
I, = / ut? du
u(0)

Vamos considerar os seguintes calculos de integrais divergentes:

I+=/ dur/u = /() duu=>/?
U u(0

(0)

s=—1

1-s/2 |u(o)

/u(OO) duu_s/2 _ u
u(0) 1—5s/2 w(0)
B u<oo>1—s/2 B u(o)l—s/Q

1—s/2 1—s/2

2u(0 1-s/2
:0—“;) L Rs>2;
— 5
e
u(o0) 1 u(o0)
1_ :/ du—= = / duu*/?
u(0) \/ﬂ u(0) s—1
2u:(0 1-s/2
— s
sendo
u(0) = —g&kg +m? .
Juntando os resultados acima entao
1—s/2 1-s/2
1, = - (1-F)u, (0) ————
F2 goa [ T=s2 | (1= F)un (0) =75
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(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)
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ou,
27 9tt9zz (2 ) 3/2
L= 2 F) [, (0% . B.20
o[ 2= (5= F) [ 0)] (B.20)
Agora podemos avaliar a (continuagao analitica da) soma
3 3/2
/—até b\ 2
3w, (02 = 7° VoIm Siin+z] +¢ ,
L*m?
2 e —
usando a relagao [3]
S b’ 2 B . (8 _ %)
E|#2) +o) -vrg
4 1 > n 1
+ r7(T Lip3 (~1)"" 03K, s (2mnq) | (B.22)
n=1

onde K, é a funcao modificada de Bessel de segunda classe. Com isso,

00 3 _ &€ 0o [ bn
>, (0072 = By q2 v z Ky (2mng) | (B.23)
n=0 n=1
onde usamos K_5 () = Ky (x) e
3
3 A/ — 33
=2 |V pg) (B.24)
8 L
Do comportamento assintético da fungao de Bessel [29]
z>>n= K, (2) ~ T (B.25)

V2% 7

observamos que o termo FEy pode ser associada com o limite L — 0o (¢ — o0) e, con-
sequentemente, corresponde a (sempre divergente) energia do vacuo sem fronteiras. Este

termo deve ser descontado no calculo da energia Casimir [33]. Portanto

J—g]’

L

> Gitgzz
I,
> s

(g - F) i (—7112)""[(2 (2q7n) (B.26)

n=1

Para nossa consideracao de uma métrica constante, o termo entre colchetes da equacao

acima pode ser reconhecido como o comprimento proprio L, [18]

/ Ddg L\/> (B.27)

Finalmente, apés algumas manipulagoes dos elementos da métrica, usando (B.27), (B.26)

(B.11) e (B.12) em (2.24), podemos escrever a energia de Casimir na dire¢do & como

~ (4Ge—1)/2
él). = <g> < + 3G£gt‘”> Em (B.28)
g

Gtz



onde,

93

(B.29)
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