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RESUMO

Neste trabalho oportunizamos ao professor duas propostas didaticas sobre
probabilidade e uma aplicacdo do Paradoxo de Monty Hall. A primeira proposta € Tiro
ao alvo triangular e probabilidade geométrica, que foi elaborada durante as
orientacdes deste trabalho. A segunda proposta é Abordagem ladica do problema do
macarrao — Desigualdade Triangular, que foi aplicada via oficinas em eventos relativos
ao PROFMAT e OBMEP, e no Il Encontro Paranaense do PROFMAT na UTFPR-
Curitiba/PR. Em ambas propostas, utilizamos como base o Problema do Macarréo,
gue faz uma ponte entre Probabilidade e Geometria. Estudamos o Paradoxo de Monty
Hall e o demonstramos via Teorema de Bayes, em seguida o aplicamos na resolugao
de questdes do vestibular da UEL.

Palavras-chave: probabilidade; probabilidade geométrica; monty hall; teorema de
bayes.



YAMAMOTO, Tiago Aparecido Shigueo Umeki. Creative Activities for teaching
Probability and Geometry: The Monty Hall Paradox, the Noodles Problem, and its
applications. 2020. 86 p. Dissertation (Professional Master in Mathematics in National
Network) - State University of Londrina, Londrina, 2020.

ABSTRACT

In this paper we provide the teacher two didactic proposals: on probability and an
application of Monty Hall's Paradox. The first proposal is Shooting the Triangular
Target and Geometric Probability, which was developed during the paper’s
orientations. The second proposal is a playful approach to the Noodles problem -
Triangular Inequality, which was applied via workshops at events related to PROFMAT
and OBMEP, and at the Il Parana Meeting of PROFMAT at UTFPR-Curitiba / PR. In
both proposals, we applied the Noodles Problem as a basis, which links Probability
and Geometry. We studied the Monty Hall Paradox and presented it via Bayes'
Theorem, then applied it to the resolution of UEL entrance exam questions.

Keywords: probability; geometric probability; monty hall; bayes' theorem.
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1 INTRODUCAO

A probabilidade sempre foi um contetdo atrativo e que despertou
nosso interesse. Apesar de no inicio parecer confusa e complicada, apés algum tempo
de estudo nos habituamos com suas peculiaridades. A escolha especifica do tema
que abordariamos nessa dissertacdo nao foi facil, pois h4 muitos, entretanto nossa
pratica como professor foi substancial.

Como docente, vemos nossos pupilos se indignarem com alguns
resultados provenientes da probabilidade. Isso geralmente é motivador, pois faz com
que ele, o aluno, elabore argumentos, conjecturas e realize debates com o professor
ou colegas até nos convencer ou ser convencido sobre a validade ou ndo de seu
raciocinio. Assim surgiram as ideias e assuntos deste trabalho.

Pesquisamos sobre quais poderiam ser os tdpicos dentro da
probabilidade, que estudariamos nesta dissertacdo, para possivel desenvolvimento
posterior em sala de aula , optamos por estudar o Problema Monty Hall e
Probabilidade Geométrica, via o Problema do Macarrdo. Assim, abordamos
probabilidade discreta e ndo discreta, sendo este Ultimo raramente discutido na
Educacao Béasica e apresentando escassez de material tedrico para pesquisa, embora
traga consigo discussoes, pelejas e conteludos que podem ser bem atrativo aos alunos
e professores.

O objetivo geral deste trabalho é oportunizar ao professor trés
propostas didaticas, sendo que uma delas ja foi aplicada via oficinas em eventos
relativos ao PROFMAT e OBMEP, e outra foi apresentada no Il Encontro Paranaense
do PROFMAT na UTFPR-Curitiba/PR. N&o é nosso propésito nos aprofundarmos na
parte tedrica da probabilidade, pois julgamos que o professor, publico alvo do trabalho,

ja o conheca. Desta forma, nos deteremos a algumas explicacdes e orientacbes de
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como analisar as situacdes por meio do raciocinio légico, mantendo a devida
formalidade.

Assim, no capitulo dois descrevemos alguns resultados preliminares
gue servirdo de apoio e base para a leitura do trabalho. Demonstramos a condicéo de
existéncia de um triangulo, pois geralmente este resultado ndo se encontra em livros
didaticos do Ensino Basico. Deduzimos o Teorema de Bayes para o caso de n eventos
a partir do teorema da probabilidade total e particularizamos para o caso de tres
eventos A4,,A4,,As, onde 0s eventos A; sdo mutualmente exclusivos e sua unido € o
espaco amostral S. Conceituamos probabilidade geométrica, com intuito de aplica-la
em atividades préticas.

No capitulo trés apresentamos o Problema ou Paradoxo de Monty
Hall, problema matematico que surgiu em um programa de TV chamado Let’s Make a
Deal, exibido nos EUA. O paradoxo € de facil compreensao, resolvé-lo, entretanto, é
contra intuitivo e usualmente causa equivocos. Consiste num jogo em que um
participante precisa escolher uma entre trés portas: atrds de uma delas estd um carro,
e nas outras, cabras. Suponha que ele escolha a nimero 1 e 0 apresentador - ciente
do que ha por tras de cada porta - abra a numero 2, por exemplo, que tem uma cabra.
O participante, entdo, tem a opcao de continuar com a porta 1 ou mudar para namero
3. A questdo é: Ele deve mudar de porta? Abordaremos este classico problema, além
da versao estendida para 4 e 5 portas. Sempre suporemos n — 2 portas seréo abertas,
onde n é a quantidade de portas do problema em questdo. Inicialmente o
resolveremos da maneira que consideramos mais didatica para o aprendizado do
aluno. Em seguida, mostraremos sua resolucao via Teorema de Bayes.

Dedicamos o capitulo quatro a sintese da estrutura de avaliacéo

objetiva, habitual em nosso Sistema de Educacédo, sendo utilizada no ENEM,
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vestibulares e concursos publicos. Notamos que, quando se discute as probabilidades
de acerto numa questdo objetiva, os estudantes ficam empolgados, elaboram
conjecturas, argumentam, participam bastante da aula e ficam curiosos sobre os
resultados obtidos. Com isso em mente, mensuramos quais sdo as chances de o
estudante acertar uma questédo, utilizando ou ndo Monty Hall. Assim sendo, neste
capitulo, analisaremos a estrutura de questdes objetivas, com 5 alternativas de
resposta sendo 4 distratores e somente uma correta. Aplicaremos a solucdo do
Problema de Monty Hall para cinco porta, em questbes do vestibular da UEL,
descrevendo passo a passo 0 processo.

No capitulo cinco, abordaremos Probabilidade Geométrica via o
Problema do Macarrédo de autoria do professor Eduardo Wagner. Fazemos uma
generalizacdo do caso e colocamos sob outra perspectiva. Apresentamos duas
atividades/jogos exclusivas, ambas geradas durante o desenvolvimento desta
dissertacao, tiro ao alvo triangular e abordagem ludica do Problema do Macarrdo. Em
seguida relatamos como foi a aplicagdo da oficina Explorando a desigualdade
triangular de forma ladica, em que é proposto aos alunos a seguinte questdo:
“Langando-se trés dados, qual € a probabilidade de construir um triangulo com os
valores obtidos?”.

No capitulo seis, sdo apresentadas as considerac¢des finais, as nossas

expectativas para futuros estudos e trabalhos.
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2 PRELIMINARES

Para estudarmos qualquer ramo da matematica, € necessario verificar
as notacdes e termos que serdo utilizados e posteriormente o contetdo a ser estudado
em si. Com base nisso, este capitulo tem como finalidade revisar termos que
consideramos essenciais para a compreensao deste trabalho. Tentamos simplificar o
maximo possivel a linguagem utilizada, mas sem perder a formalidade necesséria

para o estudo.

2.1 Condicéo de existéncia de um triangulo?

Vamos demonstrar a condicdo de existéncia de um triangulo, e para
isto utilizaremos de trés proposicées que podem ser encontradas no livro Geometria
da colecdo do PROFMAT.

Proposicéo 1: Se ABC é um triangulo tal que B > C, ent&o AC > 4B.
Demonstracéo.

Como B> C podemos tracar (cf. Figura 1) a semirreta BX,

intersectando o interior de ABC e tal queCBX =

N |-

(B—C). Sendo P o ponto de

interseccéo de BX com o lado AC, segue do teorema do angulo externo que

N =

- . S DU I
APB=CBP+BCP=E(B—C)+C= (B +C).

! Demonstragdo da proposicédo pode ser encontrada em (NETO, 2013, p.3).
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Figura 1 - Ordem dos lados e dngulos de um triangulo
A

Fonte: Préprio autor

Mas, como

~

APB=F—2(B-C)=5(B+0),
segue que o triangulo ABP é isOsceles de base BP. Portanto,
AB = AP < AC.
C.Q.D.
Coroléario 1: Se ABC é um triangulo tal que A > 90°, entdo BC é seu
maior lado. Em particular, num tridangulo retangulo a hipotenusa € o seu maior lado.
Demonstracéo.
Basta observar que, se A > 90°, entdo A é o maior angulo de ABC, de
modo que BC é, pela proposigdo anterior, o maior lado.
C.Q.D.
A proposicao a seguir é conhecida como a desigualdade triangular.
Proposicéo 3: Em todo triangulo, cada lado tem comprimento menor
gue a soma dos comprimentos dos outros dois lados.
Demonstracéo.

Seja ABC um triangulo tal que AB = ¢, AC = b e BC = a. Mostremos

que a < b + ¢, sendo a prova das demais desigualdades totalmente analoga. Marque
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(cf. Figura 2) o ponto D sobre a semirreta CA tal que A € CD e AD = 4B.

Figura 2 - Desigualdade triangular

B a c

Fonte: préprio autor

Uma vez que
CD=AC+AD =AC+AB=b+c,
pela proposicéo 1 é suficiente mostrarmos que BDC < DBC. Mas, desde que BDA =
DBA, basta observarmos que
BDC = BDA=DBA<DBA+ ABC = DBC.
Sendo a, b e ¢ os comprimentos dos lados de um triangulo, segue da
desigualdade triangular que
a+b>c, a+c>b, b+c>a.
Vamos analisar a inequacdo b +c > a. Isolando ¢ no primeiro
membro teremos
c>a-—b. (2.1)
De forma anéloga, isolando ¢ na inequacéo a + ¢ > b, teremos
c>b—a. (2.2)
Por (1.1) e (1.2) segue que ¢ > |a — b|. Entdo sabemosque a + b > ¢
e que ¢ > |a — b|, portanto
la —b| <c<a+b. (2.3)

7z

Serd que geometricamente € possivel chegar nas mesmas
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conclusdes apresentedas anteriormente com relagdo a medida do comprimento c?

Considere dois seguimentos de comprimento a € b com a > b.

Figura 3 - Seguimentos de medidaaeb
d

Fonte: préprio autor

Qual deve ser o comprimento do seguimento ¢ para que possamos construir um
triangulo com os lados medindo a, b e ¢c? A menor medida do lado ¢ devera ser quando

0 angulo entre os dois seguimentos for nulo.

Figura 4 - Seguimentos de comprimento a, b e ¢

d

Fonte: préprio autor

Pela figura 4, notamos que o comprimento ¢ devera ser

c>a-—>b (2.4)

Se no estudo anterior, considerarmos a < b, chegaremos em
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c>b—a (2.5)

Por (1.4) e (1.5) temos que ¢ > |a — b]|.
E por ultimo, precisamos analisar qual € o comprimento maximo do

seguimento que tem medida c. Veja a figura a seguir.

Figura 5 — Comparando os seguimentos de medidas a,b e c
- b
@ © Q

Fonte: préprio autor

Para que seja possivel formar um triangulo com os lados medindo a, b e ¢, 0
comprimento de ¢ deve ser
c<a+b.
Caso contrario, ndo conseguiriamos construir o triangulo. Logo, pelos estudos feitos
com base na geometria, temos
la —b| <c<a+b.

Chegamos a mesma conclusao de quando trabalhamos apenas com as inequacoées.

Figura 6 — Comprimento de ¢ maior que a+b
a b
o @ @

C

Fonte: préprio autor
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De forma analoga, podemos fazer a mesma analise que foi realizada
anteriormente, tomando como base outro comprimento. E neste caso teriamos as
seguintes inequacoes

|b—cl<a<b+c (2.6)

la—cl<b<a+c (2.7)

2.2 Teorema de Viviani

Teorema 1: Em um tridngulo equilatero AABC, a soma das distancias
de um ponto arbitrario P no interior do triangulo aos trés lados do mesmo é sempre
igual a altura do triangulo equilatero.

Demonstracao.

Seja um ABC um triangulo equilatero e P um ponto arbitrario em seu

interior (cf. figura7).

Figura 7 - Triangulo ABC com um ponto P no interior
C

*TT

A ] B
D

Fonte: Préprio autor

Considere m,n e q as distancias do ponto P a cada um dos lados do
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triangulo ABC (cf. figura 8).

Figura 8 - Distancias do ponto P aos lados do triangulo ABC
C

A @ O B
D

Fonte: Préprio autor

A area do triangulo ABC é a soma das areas dos triangulos APC, BPC

e APB (cf. figura 9).

Figura 9 - Area triangulo ABC fragmentada

C




Fonte: Préprio autor

Logo,
Sapc = Sapc + Sppc + Sarp
Lh_tm in La
2 2 2 2
Portanto,
h=m+n+q

2.3 Principio multiplicativo?

22

C.Q.D.

Definigc&do 1: Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes

e, se, para cada uma dessas m maneiras possiveis de A ocorrer, um outro evento B

pode ocorrer de n maneiras diferentes, entdo o nimero de maneiras de ocorrer o

evento A seguido do evento B é m - n.

Extens&o do principio multiplicativo: Se um evento A; pode ocorrer de

m; maneiras diferentes, para i =1,2,3,...,n, entdo esses n eventos podem ocorrer,

em sucessao, de m, - m, - m,, maneiras diferentes.

2.4 Combinacéo Simples

elementos por

Representamos o numero de combinacdes simples de classe p de n

Cnp = (n—p)!p!

2 (MORGADO, 2007, p.40)
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2.5 Espaco amostral®

Definicdo 2: E o conjunto de todos os resultados possiveis de uma
experiéncia aleatéria. Representaremos o espac¢o amostral por S. Os subconjuntos de
S serdo chamados de eventos. Diremos que um evento ocorre quando o resultado da
experiéncia pertence ao espaco amostral. Caso contrario o evento é considerado
impossivel. (MORGADO, 2015, p.136)

Neste trabalho a expressdo #(S) deve ser interpretada como o
namero de elementos do conjunto S. Os elementos do espa¢o amostral sdo chamados

de eventos elementares.

2.6 Conceitos Basicos de Probabilidade

Definicdo 3: Suponha que os experimentos aleatérios tem as
seguintes caracteristicas:
a) H& um numero finito (digamos n) de eventos elementares (casos
possiveis). A unido de todos os eventos elementares é o espago amostral
S.
b) Os eventos elementares sdo igualmente provaveis.
c) Todo evento A € uma unido de m eventos elementares onde m < n.

Definimos entdo

3 (MORGADO, 2015, p.136)



1)
2)
3)

4)
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namero de casos favoraveis #(A) m
P(A) = — —— = =— (2.8)
numero de casos possiveis #S) n

Consequéncias da definicdo: Temos as seguintes propriedades:
Para todo evento 4, 0 < P(A) < 1;
P(S) =1;
P(®) = 0 (porque #(®) = 0);
Se AnB =@, entdo P(AUB) = P(A) + P(B).

Apresentaremos a noc¢ao geral da probabilidade e demonstraremos

algumas propriedades.

Definicdo 4: Uma probabilidade é uma fungcdo que associa a cada

evento A um namero P(A) de forma que:

entao:

Para todo evento 4, 0 < P(4) < 1;

P(S) =1;

Se A e B sao eventos mutualmente excludentes, isto €, eventos que néo
podem ocorrer simultaneamente (isto €, AN B = @) entdo P(AU
B) = P(A) + P(B).

Proposicdes: De acordo com Morgado (2015) se A e B séo eventos,

P(A) =1-P(A).

P(®) = 0.

P(A\B) = P(4) — P(AN B).
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Se A o B entao P(A) = P(B).

Demonstracéo.
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Pela definicdo de probabilidade, temos que 1 = P(S). Observe que dado um
conjunto A tal que A c S, temos P(S) = P(AuA) emque A=5S—A. Ecomo A
e A sdo mutualmente excludentes, segue da definicdo que P(AU A) = P(4) +
P(A) e, portanto P(A) = 1 — P(A).

1=P(S)=P(AUA) =P(A) + P(A). Portanto P(4) = 1 — P(A).

P(S) =P(SU®) = P(S)+ P(D), pois S e § sdo mutuamente excludentes. Como
P(S) =1temosque 1 =1+ P(®), logo P(®) = 0.

P(A) =P[(AAB)U(ANB)]=P(A\B)+P(AnB) pois A\B e ANB séo
mutualmente excludentes. Segue que, P(A\B) = P(A) — P(A N B).

P(AUB) = P[(A\B) UB] = P(A\B) + P(B) pois A\B e B sao mutualmente
excludentes. Como P(A\B) = P(A) — P(AN B), temos que P(AUB) = P(A) +
P(B) — P(ANB).

Como P(A\B) = P(A) —P(ANB), se Ac B resulta P(A\B) = P(A) — P(B).
Como P(A\B) = 0, temos P(A) = P(B).

C.Q.D.
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2.7 Probabilidade Condicional®

Definicdo 5: Seja E um evento arbitrario em um espac¢o amostral S,
com P(E) > 0. A probabilidade de um evento A ocorrer, uma vez que E tenha ocorrido
ou, em outras palavras, a probabilidade condicional de A dado E, pode ser calculado
por

_P(ANE)
PIE) = =55 (2.9)

Figura 10 - Diagrama de Venn

Fonte: préprio autor

Como vemos no diagrama de Venn (cf. figura 7), P(A|E), em um certo
sentido, mede a probabilidade relativa de A com respeito ao espaco reduzido E.
Em patrticular, se S € um espaco finito equiprovavel e #(A) representa

0 numero de elementos em um evento 4, entao

#(ANE) #(E)
P(AnE) :W,P(E) :m

e deduz-se que

4 (LIPSCHUTZ, 1972, p.76)
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P(ANE) #(ANE)
P(E) —  #(E)

P(A|E) =

2.8 Teorema da Multiplicacdo®

Se multiplicarmos em cruz a equagao

P(ANE
pale) =5

gue define a probabilidade condicional, e usarmos o fato de A N E = E N A, obteremos
a seguinte férmula usual.

Teorema 1: P(ENA) = P(E).P(A|E)

Este teorema pode ser estendido por indugcdo como segue:

Corolario 2: Para quaisquer eventos A4, 4,, ..., A,

P4, nA,N...0A4,) = P(A)P(A,|4,) ..P(A,|A; N Ay N .. Ap_q)

A partir dos subcapitulos 2.6 e 2.7 deduzimos um teorema importante e muito utilizado
em Probabilidade, o Teorema de Bayes, proximo resultado a ser abordado. Thomas
Bayes®(1702 — 1761) foi um tedlogo e matematico inglés. Era membro do Royal
Society of London, uma sociedade cientifica de prestigio do Reino Unido e fez

bastante contribuicbes para a teoria das probabilidades.

2.9 Teorema de Bayes e ParticGes’

Suponha que os eventos A4, A4,, ..., A, formam uma particdo de um

espaco amostral S; ou seja, 0s eventos A; sdo mutualmente exclusivos e sua uniao &

S. Seja B outro evento qualquer.

5 (LIPSCHUTZ, 1972, p.78)
® Retirado de https://maestrovirtuale.com/thomas-bayes-biografia-e-contribuicoes. Acesso: 07/08/2020 as 12:46.
" (LIPSCHUTZ, 1972, p.81)
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Figura 11 - Particdes de S e evento B

A Ag Ay,

D

\\i__/

Fonte: préprio autor

Entao
B=SNB=(4,U4,U..UA,)NB
B=(A;NnB)U(4,NnB)U ..U (A4, NB)
onde 0s 4; N B sdo também mutualmente exclusivos. Consequentemente,
P(B) =P(A,NB)+P(4,NB)+ -+ P(4,NB)
Assim, pelo teorema da multiplicacao,

P(B) = P(A1)P(B|A;) + P(A2)P(B|Az) + -+ P(A)P(B|Ay) (2.10)

Por outro lado, para qualquer i € N, a probabilidade condicional de A; dado B é
definida como

P(A;|B) = PA0B) (2.11)
TP '

na equacao (2.11), usamos (2.10) para substituir P(B) e P(A; n B) = P(A;,)P(B|A;)
para substituir P(4; N B), obtendo assim o teorema de Bayes.
Teorema 2 : (Teorema de Bayes) Suponha A4, A4,,...,A, ser uma

particdo de S e B um evento qualquer. Entdo, para qualquer i,
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P(A;)P(B|A))
P(A;)P(B|Ay) + P(A3)P(BlAy) + -+ P(A,)P(B|Ay)

P(AB) =

Em particular, paran = 3, teremosi =1,2,3e:

P(A))P(B|A,)

PUIB) = b P @IA) + P P14 + PU P(BIAL)
B P(Az)P(BlAZ)
P(A21B) = b A P(BIA T P(A;)P(BlA,) + P(A;)P(BIA;)
e
_ P(A3)P(B|A43)
P(A3|B) = P(A,)P(B|A,) + P(A,)P(B|A,) + P(A3)P(B|A3)
onde

S=A1U A2UA3EB=SnB=(A1UA2UA3)nB
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2.10 Probabilidade Geométrica

Considere uma regiao B do plano contida em umaregiéo A, admitimos
que a probabilidade de um ponto de A também pertencer a B é proporcional a rea de
B e ndo depende da posicdo que B ocupa em A. Portanto, selecionado ao acaso um
ponto de A, a probabilidade de que ele pertenca a B é

drea de B
drea de A

Figura 12 - Regiéo A e regido B

Fonte: préprio autor
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3 PARADOXO DE MONTY HALL

3.1 Um pouco de historia

O problema de Monty Hall surgiu no programa norte americano “Let’s
Make a Deal” apresentado por Monty Hall entre os anos de 1963 a 1976, porém, nao
foi por conta do programa de televiséo que este problema ficou famoso.

Marilyn vos Savant em Setembro de 1990, era considerada uma das
pessoas com o maior QI (quociente de inteligéncia) do planeta. Em sua coluna de
jornal chamado de “Ask Marilyn” da revista Parade, ela recebia perguntas de seus
leitores e respondia. Marilyn recebia todo tipo de pergunta. Até que em um

determinado dia se deparou com a seguinte questao:

Suponha que os participantes de um programa de auditério recebam a op¢éo
de escolher uma dentre trés portas: atras de uma delas h4 um carro; atras
das outras, ha cabras. Depois que um dos participantes escolhe uma porta,
o0 apresentador, que sabe o que ha atras de cada porta, abre uma das portas
ndo escolhidas, revelando uma cabra. Ele diz entdo ao participante: “Vocé
gostaria de mudar sua escolha para a outra porta fechada?” Para o
participante, é vantajoso trocar sua escolha? (MLODINOW, 2008, p.43)

Inicialmente esta pergunta parece ser bem simples, ja que temos duas

portas e que portanto a probabilidade de ganhar o prémio é de
P = L 50%
- 2 - 0.

Este raciocinio esté incorreto, e Marilyn respondeu que é vantajoso para o participante
trocar de porta. Isso causou bastante revolta por parte de varios leitores. “Como uma
pessoa com um QI tdo elevado, pode errar uma questdo tdo elementar?”
(MLODINOW, 2008). Entre os insatisfeitos com a resposta de Marilyn estavam

inclusive alguns matematicos.

Se mostrarmos que uma das portas ndo contém o prémio, essa informacéo
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- 1
altera a probabilidade das duas escolhas remanescentes para S—e nenhuma
das duas apresenta motivos para ter uma probabilidade maior que outra.

Como matematico profissional, estou muito preocupado com a falta de
conhecimentos matematicos do publico em geral. Por favor, ajude a melhorar
essa situacdo confesando o seu erro e sendo mais cuidadosa no futuro.
(MLODINOW, 2008, p.44)

Como podemos perceber, este problema causou muita confuséo,
inclusive entre mateméaticos (MLODINOW, 2008). Vamos analisar o problema de
Monty Hall.

Neste programa temos trés portas, atras de uma existe um prémio que

€ um carro e das outras duas temos dois bodes.

Figura 13 - Trés portas

i 2 3

8§

Fonte: Retirado do site thiscondensedlife®

O jogo é dividido em trés etapas:

Primeira etapa: O apresentador pede para o participante escolher
uma das portas.

Segunda etapa: O apresentador abre uma das outras duas portas que
sobraram. E revela que o prémio néo esta ali.

Terceira etapa: O apresentador te da a chance de trocar de porta.

Vale a pena para o participante trocar de porta? Conforme

estudaremos a seguir, € vantajoso ao participante trocar.

8 Disponivel em: < https://thiscondensedlife.wordpress.com/2017/04/29/the physicists-proof-ii-limits

and-the-monty-hall-problem/> Acessado em 23/12/2019 as 21:45
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A titulo de curiosidade o programa “Porta dos Desesperados” € uma
versao brasileira do programa norte americano. Posteriormente, este principio foi

replicado por outros famosos, como Gugu Liberato, Celso Portiolli e etc.

Figura 14 - Porta dos desesperados

D

Fonte: Retirado do site omelete®

3.2 Compreendendo o Paradoxo de Monty Hall

Queremos saber, se vale a pena para o participante, trocar de porta.
A experiéncia mostra que compreender e resolver este paradoxo nao é simples,
entretando uma forma mais acessivel e elucidativa de analisa-lo e entendé-lo é por
meio de tabelas. Assim, usaremos este artificio para justificar e responder a questéo,

primeiro para 3 portas, em seguida para 4 e 5.

3.2.1 Monty Hall para 3 portas via tabela

As tabelas 1, 2 e 3 ilustram todos 0s casos possiveis de ocorrer caso

o participante escolha a porta 1, 2 ou 3.

° Disponivel em: < HTTPS://www.omelete.com.br/festival-do-rio/lua-de-cristal-sergio-mallandro-
celebra-com-orgulho-os-25-anos-do-filme> Acesso em 26/12/2019.
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Fonte: préprio autor

Tabela 2 - Monty hall escolhendo a porta 2

Porta Porta com Porta aberta pelo Nao troca Trocade
escolhida Prémio apresentador de porta porta
2 1 3 Perde Ganha
2 2 lou3 Ganha Perde
2 3 1 Perde Ganha

Fonte: préprio autor

Tabela 3 - Monty hall escolhendo a porta 3

Porta Porta com Porta aberta pelo Nao troca
escolhida Prémio apresentador de porta
3 1 2 Perde Ganha
3 2 1 Perde Ganha
3 3 2o0u3 Ganha Perde

Fonte: préprio autor

Como podemos perceber pelas tabelas 1, 2 e 3, caso o participante

nao troque de porta, a probabilidade de ele ganhar o premio é de

P==
3

mas caso ele troque, sempre que l|he for oferecido esta oportunidade, sua

probabilidade de ganhar é de
p_ 2
=3

Analisando as possibilidades podemos responder a questao posta:
Vale a pena para o participante trocar de porta?

Sim. E vantajoso ao participante sempre trocar de porta.
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Sera que o mesmo vale para 4 e 5 portas? Novamente iremos analisar
todas as possibilidades.

3.2.2 Monty Hall para 4 portas via Tabela

Verificaremos todas as possibilidades do problema de Monty hall para
quatro portas. Observe que nas tabelas 4, 5, 6 e 7, todas as vezes em que a porta
escolhida contém o prémio, ou seja, quando a primeira coluna da tabela e a segunda
coluna séo idénticas, o apresentador devera abrir duas entre as trés portas restantes.
A guantidade de formas diferentes de abrir as duas portas entre as trés, pode ser

calculada por

3!
C30=—7—"=—=3
327 (3-2)!2!
Na primeira linha da tabela 4, ilustramos as trés possibilidades de
casos possiveis, quando a porta escolhida inicialmente, contém o prémio.

Independente de qual forma as duas portas forem abertas, a probabilidade do

participante ndo se altera. De forma anéloga, elaboramos as tabelas 5, 6 e 7.

portas escolhendo a porta 1
Portas

Tabela 4 - Quatro

Porta Porta com N&o troca de Troca de
: A abertas pelo
escolhida Prémio porta porta
apresentador
2-3
1 1 2-4 Ganha Perde
3-4
1 2 3-4 Perde Ganha
1 3 2-4 Perde Ganha
1 4 2-3 Perde Ganha

Fonte: préprio autor
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portas escolhendo a porta 2
Portas

Tabela 5 - Quatro

Porta Porta com N&o troca de
: e abertas pelo
escolhida Prémio porta
apresentador
2 1 3-4 Perde Ganha
3-4
2 2 1-3 Ganha Perde
1-4
2 3 1-4 Perde Ganha
2 4 1-3 Perde Ganha

Fonte: préprio autor

portas escolhendo a porta 3
Portas

Tabela 6 - Quatro

Porta Porta com N&o troca de Troca de
: o abertas pelo
escolhida Prémio porta porta
apresentador
3 1 2-4 Perde Ganha
3 2 1-4 Perde Ganha
2-4
3 3 1-2 Ganha Perde
1-4
3 4 1-2 Perde Ganha

Fonte: préprio autor

portas escolhendo a porta 4
Portas

Tabela 7 - Quatro

Porta Porta com N&o troca de
: A abertas pelo
escolhida Prémio porta
apresentador
4 1 2-3 Perde Ganha
4 2 1-3 Perde Ganha
4 3 1-2 Perde Ganha
2-3
4 4 1-2 Ganha Perde
1-3

Fonte: préprio autor

Logo, quando o participante ndo troca de porta, ele ganha somente
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em um caso num total de quatro, neste caso a probabilidade de ganhar &

P=-.
4
Trocando de porta, ele ganha trés em quatro posssibilidades, logo a

probabilidade de ganhar trocando de porta é
p= 3
=7

Portanto, para quatro portas, é vantajoso ao participante trocar de

porta.

3.2.3 Monty Hall para 5 portas via Tabela

Analisamos todas 0s casos possiveis de ocorrer com o participante.

Tabela 8 — Cinco portas escolhendo porta 1

Porta Porta com Portas abertas pelo N&o troca  Trocade

escolhida Prémio apresentador de porta porta
2-3-5

1 1 Ganha Perde
2-4-5
3-4-5

1 2 3-4-5 Perde Ganha

1 3 2—-4-5 Perde Ganha

1 4 2-3-5 Perde Ganha

1 5 2-3-4 Perde Ganha

Fonte: préprio autor
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1-3-4
1-3-5
2 2 Ganha Perde
1-4-5
3-4-5
2 3 1-4-5 Perde Ganha
2 4 1-3-5 Perde Ganha
2 5 1-3-4 Perde Ganha

Fonte: préprio autor

Tabela 10 - Cinco portas escolhendo porta 3

Porta Porta com Portas abertas pelo Nao troca  Trocade
escolhida Prémio apresentador de porta porta
3 1 2-3-4 Perde Ganha
3 2 1-4-5 Perde Ganha
1-2-4
1-2-5
3 3 Ganha Perde
1-4-5
2-4-5
3 4 1-2-5 Perde Ganha
3 5 1-2-4 Perde Ganha

Ganha

Perde

1-2-3 Perde

Ganha

Fonte: préprio autor
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Tabela 12 - Cinco portas escolhendo porta 5

Ganha Perde

Fonte: préprio autor

Primeiramente, notemos que, todas as vezes que a porta escolhida
pelo participante for a mesma do prémio, o apresentador devera abrir 3 dentre 4
portas. Portanto, a quantidade de formas possiveis € dada por uma combinacao
simples

4

Cos =G =3y~

4,

Em cada tabela explicitamos todas essas 4 formas possiveis , nas
quais o apresentador escolhe somente uma delas. Indepentende de sua escolha a
probabilidade para o participante nao se altera.

Analisando as tabelas 8, 9, 10, 11 e 12, temos que das cinco
possibilidades de cada uma delas, se o participante ndo trocar de porta, ganha em

apenas uma. Logo a probabilidade de ganhar sem trocar de porta é
po ]
=z
Dessas cinco possibilidades, se ele trocar de porta, ganha em quatro.

Entédo a probabilidade de ganhar trocando de porta é

P_4
=z
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Logo, para 5 portas, tambem € vantajoso ao participante trocar de

porta.

3.3 Problema de Monty Hall e oTeorema de Bayes

Uma das formas de abordar o Problema de Monty Hall é por meio do
Teorema de Bayes, fato que analisaremos a seguir considerando em cada caso a
abertura de n — 2 portas. Além de estudarmos o caso classico para trés portas,

faremos uma extenséo do problema para quatro e cinco portas.

3.3.1 Problema de Monty Hall com Trés portas

Sem perda de generalidade, suponha que o participante escolha a
porta 1 e ndo aceite trocar de porta. Considere 0s seguintes eventos:
a) A;: prémio esta atras da porta 1.
b) A,: prémio esta atras da porta 2.
c) As: prémio esta atras da porta 3.
d) B: apresentador abre a porta vazia 2.
Aplicaremos o teorema de Bayes com i = 1,2,3 para calcular a
probabilidade do prémio estar atras da porta 1, sabendo que o apresentador abriu a
porta 2, ou seja, queremos calcular P(A,|B), onde

P(B|A)P (A1)
P(B|A{)P(A1) + P(B|A;)P(Ay) + P(B|A3)P(43)

P(4,|B) = (3.1

Como temos trés portas, cada

1
P(A1) = P(Az) = P(As) = §
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Os condicionais sao:
o P(B|A;) = % pois o apresentador pode abrir a porta 2 ou 3.
o P(B|A,) = 0, pois o apresentador nunca abrird a porta com o prémio.
o P(B|A3) = 1, pois como o participante escolheu a porta 1 e o prémio esta

atrds da porta 3, obrigatoriamente o apresentador abrira a porta 2.

Substituindo em (3.1) os valores calculados:

P(4,|B) =

o N =
+ |oum
|

W =
w| o

N =

+5-0+

W] =W =

W] =
N =
W] =
—_

o =

Logo a probabilidade de o participante ganhar o prémio escolhendo a porta 1 e

mantendo a escolha é de § , OU seja 33,33%.

Como P(A,|B) + P(A,|B) + P(A3|B) =1 e P(A4,|B) = 0 temos que
1 2
§+ 0+ P(A3|B) =1= P(A3]|B) = 3

Portanto a probabilidade de o participante ganhar o prémio trocando de porta € de § ,

ou aproximadamente 66,66%.

3.3.2 Problema de Monty Hall com Quatro portas

Sem perda de generalidade, suponha que o participante escolha a
porta 1 e ndo aceite troca-la. Considere 0s seguintes eventos:
a) A;: prémio esta atras da porta 1.
b) A,: prémio esta atras da porta 2.
c) As: prémio esta atras da porta 3.
d) A,: prémio esta atras da porta 4.

e) B: apresentador abre as portas 2 e 3.
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Aplicaremos o teorema de Bayes com i = 1,2,3,4 para calcular a
probabilidade do prémio estar atras da porta 1, sabendo que o apresentador abriu as
portas 2 e 3, ou seja, queremos calcular P(A,|B) dado que:

P(B|A1)P(A1)

P(A,|B) = P(B|A))P(A,) + P(B|A,)P(A,) + P(B|A3)P(A3) + P(B|Ay)P(A,)

3.2)

P(AY) = P(4;) = P(A) = P(A}) = 7
Os condicionais sao:

o P(B|A;) = § pois a probabilidade de o apresentador abrir as portas 2 e 3
simultaneamente dado que o participante estd na porta 1 e o prémio
também é 31 ,umavez que S = {(2,3),(2,4), (3,4)}. Note que C3p =
3 = #(S)

o P(B|A,) = 0, pois o0 apresentador nunca abrira a porta com o prémio.

o P(B|A3;) = 0, pois o0 apresentador nunca abrira a porta com o prémio.

o P(B|A,) = 1, aprobabilidade de o apresentador abrir a porta 2 e 3 sabendo
que o prémio estd na porta 4 é de 100% pois, neste caso, as Unicas
possibilidades para ele séo portas 2 e 3.

Substituindo os dados obtidos em (3.2) temos:

L
1
1

P(A,|B) = =i
t17 127

J NN

+0-7+

INTSN

Wl =
INTSN

Assim, a probabilidade de o participante ganhar o prémio escolhendo a porta 1, e
permanecendo nesta, € de 25%.

Analisaremos, agora, se € vantajoso, ou ndo, ao participante, trocar de porta.
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Sabemos que
P(A{|B) + P(A2|B) + P(A3]|B) + P(A4]B) = 1
que
P(A|B) = .
Além disso
P(A;|B) = P(43|B) = 0,

pois, a probabilidade de, o prémio estar na porta 2 sabendo que o apresentador abriu,
também, a porta 2, € zero. Analogamente para a porta 3.
Assim,

P(A{|B) + P(A;|B) + P(A3|B) + P(A4|B) =
1 3
7H0+0+P(A44]B) =1 P(A44B) =

Logo, a probabilidade de o participante ganhar o prémio trocando de porta € 75%.

Concluimos, entdo, que é vantajoso ao participante trocar de porta.

3.3.3 Problema de Monty Hall com Cinco portas

Sem perda de generalidade, suponha que o participante escolha a
porta 1 e ndo aceite trocar de porta. Considere 0s seguintes eventos:
a) A;: prémio esta atras da porta 1.
b) A,: prémio esta atras da porta 2.
c) As: prémio esta atras da porta 3.
d) A,: prémio esta atras da porta 4.
e) As: prémio esta atras da porta 5.
f) B: apresentador abre as portas 3,4 e 5.

Aplicaremos o teorema de Bayes com i = 1,2,3,4,5 para calcular a
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probabilidade do prémio estar atras da porta 1, sabendo que o apresentador abriu as
portas 3,4, 5, ou seja, queremos calcular P(A;|B) dado que:

P(B|A1)P (A1)
P(B|A1)P(A1) + P(BIA2)P(Az) + P(B|A3)P(A3) + P(B|A4)P(A4) + P(B|As)P(4s)

P(4,|B) =

P(AY) = P(Ay) = P(4;) = P(4;) = P(4) = 5.
Os condicionais sao:

o P(B|A,) = i, pois a probabilidade de o apresentador abrir as portas 3, 4 e
5 simultaneamente dado que o participante escolheu a porta 1 e o prémio
também  encontra-se la, € de 41, uma vez que S=
{(2,3,4),(2,4,5),(3,4,5),(2,3,5)}. Note que C,5 = 4 = #(S5) .

o P(B|A,) = 1, pois as portas disponiveis sédo justamente 3, 4 e 5.

o P(B|A;) = 0, pois o apresentador nunca abrird a porta que contenha o
prémio.

) P(B|A,) = 0, mesmo motivo do item anterior.

o P(B|As) = 0, pois o0 apresentador nunca abrird a porta com prémio.

Aplicando o teorema de Bayes:

1
20

1
20

P(441B) =

[« 2 NN
Ul = |1 =

0
1 1 1
+0:5+0:c+0-% +z

Ul =

+1-

e L
Ul =

A probabilidade de, o participante ganhar o prémio escolhendo a porta 1, e recusando-
se trocar de porta, é de 20%.
Analisaremos agora se € vantajoso, ou nao, ao participante, trocar de porta.
Sabemos que

P(A{|B) + P(Az|B) + P(A3|B) + P(A4]B) + P(45|B) = 1

que
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1
P(A1|B) = 5

Além disso
P(A3|B) = P(A4]B) = P(45|B) = 0,
pois a probabilidade de o prémio estar nas portas 3, 4 ou 5 sabendo que o
apresentador as abriu , € zero.
Assim,

P(A,|B) + P(Az|B) + P(A3]|B) + P(A4|B) + P(As|B)=

1 4

Concluimos , entdo, que € vantajoso a troca de portas, pois a probabilidade de o

participante ganhar o prémio efetuando a mudanca é de 80%.
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4 UMA ATIVIDADE HIPOTETICA SOBRE MONTY HALL E O VESTIBULAR DA
UEL

Atualmente as questbes objetivas estdo presentes em provas de
vestibulares, ENEM, provas da OBMEP, materiais didaticos, concursos publicos e etc.

Uma questdao objetiva geralmente possui em sua estrutura a
instrugdo, suporte, enunciado e alternativas.

Na instrucdo o estudante recebe orientacbes de como proceder para
a resolucéo da questdo. Em uma prova, a instrugdo néo € obrigatorio estar presente.

Sobre o enunciado, podemos afirmar que:

O enunciado, base da questao, traz em si 0 estimulo que provoca a resposta.
E uma situagdo problema expressa como afirmativa ou pergunta e explicita
claramente a base da resposta — 0 qué se exige do avaliando — e como ele
deve proceder — o comando da resposta. Ao enunciar o problema, deve-se
apresentar todas as informag6es de que o aluno precisa para se situar sobre
0 qué o item aborda e que é objeto de andlise. Essas informacdes devem
também ser suficientes para que ele compreenda claramente qual é o
problema proposto e de que forma deve resolvé-lo. (Guia de elaboracéo e
revisdo de questdo e itens de mdltipla escolha, Governo de Minas Gerais,

p.8)

Nas alternativas temos a resposta correta e os distratores. Sobre os

distratores:

Os distratores, conforme o préprio nome indica, séo respostas plausiveis que
tém a funcéo de atrair quem néo sabe e escolhe sem fundamento a resposta
que lhe parece certa ou que o impressiona. Para evitar acertos ao acaso, 0s
distratores tém que ser plausiveis, vale dizer, devem ser aceitaveis como
possibilidades de respostas para o problema apresentado, mas néo
correspondem satisfatoriamente ou em sentido completo ao que é solicitado
em relagdo ao topico de conteldo e a habilidade avaliados. (Guia de
elaboracdo e revisdo de questdo e itens de mdltipla escolha, Governo de
Minas Gerais, p.8)

Podemos perceber que apesar de a primeira vista parecer que uma
guestao objetiva pode ser resolvida de maneira mais facil, os distratores dificultam a
resolucao por parte daqueles que néo se prepararam muito.

Em relacdo ao vestibular da UEL, prova na qual é composta de 60
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guestdes objetivas e dentre essas questdes temos questbes muito faceis, faceis,
intermediarias, dificeis e muito dificeis. Esta classificacdo é feita com base na Teoria

Classica de Testes (TCT) (COPS, 2019,p.9).

Nesta prova, quando a porcentagem de candidatos que responderam
corretamente a determinado item for maior do que 80%, este item é
considerado muito facil; entre 60% e 80%, facil; entre 40% e 60%,
intermediario; entre 20% e 40%, dificil; abaixo de 20%, muito dificil.
(Revista dialogos pedagégicos — UEL, 2019, p.9)

De acordo com a Revista Diadlogos Pedagogicos da UEL, as questfes
que séo consideradas dificeis ou muito dificeis acabam sendo resolvidas ao acaso,
mesmo por bons estudantes. Isto nos leva a refletir sobre: é possivel que o candidato

consiga melhorar suas chances de resolver ao acaso uma questao.

O acerto ao acaso representa as respostas dadas arbitrariamente, por
“chute”. Isso ocorre principalmente com os itens que sdo mais dificeis, para
os quais individuos de baixa aptiddo ndo conhecem a resposta correta, mas
arriscam qualquer uma. (RABELO, 2013, p.132)

Quando analisamos a estrutura de uma questao objetiva, observamos

que ela é composta por quatro distratores e apenas uma resposta correta. A

experiéncia como educador, nos mostra que, ao deparar-se com uma questao em que

o candidato ndo sabe resolver, ele assinala a alternativa que supde correta. Havendo

oportunidade, retornam a mesma para uma leitura minusciosa das alternativas,

eliminando assim, alguns distratores. Apds este processo, resta ao estudante analisar

duas, trés ou quatro alternativas. Sera que vale a pena trocar a alternativa marcada

no inicio, por alguma das remanescentes?

Neste estudo, estamos considerando algumas hipéteses, que séo:

e 0 estudante marcara inicialmente uma alternativa de maneira

aleatdria sem tentar resolver a questao, uma vez que durante

a primeira leitura, pensou ndo saber resolve-lo



48

e apoOs retornar ao problema, ele tentar4 eliminar alguns
distratores com base no conhecimento que possuli.

e A alternativa assinalada no inicio é um distrator, pois conforme
vimos no problema de Monty Hall, s6 vale a pena trocar de
porta, se a que foi inicialmente escolhida ndo contiver o prémio.

O dilema do estudante é semelhante ao problema de Monty Hall, ja
qgue inicialmente uma alternativa foi escolhida ao acaso, e, posteriormente, alguns
distratores foram eliminados. Desta forma, € vantajoso ao candidato permanecer com
a escolha inicial ou troca-la?

Pelos estudos que fizemos neste trabalho, quando as condicdes
citadas forem satisfeitas, compensa ao estudante mudar de alternativa. Porém, quais
sao as suas chances? Ou melhor, quais sao as probabilidades de sucesso? Listamos,
a seguir, as situacdes possiveis.

Recordemos que a hipétese € de que o candidato ndo saiba resolver
totalmente a questdo e portanto escolha, inicialmente, ao acaso uma alternativa
(“chute”), dentre as cinco do gabarito.

Para exemplificarmos o fato supracitado, utilizaremos uma questao da
primeira fase do vestibular da UEL 2020 e sua resolucéo figura 15. Optamos por
empregar a imagem para manter o formato da questdo e sermos fidedignos ao
processo. O intuito é aplicar um raciocinio analogo aos efetuados nas tabelas 8 a 12

s6 que ao inves de portas 1, 2, 3, 4 e 5, teremos alternativas a, b,cd e e.
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Figura 15 - Questao 20 da primeira fase Vestibular UEL

20
Um estudante decide por & prova a frase “vida & cddigo e combinagao”. Sabendo que os individuos de uma deter-
minada espécie apresentam um DNA com exatos 150 milhces de bases nitrogenadas em cada cadeia, o estudante
cria um programa para gerar, aleatoriamente, uma sequéncia de 150 milhdes de letras que serdo sorteadas hones-
tamente dentre A, C, G e T.

Fixada uma cadeia do DNA de um determinado individuo desta espécie, assinale a alternativa que apresenta,
corretamente, a probabilidade de esse programa gerar uma sequéncia que represente essa cadeia do DNA.

a) 2-3x 107

by 2-3x107
cl _L—-i/]EZ"
d) G0~ = 1077
e} G0t % 107"

Alternativa correta: b

Conteldo programatico: Andlise Combinatoria: Principios de contagem. Nogdes de Estatistica e Probabilidade: Con-
ceituacdo de probabilidade.

Justificativa

De acordo com o Principio da Contagem, a quantidade possivel de sequéncias geradas pelo computador é 4 ele-

vado a 150 milhdes ou, equivalentemente, 451" Ulilizando as regras de potenciagdo, concluimos que existem

= T G e T " T " L] . " Wi
glaxllt _ gt ls=llt _ odlel0h _ 93x 107 saniéncias possiveis. Conseguentemente, a probabilidade de se gerar a

1 ur a8
cadeia de DNA fixada & de ;-5 ou, equivalentemente, g—FxUE

Fonte: retirado do site da COPS

Suponha que um aluno marque ao acaso a alternativa (a) da questao.
Lendo atentamente o enunciado ele percebe que para resolver a questdo sera
necessario calcular quantos elementos existem no espaco amostral. Como em cada
DNA temos 150 milhdes de bases nitrogenadas em cadeia e que sdo quatro
possibilidades para cada base nitrogenada, temos

4 X 4 X 4 X ... X 4 = 4150000000
150 milhodes

Logo, em nosso espaco amostral temos 4150000000 glementos, ou seja,
#(S) = 4150000000 3 hrograma ird gerar aleatoriamente um caso entre 4150000000 ‘j5g0
#(A) = 1. A probabilidade do programa gerar uma sequéncia que represente essa

cadeia do DNA é

Numero de casos favoraveis #(A) 1
P(A) = = =

Ntmero de elementos possiveis  #(S)  4150000000°
O candidato elimina dos distradores (d) e (e), pois a base obtida ndo

€ 60. Como em nenhuma alternativa este resultado se apresenta, o estudante
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continua a sua tentativa de resolucéao.

1 1 1

4150000000 = (22)150000000 = 2300000000

Uma vez que a base obtida agora € 2, ele identifica a alternativa (c)
também é um distrator.

Qual a probabilidade do aluno acertar a questdo trocando da
alternativa inicial para a (b)?

Este caso é analogo ao problema de Monty Hall, porém ao invés de
portas temos alternativas. No principio, a sua probabilidade de acertar a questao é de

20%, pois S = {a, b, c,d, e} e como todas sao equiprovaveis e somente uma € correta

_#W) _1
PN =375

= 20%.

Assinalando uma opgéo aleatoriamente e em seguida resolvendo parcialmente a
questao, proporcionou ao estudante identificar trés distratores, e aplicando o
raciocinio de Monty Hall, a probabilidade de acertar a questdo, caso mude de

alternativa é

P(A)—@—f—sow
TH#GS) 5 O

Portanto trocando de alternativa o aluno tem uma probabilidade maior
de acertar a questéo.

Ressaltamos que para aplicar o estudo feito acima, é essencial que
as hipoteses sejam satisfeitas. Nao pretendemos incentivar que o aluno néo estude
ou que resolva avaliagcbes da forma que foi descrita acima. Nosso objetivo é
puramente a aplicagédo do Problema de Monty Hall em uma situagao do cotidiano do

aluno.
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4.1 Atividade proposta

A finalidade desta atividade € aplicar a ideia do problema de Monty
Hall, para decidir se muda ou ndo de alternativa, em uma questao objetiva pertencente
a primeira fase do vestibular da UEL, supondo que o candidato ndo saiba soluciona-

la totalmente.

Figura 16 - Questéo 10 da primeira fase UEL 2017

10 |
Existem critérios, cada qual com suas vantagens e limitacoes, para determinar se certo individuo é obeso. Um dos
principais testes aplicados para esse fim é o calculo do Indice de Massa Corporal (IMC), definido pela equacao

r
I=—
h2

em que I representa o IMC (kg/m?), h representa a altura (m) e p representa a massa (kg). De acordo com a
Organizacao Mundial da Saude (OMS), um individuo é classificado como tendo IMC normal se 18,5 < I < 24,0,
Considerando um universo composto por individuos adultos, cuja altura h seja tal que 1,5 < h < 1,9, assinale
a alternativa que apresenta, corretamente, a regiao no plano cartesiano i x p definida por todas as combinagoes
de altura e massa dos individuos com IMC normal, nesse universo.

Fonte: Vestibular da UEL 1° fase

Figura 17 - Alternativa a) da questédo 10

By,
89,89

66,78
s602 | . _____

41,62

-
-

-
_"__..:5-'"

0 1,5 1,9

(]

Fonte: Vestibular da UEL 1° fase

Figura 18 - Alternativa b) da questédo 10

p.lk
89,89

66,78
56,02 i

41,62 =

Fonte: Vestibular da UEL 1° fase
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Figura 19 - Alternativa c) da questéo 10

P
89,89

66,78
56,02

41,62 |

0 15 19

Fonte: Vestibular da UEL 1° fase

Figura 20 - Alternativa d) da questéo 10

hll
19

1,5

0 41,62 56,02 BG7A EOAED '.El

Fonte: Vestibular da UEL 1° fase

Figura 21 - Alternativa e) da questéo 10

hﬂl

1,9 : Feem——
| F L
| Fa -

#

[ ’
[, P
I £ #

1,5

Y
>

o 4162 56,02 ﬂ;ﬁ.?ﬂ B389 P
Fonte: Vestibular da UEL 1° fase
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Considere que o candidato assinalou aleatoriamente a opc¢ao (b) na

guestao da figura 16. Durante a releitura da questao, percebeu que

p
18,5 < 2 < 24)9.

Multiplicou todos os membros desta inequacao por h? e obteve
18,5h* < p < 24,9h%.

Concluiu que 18,5h* e 24,9h* refere-se a parabolas com concavidade
voltada para cima, pois a > 0, nos eixos h X p e que a desigualdade € inclusiva. E
ainda que

1,5<h<19.

Entdo identifica os distratores (c), (d) e (e) que séo representados
pelas figuras 19, 20 e 21, respectivamente.

Utilizando o método do problema de Monty Hall, se o candidato trocar
da alternativa (b) (cf. figura 18) para (a) (cf. figura 17), qual a probabilidade dele acertar

a questao?

A resolucdo desta questdo encontra-se no apéndice, poiS NOSSO
objetivo neste momento é apenas ilustrar uma possibilidade de questdo sobre o

Problema de Monty Hall.
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5 PROBLEMA DO MACARRAO

Considere um triangulo equilatero ABC e seja P um ponto aleat6rio no
interior deste triangulo. Trace a distancia de P a cada um dos lados do triangulo,

teremos os segmentos de comprimentos a, b e c (cf. figura 22).

Figura 22 — Ponto interior e sua distancia aos lados

C

Fonte: préprio autor

Qual é a probabilidade dos segmentos a, b e ¢ formarem um
tridngulo?

O problema do macarrdo foi trabalhado em 1994 num curso de
aperfeicoamento para professores secundarios no IMPA (Instituto de Matematica Pura
e Aplicada) pelo professor Eduardo Wagner. A generalizacdo deste problema foi
realizada com base no artigo O PROBLEMA DO MACARRAO E UM PARADOXO
FAMOSO do professor Eduardo Wagner. O problema consistia em quebrar um

macarrdao em trés partes, de maneira aleatoria, e determinar qual a probabilidade de
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formar um tridngulo com os trés pedacos.

Neste problema, o espaco amostral € infinito, pois podemos dividir o
segmento em trés partes de infinitas maneiras.

Serd que o0 evento desejado € finito ou infinito? Conforme
estudaremos a seguir, € infinito também.

Considere um segmento de medida h. Seja x, y e h—x—1y 0S

comprimentos do primeiro, segundo e terceiro pedaco, respectivamente.

Figura 23 - Segmento de comprimento a

X Y a-X-y

Fonte: préprio autor

Dessa forma, cada parte do segmento representado na figura 23 esta
associado a um par ordenado (x,y) com as condicbesh>x >0, h>y>0e0<x+
y < h.

Podemos representar tais condicdes num plano cartesiano para

melhor compreenséo (cf. figura 24).
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Figura 24 - area delimitada

0.0

L7

/ X+y<a

7%

y >
Fonte: préprio autor

Como nem sempre as trés partes obtidas formam triangulos,

analisaremos sob quais condi¢cdes isso ocorrerd. De acordo com a condicdo de
existéncia de um triangulo, a soma de dois lados deve ser maior que o terceiro lado.
Neste caso temos um lado medindo x, outro y e o terceiro a—x —y. Aplicando a

condicao de existéncia de um tridngulo temos:

h
l. Xta—-x—-y>y=>y<;
h
. yta—-x—-y>x=>x<-
[I. x+y>a—x—y:>x+y>g
Logo, as trés condi¢bes acima devem ser satisfeitas por x e y para

gue se construa um triangulo com os trés segmentos (cf. figura 25).
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Figura 25 - Area azul
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Fonte: préprié autor

Para calcularmos a probabilidade desejada P(A), basta calcular a area
favoravel que denominamos de S, (regido azul da figura 22) e dividirmos pela area da

total (regido vermelha da figura 22) que representaremos pela letra S,. A area S, é
formada pelas retas x = % y = % ex+y= 2 A regido S; € um triangulo é um tridngulo

e podemos calcular a sua &rea por:

N =
X
N =

h2
8

Slz =

E de forma analoga podemos calcular a area da regido S, que é determinada pelas

retasx=0,y=0ex+y=h.

A probabilidade de formar um triangulo com os trés segmentos é
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Portanto, a probabilidade de formarmos um triangulo, partindo um

macarrao em trés partes de maneira aleatoria € de 25%.

Outra forma de verificar este mesmo resultado é por meio da

geometria plana.

Considere um tridangulo equilatero ABC e seja P um ponto interior (cf.

figura 26).

Figura 26 - Ponto P interior no triangulo ABC

C

Fonte: préprio autor

Tragcamos as distancias do ponto P a cada um dos lados do triangulo

ABC (cf. figura 27).
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Figura 27 - Distancias do ponto P aos lados do triangulo ABC

C

Fonte: préprio autor

Ser& que para qualquer ponto interior P do triangulo ABC € possivel
formar um outro triangulo utilizando os segmentos de comprimento a, b e c?
A resposta para a pergunta acima é ndo, pois nem todo ponto satisfaz

a condicao de existéncia de um triangulo.

Figura 28 — Pontos médios G, H e |

C

Fonte: préprio autor
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Sejam G, H e I pontos médios dos lados AC, BC e AB respectivamente
(cf. figura 25). Com isto temos quatro regides que destacamos como mostraremos a
sequir (cf. figura 26).

Figura 29 - Tridngulo ABC dividido em quatro partes
G

Fonte: préprio autor

Note que para qualquer ponto interior do triangulo verde, que é
equilatero, as trés distancias do ponto aos lados do triangulo ABC ndo formam um
tridngulo, pois a soma de dois lados n&o é maior que o terceiro lado, ou seja, a + b <
c (cf. figura 27). E por simetria, obtemos resultado idéntico com relacdo aos triangulos

vermelho e roxo.

Figura 30 — Exemplo de ponto interior fora da regido azul
o

Fonte: préprio autor
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Para o triangulo azul, qualquer que seja o ponto P interior, temos que
a condicao de existéncia de um triangulo formado pelos segmentos de comprimento

a, b e c é satisfeita (cf. figura 28).

Figura 31 — Exemplo com ponto P dentro da regido azul

cC

Fonte: préprio autor

Vamos verificar a afirmacdo anterior, aplicando a condicdo de

existéncia de um triangulo temos

a+b>c, (5.1)
a+c>b, (5.2)
b+c>a. (5.3)

E do Teorema de Viviani temos
a+b+c=h,

a+b=h—c. (5.4)

Substituindo (5.4) em (5.1) teremos
h—c>c

h > 2c
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= >c. (5.5)

h (5.6)
5> D,

h .

E > a. (5 7)

As desigualdades (5.5), (5.6) e (5.7) sao representadas pela regido

interior do tridngulo azul (cf. figura 31).

Portanto a probabilidade de formar um triangulo com os seguimentos

a, b e c definidos pelo ponto P é de

P—1—250/
=77 0.
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5.1 Problema do encontrol0

Duas pessoas A e B, combinaram de se encontrar entre 12h e 13h.
Quem chegasse primeiro no local de encontro, esperaria por até 20 minutos pelo
outro. Qual é a probabilidade das duas pessoas se encontrarem?
Denote o horario de chegadade Aporxede Bpory. Emquexeyé
a quantidade de minutos apés as 12h. Pelo enunciado do problema
0<x<60e0<y<60.
O encontro acontecera somente se

x—y <20
{y—xSZO G

Representamos o sistema (5.1) no plano cartesiano.

Figura 32 - Regido do plano cartesiano

Fonte: préprio autor

Dentro do quadrado vermelho cada par ordenado (x, y) representa uma possibilidade

10 Problema retirado de (GNEDENKO, 1978, p.33).
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de como podera ocorrer o encontro. Por exemplo, (10, 50) significa que a pessoa A
chegou as 12:10 e B chegou as 12:50, logo eles ndo se encontraram. O encontro sé
ocorrera se o ponto (x,y) pertencer a regido azul que é a solucédo de (5.1). Assim a
probabilidade de se encontrarem é determinado por

area da regido azul 60> —40% 5

 area da regiio vermelha ~ T 602 9
Portanto a probabilidade das duas pessoas se encontrarem é de

aproximadamente 56%.
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5.2 Oficina: tiro ao alvo triangular e probabilidade geométrica

A Oficina/jogo tiro ao alvo triangular foi criada durante as orientacdes
desta dissertacdo. Tem como objetivo introduzir probabilidade geométrica de forma
ludica, e levar o publico alvo a deduzir alguns conceitos. De acordo com Smole, Diniz,
Pessoa e Ishiraha (2008), utilizar jogos nas aulas de matematica torna o processo de
ensino e aprendizagem muito mais significativo. O estudante deixa de apenas assistir
a aula, ao mesmo tempo em que aprende e se diverte.

Considere o alvo triangular da figura 30.

Figura 33 - Alvo triangular

Fonte: préprio autor

Lancando-se um dardo no alvo triangular de maneira aleatoria, ou
seja, sem mirar especialmente em determinado ponto do alvo, qual é a probabilidade
de que as distancias do ponto em que se encontra o dardo, aos lados do triangulo
maior formem um tridngulo?

O problema é analogo ao que foi apresentado no inicio do capitulo.

Desta forma o dardo langado tem que atingir a regido triangular que é formada pelos
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pontos médios dos lados do triangulo maior (cf. figura 31).

Figura 34 - Regiéo cinza

0

i
Fonte: préprio autor

Recomenda-se que o professor deixe os alunos descobrirem a regido
escura por meio de tentativas e discussoées. E que alerte aos alunos que, para calcular
a distancia do dardo até os lados do triangulo, devemos assegurar que o segmento,

cujo o comprimento determina a distancia, forme um angulo reto com o lado desejado.

Figura 35 - Distancias do ponto aos lados

NN

Fonte: préprio autor

Na figura 32, depois de mensurar as distancias, verificamos se elas
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formam um triangulo. Temos
3,87 + 2,13 <9.
Logo, estas distancias ndo formam um triangulo, uma vez que o ponto

estéa fora da regido escura (cf. figura 31).

Figura 36 - Ponto dentro da regi&o que satisfaz o problema

Fonte: préprio autor

No exemplo da figura 33, temos um dardo que foi langcado no ponto P,

e verificando as distancias pela desigualdade triangular
487 + 3,13 > 7.

Entdo neste exemplo, temos que estas distancias formam um
triangulo.

Qual é a probabilidade de que as distancias do dardo aos lados do
triangulo maior formem um triangulo? A resposta é 25%. Percebam que a forma de se
calcular a probabilidade € anéloga a apresentada no inicio do capitulo.

Nesta oficina, recomenda-se que o professor divida a sala em grupos
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de até quatro alunos. Cada grupo receberd um esquadro, um alvo triangular, trés
dardos e um pedaco de isopor do tamanho de um A4. O tempo estimado para esta
atividade € de duas aulas de 50 minutos. Os materiais necessarios serao entregues
pelo professor para cada grupo. Esta atividade sera dividida em duas etapas de 50
minutos.

Na primeira etapa os alunos irdo recortar o molde do alvo triangular
do papel A4 e depois colar no isopor. Cada grupo ir4 pendurar o seu alvo na parede,
e depois lancardo os dardos em direcédo ao alvo triangular.

Ja& na segunda etapa, o professor ira propor para a turma o seguinte
problema:

Lancando-se um dardo no alvo triangular, qual € a probabilidade de
gue as distancias do ponto atingido pelo dardo aos lados do triangulo maior formem
um triangulo?

Os alunos escolherdo um ponto, e o grupo ira medir as distancias
deste ponto até as laterais do triangulo, conforme ilustrado na figura 32 e 33. Depois
disso aplicaréo a desigualdade triangular e analisaréo se as distancias correspondem
aos lados de um triangulo.

No final da aula o professor pode ir ao quadro negro e resolver com
os alunos o problema, discutindo os pontos que achar conveniente e reforcar
conceitos importantes que passaram despercebidos pelos estudantes. E finalmente,

sistematizando os conceitos e ideias discutidos na oficina.
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5.3 Oficina: Abordagem ludica do problema do macarrdo — Desigualdade

Triangular

A ideia desta oficina surgiu em um dos encontros de orientacdo da
dissertacdo. Estavamos conversando sobre a possibilidade de criar um jogo que
envolvesse probabilidade ou atividade e elaboramos esta oficina.

O objetivo da oficina € explicar os conceitos de probabilidade com
materias manipulaveis, estimular o raciocinio l6gico, desenvolver a capacidade de
argumentacao e investigacao.

Esta oficina foi aplicada em trés momentos:

1) Encontro PIC/OBMEP-ONE/UEL-UEM na UEM em 24-08-2019 com o titulo
Explorando a Desigualdade Triangular de Forma Ludica;

2) 1l ENCONTRO PARANAENSE DO PROFMAT que ocorreu em Curitiba
(vide resumo e aceite da atividade nos anexos) com o titulo Reflexdes sobre
estimativa e Probabilidade Geométrica;

3) 1l Encontro Regional PIC/ONE OBMEP UEL/UEM -PRO1-Edigao 2019 em
23 de novembro de 2019 na UEM-Maringa.

Nesta oficina, cada grupo precisara de trés dados de seis faces, trés
tiras de papel e uma tabela. Cada tira deve medir pelo menos 30 centimetros, néo €
necessario que seja exatamente 30cm. A seguir apresentaremos um modelo da tabela

mencionada (cf. tabela 6).



70

Tabela 13 - exemplo de tabela preenchida

Forma triangulo?
Dadol | Dado 2 | Dado 3| Sim N&o

1 3 4 5 X

2 2 3 6 X
3 2 3 4 X

4 5 1 3 X
5 4 6 1 X
6 2 5 1 X
7 3 3 3 X

8 2 1 1 X
9 3 5 3 X
10 6 5 4 X

Fonte: préprio autor

Esta oficina ser& divida em cinco etapas:
Primeira etapa: Cada aluno ir4 recortar um pedaco de tira de 1 cm de
comprimento, um de 2 cm, um de 3 cm, um de 4 cm, um de 5 cm e um de 6 cm. Feito

iSso 0s alunos se agrupardo em trios.

Figura 37 - Alunos recortando os materiais
BESAEECD ESE = pEREn v

== = |

Fonte: oficina realizada em Maringa
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Segunda etapa: O professor propfe para a turma o seguinte
problema:

Lancando-se os trés dados, qual € a probabilidade de que com os
valores obtidos seja possivel formar um triangulo?

O professor pedira aos alunos que lancem os dados e depois tentem
formar triangulos com os valores obtidos nos dados. Os alunos devem anotar as
ternas que forem sorteadas para que depois possam analizar, comparar os resultados
e elaborar conjecturas. Este momento € oportuno para discutir com os alunos sobre

os termos desconhecidos, como por exemplo, terna e desigualdade triangular.

//
Fonte: oficina realizada em Maringa

O professor pode aproveitar 0 momento e questionar os alunos sobre
quais as condicdes de existéncia do triangulo, tipos de triangulos, o que é
probabilidade e o que é aleatdrio. Depois de discutir algumas respostas, e de conduzir
os dialogos e descobertas, o professor pode, pouco a pouco, definir os conceitos
desejados, de modo a instigar os alunos a pensarem sobre 0s conceitos discutidos e

até mesmo fazer analogias com situacbes mais simples, como por exemplo o
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lancamento de uma moeda.

Durante esta oficina, tinhamos alunos e professores participando. A
faixa de idade era de 10 até 15 anos para os alunos. Foi interessante observar que
tinhamos alunos do 5° ano do ensino fundamental | participando da oficina, eles
estavam acompanhados da sua professora de classe, apesar de desconhecerem
termos como probabilidade e desigualdade triangular, conseguiram realizar as
atividades propostas e compreenderam o0s conteudos abordados na oficina.

Acreditamos que isso foi possivel por trabalharem com materiais manipulaveis.

Figura 39 - Alunos elaborando conjecturas

Fonte: oficina realizada em Maringéa

Os alunos do ensino fundamental Il, conseguiram acompanhar a
oficina, realizaram as atividades de acordo com o esperado. Depois de testarem
algumas ternas, os grupos foram formulando conjecturas e discutindo se era possivel
formar um tridangulo conhecendo as trés medidas dos segmentos. Todos 0S grupos
chegaram a um resultado semelhante com a desigualdade triangular, porém, em
alguns casos foi necessario chamar a atencao dos estudantes para a formalidade na

escrita matematica.
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Figura 40 - Alun

os discutindo suas conjecturas
2 'A. - ¢

"L =4 LA ¥ 4 A -

Fonte: oficina realizada em Maringéa

Terceira etapa: Para resolvermos os problemas desta oficina ndo é
possivel recorrer a probabilidade geométrica, pois estamos trabalhando com nimeros
discretos. ApGs os alunos testaram as ternas que foram sorteadas, o professor pode
ir ao quadro e anotar as ternas que foram encontradas pelos alunos, tomando cuidado
para nao repetir nenhuma. Para contar quantas ternas conseguimos obter, dividimos
as ternas em trés casos.

l. Todos os numeros iguais

Temos (1,1,1), (2,2,2), (3,3,3), (4,4,4), (5,5,5) e (6,6,6). Logo, séo seis
possibilidades.

I. Dois numeros iguais e um diferente

Ternos com dois numeros iguais:

(1,1,2),(1,1,3),(1,1,4),(1,1,5), (1,1,6)
(2,2,1),(2,2,3),(2,2,4),(2,2,5), (2,2,6)
(3,3,1),(3,3,2),(3,3,4),(3,3,5),(3,3,6)
(4,41),(4,4,2),(4,4,3),(4,4,5), (4,4,6)

(5,51),(5,5,2),(5,5,3),(5,54),(55,6)



74

(6,6,1),(6,6,2),(6,6,3),(6,6,4),(6,6,5)
II. Os trés numeros diferentes
Ternas com trés nameros diferentes:
(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(1,2,6)
(1,3,4),(1,3,5),(1,3,6), (1,4,5)
(1,4,6),(1,5,6),(2,3,4),(2,3,5)
(2,3,6),(2,4,5),(2,4,6),(2,5,6)
(3,4,5),(3,4,6),(3,5,6), (4,5,6)

Pela contagem realizada, temos 56 possibilidades de ternas. Os
alunos deverao encontrar todas as ternas ou pelo menos grande parte delas langando
os dados. Outra forma de calcular a quantidade total de ternas é por meio da analise
combinatdria. Seguiremos a mesma estratégia adotada anteriormente, ou seja,
dividiremos em trés casos.

l. Todos os numeros iguais
Basta aplicar o principio fundamental da contagem. Temos 6
possibilidades de numeros, logo
6X1Xx1=6.
Temos seis termas com todos 0s humeros iguais.
Il. Dois numeros iguais e um diferente
Temos seis possibilidades de escolha para o primeiro valor, uma para
0 segundo e cinco para o terceiro, logo
6 x1x5=30.
[I. Os trés numeros diferentes
Ha seis possibilidades para o primeiro valor, cinco para o segundo e

guatro para o terceiro, logo
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6 X5x4=120.

Note que na conta acima esta incluido o0s casos

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2) e (3,2,1). Cada terna foi contado

seis vezes, e por conta disto, devemos dividir o resultado por seis.

120 = 6 = 20.

Os alunos deveréo chegar a concluséo de que a soma de dois lados
tem que ser sempre maior que o terceiro lado, ou seja, a soma dos dois lados menores
tem que ser maior que o maior lado.

Quarta etapa: Agora os alunos irdo verificar nas ternas encontradas,
quantas que satisfazem a desigualdade triangular. Uma sugestao é que o professor
peca aos alunos que identifiguem quantos triangulos equilateros é possivel formar,
guantos triangulos escalenos e etc. Note que nesta mesma oficina podemos trabalhar
conceitos como perimetro, classificacdo dos triangulos, estatistica, contagem,
probabilidade, desigualdade e etc. Pela desigualde triangular, temos que 34 das

ternas encontradas formam triangulos, respondendo o problema da oficina:

= 4~06o71
56

P
Portanto ao langcarmos trés dados, a probabilidade de formarmos um
tridngulo com os valores obtidos é de aproximadamente 60,71%.
Nesta oficina podemos propor problemas como:
o Qual é a probabilidade de se construir um triangulo equilatero com a terna
obtida nos dados?

Resolucado: Para obtermos um triangulo equilatero, é necessario que

a = b = c. Temos seis possibilidades de resultados. Logo

6
P(A) = — = 10,719
(4) = %o
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o Qual é a probabilidade de se construir um triangulo escaleno com a terna
obtida nos dados?

Resolucdo: Num triangulo escaleno, o comprimento dos lados séo
todos distintos, entdo consideraremos que sendo a,b e ¢ 0s resultados obtidos nos
dados

a<b<cea+b>c.
Para

c =3, teremos a+b > 3. Neste caso nenhum valor de a e b
satisfazem a desigualdade.

c = 4, teremos a + b > 4. A Unica possibilidade é quando a=
2e b=3.

c =5, teremos a+b >5. Temos duas possibilidades, para a =
3eb=4.Ea=2eb=24.

c =6, teremos a+ b > 6. Se fixarmos b =5, os valores de a que
satisfazem a + b > 6 sao 2,3 e 4. Se fixarmos b = 4, o valor de a que satisfazem a +
b>6é¢3.

Portanto, a probabilidade de obtermos um tridngulo escaleno é de

7
P=—=125%.
56 %

o Qual é a probabilidade de se construir um triangulo isGsceles com a terna
obtida nos dados?
Vamos dividir esta andlise em dois casos:
1. Caso:a=b,a>cea+c>bh.
Para
c=1=a+1>b, logo sdo cinco valores de a que satisfazem as

condicgdes.
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c=2=a+2>b, logo sao quatro valores de a que satisfazem as

condicodes.

c=3=>a+3>b, logo sao trés valores de a que satisfazem as

condicoes.

c=4=a+4>b, logo sdo dois valores de a que satisfazem as

condicoes.

c=5=a+5>b, logo é apenas um valor de a que satisfaz a

condicéao.

2. Caso.a=b,a<cea+b>c.

c=2=a+b > 2, Unica possibilidade € que a = b =1, porém nao
satisfaz as condigdes.

c =3 = a+ b >3, uma possibilidade que satisfaz as condi¢cdes que
é quandoa =b = 2.

c =4 = a+ b >4, uma possibilidade que satisfaz as condi¢cdes que
é quando a = b = 3.

c =5=a+ b > 5, duas possibilidades que satisfazem as condi¢des
que équandoa=b=3ea=>b=4.

c =6 =a+b > 6, duas possibilidades que satisfazem as condicdes
queéquandoa=b=4ea=>b=>".

Somando os casos que satisfazem 1. e 2. obtemos

15+ 6 = 21.
Portanto a probabilidade de construir um triangulo isGsceles com a

terna obtida nos dados é de

p=2_ 375y
T 56 07

Para responder estas perguntas os alunos utilizardo da tabela



totalmente preenchida. Abaixo segue um modelo da tabela totalmente preenchida.

Tabela 14 - Tabela com todas as possibilidades
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Forma triangulo? TIPOS
Lancamento | Dadol Dado2 Dado3 Sim Nao
1 1 1 1 X Equilatero
2 2 2 2 X Equilatero
3 3 3 3 X Equilatero
4 4 4 4 X Equilatero
5 5 5 5 X Equilatero
6 6 6 6 X Equilatero
7 1 1 2 X
8 1 1 3 X
9 1 1 4 X
10 1 1 5 X
11 1 1 6 X
12 2 2 1 X IsGsceles
13 2 2 3 X Is6sceles
14 2 2 4 X
15 2 2 5 X
16 2 2 6 X
17 3 3 1 X IsGsceles
18 3 3 2 X Is6sceles
19 3 3 4 X IsGsceles
20 3 3 5 X Is6sceles
21 3 3 6 X
22 4 4 1 X Is6sceles
23 4 4 2 X IsGsceles
24 4 4 3 X IsGsceles
25 4 4 5 X Is6sceles
26 4 4 6 X IsGsceles
27 5 5 1 X Is6sceles
28 5 5 2 X IsGsceles
29 5 5 3 X Is6sceles
30 5 5 4 X Is6sceles
31 5 5 6 X Is6sceles
32 6 6 1 X Is6sceles
33 6 6 2 X Is6sceles
34 6 6 3 X Is6sceles
35 6 6 4 X Is6sceles
36 6 6 5 X Is6sceles
37 1 2 3 X
38 1 2 4 X
39 1 2 5 X
40 1 2 6 X
41 1 3 4 X
42 1 3 5 X
43 1 3 6 X
44 1 4 5 X
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45 1 4 6
46 1 5 6
47 2 3 4 X Escaleno
48 2 3 5
49 2 3 6
50 2 4 5 X Escaleno
51 2 4 6
52 2 5 6 X Escaleno
53 3 4 5 X Escaleno
54 3 4 6 X Escaleno
55 3 5 6 X Escaleno
56 4 5 6 X Escaleno

Fonte: préprio autor

Com os dados coletados pelos alunos, agora é possivel que se

responda os questionamentos feito anteriormente.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho analisamos minusciosamente o problema de Monty
Hall sob duas perspectivas. Na primeira, construimos a tabela de casos e listamos
todas as possibilidades. No segundo, aplicamos o Teorema de Bayes. Por meio dos
estudos realizados, determinamos a resposta correta para o problema de Monty Hall,
verificamos que é vantajoso trocar de porta, além de extender a conclusédo para 0s
casos com quatro e cinco portas.

No que concerne ao Teorema de Bayes, o0 presente estudo
proporcionou compreensdo sélida sobre seus detalhes e aplicacdo, sobretudo por
aborda-lo para casos em que n = 3,4 e 5. Verificamos que o problema de Monty Hall
apesar de ser conhecido e divulgado em programas populares de auditério, sua
resolucdo matemética rigorosa para 3 portas, em portugués, € relativamente
explorada sempre com mesmas referéncias bibliograficas. Ja para mais de 3 portas,
nao encontramos referéncias em portugués, o que pode ser um empecilho para
professores da Educacado Basica. Além disso, analisar um mesmo problema utilizando
mais de um método, trouxe-nos riqueza de conteudos, argumentos teoricos distintos,
formas diferentes de pensar e de aprender, e além de apreender o conhecimento,
enriqguecendo o processo de ensino/aprendizagem.

A probabilidade geométrica possui uma vasta gama de aplicacoes, e
por conta disto é possivel trabalhar simultaneamente varios conteddos matematicos,
proporcionando ao professor e ao aluno uma visdo menos fragmentada da
matematica. Por meio das pesquisas e investigacdes realizadas, constatamos que o
tema é pouco estudado no ensino basico, induzindo os alunos a acreditarem que
probabilidade e geometria sdo matérias sem relagcdo uma com a outra. Na Oficina -

Explorando a Desigualdade Triangular de Forma Ludica - percebemos que quando se
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trabalha com o ludico, os alunos se sentem motivados a participar, até mesmo 0s mais
timidos. Varios concluiram a condicdo de existéncia de um triangulo por meio das
tentativas. Alguns estudantes do Ensino Fundamental Il, participantes da Oficina,
concluiram alguns resultados de probabilidade mesmo sem ter o conceito rigoroso do
tema.

Esperamos que este trabalho: proporcione ao professor mais
alternativas de atividades em sala de aula, agregue conhecimento e dé aporte as aulas
de probabilidade na Educacdo Basica, e enriqueca o0 processo de
ensino/aprendizagem. Pretendemos continuar com estudos e desenvolver oficinas
sobre o Teorema de Bayes e probabilidade geométrica, pois como de acordo com o

gue foi relatado anteriormente, descobrimos uma imensidao de possibilidades.
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APENDICES

APENDICE A - RESOLUCAO DA ATIVIDADE PROPOSTA 4.1

Figura 41 — resolucao oficial
Alternativa correta: a)

Contelido programatico: Conjuntos Numéricos: Nogbes elementares de nimeros reais: operacdes e propriedades,
ordem, desigualdades. Fungoes, Equacdes e Inequacdes: Produto cartesiano; Relacdes e fungdes: dominio, contrado-
minio, imagem e graficos; Funcao quadratica; Inequacdes de 1° e 2° graus.

Justificativa
Note que I = I’—: Como 18.5 < I < 24,9 representa os individuos com IMC normal, seque que
12

18,5 < ’ﬁ <249
7

Consequentemente, 18.5 - h* < p < 24.9 - h*. Portanto, a regido solicitada do plano cartesiano i x p é a interseccédo da
regido delimitada pelas parabolas p(h) = 18.5- h” e p(h) = 24,9 - h? (incluindo-se as parabolas) e pela regido delimitada
pelas retas h = 1.5 e h = 1.9, incluindo-se a primeira e excluindo-se a segunda, haja vista que, de acordo com o
enunciado, o universo € composto por individuos cuja altura h étalque 1.5 < h < 1.9.

Fonte: Vestibular da UEL 2017

Suponha que o candidato ndo saiba resolver a questéo e assinale
aleatoriamente a alternativa (b) dentre 5 possibilidade. E vantajoso aplicar Monty Hall
para decidir se troca de alternativa ou néo.

Temos uma situacdo analoga ao problema de Monty hall para 5 portas
em que o apresentador abre 3 portas.

Ja vimos que o candidato marcou inicialmente a alternativa (b), ap6s
analisar a questdo com mais afinco, eliminou 3 distratores quais sejam, (c), (d) e (e).

Aplicando Monty Hall, temos
p— 4
-5

Portanto, segundo o método de Monty Hall a probabilidade de o
candidato acertar a questao € de 80%.

OBS: Caso ele permanecesse na alternativa (b) a probabilidade de

acerto seria P = % isto &, 20%.
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ANEXOS

Figura 42 - aceite da oficina

11 e 12 de outubro de 2019

Il encontro
Paranaense do
Profmat

UTFPR - Curitiba

Curitiba, 24 de junho de 2019.
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Atenciosamente,

Comité organizador do evento




