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ROSSINI, Flavio Luiz. Projeto de controlador robusto aplicado a cadeira de rodas
moveis via abordagem por LMIS. 2013. 183 f. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia
Elétrica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina.

RESUMO

O presente trabalho aborda o projeto de controlador robusto aplicado a Cadeira de Rodas
Moveis (CRM) via Desigualdades Matriciais Lineares (Linear Matrix Inequalities — LMIs)
utilizando sistemas Estritamente Reais Positivos (ERPs). As contribui¢des do trabalho foram
a escolha de um modelo matematico para a CRM com incerteza quanto a posi¢do do Centro
de Gravidade (CG) da mesma, o desacoplamento dos sistemas dindmico e cinematico, a
linearizagdo dos modelos, a constru¢do das matrizes de incertezas (vértices do politopo), a
proposta da malha de controle, a obtencdo das matrizes que tornam o sistema ERP e que
estabilizam o sistema com uma taxa de decaimento especificada, as matrizes que tornam o
sistema ERP e que estabilizam o sistema a partir da metodologia de Controle com Estrutura
Variavel (CEV) via LMIs, sendo desenvolvida a demonstragdo para sistema com nimero de
saidas maior que o numero de entradas, com incertezas paramétricas ¢ com taxa de
decaimento especificada.

Palavras—chave Controlador robusto. Cadeira de rodas moéveis. Desacoplamento de
sistemas. Malha de controle. LMI.



ROSSINI, Flavio Luiz. Robust controller applied to wheelchair mobile via Linear Matrix
Inequalities LMI. 2013.183 p. Dissertation (Master’s degree in Electrical Engineering) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina.

ABSTRACT

This paper design of robust controller applied to Wheelchair Mobile (CRM) via Linear Matrix
Inequalities (LMI) systems using Strictly Positive Real (SPR). The contributions of this work
were the choice of a mathematical model for CRM with uncertainty about the position of the
center of gravity (CG) of the same, the decoupling of the kinematic and dynamical systems,
linearization of the models, the headquarters building of uncertainty (vertices the polytope),
the proposal of the control loop, obtaining the matrices that make the SPR system and
stabilize the system with a decay rate specified matrices that make the SPR system and
stabilize the system from the control methodology with Variable Structure Control via LMIs,
developed for the demonstration system with number of outputs greater than the number of
entries, with parametric uncertainties and decay rate specified.

Keywords Robust controller. Wheelchair mobile. Decoupling of systems. Control loop. LMI.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

O controle automatico tem contribuido no avango da engenharia e da ciéncia. Sua
importancia ¢ evidente no desenvolvimento de veiculos espaciais, sistemas roboticos e parte
integrante dos processos industriais modernos. Nesse contexto, a Teoria de Controle, como
todo campo da ciéncia, se desenvolve ininterruptamente, com periodos de maior avango,
outros nem tanto. O primeiro trabalho significativo em controle automatico foi o de James
Watt no século XVIII, que desenvolveu um controlador centrifugo para o controle de
velocidade de uma maquina a vapor. Outros trabalhos, nos primérdios do desenvolvimento da
Teoria e Controle, foram de Minorsky (1922), Nyquist (1932), Hazen (1934) e Evans (1950),
cujos temas envolviam a formulacdo de critérios para a andlise de estabilidade do sistema
(AGUIRRE, 2007; OGATA, 2010).

A partir do final da década de 1950, o foco dos projetos de controle tem sido o
projeto de um sistema que seja 6timo para uma determinada especificagdo do mesmo. Estima-
se que, de 1960 em diante, o advento dos computadores digitais tornou possivel a andlise, no
dominio do tempo, de sistemas complexos, estimulando o desenvolvimento da moderna
Teoria de Controle, cunhada nas técnicas de analise e sintese por meio de variaveis de estado
(OGATA, 2010).

Ao considerar a alternancia dos avangos da Teoria de Controle, um desses momentos
de mudanga do quadro conceitual ocorreu no final da década de 1970 e ao longo da década de
1980. Estabeleceu-se a ideia de que todo controlador deveria ser robusto. Assim,
desenvolveram-se ferramentas de projeto para garantir que o controlador resultante fosse

dotado de tal propriedade.

Resumidamente, isso significa que todo controlador deveria ser capaz de
assegurar um desempenho em malha fechada satisfatério, ainda que o
processo (ou a ‘planta’) a ser controlado tenha diferencas significativas de
comportamento em compara¢do com o modelo matematico utilizado durante
a etapa de projeto. (AGUIRRE, 2007).

Atualmente a Teoria de Controle Robusto, em sua principal vertente, surge da
otimiza¢do da norma H, da malha fechada (AGUIRRE, 2007; ZAMES, 1981). O Controle
H, foi definido no dominio da frequéncia e consequentemente estendido para espago de
estados, assim possibilitando sua generalizagdo (AGUIRRE, 2007; DOYLE et al., 1989;
HASSIBI; SAYED; KAIATH, 1999; VAN DER SCHAFT, 1991, 1992; ZHOU; DOYLE;
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GLOVER, 1996). Projetos de controladores H,, tém sido desenvolvidos para solucionar os
mais variados tipos de problemas, tais como, aplicagdes em plantas quimicas, em automdveis,
em avides, em robotica movel e em sistemas de poténcia (CHEN; LIU; SUN, 2005;
HWANG; HAN, 2005; LUNDSTROM; SKOGESTAD; DOYLE, 1999; MARCOS; BALAS,
2005; MEI et al., 2005).

No contexto do Controle Robusto, por volta de 1990, as Desigualdades Matriciais
Lineares (Linear Matrix Inequalities - LMIs) surgem como uma das ferramentas mais
importantes (AGUIRRE, 2007). As descricdes por LMIs emergiram como uma nova
formulagdo elegante, genérica, poderosa de ficil manipulagcdo “[...] alternativa a uma vasta
gama de abordagem de controle e estimacdo fortemente baseadas, até aquele momento, nas
(des)igualdades algébricas de Riccati como, por exemplo, LQR, LQE, LQG e o controle
otimo H, ou He, [...]” (AGUIRRE, 2007). Contudo, a relagdo entre descricdes por LMlIs e
varias abordagens em Teoria de Controle ndo € recente. “A primeira descricdo por LMIs em
Teoria de Controle surgiu do estudo sobre estabilidade de sistemas dinamicos, que data de
1892, apresentado na tese de doutorado de Aleksandr Mikhailovich Lyapunov.” (AGUIRRE,
2007). Na opinido dos autores Reinaldo Martinez Palhares e Eduardo Nunes Gongalves
(AGUIRRE, 2007), uma possivel explicagdo na demora em redescobrir as LMIs na Teoria de
Controle deveu-se ao interesse da comunidade de controle em dispor de ferramentas de facil
manipulagcdo numérica. Outro ponto que contribuiu para retardar a explorag@o de solugdes por
LMIs talvez seja o grau de importancia com que as abordagens por Riccati se revestiram. “No
entanto, no inicio da década de 1990 ja eram evidentes as limitagcdes impostas por abordagens
baseadas em Riccati em gerar formulagdes mais abrangentes e amigaveis.” (AGUIRRE,
2007).

Ao considerar o exposto acima, propdem-se aplicar as LMIs para projeto de
controlador robusto aplicado a uma Cadeira de Rodas Moveis (CRM), a fim de auxiliar as
pessoas com deficiéncia fisica. O Brasil encontra-se num processo de organizagdo de dados
estatisticos oficiais sobre pessoas com deficiéncia, apdés a Lei n° 7.853/89; o Censo
Demografico de 2000 identificou um contingente de 24,6 milhdes de pessoas com algum tipo
de deficiéncia, portanto 14,5% da populacdo brasileira. Naquele momento, foram detectados
4% da populag@o com deficiéncia fisica, sendo este grupo composto por 200 mil paraplégicos,
50 mil tetraplégicos, dentre outras lesdes fisicas. (BRASIL, 2010; RABEH; CALIRI, 2010).

Para conscientizar e mobilizar a sociedade e organizagdes o Ministério da Saude
estabeleceu um politica de inclusdo das pessoas com deficiéncia, “[...] voltada para a inclusdo

das pessoas com deficiéncia em toda a rede de servicos do Sistema Unico de Saude (SUS)
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[...]” (BRASIL, 2010). Uma das diretrizes desta politica proposta pelo Ministério da Saude a
serem implementadas, juntamente nas trés esferas de gestdo e incluindo as parcerias
interinstitucionais, ¢ a promoc¢ao da qualidade de vida as pessoas com deficiéncia.

A promogdo da qualidade de vida, segundo o Ministério da Saude (BRASIL, 2010),
“[...] € uma diretriz que deve ser compreendida como responsabilidade social compartilhada,
visando assegurar a igualdade de oportunidades, a constru¢do de ambientes acessiveis € a
ampla inclusdo sociocultural.” (BRASIL, 2010). Para promover tal diretriz, torna-se
necessario construir acesso as escolas, a ambientes publicos, a servicos de saude, a meios de
transporte, etc. Sendo assim, para viabilizagdo esta politica nacional, os gestores do SUS,
tendo como parceiros potenciais as areas da educagdo, desenvolvimento social, direito
humano, etc, assim, os mesmos investem esforcos para consolidar compromissos
institucionais para a progressiva inclusido das pessoas com deficiéncia em suas comunidades
(BRASIL, 2010).

Tendo em vista o exposto acima, um dos objetivos do Departamento de Engenharia
Elétrica da Universidade estadual de Londrina (UEL) é melhorar a expectativa de vida de
tetraplégicos, desde o ano de 2000. Sendo assim, o departamento estd desenvolvendo uma
cadeira de rodas para tetraplégicos (GERMANOVIX et al., 2003). Em meio a todos estes
esforcos, o presente trabalho tem como objetivo projetar o controlador de realimentacdo da
saida e analisar o desempenho do sistema de controle. Para isso, apresenta-se uma abordagem
para projeto de Controlador Robusto via LMIs aplicado a uma Plataforma Robotica Movel. A
analise de controle do sistema utiliza uma estrutura cinemdtica modelada por Mazo et al
(1995) e adaptada em Germanovix et al. (2003) para tetraplégicos, por meio de sopro e
succdo. Em trabalhos recentes, Ferreira, Cervantes e Germanovix (2008) adaptaram os
comandos de sopro e succdo (GERMANOVIX et al., 2003) a uma cadeira de rodas comercial
com joystick.

Uma cadeira de rodas robotizada ¢ util para pessoas deficientes que ndo sdo capazes
de conduzir manualmente uma cadeira de rodas, como as pessoas tetraplégicas. Usando uma
interface homem-maquina (IHM), baseada em sinais de sopro e suc¢do da pessoa com
deficiéncia, a mesma pode conduzir a cadeira de rodas robotizada ao local desejado. Assim,
selecionou-se o modelo dinamico da cadeira de rodas construido por De La Cruz, Bastos e
Carelli (2011), uma vez que a principal contribuicdo do modelo dindmico foi a incerteza
quanto a posi¢cdo do Centro de Gravidade da mesma (DE LA CRUZ; BASTOS; CARELLI,
2011).
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O projeto de controlador robusto aplicado a Cadeira de Rodas Moveis (CRM),
desenvolvido por este trabalho, apresenta técnicas de linearizacdo de sistemas, projeto de
sistema Estritamente Real Positivo (ERP) e andlise dos resultados obtidos. As técnicas de
linearizagdo usadas por este trabalho sdo: Série de Taylor e o Método de Lineariza¢do de
Lyapunov (OGATA, 2010; SLOTINE; LI, 1991).

Os sistemas ERP tém grande importancia no controle de sistemas com incertezas e
disturbios, pois possui resultados relevantes quanto a estabilidade de sistemas (ANDERSON,
1968). Os sistemas Reais Positivos (RP) nasceram na teoria de circuitos elétricos e foram
definidos dentro dos Sistemas Lineares Invariantes no Tempo (SLIT). As matrizes de
transferéncia RP e ERP possuem duas interpretacdes em termos de circuitos elétricos.
Considere dois nds de um circuito elétrico composto pela conexdo de elementos passivos,

Resistor (R), Indutor (L) e Capacitor (C), de forma arbitraria.

Entdo, a impedéancia usando a Transformada de Laplace entre os dois nos,
Z(s) é RP, e, de modo inverso, qualquer fun¢do de transferéncia Z(s) RP
pode ser realizada como a impedancia entre dois nds de um circuito elétrico
com elementos passivos R, L ¢ C. Agora, se aplicarmos uma tensdo entre
estes dois nds mencionados anteriormente ¢ se Z(s) for RP, entdo a soma da
energia inicial armazenada no circuito, no instante inicial t =0, com a
energia fornecida na intervalo t € [0, T], T > 0, deve ser maior ou igual a
energia armazenada em t = T.”(LORDELO, 2000).

Este trabalho utiliza os resultados dos sistemas ERP baseados em LMIs e Controle
com Estrutura Variavel (CEV) de Covacic (2006) e Covacic et al (2008), para plantas com
nimero de saidas maior que o nimero de entradas. E para andlise dos resultados sdo
ilustrados graficos, os quais evidenciam as regides de solucdo e graficos no dominio do tempo
continuo, para apresentar alguns estudos de caso.

No capitulo 2 serdo abordados os seguintes métodos de linearizag¢do: Série de Taylor
e Método de Linearizagdo de Lyapunov. Assim, com estas ferramentas torna-se possivel
adequar o modelo ndo-linear da CRM as técnicas de projeto de controladores propostas.

O capitulo 3 tratara de condi¢des baseadas em LMIs para sistemas ERP. O capitulo
mostra a formulacdo para obter um sistema ERP e em seguida trata do projeto de
compensador estatico com retroacdo da saida. O capitulo aborda também as especificagdes
para sistemas com o mesmo numero de entradas e saidas, sistema com numero de saidas
maior que o numero de entradas, taxa de decaimento e incertezas na planta.

O capitulo 4 discorrera sobre o método de projeto de CEV utilizando LMIs.

Descrevera o método de CEV para sistemas com o mesmo nimero de entradas e de saidas.
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Apresentam-se as formulagdes para estabilidade, robustez, taxa de decaimento e restricdo dos
sinais de entrada e de saida.

No capitulo 5 descreve-se a preocupacdo do Ministério da Saude quanto a inclusdo
das pessoas com deficiéncia na sociedade. Em seguida, neste capitulo, encontram-se duas
contribui¢des deste trabalho, a saber, a escolha de um modelo matematico para a Cadeira de
Rodas Moveis que inclua incertezas quanto a posi¢do do Centro de Gravidade (CG) em
relacdo ao sistema movel de coordenadas e o desacoplamento do modelo dindmico do modelo
cinematico da CRM.

No capitulo 6, encontram-se trés contribui¢cdes deste trabalho. A lineariza¢do do
modelo dindmico e a linearizagdo do modelo cinemdtico, os vértices do politopo
correspondentes as matrizes caracteristica do sistema e de entrada do sistema e a malha de
controle para a CRM, sendo propostos dois controladores estaticos de realimentacdo da saida.

No capitulo 7 sdo apresentados os resultados quanto ao projeto e andlise do
controlador robusto desenvolvidos neste trabalho. As contribui¢des deste capitulo consistem
na obtenc¢do do controlador estatico do modelo dindmico para sistemas Estritamente Reais
Positivos com incertezas politopicas e imposicdo da taxa de decaimento, a obtengdo do
controlador estatico do modelo cinematico por meio de sistemas Estritamente Reais Positivos
com incertezas politdpicas e imposi¢cdo da taxa de decaimento, a demonstracdo para projeto e
analise de sistemas com nimero de saidas maior que o numero de entradas com incertezas
politépicas e imposicdo da taxa de decaimento e a ultima contribuicdo, ndo menos
importantes que as demais, obteng¢do do controlador estatico modelo cinematico por Controle
com Estrutura Varidvel com incertezas politdpicas e imposicdo da taxa de decaimento.

No capitulo 8 discutem-se os resultados obtidos no projeto. Assim, evidenciam-se as
incertezas consideradas no projeto de controlador robusto da CRM e destaca-se a taxa de
decaimento obtida no projeto do controlador estatico para parte dindimica da CRM. Para o
modelo cinematico, evidenciam-se as incertezas consideradas e a taxa de decaimento
encontrada para o sistema.

Por fim, no capitulo 9, relata-se a importancia do assunto escolhido, incluem-se os
principais resultados do projeto, apresentam-se sugestdes para pesquisas futuras e a

disseminacdo do trabalho no meio académico.
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CAPITULO 2 METODOS DE LINEARIZACAO
METODOS DE LINEARIZACAO

Este capitulo apresenta dois métodos de linearizacdo para sistemas ndo-lineares. Tais
métodos produzem modelos lineares locais. Os métodos apresentados serdo: expansdo por
Série de Taylor (OGATA, 2010) e Método de Linearizacdo de Lyapunov (SLOTINE; LI,
1991).

Segundo Geromel e Korogui (2011) “Aproximar e saber usar aproximagdes ¢ uma
arte.” Os problemas de sistemas dinamicos reais sempre apresentam, em sua esséncia
fendmenos ndo lineares, desde simples variacdes do ganho com a amplitude do sinal de
entrada a efeitos radicais como saturagdo, folga, deslizamento, zona morta, atrito de Coulomb,
sendo estes ndo representados por equagdes lineares (CASTRUCCI, BITTAR; SALES, 2011;
GEROMEL; KOROGUI, 2011).

Considerando os sistemas ndo-lineares, tanto a analise quanto o projeto de sistemas
de controle sdo mais complexos quando comparados aos sistemas lineares. A linearizagdo € o
método de determinar um modelo linear local, do sistema ndo-linear, em um ponto de
operagdo que descreva um comportamento similar a dindmica original. “Ha mais de 100 anos,
Lyapunov provou que se o modelo linear, obtido através de processo de linearizagdo de um
modelo ndo-linear, ¢ valido em uma regido em torno do ponto de operacdo e se ¢ estavel,
entdo existe uma regido contendo o ponto de operacdo na qual o sistema nao-linear ¢ estavel.”
(ASSUNCAO; TEIXEIRA, 2013).

Portanto, ao projetar um sistema de controle para um sistema nao-linear, quando o
sistema ¢ linearizavel no ponto de operagdo, pode-se seguramente obter uma aproximacao
linear deste modelo, para o ponto de equilibrio, e utilizar a teoria de controle linear para
projetar o controlar desejado. Assim, utiliza-lo para controlar o sistema nao-linear, garantindo
sua estabilidade nas vizinhangas do ponto de operacio (ASSUNCAO; TEIXEIRA, 2013;
OGATA, 2010; SLOTINE; LI, 1991).

Técnicas modernas de projeto de controladores utilizando LMI para sistemas ndo-
lineares possibilitam o sistema trabalhar proximo de um conjunto de pontos de operacao,
garantindo a estabilidade do sistema ndo-linear e também um conjunto de restricdes de
desempenho temporal (ASSUNCAO; TEIXEIRA, 2013).

A seguir, na se¢do 2.1 ¢ apresentada a metodologia de lineariza¢do em expansdo por
Série de Taylor e na secdo 2.2 ¢ ilustrado um procedimento mais abrangente para

linearizag¢do, o Método de Linearizacdo de Lyapunov.
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2.1 SERIE DE TAYLOR

Nesta se¢@o, sera mostrada uma técnica de linearizacdo aplicdvel a maioria dos
sistemas ndo-lineares. O método ¢ baseado na expansdo da fungdo ndo-linear por série de
Taylor, em torno de um ponto de operacdo. Para obtengdo do modelo matematico linear de
um sistema ndo-linear supde-se que a varia¢do (erro do modelo linear) do sistema seja baixa
em relagdo a alguma condi¢do de operagdo (OGATA, 2010).

Considere um sistema nao-linear cuja grandeza de saida y ¢ fun¢do de n grandezas

de entrada x4, x,,..., X,, de modo que

V= f(x1,X3, ., Xpn).
2.1

Pode-se obter uma aproximacgao linear de y expandindo-se a equacdo ((2. 1) em série

de Taylor, em torno do ponto de operagdo X = [X1,X,,...,%,]7. A equagdo ((2. 1) torna-se,

entdo,
_ _ af _ of _ af _
y = f(%y, %o, o, %) + [(3_961 (x; — X1) + _axz (xy = %) + -+ _axn (xp — xn)]
1 [9? 9?2
= \2 = )2
+zla—xf(x1 —X)% - +5_xrzl(xn — Xp) l +

(2.2)

sendo as derivadas parciais calculadas em x; = X1, X, = X5,..., X, = X,. Proximo ao ponto de
operagdo, os termos de maior ordem sdo negligenciados, se e somente se a variagdo de x; —
X;, para i = 1,...,n, for pequena (OGATA, 2010). Assim, o modelo matematico linear do

sistema ndo-linear em analise, nas vizinhangas do ponto de operagdo ¢ dado por

d d d
Y~ FGonFar s B) + a—i(x1—f1)+a—i(xz—f2)+---+a—£l(xn—fn)]. .
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Portanto, o modelo matematico (2.3) utilizado na analise e no projeto pode
representar, com acurdcia, a dindmica de um sistema real nas condi¢cdes especificas de
operagdo, porém pode ndo ser significativo para apurar o comportamento em outras condi¢des
de operagdo. Portanto, se as condi¢des de operacdo variarem muito, o modelo linear ndo ¢

adequado (OGATA, 2010).

2.2 METODO DE LINEARIZACAO DE LYAPUNOV

O método de linearizagdo de Lyapunov diz respeito a estabilidade local de um
sistema ndo-linear. Como todos os sistemas fisicos sdo inerentemente nao-lineares, o método
de linearizacdo de Lyapunov serve como ferramenta fundamental para uso das técnicas de
controle linear, isto €, mostra que projeto de estabilidade para controle linear garante a
estabilidade do sistema fisico original localmente (SLOTINE; LI, 1991).

Considere o sistema dindmico ndo-linear representado por um conjunto de equagdes

diferenciais ndo-lineares na forma

X = f(x,t) (2.4)

sendo f uma fungdo vetorial ndo-linear de dimensdo n X 1 e x vetor de estado de dimensdo

nx1.

O namero de variaveis de estado n é chamado de ordem do sistema. Uma solug¢do
para x(t) da equacdo X = f(x,t) € usualmente correspondente a uma curva no espago de
estados com t variando a partir de zero até o infinito. Esta curva ¢ geralmente referida como

uma trajetoria do sistema (SLOTINE; LI, 1991).

E importante observar que a equacio (2.4) ndo contém explicitamente a entrada de
controle como uma varidvel, a qual ¢ diretamente aplicado ao sistema de controle
realimentado. A razdo ¢ que a equacdo x = f(x,t) pode representar a dinimica de malha
fechada de um sistema de controle realimentado, com a entrada de controle sendo uma fungao
de estado x e tempo t, e portanto desaparecendo na dindmica em malha fechada (SLOTINE;

LI, 1991). Especialmente, se a dindmica da planta for
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x = f(x,ut) (2.5)
e alguma lei de controle for selecionada

u=g(xt), (2.6)
entdo a dindmica em malha fechada ¢

x = f[x,g(x,t),t], 2.7
que pode ser reescrita na forma x = f(x, t).

Uma classe especial de sistemas ndo-lineares sdo sistemas lineares (SLOTINE; LI,

1991). As dindmicas dos sistemas lineares sdo da forma

sendo A(t) uma matriz n X n (SLOTINE; LI, 1991).

Os sistemas ndo-lineares sdo classificados por autdbnomos e ndo-autonomos, de

acordo com a Defini¢édo 1.

Defini¢do 1 (SLOTINE; LI, 1991) O sistema ndo-linear x = f(x, t) € dito ser autbnomo se f

ndo depende explicitamente do tempo, isto €, se as equacgdes de estado podem ser escritas

x = f(x) (2.9)

caso contrario, o sistema ¢ chamado ndo-autonomo.

Considere o sistema autdnomo Xx = f(x) e suponha que f(x) é continuamente

diferencidavel. Entdo as dindmicas do sistema podem ser escritas como

of

Xk = (ﬂ)ﬁo x+ fr(x) (2.10)

sendo f,(x) designado para os termos de ordem elevada em x.
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Usou-se a matriz constante A para denotar a matriz Jacobiana A de f com relagdo a x
ofi

em x = 0. Uma matriz n X n de elementos Py dada por
]
0
4= < _f) (2.11)
ox x=0

sendoi =1,2,..nej=1.2,..n.

Entdo o sistema x = Ax ¢ chamado de linearizacdo ou aproximacgao linear do sistema

ndo-linear original (equagdo (2.9)) no ponto de equilibrio 0.

Observe a similaridade, come¢ando com um sistema ndo-linear ndo-autobnomo com

uma entrada de controle u

x = f(x,u) (2.12)

tal que £(0,0) = 0, pode-se escrever

u=0

(2.13)

sendo f,(x,u) designado para os termos de ordem elevada em x e u.

A matriz A denota a matriz Jacobiana A de f comrelagio ax,emx =0ecu=20,¢

B denota a matriz Jacobiana B de f com relagdo a u no mesmo ponto, sendo uma matriz

af; , . .
n X m de elementos a—fl_, sendo m o nimero de entradas, i = 1,2,..nej = 1,2,..m. Tem-se

uj

(2.14)

(2.15)
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Assim, o sistema

x =Ax + Bu

(2.16)

¢ a linearizacdo ou aproximac¢do linear do sistema nao-linear original em x =0 ¢ u=20

(SLOTINE; LI, 1991).

Considere a planta definida em (2.16), com m entradas e p saidas. O Teorema 1,

dado em Slotine e Li (1991), estabelece condi¢cdes necessarias para que um sistema

linearizado seja estavel e estende suas condi¢des para sistemas ndo-lineares.

Teorema 1 (LATHI, 2007; SLOTINE; LI, 1991)

(@)

(ii)

(iii)

(iv)

Se o sistema linearizado ¢ estritamente estavel, isto €, se todos os autovalores
de A estdo estritamente no Semiplano Esquerdo (SPE) do Plano Complexo,
entdo o ponto de equilibrio € assintoticamente estavel para o real sistema nao-
linear.

Se o sistema linearizado ¢ instavel, isto €, se ao menos um autovalor de A esta
estritamente no Semiplano Direito (SPD) do plano complexo, entdo o ponto de
equilibrio € instavel para o sistema nao-linear.

Se o sistema ¢ marginalmente estavel, isto é, todos os autovalores de A estdo
no SPE do plano complexo, mas ao menos um deles no eixo imaginario, entdo
ndo podemos concluir alguma coisa a partir da aproximagao linear, o ponto de
equilibrio pode ser estavel, assintoticamente estdvel, ou instavel para o sistema
ndo-linear.

Sistema com pelo menos um autovalor de A com multiplicidade maior que um

no eixo imaginario € instavel.

2.3 CONCLUSAO PARCIAL: CAPITULO 2

Nas secdes (2.1) e (2.2) foram mostrados dois métodos de linearizacdo, a saber:

expansdo por Série de Taylor e o método de linearizacdo de Lyapunov. A Série de Taylor € o

método de linearizacdo mais difundido na literatura de andlise e projeto de controladores para
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sistemas dindmicos. Tal assunto é encontrado com detalhes nas seguintes: Nise (2011),
Castrucci, Bittar e Sales (2011), Ogata (2010), Garcia (2009), Aguirre (2007), Falleiro e
Yoneyama (2002) e Slotine e Li (1991).

Ja o método de linearizacdo de Lyapunov (secdo 2.2), encontra-se um tanto restrito,
quanto a literatura basica nacional. Porém, tal método ¢ encontrado em Slotine e Li (1991),
sendo fundamentado e aqui relatado na forma do Teorema 1 (Linearizagdo de Lyapunov).
Mostra-se que o projeto de controle linear para sistemas MIMO (Multiple Input, Multiple
Output) € um assunto de relevancia e ao projetar um controlador, tal que, o sistema permaneca
numa faixa linear, apresenta limitagcdes, uma vez que todos os sistemas sdo inerentemente

ndo-lineares (SLOTINE; LI, 1991).

No proximo capitulo encontra-se um estudo de condi¢cdes baseados em LMIs para

sistemas ERP.
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CAPITULO 3
CONDICOES BASEADAS EM LMIS PARA SISTEMAS ERP

3.1 SISTEMAS ERrP

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlavel e observavel (COVACIC
et al., 2008):
x =Ax + Bu
y=C(x (3.1)

sendo x € R™ o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R™ a saida do sistema,
A € R™™" a matriz caracteristica do sistema, B € R™™ a matriz de entrada do sistema e

C € R™*™ 3 matriz de saida do sistema.

Na Definicdo 2 apresentam-se as condi¢des para que a matriz de transferéncia

G(s) € R™™ (o sistema (3.1) seja RP.

Defini¢io 2 (ANDERSON, 1968) 4 matriz de transferéncia G(s) € R™ ™ do sistema (3.1) é

Real Positiva (RP) se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

(a) Os elementos de G(s) ndo possuem polos com parte real positiva;
() G*(s) =GT(s") e

(c) A matriz hermitiana ] (s) = G(s) + GT (s*) é semi-definida positiva em Re(s) > 0, sendo
que o asterisco (*) denota o complexo conjugado de um escalar ou o complexo conjugado

transposto de um vetor ou matriz.

Na Definicdo 3 apresenta a condigdo para que a matriz de transferéncia G(s) €

R™*™ do sistema (3.1) seja ERP.
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Definicio 3 (ANDERSON, 1968) A matriz de transferéncia G(s) é Estritamente Real
Positiva (ERP) se G(s — €) for RP para algum € > 0.

Considere a planta linear invariante no tempo, controlavel e observavel a seguir:

x =Ax + Bu
y =Cx+Du (3.2)

comx € R" ey € R™ e o vetor de entrada x € R™ tal que, para todo T positivo,

j WO y(©)dt < of|lxO|]sup|lx®l, 0< ¢ <T.
0
(3.3)

Neste caso, § ¢ uma constante positiva, que depende do estado inicial do sistema
x(0) mas independe do tempo T. Os resultados a seguir foram formulados por V. M. Popov

na década de 1960 (ANDERSON, 1968; COVACIC et al., 2008).
A Definicao 4 estabelece a condig@o para que o sistema (3.2) seja dito hiperestavel.

Definicio 4 (ANDERSON, 1968) O sistema (3.2) é dito hiperestavel se, para qualquer u(.)

limitado satisfazendo (3.3), a inequagdo

X1l = K(||x0)]| + ) 3.4

¢ satisfeita para alguma constante positiva K e para todot = 0.
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Na Definicdo 5, Anderson (1968) estabeleceu as condigdes para que o sistema (3.2)

seja dito assintoticamente hiperestavel.

Definicio 5 (ANDERSON, 1968) O sistema (3.2) é dito assintoticamente hiperestavel se,

para qualquer u(.) limitado satisfazendo (3.3), a inequagdo (3.4) é satisfeita e, também,

th_)rglo x(t) =0. (3.5

Seja, por defini¢do, G(s) = C(sI — A)™'B + D a matriz de transferéncia do sistema

(3.2), entao (COVACIC et al., 2008):

Teorema 2 (ANDERSON, 1968) A condi¢do necessdaria e suficiente para que o sistema (3.2)
seja hiperestavel é que G(s) seja RP.

Teorema 3 (ANDERSON, 1968) A condi¢do necessdria e suficiente para que o sistema (3.2)

seja assintoticamente hiperestavel é que G(S) seja ERP.

Com base nas definigdes e teoremas anteriores, o Lema 1 (ANDERSON, 1968)

fornece condicdes para os sistemas ERP.

Lema 1 (ANDERSON, 1968) A matriz de transferéncia do sistema (3.1), G(S) =

C(sl — A)™1B, é ERP se e somente se existir uma matriz P = PT, tal que:

PA+ ATP <0,
BTP =,

P> 0. (3.6)
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Huang et al. (1999) apresenta condicdes usando LMIs, para que o sistema
realimentado descrito na Figura 3.1, com entrada V(s) e saida Y(s), seja ERP para alguma

matriz constante K (COVACIC et al., 2008). Estas condigdes sdo dadas no Teorema 4.

Figura 3.1 - Sistema realimentado dos Teoremas 4 e 5

Vi(s) + :U(S} &= Ar + Bu Y (s)

_ y=Czr

"r

K

F

Fonte: Covacic et al. (2008).

Teorema 4 (HUANG et al., 1999) Existe uma matriz K, constante, de realimentac¢do da
saida, que torna o sistema de malha fechada da Figura 3.1 ERP, se e somente se, para,

C=C",
BTC =CTB >0, (3.7)
e se existir uma matriz X = XT > 0, tal que

CTherm(B,XBTA)C, < 0. (3.8)

A matriz C, é definida como C, € R™™ ™ posto(C,)=n-me C'C,=0cea
fun¢do herm(X) € dada por: herm(X) = %(X + X*), sendo X* a matriz complexa conjugada

transposta de X.

Sendo (3.7) e (3.8) factiveis, todas as solu¢des para K serdo descritas por:

K = Ctherm(PA) {I -C, [ffherm(PA)fl]_1C~Iherm(PA)} CtT + 5, (3.9)
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sendo P = PT = C(BTC~)_16~T + B, XBT >0, S uma matriz definida positiva qualquer e

Ct=(C"C )_15 T denota a pseudo-inversa de Moore-Penrose de C.

O problema descrito no Teorema 4 foi estudado teoricamente em (OWENS;
PRATZEL-WOLTERS; ILCHMANN, 1987; TEIXEIRA, 1989) como mostra o Teorema 5, a

seguir.

Teorema 5 (KAUFMAN; BAR-KANA; SOBEL, 1994; TEIXEIRA, 1989) Considere a
Figura 3.1. Entdo, existe uma matriz constante K, tal que o sistema da Figura 3.1, com
entrada V (s) e saida Y (s), seja ERP, se e somente se as seguintes condi¢des forem

satisfeitas:

(i) CB = (CB)T > 0;

(ii) todos os zeros de transmissdo da planta {A, B, C} apresentam parte real negativa.

A seguir, na Defini¢do 6, apresentam-se as condigdes para que um dado sistema seja

chamado de fase minima.

Definicdo 6 (OGATA, 2010) Se todos os polos e zeros de um sistema estiverem localizados
no semiplano esquerdo do plano s, o sistema sera chamado de fase minima. Se um sistema
tiver pelo menos um polo ou um zero no semiplano direito do plano s, entdo o sistema sera

chamado de fase nao minima

Observacio 1 E oportuno mencionar que o Teorema 5 apresenta as mesmas condi¢des
descritas em (KAUFMAN; BAR-KANA; SOBEL, 1994), Lema 1, excetuando-se que,
naquele lema, a condicdo (i) do Teorema 5 é substituida pela condi¢do CB > 0 (COVACIC
et al., 2008).

Embora ndo tenha sido explicitado, no Lema 1 em (KAUFMAN; BAR-KANA;

SOBEL, 1994), a condigdo de simetria (i) do Teorema 5 estd implicita. Esta simetria ¢
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necessaria, pois das condi¢des (3.6), BTPB = (BTPB)T, tendo em vista que P = PT

(COVACIC et al., 2008).

3.2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlavel e observavel (COVACIC

et al., 2008):

x =Ax + Bu (3.10)

y=C(x

sendo x € R™ o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, x € RP a saida do sistema,
A € R™™" a matriz caracteristica do sistema, B € R™*? a matriz de entrada do sistema e
C € RP*™ a matriz de saida do sistema, com p =m, posto(C) =p e posto(B) =

posto(CB) = m.

Problema 1: Dada a planta {A, B, C} linear, invariante no tempo, controlavel e observavel,
com posto(C) = p e posto(B) = posto(CB) = m, obtenha condi¢des necessdrias e/ou

suficientes, usando LMIs, para a existéncia de matrizes constantes F e K, € R™ P, para que

o sistema descrito na Figura 3.2 seja ERP (COVACIC, 2006).

Figura - 3.2 Sistema realimentado do problema 1

ET(S) 4+ U(S) i = Ar + Bu };(52 - ]’r{.S)

Yo =Crx

K,

F )

Fonte: Covacic et al. (2008).
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3.3 SISTEMAS COM REALIMENTACAO DA SAIDA

Agora sdo apresentados teoremas para sistemas com realimentagdo da saida para o

mesmo numero de entradas e saidas e com nimero de saidas maior que o nimero de entradas.
3.3.1 Sistemas com o Mesmo Numero de Entradas e Saidas

Considere a planta definida pelas equacdes (3.10), com p = m. A solugdo do
Problema 1, para sistemas com o mesmo numero de entradas e saidas, ¢ apresentada no

Teorema 6. (COVACIC et al., 2008)

Teorema 6 (LORDELO, 2000; TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAO, 2000) O Problema 1

tem solucdo se e somente se existirem matrizes P = PT, R e F, tais que:

PA+ATP—CT(R+RT)C <0, (3.11)
BTP = FC, (3.12)
P >0. (3.13)

Além disso, quando (3.11)—(3.13) sdo satisfeitas, entdo uma matriz K,, que pode ser

obtida pela expressdo:

K, = (FT)~'R
3.14)

torna o sistema da Figura 3.2, com entrada U(s) e saida Y (s), ERP.

Prova (TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAO, 2000) A partir do Lema 1 descrito na Figura
3.2, com entrada U(s) e saida Y (s) é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K ¢ F,

tais que:

P(A— BKC) + (A—BKC)TP <0, (3.15)
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BTP = FC, (3.16)
P >0. (3.17)

Agora, substituindo (3.16) em (3.15) e definindo R = FTK, tem-se:

PA+ ATP — CTFTKC — CTKTFC < 0,

PA+ ATP —CT(R+RT)C <0, (3.18)

Que corresponde a equagio (3.11). Agora, de (3.12), como posto(B) = m entio BTPB =
FCB tem posto m. Portanto, F € R"™*™ também tem posto m e assim (FT)~! existe. Entfo,
se o sistema na Figura 3.2 for ERP, (3.11)-(3.13) sdo factiveis e se (3.11)-(3.13) forem

factiveis, o sistema na Figura 3.2 ¢ ERP, para K dado em (3.14). m

Observacio 2 Se as LMIs dadas em (3.11)—(3.13) forem factiveis, elas podem ser facilmente
resolvidas utilizando-se programas computacionais disponiveis, como o Matlab (GAHINET

et al., 1995) e o LMISol (DE OLIVEIRA; FARIAS; GEROMEL, 1997).

O Lema a seguir permite retirar a restrigdo de igualdade do Teorema 6, como

descrito no Corolario 1 abaixo.

Lema 2 (OWENS; PRATZEL-WOLTERS; ILCHMANN, 1987, TEIXEIRA, 1990)
Considere o sistema {A,B,C}, descrito em (3.1), com posto(CB) = m. Entdo, existe uma

transformacdo linear T : R™ = R", tal que:

[36’;] = (3.19)
[;ﬂ=[ﬁ§ ﬁi] [;ﬂ‘*[c%]” (3.20)
Yo =10 I [;(1,] (3.21)
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Corolario 1 (LORDELO, 2000) Considere que as matrizes A, B e C, na Figura 3.2, tenham

as seguintes formas:

_ Ay A, _ 0 _
A‘[Ag AJ’B‘[COBJ”‘[O ml,

(3.22)

sendo posto(C,B,) = m. Entdo, as condi¢cdes necessdrias e suficientes para a solugdo do

Problema 1 sdo a existéncia de matrizes P = PTe R, tais que

P, O
P—[O PC]>Oe

0 0

Tp _
PA+ ATP [0 (R+RT)]<O’

sendo as matrizes K, e F obtidas pelas expressoes:

K, = (FT)"'R = (P.C,B,) 'R,

F = (C,B,)TP..

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Prova A prova deste Corolario ¢ similar a prova do Teorema 6 e ¢ apresentada em Lordelo

(2000). m

Comparando-se os resultados do Corolario 1 com os do Teorema 6, observa-se que

foi removida a Equacdo Linear Matricial (em inglés, Linear Matrix Equality, LME) (3.12).

Alguns programas computacionais, como o toolbox de LMI do Matlab ndo aceitam

diretamente a existéncia de LME, sendo assim, torna-se necessario usar o Complemento de

Schur (Apéndice A) ou a formulagdo proposta por Covacic (2006) (Apéndice B). Desta

forma, o Corolario 1 pode ser util para a obten¢cdo de uma solugdo numérica do Problema 1

(COVACIC et al., 2008).
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3.3.2 Sistemas com Numeros Diferentes de Entradas (m) e Saidas (p)

Considere a planta definida em (3.27) (COVACIC, 2006):

y = C,% (3.27)

sendo X € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € RP a saida do sistema,
A, € R™™ a matriz caracteristica do sistema, B, € R™*P a matriz de entrada do sistema e
C, € RP*™ a matriz de saida do sistema, com p =m, posto(C,) =p e posto(B,) =

posto(C,B,) = m. O Teorema 7 estabelece a solugdo do Problema 1.

Teorema 7 O Problema I, comp = n, tem solu¢do se e somente se existirem matrizes

X = XT e R que satisfazem as seguintes LMIs:

AX + XAT —BR—RTBT <0, (3.28)
X > 0. (3.29)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F=BTXx"'c1, (3.30)
K, = RX~1C~ 1. (3.31)

Prova (COVACIC, 2006) A partir do Lema 1, o sistema descrito na Figura 3.2, com entrada

U(s) e a saida Y (s), é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K, e F, tais que:

P(A—BK,C) + (A—BK,C)TP <0, (3.32)
BTP = FC, (3.33)

P>0. (3.34)
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Definindo-se X = P~1, tem-se, de (3.32)-(3.34):

(A—BK,C)X + X(A - BK,C)TP < 0, (3.35)
BT = FCX, (3.36)
X > 0. (3.37)

As LMIs (3.29) e (3.37) sdo equivalentes. Definindo-se, em (3.35), R = K,CX,
obtém-se a LMI (3.28). Como as matrizes C e X sdo inversiveis, as matrizes F e K, podem ser

obtidas através das equagdes (3.30) e (3.31). m

Considere agora, p < n. Embora ndo tenham sido obtidas condi¢des necessarias e
suficientes, em termos de LMIs, para a solu¢do do Problema 1 neste caso, sdo propostas por

Covacic (2006), algumas condigdes suficientes que sao tuteis na solu¢cdo do Problema 1.
Considere, também, o seguinte lema:

Lema 3 (OWENS; PRATZEL-WOLTERS; ILCHMANN, 1987, TEIXEIRA, 1990)
Considere o sistema (3.23), com x € R", u € R™, y € RPe p > m. Entdo, existe uma

transformacgado linear T, de modo que:

x = T% (3.38)

. _[A A, 0 _
x—[A3 A4]x+[COBO]u—Ax+Bu,

(3.39)

y=1[0 Dhlx=Cx, (3.40)

sendo I,, a matriz identidade de ordem p. Note que, no Lema 3, C,B, = CB e que

BT = (CB)T C.



35

Prova (TEIXEIRA, 1990) Defina B, = [b,q, ...,bin_m] € R™*™ ™ ¢ considere que o
posto(B)) =n—m,B{B=0ebl;b,; =0parai #j,iej€{l,..,n—m}. Entdo, C pode

ser considerado igual a:
¢ = M,BT + M,BT, (3.41)
pois, de posto(CB) = m, segue que o posto(B) = m e, assim, posto([B i B,]) = n. Note

que, em (3.41), M; € RP*™ ¢ CB = M,BTB. Entdo, da condi¢do de que posto(CB) =m

segue que:

posto(M;) = m. (3.42)

Agora, considere, por hipdtese, posto(C) = p e, de (3.41),

. BT 3.43

C =[M,:M,] [BT] ( )
1
(3.44)

e, entdo, posto([M; : M,]) = p. Portanto, de (3.42) e [M,: M,] € RP*",
existem p — m colunas de M, iguais por defini¢do a my, ..., m,_p,, tal que
posto[M; i my i - Emp_m] = posto[M; i M,] = p.
Note que:
[Ml E M4_] = M2N1N2 Nq = MzN, (345)

sendo N; € R*~™*n~M " j =1,..,q ndo singulares e que permutam duas colunas de

M,Ny ...N;_4,sendo Ny = I,,_,,.

E facil mostrar que N;' = N; e assim, de (3.45), N1 = Ny ... N;. Entdo, de (3.43) e (3.45),

segue que:
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=t sl [ v o] = o ] -

Note que N~ 'BT tem as mesmas linhas de B!, mas com algumas mudangas de posi¢do.

Portanto, de B]B =0 e b];b,; = 0, i # j, defina:

N_lBI = [Byy BOJ_]Tr (3.47)

sendo B}, € R*P*" ¢ BT € RP~™*" Entdo, B,B =0, Bl,B = 0e Bl,B,, = 0. Portanto,
de (3.46) e (3.47), seque que:

C = M,B” + M3BY, + M,BY.

Sabendo-se que C € RP*™, temos, a partir de (3.44):

posto([M; : M,]) = posto([M; : M5 : M,]) = p. (3.48)

Agora, considere a matriz:

T = [Bgl]_ (3.49)
C
Entdo:
T~ = [By,[BE By, 17" + BK; + By, K, i CT[CCT]™* + CTK;], (3.50)
sendo:
CT = BIB"B] ™Ky + Bo,[B§, Bo ] ™" + BoL[B§, Bo ] 'K, (3.51)
M + MK, + MyKs = Ms + M, B{, By, K, + M;B"BK; = 0, (3.52)
K, = —Bf c(ccT). (3.53)

Note que CCT =0 e, de (3.48), existem K, K,, K, e Ks tais que (3.52) seja satisfeita, pois
Bl B,, e BTB sio nio-singulares. Portanto, de (3.10), (3.49) e (3.50), é facil mostrar que:
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0 _ 3.54
1B =[] = By €T =10 L]=cy, G:39)
LA A e (3.55)
1 1 Az _ e
TAT! = [A3 w|=An  Tx= [y]

sendo A; € R" PP A, € RP*P, A; € RP*"P ¢ A, € R"P*P, Entdo, o Lema 3 esta

provado. m

Os Teoremas 8 e 9, consideram que as matrizes da planta satisfazem a condicdo
BT = (CB)TC. Uma condigdo suficiente para a solu¢do do Problema I, com BT = (CB)TC, é
apresentada no Teorema 8§ (COVACIC, 2001).

Teorema 8 (COVACIC, 2001) Uma condi¢ao suficiente para a solug¢do do Problema 1, com

BT = (CB)TC, é a existéncia de matrizes P = PT, N e M, tais que:

PA+ ATP —BNC — CTNTBT <0, (3.56)
BTP = MBT, (3.57)
P>0. (3.58)

Quando (3.56)—(3.58) sdo satisfeitas, entdo as matrizes F e K, podem ser obtidas

por:
F = M(CB)T , (359)
K, = (MT)"N. (3.60)

Prova (COVACIC, 2006) A partir do Lema 1, o sistema descrito na Figura 3.2, com entrada

U(s) e saida Y (s), ¢ ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K, ¢ F, tais que:
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P(A - BK,C) + (A—BK,C)TP < 0, (3.61)
BTP = FC, (3.62)
P>0. (3.63)

Considere que existem matrizes P, N e M que satisfazem as equagdes (3.56)-(3.58).
As equacdes (3.58) e (3.63) sdo equivalentes.
Como BT = (CB)TC, entdo, de (3.57), tem-se que:

BTP = MBT = M(CB)"C. (3.64)

Desta forma, para F = M(CB)T, a equacdo (3.57) implica na equacio (3.62).

Finalmente, de (3.56) e (3.57), obtém-se:

PA+ ATP — BNC — (BNC)T
=PA+ ATP — BMT(MT)"INC — CTNTM~*MBT
=PA+ ATP — PB(MT)"INC — CTNTM~1BTP

=P(A—BMT)INC)— (A—B(MT)"INC)TP < 0. (3.65)

Definindo-se K, = (MT)"IN, tem-se:

P(A— BK,C) + (A—BK,C)TP <0 (3.66)

Portanto, a equagdo (3.56) implica na equagdo (3.61). m
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Corolario 2 (COVACIC, 2001) A condigdo necessdaria e suficiente para a factibilidade das
LMIs (3.31)—(3.33) é que todos os zeros de transmissdo do sistema {A, B, BT} tenham parte

real negativa. A definicao dos zeros de transmissao faz parte do Apéndice C.

Prova (COVACIC, 2006) (Suficiéncia) Pelo Teorema 5, se todos os zeros de transmissao de
sistema {A,B,BT} tém parte real negativa, entdo existe uma matriz K, tal que o sistema
{A — BKBT, B, BT} seja ERP, pois posto(B) = m, entdo BTB > 0. Assim, de acordo com o

Lema 1, existe P = PT, tal que:

P(A— BKBT) + (A— BKBT)TP < 0, (3.67)
BTP = BT, (3.68)
P > 0. (3.69)

As equagdes (3.69) e (3.58) sdo equivalentes. A partir de (3.68), definido M = [,,,,

tem-se:

BTP = MBT. (3.70)

Portanto, a equagdo (3.68) implica na equagao (3.57).

A partir de (3.67), tem-se:

PA+ ATP — PBKBT — BKTBTP < 0. (3.71)

Substituindo (3.68) em (3.71), segue que:

PA+ ATP — BKBT — BKTBT < 0. (3.72)
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Da hipétese de que BT = (CB)TC, tem-se:

PA+ ATP — BK(CB)TC — CT(CB)KTBT < 0. (3.73)

Definindo N = K(CB)T, segue que:

PA+ ATP — BNC — CTNTBT < 0. (3.74)

Portanto, a equagdo (3.67) implica na equagao (3.56).

(Necessidade) De (3.56) a (3.58), o sistema {A — BK,C, B, MBT} é ERP e, portanto,
todos os zeros de transmissdo deste sistema tém parte real negativa. Como a matriz M ¢
inversivel, pode-se verificar que os sistemas {4 — BK,C,B,MBT} e {A,B,BT} tém os
mesmos zeros de transmissdo, usando operagdes elementares, primeiro nas colunas e depois

nas linhas, da matriz que define os zeros de transmissio de {4 — BK,C, B, MBT}:

sl — A + BK,C B]~[51—A BN[sI—A B (3.75)
—MBT 0 —MBT 0 —BT of

Assim, todos os zeros de transmissdo do sistema {4, B, BT} tém parte real negativa. m

Outra condicdo suficiente para a solugdo do Problema 1, com BT = (CB)TC, ¢ apresentada no

Teorema 9.

Teorema 9 (COVACIC, 2001) Uma condi¢ao suficiente para a solug¢do do Problema 1, com
BT = (CB)TC, é a existéncia de matrizes X = X' ,Y e Z, tais que:

AX + XAT —BZC — CTZTBT <0, (3.76)
CX=YC, (3.77)

X > 0. (3.78)



Quando (3.36)—(3.38) sdo satisfeitas, entdo as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F=(CB)TY™}, (3.79)

K,=27Y"L (3.80)
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Prova (COVACIC, 2006) A partir do Lema 1, o sistema descrito na Figura 3.2, com entrada

U(s) e saida Y(s), ¢ ERP se e somente se existirem matrizes P = P”, K, e F, tais que:

P(A - BK,C) + (A—BK,C)TP < 0, (3.81)
BTP = FC, (3.82)
P>0. (3.83)

Definindo-se X = P71, tem-se, de (3.81)-(3.83):

(A — BK,C)X + X(A — BK,C)T <0, (3.84)
BT = FCX, (3.85)
X > 0. (3.86)

Considerando a existéncia de matrizes X, Y e Z, que satisfazem as equagdes (3.76)-

(3.78). As equagdes (3.78) e (3.86) sdo equivalentes. Note que, de (3.77) e (3.78), CXCT =

YCCT tem posto m e, assim, YeR™*™ também tem posto m.

Como BT = (CB)TC, entdo, de (3.77), segue que:

CX =YC,
(cB)TY~1cx = (cB)TY'YC,

(cB)TY-'CcX = (CB)"C = BT.
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Assim, para F = (CB)TY ™1, a equagdo (3.77) implica a equagio (3.85).
A partir da equagdo (3.76), obtém-se:

AX + XAT —BZC — CTZ"BT <0,

AX + XAT — BZY-lYC — CTYT(Yy~1)TZTBT < 0. (3.87)
Substituindo (3.77) em (3.87), segue que:

AX + XAT — BZY-YC — CTYT(Y~1)TZTBT < 0,

(A—BZYYO)X + X(A— BZY~'YO)T < 0. (3.88)

Definindo K, = ZY ™1, segue que:

(A—BK,C)X + X(A - BK,C)T < 0.

Portanto, a equagdo (3.76) implica na equagdo (3.84). m

Corolario 3 (COVACIC, 2001) Uma condi¢do necessaria para a factibilidade das LMls
(3.76)—~(3.78) é que todos os zeros de transmissdo do sistema {A,CT,C} tenham parte real

negativa.

Prova (COVACIC, 2006) De (3.76)-(3.80), o sistema {A — BK,C,CT,Y~1C} é ERP e,
portanto, todos os zeros de transmissdo deste sistema tém parte real negativa. Como a matriz
Y1 ¢ inversivel, pode-se verificar que os sistemas {4 — BK,C,CT,Y~1C} e {4,C7,C} tém os
mesmos zeros de transmissdo, usando operacdes elementares nas linhas da matriz que defini

os zeros de transmissdo de {4 — BK,C,CT,Y~1C}:

sl — A+ BK,C CT]N[SI—A CT]N[SI—A CT]
-Y~1C ol L-vy=*c o0 -c oF
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Assim, se o sistema {4 — BK,C,CT,Y~1C} é ERP, ou de forma equivalente, se
(3.76)-(3.78) sdo factiveis, todos os zeros de transmissdo do sistema {4,CT, C} tém parte real

negativa. m

Observacio 3 Através de varias aplica¢des dos Teoremas 8 e 9, em exemplos numeéricos, foi
possivel constatar que existem casos nos quais um funciona e o outro ndo e vice-versa. Desta
forma, as condigdes destes teoremas sdo distintas e um teorema ndo pode ser visto como um

caso particular do outro.

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlavel e observavel:

y = (X (3.89)

Considerando a planta (3.89), os Lemas 4 e 5 sdo a base para os Teoremas 10 e 11,

propostos por Covacic (2006):

Lema 4 Considere a matriz M € RP*P, definida por:

(CoBo)L

M=11cc,B,)7(c, B (C,B,))

(3.90)

sendo (C,B,)T € RP~™%P tal que (C,B,)T(C,B,) =0 e posto[(C,B,), ]=p—m.
Multiplicando a saida ¥ por M, defina a nova saida yy = MC, = C,X. Entdo, o produto
C1B,, com C; = MC,, é dado por:
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Lema 5 Considere o sistema (3.89), com a nova saida yy = My = MC, = C, X, definida no

Lema 4. Entdo, utilizando uma transformagado linear dada por:

~r ) ) )
T = [BC?J-], sendo BZ;J_ € RVPXN 44/ que BZ;J_BO =0, posto(B,))=n—p e tal que
1

posto(T) = n, o sistema transformado adquire a seguinte forma definida pelas equagdes

(3.10), com:

x =TX, y= My,

Ay A A
A=TA, Tt =4z Ay A,
A3y Aszy Ass
(3.91)
0
B=TB,=|0 ‘
L' (3.92)
0 I 0
_ -1 _ p-m
C=at [0 0 Im]‘
(3.93)

Neste caso especifico, o Teorema 10, proposto por Covacic (2006), estabelece as
condicdes necessarias e suficientes para que o sistema (3.10), com as matrizes A, B ¢ C

definidas em (3.91)—(3.93), seja ERP.

Teorema 10 O Problema 1, com as matrizes A, B e C definidas em (3.91)—(3.03), tem solugdo
se e somente se existirem matrizes Py, = P, P15, Py, = PL,, Py3, P33 = P, Ky e K, que

satisfazem as seguintes condicoes:

0 0 0
0 PKy Pk,
0 P33Ky Pk,

0 0 0 (3.94)
— 10 K1TP2Ts KzTP'sTs <0,
0 K{Pj; KjP

PA+ ATP —
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Py P O (3.95)
P=|Pf, Py Pu|>0,
0 Pj; P

sendo que as matrizes possuem dimensdes apropriadas. Neste caso, as matrizes K, e F

podem ser obtidas por:

K, =K1 K], (3.96)

F= [Psz P33], (3.97)

Prova (COVACIC, 2006) A partir do Lemal, o sistema descrito na Figura 3.2, com entrada

U, e saida Y, é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, F e K,,, tais que:

P(A - BK,C) + (A— BK,C)TP < 0, (3.98)
BTP = FC, (3.99)
P>0. (3.100)

Decompondo-se as matrizes P, F ¢ K, tem-se:

P11 Py Pi3
P=PT =|P[, Py, Py| F=[F, Fl, K,=[K: K.
Py PJ; Ps3

Com base nesta decomposi¢do, obtém-se:

Py; P Pz
B'P=[0 0 Iy] Pl; Py P =[P1T3 Psz P33],
Pl; Pj; P (3.101)
0 I,_ 0
Fe=1R RIf[) o ]=10 AR (3.102)
0o 0 I,
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Substituindo-se as expressoes (3.101) e (3.102) em (3.99), segue que:

P1T3=0> P2T3=F1> P33 = F;.

Portanto,

F = [Psz P33],

o que corresponde a equacao (3.97).

Substituindo-se P;3; = 0 na expressdao de P, a expressdo (3.100) corresponde a

expressao (3.95).

Ja o produto PBK,C ¢ dado por:

P11 Pz Pis|ro 0 I 0 0 0 0
T p—-m

PBK,C = |PT, Py, Pul||0|[K K] [0 o ]: 0 PuoK, Puk,l|.
Pl PI; Py|lim m 0 Ps3K; Ps3K;

Substituindo-se a equag@o acima na expressao (3.98), obtém-se a expressao (3.94).m

O inconveniente do Teorema 10 é que as condigdes ndo sdo expressas em termos de
LMIs. Entretanto, com P,; = 0, podem ser obtidas condic¢des suficientes, em termos de LMIs,
para que o sistema descrito em (3.10), com as matrizes A, B e C definidas em (3.91)—(3.93),

seja ERP.

Teorema 11 O sistema (3.10), com as matrizes A, B e C definidas em (3.91)—(3.93), é ERP se
existirem matrizes Py; = PI;, Py, Py, = PL,, Py3, P33 = PL, Rs, e Ry3 que satisfazem as

seguintes condigoes:

0 0 0[-]|0 0 Ri|<o,
0 Rsy; Rs3l [0 0 RIL (3.103)

0 o 0 0 0 O
PA+ ATP — ‘
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Pll P12 0
P = Pirz P22 O > O,
0 0 P (3.104)

sendo que as matrizes possuem dimensdes apropriadas. Neste caso, as matrizes K, e F

podem ser obtidas por:

K, =1[Ki K] (3.105)
Sendo

Kl = P3_31R32, (3107)
KZ = P3_31R33. (3108)

Prova (COVACIC, 2006) Substituindo-se P,3 = 0 e definindo-se Rz, = P33K; € R33 =
P55 K, nas expressoes (2.94)-(3.97), obtém-se as expressoes (3.103)-(3.106). m

Considere, novamente, a planta definida pelas equagdes (3.10), com p >m. O
Teorema 12 apresenta outras condigdes suficientes para que o sistema da Figura 3.2 seja ERP,

propostas por Covacic et al. (2008).

Teorema 12 (COVACIC et al., 2008) O sistema da Figura 3.2 é ERP se pelo menos uma das

condigoes (i)—(xi) for satisfeita:

(i) Existem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem as seguintes condi¢oes:
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—2P AT—CTKOTBT+P+In]<O
A—BK,C+P+1, —2I, ’
(3.109)
BTP = FC. (3.110)

(ii) Existem matrizes Py = Py, K, e Fy que satisfazem as seguintes condicdes, para

algum § € R:
—2P,, AT — CTKTBT + Py + 51n] “ 0
A — BK,C + Py + 61, —261, :
(3.111)
BTP, = F,C. (3.112)
Neste caso, a matriz F é dada por:
F =§FN. (3.113)

(iii)  Existem matrizes P = PT, K¢ e F que satisfazem as seguintes condigoes:

—BK;B" — BKIB" —2I, A+P+1I,

<0,
AT+ P +1, —2P
(3.114)
BTP = FC. (3.115)
Neste caso, a matriz Ko é dada por:
K, = KfF. (3.116)

(iv)  Existem matrizes Py = PJ, Ky e Fy que satisfazem as seguintes condigdes, para

algum § € R, com § > 0:
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—BK;B" — BKB” — 261, A+ Py +dI, §

O)
AT + Py + 61, —2Py
(3.117)
Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
1
F=~Fy K, =KF. (3.119)
v) Existem matrizes P = PT, K,, K, e F que satisfazem as seguintes condi¢oes:
—2P AT —CTK[BT+ P +1, <0 (3.120)
A—BK,C+P+1, —BK,BT —BKIBT —2I, '
BTP = FC. (3.121)
Neste caso, a matriz K, é dada por:
K, = K; + K,F. (3.122)

(vi)  Existem matrizes Py = P, K;, K, e Fy que satisfazem as seguintes condigoes,

para algum § € R, com § > 0:

—2Py AT — CTKTBT + Py + 61, <0
A—BK,C + Py +6l, —BK,B" — BKIBT — 261, '
(3.123)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
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F=1F, (3.125)

K, = K, + K,F. (3.126)

(vii)  Existem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem as seguintes condi¢oes:

PA+ATP—2P —CTKIBT +P + In] -0 (3.127)
—BK,C+P +1, —2I, ’
BTP = FC, (3.128)
P>0. (3.129)

(viii)  Existem matrizes Py = Py, Ky e Fy que satisfazem as seguintes condicdes, para

algum § € R:
PyA+ ATPy — 2Py —CTKIBT + Py + SIn] <0 (3.130)
—BKyC + Py + 81, —261, ’
Py > 0. (3.132)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F= %FN, (3.133)

Ko = 5 K. (3.134)

(ix)  Existem matrizes P = PT, K,, K, e F que satisfazem as seguintes condigoes:

PA+ ATP — 2P —CTKIBT +P +1,

T T pT < O’
—BK,C+P+1, —BK,BT —BKIBT —2I,

(3.135)
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BTP = FC, (3.136)
P>0. (3.137)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K, = K, + K,F. (3.138)

(x) Existem matrizes Py = PY,, Ky1, Kyy e Fy que satisfazem as seguintes condicdes,

para algum o €R, com o > 0:

PyA+ ATPy — 2Py —CTKF BT + Py + 61, <0
_BKN16+PN+61n _BKNzBT_BKI’\IIszT_Z(SIn ’
(3.139)
Py > 0. (3.141)
Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
F = %FN, (3.142)
KO = Kl + KzF, (3143)
sendo:
1
Kl - EKNl’
1
K, EKNZ

(xi)  Existem matrizes P = PT , M, N e F que satisfazem as seguintes condigoes:

PA+ ATP - CTNTBT — BNC < 0, (3.144)

P>0, (3.145)
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BM = PB, (3.146)

BTP = FC. (3.147)

Neste caso, a matriz Ko é dada por:

K, = M~N. (3.148)

Prova (COVACIC, 2006) A partir do Lema 1, o sistema descrito na Figura 3.2, com entrada

U, e saida Y, é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, F e K,,, tais que:

P(A—BK,C) + (A—BK,C)TP <0, (3.149)
BTP = FC, (3.150)
P> 0. (3.151)

(1) As equagdes (3.110) e (3.150) sdao equivalentes. A LMI (3.151) ¢ uma condi¢do
necessaria para (3.109). Multiplicando-se a LMI (3.109) a esquerda por [[, P]e

a direita por [I, P]7, tem-se:

—2P AT — CTKTBT + P + 1[I,
[, P) | [

A—BK,C+P+1, —21,
= P(A - BK,C) + (A— BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (3.109) implica nas LMIs (3.149) e (3.151).

(i1) Considere Py = 6P e Fy = 6F. Assim, as equacdes (3.112) e (3.150) sdo
equivalentes. A LMI (3.151) ¢ uma condi¢do necessaria para (3.111). Note que

(3.111) implica que § > 0 e assim Py = §P = P§ > 0. Multiplicando-se a LMI
(3.111) a esquerda por [I,, P] e a direita por [, P]7, tem-se:
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o Pl [ —2Py AT — CTKIBT + Py + SIn] [In]

A — BK,C + Py + 61, —261, P
_ [, P] [ —26P AT — CTKIBT 4+ 6P + 61, [In]
e A — BK,C + 8P + 61, —261, P

= P(A - BK,C) + (A—BK,C)TP < 0.
Portanto, a LMI (3.111) implica nas LMIs (3.149) e (3.151).
(111)  As equacdes (3.115) e (3.150) sdo equivalentes. A LMI (3.151) ¢ uma condigdo

necessaria para (3.114). Multiplicando-se a LMI (3.114) a esquerda por [P I,] e

a direita por [P I,,]7, tem-se:

—BK;B" — BK/B" —2I, A+P+1I,|[P
[P 1] ]
AT+ P +1, —2P n
= PA+ A"P — PBK;B"P — PBK/B"P < 0. (3.152)

Substituindo (3.115) e (3.116) em (3.152), tem-se:

PA + AP — PBK;B"P — PBK] B"P
= PA+ ATP — PBK;FC — C"FTK] B"P
= PA+ATP — PBK,C — CTKIBTP

= P(A— BK,C) + (A — BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (3.114) implica nas LMIs (3.149) e (3.151).

(iv)  Considere Py = 8P e Fy = dF. Assim, as equagdes (3.118) e (3.150) sdo
equivalentes. A LMI (3.151) é uma condigdo necessaria para (3.117). Como § >
0, entdo note que Py = 6P = P} > 0. Multiplicando-se a LMI (3.117) a esquerda

por [P I,]eadireitapor [P 1,]T, tem-se:
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—BK¢B" — BK/B" — 261, A+ Py+ alnl [P]
L,

P I
[P 1] [ AT + Py + 61, —2Py

—BKBT — BKFBT — 281, A+ 6P+ SInl [P]
Iy

=[P I,
[ | [ AT + 8P + 81, —2Py

= PA+ ATP — PBK;B"P — PBKBTP < 0. (3.153)

Substituindo-se (3.118) e (3.119) em (3.153), tem-se:

PA+ ATP — PBKfBTP — PBKfTBTP

PA+ ATP — PBK¢FC — CTFTKfTBTP

PA+ ATP — PBK,C — CTKIBTP
= P(A - BK,C) + (A— BK,C)TP < 0.
Portanto, a LMI (3.117) implica nas LMIs (3.149) e (3.151).
(v) As equagdes (3.121) e (3.150) sao equivalentes. A LMI (3.151) ¢ uma condi¢do

necessaria para (3.120). Multiplicando-se a LMI (3.120) a esquerda por [, P] e

a direita por [I, P]7, tem-se:

o, Pl —2P AT — CTKIBT + P +1, [In]
" A—BK,C+P+1, —BK,BT —BKIBT —2I,ILP
= PA+ ATP — PBK,C — C"KIBTP — PBK,B"P — PBKIBTP < 0. (3.154)

Substituindo-se (3.121) e (3.122) em (3.154), tem-se:

PA+ ATP — PBK,C — CTKTBTP — PBK,B"P — PBKIBTP
= PA + ATP — PBK,C — CTK'BTP — PBK,FC — CTFTKIBTP
= PA+ ATP — PB(K, + K,F)C — CT(K, + K,F)TBTP

= P(A— BK,C) + (A — BK,C)TP < 0.
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Portanto, a LMI (3.120) implica nas LMIs (3.149) e (3.151).

(vi)  Considere Py = 8P ¢ Fy = 8F. Assim, as equagdes (3.124) ¢ (3.150) sdo
equivalentes. A LMI (3.151) é uma condigdo necessaria para (3.123). Como 6§ >
0, entdo note que Py = §P = P} > 0. Multiplicando-se a LMI (3.123) a esquerda

por [I, P]eadireitapor[l, P]7, tem-se:

(vii)
0P [ —2Py AT — CTKTBT + Py + 61, [In]
" A— BK,C + Py +6I, —BK,B" —BKJBT —28L,1LlP
— 1, P —26P AT — CTK{ BT + 6P + 61, [In]
" — BK,C + 8P + 681, —BK,B" —BKJB" —26I,lLP
= PA+ ATP — PBK,C — C"KIBTP — PBK,B"P — PBKIBTP < 0. (3.155)

Substituindo-se (3.124) e (3.126) em (3.154), tem-se:

PA+ ATP — PBK,C — CTKTBTP — PBK,B"P — PBKIBTP
= PA+ ATP — PBK,C — CTK'BTP — PBK,FC — CTFTKIBTP
= PA+ ATP — PB(K, + K,F)C — CT (K, + K,F)TBTP

= P(A— BK,C) + (A — BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (3.123) implica nas LMIs (3.149) e (3.151).

(viii)  As equagdes (3.128) e (3.150) sdo equivalentes. As LMIS (3.129) e (3.151) sdo
equivalentes. Multiplicando-se a LMI (3.127) a esquerda por [I, P] e a direita

por [I, P]7, tem-se:
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Tp _ _TTRT
o, p|PA+ATP—2P —CTK]B +P+In“%]

—BK,C+P+1, —2I,

= P(A—BK,C) + (A—BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (3.127) implica na LMI (3.149).

(ix)  Considere Py = 6P, Fy = 6F e Ky = 6K,. As equagdes (3.131) e (3.150) sdo
equivalentes. A LMI (3.132) e (3.151) s@o equivalentes. Note que (3.130) implica
que § >0 e entdo, Py = 6P = P} > 0. Multiplicando-se a LMI (3.130) a

esquerda por [I, P] e adireita por [I, P]T, tem-se:

PyA+ ATPy — 2Py —CTKTBT + Py + Sln] [In]
P

I, P
[ P] [—BKNC + Py + 61, —261,

SPA + 8ATP —26P  —S8CTKTBT + 8P + 61, [In]

=[, P
U P [—SBKOC + 6P + 61, —261, P

= §[P(A — BK,C) + (A — BK,C)TP] < 0.
Como, de (3.130), § > 0, segue que:
P(A - BK,C) + (A — BK,C)TP < 0.
Portanto, a LMI (3.130) implica na LMI (3.149).

(x) As equagdes (3.136) e (3.150) sdo equivalentes. As LMIs (3.137) e (3.151) sdo
equivalentes. Multiplicando-se a LMI (3.135) a esquerda por [, P] e a direita

por [I, P]7, tem-se:
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o Pl PA+ ATP —2P —CTKTBT + P +1, [In]
" —BK,C+P+1, —BK,B" —BKJBT —2I,ILP
= PA+ ATP — PBK,C — C"KIBTP — PBK,B"P — PBKIBTP < 0. (3.156)

Substituindo (3.136) e (3.138) em (2.156), tem-se:

PA+ ATP — PBK,C — CTKTBTP — PBK,B"P — PBKIBTP

= PA+ ATP — PBK,C — CTK'BTP — PBK,FC — CTFTKIBTP

= PA+ ATP — PB(K, + K,F)C — CT(K, + K,F)TBTP

= P(A - BK,C) + (A— BK,C)TP < 0.
Portanto, a LMI (3.135) implica na LMI (3.149).

(xi)  Considere Py = 6P, Fy = 6F, Ky, = 0K; e Ky, = 6K,. As equagdes (3.140) e
(3.150) sdo equivalentes. A LMI (3.141) e (3.151) sdo equivalentes. Como § > 0,
entdo note que Py = P = P} > 0. Multiplicando-se a LMI (3.139) & esquerda
por [I, P]eadireitapor[l, P]7,tem-se:

(L, Pl [ PyA + ATPy — 2Py —CTKF BT + Py + 61, [In]

" —BKy,C + 8P + 61, —BKy,B" —BKL,BT —2681,1LP
— [, P] [(SPA + SATP — 26P —8CTKTBT + 8P + 61, [In]
S —8BK,C + Py + 61, —6BK,BT — §BKJBT — 281,1LP

= 5[PA+ ATP — PBK,C — CTKTBTP — PBK,BTP — PBKIBTP] < 0.

Como, de (3.139), § > 0, segue que:

PA+ ATP — PBK,C — CTKTBTP — PBK,BTP — PBKTBTP < 0. (3.157)

Substituindo (3.140) e (3.143) em (3.157), tem-se:

PA+ ATP — PBK,C — CTKTBTP — PBK,B"P — PBKIBTP
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= PA+ ATP — PBK,C — CTK'BTP — PBK,FC — CTFTKIBTP
= PA+ ATP — PB(K, + K,F)C — CT(K, + K,F)TBTP

= P(A—BK,C) + (A—BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (3.139) implica na LMI (3.149).

(xi1)  As equagdes (3.147) e (3.150) sdo equivalentes. As LMIs (3.149) e (3.151) s@o a
condi¢do necessaria e suficiente para a estabilidade do sistema {4 — BK,C,B,C}.
De acordo com Crusius e Trofino (1999), uma condi¢do suficiente para a
existéncia de uma matriz K, que torna o sistema {A — BK,C,B,C} estavel é a
existéncia de matrizes P = PT, M e N que satisfazem as condigdes (3.144)-

(3.146). Neste caso, a matriz K, ¢ dada por (3.148). m

Observacio 4 A condi¢cao (v) engloba as condicoes (i) e (iii) e a condi¢do (vi) engloba as

condigoes (ii) e (iv).

Observacio 5 As condi¢cdes do item (xi) do Teorema 12 sdo mais gerais ou pelo
menosequivalentes as condi¢des do Teorema 8, pois ndo exigem a restrigdo BT = (CB)TC.
Note que se as condicdes do Teorema 8 sdo factiveis, entdo F = M(CB)T atende a condigdo
(3.147) do item (xi). Desta forma, quando o Teorema 8 apresenta solugdo, o item (xi) do
Teorema 12 também apresenta solu¢do. Este resultado ¢ util quando a planta possui

incertezas paramétricas e existe a dificuldade de coloca-la na forma BT = (CB)TC.

Observacio 6 A partir das LMEs (3.146) e (3.147) e definindo-se C,, = FC, tem-se C, =
FC = MTBT. Como M é invertivel, entdo os zeros de transmissdo de {A, B, C,,} correspondem
aos zeros de transmissdo de {A, B, BT}. Portanto, a condi¢do necessdria e suficiente para a
existéncia de uma solu¢do para as LMIs (3.144)—(3.147) é que todos os zeros de transmissdo

de {A, B, BT} possuam parte real negativa.

Considere uma dada matriz F tal que o sistema {4, B, FC} seja de fase minima.
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O Teorema 13, proposto por Covacic (2006), fornece condi¢cdes necessarias e

suficientes para a existéncia de uma matriz K, que torna ERP o sistema da Figura 3.2.

Teorema 13 (COVACIC, 2006) Considere F tal que o sistema {A,B,FC} seja de fase
minima. Entdo, uma solugdo para o Problema 1 é obtida através das seguintes LMIs, em

termos de K, e P = PT:

PA+ ATP — CTFTK,C — CTKTFC < 0, (3.158)
BTP = FC, (3.159)
P>0. (3.160)

Prova (COVACIC, 2006) A prova deste teorema ¢ obtida diretamente do Lema 1. m

3.4 TAXA DE DECAIMENTO

Em muitas situagdes, somente a estabilidade ndo ¢ suficiente para a obtencdo de um
desempenho satisfatdrio para um sistema de controle. Comumente, € necessario especificar,

também, a resposta transitdria.

Dado um Sistema Linear Invariante no Tempo (SLIT), x = Ax, x € R", A € R™",
de acordo com (BOYD et al., 1994), a taxa de decaimento ¢ definida como o maximo valor da

constante real y > 0, tal que a condi¢do (COVACIC, 2006):

lim,_,. e?" ||x(t)]|| = 0, V x(0) € R", ¢ satisfeita para todas as trajetorias de x(t).

Estabilidade corresponde a taxa de decaimento positiva. Pode-se utilizar a fungdo de
Lyapunov quadratica V(&) = éTP& para estabelecer um limite inferior para a taxa de
decaimento, por exemplo, da planta (3.1). Se V(x) < —2yV (x) para todas as trajetérias, entdo

V(x(t)) < V(x(0))e 2", ¢ assim:
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Amax(P) _
[1x(Ol] < [lx©] [z e,

sendo Apax (P) € Apin(P) 0 maximo e o minimo autovalor de P, respectivamente, para todas
as trajetorias, e portanto a taxa de decaimento da planta (3.1) é pelo menos igual a y (BOYD

et al., 1994) (COVACIC, 2006).

Para condi¢io V(x) < —2yV(x) em um sistema {4,, B,, C,}, para todas as trajetorias

¢ equivalente a:

ATP + PA, + 2yP = (A, + yD)"P + P(4, + yI) < 0. (3.161)

3.4.1 Sistemas com o0 Mesmo Numero de Entradas e Saidas

Considere a planta definida pelas equagdes (3.10), com p = m. O Teorema 14, dado
em (TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAO, 2000), estabelece condi¢des necessarias e
suficientes para que todos os polos do sistema da Figura 3.2 tenham parte real menor que -y

e que este sistema seja ERP (COVACIC, 2006).

Teorema 14 (TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAO, 2000) Considere z; = 0; + jB;,
oiefB; ERi=1,...,p, os zeros de transmissao do sistema {4, B, C}, descrito no Problema 1.
Entdo, o sistema ¢ ERP e possui uma taxa de decaimento maior que ¥y, se existirem as

matrizes P = PT, R e F, tais que:

PA+ ATP — CT(R + RT)C < —2yP, (3.162)
BTP = FC, (3.163)
P> 0. (3.164)

com y < —o, sendo 0 = max{oy,...,0p}, € posto(CB) = m. Neste caso, uma matriz K,

pode ser obtida pela expressao:

K, = (FT)"'R. (3.165)
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Prova (TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAO, 2000) Definindo A = A + yI, entdo (3.162)

pode ser descrita por:

P(A—yI)+(A—yI)' P—CT(R+RT)C < —2yP,
PA—yP +ATP —yP —CT(R + RT)C < —2yP,
PA+ AP — CT(R+RT)C — 2yP < —2yP,

PA+A"P-CT(R+RT)C <O. (3.166)

Do Teorema 6, de (3.162) (que é equivalente a (3.166)), (3.163) e (3.164) sdo
factiveis se e somente se o sistema {/T — BK,C,B,FC } ¢ ERP. Agora, sabe-se, também, que

todos os zeros de transmissdo de um sistema ERP apresentam parte real negativa
(KAUFMAN, BAR-KANA e SOBEL, 1994). Sabe-se que os zeros de transmissdo de um

sistema {4, B,C}, A € R, B € R™™ ¢ C € R™* ™, s3o numeros s € C, tais que:

sl —

—CA g]<n+m.

posto [

De (3.163), a matriz F tem posto m e, assim, € facil verificar que os sistemas
{A —BKOC,B,FC} e {A,B,C} tém os mesmos zeros de transmissdo, usando operagdes
elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de

transmissdo de {4, B, C}:

[sI—A+BKOC B]N[sl—/i B]N[SI—A B]
—FC 0 —FC 0 —c ol

Agora, os zeros de transmissdo {A,B, C} sdo os numeros s € C, tais que

(S_V)I_A g]<n+m.

posto [ _c
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Portanto, se s = s, for um zero de transmissdo de {4, B,C}, entdo s = s, + y sera
um zero de transmissido de {A, B, C}. Entdo, todos os zeros de transmissdo de {A, B, C}
apresentam parte real negativa se o0;+y <0, Vie{l,..,p}. Dai, y<ao,
o= max{al,...,ap}. Agora, de (3.163) e (3.164), posto(BTPB) = posto(FCB) =m e,
assim, posto(CB) = m. A necessidade esta provada. Para demonstrar a suficiéncia, considere
que 0 <y < —a, ou seja, todos os zeros de transmissdo de {A,B, C } apresentam parte real
negativa e que o posto(CB) = m. Agora, defina F = (CB)T e note que o sistema {A,B, FC}
satisfaz as condi¢Oes (i) e (ii) do Teorema 5. Assim, existe Ky tal que K, = K¢F torne o
sistema {A — BK,C,B,FC } ERP. Finalmente, o Teorema 6, (3.162) (que € equivalente a
(3.166)), (3.163) e (3.164) sao factiveis e o Teorema 14 estd provado. m

Observacido 7 (TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAO, 2000) Considere uma candidata a
fungdo de Lyapunov V (x(t)) = x(t)TPx(t), P = PT > 0, para o sistema na Figura 3.2. Se a
planta tem zeros de transmissdo z; =o;+jpB;, i=1,....,p e 0<y < —0, sendo o =
max{0oy,...,0p},, entdo, do Teorema 14, as LMIs (3.162), (3.163) e (3.164) sdo factiveis e,
entdo, ndo é dificil ver que V(t) < —2yV (t). Portanto, V(t) < V(0)e 2"t e (CHOI, 1998)

||x(t)|| < ?"‘_’—’C((g)llx(O)lle‘”, sendo Apmax(P) € Apin(P) 0 mdximo e o minimo autovalor
min

de P, respectivamente. O Teorema 14 mostra que existe um limite superior para Y,
relacionado com os zeros de transmissdo da planta, para que o sistema na Figura 3.2 seja
ERP. Uma conclusdo geral é que, para sistemas ERP, os zeros de transmissdo definem o
mdximo valor da taxa de decaimento ERP. A taxa de decaimento do sistema ERP ndo
considera a restricdo (3.163) e entdo pode ser diferente da taxa de decaimento ERP. Em
controle adaptativo e CEV de sistemas incertos utilizando a teoria ERP, a restrig¢do (3.163) é
necessaria. O resultado do Teorema 12 é considerado razodvel, se for utilizada uma
realimentagcdo K com alto ganho, como nos modos CEV e deslizante, pois sabe-se que, neste
caso, os zeros de transmissdo da planta serdo os polos do sistema de malha fechada (no caso
de CEV e modos deslizantes, os zeros de transmissdo da planta serdo os polos do sistema no
deslizamento (ZAK; HUL, 1993). O inesperado é a influéncia da localizacdo dos zeros de

transmissdo para todas as matrizes K, que realimentam a planta e F na Figura 3.2.
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Corolario 4 (LORDELO, 2000) Considere z; = g; + jB;, ;e f; ER,i =1,...,p, 0s zeros
de transmissdo do sistema {A,, B,, C,}, descrito no Problema 1. Considere, também, que as

matrizes A,, B, ¢ C, na Figura 3.2, tenham as seguintes formas:

_[A41 As 10 _
Ao - [A3 A4_]’ Bo - [CB] eCo - [O Im]a

(3.167)

sendo posto(CB) = m. Entdo, o sistema ¢ ERP e possui uma taxa de decaimento maior que

¥, se existirem as matrizes P = PT e R, tais que:

_[P. O
P = [O Pc] >0 e
(3.168)
0 0
Tp _ —
PA+ A"P [O (R + RT)] < —2yP,
(3.169)

comy < —a, sendo 0 = max{0y,...,0p}, € posto(CB) = m. Neste caso, as matrizes K, ¢ F

sdo obtidas pelas expressoes:

K, = (FT)"'R = (P.CB)'R, (3.170)

F = (CB)TP.. (3.171)

Prova (COVACIC, 2006) A prova deste corolario € similar a prova do Teorema 14. m

3.4.2 Sistemas com Numeros Diferentes de Entradas (m) e Saidas (p)

Considere a planta definida pelas equagdes (3.10), com p < m. Os Teoremas 15 e

16, dados em Covacic (2001), estabelecem as condi¢des suficientes para que todos os polos
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do sistema da Figura 3.2 tenham parte real menor que —y e que este sistema seja ERP. Nestes

teoremas, considera-se que BT = (CB)TC (COVACIC, 2006).

Teorema 15 (COVACIC, 2001) Considere z; = g; + jB;, o, e f; ER,i =1,...,p, 0s zeros
de transmissdo do sistema {A,B,BT}, descrito no Problema 1. Entdo, o sistema é ERP e

possui uma taxa de decaimento maior que y, se existirem as matrizes P = PT, N e M, tais

que:
PA+ ATP — BNC — CTNTBT < —2yP, (3.172)
P>0, (3.174)

com y < —o, sendo 0 = max{oay,...,0,}. Neste caso, as matrizes K, e F podem ser obtidas

por:
F = M(CB)T, (3.175)
K, = (MT)"1N. (3.176)

Prova (COVACIC, 2006) Definido A = A + yI, entdo (3.172) pode ser descrita por:

P(A—yl)+ (A—yI)' P —=BNC — (BNC)T < —2yP,
PA—yP +ATP —yP — BNC — (BNC)T < —2yP,
PA+ ATP — BNC — (BNC)T — 2yP < —2yP,

R 3.177
PA+ ATP — BNC — (BNC)T < 0. ( )

Pelo Corolario 2, de (3.172) (que € equivalente a (3.177)), (3.173) e (3.174), os zeros
de transmissdo de {A, B, BT} possuem parte real negativa. Agora, sabe-se, também, que todos

os zeros de transmissdo de um sistema ERP apresentam parte real negativa (KAUFMAN;
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BAR-KANA; SOBEL, 1994). E conhecido, também, que o zeros de transmissdo de um
sistema {4,B,BT}, A€ R™" B € R™™ ¢ C € RP*", p > m, sdo os niimeros s € C, tais

que:

sl — A

_pT g]<n+m.

posto [

De (3.172), a matriz F tem posto m e, assim, ¢ facil verificar que os sistemas
{A - BKC,B,MBT} e {A, B,BT} tém os mesmos zeros de transmissdo, usando operagdes
elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de

transmissdo de {4, B, BT }:

FI—A+BKC B FI—A B] FI—A B
—MBT 0 MBT —BT '

Agora, os zeros de transmissao {A,B, BT} sdo os numeros s € C, tais que

(s—Y)I—-A B

osto <n-+m.
p —BT O]

Portanto, se s = s, for um zero de transmissdo de {4, B, BT}, entdo s = s, + ¥ ser
um zero de transmissdo de {/T, B, BT}. Entdo, todos os zeros de transmissdo de {/T, B,BT}
apresentam parte real negativa se o;+y <0, Vie{l,..,r}. Dai, y<-o,

o = max{oy,...,0,.}. &

Teorema 16 (COVACIC, 2001) Considere z; = g; + jB;, o, e ;i ER,i =1,...,p, 0s zeros
de transmissdo do sistema {4, CT, C}, descrito no Problema 1. Entfo, o sistema ¢ ERP e possui
uma taxa de decaimento maior que y, com y < —a, sendo 0 = max{oy,..., 0y}, se existirem

as matrizes P = PT, N e M, tais que:
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AX + XAT —BZC — CTZTBT < —2yX, (3.178)
YC = CX, (3.179)
X>0, (3.180)

Neste caso, as matrizes K, ¢ F podem ser obtidas por:

F = (CB)TY, (3.181)

K,=27Y"L (3.182)

Prova (COVACIC, 2006) Definido A = A + yI, entdo (3.178) pode ser descrita por
(A—yDX +X(A—yI) —BZC — (BZC)T < —2yX,
AX —yX + XAT —yX — BZC — (BZC)T < —2yX,

AX + XAT —BZC — (BZC)T — 2yX < —2yX,

~ ~ 3.183
AX + XAT — BZC — (BZCO)T < 0. ( )

Pelo Corolario 3, de (3.178) (que € equivalente a (3.183)), (3.179) e (3.180), os zeros
de transmissdo de {A, cT,c } possuem parte real negativa. Agora, sabe-se, também, que todos
os zeros de transmissdo de um sistema ERP apresentam parte real negativa (KAUFMAN;
BAR-KANA; SOBEL, 1994). E conhecido, também, que o zeros de transmissdo de um
sistema {4,CT,C}, A € RV B € R™™ ¢ C € RP*", p > m, sdo os niimeros s € C, tais

que:

sl —

_BTA g] <n+m.

posto [

E facil verificar que os sistemas {/T — BKC,CT, Y‘lC} e {A, cT, C} tém 0s mesmos
zeros de transmissdo, usando operacdes elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas,

da matriz que define os zeros de transmissao de {A, cT,C }:
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FL—A+BKC cq [sL—A CT] FI—A cT
—Y~1Ic 0 ic

Assim, 0s zeros de transmissio {A, cT, C} sdo os numeros s € C, tais que

(s=YI—-A CT
—C 0

posto [ <n-+m.

Portanto, se s = s, for um zero de transmissio de {4,CT,C}, entdo s = s, + ¥ serd
um zero de transmissdo de {/T, cT, C}. Entdo, todos os zeros de transmissdo de {A, cT,C }
apresentam parte real negativa se o;+y <0, Vie{l,..,r}. Dai, y<-o,

o = max{oy, ...,0,.}. &

Observacio 8 Através de varias aplicagdes dos Teoremas 15 e 16, em exemplos numéricos,
foi possivel constatar que existem casos nos quais um funciona e o outro ndo e vice-versa.

Desta forma, as condicoes destes teoremas sdo distintas e um teorema ndo pode ser Visto

como um caso particular do outro (COVACIC, 2006).

Considere, agora, a planta (3.89) e os Lemas 4 e 5. Neste caso especifico, o Teorema
17, proposto por Covacic (2006), estabelece condigdes necessarias e suficientes para que
todos os polos do sistema (3.10), com as matrizes A, B e C definidas em (3.91)—(3.93),

tenham parte real menor que —y e que este sistema seja ERP.

Teorema 17 (COVACIC, 2006) Considere z; = 0; + jf;, ;e f; ER,i =1,...,p os zeros de
transmissao do sistema {4, B, BT}, descrito no Problema 1, com as matrizes A4, B e C definidas
em (3.91)—(3.93). Entdo, o sistema ¢ ERP e possui uma taxa de decaimento maior que y, com
¥ < —o, sendo 0 = max{0y, ..., 0,}, se existirem as matrizes Py; = P{;, Pyy, Py = PJ,, Py3,
P53 = PL, K, e K, tais que:

0 0 0
0 PpKy Pk,
0 P33Ky Pk,

0 0 0
—10 K1TP2Ts K2TP3T3 < —=2yP,
0 K{Pj; KjP

PA+ ATP —

(3.184)
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Py P O
P=|P, Py, Py|>0,
0 Pj; Ps3

(3.185)

sendo que as matrizes possuem dimensdes apropriadas. Neste caso, as matrizes K, ¢ F podem

ser obtidas por:

K, =K1 K], (3.186)

F=[Pl, Psy]. (3.187)

Prova (COVACIC, 2006) A prova deste teorema € similar a prova do Teorema 10. m

O inconveniente do Teorema 17 é que as condi¢gdes ndo sdo descritas em termos de
LMIs. Entretanto, com P,; = 0, podem ser obtidas condic¢des suficientes, em termos de LMIs,

para que a factibilidade das expressoes (3.184) e (3.185).

Teorema 18 (COVACIC, 2006) Considere z; = 0; + jf;, 0, e f; ER,i = 1,...,p os zeros de
transmissdo do sistema {4, B,BT}, descrito no Problema 1, com as matrizes 4, B ¢ C
definidas em (3.91)—(3.93). Entdo, o sistema ¢ ERP e possui uma taxa de decaimento maior
que y, com y < —o, sendo 0 = max{oy,...,0,}, se existirem as matrizes Py; = P, Py,

P22 = Pérz, P23, P33 = Pér3, R32 € R33, taIS que:

0 O 0 0 0 O
PA+ATP—-(0 O 0 ‘— 0 0 RL < —2yP,
0 R3; Rs3 0 0 Ri
(3.188)
Pyy P, 0O

P= Pirz PZZ O >O
0 0 Py (3.189)
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sendo que as matrizes possuem dimensdes apropriadas. Neste caso, as matrizes K, ¢ F podem

ser obtidas por:

K, =1[Ki K] (3.190)
F=[0 Ps3], (3.191)
sendo:

Kl = P3_31R32, (3192)
KZ = P3_31R33. (3193)

Prova (COVACIC, 2006) A prova deste teorema ¢ similar a prova do Teorema 11. =

Considere, novamente, a planta definida pelas equagdes (3.10), com p >m. O

Teorema 19 apresenta outras condi¢des suficientes para que todos os polos do sistema da

Figura 3.2 possuam parte real menor que -y, com y > 0, e que este sistema seja ERP,

propostas por Covacic (2006):

Teorema 19 (COVACIC, 2006) Todos os polos do sistema da Figura 3.2 possuem parte real

menor que -y, comy > 0, e este sistema é ERP se pelo menos uma das condi¢coes (i)—(xi) for

satisfeita:
(i) Existem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem as seguintes condi¢oes:
—2P AT+}/I—CTKOTBT+P+In]<O
A+yl—BK,C+P+1, —21, ’

(3.194)

BTP = FC. (3.195)
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(ii) Existem matrizes Py = P}, K, e Fy que satisfazem as seguintes condicdes, para

algum § € R:
[ —2Py AT +yI — CTKTBT + Py + Sln] “ 0
A+ yl — BK,C + Py + 61, —261, :
(3.196)
Neste caso, a matriz F é dada por:
F =§FN. (3.198)

(iii)  Existem matrizes P = PT, K¢ e F que satisfazem as seguintes condigoes:

—BK;B" — BKIB" —2I, A+yl+P+1I,

<0,
AT +yl+P+1, —2P
(3.199)
BTP = FC. (3.200)
Neste caso, a matriz Ko é dada por:
K, = K¢F. (3.201)
(iv)  Existem matrizes Py = P}, K¢ e Fy que satisfazem as seguintes condigdes, para algum

0ER coméd>0:

—BK;B" — BK]B” — 261, A+ vyl + Py + Sl, §

AT +yI + Py + 61, —2Py
(3.202)
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BTPy = FyC. (3.203)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1
F=Fy K, =KF. (3.204)
v) Existem matrizes P = PT, K, K, e F que satisfazem as seguintes condigoes:

—2P AT +yI — CTKIBT + P + 1, <0 (3.205)

A+yl -BK,C+P+1, —BK,BT —BK!BT —-2I, '

BTP = FC. (3.2006)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K, = K; + K,F. (3.207)

(vi)  Existem matrizes Py = P}, Ky, K, e Fy que satisfazem as seguintes condicdes, para

algum § € R, com § > 0:

[ _2P, AT +yI — CTKTBT + Py + 51n] .
A+yl —BK,C+Py+6l, —BK,BT — BKTBT — 26,
(3.208)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
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F=1F, (3.210)

K, = K, + K,F. (3.211)

(vii)  Existem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem as seguintes condigoes:

PA+ATP—2P —CTKIBT +P + In] - [P 0
—BK,C+P+1I, —21I, Vio ol
(3.212)
BTP = FC, (3.213)
P> 0. (3.214)

(viii)  Existem matrizes Py = P%, Ky e Fy que satisfazem as seguintes condicbes, para

algum § € R:

PyA+ ATPy — 2Py —CTKFBT + Py + Sln] <—2y [PN O]
0 or

—BKyC + Py + 61, —261,
(3.215)
Py > 0. (3.217)
Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
F =<Fy, (3.218)
Ko = 5 K. (3.219)

(ix)  Existem matrizes P = PT, K,, K, e F que satisfazem as seguintes condigoes:
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PA+ATP—2P  —CTKTBT+P+1, ]<_2 [p 0
—BK,C+P+1, —BK,B" —BKIBT —2I, Vio ol
(3.220)
BTP = FC, (3.221)
P>0. (3.222)
Neste caso, a matriz K, é dada por:
K, = K, + K,F. (3.223)

(x)  Existem matrizes Py = PL,, Ky, Ky, e Fy que satisfazem as seguintes condicdes, para

algum 0 €R, com 6 > 0:

PyA+ ATPy — 2Py —CTKF BT + Py + 61, <2 [PN 0
—BKy,C + Py + 81, —BKy,B" — BK},BT — 251, io of
(3.224)
Py > 0. (3.2206)
Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
F==<Fy, (3.227)
K, = K; + K,F, (3.228)

sendo:
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(xi)  Existem matrizes P = PT , M, N e F que satisfazem as seguintes condigoes:

PA+ AP - CTNTBT — BNC < —2yP, (3.229)
P >0, (3.230)
BM = PB, (3.231)
BTP = FC. (3.232)

Neste caso, a matriz Ko é dada por:

K, = M~!N. (3.233)

Prova (COVACIC, 2006) A prova deste teorema ¢ similar a prova do Teorema 12,
substituindo-se A por A +yl. m

Observacio 9 A4 condi¢cao (v) engloba as condicoes (i) e (iii) e a condi¢do (vi) engloba as

condigaes (ii) e (iv). (COVACIC, 2006)

Observacio 10 As condigcoes do item (xi) do Teorema 19 sdo mais gerais ou pelo menos
equivalentes as condigdes do Teorema 15, pois ndo exigem a restricdo BT = (CB)TC. Note
que se as condigcbes do Teorema 8 sdo factiveis, entdo F = M(CB)T atende a condigdo
(3.323) do item (xi). Desta forma, quando o Teorema 15 apresenta solu¢do, o item (xi) do
Teorema 19 também apresenta solu¢do. Este resultado ¢ util quando a planta possui

incertezas paramétricas e existe a dificuldade de coloca-la na forma BT = (CB)TC

(COVACIC, 2006).

Observacio 11 4 partir das LMEs (3.231) e (3.232) e definindo-se C, = FC, tem-se C, =

FC=MTBT. Como M ¢é invertivel, entdo os zeros de transmissdo de {A,B,C,}
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correspondem aos zeros de transmissdo de {A,B, BT}. Portanto, a condicdo necessaria e

suficiente para a existéncia de uma solu¢do para as LMIs (3.229)—(3.232) é que todos os

zeros de transmissdo de {A, B, BT} possuam parte real menor que -y. (COVACIC, 2006)

Considere, agora, uma dada matriz F tal que todos os zeros de transmissdo do sistema

{A, B, FC} possuem parte real menor que -y, y > 0. O Teorema 20, proposto por Covacic

(2006), fornece condicdes necessarias e suficientes para a existéncia de uma matriz K, tal que

todos os polos do sistema da Figura 3.2 tenham parte real menor que -y, e que este sistema

seja ERP (COVACIC, 2006).

Teorema 20 (COVACIC, 2006) Considere F tal que todos os zeros de transmissdo do
sistema {A, B, FC} possuem parte real menor que -y, y > 0. Entdo, uma condicdo suficiente

para que todos os polos do sistema da Figura 3.2 tenham parte real menor que -y, e que este

sistema seja ERP é obtida através das seguintes LMIs, em termos de K, e P = PT:

PA+ ATP — CTFTK,C — CTKTFC < —2yP, (3.234)
BTP = FC, (3.235)
P> 0. (3.236)

Prova (COVACIC, 2006) A prova deste teorema ¢ obtida diretamente do Lema 1. m

3.5 SISTEMAS INCERTOS

Nas situacdes praticas, geralmente, existem incertezas nos parametros da planta.
Desta forma, ¢ importante considerar estas incertezas no projeto de sistemas de controle.
Considere, entdo, a planta descrita em (3.237) (COVACIC, 2006):
x = A(a)x + Bu, (3.237)
y = C(a)x

sendox ER", ue R™, y e R?”, p>mea € R" dado por:
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(3.238)

sendo a; = 0,i = 1,2,...,r — 1, r constantes desconhecidas, com a; + a, + -+ a, = 1.
Sdo admitidas as seguintes hipoteses: A, O vetor x ndo esta disponivel para medi¢do, mas o
vetor y esta disponivel para medicdo;, A, As matrizes com incertezas A(a) e C(a) sdo

constantes, mas desconhecidas e descritas por:

Ala) =X aih; e C(a) = Y-, a;C;, sendo a; = 0,i = 1,2,...,7 — 1,7 constantes
desconhecidas, a1 + a, + -+ a, =1 e as matrizes A; e C;, i =1,...,vr sdo

conhecidas (incertezas politopicas).

Considerando a planta descrita em (3.237), satisfazendo as hipoteses A; e A,, foi

proposto por Covacic (2006) o seguinte problema:

Problema 2 Dada a planta {A(«),B,C(a)}, satisfazendo as condi¢oes A, e A,, encontre
condi¢des necessarias e suficientes, usando LMIs, para a existéncia de matrizes constantes

F e Ko € R™™ para que o sistema descrito na Figura 3.3, com entrada U(s) e saida Y (s),

seja ERP.

Figura 3.3 - Sistema realimentado do problema 2

T(s TS| - afon. Yo(s) Y(s)
: = A(a)r + Bu | 7/ -
Yo = C(a)x gkl

K,

F Y

Fonte: Covacic, (2000).
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3.5.1 Sistemas com o Mesmo Numero de Entradas e Saidas

Considere a planta definida em (3.237), com p = m, satisfazendo as hipoteses A; e
A,. A solucdo do Problema 2 ¢ apresentada no Teorema 21, sendo a nova candidata a funcao

de Lyapunov V(x,a) = xTP(a)x, sendo P(a) = Y./_, a;P;.

Teorema 21 (COVACIC, 2001) O Problema 2 tem solugdo se e somente se existirem

matrizes P(a) = P(a)T, R e F, tais que:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T (R + RT)C(a) < 0, (3.239)
BTP(a) = FC(a), (3.240)
P(a) > 0. (3.241)

para todo « definido em (3.238) e A,. Alias, se (3.239)—(3.240) forem satisfeitas, entdo

K, pode ser obtido pela expressdo:

K, = (FT)"R. (3.242)

Prova (COVACIC, 2006) A partir do Lema 1, o sistema descrito na Figura 3.3, com entrada

U(s) e saida Y (s), é ERP se e somente se existirem matrizes P(a) = P(a)7, K, e F, tais que:

P(a)(A() — BK,C(a)) + (A(@) — BK,C(a)) P(a) < 0, (3.243)
BTP(C{) = FC(C!), (3244)
P(a) > 0. (3.245)

Agora, considerando (3.243) e definindo R = FTK, segue que:
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P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)TFTK,C(a) — C(a)TKIFTC(a) <0,
P(@)A(a) + A(@)"P(a) — C(a)T (R + RT)C(a) < 0, (3.246)

que corresponde a equa¢do (3.239). Agora, de (3.240), com posto(B) = m, entdo
BTP(a)B = FC(a)B tem posto m. Portanto, F € R™™ também tem posto m e assim
(FT)~1 existe. Entdo, se o sistema na Figura 3.3 for ERP, (3.239)-(3.241) sdo factiveis e se
(2.239)-(3.241) forem factiveis, o sistema na Figura 3.3 é ERP, para K, dado por (3.242). m

Observacio 12 As expressoes dadas nos teoremas desta se¢cdo, com as matrizes P(a), A(a)

e C(a), podem ser definidas em termos de LMIs (COVACIC, 2006).

Observacio 13 Se as incertezas consideradas no Teorema 21 forem removidas, tem-seo
Teorema 8. Note, também, que a condi¢cdo de igualdade (3.240) limita a localiza¢do das

incertezas na matriz C(a) (COVACIC, 2006).

3.5.2 Sistemas com Numeros Diferentes de Entradas (m) e Saidas (p)

Considere a planta definida em (3.237), com p > m, satisfazendo as hipoteses A, e
A,. O Teorema 22, proposto por Covacic (2006), que é extensdo do Teorema 12 para sistemas

incertos, apresenta algumas condi¢des suficientes para a solucdo do Problema 2:

Teorema 22 (COVACIC, 2006) O sistema da Figura 3.3 é ERP se pelo menos uma das

condigoes (i)—(xi) for satisfeita:

(i) Existem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem as seguintes condi¢oes:
—2P(a) A(@)T = C()TKIBT + P(a) + In] <0
A(a) — BK,C(a) + P(a) + I, —2I, ’
(3.247)

BTP(a) = FC(a). (3.248)
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(ii)  Existem matrizes Py(a) = P} (a), K, e Fy que satisfazem as seguintes condigoes,

para algum § € R:

—2Py(a)
A(a) — BK,C(a) + Py(a) + 81,

A(@)T — C(a)TKIBT + Py(a) + SIn] <0

—2061,
(3.249)
BTPy(a) = FyC(a). (3.250)
Neste caso, a matriz F é dada por:
F = %FN. (3.251)

(iii)  Existem matrizes P(a) = P(a)", K¢ e F que satisfazem as seguintes condi¢des:

—BK;B" — BKIB” — 21, A(a)+ P(a) +1,

<0,
A(@)T + P(a) + I, —2P(a)
(3.252)
BTP(a) = FC(a). (3.253)
Neste caso, a matriz K, é dada por:
K, = K¢F. (3.254)

(iv)  Existem matrizes Py(a) = P} (a), Ky e Fy que satisfazem as seguintes condigoes,

para algum § € R, com § > 0:

—BK:BT — BKFBT — 261, A(a) + Py(a) + 61,

A(@)T + Py(a) + 61, —2Py(a)
(3.255)

BTPy(a) = FyC(a). (3.256)



Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1
F=~Fy K, =KF. (3.257)
v) Existem matrizes P(a) = P(a)T, Ky, K, e F que satisfazem as seguintes condicdes:
—2P(a) A(@)T — C(@)TKIBT + P(a) + I, <0
A(a) — BK,C(a) + P(a) + I, —BK,BT — BKIBT — 21, ’
(3.258)
BTP(a) = FC(a). (3.259)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K, = K, + K,F. (3.260)
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(vi)  Existem matrizes P(a)y = P(a)y, K;, K, e Fy que satisfazem as seguintes

condi¢oes, para algum § € R, com § > 0:

—2P(a)y
[A(a) — BK C(a) + P(a)y + d1,

A(@)T — C(a)TKIBT + P(a)y + 61,

<0,
—BK,BT — BKTBT — 261,
(3.261)
BTP(a)y = FyC(a). (3.262)
Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
F =<Fy, (3.263)
K, = K; + K,F. (3.264)

(vii)  Existem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem as seguintes condicoes:
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P()A(a) + A(a)TP(a) —2P(a) —C(a)TKIBT + P(a) + In] <0
—BK,C(a) + P(a) + I, 21, ’
(3.265)
BTP(a) = FC(a), (3.266)
P(a) > 0. (3.267)

(viii)  Existem matrizes P(a)y = P(a)%, Ky e Fy que satisfazem as seguintes condigoes,

para algum § € R:

Py(@)A(a) + A(a)TPy(a) — 2Py(a) —C(a)TKFBT + Py(a) + 61,

—BKyC() + Py(a) + 61, 261, <9
(3.268)
BTPy(a) = FyC(a), (3.269)
Py(a) > 0. (3.270)
Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
F =Fy, (3.271)
Ko = 5 K. (3.272)

(ix)  Existem matrizes P(a) = P(a)7, K, K, e F que satisfazem as seguintes condigoes:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — 2P(a) —C(a)TKIBT + P(a) + I,

<0,
—BK,C(a) + P(a) + I, —BK,BT — BKTBT — 21,
(3.273)
BTP(a) = FC(a), (3.274)
P(a) > 0. (3.275)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K, = K, + K,F. (3.276)
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(x) Existem matrizes P(a)y = P(a)%, Kyi, Ky, e Fy que satisfazem as seguintes

condigoes, para algum 6 €R, com 6 > 0:

Py(a)A(a) + A(a)"Py(a) — 2Py(a)
—BKy,C(a) + Py(a) + 61,

—C(a)TKF,BT + Py(a) + 61,

—BKy,BT — BKI,BT — 261, <9,
(3.277)
BTPy(a) = FyC(a), (3.278)
Py(a) > 0. (3.279)
Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
F= %FN, (3.280)
K, = K; + K,F, (3.281)

sendo:
1

Kl - EKNl’
1

K, = EKNZ

(xi)  Existem matrizes P(a) = P(a)T , M, N e F que satisfazem as seguintes condi¢oes:

P(a)A(a) + A(a)"P(a) - C(a)"NTBT — BNC(a) < 0, (3.282)
P(a) > 0, (3.283)
BM = P(a)B, (3.284)
BTP(a) = FC(a). (3.285)

Neste caso, a matriz Ko é dada por:
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K, = M~!N. (3.286)

Prova (COVACIC, 2006) A prova deste teorema ¢ similar a prova do Teorema 12,
substituindo-se A por A(«), C por C(a) e P por P(a). m

Observacio 14 E possivel solucionar as condi¢bes (i)—(xi) do Teorema 22 sem a
dependéncia do parametro a. Por exemplo, as expressoes (3.247) e (3.248), dadas no item (i),

sdo equivalentes a:

—2P, ALT—CiTKOTBT+Pi+In]<O

A; — BK,C; + P, + I, —2I, ’
(3.287)
BTP,=FC, i=1,2,...,1. (3.288)

Considere, agora, uma dada matriz F tal que o sistema {A(«), B, FC(a)} seja de fase
minima. O Teorema 23, proposto por Covacic (2006), fornece condi¢des necessarias e

suficientes para a existéncia de uma matriz K, que torna ERP o sistema da Figura 3.3.

Teorema 23 (COVACIC, 2006) Considere F tal que o sistema {A(a), B, FC(a)} seja de fase
minima, para todo o. admissivel. Entdo, uma solug¢do para o Problema 2 é obtida através das

seguintes LMIs, em termos de K, e P(a) = P(a)7 :

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)TFTK,C(a) — C(a)TKIFC(a) < 0, (3.289)
BTP(a) = FC(a), (3.290)
P(a) > 0. (3.291)

Prova (COVACIC, 2006) A prova deste teorema ¢ obtida diretamente do Lemal. m
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3.5.3 Sistemas Incertos com Taxa de Decaimento

3.5.3.1 Sistemas com o mesmo numero de entradas e saidas

Normalmente, apenas a estabilidade de um sistema de controle ¢ insuficiente para a
obtenc¢do de um desempenho adequado para um sistema de controle. Frequentemente, também
¢ necessario especificar a resposta transitoria. O Teorema 24, concebido em (COVACIC,
2001), estabelece condigdes necessarias e suficientes para que todos os polos do sistema
incerto da Figura 3.3, com o mesmo numero de entradas e saidas, tenham parte real menor
que -y e que este sistema seja ERP (COVACIC, 2006).

Teorema 24 (COVACIC, 2001) Sejam z;(a) = g;(a) + jB;i(a),0;(a) e Bi(a) € R,i =
1,...,p os zeros de transmissdo do sistema {A(a), B, C(a)}, descrito no Problema 2. Entdo, o
sistema ¢ ERP e possui uma taxa de decaimento maior que Yy, se existirem as matrizes

P(a) = P(a)", R eF, tais que:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)"(R + RT)C(a) < —2yP(a), (3.292)
BTP(a) = FC(a), (3.293)
P(a) > 0. (3.294)

com y < —o, sendo o =max{o,(a),...,0,(a)} e existe F € R™™, tal que FC(a)B =
(FC(a)B)T > 0, para todo o admissivel. Neste caso, uma matriz K, pode ser obtida pela

expressdo:

K, = (FT)'R. (3.295)

Prova (COVACIC, 2006) Definindo A(a) = A(a) + yI, entdo (3.292) pode ser descrito por:
P(a)(A(a) —yI) + (A(@) = v1) P(a) - C(@)T (R + RT)C(a) < —2yP(a).

P(a)A(a) — yP(a) + A(@)"P(a) — yP(a) — C(@)"(R + RT)C(a) < —2yP(a),
P(a)A(a) + A(a)"P(a) — C(a)T(R + RT)C(a) — 2yP(a) < —2yP(a),

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)"(R + RT)C(a) < 0. (3.296)
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Do teorema 21, de (3.292) (que € equivalente a (3.296)), (3.293) e (3.294), o sistema {/T (a) —
BKC(a),B,FC (a)} ¢ ERP. Agora, sabe-se, também, que todos os zeros de transmissdo de um
sistema ERP apresentam parte real negativa (KAUFMAN; BAR-KANA; SOBEL, 1994).
Sabe-se que os zeros de transmissdo de um sistema {A(a),B,C(a)}, A(a) € R™", B €

R™™ ¢ C(a) € R™™, sd0 os nimeros s(a) € C, tais que:

s(a)I—A(a) B
posto “C(a) 0 <n-+m.
De (3.293), a matriz F tem posto m e, assim, ¢ facil verificar que os sistemas {/T(a) -
BKC(«),B,FC (a)} e {A(a),B, C } tém os mesmos zeros de transmissdo, usando operagdes

elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de

transmissdo de {A(«), B, C}:

[s(a)l — A(a) + BKC(a) B] _ [s(a)l — A(a) B] _ [s(a)l —A(a) B
_FC(a) 0 “FC(@) 0 “C@  of

Agora, os zeros de transmissao {A(a), B,C (a)} sdo os numeros s € C, tais que

(s(@) =y —A(a) B

—C(a) O]<n+m.

posto

Portanto, se s = s, for um zero de transmissido de {A(a),B,C(a)}, entdo s(a) =
So(a) +y serd um zero de transmissdo de {A(a),B,C (a)}. Entdo, todos os zeros de
transmissdo de {A(a),B,C (a)} apresentam parte real negativa se o;(a) +y <0, Vi€
{1,..,p}. Dai, y< -0, o =max{01(a),...,0p(a)}, para todo a admissivel. Agora, de
(3.293) e (3.294(, FC(a)B = BTPB > 0. A necessidade estd provada. Para demonstrar a
suficiéncia, considere que 0 <y < —a, ou seja, todos os zeros de transmissdo de
{A(a),B,C (0()} apresentam parte real negativa e, ainda, que existe F € R™*™ tal que
FC(a)B = (FC(a)B)T > 0. Note que, nestas condigdes, o sistema {A(a),B,F C (a)} satisfaz
as condigdes (i) e (ii) do Teorema 5. Assim, existe K, (a) tal que K(a) = K,(a)F torne o

sistema {A(a) — BK(a)C(a),B,FC (a)} ERP. Mais especificamente, pode-se demonstrar
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que, usando argumentos descritos em (OWENS; PRATZEL-WOLTERS; ILCHMANN, 1987;
TEIXEIRA, 1989), K,(a) = kI, k > 0, constante e suficientemente grande torna o sistema
descrito acima ERP. Finalmente, do Teorema 21, (3.292) (que ¢ equivalente a (3.296)),

(3.293) e (3.294) sdo factiveis e o Teorema 24 estd demonstrado. m

Observacio 15 Se as incertezas consideradas no Teorema 24 forem removidas, tem-se o

Teorema 14 (COVACIC, 2006).

3.5.3.2 Sistemas com numeros diferentes de entradas e saidas

Considere a planta definida em (3.237), com p > m, satisfazendo as hipoteses A; e
A,. O Teorema 25, proposto por Covacic (2006), que é extensdo do Teorema 19 para sistemas
incertos, estabelece condi¢des suficientes para que todos os polos do sistema incerto da Figura

3.3, com o numero de saidas maior que o nimero de entradas, tenham parte real menor que

-,y > 0, e que este sistema seja ERP:

Teorema 25 (COVACIC, 2006) Todos os polos do sistema da Figura 3.3 possuem parte real
menor que —y, com y > 0, e este sistema é ERP se pelo menos uma das condi¢des (i)—(xi) for

satisfeita:

(i) Existem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem as seguintes condi¢oes:

—2P(a)
A(a) + yI — BK,C(a) + P(a) + 1,

A(@)T +yI = C(a)TKIBT + P(a) + I,

~2I, ] <0

(3.297)

BTP(a) = FC(a). (3.298)

(ii)  Existem matrizes Py(a) = Pk (a), K, e Fy que satisfazem as seguintes condigoes,

para algum § € R:



—2Py(a)
A(a) +yI — BK,C(a) + Py(a) + 41,

A@)T +yI — C()TKIBT + Py(a) + SIn] <0

—261,
(3.299)
BTPy(a) = FyC(a). (3.300)
Neste caso, a matriz F é dada por:
F = %FN. (3.301)

(iii)  Existem matrizes P(a) = P(a)”, Ky e F que satisfazem as seguintes condigdes:

—BK;B" — BKB" — 2I, A(a) +vI +P(a) + I,

<0,
AT +yl + P(a) + I, —2P(a)
(3.302)
BTP(a) = FC(a). (3.303)
Neste caso, a matriz K, é dada por:
K, = K¢F. (3.304)
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(iv)  Existem matrizes Py(a) = Pk (a), K¢ e Fy que satisfazem as seguintes condigoes,

para algum § € R, com § > 0:

—BK;B" — BKI BT — 281, A(a) + yI + Py(a) + 81,
A(@)T +yI + Py(a) + 61, —2Py (@)

(3.305)

BTPy(a) = FyC(a). (3.306)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
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1
F=~Fy K, =KF. (3.307)
v) Existem matrizes P(a) = P(a)’, K,, K, e F que satisfazem as seguintes
condicoes:
—2P(a)
A(a) +yl — BK;C(a) + P(a) + I,
A@)T +yl — C(@)TKIBT + P(a) + I, <0
—BK,BT — BKTBT — 21, ’
(3.308)
BTP(a) = FC(a). (3.309)
Neste caso, a matriz K, é dada por:
K, = K; + K,F. (3.310)

(vi)  Existem matrizes P(a)y = P(a)y, K;, K, e Fy que satisfazem as seguintes

condi¢oes, para algum § € R, com § > 0:

—2P(a)y
A(a) +yl — BK,C(a) + P(a)y + 61,

A(@)T +yI — C(a)TKIBT + P(a)y + 61,

<0,
—BK,BT — BKIBT — 261,

BTP(a)y = FyC(a).

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1
F = EFN,

KO =K1+K2F

(3.311)

(3.312)

(3.313)

(3.314)
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(vii)  Existem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem as seguintes condicdes:

P(a)A(a) + A(a)"P(a) — 2P(a) —C(a)TKIBT + P(a) + In] <.
—BK,C(a) + P(a) + I, 21,

=2y [P(Oa) 8],

(3.315)
BTP(a) = FC(a), (3.316)
P(a) > 0. (3.317)

(viii)  Existem matrizes P(a)y = P(a)}, Ky e Fy que satisfazem as seguintes condicées,

para algum § € R:

Py(@)A(a) + A(a)TPy(a) — 2Py(a) —C(a)TKIBT + Py(a) + 61, <.
—BKyC(a) + Py(a) + 61, —261,

=2y [PN (@) g]

0
(3.318)
BTPy(a) = FyC(a), (3.319)
Py(a) > 0. (3.320)
Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
F =<Fy, (3.321)
Ko = 5 K. (3.322)

(ix)  Existem matrizes P(a) = P(a)?, K,, K, e F que satisfazem das seguintes

condicoes:



P(a)A(a) + A(@)"P(a) — 2P(a) —C(a)TKIBT + P(a) + 1,
—BK,C(a) + P(a) + I, —BK,BT — BKIBT — 21,

-2y [P%a) g],
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(3.323)
BTP(a) = FC(a), (3.324)
P(a) > 0. (3.325)
Neste caso, a matriz K, é dada por:
K, = K; + K,F. (3.326)
(x) Existem matrizes P(a)y = P(a)Yy, Ky1, Kyo e Fy que satisfazem as seguintes
condigoes, para algum 6 €R, com 6 > 0:
Py(@)A(a) + A(a)TPy(a) — 2Py(a) —C(a)TKF,BT + Py(a) + 61,
—BKy,C(a) + Py(a) + 61, —BKy,BT — BKL,BT — 2581, 1"
5 [Pv(a) O
< 2}/[ 0 O]’
(3.327)
BTPy(a) = FyC(a), (3.328)
Py(a) > 0. (3.329)
Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:
F=§m, (3.330)
KO = Kl + KzF, (3331)
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sendo:
1
K =K
1 5 Nl’
1
K, = 5 Ky>

(xi)  Existem matrizes P(a) =P(a)T , M, N e F que satisfazem as seguintes

condicoes:
P(a)A(a) + A(@)TP(a) - C(a)TNTBT — BNC(a) < —2yP(a), (3.332)
P(a) >0, (3.333)
BM = P(a)B, (3.334)
BTP(a) = FC(a). (3.335)

Neste caso, a matriz Ko é dada por:

K, = M~N. (3.336)

Prova (COVACIC, 2006) A prova deste teorema ¢ similar a prova do Teorema 12,
substituindo-se A por A(a) + yI, C por C(a) e P por P(ax). m

Considere, agora, uma dada matriz F tal que todos os zeros de transmissao do sistema
{A(a),B,FC(a)} possuem parte real menor que -y, y > 0. O Teorema 26, proposto por
Covacic (2006), fornece condigdes necessarias e suficientes para a existéncia de uma matriz

K, tal que todos os polos do sistema da Figura 3.3 tenham parte real menor que -y, € que este

sistema seja ERP.
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Teorema 26 (COVACIC, 2006) Considere F tal que todos os zeros de transmissdo do
sistema {A(a), B, FC(a)} possuem parte real menor que -y, y > 0, para todo a admissivel.
Entdo, uma condi¢do suficiente para que todos os polos do sistema da Figura 3.3 tenham

parte real menor que -y e que este sistema seja ERP é obtida através das seguintes LMIs, em

termos de K, e P(a) = P(a)T :

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)TFTK,C(a) — C(a)TKIFC(a) < —2yP(a), (3.337)
BTP(a) = FC(a), (3.338)
P(a) > 0. (3.339)

Prova (COVACIC, 2006) A prova deste teorema ¢ obtida diretamente do Lema 1. m

3.6 CONCLUSAO PARCIAL: capitulo 3

Neste capitulo foram apresentadas as definigdes de sistemas ERP disponiveis na
literatura. Para plantas sem incertezas e com o mesmo niimero de entradas e saidas, discutiu-
se os resultados sobre o problema de sistemas ERP com controladores estaticos e acesso
somente as saidas da planta, conforme formulado no Problema 1 e solucionado em Teixeira,

Lordelo e Assuncao (2000), Lordelo (2000) e Covacic (2006).

Em (COVACIC, 2001), foi estudado o Problema 2, que ¢ uma extensdo do Problema
1 para sistemas com incertezas politdpicas, para plantas com o mesmo numero de entradas e
saidas. Também, foram relatadas duas condi¢des suficientes, duais, para o sistema da Figura
3.2, cujas plantas possuem o numero de saidas maior que o numero de entradas, que atendem

a condicdo BT = (CB)TC, e a relagdo com os zeros de transmissdo da planta.

Relatou-se neste trabalho, condi¢des suficientes obtidas por Covacic (2006) para a
solucdo dos Problemas 1 e 2, para os sistemas das Figuras 2 e 3, cujas plantas possuem
nimero de saidas maior que o numero de entradas e podem apresentar incertezas

paramétricas, sem a restricio BT = (CB)TC.

No proximo capitulo apresenta-se a teoria sobre Controle com Estrutura Variavel .
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Na secdo 3, foram apresentadas condi¢des em termos de LMIs para a sintese de

sistemas ERP sem e com incertezas. Nesta secdo, sdo descritos os métodos de projeto de

Controle com Estrutura Variavel (CEV) para sistemas com incertezas paramétricas e sujeitos

a disturbios. Considerou-se robustez paramétrica, taxa de decaimento e restricdes na entrada e

saida, para sistemas lineares invariantes no tempo (COVACIC, 2006).

Considere o sistema incerto descrito por (4.1) (COVACIC, 2006):

% = A(a)x + B(a)(u + &(t, x)),
J = C(@)x, (4.1)

sendox € R", u e R™,y € R?’,p > mea € R" dado por:

aq 4.2)
a=|:|

Ay

sendo a; = 0,1 = 1, ..., r constantes desconhecidas, com a; + -+ a, = 1.

A lei de controle ¢ dada por:

u =—K,y — Bsign(Fy). 4.3)

Sao admitidas as seguintes hipoteses (COVACIC, 2006):

B1 O vetor x ndo esta disponivel, mas o vetor y esta disponivel para medicao;

B2 As matrizes com incertezas A(a) e C(a) sdo constantes, mas conhecidas e descritas por:

r

Ala) = Z A,

i=1 (4.4)
r (4.5)

Cla) = Z a;C;

i=1
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sendo a; = 0, i = 1, ..., constantes desconhecidas, a; + -+ a,, = 1 e as matrizes 4; e C;,

i = 1,...,r conhecidas (incertezas politdpicas);

B3 Definindo-se [(t, x)| = 1§, )|l1 = 1§ (¢, 0)| + -+ + 1§ (6, x)|, sendo que (¢, x)" =
[&,(t, x), ..., & (t,x)], entdo, existem e sdo conhecidas constantes positivas a e b, tais que

|€(t, x)| < alx| + b;

B4 A matriz B(a) = B + AB, sendo AB = BAB. Existem e sdo conhecidas L, i=1,..,m,

tais que

1+ AB;; — |ABy| — = |ABy_1| = |ABijs1| — = |ABim| > 1; > 0,

Vi € {1, ..., m}, e define-se | = min{ly, ..., [, }.

A condig¢do B3 ¢ usual em CEV Utkin (1992). A condi¢cdo B1 considera o CEV com
acesso somente as saidas da plante, estudada por exemplo em Heck, Yallapragada e Fan
(1995), Teixeira (1993), Zak e Hui (1993), Edwards, Spurgeon e Akoachere (2000) e
Edwards, Akoachere e Spurgeon (2001). O método de projeto proposto por Covacic (2006) é
mais geral que os resultados anteriores, pois o método considera estabilidade, taxa de
decaimento, robustez e restricdes no sinal (COVACIC, 2006). A condi¢do B2 ¢ geral, pois
permite incertezas arbitrarias politopicas em A(a) e C(a). Por exemplo, considere C(a) =
[€1  C2], sendo que as constantes ¢; € [2,3] e ¢, € [4,5] sdo desconhecidas. Entdo, para todo
c; e ¢, factivel, existem constantes f; € [0,1], i = 1,...,4, satisfazendo as condigdes f5; +
B,=1¢ B3+ L, =1, de modo que ¢; =26, + 36, e ¢, =43+ 5B,. Agora, note que
c1 = (B3 + ) (2By + 3B2) = 213 + 2B1 s + 3B2Pfs +3B2B4 € ¢ = (B + B2)(4Ps +
564) = 4B1P3 + 5P1Ps + 4B2P3 + 5B, Entdo, definindo-se ay = B1f3, @z = B1fs,
a3 = PPz € ay = By, note que @; + @, +az; +a, =1¢ Cla) = a,C + ayC, + a3Cs +
ayCy, sendo C; =[2 4], C,=[2 5], C3=1[3 4] e C,=[3 5] A incerteza em AB,
dada em B4, é também usual, mas € possivel relaxar esta condi¢do, como mostrado em Hsu,

Kaszkurewicz e Bhaya (1999) (COVACIC, 2006).
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4.1 ESTABILIDADE E ROBUSTEZ
Para a andlise de estabilidade do sistema incerto (4.1), com as condi¢des B1 — B4,

uma candidata a fun¢do de Lyapunov ¢ (COVACIC, 2006):

Vix,a) = xTP(a)x, P(a) = z a;P;,
= (4.6)

sendo P, =Pl >0,i=1,..,r.

Considere a existéncia de P(a) = P(a)T, K, e F, de modo que, dadas A(a) e C(a)
satisfazendo B2 e B(a) obedecendo a Hipotese B4, as equagdes abaixo sejam satisfeitas

(COVACIC, 2006):

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — P(a)B(a)K,C(a) — C(a)TKIB(a)P(a) < 0, 4.7)
B(a)TP(a) = FC(a), (4.8)
P(a) >0, 4.9)

para todo a;, i = 1, ...,r, admissivel. Entdo, para a lei de controle (4.3), de (4.1), B1 — B4 ¢

(4.7)-(4.9) chega-se a (4.10), pois:

V(x,a) = [A(a)x — B(a)K,y — B(a)Bsign(Fy) + B(a)¢]"P(a)x
+x"P(a)[A(a)x — B(a)K,y — B(a)Bsign(Fy) + B(a)¢]

= [A(a)x — B(a)K,C(a)x — B(a)Bsign(Fy) + B(a)&]"P(a)x
+ xTP(a)[A(a)x — B(a)K,C(a)x — B(a)Bsign(Fy)
+ B(a)¢]

= xTA(a)TP(a)x — xTC(a)TKIB(a)TP(a)x
— [B(a)Bsign(Fy) — B(a)é]"P(a)x + xTP(a)A(a)x
—xTP(a)B(a)K,C(a)x
—x"P(a)[B(a)Bsign(Fy) — B(a)¢]



= xT[P(a)A(a) + A(a)TP(a) — P(a)B(a)K,C(a)
— C(@)TKIB(a)TP(a)]x
+ 2xTP(a)B(a)(—Bsign(Fy) + &).

Mas, B(«) = B(I + AB), entio:

V(x,a) = x" |P(0)A(a) + A()P(a) — C(a)"F™ (I + AB)K,C(a)
— C(a)"K, (I+4B) FC(@)|x
+ ZxTP(a)B(I + AE)(—ﬁsign(Fy) + &)
= xT[P(a)A(a) + A(@)"P(a) — C()TFTK,C(a) — C(a)"FTABK,C(a)
— C(@)"K, FC(a) — C(a)"K, ABTFC(a)]x
+ ZxTP(a)B(I + AE)(—ﬁsign(Fy) + &)
= xT[P(a)A(a) + A(@)"P(a) — C(&)T(FTK, + K, F)C(a)
— C(a)"(FTABK, + K, ABTF)C(a)]x
+ ZxTP(a)B(I + AE)(—ﬁsign(Fy) + &)
= xT[P(a)A(a) + A(@)"P(a) — C(&)T(FTK, + K, F)C(a)]x

—xTC(a)TFTABK,C(a)x — xTC(a)TK,ABTFC(a)x
+ ZxTP(a)B(I + AE)(—ﬁsign(Fy) + &)

= xT[P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(FTK, + K,F)C(a)]x
—yTFTABK,y — y"K,AB"Fy
+ ZxTC(a)TFT(I + AE)(—ﬁsign(Fy) + &)

= xT[P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(FTK, + K,F)C(a)]x
— 2y"FTABK,y + 2y"FT(I + AB)(—Bsign(Fy) + &)

= xT[P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(FTK, + K,F)C(a)]x + ], (4.10)

sendo:

J =—=2y"FTABK,y + 2y"FT(I + AB)(—Bsign(Fy) + &). (4.11)
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Ento, a partir de B4 ¢ |. | definida em B3, definindo-se y'FT = [f; .. fnl, note que:
J < |2y"FTABK,y| + [2y"FT(I + AB)&| — 2y"FT (I + AB)Bsign(Fy)

< 2|y"FT||ABK,y| + 2ly"FT||I + AB||&| — 2y"FT (I + AB)Bsign(Fy)

<2|y"F"||ABK,y| + 2|y"FT||I + AB|(alx| + b)
—2Bf1[(1 + ABy,)sign(f,) + ABy ,sign(fy) + -
+ ABy sign(f)] — -
— 2B fn|ABp 1Sign(fy) + AByy, psign(fy) + -+
+ (14 ABpyp)sign(fin)]

< 2|y"FT||ABK,y| + 2|yTFT||I + AB| x (alx| + b)
- 2ﬂ|f1|[(1 + Aém) - |A§1,2| - |A§1,m|] -
- Zﬁlfml[_lAém,ll - |A§m,2| -t (1 + Agm,m)]

J < 2lyTFT||ABK,y| + 2|yTFT||I + AB| x (alx| + b) — 2B{Ifill; + -+ +

JRm w1

De B4,l; > ,i =1, ..., m. Portanto,

J < 2|yTFT||ABK,y| + 2|y"FT||I + AB| x (alx| + b) — 2B{If,| + - +

| fm 3L (4.13)

Mas a norma |yTFT| é dada por:

ly"FTI = lly"FTlly = Ifil + -+ | fnl. (4.14)

Logo,

J < 2|yTFT||ABK,y| + 2|y"FTI|I + AB|(alx| + b) — 28|y FT|L,

J < 2lyTFTI{|ABK,y| + |I + AB|(alx| + b) — B1},
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J < 2|y"FTI{|AB||K,y| + |I + AB|(alx| + b) — Bi}. (4.15)
Entdo, se:

|AB|IK,y| + |I + AB|(alx| + b) (4.16)
B> ; ,

segue, de (4.7), (4.10) e (4.15), que V(x,a) <0, para x # 0 e, portanto, (4.7)-(4.9) sdo
condigdes suficientes para a estabilidade assintotica global do sistema incerto (4.1) com a lei

de controle (4.3) (COVACIC, 2006).

Para sistemas com o mesmo numero de entradas e saidas, segundo o Teorema 21, a
condicdo necessdria e suficiente para a factibilidade das condi¢des (4.7)-(4.9) € a existéncia de

matrizes P(a) = P(a)T, R e F que satisfazem as seguintes condi¢des: (COVACIC, 2006)

P(a)A(a) + A(a)"P(a) — C(a)T (R + RT)C(a) < 0, (4.17)
BTP(a) = FC(a), (4.18)
P(a) > 0. (4.19)

Da hipotese B2, entdo (4.18) e (4.19) sdo verificadas, para todo «;, i =1,..,1
admissivel, se e somente, se, (COVACIC, 2006)

BTP,=FC,i=1,..,r, (4.20)

P,=PF>0,i=1,..,r. (4.21)

A condigdo (4.17) é equivalente a (COVACIC, 2006):

[l ... a I]Q[ail ... . I]T <0, (4.22)

sendo:
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P, AT cr
Q=M « AJ+|:|[Pr « BI-|:|R+RDIC . Gl

P. AT cr (4.23)
Portanto, uma condi¢do suficiente para (4.17) ¢ (COVACIC, 2006):
Q<o. (4.24)

Se as LMIs (4.20), (4.21) e (4.24), com Q definido em (4.23) (que sdo equivalentes a (4.17)-
(4.19)) forem factiveis, entdo a matriz K, pode ser obtida pela expressio K, = (FT)71R

(COVACIC, 2006).

Seguindo as ideias descritas em Teixeira, Pietrobom e Assun¢do (2000), a LMI

(4.23) pode ser flexibilizada através do Teorema 27, proposto por Covacic (2001).

Teorema 27 (COVACIC, 2006) Considere a matriz Q dada em (4.23). Entdo, o ponto de
equilibrio x =0 do sistema controlado (4.1) e globalmente assintoticamente estavel se

existirem matrizes simétricas P; > 0 ¢ P;; > 0 de modo que:

0 Py - Py
P, 0 P,
=Q+]| . . r1<0.
r=ere : (4.25)
Plr PZT 0
Prova (COVACIC, 2006) A matriz Q dada em (4.23) pode ser decomposta em:
Qi Q2 - Q1
Q{z QZZ QZT
=10::| = e 7l<o.
Qe=[oy]=|%> "7 =~ (4.26)

Q.{r Q{r er

Entdo, dada uma candidata a fungdo de Lyapunov V(x(t)) = xT (t)P(a)x(t), de
(4.1) e (4.23), tem-se:



V(x(0) = ) abx"(0) Qux(0) +2 ) i (6) Qux(e),

i=1 i<j (4.27)
sendo que:
T T T
Z a;ax” () Qix(t) = Z z a;ax" (£)Qx(t)
i<j i=1 j=i+1 (4.28)

Dadas as matrizes P;; = PL. > 0, segue que:
ij ij gue q

r

Z aiaij(t) PUX(t) < 0.
i<j (4.29)

Entdo:

V(x(0) < ) abx"(®) Qux(0) + 2 ) e (0) 0y ()

i=1 i<j
r
+ Z aiaij(t) Pin(t),

i<j

V(x() < Z a?x" () Qux(t) + 2 Z a;axT(8) (Qi + Py )x (),

i=1 i<j
V(x@®) < x"T®lad axl .. al]..
Qi1 Q12 + Pz .. Q1 + Pyl
Q1 + Py Q22 o Qor + Py ||zl
: : - : [X®- 430
Q{r + Py Q{T + Py o Qrr arl
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Portanto, se (4.25) for satisfeita, V(x(t)) <0 e o sistema serd globalmente

assintoticamente estavel. m
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Observacio 16 (COVACIC, 2006) Para sistemas com numeros diferentes de entradas e
saidas, as condicdes estabelecidas nos Teoremas 21-23 sdo analisadas de maneira equivalente.

Na maioria dos casos, ndo ocorre o produto @;@;, 0 que torna a andlise mais simples.

4.2 ESTABILIDADE, ROBUSTEZ E TAXA DE DECAIMENTO
A taxa de decaimento y ¢ especificada pela equagdo (COVACIC, 2006):
P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(R + RT)C(a) < —2yP(a), (4.31)

ou, de forma equivalente,

P(a)(Ala) +yD) + (A(a) + yDTP(a) — C(@)T(R + RT)C(a) < 0. (4.32)

De modo similar a andlise de (4.17), descrita nas equacdes (4.23) e (4.24), uma

condicdo suficiente para a equagao (4.32) ¢

Q+[yl .. vII"[P, .. Bl1+[Pi .. B[yl .. vI]<o. (4.33)

As LMIs (4.20), (4.21) e (4.33), com Q definido em (4.23), especificam o projeto que
garante estabilidade, robustez e taxa de decaimento, para o sistema a controlar. (COVACIC,

2006).

Assim como a LMI (4.23), a LMI (4.33) pode ser flexibilizada através do Teorema
27, substituindo-se Q por Qp, definido em (4.25).

Observacido 17 (COVACIC, 2006) Para sistemas com numeros diferentes de entradas e
saidas, as condicdes estabelecidas nos Teoremas 24-26 sdo analisadas de maneira equivalente.

Na maioria dos casos, ndo ocorre o produto @;@;, o que torna a analise mais simples.

4.3 ESTABILIDADE, ROBUSTEZ, TAXA DE DECAIMENTO E RESTRICOES NA ENTRADA E NA SA{DA

Considere o sinal:
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s = Hx, (4.34)

sendo H € R?*", 1 < g < n uma matriz constante conhecida. Devido as limitagdes impostas
pelas aplicagdes praticas de sistemas de controle, muitas vezes devem ser consideradas

restri¢gdes no projeto, como as descritas abaixo (COVACIC, 2006):

max|ls ()l < &, (4.35)

sendo &, uma constante conhecida, para uma dada condi¢@o inicial x(0).

Em Boyd et al. (1994), foram apresentadas duas LMIs para a especificacdo destas
restricdes, para um sinal de controle u = Gx. Analisando-se a deducdo destes resultado em
Covacic (2006), observa-se que a lei de controle pode ser arbitraria, deste que exista uma
fungdo de Lyapunov V(x) =xTPx, com P(a)=P(@)" >0 ¢ V(x) <0, para x # 0
(COVACIC, 2006).

As condigdes apresentadas por Boyd et al. (1994), que asseguram que a condicdo

(4.35) ¢ satisfeita para s dado em (4.34), sdo dadas por (COVACIC, 2006):

P(a) HT
[ H ggz] >0,
(4.36)
1 x(0)TP(a)
[P(a)x(O) P(a) ]>O'
(4.37)

Considerando a definigdo de P(a) em (4.6), entdo (4.36) e (4.37) sdo,

respectivamente, equivalentes as seguintes LMIs:

(4.38)

[ L x(O)TPi]>0i—1 r

Px(0) P, BT el
(4.39)
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Se for necessario especificar restricdes em mais de um sinal, podemos adicionar
LMIs, como as descritas em (4.38) e (4.39), para cada sinal. As LMIs que especificam estas
restricdes devem ser consideradas juntamente com as LMIs que garantem estabilidade,

robustez e taxa de decaimento (COVACIC, 2006).

Para o caso especial, no qual s =y, com y dada em (4.1) e considerando-se a

condig¢do B5, a LMI (4.36) é equivalente a:

P, cT 4.40
b >0i=1,.,r (4.40)
Ci 501
Considere, agora, o sinal de entrada:
u=-K,x, (4.41)
com a restri¢do descrita abaixo:
max|lu()ll < u,, (4.42)

sendo y, uma constante conhecida, para uma dada condi¢do inicial x(0).

As condigdes apresentadas por Boyd et al. (1994), que asseguram que a condi¢do

(4.42) ¢ satisfeita para u dado em (4.41), sdo dadas por (4.37) e:

P(a) C(a)TKT
K,C(a) usl

>0 (4.43)

Considerando a definicdo de P(a) em (4.6), entdo (4.37) e (4.43) sdo, respectivamente,

equivalentes as LMIs (4.39) e:
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P; TKT
! szo >0i=1,..,r.
KoCi uol
(4.44)
Observacido 17 (COVACIC, 2006) Considere o sinal s(t) = [s1(t) ... s4(t)]. A analise

do Controle com Estrutura Varidvel é baseada na norma ||s(¢t)|l; = [s ()| +---+ |sq ®|.

Entretanto, as LMIs que garantem as restrigdes na entrada e na saida sdo baseadas na norma

2\ 1/2
lIs(Oll, = (Isl(t)l2 + 4 |sq(t)| ) . Para contornar este problema, a solugdo € impor

restricdes em cada elemento do sinal s(t):

Isi(Oll; <& i=1,..,q. (4.45)

Assim, a norma ||s(t)||; é dada por:

Is(Olly = 15101 + -+ + [5,(O)] = (5 (ODV2 + -+ (5,(0)?)
Is(O)lly = Is; @212 + -+ |5, @2 = lls; @l + -+ + [lsg @]

”S(t)lll < 501 + -+ goq = fol

sendo &, = &p1 + -+ &pg-

4.4 CONCLUSAO PARCIAL: CAPITULO 4

Nesta secdo, foram relatadas condi¢des propostas por Covacic (2006), em termos de
LMIs, para o controle com estrutura variavel de sistemas com incertezas politdpicas, com
acesso somente as saidas da planta. As especificacdes descritas nesta se¢do foram quanto a
estabilidade, a robustez, a taxa de decaimento e restricdes na entrada e na saida de sistemas
com o mesmo numero de entradas e saidas, além de sistemas com o niumero de saidas maior
que o numero de entradas.

No proximo capitulo sera redigido sobre os portadores de necessidades especiais, a
importancia da CRM, uma linha histérica sobre os trabalhos que utilizam a PRM em diversas

aplicacdes e a apresentagdo do modelo dindmico que sera utilizado para projeto.
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CAPITLO 5
MODELO DINAMICO DA CRM

O Brasil encontra-se num processo de organizagdo em termos de dados estatisticos
oficiais sobre as pessoas com defici€éncia. Tal organizacdo intensificou-se apos a Lei n°
7.853/89, que tornou obrigatdria a inclusdo de itens especificos nos censos nacionais, o Censo
Demografico de 1991, pela primeira vez, incluiu questdes que atestaram a presenca de
2.198.988 pessoas com deficiéncia, em uma populacao total de 146.815.750 habitantes, o que
representa 1,49 % desta (BRASIL, 2010).

J& o Censo de 2000, utilizando nova abordagem conceitual e metodologica,
identificou 24,6 milhdes de pessoas com algum tipo de deficiéncia, ou seja, 14,5% da
populacdo brasileira, desde alguma dificuldade para andar, ouvir e enxergar, até as graves
lesdes incapacitantes. “Foram detectados, no total de 24,6 milhdes, 48% de pessoas com
deficiéncia visual, 23% com deficiéncia motora, 17% com deficiéncia auditiva, 8% com
deficiéncia intelectual e 4% com deficiéncia fisica” (BRASIL, 2010).

A metodologia adotada incluiu, no cOomputo, muitos idosos que apresentam
dificuldades para se locomover, ver e/ou ouvir. Ao se considerar apenas as pessoas com
limitagdes mais severas, percep¢do de incapacidade, o percentual encontrado foi de 2,5% do
total da populagdo, ou seja, um total de 4,3 milhdes de pessoas (BRASIL, 2010).

Para conscientizar e mobilizar a sociedade e organizagdes, ¢ fundamental estabelecer
uma politica de inclusdo das pessoas com deficiéncia. Vindo ao encontro desta necessidade, o
Ministério da Saude apresenta a politica “[...] voltada para a inclusdo das pessoas com
deficiéncia em toda a rede de servigos do Sistema Unico de Saude (SUS), caracteriza-se por
reconhecer a necessidade de implementar o processo de respostas as complexas questdes que
envolvem a atencdo a saude das pessoas com deficiéncia no Brasil”. (BRASIL, 2010).

Assim, define, como seus propdsitos gerais, a prevencdo de agravos a protecdo da
saude, passando pela reabilitacdo e desempenho humano, contribuindo para a sua inclusdo em
todas as esferas da vida social e prevenir agravos que determinam o aparecimento de
deficiéncias (BRASIL, 2010).

As principais diretrizes desta politica de inclusdo proposta pelo Ministério da Saude
a serem implementadas solidariamente nas trés esferas de gestdo e incluindo as parcerias
interinstitucionais necessarias, sdo: a promoc¢do da qualidade de vida, a prevengdo de

deficiéncias; a aten¢do integral a saude, a melhoria dos mecanismos de informacio; a
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capacitacdo de recursos humanos, e a organizacdo e funcionamento dos servigos (BRASIL,
2010).

A promocgdo da qualidade de vida “[...] € uma diretriz que deve ser compreendida
como responsabilidade social compartilhada, visando assegurar a igualdade de oportunidades,
a construcdo de ambientes acessiveis e a ampla inclusdo sociocultural.” (BRASIL, 2010). As
cidades, as escolas, os ambientes publicos, coletivos e de lazer, os servigos de saude, os meios
de transporte, as formas de comunicacdo e informag¢do devem ser pensadas de maneira a
facilitar a convivéncia, o livre transito e a interagcdo de todos os cidaddos em iguais condigdes
de direitos, nos varios aspectos da vida cotidiana das comunidades (BRASIL, 2010).

Para a viabilizagdo desta politica nacional deve-se a uma unido de esforcos que
tiveram seu inicio na decisdo politica dos governantes de responder positivamente as
reivindicagdes € movimentos sociais de pessoas com deficiéncia. Os gestores do Sistema
Unico de Saude (SUS), nas trés esferas de governo, tendo como parceiros potenciais as areas
da educagdo, desenvolvimento social, direitos humanos, habitacdo, justi¢a, transporte,
trabalho, esporte e turismo que, de forma articulada e integrada, procuram consolidar
compromissos institucionais para a progressiva inclusdo das pessoas com deficiéncia em suas
comunidades, habilitando-as e reabilitando-as para o exercicio da vida social, segundo as suas
possibilidades. Como exemplo de parceiro da area da educagdo, o departamento de
engenharia elétrica da Universidade Estadual de Londrina, investe esfor¢os para melhorar a
qualidade de vida de pessoas com deficiéncia fisica (BRASIL, 2010; ROSSINI et al., 2012).

Uma vez que, a “[...] mobilidade e a independéncia sdo requisitos fundamentais para
uma boa qualidade de vida.” (ANTAO, 2010) existe portanto, um determinado niimero de
pessoas que por terem sofrido lesdes graves ao nivel da coluna cervical, perderam
capacidades fisicas para desempenhar tais requisitos de forma satisfatoria. Estas pessoas sdo
denominadas tetraplégicas e necessitam uma cadeira de rodas especial para conseguirem se
movimentar, alguns casos, ndo conseguem manipular a cadeira de rodas manual, necessitam
de uma cadeira de rodas elétrica, onde a unica interface entre a cadeira € o usuario € o
Joystick, isso restringe o mimero de usudrios, por necessitar que o mesmo tenha a destreza
para opera-la, o que nem sempre acontece (ANTAO, 2010).

Ao considerar a estatistica de pessoas com deficiéncia no Brasil, dados divulgados
pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), constatados pelo censo
demografico de 2000, apontam um contingente de 200.000 paraplégicos e 50.000
tetraplégicos no pais em uma populagao de 169.872.856 pessoas, ou seja, havia no Brasil, 118

paraplégicos por 100.000 habitantes e 29 tetraplégicos por 100.000 habitantes,



107

correspondendo em cerca de 25% dos paraplégicos sdo tetraplégicos no Brasil (RAHEB;
CALIRI, 2010).

Considerando a politica de inclusdo das pessoas com deficiéncia proposta pelo
Ministério da Satude, este trabalho vem ao encontro de promover melhor qualidade de vida a
estas pessoas, por meio da possibilidade de locomog¢do das mesmas auxiliadas por uma
Cadeira de Rodas Movel. O presente trabalho ilustra uma abordagem para projeto de
Controlador Robusto via LMIs, aplicado a uma Plataforma Robdtica Movel utilizada a uma
Cadeira de Rodas Movel. A andlise de controle do sistema utiliza uma estrutura cinematica
modelada por Mazo et al. (1995) e adaptada em Fonseca Sobrinho et al. (2000) e (2003) para
tetraplégicos, por meio de sopro e suc¢cdo. Em trabalhos mais recentes, Ferreira, Cervantes e
Germanovix (2008) adaptaram os comandos, sopro e suc¢do (FONSECA SOBRINHO et al.,
2003) a uma cadeira de rodas comercial com joystick. “Um dos objetivos do departamento de
engenharia elétrica da UEL ¢ melhorar a expectativa de vida de tetraplégicos, desde o ano de
2000, o departamento estd desenvolvimento uma cadeira de rodas para tetraplégicos.”

(ROSSINI et al., 2012).

5.1 CONSTRUCAO DA CADEIRA DE RODAS MOVEIS

“O trabalho de Fonseca Sobrinho et al. (2000) os quais criaram uma cadeira de rodas
controlada por um sistema microprocessado e acionado por sopro e suc¢do, com a finalidade
de atender a aplicag@o a pacientes tetraplégicos dentre outros casos de paralisia.” (ROSSINI et
al., 2012). O projeto apresenta uma alternativa de baixo custo a ser aplicada na area médica,
em casos de pacientes portadores de paralisias permanentes ou temporarias dos membros
inferiores e superiores. O estado da arte do trabalho de Fonseca Sobrinho et al. (2000) ¢ a
locomoc¢do do operador da cadeira de rodas, através de comandos de sopros e sucgdes em um

tubo localizado a altura da boca do mesmo.

O comando succionar seria responsavel pela selegdo de funcdes basicas
como ir para frente, para tras, girar para a esquerda ou direita. Assim a cada
suc¢do executada pelo operador, uma dessas fungdes seria escolhida. O
comando soprar seria responsavel pela execugdo de uma dessas fungdes
previamente selecionada pelo comando succionar, isto ¢, ao realizar um
sopro, a fungdo selecionada (Ex: seguir em frente) seria executada e a
cadeira comegaria se deslocar para frente. Um segundo sopro interromperia a
execugdo desta fungdo, permitindo que se possa selecionar uma nova fungdo
e posteriormente executa-la (FONSECA SOBRINHO et al., 2000).
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O projeto da Cadeira de Rodas Mdvel de Fonseca Sobrinho et al. (2000) encontra-se

discriminado a seguir, conforme Figura 5.1, na qual notam-se quatro unidades do projeto.

Figura 5.1 - Organizag¢do das unidades do projeto

Unidade de Tragao “Motor
Unidade de Unidade de cc”
Controle

Disparo

Unidade de Direcionamento

Fonte: Fonseca Sobrinho et al (2000).

A Unidade de Disparo tem como fungdo gerar sinais correspondentes as agdes de
sopro e succdo, condiciona-los a forma ideal e envid-los para a unidade de controle
microprocessada. A Unidade de Controle ¢ responsavel pela coordenacdo das acdes da
Cadeira de Rodas Moveis, sendo assim, comparam-se os sinais de entrada em seguida, a
Unidade de Controle, atua sob as unidades de tracdo ¢ de direcionamento. A Unidade de
Direcionamento ¢ comandada pelo microprocessador e formada por CI ULN2003 e Motor de
Passo e a Unidade de tracdo ¢ comandada pelo microprocessador e formada por estagio de
poténcia e Motor CC (FONSECA SOBRINHO et al., 2000).

Dentre varias modifica¢des sugeridas por Fonseca Sobrinho et al. (2000), cita-se:

Outras modifica¢des ainda estdo em estudo, como da substitui¢do da unidade
de controle por um circuito mais simples, que nio faca uso do LVDT e
melhorias no estagio de poténcia usando um conversor CC/CC ao ser
implementador o prototipo real. A inclusdo de sensores de proximidade para
a seguranga do usuario ¢ a variagdo de velocidade de locomogdo da cadeira
de rodas sio os proximos alvos de estudo do grupo.

Ao considerar a modificagdo da unidade de controle, sugere-se por este trabalho um

controlador estatico com realimentagdo da saida utilizando sistemas ERP via LMIs.

5.2 PRIMEIRO MODELO DINAMICO DA CRM

Pode-se ver no trabalho de De La Cruz e Carelli (2006) um modelo completo da

dindmica de uma Plataforma Robotica Mdvel similar a estrutura movel da Cadeira de Rodas
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Movel. Este modelo foi desenvolvido de forma que as velocidades de referéncia de translacdo
e rotagdo sendo considerados como os sinais de entrada. Estes sinais sdo entradas usuais em
PRM comerciais, além disso, parametrizacdo linear deste modelo da PRM também ¢
apresentada no trabalho em questao.

Desta forma, a Plataforma Robotica Movel (DE LA CRUZ; CARELLI, 2006)
apresenta as seguintes vantagens: alta mobilidade, alta tragdo com pneus e simples
configuragdo das rodas (ZHANG et al., 1998).

Devido a essas vantagens, esta estrutura da Plataforma Robdtica Movel tem sido
utilizada em aplicagdes tais como automatizacdo de manutengdo de estradas e construgdes
(DE LA CRUZ; CARELLI, 2006).

O modelo dindmico considerado a seguir refere-se a uma Cadeira de Rodas
Motorizada Freedom®, a qual seré aplicada a abordagem de Controle Robusto por LMlIs, cuja
finalidade ¢ obter um conjunto de indicadores de desempenho satisfatorios ao projeto do
controlador (ESTEVES & SALVADOR LTDA, 2012; ROSSINI et al., 2012).

Ao considerar a variedade existente de Plataforma Robodtica Modvel e suas
importantes aplicagdes a toda civilizagdo, desempenhando diferentes tarefas, boa mobilidade
e a experiéncia do grupo de pesquisa de Controle Avangado, Robotica e Engenharia
Biomédica da Universidade Estadual de Londrina (UEL), a investiga¢do teve comeco na
analise do triciclo, como configuracdo inicial. Alguns estudos e aplicacdes da Plataforma
Robotica Movel sdao validos ressaltar. O controle ndo-linear para este tipo de PRM tem sido
estudado por varios anos por De Wit e Sordalen (1992) e Kanayama et al. (1990), De Wit e
Sordalen (1992) a estrutura da PRM tem sido utilizada em varias aplicagdes, tais como
vigilancia e limpeza de piso (BIRK; KENN, 2002; PATEL; SANYAL; SOBH, 2006;
PRASSLER et al., 2000). Outras aplicagdes como transporte de cargas industriais utilizando
veiculos teleguiados (AGVs), manutengdo automatica de estradas e construg¢do e Cadeiras de
Rodas Autonomas (FENG; VELINSKY, 1997; FRIZERA NETO et al., 2006; RAO et al.,
2002; STOUTEN; GRAAF, 2004). Além desses, outros autores tém abordado o problema de
rastreamento de trajetéria, uma funcionalidade importante que permite que um PRM descreva
uma trajetéria desejada ao realizar uma tarefa (ANTONINI; IPPOLITI; LONGHI, 2006;
CORRADINI; ORLANDO, 2002; ROSSINI et al., 2012).

Diante do exposto, considera-se uma questdo importante no controle ndo-linear de
AGVs é que a maioria dos controladores projetados até agora sio baseadas apenas na
cinematica do robd movel (CARELLI; SECCHI; MUT, 1999; DE WIT; SORDALEN, 1992;
FREIRE; CARELLI, 2003; KANAYAMA et al., 1990; KUNHE; GOMES; FETTER, 2005;
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WU et al., 1999). No entanto, quando os movimentos de alta velocidade ou de transporte de
carga pesada sdo necessarios, torna-se essencial considerar a dindmica da PRM, para além da
sua cinematica. Assim, alguns controladores que compensam a dindmica da PRM tém sido
propostos, como exemplo, Fierro e Lewis (1995) propds uma cinematica combinada a lei de
controle de torque para robds moveis ndo-holondmicos, levando em conta a dindmica dos
veiculos modelados. Os comandos de controle usados por eles eram binarios, porém esses sao
dificeis de lidar quando se tratar de robos comerciais. Além disso, apenas os resultados da
simulacdo foram relatados no artigo. Fierro e Lewis (1997) também propds um controlador
adaptativo robusto baseado em redes neurais para lidar com disturbios e dindmica ndo-
modelada, embora ndo apresentem resultados experimentais, por sua vez, Das e Kar (2006)
mostrou uma adaptagdo do controlador baseado em ldgica fuzzy em que a incerteza ¢
estimada por um sistema de logica fuzzy e seus parametros foram sintonizados on-line. Sendo
assim, o modelo dindmico inclui a dindmica de atuador e os comandos gerados pelo
controlador foram tensdo para os motores da PRM (MARTINS et al., 2008).

Encontram-se ainda, um controlador de rastreamento de trajetéria adaptavel com
base num modelo dinamico que gera torques proposto por Fukao, Nakagawa e Adachi (2000).
No entanto, apenas os resultados da simulacdo foram mostrados. Outros controladores de
rastreamento de trajetoria baseados em dindmica da PRM foram desenvolvidos por Dong e
Huo (1999), Liu et al. (2004) e Dong e Guo (2005), mas apenas os resultados da simulagdo
foram apresentados. Por sua vez, Kim, Shin, e Lee (2000) propuseram uma de duas partes do
controlador robusto adaptativo para um robd modvel, cuja primeira parte ¢ baseada na
cinematica do robd e ¢ responsavel por gerar as referéncias para a segunda parte, o que
compensa a dindmica do modelados. Mais uma vez, ndo houve resultados experimentais
relatados. Assim, os sinais de controle gerados pela maioria dos controladores dindmicos
relatados na literatura sdo binarios (CORRADINI; ORLANDO, 2002; DONG; GUO, 2005;
DONG; HUO, 1999; FIERRO; LEWIS, 1995, 1997; FUKAO; NAKAGAWA; ADACHI,
2000; KIM; SHIN; LEE, 2000; LIU et al., 2004) ou de tensdes (DAS; KAR, 2006) para os
motores das PRMs, enquanto as PRMs comerciais normalmente recebem comandos de
velocidade. Antonini et al. (2006) propuseram um controlador de comutag¢do com aprendizado
on-line e arquitetura hierarquica, investigando rede neural com base em metodologias para
compensar os efeitos dos fendmenos ndo-modelados. As redes neurais foram utilizadas para
identificacdo e controle, e os sinais de controle foram velocidades linear e angular, mas a
implementagdo em tempo real de sua solu¢do necessita de uma arquitetura de computador de

alto desempenho baseado em um sistema multiprocessador (MARTINS et al., 2008).
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Por outro lado, De La Cruz e Carelli (2006) construiu um modelo dindmico, usando
velocidades linear e angular como entradas, e mostrou o projeto de um controlador de
rastreamento de trajetdria com base em seu modelo. Uma vantagem de seu controlador € que
seus parametros estdo diretamente relacionados com os parametros da PRM. No entanto, se os
parametros ndo forem corretamente identificados ou se alteram com o tempo, por exemplo,
devido a variag¢do da carga, o desempenho do seu controlador serd gravemente afetado. Para
reduzir a degradacdo do desempenho, os parametros tornam-se importantes nas aplicagdes em
que os parametros da PRM podem variar, tais como o transporte de carga. Também ¢ util
quando o conhecimento dos pardmetros dindmicos € limitado ou ndo completamente
conhecidos (MARTINS et al., 2008).

A estabilidade assintotica tanto da cinemadtica e dindmica dos controladores ¢
comprovada por Martins et al. (2008). Os resultados experimentais sobre os controladores sao
apresentados e, também, mostram que os controladores propostos sdo capazes de atualizar
seus parametros, a fim de reduzir o erro de rastreamento. Um experimento tratando o caso de
transporte de carga ¢ também apresentado, e os resultados mostram que o controlador
proposto ¢ capaz de guiar o rob0 para seguir uma trajetoria desejada com um erro muito
pequeno, mesmo com mudanga de pardmetros dindmicos. As principais contribuicdes do
artigo de Martins et al. (2008) s@o: o uso de um modelo dinamico, cuja entrada de comandos
sdo velocidades, o que € usual em robds mdveis comerciais, enquanto a maioria das obras a
literatura trabalha com comandos de torque, a concep¢do de um controlador adaptativo com
um termo de incerteza, o que faz com que seja robusto, com o estudo de estabilidade
correspondente ao sistema de controle adaptativo e a apresentacdio de resultados
experimentais que mostram o bom desempenho do controlador de uma aplicagdo industrial
tipica, a saber transporte de carga (MARTINS et al., 2008).

Em Martins et al. (2008) ¢ tratado o modelo dinamico da PRM proposto por De La
Cruz e Carelli (2006). A Figura 5.2 retrata a PRM, os parametros e as variaveis de interesse.
Sendo as velocidades longitudinal (u) e angular (w), conforme vista superior ilustrada na
Figura 5.2, tal modelo tem como parametros, G o centro de massa da PRM, C ¢ a posicdo da
roda castor, E ¢ a localizacdo da ferramenta de bordo, h é o ponto de interesse com
coordenadas x e y no plano XY, 1 ¢ a orientacdo, a ¢ a distdncia entre o ponto de interesse
(h) e o ponto central dos eixos virtuais da CRM, conforme ilustra a Figura 5.2.

Na Figura 5.2 ¢ ilustrada a vista superior da CRM, com os respectivos parametros e

orientagdes. (MARTINS et al., 2008).
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Figura 5.2: Vista superior da CRM.

Fonte: Martins et al. (2008).

O modelo matematico completo € escrito por De La Cruz e Carelli (2006) como

(MARTINS et al., 2008).

[x] ucosy — awsiny 0 0 [Sx]
|3'.1| |[ usiny + awcosy ]| |[ 0 0 ]l Upes | Sy |
M=| Gt gt 1+] 0 0 1] +] 0]
i sw? —60,w)07t | |ort o] |5, |
Il = uowss + woe;tl Lo 651] 5, | 5.1)

sendo U,r € wyer 0s valores desejados de velocidades linear e angular, respectivamente, e

representam os sinais de entrada do sistema.

O vetor de parametros identificados @ em (5.2) e um vetor de parametros incertos &

em (5.3) sdo associados como mostra o modelo (5.1).

0= [91 92 93 94 95 96]T (52)
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5§=1[6, 6, 0 & 6&,]T (53)

sendo &, e §, sdo fungdes de velocidade de deslizamento e orientagdo, &, € §,, sdo fungdes
de parametros fisicos como massa, inércia, roda e didmetros dos pneus, pardmetros dos

motores e servos, for¢a sob as rodas, etc., e sdo considerados como disturbios (MARTINS et

al., 2008).

Os parametros inclusos no vetor 8 sdo fungdes de alguns parametros fisicos da PRM,
assim como a massa m, momento de inércia I, em G, resisténcia elétrica R, dos motores,
constante eletromotor k,,, constante de torque k,, coeficiente de atrito B,, momento de inércia
I, de cada grupo de reducdo engrenagem-roda, o radio r da roda, o raio nominal R; dos pneus
e as distancias b e d. Considere que os motores t€ém um controlador PD para controlar as
velocidades de cada motor, com ganhos proporcionais kpr >0 e kpr > 0 os ganhos
derivativos kpr =0 e kpp = 0, também é suposto que os motores associados a rodas
propulsoras s3o motores DC com caracteristicas idénticas, com indutancia negligenciada, uma
vez que a indutancia é muito menor que a resisténcia do mesmo. As equagdes que descrevem
os parametros 0 apresentados em De La Cruz e Carelli (2006) sdo reproduzidos em Martins et

al. (2008) e ilustrados neste trabalho. Sao eles:

[Ra(mRyr+21e)+2rkpr| (5.4)
6, =
1 (2rkpT) ’
[Ra(1,02+2Ryr (1, +mb?)) +2rdkpR| (5.5)
6, =
z (2rdkpRr) ’
_ RqgmbR; (5.6)
3 7 kg 2kpr’
Ra(kak
6, = Ealia*%) +1 ©7
4 (rkpr) ’
6, = FambR: (5.8)

" kq dkpg’
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Ra %+Be) ¢ 41, (5.9)

Deve-se salientar que 6; > 0, i = 1,2,4,6. Parametros 05 e 05 serdo nulos se, e
somente se, o centro de massa G esta exatamente no ponto central do eixo virtual das rodas de
tragdo da PRM (ponto B), isto é, b = 0. No artigo de Martins et al. (2008) assumiu-se que
b # 0 (MARTINS et al., 2008).

O trabalho do Martins et al., (2008), contribui com o modelo matematico dividido na
parte cinematica e dinamica e com o diagrama de blocos para a estrutura de controle, a qual ¢
interessante, pois fica explicita a estrutura do controlador e as estruturas dindmica e
cinematica da CRM, Figura 5.3 (MARTINS et al., 2008).

A Figura 5.3 mostra o Diagrama de blocos da PRM, o qual apresenta as entradas, o

bloco da dindmica, o bloco da cinematica e as saidas do sistema, conforme segue.

Figura 5.3- Diagrama de Blocos, referente a dindmica e cinematica do Robo

i I

| . . ] ) |

: Dinimica Cinematica| ) |-1a's LY >
i 1

I

Fonte: Martins et al. (2008).

Porém, o modelo dindmico da PRM apresentado por Martins et al. (2008) deixa a
desejar quanto ao numero de rodas castores (Figura 5.2). Outro inconveniente ¢ o CG da
PRM: no modelo usado por Martins et al. (2008) e Atesoglu (2006) o CG ¢ um ponto sobre o
eixo longitudinal, o qual ndo € necessariamente verdadeiro (ATESOGLU, 2006; MARTINS
et al., 2008).
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5.3 MODELO COMPLETO DA CRM

Sendo assim, o modelo construido por De La Cruz, Bastos e Carelli (2011) ¢ mais
apropriado, sendo que a principal contribui¢do do trabalho foi a incerteza da posi¢do do CG,
uma vez que a CRM considerada pelo autor possui caracteristicas reais mais proximas do
modelo dindmico de De La Cruz, Bastos e Carelli (2011).

Uma Cadeira de Rodas Movel ¢ uma aplicagdo da PRM, desta forma, o modelo
dindmico da PRM torna-se importante para o Grupo de Estudo Controle Avangado, Robdtica
e Engenharia Biomédica da UEL, uma vez que um dos objetivos do departamento de
engenharia elétrica da UEL ¢ melhorar a expectativa de vida de tetraplégicos, o departamento
estd desenvolvimento uma Cadeira de Rodas Movel para tetraplégicos (ROSSINI et al,
2012).

A CRM ¢ usada por pessoas deficientes que ndo sdo capazes de guiar uma Cadeira de
Rodas manual, usando uma interface homem-maquina (IHM) baseada em sinais cerebrais,
voz ou no movimento dos olhos as pessoas portadoras de deficiéncia pode selecionar um alvo
desejado. Entdo, uma trajetoria serda automaticamente gerada e um controle de rastreamento
da trajetdria guiard a CMR ao alvo desejado (DE LA CRUZ; BASTOS; CARELLI, 2011).

E importante considerar além da dindmica do veiculo a cinematica porque a CRM
transportara cargas relativamente altas. Em Atesoglu (2006) um controle baseado no modelo
dindmico de um CRM ¢ projetado. Portanto, este trabalho ndo considera o fato que o centro
de massa pode ser desviado lateralmente devido o movimento do ocupante. Em Johnson e
Aylor (1985) um modelo dindmico de uma Cadeira Elétrica é desenvolvido considerando o
desvio lateral do centro de massa. Entretanto, a lei de controle ndo € projeta neste artigo (DE
LA CRUZ; BASTOS; CARELLI, 2011).

Existem muitas leis de controle propostas na literatura para robds moveis que podem
ser usados para controlar um CRM. Uma abordagem usada para projetar a lei de controle ¢
baseada em linearizagcdo utilizando realimentacdo (DE LA CRUZ; BASTOS; CARELLI,
2011). Esta abordagem de controle tem boa performance, contudo, depende dos pardmetros
do modelo. Quando os parametros do modelo sdo incertos, um controle adaptativo para o
ajuste desses pardmetros ¢ necessario. Alguns autores usam técnicas backstepping para
projetar a lei de controle adaptativa assim como Do, Jiang e Pan (2004) (DE LA CRUZ;
BASTOS; CARELLI, 2011).

Por outro lado, outros autores tém usado a abordagem da linearizagdo da

realimentagdo e teorias de Lyapunov, assim como em Barzamini, Yazdizadeh e Rahmani
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(2006). Contudo, a maioria dos autores avaliam seus controladores propostos apenas por
simulacdo. Em Martins et al. (2008) os autores tém separado a parte dindmica da cinematica.
Assim, um controlador cinematico, que controla a trajetoria da PRM em um nivel alto, € um
controlador dindmico, que controla a velocidade da PRM em um nivel baixo, foram obtidos.
O trabalho de De La Cruz, Bastos e Carelli (2011) avalia o controlador por experimentos.

No controle adaptativo, poderdo surgir problemas de parametros causados por erros
de medi¢do ou disturbios. Tais paradmetros provocam uma divergéncia, geralmente lenta, dos
parametros do modelo. Uma forma bem conhecida para evitar esse possivel erro no parametro
¢ alterar a lei de atualiza¢do de parametro através da introducdo de uma modifica¢do sigma
(KAUFMAN; BAR-KANA; SOBEL, 1998; NASISI; CARELLI, 2003). Em Chen e Shieh
(1997), no entanto, uma abordagem de controle de comutagao tem sido utilizado para eliminar
o desvio do parametro (DE LA CRUZ; BASTOS; CARELLI, 2011).

No trabalho de De La Cruz, Bastos e Carelli (2011), um modelo dindmico de uma
CDM ¢ desenvolvido considerando os desvios laterais do centro de massa originada em
movimento do utilizador. Propriedades uteis do modelo sdo provadas no artigo. O modelo
dindmico obtido tem uma estrutura adequada e propriedades para a concepgao do controlador,
a entrada de controle pode ser determinada em termos de velocidades de referéncia, lineares e
angulares, como normalmente encontrados em robds moveis comerciais. Esta ultima
caracteristica ¢ uma vantagem quando se avalia o controle experimentalmente. Em geral, na
literatura, os controladores de modo adaptativo, robusto ou deslizante de rodas foram
provados por simulagdes (BARZAMINI; YAZDIZADEH; RAHMANI, 2006; DO; JIANG;
PAN, 2004; FIERRO; LEWIS, 1997; PARK et al., 2009; ZHANG et al., 1998; ZHU et al.,
2006). A principal dificuldade € que eles usam torques de roda como sinais de controle, ndo
podem ser diretamente manipulados na maioria dos veiculos reais. Atualmente, mais estudos
sobre aplicagdes de tarefas reais de controle de modo adaptativo, robusto ou deslizamento sdo
necessarios. Outra contribui¢cdo de De La Cruz, Bastos e Carelli (2011), foi o projeto de um
rastreamento adaptavel e controle da posicdo da CRM. A lei de controle é baseada no modelo
dindmico linearizado obtido através de técnicas de linearizagdo através de realimentacdo. A
analise de estabilidade foi realizada utilizando a teoria de Lyapunov. O controle adaptativo
resultante ¢ diferente do Barzamini, Yazdizadeh e Rahmani (2006), porque ndo sio utilizadas
as aceleragdes da PRM e que € diferente de Martins et al. (2008) uma vez que ndo utiliza uma
estrutura de controle em cascata. Um algoritmo de projecdo foi incluido para evitar desvios de
parametros ¢ o seu efeito sobre o controle adaptativo foi analisado. Este algoritmo

proporciona uma solucido simples e eficaz para o problema de erro dos pardmetros. Varios
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experimentos foram realizados para demonstrar o bom desempenho da lei de controle
adaptativo (DE LA CRUZ; BASTOS; CARELLI, 2011).

O modelo de De La Cruz, Bastos e Carelli (2011) apresentaram um modelo dindmico
de um CRM considerando um plano de trabalho horizontal para os deslocamentos da CRM. A

seguir ¢ ilustrada, na Figura 5.4, a CRM considerada por De La Cruz, Bastos e Carelli (2011).

Figura 5.4 - Vista superior da Cadeira Robotica Mdvel (CRM) e seus
respectivos parametros e orientagcdes

Fonte: De La Cruz, Bastos e Carelli (2011).

Através da Figura 5.4 ¢ possivel identificar as duas rodas castores C; e C,, assim
como os parametros b; € b,, que se referem a posi¢cdo do CG em relagdo ao eixo de centro das
rodas traseiras ¢ ao eixo longitudinal da CRM, cujo vértice ¢ o ponto B. O ponto de
rastreamento h = [X Y]T, o centro de massa G, u’ e U sdo as velocidades longitudinal e
lateral do G, w e Y sdo a velocidade angular e a diregdo da CRM. Os parametros d, a, ¢, € C,
sdo distancias (Figura 5.4), F..x, € F., sdo as for¢as longitudinal e lateral dos pneus da roda
direita, Fypy, € Fpyy, sd0 as forgas longitudinal e lateral dos pneus da roda esquerda e Fy,,
Feiyis Ferxr € Fopyy s80 as forcas exercidas pelas rodas castores. Demais pardmetros sdo

enunciados no artigo de De La Cruz, Bastos e Carelli (2011).
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A equagdo da forca e a equagdo do momento para a CRM sido
% Fyy = m(t' = w) = Fryes + Forss + Fy, (5.10)
Epxr = Fever + Feprs
YF, =m@ —u'w) = Fry + Fory + Eyyro (5.11)
Eyyr = Feiyr + Feryr,
LM, =10,

d
Z M, = E(F;"rxl - Frlxl) + b, (P;”rxl + Frlxl) - bl(Frly’ + Frry’) + Tp> (5.12)

T, = (C?Z + bz) Fersr = (%2 - bZ) Fepnr + (€1 = b)) (Ferys + Fey),

sendo m ¢ a massa da CRM e I, é o momento de inércia sob o eixo vertical localizado em G.

A cinematica no ponto h ¢

X = ucosyp — usenyp — (a — b;)wseny, (5.13)
y = useny — ucosy + (a — by)wcosy, (5.14)
sendo

u=u"+bw. (5.15)

De acordo com Zhang et al. (1998), velocidades u, w e u, incluem as velocidades de

deslizamentos, dadas por

u == [r(w, + o) + @ +u], (5.16)
w == [r(w, — o) + s —u)], (5.17)
i =hw+ i’ (5.18)

sendo r e [ os raios das rodas direita e esquerda, w, e w; sdo as velocidades das rodas direita e

esquerda, u; e u; sdo as velocidades longitudinais de deslizamento das rodas direita e
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esquerda ¢ u® ¢ a velocidade de deslizamento das rodas (DE LA CRUZ; BASTOS;
CARELLI, 2011).

Por outro lado, os modelos dos motores da CRM, negligenciando as indutancias, sdo

T =2t (0~ kyw,), (5.19)
T = I}:—Z(Vz — kyw)), (5.20)

sendo v, e v; sdo as tensdes de entrada aplicadas aos motores direito e esquerdo, k; ¢
equivalente a constante de tensdo multiplicada pelo raio da engrenagem, R, € a resisténcia
elétrica constante, 7,- € T; s@o os torques dos motores direito e esquerdo multiplicado pelo raio
da engrenagem e k, ¢ a constante de torque multiplicado pelo raio da engrenagem. As

equagdes dinamicas que relacionam o motor e roda, direita e esquerda, sdo

low, + Bow, = T, — By, (5.21)

Ied)l + Be(l)l =T — Frlx,r, (522)

sendo [, e B, sdo o momento de inércia e o coeficiente de atrito viscoso da combina¢do motor

rotor, caixa de engrenagem e roda.

Conforme De La Cruz, Bastos e Carelli (2011), em geral, a maioria dos veiculos
autonomos disponiveis no mercado tem controladores proporcional-integral-derivativo (PID)
de velocidade de baixo nivel para rastrear as velocidades de referéncia de entrada. Portanto,
para manter a sua compatibilidade com outros veiculos autonomos, ¢ 1til expressar o modelo
da CRM de um modo adequado, considerando as velocidades linear e angular de referéncia
como sinais de controle. Assim, os controladores de velocidade sdo incluidos no modelo.
Segundo De La Cruz, Bastos e Carelli (2011), para simplificar o modelo, os controladores de
velocidade proporcional-derivativa (PD) foram considerados e sdo descritos pela seguinte

equacio:
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[vu] _ lkPT(uref - ume) - kDTume

Vo kpr (wref - wme) — Kpr®Wme ' (5.23)
sendo

Ume =7 (@ + @), (5.24)
Wme = = (@p — w)), (5.25)
v, =% (5.26)
vy =T, (5.27)

sendo U,f € w,.r s30 as velocidades de referéncia linear e angular, respectivamente, para os

controladores de velocidade PD de baixo nivel. As varidveis € Uy, € Wy, representam as
velocidades mensuradas, calculadas a partir das informagdes dos codificadores, bem como,

assumindo que nao ha erros de codificagdo (DE LA CRUZ; BASTOS; CARELLI, 2011).

A partir de (5.10)-(5.14), (5.16)-(5.23) o seguinte modelo dindmico de cadeira da
CRM ¢ obtido por De La Cruz, Bastos e Carelli (2011):

h=Nv+Q, (5.28)
Y = w, (5.29)
MV + C = vVyer + Qy, (5.30)
sendo

N = [cos¢ —asem,b]'

senyp  acosy
(5.31)

(5.32)



M =

%, )]
0y 6, |

_ [9411 - 930)2]

Osw + Osuw

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)
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O modelo dindmico pode ser dividido numa parte cinematica (5.28)-(5.29) e numa

parte dindmica (5.30). As constantes 6;, i = 1,2, ...,8, sdo apresentadas na sequéncia. As

variaveis de perturbagdo &y, &y, 6, € &, sdo mostradas no artigo de De La Cruz, Bastos ¢

Carelli (2011) no Apéndice B. Os disturbios 8, € &, surgem por causa da possivel velocidade

de deslizamento lateral das rodas e os distirbios &, ¢ §,, surgem por causa da velocidade de

deslizamento das rodas, das aceleragdes das rodas e/ou de forcas externas (DE LA CRUZ;

BASTOS; CARELLI, 2011).

91=

92=

3 =

kDT RaT 216
LI e
ka ZkPTka ( TZ m)

RaT Iedz kDR
+ 1, + mbf + mb3 | + —

dkPRka<2r2 z T I

Rarmb1

2kprkq

1+ kb BeRa

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)
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Rarmbl
> 7 dkppk
(5.42)
dk dB,R
Og=1+—+-—"2
2kppr  2kprk,r
(5.43)
Rarmbz
T 2kprk
(5.44)
Rarmbz
87 dkprk
(5.45)

Assim, seguem os modelos das incertezas, 8, 8,, 6, ¢ 6, (DE LA CRUZ,
BASTOS; CARELLI, 2011).

6, = —u’siny (5.46)
6, = u’cosy (5.47)
1 1 R,rm R,r
— s s _ s
Oy 294(ur +uj) + 2( T )(ur +u7) + Kprke (musw + px,)
(5.48)
] 2kprb
5w=—6(ur—ul)+—(ur+uf)+—(ur+uf)+60 ’r 26u
d dkpr
(5.49)

€1 Rqr .5
6o = (d FET Kok (b1m+1)>(ur u) ...

R,r .
dkka (Tp + b, F, 1 — bymu )

(5.50)
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_ kDR RaT Iedz P
c; = T + dkkaa(Zrz +bim+1,
(5.51)
2b, R,1,
27 Ak (k” * kar)
(5.52)
_ 2D, ky RaBe)
C3 N dkpR (kPT + T + kaT
(5.53)

5.4 DESACOPLAMENTO DOS MODELOS DINAMICO E CINEMATICO DA CRM

Considerando o exposto, tomou-se a equagdo da dindmica (5.30) e substituiram-se as

equagoes (5.33)-(5.37), assim temos

MV + C = v, + Ly, isto €,

[91 —97] [Z] +[94u—93w2] B [uref N [Su] (5.54)

—0g 0, Osw + Osuw] [ Wref 8ol

Considerou-se 6, ¢ 6, nulos, negligenciando as velocidades de deslizamentos e

arranjando no formato matricial nas equagdes (5.16) e (5.17), (com u; e u; nulos)

QNI
|I

<
]
—
£ £
[N

(5.55)

e sua derivada



Isolou-se o vetor [@, @;]T da equacdo (5.55)

-
Wr|l |2 2 [u]
ol Tl | leob
4 dJ
) (1 d]
[wr] —_|r o2r [u]
Wy 1 dlle
| 7 2r

Isolando o vetor [ @]" na equagdo (5.54), temos
[u] _ _[ 0, —97]_1{ O0,u — 63a)2] + [uref }
D) —0g 6, Osw + Osuw Wrerl)

e | e
ol 70,04 —0,0,105 016w + Osuw] * 1Wresl)

Sendo assim, substitui-se a equacdo (5.60) em (5.58)

wr] 1
W, 0765—616;

R IR IR

Efetuando-se a substituicdo da equagdo (5.55) em (5.61)

4 -remaf Z ¢
w; 0705—616; —4110g 6,1

2r

R IR SR

; [92 97]{[9411_930)2] + I:uf'ef }
Z4116g 011 U0gw + Osuw Wrerl)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)
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04 (w, + wz)g — 03 (%) (wr — w))? n [uref

2 )
06 (w, — w;) 2 + 05 (w, + w)) (w, — w;) zr—d ref

(5.62)

Assim, obteve-se o modelo dindmico (5.62) da CRM, sendo o vetor de entrada
[Urer @rer]T e o vetor de estados [u  w]T. Considerou-se para tal projeto a possibilidade

de acesso a todos os estados, sendo assim, a matriz de saida de tal modelo é a matriz I, ..

Ja ao considerar o modelo cinematico (5.13) e (5.14) e negligenciando-se a

velocidade de escorregamento (1), tem-se

X = ucosy — (a — b;)wseny, (5.63)
y = useny + (a — by)wcosy, (5.64)
¥ = w. (5.65)

Para dar andamento no projeto do controlador robusto, aplicando-se ferramentas
lineares propostas por Covacic (2006), ¢ necessario que os modelos dindmico (5.62) e
cinematico (5.63)-(5.65) sejam lineares. Portanto, no préximo capitulo sera relatada a

linearizacdo de tais modelos.

5.5 CONCLUSAO PARCIAL: CAPITULO 5

Considerando o exposto anteriormente, observou-se o esforco do Ministério da
Saude para a inclusdo de pessoas com deficiéncia. Constatou-se a quantidade de pessoas que
serdo beneficiadas com tal politica de inclusdo, em particular os tetraplégicos (50.000

pessoas) (BRASIL, 2010).

Uma das formas de auxiliar a inclusdo dos tetraplégicos na sociedade ¢ melhorar a
expectativa de vida dos mesmos ¢ o desenvolvimento de instrumentos para a mobilidade e

independéncia. Neste sentido, este trabalho buscou-se identificar o0 modelo matematico que
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melhor descreve a CRM do departamento de engenharia elétrica da UEL, a fim de projetar um
controlador robusto para a mesma, sendo esta acionada por sopro e sucgdo (ANTAO, 2010;
DE LA CRUZ; BASTOS; CARELLI, 2011; DE LA CRUZ; CARELLI, 2006; FONSECA
SOBRINHO et al., 2000, 2003; MARTINS et al., 2008; ROSSINI et al., 2012).

Um trabalho inicial para projetar um controlador robusto publicado pelo autor
(ROSSINI et al., 2012), considerou o modelo dindmico constituido por De La Cruz, Bastos e
Carelli (2011). Tal como Lawton, Beard ¢ Young (2003) o modelo dindmico foi linearizado
em torno da origem, constituida a realimentacdo dos estados e usados pardmetros estimados
para a CRM do laboratério onde estd sendo desenvolvida a pesquisa. Além do mais,
consideraram-se os parametros de incertezas as medidas de posicdes longitudinal x e lateral y
da CRM (6, ¢ &), uma vez que ha atraso no transporte de tais informagdes, conforme
sugerido no artigo. (DE LA CRUZ; BASTOS; CARELLI, 2011; LAWTON; BEARD;
YOUNG, 2003; ROSSINI et al., 2012).

No proximo capitulo sera apresentada a nova malha de controle, a aplicagdo da
lineariza¢do aos modelos dindmico e cinemadtico, assim como, uma tabela com os parametros

considerados para o projeto do controlador robusto.
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CAPITULO 6
LINEARIZACAO EM TORNO NA ORIGEM

Para o projeto e a andlise do controlador robusto, necessita-se representar o sistema
no espago de estados, uma vez que a teoria abordada por este trabalho, encontra-se nesta
configuracdo. Essa representacdo envolve trés tipos de varidveis na modelagem de sistemas
dindmicos: sdo as varidveis de entrada, as variaveis de saida e as variaveis de estado. Em (6.1)
e (6.2) sdo apresentadas as equacdes de estado e de saida do sistema, respectivamente, para

um sistema linear e invariante no tempo (OGATA, 2010).

x(t) = Ax(t) + Bu(t) 6.1)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (6.2)

sendo A € R™" a matriz de estados, B € R™ ™ a matriz de entrada, C € RP*™ a matriz de
saida, D € RP*™ a matriz de transmissdo direta, u(t) a entrada de controle de ordem m X 1,

x(t) o vetor de estado de ordem n X 1 e y(t) o vetor de saida do sistema de ordem p X 1.

6.1 LINEARIZACAO DO MODELO DINAMICO

Considerando o modelo dindmico (5.62) tal modelo tem como parametros constantes

0;,i=1,..,8,1ed, como varidveis de estado w, e w; e variaveis de entrada Uyf € Wyef.

Tomando-se (5.62) e aplicando-se o método de linearizagdo de Lyapunov (2.13) para

constituicdo da matriz caracteristica do sistema A, e a matriz de entrada B, sendo

_ %11 Q12 (6.3)
Ad - [a21 azz] ©
Bo= o D] (64)
a by byl
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cujos elementos sdo obtidos via algoritmo implementado no MatLab®, conforme Apéndice

D, sendo assim tém-se:

1 ) 203 (w;—wy)r? (6 do
a1 = — (_4+ 3( 12 r) )(_2+_8)
016,-670g \ 2 d r 2r

- (ﬁ d_91) (% _ Os(@i-wp)r?
. 9102_9798 T 2r

Os(wi+wy)r?
+ 5 1 T ,
d 2d 2d

o 1 (ﬂ n 293(wl—wr)r2) (% _ &)
21 0,0,—6,0g \ 2 d? 2 r)

gt (ﬁ _ ﬁ) (@ _ fs@mwpr? | 6s (wl+wr)r2)
9102_9798 2 T d 2d 2d >

1 T04, 293(0)1—0)1«)7'2 92 dgg
A = — - - 2 =+ —]...
0102—676g \ 2 d r 2r

y_r (& d_91) (@ _ s(@zapr? 95(w1+wr)7”2)
9102_0798 T 2r d 2d 2d i

Qo = 1 (ﬂ _ 293(wl—wr)r2) (% _ &)
22 016,—-676g \ 2 d? 2 r)

1 (ﬁ _ ﬁ) (% + 05 (w;—wy)1r? n 95(w1+wr)7”2)
d 2d 2d i

——
1 9192_9798 T 2r i
b _;(9_2_%)
21 0192_0798 T 2 i
b = s (4 %)
12 9192_9798 T 2r ’

by = — L (ﬁ _ ﬁ)
22 6102_9708 2 r ’

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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Obtidos os respectivos elementos das matrizes A e B, para o modelo linear,
consideraram-se os parametros 6;, i = 1, ...,8, sugeridos por De La Cruz, Bastos e Carelli

(2011), conforme Tabela 6.1.

Tabela 6.1 - Identificagdo dos pardmetros da CRM

Deslocamento lateral ~ Sem deslocamento  Deslocamento lateral

para esquerda para direita

Massa do

ocupante (kg) 0 0 0
0, 0,4605 0,4087 0,4703
0, 0,2304 0,1925 0,2274
05 0,0023 -0,0047 0,0009
0, 1,0187 1,0042 1,0068
0s 0,0277 0,0044 0,0291
O 0,9103 0,8744 0,9008
0, -0,0143 -0,0104 -0,0106
Og -0,0658 -0,0711 -0,0280

Fonte: De La Cruz, Bastos e Carelli (2011).

Sendo o desvio lateral de aproximadamente 0,145 [m] (b; = 0,145 [m]) em relagio
ao ponto B e a distdncia a = 0,35 [m] (Figura 5.4), sendo estes pardmetros usados para

constru¢do da Tabela 6.1, conforme experimento desenvolvido pelos autores De La Cruz,

Bastos e Carelli (2011).

Manipulando as equacdes (5.42), (5.44) ¢ (5.45) e o parametro b; obteve-se o
pardmetro b, = 0,151 [m]. Considerando as informag¢des de a, by, b, € 6;, i = 1,...,8, da
Tabela 6.1, foram construidas as matrizes correspondentes aos vértices dos politopos, sendo

as varidveis incertas para o projeto —0,151 < b, < 0,151 [m], 0,15<r <0,35[m] e
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0,40 < d < 0,70 [m], respectivamente, a posigdo lateral do CG, ponto G, sendo 0,151 [m]
deslocado para a esquerda e —0,151 [m] deslocado para a direita, o raio das rodas traseiras e
a distancia entre as rodas traseiras da CRM (Figura 5.4). Também, podem-se manipular as
formulagdes a fim de considerar outros parametros com incertezas, por exemplo, a distancia,
a, do elemento rastreador, da CRM em relacdo ao eixo transversal. Outro exemplo de

incerteza paramétrica ¢ a massa do ocupante da CRM.

Para a constituicdo das matrizes do sistema, usaram-se as velocidades angulares
nulas e associadas aos vértices dos politopos. Portanto seguem os vértices P(r,d,b,) e as

respectivas matrizes A, € B, linearizadas do sistema dindmico, (6.13)-(6.28):

09305 1,1739 (6.13)

Primeiro vértice: P4;(0,15;0,40;0,151), Ay = [1 3462 10133)

Segundo vértice: P,,(0,15;0,70;0,151), Ay = [0’8731 1,1357 (6.14)

1,3844 1,0707)

Terceiro vértice: Pys (0,35;0,70;0,151), Ags = [g:ggﬁ 1(1)3(5); , (6.15)
Quarto vértice: P,,(0,35;0,40;0,151), Ay = [(1):3223 1:(1)33 , (6.16)
Quinto vértice: P45(0,15;0,40; —0,151), Ags = [2:22;; 1:(1)(3)11 , (6.17)
Sexto vértice: Pys(0,15;0,70; —0,151), Age = [(1):2223 1:82;3 , (6.18)
Sétimo vértice: Pz, (0,35;0,70;—0,151), Agy = [g:iggg 1:82‘;3 , (6.19)
Oitavo vértice: Pyg(0,35;0,40; —0,151), Agg = :(1’:22311; 133}1 , (6.20)
Primeiro vértice: Py, (0,15;0,40; 0,151), By, = gzgg _46"973;524 ’ (6.21)
13,1465  9,3114 (6.22)

Segundo vértice: P,,(0,15;0,70;0,151), By, = 160666 —111245/

56342 3,9906 (6.23)

Terceiro vértice: Py3(0,35;0,70;0,151), By3 = 68857 —47676/
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59024 2,1138 (6.24)

Quarto vértice: P,;,(0,35;0,40;0,151), By, = [6,6175 —2.8909)

13,8647 5,2171 (6.25)

Quinto vértice: P;5(0,15;0,40; —0,151), Bys = [14,5649 —6,5423)

13,6022  9,6269 (6.26)

Sexto vértice: Pyg (0,15;0,70; —0,151), Byg = [14 6278 _1009521)

58295 4,1258 (6.27)

Sétimo vértice: Py,(0,35;0,70; —0,151), By, = [6 3546 —46937|

59420 2,2359 (6.28)

Oitavo vértice: Pyg(0,35;0,40; —0,151), Byg = [6 2421 —28038|

Além das matrizes de estados do sistema, considerou-se que as variaveis de estados

1 0

encontram-se todas disponiveis para medi¢do, logo a matriz de saida serd C,; = [ 0 1

6.2 LINEARIZACAO DO MODELO CINEMATICO

O segundo modelo analisado ¢ o modelo cinematico, sendo linearizado via método
de linearizacdo de Lyapunov, sendo tal algoritmo implementado no software MatLab ®,
conforme Apéndice E. Por meio de tal ferramenta obteve-se as seguintes matrizes linearizadas

do novo sistema, A, e B,:

o o r(a—blxwl—wr)cosw)_r(wl+wr>sen(¢)1|
d 2
Ac=ly o T@zbi—wsen(y) rlont o)cosw))
| ‘ ’ |
0 0 0

(6.29)
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rcos(y) r(a—by)sen(yp) rcos(y) r(a—by)sen(y)
2 d 2 T d
g |rsen(y) r(a — by)cos(y) rsen(y) r(a— by)cos(y)
i R d 2 d
r r
d d

(6.30)

Prosseguindo com o projeto de controlador robusto, sdo consideradas as incertezas
0,15<r<0,35[m], 040<d<0,70[m] e —% <Y< % [rad] e como pardmetros
constantes de opera¢do w, = w; = 0,75 [rad/s], b, = 0,145 [m] ¢ a = 0,35 [m]. A malha
de controle ¢ apresentada na Figura 6.1, na qual nota-se um dispositivo adicional x(t) na
mesma, cuja finalidade € detectar a existéncia de sinal na entrada do modelo dindmico e
adiantar um sinal na forma de impulso para a entrada do modelo cinematico para auxiliar no
movimento inicial da CRM. A seguir s@o construidas as matrizes do sistema cinematico para

cada vértice do politopo, P(r,d, ) em (6.31)-(6.46):

0 0 0,0562]

Primeiro vértice: Py (0,15;0,40;=%), Ay = [0 00,0974
0 0 0 | (6.31)
0 0 0,0562]

Segundo vértice: PC2(0,15;0,7O;—%),AC2= 0 0 0,0974]|,
0 0 0 | (6.32)
0 0 01312

Terceiro vértice: Pey (0,35;0,40;—%), A;s = [0 00,2273,
00 0 (6.33)
0 0 01312

Quarto vértice: PC4(0,35;0,70;—%),AC4= 0 0 02273,
00 0 (6.34)

0 0 —0,0562
Quinto vértice: Pes (0,15;0,40;%), A;s = |0 00,0974 |

0 0 0 (6.35)



0 0 -0,0562

Sexto vértice: Py (0,15; 0,70;%), A = [o 0
0 0

o

0
0
0 0

o

Sétimo vértice: P, (0,35;0,40;%), A, =

o O
o O

Oitavo vértice: Pog (0,35;0,70;%), Acg =

Segundo vértice: P, (0,15; 0,70; —%), B, = (-0,

Terceiro vértice: P.g (0,35; 0,40; —g), B.; =

0,2013
Quarto vértice: P, (0,35; 0,70; —%), B, = [—0,0013
0,5000

0,0276
Quinto vértice: Pes (0,15;0,40;%), Bes = [0,1021
0,3750

0,0436
Sexto vértice: Peg (0,15;0,70;%), Bog = [0,0744
0,2143

10,0645
Sétimo vértice: P, (0,35; 0,40;5), B,, = |0,2383
10,8750

0,1018
0,1737
10,5000

Oitavo vértice: Peg (0,35;0,70;%), Bog =

10,1023
Primeiro vértice: Py (0,15;0,40; - %), Bey = |0,0271
10,3750

[ 0,0863

| 0,2143

[0,2386
0,0633
10,8750

0,0974

&l

—0,1312]
0,2273 |,
0

—0,1312]
0,2273 |,
0

—0,1021

0,0276 ]
—0,3750

0006 —-0,0744

—0,2143

—0,2383

0,0645 ]
—0,8750

-0,1737

0,1018 ]
—0,5000

—0,0271

0,1023 ‘
—0,3750

0,0006

0,0863 ‘
—0,2143

0,2386 ]
—0,0633]|,
—0,8750

0,2013 ]
0,0013
—0,5000

0,0436 ]

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)
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Além das matrizes de estados do sistema cinemadtico, considerou-se que as variaveis

1 0 0
de estados encontram-se disponiveis, sendo a matriz de saida sera C, = [O 1 O].
0 0 1

Considerando o exposto acima, arranjados os modelos dindmico (5.62) e cinematico

(6.29)-(6.30) e, também, constituiu-se a malha de controle conforme ¢ apresentada a seguir:

Figura 6.1 - Constituicdo da malha de controle do sistema: modelo dindmico,
matriz de transformag¢do, matriz de ganho e modelo cinematico.

K(t)
Modelo Dindmico + Modelo Cinematico
[ S n=Agn + Bgu o=Ty|£ ¢ =Acp+ B v
h y=1In _ v=Ip
Kd KC

Fonte: Do proprio autor.

sendo, u = [Urer @rer]T o vetor de entrada do modelo dindmico linearizado, x(t) é o
dispositivo detector de sinal para auxiliar no movimento inicial do sistema cinematico, B, € a
matriz de entrada do modelo dindmico em (6.4), constituida por oito vértices em (6.21)-(6.28)
sendo as incertezas 7, d, b,, n = [ @Wr  ®@]T & o vetor de estados do modelo dindmico, A, a
matriz caracteristica do sistema em (6.3), constituida também por oito vértices em (6.13)-
(6.20) cujas incertezas sdo r, d, b,, I é a matriz identidade de saida de ordem dois ¢ K; ¢ a
matriz dos ganhos estaticos do controlador referente ao sistema dindmico de ordem 2 X 2. A
matriz de ganhos T para amplificar os sinais de saida do sistema dindmico. Ja para o modelo
cinematico, ¢ = [Wr @;]T é o vetor de entrada, B, a matriz de entrada do sistema em

(6.30), constituida por oito vértices em (6.39)-(6.46) sendo as incertezas r, d, P, ¢ =
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[x vy P]T éo vetor de estados, A, a matriz caracteristica do sistema em (6.29), constituida
por oito vértices em (6.31)-(6.38) cujas incertezas sdo r, d, Y, I é a matriz identidade de saida

de ordem trés e K. € a matriz do controlador estatico do sistema cinematico de ordem 2 X 3.

6.3 CONCLUSAO PARCIAL: CAPITULO 6

Uma vez arranjados os modelos dindmico e cinematico, os mesmos foram
linearizados por meio do método de linearizagdo de Lyapunov. Em seguida, constataram-se as
incertezas no modelo fisico, as quais foram utilizadas para a constitui¢do dos vértices do
politopo e as matrizes correspondentes para os modelos. E ao final deste capitulo, ilustrou-se
a Figura 6.1 para elucidar o sistema em estudo assim como as varidveis de entrada, de estados
e de saidas do mesmo.

No préximo capitulo serdo apresentados os resultados referentes aos modelos
dindmico e cinematico, a fim de torna-los sistemas ERP e estavel via LMIs. Também sera

apresentado o controlador dindmico e estatico por meio da CEV.
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CAPITULO 7
ABORDAGEM LMI PARA PROJETO DE CONTROLADOR

Neste capitulo sdo apresentados os resultados do projeto e analise dos controladores
estaticos de realimentacdo da saida dos modelos dinamico e cinematico da CRM, referente a

proposta de controle ilustrada na Figura 6.1.

7.1 SISTEMA ERP INCERTOS COM ESPECIFICACAO DA TAXA DE DECAIMENTO

Para o projeto dos controladores estaticos dos modelos dindmico e cinematico,
consideraram-se incertezas quanto aos parametros, by, r e d, para o modelo dindmicoer, d e

1, para o modelo cinematico e a imposi¢do da taxa de decaimento para ambos os modelos.

7.1.1 Sistema Com o Mesmo Numero de Entradas e Saidas: Modelo Dindmico

Nesta se¢do foi projeto e analisado o controlador estatico de realimentacdo da saida

do modelo dindmico com incertezas paramétricas e imposi¢ao da taxa de decaimento.

Considere o sistema dinamico (5.62), linearizado em (6.3)-(6.4) em torno do ponto
de operagdo w, = w; = 0 [rad/s], cujas incertezas sio —0,151 < b, < 0,151 [m], 0,15 <

r <0,35[m] e 0,40 < d < 0,70 [m], sendo tal sistema linearizado controlavel e observavel.

Para o sistema dindmico linearizado, foram obtidas as matrizes associadas aos oito
vértices do politopo dadas em (6.13)-(6.28). O projeto do controlador constitui-se em aplicar
o Teorema 24, proposto por Covacic (2006), cuja lei de controle é u = —K,y e programacao
foi desenvolvido no ambiente do software MatLab®. Considerando o exposto, seguem as
LMIs implementadas, as quais devem ser factiveis para o sistema ser ERP ¢ atender a taxa de

decaimento imposta, sendo i = 1, ...,8:
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P,A; + ATP, — CT(R + RT)C; < —2yP, (7.1)
BTP; = FC;, (7.2)
P, > 0. (7.3)

Por meio do Teorema 24, implementou-se (7.1)-(7.3), sendo as matriz dos vértices do

politopo (6.13)-(6.28), obteve-se a matriz

_ [41115 4,3869 (7.4)

F= 1,1434 —1,6047

que torna o sistema ERP, a matriz

48,7880 0,9477 (7.5)

R= [ 09477 48,7880

€ a matriz

70517 18,5654 (7.6)

— (F-1\p =
Ko = (F7OR = 4,5123 -17,1836

a qual estabiliza o sistema ERP com uma taxa de decaimento 33,3875.

A seguir ¢ ilustrada na Figura 7.1 a respostas do sistema ERP com realimentagdo da
saida (7.6) a entrada ao degrau unitario para o primeiro vértice do politopo (6.13) e (6.21),

cuja lei de controle ¢ u = —K,y.
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Figura 7.1- Resposta ao degrau unitario na entrada (u = [Uref @rer]T), sendo a saida
(n=[wr ®]7) multiplicada por uma matriz de ganho

T = 101,,, para o primeiro vértice do politopo.

Degrau unitario em u. Degrau unitario em o

f f

0 0.02 0.04 0.06 0 0.05 0.1
Tempo Tempo

Fonte: Do proprio autor.

Portanto ¢ possivel constatar a performance o sistema através da ilustragcdo gréafica
anterior (Figura 7.1), sendo o sistema ERP com realimentag@o da saida e taxa de decaimento
de 33,3875. O ganho (T) do sistema dinAmico linearizado é 10, o qual condiciona os sinais
de saida num intervalo de [—0,4; 1]. No Apéndice F sdo apresentados as demais Figuras F.1-

F.7 associadas aos demais vértices do politopo (6.14)-(6.20) e (6.22)-(6.28).

Na proxima se¢do, serdo descritos os resultados de projeto e analise do modelo

cinematico da CRM.
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7.1.2 Sistema Com Numeros de Saidas Maior Que os Numeros de Entradas: Modelo

Cinematico

Considere o modelo cinematico linearizado em (6.29)-(6.30) cujos parametros de
velocidades angulares s3o w, = w; = 0,75 [rad/s], a distancia € a = 0,35 [m] e as matrizes
que correspondem aos vértices do politopo (6.31)-(6.46) associadas as incertezas 0,15 < r <

0,35[m], 0,40 <d < 0,70 [m]e —= < ¢ <= [rad].

Para que o sistema seja ERP uma das condi¢des (i) — (xi) do Teorema 25 deve ser
satisfeita, cuja lei de controle é u = —K,y. Assim construiram-se as rotinas no software
MatLab® para investigar qual condigdo que apresenta melhor resultado. Portanto, a condigdo
que apresentou melhor resultado foi a condigdo (xi), com taxa de decaimento 0,0919. Sendo

a matriz que torna o sistema ERP dada por

0,0010 0,0002 0,0014 (7.7)

F=[o,oo10 -0,0002 —0,0014

e a matriz que estabiliza o sistema com taxa de decaimento de 0,0919 dada por

4,3238 2,4986  2,9554 (7.8)

— 5
Ko = (10%) 4,3260 -2,5066 —2,9650]

A matriz de saida do modelo cinematico, ¥ = I¢, foi multiplicada por um ganho de
10° para construcdo da Figura 7.2 referente ao primeiro vértice (6.31) e (6.39) do modelo
cinematico, apresentada a seguir. Enquanto para os demais vértices (6.32)-(6.38) e (6.40)-
(6.46), as figuras sdo ilustradas no Apéndice G, Figura G.1-G.7. Sendo a entrada ao degrau

unitério dado no vetor de entrada ¢ = [ @, @] e asaidadadaporg =[x y ],



Figura 7.2 - Resposta ao degrau unitario na entrada (¢p = [ Wr
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w(]T)

sendo a saida (¢ =[x y 9]7) multiplicada por um

ganho de 10°. Representagio do primeiro vértice do

politopo.

Degrau unitario em o

0.2
E 1
0 0.5 1
x 10"
0.z
0.2 L
0 20 40 60 20
0.z
=P 0.1
E u
0 20 40 60

Tempo

Fonte: Do proprio autor.

Degrau unitario em o,

0 05 1

x 10
0 30 a0 50
0 20 a0 80

Ao analisar a simulag¢do (Figuras 7.2 e G.1-G.7) referente ao modelo cinematico,

das taxa e evidenciar a maior delas.

especificamente a taxa de decaimento (0,0919) obtida via sistema ERP com LMIs, propdem-

se a aplicacdo do método de projeto de CEV utilizando LMIs, a fim de comparar os resultados

Na proxima secdo sdo apresentados e discutidos os resultados do CEV utilizando
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7.2 CONTROLE COM ESTRUTURA VARIAVEL UTILIZANDO LMIS: ROBUSTEZ, ESTABILIDADE E

TAXA DE DECAIMENTO

O CEV utilizando LMIs € outro método de projeto aplicado ao modelo cinematico da

CRM, cuja finalidade € superar a taxa de decaimento obtida anterior de 0,0919.
7.2.1 Sistema Com Numeros de Saidas Maior Que os Numeros de Entradas

Considere o modelo cinematico linearizado em (6.29)-(6.30) cujas matrizes
correspondem aos vértices do politopo sdo dadas em (6.31)-(6.46). Para analisar a
estabilidade, robustez e a taxa de decaimento do modelo cinematico, tornou-se necessario

arranjar 0 mesmo.

Adequando-se (4.20)-(4.22) para o numero de saidas maior que o numero de
entradas, Teorema 25 cujas LMIs sdo (3.247)-(3.248), com especificacdo da taxa de

decaimento (4.33), tem-se
—2P(a)
U PO )0y - B@)K (a),C(a) + P(@) + 1

A(@)T — C(@)TK(@)TB(a)T + P(a) + In] [ I, ]
-2I, P(a)

(1.9)
[-2P(a) + P(a)A(a) — P(a)B(a)K(a),C(a) + P(a)? + P(a)

AT = C(@)TK(@)TB()T + P(a) + I, — 2P(a)] [P?; )] (7.10)

—2P(a) + P(a)A(a) — P(a)B(a)K(a),C(a) + P(a)? + P(a) +
. A(@)TP(a) — C(a)TK(a)TB(a)TP(a) + P(a)? + P(a) — 2P(a)?  (7.11)
P(a)A(a) + A(a)"P(a) — P(a)B(a)K(a),C(a)—C(a)TK(a)TB(a)TP(a) (7.12)

P(a)[A(a) — B(@)K(a),C(a)] + [A(a) — B(a)K (a),C(a)]" P(a) (7.13)
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sendo A(a) s = A(a) — B(a)K(a),C(a).

Para o projeto proposto e aplicagdo do Controle com Estrutura Variavel, consideraram-se as

Pl a{
matrizes de incertezas P(a) = [al .. af] , Ale) =141 ... A/]]: ‘, B(a) =
P. a]:
B, K, Cy
[al .. af]l|i ], K= eC(a)=[E‘, comK=K, ==K, eC=C, =-=C,,
B, K, C,

sendo i =1,...,8 os vértices do politopo (6.31)-(6.46). Substituindo-se as matrizes de

incertezas em (7.12) temos a equacdo equivalente a (4.23) descrita por

Py AT Py

P, AT P.
K, cr BT

A6 o 1=+ [IKF .. KT ¢ ‘ [P, .. PB.J.
K, cr Bl

(7.14)

Para imposi¢do da taxa de decaimento uma condi¢do suficiente ¢ dada em (4.33),

assim tem-se

Q+[yl .. vII'[P, .. P]+[Py .. BI"[yI .. vI]<O (7.15)
tem-se

yP; ... yPB. yP, ... yP;
Q+1 : N B Pl <0,

yP; ... yPB. yB. .. VB (7.16)
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2yP, . y(Pi+PB)
Q+ : : < 0.
y(P,+B) .. 2yP. (7.17)
Substituindo-se (7.14) em (7.17), temos
Py AT Py
: [Al Ar] +1¢ [Pl Pr] — | [Bl Br]
P. AT P.
K o Bf
diC o CGl=] ¢ |IKE o KT i | [Py B]+
LK, cr BT
2yP, .. y(Pi+B)
: : <0.
ly(P, +B.) .. 2yP.

(7.18)

A partir de (7.18) desenvolveu-se a programacdo no software MatLab® juntamente

com (7.19) e (7.20), como segue

B(a)TP(a) = FC(a), (7.19)

P(a) =P(@)T > 0. (7.20)

Porém o programa ndo encontrou factibilidade para o conjunto de incertezas,

i =1,..,8. Logo, consideram-se as matrizes com incertezas (6.31)-(6.34) e (6.39)-(6.42) para

a direcdo P = —% [rad] e a matrizes com incertezas (6.35)-(6.38) e (6.43)-(6.46) para a
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. ~ Vs s . . N . ~
dire¢do Y = . [rad], a fim de encontrar um controlador estatico associado a cada direcdo e

possibilitar o uso dos mesmos através do modelo Fuzzy para controlar a CRM.

Tomaram-se as condigdes (7.18)-(7.20) e as matrizes correspondentes aos vértices do
politopo (6.35)-(6.38) e (6.43)-(6.46), (1,[) = % [rad]), sendo obtidos os graficos referentes a

simulacdo ilustrado na Figura 7.3, nesta se¢do, e nas Figuras H.I-H.3, no Apéndice H.
Encontrou-se uma taxa de decaimento de 0,021, portanto inferior a taxa obtida por meio da
implementagdo do Teorema 25, condi¢do (xi). O intervalo do sinal de saida ¢ de

aproximadamente [—6,4], considerando o ganho na saida de 10°.

Foi determinada a matriz F, (7.21):

0,8644 0,5112 0,8649 (7.21)

— -3
F=00 )0,8240 0,4682 —0,8519

e a matriz K, da realimentacdo da saida, (7.22):

6,1739 3,8768 1,0899 (7.22)

— 4
Ko, = (10 )[0,9047 ~12862 —75811)

sendo as matrizes (7.21) e (7.22) tornam o sistema ERP e estabilizam o mesmo a uma taxa de

decaimento especificada de 0,021.

A seguir apresenta-se a Figura 7.3, sendo a resposta do primeiro vértice, (6.38) e
(6.46), ao degrau unitario a entrada do sistema cinematico em (6.29)-(6.30). Os graficos,
ilustrados as Figura H.1-H.3, referentes as respostas ao degrau unitario para os demais

vértices encontram-se no Apéndice H.



Figura 7.3- Resposta ao degrau unitirio na entrada (¢ = [@r @;]T)
sendo a saida (¢ =[x y ¥]7) multiplicada por um ganho

de 10°. Representacio do quarto vértice do politopo.

Degrau unitario em o Degrau unitario em o

0 20 40 G0 0 30 100

0.04 0
5. 0.02 K : 1 /
0 = 2 . .
0 50 100 0 50 100
Tempo Tempo

Fonte: Do proprio autor.
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Agora, consideraram-se novamente as condi¢des (7.18)-(7.20), porém as matrizes

correspondentes aos vértices do politopo (6.31)-(6.34) e (6.39)-(6.42), (zp = —% [rad]),

encontrou-se uma taxa de decaimento de 0,021, a mesma especificada para a dire¢do

T

ll) = g [T'Cld].
Obteve-se a matriz F, (7.23):
F = (10-%) 08240 -0,4682 0,8519

08644 -0,5112 -0,8649

e a matriz K, da realimentacdo da saida, (7.24):
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—0,7897 2,6785 19,3830 (7.24)

— 4
Ko = (109 8,0912 —4,5752 0,6884]

7.3 CONCLUSAO PARCIAL: CAPITULO 7

O método de projeto de CEV, utilizando sistemas ERP com LMIs, para sistemas com
incertezas paramétricas, considerando robustez paramétrica e taxa de decaimento ndo obteve
melhor resultado ao método de projeto baseado em LMIs de sistemas ERP. Uma vez que o

método de projeto de CEV utilizou o Teorema 25, sendo taxa de decaimento obtida foi de

0,021 para as diregdes || =% [rad], e o método de projeto baseado em LMI de sistemas

ERP analisou todas as condigdes do Teorema 25, obtendo-se assim uma taxa de decaimento

de 0,0919, superior a taxa de 0,021.
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CAPITULO 8
DISCUSSAO DOS RESULTADOS

O presente projeto de controlador robusto aplicado a CRM via LMIs, utilizou os
modelos dindmico e cinematico linearizados em (6.3)-(6.4) e (6.29)-(6.30), respectivamente,
em torno de um ponto de operagio, sendo as velocidades angulares de w, = w; = 0 [rad/s]
para 0 modelo dindmico e de w, = w; = 0,75 [rad/s] para o modelo cinematico.
Consideraram-se como incertezas para o modelo dindmico —0,151 < b, < 0,151 [m],
0,15<r<0,35[m] e 0,40 < d < 0,70 [m], respectivamente, a posi¢do lateral do CG, o
raio da roda e a distancia entre as rodas traseiras da CRM. Assim, constituiram-se as matrizes
associadas aos vértices do politopo sendo apresentadas em (6.13)-(6.28). Para projeto e
analise do sistema com realimentacdo da saida, sendo este sistema com duas entradas e duas
saidas, aplicou-se o Teorema 24 (COVACIC, 2001), cujas LMIs (7.1)-(7.3) apresentaram
factibilidade, sendo as matrizes (7.4) e (7.6) tornam o sistema ERP e estabilizam o sistema
com uma taxa de decaimento especificada de 33,3875. Na Figura 7.1 ¢ ilustrada a resposta do
sistema ERP com realimentacdo da saida a entrada ao degrau unitario para o primeiro vértice

do politopo. E as respostas ao degrau unitario dos demais vértices sdo ilustradas as Figuras

F.1-F.7 no Apéndice F.

Para o modelo cinematico linearizado em (6.29)-(6.30), foram obtidas as matrizes
correspondentes aos vértices do politopo (6.31)-(6.46) associadas as incertezas 0,15 < r <
0,35[m], 0,40 <d <0,70 [m] e —% <y S% [rad], respectivamente, o raio da roda
traseira, distdncia entre as rodas traseiras e a direcdo da CRM. O modelo cinematico possui
duas entradas e trés saidas, portanto foi necessario aplicar o Teorema 25 (COVACIC, 2006),
condi¢des (i) — (xi), para analisar a factibilidade das LMIs. Logo, encontraram-se varias
solugdes, porém a condi¢do de melhor resultado foi a condi¢do (xi), para esta condigdo, a
matriz (7.7) torna o sistema ERP e a matriz de ganho (7.8) de realimenta¢do da saida que
estabiliza o0 modelo cinematico com taxa de decaimento 0,0919. Nas Figuras 7.2 ¢ G.1-G.7,

ilustram-se os resultados da simulagdo para cada vértice do politopo.

Com a finalidade de investigar a taxa de decaimento do modelo cinematico, aplicou-
se 0 método de CEV utilizando LMIs ao Teorema 25. (COVACIC, 2006) Para tal frente de
projeto, houve a necessidade de arranjar o Teorema 25 para flexibiliza-lo através do Teorema

27 em (7.9)-(7.18), uma vez que o Teorema 27 foi elaborado para sistemas com 0 mesmo
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numero de entradas e saidas. Implementaram-se as LMIS (7.18)-(7.20), usaram-se as matrizes
(6.35)-(6.38) e (6.43)-(6.46) correspondentes aos vértices do politopo para a direcdo P =
% [rad]. A partir das LMIs (7.18)-(7.20) foram obtidas a matrizes (7.21) e (7.22) que tornam

o sistema ERP e estabilizam o sistema com uma taxa de decaimento de 0,021. Nas Figuras
7.3 e H.1-H.3, encontram-se ilustrados os resultados graficos obtidos para cada vértice do
politopo a entrada em degrau unitdrio. Projetaram-se as matrizes (7.23) e (7.24) que tornam o

sistema ERP e estabilizam o sistema com taxa de decaimento especificada de 0,021, para os

vértices (6.31)-(6.34) e (6.39)-(6.42), correspondentes a diregdo P = —% [rad].

As matrizes (7.21)-(7.24), serdo uteis para projetos de controladores estaticos por

realimentac¢do da saida usando o modelo Fuzzy, o qual ndo faz parte do escopo deste trabalho.

Assim a melhor taxa de decaimento para o modelo cinematico foi de 0,0919 obtida

pelas LMIs do Teorema 25 condi¢do (xi), por meio das matrizes (7.7) e (7.8).
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CAPITULO 9
CONCLUSAO

Apresentou-se no capitulo 2, métodos de linearizagdo ja consolidados na literatura.
Relatou-se a expansdo em Série de Taylor como uma ferramenta inicial para linearizacdo de
sistemas, considerou-se, porém, que o M<étodo de Linearizacdo de Lyapunov ¢ uma
ferramenta mais ampla, quando comparada a Série de Taylor. (FALEIRO; YONEYAMA,
2002; OGATA, 2010; SLOTINE; LI, 1991).

No capitulo 3 escreveu-se sobre condi¢des baseadas em LMIs para sistemas ERP.
Considerou-se a planta linear, invariante no tempo, controldvel e observavel. Apresentaram-se
as condicdes para que um sistema seja ERP usando LMIs, com realimentacdo da saida,
numero de entradas igual ao nimero de saidas e os numeros diferentes de entradas e saidas.
Também a mesma abordagem para imposic¢ao da taxa de decaimento para sistemas sem e com
incertezas paramétricas. (ANDERSON, 1968; COVACIC, 2006, COVACIC et al., 2008;
LORDELO, 2000; TEIXEIRA; LORDELO; ASSUNCAO, 2000).

No capitulo 4, foram descritos os métodos de projeto de CEV para sistemas com
incertezas paramétricas e sujeitos a distarbios. Considerou-se robustez paramétrica, taxa de
decaimento e restrigcdes na entrada e saida, para sistemas lineares invariantes no tempo com
numero de entradas igual ao numero de saida e a sugestdo para estender o estudo para
sistemas com o numero de saidas maior que o nimero de entradas. (COVACIC, 2006)

No capitulo 5, relatou-se sobre o modelo matematico da CRM. Para a escolha do
modelo matematico, levou-se em consideracao as caracteristicas fisicas da CRM existentes no
Laboratorio de Controle Avangado, Robotica e Engenharia Biomédica da Universidade
Estadual de Londrina no Departamento de Engenharia Elétrica, assim, selecionou-se um
modelo matematico similar ao sistema fisico em estudo, sendo que este modelo considera
como parametro incerto o CG da CRM. Outra contribuicdo do trabalho ¢ o desacoplamento do
modelo dindmico do modelo. (DE LA CRUZ; BASTOS; CARELLI, 2011; FONSECA
SOBRINHO et al., 2000; MARTINS et al., 2008).

No Capitulo 6, ilustram-se os arranjos nos modelos dindmico e cinematico, cuja
finalidade ¢ a linearizagdo dos mesmos. As contribuicdes neste capitulo foram os modelos
lineares da dindmica em (6.3)-(6.4) e da cinemdtica em (6.29)-(6.30), as matrizes associadas
aos vértices do politopo (6.13)-(6.28) e (6.31)-(6.46) e a malha de controle da CRM, ilustrada
na Figura 6.1. (DE LA CRUZ; BASTOS; CARELLI, 2011).
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No capitulo 7, relatam-se os resultados do projeto e analise do controlador robusto
aplicado a CRM com realimentac¢do da saida. As contribui¢des foram as matrizes (7.4) e (7.6)
que tornam o sistema dindmico ERP e estabilizam o modelo dindmico com incertezas
paramétricas a taxa de decaimento especificada de 33,3875, as matrizes (7.7) e (7.8) que
tornam o sistema cinematico ERP e estabilizam o modelo cinematico com incertezas
paramétricas a taxa de decaimento de 0,0919, a demonstragdo (7.9)-(7.18) para aplica¢do do
método de CEV utilizando LMIs e as matrizes (7.21)-(7.24), que tornam o modelo cinematico
com incertezas paramétricas ERP e estabilizam o sistema a uma taxa de 0,021. (COVACIC,
20006)

Por meio das taxas de decaimento obtidas, torna-se evidente que o controlador
estatico da realimentagdo da saida do modelo dindmico deve ser (7.6) e o controlador estatico
da realimentacdo da saida do modelo cinematico deve ser (7.8), com taxas de 33,3875 e

0,0919, respectivamente.

9.1 SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

Pesquisas futuras relacionadas ao projeto de controlador robusto aplicado a CRM via

LMIs sao:

(1) otimizar a taxa de decaimento obtida no modelo cinematico;

(11) implementar na CRM a malha de controle;

(111)  considerar outros parametros incertos, como a massa do ocupante;

(iv)  usar o modelo Fuzzy para implementar um controlador usando as matrizes (7.21)-

(7.24).

9.2 ARTIGO PUBLICADO E ARTIGO SUBMETIDO
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BRASILEIRO DE AUTOMATICA, 19., 2012, Campina Grande. 4nais...Campina Grande,
2012. p. 2966-2972.
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APENDICE A

Complemento de Schur

O Complemento de Schur ¢ um artificio muito utilizado para converter uma
desigualdade ndo-linear em uma LMI ou vice-versa. (GEROMEL; KOROGUI, 2011;
SOUZA; PINHEIRO, 2008).

A desigualdade matricial linear (GEROMEL; KOROGUI, 2011).

S V) (A1)
40 =y qen) <0
E equivalente a qualquer das duas seguintes desigualdades n3o lineares:
a)S(x) <0eQ(x)—V(x)'Sx)"V(x)<o. (A.2)
b)Q(x)<0eS(x)—V(x)Qx)"W(x) <o. (A.3)

Prova: Para provar a primeira parte, consideremos x € R" arbitrario e observamos que

S(x) < 0 também implica na existéncia de sua inversa S(x)~1. Assim sendo, a matriz

U6 =y st 1]

(A4)
¢ ndo singular e permite obter a fatora¢do A(x) = U(x)B(x)U(x)', onde
_[SC) 0
B0=["0" - versw-ve
(A.5)

Portanto, a matriz A(x) ¢ definida negativa se e somente se 0 mesmo ocorrer com

B(x) que ¢ o resultado desejado. A segunda parte é provada de forma idéntica. m
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APENDICE B

Formulagado para Resolver LMEs

Considere a matriz MeRP*4, dada por: (COVACIC, 2006)

my; Mz .. Myg
M = m:21 Maz e Mg
Mp1 Mpz - Mg
(B.1)
e definida:
L=[1 0 .. oll,=[0 1 .. ol..L,=[0 0 .. 1] (B.2)
1 0 0
0 0 1
(B.3)
O elemento pertence a linha i e a coluna j de M, dado por m;; € igual a:
mij = liMCj, i= 1, ...,p,j = 1, v q. (B4)
A matriz M é nula se e somente se todos os elementos forem nulos, isto €,
M=O(=)mu=llMC]=O,l=1,,p,]=1,,q (BS)
Uma forma aproximada para a equacdo M = 0 ¢ dada por:
1
|mij| = (mfim;;)? <e @ mim;; <e? = e? —ml.1.m; >0, ...
- €2 m]; _ e M"If -0
B mij 1 liMCj 1 ’
(B.6)

parai=1,..,p,j=1,..,qee = 0.
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Com base no Lema 12, a LME BTP = FC, que é equivalente a BTP — FC = 0, pode
ser aproximada por mn LMIs, dadas por:
% ¢/ (BTP—FO)TI]
L;(BTP — FC)c; 1

)

(B.7)

sendoe = 0,i=1,...,mej=1,..,n
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APENDICE C

Zeros de Transmissao de um Sistema

Considere A(s) = B(s)C(s), sendo A(s), B(s) e C(s) polindmios de ordens compativeis.
Assim, C(s) é um divisor a direita de A(s) e A(s) ¢ um multiplo a esquerda de C(s). De
maneira similar, B(s) é um divisor a esquerda de A(s) e A(s) é um multiplo a direita de
B(s). Considere, também, duas matrizes polinomiais D(s) e N(s), com o mesmo nimero de
colunas, p. Entdo, uma matriz polinomial quadrada R(s) € RP*P ¢é um divisor comum a
direita de D(s) e N(s), desde que existam matrizes polinomiais D (s) e N(s) tais que:

D(s) = D(s)R(s) (H.1)
N(s) = N(s)R(s) (H.2)

Uma matriz polinomial quadrada M(s) € unimodular se o seu determinante for diferente de
zero ¢ independente de s.
Uma matriz polinomial R(s) € o maior divisor comum a direita de D(s) e N(s) se as
seguintes condicdes forem satisfeitas:
(1) R(s) é um divisor a direita de D(s) e N(s);
(11) R(s) ¢ um multiplo a esquerda de todos os divisores comuns a direita de D(s) e N(s).
Se um maior divisor comum a direita ¢ uma matriz unimodular, entdo D(s) e N(s) sdo
ditas coprimas a direita.
Considere uma matriz G(s) = N(s)D(s)™!, G(s) € RP*P racional prépria (G(s) é propria
& grau D(s) = grau N(s) & G (o) = 0 ou G (o) é igual a uma constante diferente de zero),
sendo que N(s) e D(s) sdo coprimas a direita. Entdo, um niimero A € C ¢ um zero de
transmissdo de G (s), se o posto de N(1) < min(p, q). (CHEN, 1999).
Os zeros de transmissdo também podem ser definidos através da realizagdo minima de
G(s). Considere {A,B,C,D} qualquer realizagdio minima de dimensdo n de uma matriz
propria racional G(s) = C(sI — A)"'B + D € R?*P?_ com A € R™", B € R™P, C € RT*" ¢
D € RY*P, Entdo, os zeros de transmissdo sdo os valores de s = 1 € C, tais que:

Al —
—C

(H.3)

posto [ 4 g] < n + min(p, q).

Para maiores detalhes sobre a teoria exposta neste apéndice o artigo de Chen (1999) deve ser
consultado.
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APENDICE D

Algoritmo de Linearizacdo do Modelo Dindmico

A seguir encontra-se listado o programa utilizado para manipulacdo e lineariza¢do do

modelo dindmico do sistema.

Para a construgdo do programa no software MatLab®, houve a necessidade de
estabelecer uma correspondéncia entre a notagdo das varidveis utilizadas na dissertacdo e as
variaveis a serem declaradas no software. Sendo assim, seguem tais correspondéncias:
0 =tl,..,0 =18, r, d, w.=wr, 0, =W, U =uref, wyr=w_ref, 6,=

delta_ueé, = delta_w.

Usou-se o foolbox de matemdtica simbdlica do MatLab® para a manipulagdo e
linearizagdo do modelo, assim para fazer uso de tais ferramentas matematicas torna-se

necessario a declaracdo das variaveis do modelo dindmico, conforme segue:
>>symstl 2t3t4t5t6t7t8rdw rw lu refw refdelta udelta w

A partir das variaveis declaradas, reescreveram-se as matrizes A e B:
>> A = [r./2r./2;r./d-r./d]; B = [t] -t7;-t8 t2];

Também, houve a necessidade de construir as equagdes de conversdo entre as

varfaveis w rw [lemu e w:
>>y = (r/2).¥w r+tw l); w= (r./d).*w _r-w_I);
Para obter o modelo, substituiu-se (5.59) em (5.57), sendo reescrita a seguir:
>> A wr_wl = inv(A)*inv(B) *([t4. *u-13. *w.”2+u_ref+delta_u;
8. F* w5 *u. *w+w_reftdelta wj);

A matriz A wr_wl obtida anteriormente ¢ a equagdo (5.62), correspondente ao modelo

dinAmico da CRM.

A fim de aplicar as ferramentas de projeto e analise de controle de sistemas lineares
descritas neste trabalho, ha necessidade de linearizagdo do modelo 4 wr wil. O método de

linearizagdo aplicado ¢ o método de linearizagdo de Lyapunov, sendo o modelo linear obtido
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aplicando-se a cada linha da matriz A wr wl derivadas parciais, sendo estas com relagdo a

w r, w I, u refe w ref, conforme segue:
>> A B linear = jacobian([A_wr wi(1,1) A wr wl(2,1)],[w rw lu refw ref]);

A partir da matriz A B linear seleciona-se a submatriz correspondente a matriz

caracteristica do sistema dindmico (Ad):
>> Ad=A B linear(1:2,1:2)

Ad = [ (r4)/2 + (P 253%(2%w [ - 2%w 1)/d"2)*(12/(r*(t1*2 - t7%8)) + (d*18)/(2%r* (] *12
S 17%8))) + AT/ FAIH2 - t7H:8)) + (dRD/(2¥ (¥ - 17%8)))*(r*8)/d - (2%5*(w I -
wo/2*d)  + (P2MSFw D+ w )2*), ()2 - (P2M3F2*w ] -
2% A2/ A2 - 1T:S)) + (dMS8)/(2¥r 12 - 17%8))) - (17/(rH (1 *2 - 17%8)) +
(@4 D)/(2%¥1*2 - 17%8))¥(r8)/d + (P 2¥5*w 1 - w p)/(2*d) + (F2%5*w | +
w_r)/(2*d));

(F54)/2 + (FP2%3%2%w 1 - 2%w p)/d"2) X2/ (1 *2 - 17%8)) - (d*8)/(2%*11*2 -
1758)) + (7/(r* (12 - t7%8)) - (d5D)/Q2**A1*2 - t7%8)))*(r*8)/d - (*2%*5*(w I -
W o)/2*)  + (2%S5*w ]+ wo)/2*d), ()2 - (P2M3¥2*w ] -
2% )/ 2) R A2/t *2 - 1758)) - (dMS)/(2*rH (1 *2 - t7:8))) - (1T/(FH1* 2 - t7%18)) -
(@*D)/(2%¥11*2 - 17%8))X(r58)/d + (P 2%5*w 1 - w r)/(2*d) + (2%5*w | +
w_r)/(2*d))]

Executa-se o0 mesmo procedimento anterior, para a matriz de entrada do sistema Bd:
>> Bd =A B linear(1:2,3:4)

Bd = [t2/(r*(tI*2 - 17%8)) + (dM8)/2%*AIM2 - 17%8)), t7/(r*elM2 - 17%8)) +
(@*1)/(2% (X1 %12 - 17%8));

12/ (11512 - 17%548)) - (d™8)/(2% (21 *2 - t7%8)), t7/(r*(t1 %12 - t7%8)) - (@*1)/(2%*(t]*12 -
17%8))];

Assim, obteve-se o modelo linear para o sistema (5.62), descrito pelas matrizes Ad e
Bd, sendo estas utilizadas para projeto e analise do controlador robusto aplicado a CRM.
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APENDICE E

Algoritmo de Linearizacdo do Modelo Cinematico

A seguir encontra-se listado o programa utilizado para manipulacdo e lineariza¢do do

modelo cinematico do sistema.

Para a constru¢gdo do programa no software MatLab®, houve a necessidade de
estabelecer uma correspondéncia entre a notagcdo das variaveis utilizadas na dissertagdo e as
variaveis ha serem declaradas no software. Sendo assim, seguem tais correspondéncias: a,

by =bl,r,d,w, =w_r,w;, =w_ley = psi.

Usou-se o toolbox de matematica simbdlica do MatLab® para a manipulagdo e linearizagao
do modelo, assim para fazer uso de tais ferramentas matematicas torna-se necessario a

declaragdo das variaveis do modelo dindmico, conforme segue:

syms a bl dr psixy wrwl

A partir das variaveis declaradas, construiram-se as fungdes correspondentes x, y e 1,

afl, f2 e f3, respentivamente.

>>f1=((r./2). *cos(psi)-(a-bl).*(r./d). *sin(psi)). *wr+((r./2). *cos(psi) +(a-
bl).*(r./d). *sin(psi)). *wi;

>>f2=((r./2). *sin(psi)+(a-bl). *(r./d). *cos(psi)). *wr+((r./2). *sin(psi)-(a-
bl).*(r./d). *cos(psi)). *wl;

>>f3=(r./d). *wr-(r./d). *wl;
>> f=[f1:12:/3];
Como no Apéndice C, fim de aplicar as ferramentas de projeto e andlise de controle de

sistemas lineares descritas neste trabalho, ha necessidade de linearizagdo do modelo f. O

método de linearizacdo aplicado ¢ o método de linearizagdo de Lyapunov, sendo o modelo
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linear obtido aplicando-se a cada linha da matriz f derivadas parciais, sendo estas com

relacdo a x y psi wr wl, conforme segue:

>> A B linear=jacobian([f(1,1) f(2,1) f(3,1)],[x y psi wr wl]);

A partir da matriz A B linear seleciona-se a submatriz correspondente a matriz

caracteristica do modelo cinematico (Ac):

>> Ac=A B linear(:,1:3)

Ac = [0, 0, - wl*((r*sin(psi))/2 - (r*cos(psi)*(a - bl))/d) - wr*((r*sin(psi))/2 + (r*cos(psi) *(a
-bl))/d);

0, 0, wl*((r*cos(psi))/2 + (r*sin(psi)*(a - bl))/d) + wr*((r*cos(psi))/2 - (r*sin(psi)*(a -
bl1))/d);

0,0,0]

Executa-se o mesmo procedimento anterior, para a matriz de entrada do sistema Bc:
>> Bc=A B linear(:,4:5)
Be =[ (r*cos(psi))/2 - (r*sin(psi)*(a - bl))/d, (r*cos(psi))/2 + (r*sin(psi)*(a - bl))/d;
(r¥sin(psi))/2 + (r*cos(psi)*(a - bl))/d, (r*sin(psi))/2 - (r*cos(psi)*(a - bl))/d;

r/d, -r/d]

Assim, obteve-se o modelo linear para o sistema (5.63)-(5.65), descrito pelas matrizes

Ac e Bce, sendo estas utilizadas para projeto e andlise do controlador robusto aplicado a CRM.
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APENDICE F
Graficos dos Vértices dos Politopos do Modelo Dindmico da CRM

Para o sistema dinamico linearizado, foram obtidas as matrizes associadas aos oito vértices do
politopo dadas em (6.13)-(6.28). O projeto do controlador constitui-se em aplicar o Teorema
24, proposto por Covacic (2006), cuja programagao foi desenvolvido no ambiente do software
MatLab®. Assim, encontram-se listadas a seguir as Figuras F.1-F.7 para os vértices

associados a (6.14)-(6.20) e (6.22)-(6.28).

Figura F.1: Resposta ao degrau wunitario na  entrada
(u = [Urer @rer]T), sendo a saida (np=[wr ]T)
multiplicada por uma matriz de ganho T = 101,,, para o
segundo vértice do politopo.

Degrau unitario em u. Degrau unitario em o

f f

0 0.01 002 003 0.04 0 001 002 003 0.04
Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor
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Figura F.2: Resposta ao degrau unitario na entrada (u =
[Uref Wref]T), sendo a saida (np=[wr @i]7)
multiplicada por uma matriz de ganho T = 10/,,, para
o primeiro terceiro do politopo.

Degrau unitario em u.

Degrau unitario em o

f f

0 0.05 0.1 0 0.05 0.1
Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor
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Figura F.3: Resposta ao degrau unitario na entrada (u =
[Urer Wref]T), sendo a saida (n=[wr o]7)
multiplicada por uma matriz de ganho T = 101,,, para
o quarto vértice do politopo.

Degrau unitario em u.

Degrau unitario em o

f f

B 1 1 1 L 1 1 1
0 0o0s 01 015 02 0 0.05 0.1 0.15

0 0.05 0.1 0 005 01 015 02
Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor
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Figura F.4: Resposta ao degrau unitdrio na entrada (u =
[Uref Wref]T), sendo a saida (np=[wr @i]7)
multiplicada por uma matriz de ganho T = 10/,,, para
o quinto vértice do politopo.

Degrau unitario em u. Degrau unitario em o

f f

0 0.02 0.04 0.06 0 0.05 0.1
Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor
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entrada (u =
=[@r w]")

Figura F.5: Resposta ao degrau unitario na
= 10l,y,, para

[Urer @rer]T), sendo a saida (n
multiplicada por uma matriz de ganho T
o sexto vértice do politopo.

Degrau unitario em o .

Degrau unitario em U s

0.03 0.04

0.4 : :
0.1 0.02
Tempo

E 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04

Tempo

Fonte : Do proprio autor
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Figura F.6: Resposta ao degrau unitdrio na entrada (u =
[Uref Wref]T), sendo a saida (np=[wr @i]7)
multiplicada por uma matriz de ganho T = 10/,,, para
o sétimo vértice do politopo.

Degrau unitario em u. Degrau unitario em o

f f

0 : : : : 0. : : : :
0 002 004 006 008 0 002 004 005 008
Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor
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Figura F.7: ,Resposta ao degrau unitario na entrada (u =
[Uref Wref]T), sendo a saida (np=[wr @i]7)
multiplicada por uma matriz de ganho T = 10/,,, para
o oitavo vértice do politopo.

Degrau unitario em u.

Degrau unitario em o

f f

1 E 1 1 1
0.2 0 0.05 0.1 0.15

0 0.05 0.4 0 005 01 045 02
Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor

Portanto ¢ possivel constatar a performance o sistema através da ilustracdo grafica anterior
(Figuras F.1-F.7), sendo o sistema ERP com realimentagcdo da saida e taxa de decaimento de
33,3875. O ganho do sistema dindmico linearizado ¢ 10, o qual condiciona os sinais de saida

de num intervalo de [—0,4; 1].
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APENDICE G
Graficos dos Vértices dos Politopos do Modelo Cinematico da CRM

A seguir encontram-se ilustrados os graficos referentes aos vértices (6.32)-(6.38) e
(6.40)-(6.46) do modelo cinematico para a condi¢do (xi), com taxa de decaimento 0,0919. A
matriz de saida, 9 = I¢, foi multiplicada por um ganho de 10° para construcdo das Figuras
G.1-G.7. Sendo a entrada ao degrau unitario dado no vetor de entrada ¢ = [®, @]T e a

saidadadaporgp =[x y 9]T.

Figura G.1: Resposta ao degrau unitario na entrada (¢p = [@r @;]T)
sendo a saida (¢ =[x vy ©]T) multiplicada por um
ganho de 10°. Representagio do segundo vértice do

politopo.
Degrau unitario em o Degrau unitario em o,
0.2 0.2
w01 /’ paf T
0 - : 0
0 0.5 1 0 0.5 1

x10” x10”

0 20 40 &0 20 0 20 40 50
0.2 0
3. 0.1 1 -0.05
0 - 0.1 -
0 20 40 &0 0 20 40 50
Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor



Figura G.2: Resposta ao degrau unitario na entrada (¢ =
[wr @]T) sendo a saida (=[x y o]
multiplicada por um ganho de 10°. Representagdo do
terceiro vértice do politopo.

Degrau unitario em o Degrau unitario em o,
0.2 02
» pAfT T
E L L
0 2 4 5 0 1 2 3 4
x10° x10°

o 10 20 30 T s 10 15 20 25
0.2 0
5 01 ] -0.05
0 . 0.1 . .
0 10 20 30 0 10 20 30
Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor
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Figura G.3: Resposta ao degrau unitario na entrada (¢ =

[wr @]T) sendo

a

saida

(p=1[x y I

multiplicada por um ganho de 10°. Representacdo do
quarto vértice do politopo.

Degrau unitario em o

-5

x 10

D 10 20 30
Tempo

Fonte : Do proprio autor

-0.05

-0.1

Degrau unitario em o,

Tempo

0 1 2 3 4
x10”

0 5 10 15 20 25

0 10 20 30
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Figura G.4: Resposta ao degrau unitario na entrada (¢ =

[wr  @;]T) sendo

saida (=[x y y]»)

multiplicada por um ganho de 10°. Representagdo do
quinto vértice do politopo.

Degrau unitario em o

x10

0.1

[=}]

5 0.03

E -

0 20 40
Tempo

[=F]
(=

Fonte : Do proprio autor

Degrau unitario em o,

x10
0.2
0 K
0.2 -
0 20 40 50 80
0
0.1
0.2 :
0 20 40 80

177
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Figura G.5: Resposta ao degrau unitario na entrada (¢ =
[wr @]T) sendo a saida (=[x y ]
multiplicada por um ganho de 10°. Representacdo do
sexto vértice do politopo.

Degrau unitario em o Degrau unitario em o,
0.2 0.2
w DA 0.1 //’
0 0 :
0 0.5 1 0 0.5 1
x 10" x10°

0 20 40 60 0 20 40 B0 20
0.1 0
5. 0.05 ] 0.1
0 . 0.2 :
0 20 40 B0 0 20 40 B0
Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor
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Figura G.6: Resposta ao degrau unitario na entrada (¢ =
[wr @]T) sendo a saida (=[x y ]
multiplicada por um ganho de 10°. Representagdo do
sétimo vértice do politopo.

Degrau unitario em o Degrau unitario em o,

[=]
=
ra
L b
r

(=]
%]

r

[=r]

x10° x10°

10 15 20

0 E 25 D 10 20 30
0.1 D
5. 0.05 1 0.1
0 : 0.2 : :
0 10 20 30 D 10 20 30
Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor



Figura G.7: Resposta ao degrau unitario na entrada (¢ = [ @r

180

w(]T)

sendo a saida (¢ =[x y ]T) multiplicada por um
ganho de 10°. Representacio do oitavo vértice do politopo.

Degrau unitario em o

[y

-5

*10

L=
en
[y
(=100

0.1

ra
en

5 0.05

0 10
Tempo

Fonte : Do proprio autor

20

Degrau unitario em o,

(=1
=
(=]
[¥%]
&
(4]

-5

®*10

0 10 20 30

Tempo

Ao analisar a simulacdo (Figuras 7.2 e G.1-G.7), obteve-se uma taxa de decaimento 0,0919.
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APENDICE H

Graficos dos Vértices dos Politopos do Modelo Cinematico da CRM: CEV com LMIs

Figura H.1 - Resposta ao degrau unitario na entrada (¢ =
[wr @]T) sendo a saida (=[x y ]»)
multiplicada por um ganho de 10°. Representacdo do
primeiro vértice do politopo.

Degrau unitario em o Degrau unitario em o

=
0 005 01 015 0.2 0 100 200 300
1
= 0.5
0 : : : 10 : :
0 50 100 150 0 100 200 300
0.04 0
o c.czx . 1 /
0 - - -2 : : : :
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
Tempo Tempo

Fonte: Do préprio autor.
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Figura H.2: Resposta ao degrau unitario na entrada (¢ =
[wr @]T) sendo a saida (=[x y Y]
multiplicada por um ganho de 10°. Representagio
do segundo vértice do politopo.

Degrau unitario em o Degrau unitario em e

ra
&

0 0os 01 015 02 0 100 200 300

= 0.5
0 -10
0 50 100 150 0 100 200 300
0.04 0
B c.uzx ] _1/
0 = : 2 : : :
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

Tempo Tempo

Fonte : Do proprio autor
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Figura H.3: Resposta ao degrau unitario na entrada (¢ =
[wr @]T) sendo a saida (=[x y o]
multiplicada por um ganho de 10°. Representacdo do
terceiro vértice do politopo.

Degrau unitario em o Degrau unitario em o

Fa
I

0 0.05 0.1

1
= 03
0 : 10
0 20 40 60 0 50 100
0.04 0
5. 0.02 ¥ 1 -1 /
0 -2
0 50 100 0 50 100
Tempo Tempo

Portanto o método de projeto de CEV utilizando LMIs, para sistemas com incertezas
paramétricas, considerando robustez paramétrica e taxa de decaimento nido obteve melhor
resultado ao método de projeto baseado em LMIs de sistemas ERP. Uma vez que o método de
projeto de CEV utilizou o Teorema 25 obtendo uma taxa de decaimento de 0,021 e o método
de projeto de sistemas ERP analisou todas as condi¢des do Teorema 25 obtendo-se uma taxa

de decaimento de 0,0919.



