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RESUMO

O objetivo deste trabalho foi estudar o sistema de Timoshenko com uma dissipacdo
indefinida. A dissipacédo esta presente na equacao que modela a oscilacdo transversal. Usando
a teoria de semigrupos mostraremos a existéncia e unicidade da solucdo. Através do método
do Ponto Fixo de Banach investigaremos quais condicdes sdo suficientes para obter o
decaimento exponencial da solugao.

Palavras-chave:Sistema de Timoshenko. Dissipagdo friccional. Dissipagdo indefinida.
Existéncia e unicidade. Decaimento exponencial.



SAITO, Tais de Oliveira. Timoshenko system with indefinite damping in the transverse
oscillation. 2016. 67 p. Dissertation (Master’s Degree in Applied and Computational
Mathematics) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2016.

ABSTRACT

The main goal of this work was to study the Timoshenko system with an indefinite damping.
The damping is present in the equation that models the transversal oscillation. Using the
semigroup theory we will show the existence and uniqueness of solution. Through the
Banach’s Fixed Point method, we will investigate what conditions are sufficient for the
exponential decay of the solution.

Keywords: Timoshenko system. Frictional damping. Indefinite damping. Existence and
uniqueness. Exponential decay.
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1 INTRODUCAO

Em 1921 o engenheiro mecanico ucraniano Stephen Prokofievich Timoshenko
desenvolveu em [28] um modelo para a vibracdes transversais em vigas planas sem a presenca

de mecanismos dissipativos de acordo com o seguinte sistema

p1¢w — k(e + 1) = 0em (0,00) x (0, L), (1.1)
Pyt — bibas + k(s + 1) = 0 em (0,00) x (0, L). (12)

Para deduzir o modelo dado acima, Timoshenko relacionou o modelo para vibragdes transver-

sais dado por
pAtht(.fC, t) = Sx(l', t),

(1.3)
plwtt(aja t) = Mx(l’, t) - S(SL’, t)u
com o0 modelo para a relagdo tensao - deformacgao dado por
M(z,t) = El,(x,t),
(@,8) = Bl (z,1) "

S(x,t) = kAG(pz + ¢)(x,1).

Nos sistemas (1.3) e (1.4), temos que ¢ denota a varidvel tempo, x a distincia até linha central
da viga em equilibrio, a fun¢c@o ¢ denota o deslocamento vertical da viga em relacdo a linha
central e a fungdo 1) denota a rotag@o das fibras verticais da barra. Além disso, p € a densidade
da massa do material, M é o momento fletor, S € a for¢a de cisalhamento, A € a drea da seccdo
transversal, [ o0 momento de inércia da sec¢do transversal, £ denota o modelo de Young, G o
modulo de rigidez e k o fator cisalhamento.

Ha muitos trabalhos publicados sobre o decaimento da energia do sistema de
Timosheko e as principais dissipagdes consideradas sao do tipo friccional, térmica, eldstica e
suas combinagdes. Para o sistema de Timoshenko unidimensional, foi mostrado em [14], [20]
e [25] que quando ha dissipatividade tanto na equacdo que modela o deslocamento vertical
quanto na equacdo que modela o angulo de rotacdo, a solucdo decai exponencialmente inde-
pendentemente da relac@o entre os coeficientes do sistema. Todavia, Soufyane em [27] provou
que quando h4 dissipagcdo atuando somente na equagdo do angulo de rotagdo, para a obtengdo

do decaimento exponencial € necessdrio e suficiente que aconteca a relacao
k
—=— (1.5)

Baseados no trabalho de Soufyane, muitos outros trabalhos, por exemplo, [1], [2], [5], [4],
[9], [11], [12], [13], [23] e [26] surgiram com vdrias extensOes e generalizacdes para estabe-

lecer condicdes de decaimento para o sistema de Timoshenko com dissipacdes viscoeldstica,



12

termoeldstica e com coeficientes ndo homogéneos.

Em recente resultado, em [8] os autores estabeleceram a estabilidade ex-
ponencial do sistema para o caso de duas dissipacdes ndo lineares localizadas a1 (x)g;(p;) na
equacdo (1.1) e a2g2(?);) na equagdo (1.2). Como era de se esperar, o resultado foi estabelecido
sem o uso da condic¢do (1.5).

Em geral, os trabalhos anteriormente citados que consideraram uma tnica dis-
sipacdo, sempre a consideraram na segunda equacdo, ou seja no angulo de rotacdo. O primeiro
trabalho que considerou a dissipagao no deslocamento vertical foi dado em [3]. Neste trabalho,

foi estudado o sistema de Timoshenko com dissipagdo friccional constante, ou seja

p1pu — k(e + 1) + apy = 0em (0,00) x (0, L), (1.6)
pal — bibey + k(@, + 1) = 0em (0,00) x (0, L), (1.7)

com condig¢des de fronteira dadas por

pr('u O) = @x('vL) = w(vo) = w(7L> =0,

onde a, p1, p2, b, k > 0. Em [3], concluiu-se que (1.5) € uma condi¢do necessdria e suficiente
para que o sistema (1.6)-(1.7) seja exponencialmente estdvel.

No que se refere a dissipa¢do indefinida no sistema de Timoshenko, s6 temos
o conhecimento do trabalho em [12], onde os autores consideraram uma dissipacao indefinida

atuando na equacgdo que modela a rotagdo do angulo, ou seja

p1pu — k(e + 1), =0em (0,00) x (0, L),
pQ@Z)tt - bdjmx + kj(‘:@x + ¢) + a(x)¢t =0em (07 OO) X (07 L):

com condig¢des de fronteira dadas por

onde essa func¢do a € L*°(0, L) pode mudar de sinal, embora tenha média positiva.
O objetivo desse trabalho € mostrar que ha decaimento exponencial quando
houver uma dissipa¢do indefinida do tipo friccional atuando no deslocamento vertical do sis-

tema dado por

p1ow — k(e + 1)z + a(x)p, = 0em (0,00) x (0, L), (1.8)
Ptht — b¢x:{; + k‘(gpx -+ @D) =0em (0, OO) X (0, L), (19)
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com condi¢des de fronteira dadas por

Esse trabalho foi dividido em dois capitulos, no primeiro estudaremos o sis-
tema (1.6)-(1.7) com as condi¢des de fronteiras dadas em (1.10). A metodologia utilizada para
estabelecer o objetivo desta dissertagdo requer que saibamos o resultado de decaimento do caso
com dissipacdo definida. Assim, a luz de [3] mostraremos no Capitulo 3 que se tivermos a
condicdo (1.5), hd decaimento exponencial. No ultimo capitulo, baseados no que foi estudado
em [24], mostraremos que o sistema (1.8)-(1.9) tem estabilidade exponencial desde que valha a
condi¢do (1.5) e ||a — a|| < ¢, para algum € > 0.
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INDICE DE NOTACOES

-l )
LP(0,T; H)
(0, T}; X)
med(€2)

D(A) ouD(A)
p(A)

R\, A)
Im(A)

espago das fungdes u mensurdveis definidas em €2 com valores

em R ou C tais que |u|? é integravel no sentido de Lebesgue em (2

norma em LP((QQ)

espaco das fungdes u € L?(2) tais que D € L*(Q)para todo |a| < m
norma em H™ ()

fecho de C§°(€2) em H™(Q2)

norma em H{*(Q)

espaco dos operadores lineares continuos em X

norma em L(X)

espaco das fungdes mensuraveis u : [0, 7] — X tal que ||u(t)|| gz € LP(0,T)
espaco das fungdes continuas u : [0, 7] — X tal que ||u(t)||x € C°([0,T])
medida n-dimensional de Lebesgue do conjunto 2

dominio do operador A

conjunto resolvente do operador A

operador resolvente

conjunto imagem do operador A
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos as notagdes e resultados fundamentais utilizados
no desenvolvimento deste trabalho. Introduzimos os conceitos de Distribuicdo e Espagos de
Sobolev. Destacamos, também, resultados bdsicos de Andlise Funcional e também as principais

defini¢des e teoremas da teoria de semigrupos.

2.1 DISTRIBUICOES E ESPACOS FUNCIONAIS

Nesta secao apresentaremos 0s espacos funcionais e a no¢ao de derivada no

sentido das distribui¢des. Para isso, considere {2 um subconjunto aberto do R".

2.1.1 Nocao de derivada fraca

No estudo de problemas descritos pelas equagdes diferenciais parciais cujos
dados iniciais nao sdo regulares o suficiente para possuirem derivada no sentido classico, faz-se
necessdaria a introdu¢do de um novo conceito de derivada.

Para entendermos tal conceito necessitamos de algumas defini¢des:

Definicao 2.1. Seja u : Q2 — R uma aplicagdo. Denomina-se suporte de v em () o fecho do con-

Junto {x € Q;u(x) # 0} e representa-se por supp(u), ou seja, supp(u) = {z € Q;u(x) # 0}.

Definicao 2.2. Denotaremos por C°(2) o espago vetorial de todas as fungées definidas em §)

que sdo infinitamente diferencidveis em ) e que possuem suporte compacto.

Definiciio 2.3. Dizemos que uma sequéncia de fungées {u,},en C C5°(2) converge para a

fungao u € C3°(Q2) se as seguintes condigdes sdo satisfeitas
i) existe K C §2 compacto, tal que supp(u, —u) C K, para todo 1;

ii) para cada o = (o, ...,0n) € N = (21,...,2,) € R", a sequéncia {D"u, }yen
converge para D®u uniformemente em K, onde D® representa o operador derivagdo de

ordem « definido por

ol n
a — E
D* = m, com ‘Oél = Q5.
z1 Og - - . Of" =1

Definicdo 2.4. O espaco C§°(§2) com a nogdo de convergéncia dada na defini¢do 2.3 é deno-

minado espago das funcées testes e serd representado por D((2).

Definicio 2.5. Define-se distribui¢cdo sobre ) a toda forma linear T sobre D(S2) que é continua
no sentido da convergéncia definida sobre D(S)). O conjunto de todas as distribui¢des sobre §)

é um espaco vetorial, o qual representa-se por D' (€).
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Definiciio 2.6. Uma sucessao (T},),en em D'(2) converge para T' € D'(S2), quando a sequén-
cia numérica ((T},, w)) en converge para (T',u) em R, para toda u € D(S2), onde
(T, u)y =T, (u) e (T, u)y = T(u).

Definicao 2.7. Considere uma distribui¢cdo T sobre () e a € N". A derivada de ordem o de T,

no sentido das distribuigoes, é a forma linear DT definida por

(DT, p) = (=1)*I{T, D), V¢ eD(Q).

d*T
dxe’

Observacao 2.8. Verifica-se que DT € uma distribuicdo sobre €, e que a aplicacio

Quando o € N e x € R, denotaremos DT como

D D(Q) — D(Q)
T — DT

¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(£2). Isto significa que se

lim 7, =T em D'(Q), entdo lim DT, = DT em D'(2).

H—00 H—00

2.1.2 Os espacos L*(2)

Definicdo 2.9. LF(Q), 1 < p < o0, € 0 espaco das fungcdes mensurdveis u : Q0 — R, tais que

|u|P € integrdvel a Lebesgue sobre .

Definicao 2.10. L>*(Q2) é o espago das fungcdes mensurdveis u : 0 — R tais que existe uma

constante ¢ com |u(z)| < c quase sempre em ).

Observacdo 2.11. Os espagos LP(£2) e L*°(2) munidos da norma

1
lullzr = [lullri@) = (/ IU(CU)V’dfv) , paral <p < oo,
Q

lu||Loe := ||ul| () = inf{c : |u(x)| < ¢ quase sempre em Q},

respectivamente, sdo espacos de Banach. Em particular, o espago L*((2), cuja norma provém
do produto interno

(u,v) = /Q u(@)v(z) do

¢ um espaco de Hilbert.

2.1.3 Espacos de Sobolev

Definicao 2.12. Seja Q um aberto de R", 1 < p < oo e m € N. Representa-se por WP ()

o0 espago vetorial de todas as fungcoes u € LP(2) tais que para todo || < m, D%u pertence a



17

LP(Q2), sendo D*u a derivada no sentido das distribui¢des.

Observacao 2.13. O espago W™P?(€2) munido da norma

1
Z / | D%u(x)|? dx) , paral <p < oo,
Q

laj<m

[ullwme = l[ullwms@) = (

| w||wmoo := ||ul|wmee) = Z sup ess | D%u(z)].
la|<m e

¢ um espaco de Banach e é denominado espaco de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o
espaco W™2(Q2) é um espaco de Hilbert, representado por H™((2), com o produto interno dado
por

() gmey = Y (D*u, D*0) 12y, ¥ u, v,€ H™(Q),

laj<m

e é denominado espago de Sobolev de ordem m. Além disso, se m = 0, H™(f) identifica-se
com L?(Q).

Definicdo 2.14. O espaco W;""(Q)) é o fecho de D(2) em W™P(Q)). Quando <) é limitado em

alguma dire¢do x; de R™ e 1 < p < oo, entdo a norma em Wi (Q)) dada por

1

p

||U||Wg”’p = ||U||Wg”’p(9) = (Z /Q|Dau($)’p df) )
|a|=m

é equivalente a norma induzida por WP (().

Lema 2.15. Os espacos vetoriais

HX0,L) = {u € H'(0,L); /OL u(z) dz = 0}

L
L}0,L) = {u € L*(0, L); / u(z)dr = O}
0
sdo espagos de Hilbert.

Demonstracao: Ver [17], Capitulo 2, Lema 2.1.

2.1.4 Espacos funcionais a valores vetoriais

Definicao 2.16. Considere X um espago de Banach. Denotaremos por D(0,T; X) o espago das
fungées vetoriais ¢ : (0,T) — X infinitamente diferencidveis com suporte compacto contido

no intervalo (0,T).
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Definicao 2.17. Dizemos que ¢, — ¢ em D(0,T; X) se

i) existe K C (0,T) compacto, tal que supp(¢p, — ¢) C K, para todo v,
d* d*
ii) para cada k € N, %cpy(t) — ﬁgo(t) em X uniformemente emt € (0,T).

Definicao 2.18. Denotaremos o espago das aplicagdes lineares e continuas de D(0,T) em X
por D'(0,T; X). Neste espaco dizemos que uma sucessdo (S,),en € D'(0,T; X) converge
para S € D'(0,T; X) quando (S,, ) — (S,p) em X,V ¢ € D(0,T).

Definicao 2.19. Denotaremos por LP(0,T; X), 1 < p < 0o 0 espago de Banach das fungéoes
u:(0,T) — X, tais que u é mensurdvel e ||u(t)||x pertenga a L?(0,T).

Observacdo 2.20. Em L?(0,7; X) defini-se a norma

T P
[wllzeo.rx) = (/ [Ju(t)|1% dt) , paral <p < oo,
0

l|w|| oo 0,r;x) = inf{c ; ||u(t)]|x < ¢ quase sempre em (0,7)}.

Quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, entdo L?(0,T; X) é um espaco de Hilbert munido

com o produto interno
T
(U, /U)LQ(O,T;X) = / (U(t), ’U(t))X dt.
0

Definicdo 2.21. Representaremos por W™P(0,T; X), 1 < p < oo 0 espago de Banach
WmP(0,T: X) = {ue LP(0,T: X):uY) € LP(0,T; X), 0 < j < m},
onde u'9) representa a j-ésima derivada no sentido das distribui¢ées, com a norma

P

”U”WWP(O,T;X) = (Z ”u(j)HZiP(O,T;X))
§=0

Observacdo 2.22. Quando p = 2 ¢ X é um espaco de Hilbert, o espago W™2(0,T; X) é

denotado por H™(0,T; X), que é um espaco de Hilbert com o produto interno
(u,0) im0 = Y (WD, 09) 2010,

Defini¢iio 2.23. C°([0,T]; X) € o espaco das fungdes continuas u : [0,T] — X, tais que

|lu(t)||x pertenca a C°([0,T)), que juntamente com a norma

lulleoory = max [lu(®)]x,

€ um espago de Banach.
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Definicdo 2.24. C"™([0,T]; X) € o espago de Banach das fungdes u : [0,T] — X, tais que

dk
%g(t) pertenca a C°([0,T]) para 0 < k < m. Além disso, em C™([0,T]; X) defini-se a
norma
du d™u
Hu\ cm([0,T):X) = HUHCO([O,T];X) —+ % + ...+ _dtm .
C0([0,7];X) Co([0,7];.x)

2.2 RESULTADOS AUXILIARES

Nesta se¢do enunciaremos os resultados necessérios para o nosso trabalho,

cujas demonstracdes podem ser encontradas nas referéncias citadas.

Proposicao 2.25. Sejam X,Y espacos de Banach e B : X — Y um operador linear limitado.

Se B é bijetivo, entdo seu inverso B~1 : Y — X é um operador linear limitado.

Demonstracao: Ver Teorema 4.12-2 em [15]. |

Proposicdo 2.26. Sejam X1 = (X, || - ||1) e Xo = (X, || - ||2) espagos de Banach. Se existe

uma constante C' tal que ||x|; < C||z||e para todo x € X, entdo as normas || - ||y e || - ||2 sdo
equivalentes.
Demonstracao: Ver Proposicao 2.18 em [16]. |

Proposicao 2.27. Seja [ € L>(02) entdo |f(z)| < ||f||z~ para quase todo = € S.
Demonstracio: Para todo n € N existe ¢, > 0 quase sempre em €2 tal que |f(z)| < ¢, e

1
Cn < fllee + —
n

Dessa forma, |f(z)| < || f||L~ + 1 quase sempre em €.

Definindo g, = || ||z~ + =, temos que

En={x€Q; |f(z)| > qu}

tem medida nula. Além disso, o conjunto

E={xe® [f(@)]>Ifll<}

pode ser escrito como
oo
E=|]JE..
n=1

De fato, seja x € E. Como ¢, — || f|| 1<, entdo para e = |f(x)| — || f||z=~ > 0 existe ng € N tal

que .
— = n = [ flle= < [f@)] = [[fllz= = [f(@)] > gn
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para todo n. > ny.
Logo,
oo o
re | E.c|En
n>ngo n=1

Por outro lado, se z € |J,~, E,, entdo existe ny € N tal que | f(z)| > gn, > || ]| zoc-

Como
0<|El=|JEa <D |E=0=|E]=0.
n=1 n=1

Portanto | f(x)| < || f]|L=-

Proposicao 2.28 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espago vetorial munido do

produto interno (-, ). Entdo, dadas u, v € H, temos que

|(w, 0)| < lull e [[v]] &,
onde || - |7 = (-,-).

Demonstracao: Ver desigualdade (11) da Se¢do 1.2 em [15]. |

1 1
Proposicao 2.29 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < cotal que — + — =1ea,b > 0.
P q
Entdo,
a? b
ab < — + —.
p q

Demonstracao: Ver Teorema IV.6 de [7]. [

Proposicao 2.30 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que () seja um aberto limitado de

R"™. Entdo para todo 1 < p < oo, existe uma constante c,, tal que
17

Demonstracao: Ver Corolério 1X.19 de [7]. [

Observacao: A Desigualdade de Poincaré também € vdlida para funcdes que se anulam em

apenas uma parte da fronteira 02 e também para as fun¢des que tem média nula, isto é,

W(Q) ) udx = 0. Ver Teorema 5.6.2 de [21].
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Lema 2.31 (Lax-Milgram). Seja H um espaco de Hilbert complexo e a : H x H — C uma

forma sesquilinear, para a qual, existem constantes positivas c; e cs, tais que
lalu, o)l < allullzllvle e ellullly <alu,u], wve .
Seja L : H — R, um funcional linear e limitado em H. Entdo, existe um uinico w € H tal que
alw,v] = L(v), V wve€H.

Demonstracao: Ver Corolédrio V8.16 em [7]. ]

2.3 SEMIGRUPO DE OPERADORES

Nesta secdo, apresentamos a definicdo de semigrupo de classe Cj, algumas
propriedades, bem como a caracterizacdo dos geradores infinitesimais de um semigrupo. Para

isto, considere X um espaco de Banach real ou complexo e por
L(X) ={S:X — X : S élinear e continuo}

denotaremos o espaco dos operadores lineares continuos de X em X com a norma usual

ISlleco = sup {124 2 0}
zex U llzllx
Definicdo 2.32. Seja X um espago de Banach real. Uma familia {S(t)}:>o de operadores
lineares limitados de X em X é chamada de semigrupo se satisfazem as propriedades
(i) SOw=w, weLX,
(ii) S+ s)w=S8(t)S(s)w=S(s)S(t)w, s,t>0, welX.

Definicdo 2.33. Um semigrupo de operadores lineares {S(t)};+>¢ € dito ser de classe Cy, ou de

fortemente continuo, se para todo x € X a fungdo t — S(t)x é continua no ponto zero.

Um exemplo de semigrupo de classe C; é a fungdo exponencial S(t) = e?

que pode ser definida quando A for um operador linear limitado em um espaco de Banach X.
No caso em que A seja um operador linear ndo limitado, com certas propriedades, pode-se

também definir e, Isto € feito pela teoria de semigrupos. Ver [18] e [21].

Definicao 2.34. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy de operadores lineares em X. Di-
zemos {S(t) }i>0 € um semigrupo de contragoes se ||S(t)||zx) < 1 para todot > 0.

Definicao 2.35. Considere o operador A : D(A) — X, dado por

Au = lim M, u e D(A),

t—0t
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onde

Stu —u

t—0t

D(A) = {u € X: lim existe em X} :
Dizemos que A é o gerador infinitesimal do semigrupo {S(t) }+>0 € D(A) é o dominio de A.

Teorema 2.36. Sejam X um espaco de Banach e A : D(A) C X — X o gerador infinitesimal
de um semigrupo Cy sobre X. Se Uy € D(A), entdo o problema

{Ut:AU, t>0,

U(0) = U,

possui uma tinica solucdo U satisfazendo
U € C([0,00), D(A)) N C*([0, 00), X).

Além disso, esta solugdo é dada por U(t) = e"Uj.

Demonstracao: Ver Teorema 2.2.2 em [29]. ]

Teorema 2.37. Seja X um espaco de Banach e A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
T(t) em X, satisfazendo que || T(t)|| < Me“". Se B é um operador linear limitado em X, entdo
A+ B ¢é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t) em X, satisfazendo

IS@)] < Mz,

Demonstracao: Ver Teorema 1.1, Capitulo 3 de [18].

2.3.1 Caracterizacao dos geradores de semigrupos de classe ()

Nesta se¢do, apresentamos os Teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips,
0s quais caracterizam geradores infinitesimais de semigrupos de classe C e dos semigrupos de

contragoes.

Definicao 2.38. Se A é um operador linear em X, ndo necessariamente limitado, o conjunto
resolvente p(A) de A é o conjunto de todos os niimeros complexos \, tais que, o operador
R(\, A) = (M — A)7! existe e é limitado em X. O operador R(\, A) é chamado de operador

resolvente.

Teorema 2.39 (Hille-Yosida). Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

de classe Cy de contracgoes se, e somente se,

(i) A é um operador fechado e D(A) = X,
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(ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém o conjunto R™ e para todo A > 0

M — A) e <

> =

Demonstracao: Ver Teorema 3.1 em [18]. [ |

Corolario 2.40. Se A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes, entdo

temos que
C. ={NeC;ReA >0} C p(A)
¢ 1
M—-A)1 <=
IO = A7 < =,
para todo \ € C,.
Demonstracao: Ver Coroldrio 2.7.1 em [21]. [

Teorema 2.41. Um operador A é um gerador infinitesimal de um Cy- semigrupo T (t), satisfa-

zendo ||T(t)|| < Me*t, se e somente se
1. A é fechado e D(A) é denso em X.
2. O conjunto resolvente p(A) contem o raio (w, o) e

M
M—-—AN < ——, VA>w. 2.1
IO = AN < T, w @
Demonstracao: Ver Teorema 5.3 em [18]. [
Observacao 2.42. A condi¢io que todo A real, A > w, estd no conjunto resolvente de A junto

com a estimativa dada em (2.1) implicam que todo complexo A satisfazendo que Re\ > w estd

no conjunto resolvente de A e

|(A — A)7H| < para Re\ > w.

Re\ —w’
Ver Observacao 5.4 do Teorema 5.3 em [18].

Definicao 2.43. Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que um operador A é dissipativo se
Re(Au,u)y <0,Yu € H.

Teorema 2.44 (Lummer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio denso em um es-
paco de Hilbert H
(i) Se A é dissipativo e existe \ tal que Im(N — A) = H, entdo A é o gerador
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infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contracoes.
(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C de contracoes

sobre o espaco H, entdo Im(\I — A) = H para todo \ > 0 e A é um operador dissipativo.

Demonstracao: Ver Teorema 4.3 em [18]. ]

Agora, apresentamos um importante resultado que estabelece quais sdo as
condi¢Oes para que um operador linear seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe
C) de contragdes. Este resultado serd usado na prova da existéncia e unicidade de solug¢des de

todos os problemas deste trabalho.

Corolario 2.45. Seja A um operador linear, dissipativo e com dominio denso. Se 0 € p(A),

entdo A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contracaoes.

Demonstracao: Ver Teorema 2.12.3 em [21]. ]

Lema 2.46. Sejam S : X — X um operador linear limitado com operador inverso também

limitado e B : X — X um operador linear, tal que, ||B||zx) < m Entdo S + B é
limitado e invertivel.
Demonstraciao: Ver Lema 2.12.1 em [21]. [

Teorema 2.47. Considere A um operador dissipativo em X. Se para algum Xy > 0 tivermos
Im(Nl — A) = X, entdo Im(\ — A) = X para todo \ > 0.

Demonstracao: Teorema 4.5 em [18]. ]

Teorema 2.48. Seja A um operador dissipativo com Im(I — A) = X. Se X ¢ reflexivo entdo
D(A) = X.

Demonstracao: Ver Teorema 4.6 em [18]. ]

2.3.2 Comportamento assintético de semigrupos

Nesta secdo, apresentaremos os resultados que estabelecem condi¢des neces-

sarias e suficientes para que um semigrupo de classe C seja exponencialmente estavel.

Teorema 2.49 (Priiss). Seja {S(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy de contragées sobre um

espago de Hilbert H. Entdo {S(t)}+>0 € exponencialmente estdvel se, e somente, se

p(A) D{if: p e R} =iR

Tn_[|(81 — A) | < oo.
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Demonstracao: Ver Teorema 3.5.5 em [21], ou [19]. [

Teorema 2.50. Seja S(t) = et um Cyy semigrupo definido sobre um espago de Hilbert. Entdo

S (t) é exponencialmente estdvel se, e somente se,

p(A) 2 {A € C: ReX > 0}

IAT = A)7H <M
para todo Re\ > 0.

Demonstracao: Ver Teorema 1.11 em [10]. [

2.4 RESULTADOS SOBRE O PROBLEMA DE DIRICHLET

2.4.1 Transformada de Laplace

Definicio 2.51. Uma fungdo [ : [a, ] — R é dita ser seccionalmente continua em um intervalo
a <t < [ se esse intervalo puder ser particionado em um niimero finito de pontos, ou ainda,
a=ty <t <..<t,=p,demodo que

1. f é continua em cada subintervalo aberto t; | <t < t;.
2. f tende a um limite finito quando t tende, de dentro de um desses subinter-
valos, a um dos extremos.

Teorema 2.52. Suponha que f seja seccionalmente continua no intervalo 0 < t < T para
qualquer T e que existem K, a e M constantes positivas tal que |f(t)| < Ke™ quando t > M.
Entdo, a transformada de Laplace L(f)(t) = F(s), definida por

L(F)(t) = / "t f(s) ds,

existe para s > a.

Demonstracao: Ver Teorema 6.1.2, Capitulo 6 em [6]. |

Teorema 2.53. Suponha que [ seja uma funcdo continua e que f' seja uma func¢do seccional-
mente continua em qualquer intervalo 0 <t < 'T'. Suponha, além disso, que existam constantes
K, a e M tais que |f(t)| < Ke® parat > M. Entdo, L(f")(t) existe para s > a e, além disso,

L(f)(t) = sL(F)(E) = f(0).

Demonstracao: Ver Teorema 6.2.1, Capitulo 6 em [6]. |
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Teorema 2.54. Suponha que as funcées f, f', ..., f"Y sejam continuas e que f™ seja sec-
cionalmente continua em qualquer intervalo 0 < t < A. Suponha, além disso, que existam
constantes K,a e M tais que |f(t)] < Ke®, |f'(t)] < Ke®,...,|f"D(t)] < Ke™ para
t > M. Entdo, L(f™)(t) existe para s > a e é dado por

n—

L(F™)(t) = L) ~ Z Fer o).

1
=0

Demonstracao: Ver Corolario 6.2.2, Capitulo 6 em [6]. |

Teorema 2.55. Suponha que f e g possuam transformadas de Laplace, entdo a fungdo h = fx*g

tem também transformada de Laplace e é dada por

L(f*g)(t) = LI (E)L(g)(D).

Demonstracao: Ver Teorema 4.1, Capitulo 5 em [22]. |

Observacao 2.56. Algumas féormulas de Transformada de Laplace usadas neste trabalho

f(t) L(f)(s)

sinh (o)

Jo F(t =7)g(r) dr | F(5)G(s)

2.4.2 Problema de Dirichlet

Nesta secdo, apresentaremos alguns resultados relacionados ao problema de

Dirichlet e que serdo utilizados posteriormente no Capitulo 4.
Lema 2.57. Se z € C e sinh(z) = 0, entdo z = kmi, k € Z.

Demonstracao: Seja z = A + i B, entdo

z —Zz

e —e
h(s) —
sinh(z) 5
= cos(B) sinh(A) + isin(B) cosh(A)
= 0.
Disso obtemos duas equagdes
cos(B)sinh(A) = 0, (2.2)

sin(B) cosh(A) = 0. (2.3)
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De (2.3) temos que B = km e substituindo em (2.2) obtemos sinh(A) = 0,

ou seja, A = 0. Portanto z = kwi, z € Z. ]

. 2 a — ~ ., .
Lema 2.58. Considere o? = 2212 onde N\ € C, py,a e k sdo constantes positivas. Se

k
Re)\ >0, entdo o? # _‘222”2 para todo j € N.

Demonstracao: Note que se

W2 —7*m® AP 4 al
ok

entao

—ax\Ja—apk(ZT)  at /K

A=
2m 2p
onde A; = a* — 4p1k(j2L—§2).
—2L2
Como A; — —oo quando j — 0o,vemos que existe jo > o2 tal que
P1RT

) j2’/T2
Aj=a" — 4,01k:( 72 ) <0, paratodo j > j,
ou seja, Re\ = —2% < 0 paratodo j > jp, uma vez que a e p; sao constantes positivas. Por

outro lado, para j € {1,2,...,jo — 1}, temos que
99
Aj = C_L2 - 4p1k(£> > O,

ou seja
—a+ /A,
Reh= —2— V29,
2p

Mas como 0 < A; < a’ e sendo A; > 0.,entdo 0 < y/A; < a,paral < j < j, — 1. Obtemos,

entdo duas raizes

i+ JA  —a+a
Re) = & o Zata
2p1 2p1

e
—a — +//\; _7
Rex=——Y29 o 2
2p1 2p1
Portanto, se o = —jj.f para todo j € N, entdo Re\ < 0 o que € uma absurdo. ]

Lema 2.59. Considere o problema de Dirichlet dada por
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u(0) =u(L) =0,

-2

comu,g € L*(0,L). Se a® # _JL;FQ, j € N, entdo a solugdo do problema de Dirichlet é dada

poru(z) = Dy(g), onde

D,(g) = 1 /Oa: sinh (a(z — s))g(s) ds — é%/@ sinh (a(L — s))g(s) ds.

(0%

Demonstracao: De fato, aplicando a transformada de Laplace na primeira equacdo de (2.4),
temos que
s2U(s) — su(0) — u,(0) — o?U(s) = G(s),

onde U(s) = L{u} e G(s) = L{g}. Usando a condigdo inicial u(0) = 0, temos

0(6) = % (s ) 669 + a0

S (0%

:aF@XXQ+éF@WA®7

com F'(s) = 2. Utilizando a transformada inversa, temos que

u(x) = — /Ox sinh(a(x — s))g(s) ds + éux(O) sinh(ax).

Fazendo x = L na ultima expressdo e usando u(L) = 0 segue que

0= é/o sinh(a(L — s))g(s) ds + éuz(O) sinh(ax).

Como o2 # —LZ entfio pelo Lema 2.57 temos que sinh(aL) # 0. Assim,

YA 1 sinh(az) [* .
u(z) = a/o sinh (a(z — 5))g(s) ds — o smh(aL) /0 sinh (a(L — 5))g(s) ds.

Lema 2.60. Sejam o® = (A +iB)* = ’”’\QTMA e A=r+1in com 0 <r < dy, para algum

dy > 0 fixado. Entdo existem constantes positivas C e Cy = Co(n) tais que

1

«

Al <Gy, Bl < Ga(n), <=
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Além disso, ¥ x € |0, L] tem-se que existe uma constante positiva Cs tal que
| sinh(ax)| < Cs.

Demonstracao: Sabemos que

A+ a\
o = % — (A+iB),
sendo assim, fazendo A = r + i1 temos

(p1r? — pin? + ar) +i(2p1rn + na)
k‘ b)

A? — B +2ABi =
0 que nos da o seguinte sistema

pir? — pi? + ar

A* - B? =
k (2.5)
2p1rm + na
2AB = —
De (2.5), temos que
i (or® = pka +ar) o (2917“;7—]:‘_”7)2 —0, (2.6)
logo
2 2, =
— +ar) 1
A2 — (prr p1n L
2 o + o VR,
2 2 =
— + ar) 1
42— (o = pn _ 1 r
2 2k 2k VE,
onde

R = (pir* — pin® + ar)* + (2p1rn + an)*.

Note que R > 0 e além disso, a raiz A, ndo ocorre. De fato, se p;7? — p1n? + ar < 0, entdo

(p1r? — pi* +ar) 1

2— —_— —
A3 = ok 2k

(p17r? — p1n* + ar)? + (2p1rn + an)* < 0,

o que é um absurdo. Por outro lado, se p;7% — p1n? + ar > 0, entdo

(p1r? — pin? + ar) <

1 _ _
o %\/(Plﬂ — pin? +ar)? + (2p1rn + an)?,

logo

(prr® —p® +ar) 1
2% 2%

A} = (p1r? — pin? + ar)? + 2pirn + an)? < 0,



30

novamente, um absurdo. Portanto, a equacao (2.6) admite somente a raiz

2 2 =
o (pr” —pu” +ar) 1
A? = o + zkx/ﬁ.

Agora, iremos estimar o valor de R. Por um lado, podemos majorar R da
seguinte forma

R = (pir® — pi® +ar)* + (4pir*® + na’ + dpiran’)
—2
= p*n* + 2p19? (p1r2 +ra-+ %) + part + a*r? + 2ar’p,
1

—9 2 ) 2
= <p17]2 +pr? 4 ra+ —— ) + pirt + @*r? 4 2ar’p, — <p1r2 +ra 4 —— >
2[)1 2P1

—9 2 -9 2
2 2, .-, @ _ 2 @
- +pir-+ra+ — a’| — +r
201 201

< (
_9 2
2 2 _ a
< (Pﬂ? + p1r +ra+—) )
2p1

ou seja,

a2\’
R< (p17]2 + prr? +ra+ —) . 2.7)
2p1

Por outro lado, podemos minorar o radicando R

R = (pir® — pup* +ar)* + (4pir"n” + n’a’ + dpyran?)

&2
= pin' + 2p1” <P1r2 +ra+ Z) +pirt +a’r® + 2ar°py
1

> pin* 4 2p1n? <,01r2 + ra) + pirt +a*r? + 2ar’p,
2
= pin* +2p0° <p17’2 + rd) + (p1r2 + rd)
2
= (pmz +pur? + m) ,
ou seja,

2
R> (p1772 + prr® + ar) . (2.8)

Logo de (2.7) e (2.8) temos

2 -9 2
a
(01772 + p1r? + dr) <R< (01772 + p1r? +ra + 5) : (2.9)
1

Da hipétese de que r = Re > 0 segue que
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on? + pir +ar > 0.
Disto e de (2.9) segue que
a2
o+ prt+ar < VR < pin? + pirt +ra+ Z (2.10)
1

Sendo assim, de (2.10) e usando que 0 < r < d; podemos estabelecer as

seguintes condi¢des

42— (p17? — p1n? + ar) N 1 JE

2k 2k
1 a?
< — oF 2p17% + 2ar + 2_,01 (2.11)
2
D
NG
e ainda )
A? > o7 pir? — pin? +ar + pin® + pir? + ar)
(2.12)
> p1r2 " ar
- k k Y
ou seja,
p1r2 dr 2
0<—+ — 2.13
St ( \/_> (2.13)
Assim, da primeira equagdo de (2.5) e de (2.13) concluimos que
P g it @
0< <B — 2.14
W 5 oy @.14)
Logo,
Al <Gy e [B] < Ca(n),
com

=2
) e Cyln) = pin? o a

1
Cl:k<\/_ ko dpy

2/

Além disso, usando a hipétese que » > 0, temos

2 —= 2
A24 B> p1r ﬂ P17
TR T T
> BP.

jaf? =
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Portanto,
1 k|1 ’
<22
al — \/ Pl A
Empregando a identidade trigonométrica cosh?(y) — sinh?(y) = 1, temos
| sinh(ax)|? = cos®(Bx) sinh®*(Ax) + sen®(Bx) cosh®(Ax)
= sinh®(Az) + sen®(Bz)
=ger
onde
o= s (| vt + 5 =] ) +
\/ 2Vpt
0 que completa a prova do Lema. |

Lema 2.61. Utilizando as mesmas hipoteses do Lema 2.60 , entdo existe uma constante positiva

Cp tal que
Cp
Dalg)] < WHQHLL

Demonstracfio: Pelo Lema 2.60 sabemos que | 1| <,/ p—kl|§| e |sinh(ax)| < Cj, para
x € [0, L]. Logo,

|Do(9)| = é/om sinh (o(z — 5))g(s )ds — é%/{) sinh ((L — s))g(s) ds
’ sinh(« L
< é / | sinh (a(z — s))||g(s)| ds + ! ﬁ | sinh (a(L — s))||g(s)| ds

mw(/ [sink (a(z = 5))]lg(s \d8+/ [sinh (a(L —s>>\|g<s>\ds).

Na primeira integral temos que s € [0, z], ou seja, x — s € [0, L]. Na segunda

(a(x — s))’

integral temos que s € [0, L], ou seja, L — s € [0, L.

e | sinh (a(L — s))| sdo limitados por Cj, ou seja,

L Cp
Da@)l < 37 [ o] ds = F ol

onde C'p = 2 pﬁng. |
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3 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM DISSIPACAO FRICCIONAL CONSTANTE

Neste capitulo estudaremos a existéncia, unicidade e comportamento assinté-
tico de solugdo para o problema de Timoshenko com um termo dissipativo constante atuando
na primeira equagao, ou seja, uma dissipa¢ao constante na oscilagcdo transversal.

Considere o seguinte sistema

p1ow — k(e + ) +ap; =0 em  (0,00) x (0, L), 3.1
p2wtt - bwzx + k’(ng + ,QZJ) = O cm (07 OO) X (Oa L)a (32)

com condicdes de fronteira dadas por
@(0) = ¢(-, L) = ¢u(+,0) = ¢ (-, L) = 0, (3.3)
e sujeito as condigdes iniciais
©(0,:) =wo(-), #:(0,-) =1(-), »(0,-) =vho(-), u(0,-) =e(), B4

onde a, p1, p2, k, b sdo constantes reais e positivas € ¢ e 1 representam, respectivamente, a

oscilagdo transversal e o angulo de rotacdo da se¢do transversal.
3.1 FORMULACAO SEMIGRUPO
Considere o seguinte espago de fase
H = H;(0,L) x L*(0, L) x H(0,L) x L(0, L),

onde L2(0,L) = {u € 12(0,L); [Fu(z) do = o} e HY(0,L) = H'(0,L) N L2(0, L) so
espacos de Hilbert pelo Lema 2.15 .

Lema 3.1. O espaco H = H}(0,L) x L*(0, L) x H}(0,L) x L*(0, L), com a norma
U153, = prll@lZ2 + bllwallze + Klles + Y172 + pol| V122, (3.5)

onde || - || 12 denota a norma usual de L*(0, L) e U = (¢, ®,v, V), é um espago de Hilbert.

Demonstracao: Ver [17], Capitulo 2, Lema 2.2. [
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A norma dada em (3.5) € proveniente do produto interno dado por

L L L
(U, U?)y =p1/ ' P2 dm+b/ wi¢%dx+k/ (ps + ") (@2 + ?) da
0 0 0

L (3.6)
+ o / T2 e,
0

com Ul = (o, @ ot U, U2 = (o2, D%,4)%, U?) em H.
Primeiramente, escreveremos o sistema (3.1)-(3.4) na forma de um problema
de Cauchy abstrato. Seja U = (¢, ®,1,¥), com & = ¢, e U = 9),. Assim, o problema

(3.1)-(3.4) pode ser escrito como

Ut - /IU t> O,
3.7)
U(0) = Uy,
onde A : D(A) C H — H é um operador linear definido por
P
+ (k(gpx + ), — acb) 0 I 0 0) (¢
_ L A k= 0|
AU = = » ’ pr . (38)
o 0 0 0 1w
kg, 0 LoP-LEr o) \VU
p2 p2 p2
1
P2 (b%x - k’((px + W)
com U(0) = (gpo, 01, o, %) e o dominio do operador A ¢ dado por
D(A) = {(¢. @4, ) € H:p € H*(0,L),® € Hy(0,L), v € H*(0, L),
Y, € Hy(0,L),¥ € H(0,L)}. (3.9)

3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Nesta se¢do, mostraremos que o sistema (3.1)-(3.4) possui solucio usando a
teoria de semigrupos. Nosso préximo objetivo é mostrar que o operador.A é gerador infinitesi-
mal de um Cj-semigrupo de contragdes. Para tanto, apresentaremos um lema que serd muito

util na sequéncia.
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Lema 3.2. Dadas m, € L*(0,L) e my € L?(0, L), o sistema

k(o + 1) = mu, (3.10)

possui uma tnica solugdo (¢,) € [H*(0, L) N H}(0,L)] x [H*(0,L) N H}(0, L)], com
Vo € Hi(0,L).

Demonstracao: Uma versdo mais geral desse resultado é dado no Lema 3.4 em [16], apresenta-
remos uma demonstragdo para o caso especifico do sistema (3.10)-(3.11). Comom, € L?(0, L),

existe uma fungdo u € H'(0, L) tal que

ku, = m;. (3.12)

Defina

W(z) = %/O/O (mg(s)—i-ku(s))dsdz—i/j /0 /0 (ma(s) + ku(s)) ds d= dr.

Note que v € H?*(0,L) N H}(0, L), com v, € H(0,L). Além disso, existe uma fungdo
¢ € H}(0, L) tal que

Pz =u— 1, (3.13)

ou seja, p € H?(0, L).
Usando (3.12) e (3.13) em (3.10)-(3.11), temos

k(oe +1)e = kug = my,
Wpy — k(0 + ) = bibgy —ku = mo.
Consequentemente, concluimos que o sistema dado em (3.10)-(3.11) possui uma solugdo
(¢, ¥) € [H(0, L) N Hy (0, L)] x [H*(0, L) N H. (0, L)].
Considere o espago W = H}(0, L) x H}(0, L), munido das normas

(3.14)

1, D)y = llella + 10l a, (@, 9y = lela + [

Como (Hg(0, L), || - lz) e (H:(0,L), || ||s) sdo completos, entdo (W, || - [lw-) e (W[ |w)
também o sdo. Logo, (W, || - ||w) € um espaco de Hilbert. Além disso, para todo (p, 1) € W,

tem-se
1, D)l = lelli + 110lla)? > 1ol + [l = (e ) -

Portanto, pela Proposi¢do 2.26, as normas | - [y e || - ||w s@o equivalentes.
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Defina a[-, -] : W x W — C, colocando

L L
al(p, ), (", ¢")] = /f/o (¢z + V) (@3 + %) dr + b/o Yy da.

Segue da defini¢do que al-, -] € sesquilinear. Note que a é continua e coerciva. De fato, usando

as desigualdades de Holder e Poincaré, temos

L L
aﬁ%w%@ﬁvﬂlﬁkl|@%+¢N@%+wﬂwx+ﬁé!%HW&M:
< kllon + lleelle + vl + bl ool 1
< llgalllletlee + eolloall el s + eplltoallsllet e
T 2l + Bl e 2]

< (el )l ).
com ¢ = max{k, ¢,, 0123 + b}, ou seja, a é continua. Além disso,

I ) = Ulellee + Iallze)? < (lew +%llze + (e + Dl 2)” (3.15)
< 2010w + V)12 + 2(cp + 12|02
< c(llox + P72 + 1alZ2),

2 1)2 . . .
onde ¢ = max { %, (C”;r ) }, ou seja, a € coerciva.

Agora, defina ¢ : W — C, tal que

L L
L ") = —/ my* dr — / mot)* dux.
0 0

A funcdo / € linear e limitada, de fato,

100", ") lw < [lmallre[l” || L2 + [[mal|p2 ||¥" || 2
< c*(llklze + 105 22),

(3.16)

onde ¢* = Cp max{Hml HL27 HmQHLQ}.
Aplicando o Lema de Lax-Milgram, temos que existe um unico (p, 1) € W,

tal que
al(@.9), (9", 0")] = U™ 0), V(" 07) € W.

Multiplicando (3.10) por ¢* e (3.11) por ¥*, respectivamente, concluimos

al(p,¥), (", ") =", 0*), V(" 0% e W.
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Logo, (v, %) = (¢, zﬂ) 0 que mostra que o sistema (3.10)-(3.11) possui uma tnica solucdo. m

Teorema 3.3. O operador linear A dado em (3.8) é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo

de contracoes sobre o espaco de Hilbert H.

Demonstracio: Pelo Corolério 2.45, basta mostrarmos que A é um operador linear dissipativo,

0 € p(A) e D(A) é denso em H.

(i) A é dissipativo em H.
Note que para todo U € D(A) temos

L . L o L
(AU,U)HZ/ (k(gpﬁwx—a@)@dxw/ xpmzdwrk/ (®s 4+ V) (s + ) dz
0 0 0
L
0

Integrando por partes e usando as condi¢des de contorno (3.3) , temos que

L L L
(ftU,U)H:—k/ (gp$+1/))5wdx—a/ q@da;m/ U, dr
LO LO 0 . B
+k:/ @ac(gom—l—w)dvak/ \Il(gom—l—w)dx—b/ Y, U, do
0 0 0
L
—k:/ (0 +9) VW da.
0

Tomando a parte real em ambos os lados e usando fato que para todo z € C vale que
Re{z — z} = 0, temos

L
Re(AU,U),, = —a/ D2 do = —a|| @2 < 0.
0
Portanto, o operador A é dissipativo em .
(i) 0 € p(A), ou seja, A~ existe e € limitado.
Seja F € H, com F = (fi, fo, f3, f1), mostraremos que existe uma tnica

solugio U € D(A) tal que AU = F. Escrevendo esta equacdo em termos de suas componentes,

temos

® = h (3.17)
é(’f(%%)x—&@) = f (3.18)
v o=/ (3.19)
l(b%—k(wﬁw) = fi (3.20)
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Note que podemos reescrever o sistema (3.17)-(3.20) da seguinte forma

k(e +¥) = g1, (3.21)

onde g1=pifatafi e g2=pafs

Usando o Lema 3.2, temos que o sistema (3.21)-(3.22) possui uma tnica so-
lugdo (p,v) € [H%(0,L) N H}(0,L)] x [H?(0,L) N H}(0,L)], com ¢, € H}(0,L). Como
® = f1 e ¥ = f3, entdo, existe uma tinica U = (i, @, 1, ¥) € D(A) tal que AU = F. Portanto
existe A1

Provaremos que .A~! é limitado, ou seja, para todo F € H temos que existe
¢ > 0 tal que

AT Fllo < el Fll:

Mas, como A~! estd bem definido, temos que existe U € D(A) tal que A~*F = U, ou seja,
devemos mostrar que
IA™ Fllze = 10l < ell Fllae.

Lembrando que
1015 = prll@lI7> + p2ll P17 + Kllow + 1172 + bl 72,

faremos estimativas de cada parcela de ||U||3,. De (3.17) e (3.19) temos que ® = f; e U = f;.
Multiplicando (3.21) por @ e (3.22) por 1/, somando as equagdes, integrando por partes e usando

as condi¢des de contorno (3.3), obtemos

L L L L
k/ |00 + ) da + b/ [,|* da = —/ g1pda —/ 9ot da. (3.23)
0 0 0 0
Note que, usando a Desigualdade de Poincaré, temos

lgrll2e = llpifo + afil2e < (ol fellze + @l full2)®
< (llfallze + acyl fi,llz2)°
< (pill follzz + acll fig + fllze + acyl| fllz2)”
< (mll follz2 + acyll fro + fslle + @C§\|f3xHL2)2

3kcoa

2a2
; | fia + f3ll72 +

(3.24)

3bcta?
L ||f3x||%2

<3l + :

< allFl3
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3cia® 3cya’ o
T . Além disso,

onde ¢; = max {3/)1,

lg2llze = llp2fallze = pall fallz2 < pall F I, (3.25)

Empregando as desigualdades de Cauchy-Schwarz , Young e Poincaré em (3.23), obtemos

L L
=k [ NourvPdosd [ o < Il + ol
0 0

< cllgillzz + ecpllallzs + cellgallze + ecplivballzs
< cellgullz> + 2ecyll0a + VlI7> + 2ecy |17
+ccllgallie + cpellvallze.

Logo, temos

¢ < cellgallis + 2ecllgn + Ul + 2ecyl|vallzs + cellgallz + cpellvball7a (3.26)

Utilizando as estimativas (3.24) e (3.25) em (3.26), temos

t 2 b o | 2kecy 2 2
b [ lont oo+ [P de < ccl FIB+ = Bl + s + e FI
0 0

b(2¢t + 2)
+6%H¢xlliz (3.27)

< Cl|F I3, + ce(kllpa + Y172 + Dllvllz2)
< |\ F I+ ellUll

com ¢ = max{cic., pace}, ¢ = max{%, (2014’:0‘2’)} e € = ce. Logo, usando (3.17), (3.19) e

(3.27) temos

U1 = pill®@ll72 + o2l P72 + kllwr + 9ll72 + bl
< pill Allie + p2ll s L2 + e[| F 13 + e | U3,
b,ogcfJ

< pull fullze + 321172 + CellF I3 + e U153,
.28)
012 (p2c; + 2¢;) . 3
< Pl fro + follZe + prHf:%xH%z + | Fll5 + el Ul

(p2c2 + 2¢3) .
%H}"H%WEH}'H?{+€1HUII3{

Plp

17115 +

< C2HfHH + e | Ul

{ o1 2c12, (pgcg+20§)
k0

com ¢y = max :

,Cc}. Tomando €; = 3, temos
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Ul < V22| Flin,

o que mostra a limitacdo do operador A~
(iii) D(A) é denso em H.
Como 0 € p(A), temos que A~! € L(H) . Note que

Ml — A= ANA" = 1). (3.29)

Entdo, pelo Lema 2.46, para B = Mg A"l e S = I, com || < m,

temos que o operador Ao A~! — I & invertivel. Como composi¢do de operadores invertiveis é
invertivel, de (3.29) temos Im(AoI — A) = H. Logo, pelo Teorema 2.47, Im(\ — A) = H,
¥V A > 0. Em particular para A = 1, o operador I — A é sobrejetor, como A ¢ dissipativo segue

do Teorema 2.48 que D(A) = H.
Por (i), (ii) e (iii) temos do Coroldrio 2.45 que o operador A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, de contragdes. |

Teorema 3.4. Para cada vetor Uy € D(/_l), o problema (3.7) e consequentemente (3.1)-(3.4)

possui uma vinica solugdo
U € C([0,00), D(A)) N C'([0,00),H),

dada por U(t) = e"AU,.

Demonstracao: Segue do Teorema 3.3 e do Teorema 2.36. |

3.3 DECAIMENTO EXPONENCIAL

Baseado em [3], utilizaremos o método da energia para mostrar que o sistema

(3.1)-(3.4) é exponencialmente estavel desde que

k b

P P2
No que segue, apresentaremos uma série de lemas que serdo utilizados na formag¢ao do funcional

de Liapunov conveniente. Consideremos a energia associada ao sistema (3.1)-(3.4) como sendo

L L L L
B =i [ (0P dotp [ [0Pdr b [ (P doik [Cle s ofde (30
0 0 0 0

onde U = (p, ®,1, V) é a solucdo de (3.1)-(3.4) dada pelo Teorema 3.4.
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Lema 3.5. A derivada da energia definida em (3.30) satisfaz

d L
—EB(t) = —2a/ |®|*dx <0,
dt 0

para todot > 0.

Demonstraciio: Multiplicando por 3, e 1, as equacdes (3.1) e (3.2) respectivamente, somando

as expressoes resultantes, integrando por partes e usando as condi¢des de contorno (3.3), temos

L L L L
P1 / P pr dx + po / Yy)y d + b/ Yythae dv + a/ |90t|2 dx
0 0 0 0 (331)

L
*kA (62 + ) ¥ 0, dz = 0.

Observe que para todo 6 € L*((0, 00); L?) temos

d (F L B L
d_/ 0| dw = / (00, + 6,0) dx = 2Re{ / 00, da:},
t Jo 0 0

ou seja,

L 1d L )
Re{/o Hﬁtd:c} :iﬁ/o 0| d, (3.32)

com a derivada sendo considerada no sentido de distribui¢des.

Assim, tomando a parte real de (3.31) e usando (3.32) temos

1d L L L L L
§E<m/'@Fw+m/‘WPM%@/|%FM+@/|%+wFM)=—¢/IM%M
14 0 0 0 0

0

(3.33)
ou ainda .
1d

——FE(t) = —a ®|* da.

5P = —a [ 1ol as
]

Considere o multiplicador
pi=@+ / Y ds. (3.34)
0

Note que das condig¢des de contorno e como v € H!(0, L) temos

p(0) = p(L) = 0. (3.35)
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Lema 3.6. Considere o funcional dado por

Fu(t) = lee{ /OL op dx}.

Para todo 0 > 0 existe uma constante positiva C s tal que

d

ko[* g sL* [*
—Fi(t) g——/ \¢x+w12dx+cl,5/ |<I>]2da:+p1—/ W da.

Demonstracao: Multiplicando a equagao (3.1) por p, integrando por partes, utilizando as con-

di¢des de contorno e usando (3.35), temos

L L L
pl/ Cbtpd:c—l—k/ (%—l-w)ﬁzdx—i—d/ Pp dxr = 0.
0 0 0

Note que se derivarmos em relacdo a x o multiplicador p dado em (3.34), temos que
Dz = (pz + 7). Assim,

L L L
,01/ @tﬁd:c—l—k/ ’¢x+w|2d:c+d/ Op dr = 0. (3.36)
0 0 0

Como

d
O,p = —(Op) — Pp
D dt( p) — Ppy

substituindo a igualdade anterior em (3.36) e em seguida tomando a parte real em ambos os

lados, temos

d [ L L L
Re{pl—/ @pdz} :,01/ dp, d:v—k/ |0z + |2 dx—aRe{/ d)pdx}.
dt Jo 0 0 0

Usando as desigualdades de Poincaré, Holder, Young e lembrando que

pt:$+/ Uds e px:<@m+¢)a
0

obtemos
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L L ; L 2
—k/ |0z + 1|2 da:—i—dcp(/ D dw) (/ e |? dx)
0 0 0

T L
/ WUds dx—k:/ s + | dx
0 0
22 L

4 (DQ 2
+ 2k y 1 dw + = / \SOx-HM dx

0

onde ¢, > 0 € a constante de Poincaré.

d
%}—1()<P1

L
/ (I)ﬁt dx
0

L L
<o [ 0Pdz+p / |
0

(3.37)

Vamos estimar o termo Z;. Assim, usando as desigualdades de Holder e

L 1 L z i
Zi(t) < (/ |<I>|2da:) (/ / U ds dm)
0 o IJo
L 5 L x 2
gC(;/ \@\2dm+—/ / Uds| dx
0 2Jo 1Jo
L 5 [F L 2
SC’@/ |<I>\2dx—|—§/ (/ \\Il|ds> dx
0

L
gca/ 92 i+ 3 (]2 1] 2 / 1ds
0
L2
SC(;/ |®|? da + i /|\If|2ds
0

Portanto, usando as estimativas acima em (3.37) temos

Young, temos

d

kf L L 6L2 L
—Fi(t) < ——/ ]cpx+¢]2d:c+01,5/ |D|? d:v—l—pl—/ |W|? da,

2
com Cy 5 = p1(1+ Cs) + i, 0 que conclui a demonstragao. [

Lema 3.7. Considere o funcional dado por

Folt) = —pgRe{ /OL \Dmdaj} — —Re{ /wz@ da:}

b

Supondo que % =, entdo a derivada de F> é dada por

d

L L bd L_
—f2<>=—p2/ O e+ k |¢x+wrzdx+—Re{/ %dx}.
dt 0 0 k 0
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Demonstracdo: Multiplicando a equagio (3.2) por p, = (p, + v), integrando sobre (0, L)
temos

L L L L
pg/ U0, dr + pg/ Uapdr —b Va0 + ) dx + k/ lox + > dr = 0. (3.38)
0 0 0 0

Usando que

_d —

d —_— d _—
d e —_—
dt[ (e +0)] = W0 — |V - 0T,

(3.39)

segue de (3.38) que

L

L L L
pQE (g0x+¢>dx—p2/ |\I/|2dI—p2/ \I/q)xdx‘i‘b/ ¢z(%+¢)xd$
0 0 0
+k/|%+¢ﬁmzu
0

Da equagdo (3.1), temos (i, + ), = 2P, +

%5. Assim,
L L L L
PZE (S%—l-w)d:c:pg/ \If(I)xd:c—l—pQ/ |\I!\2dx—k:/ |r + 1| da
0 0
ba bpl
- — @ s dr — — (I) 2z dx .
2 ; P 2 ; Wy dx
()
Usando que
_ d —
) T — 5, d xr) T Xa¥x,
temos

bpl L— b/)1 d bpl
L) =L | Dup,de = L= @d—
b,01 d bpr g

- @¢E +7;()WQJI

L —
U . dr
0
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L
uma vez que Y®| = 0, pois ® € H}(0, L). Logo,
0
d d [t — bpr d [
_e R LS

L L L va [T
:pQ/ \IJQJIdx—l—pg/ |\Il\2dx—k;/ ]gox+w]2d:v—? O, dx
0 0 0

0

L —
- — U, dx

oy b L L ) L )
=p|= -~ VO, dr + po |U|*de — k | + | dx
P1 k 0 0 0

L_
- — DY, dx.

Como pﬁl = p% e U, é limitado, pois ¥®, € L2(0, L), tomando a parte real da igualdade

anterior temos

d

a]:z :—,02/ |\IJ|2dx+k:/ |90I+¢|2dx+—/ D), du.

Lema 3.8. Considere o funcional

Fs(t) = p2Re{ /OL zﬁdx}.

Entdo, a derivada de F3 satisfaz

22
< /\Wd ——/ Wl do + 2 /|<,ox+w\2da:

Demonstraciio: Multiplicando (3.2) por 1), integrando por partes e usando (3.3), temos

L L L
pQ/ \If,@dx—l—b/ |ww|2dx+k/ (0 + ) dx =0
0 0 0
Usando que
d _ _
%WJ\I’) =¥ + YWy
= |\:[I|2 +§tw7

segue que

Pz—/ de—m/ |\If|2dx—b/ a2 — / Blw + 1) da.
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Tomando a parte real na igualdade anterior e da defini¢cdo de F; temos

d L L L_
E]-'g(t):pg/o |\I/|2dx—b/0 |¢$|2dx—kRe{/O ¢(¢x+w)d;¢}.

Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, temos

d g b ok* [t 2 b
GF <o [1Pdr-b [ e B (Mo v oaes ] [P
0 0 0 0

dt
L L 21.2 L
3b ctk
sz/ mfﬁdx——/ P de + /mwr?daa
0 4 0 b 0

Defina o funcional de Liapunov
G(t) = NoE(t) + N1Fi1(t) + NaFo(t) + F3(t), (3.40)

onde Ny, N; e N, sdo constantes positivas a serem determinadas.

Lema 3.9. A energia dada em (3.30) é equivalente ao funcional definido em (3.40), ou seja,

existem constantes posivitas Cy e Cy tais que

CLE(t) < G(t) < CE(t), Yt > 0.

Demonstracao: Primeiramente, mostraremos que cada termo do funcional dado em (3.40) é

majorado pela energia. Das desigualdades de Cauchy-Schwarz, Poincaré e Young temos

L L % L %
50 < [ ollvids < ey ([ Par) ([ 1wpa)
0 0 0
02 L L
< bpy L 2q @/ V[2d
<t [ nPar+ 2 [P

S C3E(t>7

(3.41)

P2CfJ 1
2b 72

onde ¢, € a constante de Poincaré e c3 = max{ } Da defini¢do de p em (3.34), temos

que

dx

L L x
Fw <o [ 10l <o |<I>!’90+/ bds
0 0 0

L L x
<o [ 1@lleldr o [ |<1>|\/wds
0 0 0

(3.42)
dzx.
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Das desigualdades de Cauchy-Schwarz, Poincaré e de Young temos

L L 1 L 1
o [ |<1>||so|dx§pl(/ \chdaz) (/ |so|2dx)
0 0 0

< p16p[| @] 2 [l 2
< 6l @l (0w + Pl + ¥l 12) (3:43)
< p16pl| @l (Il + ¥llz2 + pllallr2)

1 e
< iy 915+ om0l + el

L L
dx§p1/0 \CD\(/O W!ds)d:c

L
1
< mLAey |l 12 / 1| do
0

L x
o rfbr‘/ b ds
0 0

(3.44)
< oLyl 1219
< picp| 191 + 10l .
De (3.42)-(3.44) segue que
Fi0) < pueo (145 ) 100+ 252 (14 2 1l + B o + wi
< pieo (1 5 100 + 022 (142l + 622 o+ 0l B4

S ClE(t),

onde ¢; = max {Cp(l +Z %), (1 + )7 %}

Das desigualdades de Cauchy-Schwarz, Poincaré e Young, temos

L bpl L
Pty <o [ Wllpe+uldo+ 2 [ ool ds
0 0

L 2 L I 3 L i
<P2(/ \‘Iflzdx) (/ |som+¢\2da:) +ﬂ(/ |¢w|2d:c) (/ |<I>]2d;z:>
<P2—/ |‘1’|2dw+/f—/ |sox+¢\2d:c+b /|¢x|2d$+p1—/ D da

S CQE( )7
(3.46)
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2
- pz2 1 1 pib
Onde@—max{2,2k,2p1,2k2}.

Por (3.41), (3.45) e (3.46) e temos que existe Co = max{ Ny, ¢; N1, caNo, c3}
tal que
G(t) < CLE(t). (3.47)

Por outro lado, usando a Desigualdade de Young temos

w]?

Re{u.w} < |uw| < Jul* + R

0 que implica em

2 2
—(|u|2 + %) <wuw < |ul* + % (3.48)

De (3.48) e da Desigualdade de Poincaré obtemos

L L 1 L
Fs(t) ZpQRe{/ wdx} > —p%/ P[* dz — Z/ ¥ do
0 0 0

. 2 (3.49)
] LR o T
0 4 Jo
Agora, das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young temos
be—— bpy
NoFs(t) = —NapaRe / U(p, + ) dz Q—Re / Y, ® dx
0
bPl
2 = Nop2||Wllzzllps + Pllze = No= = [[Yall2]| @ 2 (3.50)
Nsp .
> —— 2(H‘PHLz + ez + ¥lz) — Nz—(llwx\lm +12]72)
N p
= —pz 207 — k= QH% +l72 — sz H%Hm pilNog, ||CI>HL2
Usando (3.48), temos
L 1
Vel [ apdc} > NIl - {1l
0 (3.51)

2 2 2 C?) 2 6;3 2
—Nipil| @72 — 5”% + |72 — §H¢x|’L2

v



dx

L z 1 L T 2
Ve [Co( [vas)ac) > w5 [] [Cvas
0 0 4 /o 0

1 L
> N0~ g [ Ll ds
0

2.2

L2
= —Nipi[@lz. — przHLz

De (3.51) e (3.52) concluimos

2 C2
NF(0) 2 2181 - Fhon + ol - 2 (&4 5 )l

Usando (3.49), (3.50) e (3.53), temos

L
(pﬁpz—)}pg/ |‘1’|de
2 : :
o= (Gemge g (e %)) |e [ ke
M- (T )} / o+ 0P d.

Tomando N; e N, fixados devemos considerar Ny > o, onde

| \%

+

b
0 = max {p1N2

2k 274 2k

Logo, existe C; > 0 tal que

onde

62 02 L2 Np 02
Ny — N. 224+ = No— =22 42
[0 (4”’ 22k+2(c”+2))]’[0 <2k+2
De (3.47) e (3.54) segue o resultado.

Teorema 3.10. Suponhamos que

N, c? L2\ N.
+2N12/)1702+P2_ +bN—+2<z2)+_>’ 2P2+

49

(3.52)

(3.53)
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Entdo, existem constantes M > 0 e w > 0, independentes das condigbes iniciais, tais que

E(t) < ME(0)e ", (3.55)

Demonstracao: Para estimar a derivada do funcional de Liapunov dado em (3.40), utilizaremos

as estimativas feitas para as derivadas de F;, F» e F3 dadas nos lemas 3.6, 3.7 e 3.8.

d L L o[- L
0 0 0

5L2 L L L
0

b L
+N2£Re{/ (IDwxda:}—l—pg/ \\P|2d:v——/ I, |2 da
0
L

27.2
+ | d.

Usando as desigualdades de Holder e Young, temos

d L l{? L L
S < —ZdNo/ |<I>|2da;—N1§/ !%+¢|2dx+zv101,5/ B2 da
0 0 0

SL? [* L t
+N1p1—/ |2 da:—Nng/ ]\Il\Qda:+N2k/ r +1p|* da
0

ba b [F
+ Ny k2/ |<I>|2d:v+;l/0 wa\Qde/ !\Ifﬁdm——/ [, ? da

k2
+ | dx.
Podemos escrever
d 1 , ba? L
%g( ) < —E(ZQNQ — N1015 2 k2 ) 1/ ’@’26127

1 k 9
_E(N12_N2k__> / |z + | dx

1 SL?
——( Nlpl——l-NQPz—Pz)Pz/ |U|* d
P2 2

b L )
- = - dx.

Sendo assim, fixemos primeiramente /N, > 1, em seguida fixemos
2
Ny > E(

fixado. Finalmente, fixamos N tal que

2p2(Na—1)

212 - z
5 ). Como N; e N estdo fixados, podemos também tomar § < Nopi 12
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1 ba?
Ny > max{— (NlCL(; + Ngi) , cr}

2a k2

Portanto, existe ko > 0, onde kg = max {3, A, B,C'}, com

(. , ba?
A = E(Q(INO — Nlcl’g — N2 ﬁ),

1 2k2
B— —(Nﬁ—NQk—C”—),

k 2 b
1 SL?
C = —(—N1p1—+N2P2 —P2)a
P2 2
tal que
(1) < ko E()
e’ =
Do Lema 3.9 sabemos que
d ko
—G(t) < —2g(t
200 < —2:(0),

de onde obtemos que

Lot

G(t) < G(0)e <.
Usando novamente o Lema 3.9, segue que

Et) < LE@0)e &

C
ko
Co

prova do Teorema 3.10 estd completa. ]

Tomando M = g—f >0ew = > () segue a desigualdade desejada em (3.55). Portanto, a
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4 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM DISSIPACAO FRICCIONAL INDEFINIDA

O objetivo desse capitulo € mostrar a existéncia de solu¢do, bem como o de-
caimento uniforme da solucdo do sistema de Timoshenko com um amortecimento do tipo fric-

cional na primeira equagdo. Mais precisamente, consideremos o seguinte sistema

p1ow — k(pe + 1) +a(z)pr =0 em (0,00) x (0, L), 4.1)
potl — bgy + k(g +9) =0 em (0,00) x (0, L), 4.2)

com condigdes de fronteira dadas por
0(-,0) = (-, L) = 9. (-,0) = (-, L) = 0, (4.3)
e sujeito as condigdes iniciais
0(0.) =wo(), @(0,)) =¢1(), ©(0,-) =vo(), ¥(0,) =th(),  &44b

com py, po, k,b constantes reais e positivas. Além disso, a € L*(0,L) é uma funcdo real
podendo mudar de sinal, com @ = fOL a(x)dz > 0.

A energia associada ao sistema € dada por

L L L L
E(t) :=p1/ |¢>|2dx+p2/ |\If|2d:c+b/ |wx|2dx+k/ (o0 + 2 da,
0 0 0 0

e sua derivada

d L
—E(t):—/ o(2)| @2 dz, Vt>0.
it i

Como a fun¢do a muda de sinal ndo € possivel determinar o sinal da derivada da energia o que

impossibilita afirmar se o sistema € ou ndo dissipativo.

4.1 EXISTENCIA E UNICIDADE
Consideremos o espaco de fase H como no capitulo anterior, ou seja,
H = H;(0,L) x L*(0, L) x H}(0,L) x L(0, L).

Primeiramente, escreveremos o problema (4.1)-(4.4) na forma de um problema de Cauchy abs-
trato. Tomando U = (¢, ®,1, ¥), com & = ¢; e ¥ = ¢);,. Temos que o problema (4.1)-(4.4)

pode ser escrito na forma
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{ U =AU t>0,
(4.5)

U(O) = U07

onde A : D(A) C H — H é um operador linear tal que

® 0 I 0

0\ (¢
1 _ kg2 _al@) O
aU - |7 (k(gox—irw)x a(x)@) _ 0; o ko 0 o |
v 0 0 0 I |
k b 92 k
L (b — k(0 + 1)) Tl 0 0l O Y

onde U(O) = (@07 ¥1, d)Oa ¢1)
Observe que D(A) = D(A), dado em (3.9), ou seja,

D(A) = {(¢,®,, V) € H;p € H*(0,L),® € Hy(0,L), ¢ € H}(0,L)
Y, € Hy(0,L),¥ € H(0,L)}.

A seguir, a estratégia é escrever o operador .4 como sendo a soma entre dois
operadores, um deles sendo gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragdes e o outro
continuo. Assim, usaremos o Teorema 2.37 para mostrar que A é um gerador infinitesimal de
um Cjy-semigrupo. Finalmente, concluiremos através do Teorema 2.36 que existe uma tnica
solucdo para o problema (4.1)-(4.4).

Considere o operador linear B : H — H cuja representa¢@o matricial é dada

por

0 0 0 0

0 I 0 0
B = (4.6)

0 0 0 0

0 0 0 0

Note que

IBU|3, < pull®@ll7: < U5, 4.7)

ou seja, B € um operador linear continuo.
Além disso, tome o operador A, de tal forma que

Ao =A-2=p
P1
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com a, = ||a||p~. Logo

Como D(A,) = D(A) = D(A), pelo Teorema 2.37 se A, for um gerador
infinitesimal de um Cjy-semigrupo de contragdes, entdo A = A, + ‘%’B serd gerador infinite-
simal de um Cj-semigrupo. Ademais, segue do item (iii) do Teorema 3.3 que D(A,,) é denso

em H.

Teorema 4.1. O operador linear A, é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes

sobre o espaco de Hilbert H.

Demonstracdo: Pelo Coroldrio 2.45, jd que D(A,,) é denso em H, basta mostrarmos que o
operador A, € dissipativo e que 0 € p(Ay).
(i) A, € dissipativo

Para todo U € D(A.) temos

(AU, U),, :/0 (k(z + 1)z — (a(z) +aoo)<1>)5dx+b/0 U, do
Tk /O (@, +0) (g0 + ) do + /0 (bthae — (0 + 1)) W do,

integrando por partes e usando as condi¢des de contorno, temos que

L L L
(AOOU,U)H:—k/O ((px—i—@b)@xdx—/o (a(:z:)+aoo)|<l>|2dw—l—b/0 V1, dx
L L L
+k/0 (g0$+¢)®xdx+k/o (gox—i—w)\lldx—b/o Y, U, d
L —
—k o+ )T da,
| v o)

Da Proposicéo 2.27 podemos concluir que a(x) + a > 0, assim, tomando a

parte real em ambos os lados na ultima igualdade, obtemos

L
Re (AU, U)H = —/ (a(x) + a)|®)*dz <0, YU € D(Ay).
0
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Portanto, A, é dissipativo.
(i) 0 € p(A..), ou seja, A, € invertivel e seu inverso AZ! € limitado.
Seja F € H com F = (fi, fa, f3, f4), mostraremos que existe uma tnica

solugdo U = (p, ®,1, V) € D(A ) da qual A, .U = F. Escrevendo esta equagdo em termo de

suas componentes temos

® =h (4.8)

%(M‘Pz + ), — (a(z) + ase)®) = fo (4.9)
U=/ (4.10)

i(Wm — k(pa +1)) = fa. 4.11)

P2

Tomemos ¢ = f; e ¥ = f3. Logo (4.8)-(4.11) se reduz ao seguinte sistema

k(e +10)e = (4.12)

onde hy=pifo+ (a(x) + aoo)fl e hy=pafs.

Usando o Lema 3.2, temos que o sistema (4.12)-(4.13) possui uma tnica solu-
¢do (p,) € [H*(0, L)NHZ (0, L)] x [H?(0, LYNH!(0, L)], com v, € HL(0,L). Como ¥ = f;
e ¥ = f3, entdo existe uma tnica solu¢do U = (p, P, 1, V) € D(A) tal que AU = F. Por-
tanto, A, "' existe.

Agora vamos mostrar que A;ol ¢ limitado. De (4.8) e de (4.10) temos que
d = f e ¥ = f;. Multiplicando (4.12) por % e (4.13) por 1, somando as equacdes e em

seguida integrando de 0 a L, obtemos

L L L L
—k/ |0z + ¢ da — b/ |t |* dx = / hpde + / hot) dz. (4.14)

0 0 0 0

Note que usando as desigualdade de Cauchy-Schwarz e Poincaré temos

1 2
[hill72 = llpife + (a(@) + aso) fill72 < (p1ll f2llz2 + 2a0e L2 || f1]|£2)
1 2
< (pill fallz2 + 2¢paco L2 || fr, |l 12)
1 1 2
< (pill follz2 + 2¢pa00 L2 || fr, + f3ll12 4 2¢pa00 L2 | 3] 12)

1 1 2 4.1
< (mllfoll> + 260000 L2 || fry + filliz + 2Race L7 || fo, | 12) (4.15)
6kc2a? 6bcta?,
< 3p7| fol 72 + 2 | fio + f3ll72 + +||f3x||%2

< I F I3,
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6c2a’, 6cta?
! j e e p oo
onde ¢ = max {3, —

R } Além disso,
1hallZ2 = o2 fallZz = p3ll fall7z < p2ll FlI3, (4.16)

Empregando as desigualdades de Cauchy-Schwarz , Young e Poincaré em (4.14) e em seguida
usando as estimativas dadas (4.15) e (4.16), de forma andloga a ja feita em (3.27) e (3.28)

concluimos que

1Ull3 < V2| F |l

Portanto, o operador Agol ¢ limitado. [

Teorema 4.2. O operador linear A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo sobre o espaco
de Hilbert H.

Demonstracao: O Teorema 4.1 nos da que A, € um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
de contragdes. Além disso, por (4.7),temos que o operador I3 dado em (4.6) é continuo, entdo

pelo Teorema 2.37 concluimos que .A é gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo. |
Teorema 4.3. Para cada vetor Uy € D(A), o problema (4.1)-(4.4) possui uma tinica solugcdo
U € C([0,00),D(A)) N C*([0,00),H),

dada por U (t) = eU,,.

Demonstracao: Decorre do Teorema 4.2 e do Teorema 2.36. |

4.2 DECAIMENTO EXPONENCIAL

O objetivo desta secdo € mostrar que o sistema (4.1)-(4.4) é exponencialmente
estdvel, desde que ||a — al| .2 seja suficientemente pequena e as velocidades das ondas sejam as
mesmas, ou seja, vale % = % Este resultado sera obtido através do Teorema 2.50.

Lema 4.4. 0 € p(A), ou seja, A™! existe e é limitado.

Demonstracao: Seja F € H, com F = (fi1, fo, fs, f1), vamos mostrar que existe uma tnica
solugdo U = (¢, ®,9, V) € D(A) aqual AU = F, paratodo F € H. Escrevendo esta equagao

em termo de suas componentes, temos

o = h 4.17)
%(k(%Jr@D)x—a(f’?)@) = fo (4.18)
o= (4.19)
i(bwm—k(wﬁw) = fa (4.20)
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Tomemos ¢ = f; e ¥ = f5. Logo (4.17)-(4.20) se reduz ao seguinte sistema

k(@x“‘w)x = hl
bwa:x_k(@x“‘w) = ha,

onde hl = p1f2 + a(m)fl € hg = p2f4.
Note que se considerarmos a., = 0 no Teorema 4.1 item (ii), temos o presente

caso. Logo, podemos concluir que 0 € p(.A). [

Considere S(t) o semigrupo gerado por
A=A, +B,

onde B = %"B, com B dado em (4.6). Temos que

onde 7'(t) é o Cy-semigrupo de contragdes gerado por A, ou seja, ||7(¢)|] < 1. Assim, do
Teorema 2.37 temos

Qo0 ¢

I1S(#)[| < el = e,
Logo, do Teorema 2.41 e Observagdo 2.42 tem-se que para todo A € C, Re\ > ‘;;T =w,

1

‘ —A Y < =—.
A€ p(A) eainda |[(A]— A) H_Re/\—w

Desta forma, tomando em particular d; € R, talque d; > w+ 1 = “ﬁ + 1, tem-se para todo
reC
se Rel>d;, entio Ae€p(A) e [[(M—-A)7 <1 (4.21)

Assim, as hipéteses do Teorema 2.50 sdo satisfeitas para Re\ > d;, assim, basta mostrarmos
que para todo A € C tal que 0 < Re) < d; vale A € p(A) e ||(AM — A)||x < M, para algum
M > 0, para obtermos o decaimento exponencial.

Suponhamos 0 < ReA < d;. Mostraremos inicialmente que o operador
(M — A) é invertivel, ou seja, devemos mostrar que para todo F = (f1, f2, f3, f1) € H existe
um dnico W = (¢, ®,9, V) € D(A) tal que (\[ — )W = F.

Note que

A=A+ (a—a(z))B, (4.22)

onde A é o operador linear dado por (3.8) e B o operador linear dado em (4.6).
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De (4.22) podemos escrever a equacdo (A — A)W = F da seguinte forma
AW — AW = F + (a — a(z)) BW. (4.23)

Escrevendo (4.23) em funcao de suas componentes, temos

Ap—® = fy (4.24)
D — (k:(% +9)e — a@) = pifotpi(@a—a(x))® (4.25)

) —TU = fy (4.26)
Ap2V — (b%m — k(e + ¢)) = pafa (4.27)

Das equacdes (4.24) e (4.26) temos

=X p—fieV=X)— f3.

Substituindo os valores de ® e U em (4.25) e (4.27), respectivamente, obtemos o seguinte

sistema

pAZo — k(i + ¥) + adp = pA(a — a(z))p + Fy (4.28)
PNt = b + k(0 + 1) = P, (4.29)

onde F1 = Ap1fi +pifo— (@ —a(z))fi+afi e Fy= pafs+ pa)fa.
De (4.28), temos

(pl)\Q + C_L)\) . ,01)\ _
Pra k =" (a(z) —a)p .

Denotamos por
s (mA2+aN)
B k
e para cada (v,w) € H}(0, L) x H(0, L) definimos

_ A N
g =" (ale) —ap — o~ w,.

Consideremos o seguinte problema de Dirichlet

{ Uge(2) — Pu(z) = g(), (4.30)

u(0) =u(L) = 0.
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Como Rel > 0e g € L?*(0, L), entdo dos lemas 2.58 e 2.59 o problema (4.30) possui solugio
dada por

u(z) = Dalg) = P2D, ((ale) — a)u) 1 Da(F) ~ Dalus,),

k
onde
1 [ 1 sinh(az) [*
D.(g) = 5/0 sinh (a(z — s))g(s) ds — am/o sinh (a(L — s))g(s) ds.
Para cada (v, w) € H}(0,L) x H}(0, L) consideremos o sistema
PN — k(9o +1)s + aNg = pi)(a — a(2))G(v,w) + Iy
PN = Wipay + k(00 + ) = F (4.31)
©(0) = (L) = 1.(0) = ¢ (L) = 0,
onde

G, w) = %Da((a(a:) —ay) - %Da(m) Dy (wy).

Observe que (4.31) esta relacionada com a equacao espectral
(M — AW = F. (4.32)

Como A é um gerador infinitesimal de um Cjy-semigrupo de contragdes entio

pelo Coroldrio 2.40 temos {\ € C: ReX > 0} C p(A) e 0 € p(A). Em particular para cada
A€ Ccom0 < Re\ < d; temos que existe

(9,1, W) € H*(0, L) x H}(0, L) x H)0,L) x H)0,L), tal que v, € H}(0, L),

solucdo unica de (4.32), porém, como Ay — f; = ® e Ay — f3 = U, podemos afirmar que para
cada (v,w) € H}(0, L) x H}(0, L) fixado, fica bem definida a aplicacdo

P (Hy(0,L) x HX(0,L)) — (Hy(0,L) x HL(0,L))
(v,w) — P(U,w) = (@,1/1),

onde (¢, 1)) € solugdo de (4.31). Consideremos H{ (0, L) x H}(0, L) munido da norma

L
(o, )3 = / (PN + palao? + bluwa[? + ko, + w]?) da (4.33)
0
Observe que como H! (0, L) € um espago de Hilbert pelo Lema 2.15, entdo Hj (0, L) x H!(0, L)
com a norma (4.33) é um espaco de Banach.

Proposicio 4.5. Se ||a — al|;2 < € para € > 0 suficientemente pequeno, entdo P é uma contra-

cdo.
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Demonstragio: Sejam (¢, ) := (o' — %, ! —¥?) e (v,w) = (v! — v, w! — w'), assim, a
equacao (4.31) nos da

PN = k(pa + )0 + adp = prA(a — a(2))G (v, w), (4.34)
P2 N — by + k(12 +00) =0, (4.35)
©(0) = (L) = 1,(0) = ¢, (L) = 0, (4.36)

A
onde G(v,w) = EDQ((a(m) —a)v) — Da(wy).
Multiplicando a equacio (4.34) por Ay e a equagio (4.35) por A\t , integrando
por partes e usando (4.36) , temos

L L L L
pﬁ/ |Ap|? dl’—l—kX/ (<px+¢)¢mdaz+&/ | Ao|? dx:pl)\/ (a—a(2))G(v,w)Apda
0 0 0 0
L L L o
pg)\/ \)\w|2d:c+b)\/ |wx\2d:c+k’/ (00 + )N dz = 0.
0 0 0

Somando as duas equagdes anteriores, obtemos

L L L L
px [N o+ pX [ e+ 88 [l de X [ e o da
0 0 0 0
L L o
+a/ | Ao|? dw:pl)\/ (a—a(x))G(v,w)Apdz.
0 0

Tomando a parte real em ambos os lados da equagcdo obtemos

L L
Rell(e, )} + / |Aso|2dx=Re{p1A / (a(w)—a>g<v,w>wx}. (4.37)

Por outro lado, devido ao Lema 4.4 temos que 0 € p(.A). Como p(A) é um
conjunto aberto, entdo existe r; tal que para todo A € C com |A| < ry, tem-se que A € p(A),
ou seja, existe ¢ tal que ||(A — A) 7| < co.

Assim, suponha que |A| > r,0ou ainda,

1 1
‘—| < o (4.38)

Multiplicando a equagio (4.34) por @ e a equagio (4.35) por ) e integrando de 0 a L temos

L L L L
pl/ rw!?dxm/ \deb/ \de%/ 00 + O do
0 0 0 0

L L
= —)\a/ |2 da +Pl)\/ (a—a(x))G(v,w)pdz.
0 0
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Das defini¢oes (4.38) e (4.33), segue

o3 < Bland [+ o) [ ) - a0, el s

< [ et el [ o) ~ el wheas
1Jo 0

L L
<cfa [ wotde 4 [ lato) - allg(ewpplar).
0 0

com ¢ = max {;-, p1 }. Logo, para o = ; > 0 tem-se

L L
olli, )2 < a / Agl? dz + A / la(z) — al|G (v, w)| da, (4.39)
somando (4.37) com (4.39)
L
(Reh +70) [ (. )13 < (N + A1) ( / la(z) — al|G (v, w)g] dx). (4.40)

Do Lema 2.61, sabemos que

IAG (v, w)| < %!Da((a(x) —a)v)| + |A||Dalw.)|

Cp
< _ ) ) ) 4.41)
_.\/EI\/ﬁIkHa a2 l|Avllz %-\/_V/- 1wl
< C(y/pilla = al gzl Av] 22 + Vbl|wg ] 2),
onde C' = Cpmax{fk, fk} Se ||a — al|zz < 1, entdo
MG (v, w)| < Cl(w,w)]]x.
Utilizando (4.40) e (4.41), obtemos
L
0 < (Bex + Wl 0 < (A4 ) ([ late) — allgto.wyel o)
0
L L
< a(z) — al|AG(v,w gpda:—l—/ a(x) — al|AG (v, w)||\¢| dx
AI() [IAG (v, w)|[e] 0I() [AG (v, w)|[ A (442)

< C||(U,w)||x< / () —al(lel + ) dw)

< Ol (v, w)lislla = all2(lell 2 + Aol z2)-
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Por (4.38), temos que

I 1 ) 1
\lelwz( / IsOIQdﬂf) <( : / |Aso|2dx)
: 3

(4.43)
1 Lo
<2([ dx) = Ll
T 0 T1
Sendo assim, podemos concluir de (4.42), (4.43)ede 0 < Re) < d; que
e )13 < | —— (= +1)C|lla = allzl| s w)lall o1 )
Yo/P1 \T
_ ) 1
Logo, se ||a — al|zz < min , 1}, temos
= (1)
(. )[[x < d|(v, w)[x, (4.44)
onde
d= [ ! (1+1) ]H allz <1
a — al|rz2 .
Yov/P1 \T1 t
Portanto, P € uma contragdo. |

Proposicao 4.6. Sob as mesmas hipoteses da Proposicdo 4.5 temos que se (gp, ¢) é ponto fixo
de P, entdo (gp, w) é solucdo de (4.28)-(4.29).

Demonstracao: Considere

= Gl6,9) = 3 Pu((a(e) ~ @)¢) — DalF) ~ Dl

como (gp, w) € ponto fixo de P, entdo € solugdo de (4.31), ou seja,

A 1

(a(z) —a)p — —F1 — 1, (4.45)

J— 2 f—
Paz — P 2

=l

Além disso, tendo em vista o Lema 2.59 ¢ satisfaz

2 A

1
Ope — 9 = —(a(x) —a)p — —F1 Vg (4.46)

| >

Subtraindo (4.45) de (4.46), obtemos

(4.47)
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com®=¢p—¢ e ®=D, (% (a—a(x))(p— gb)) Pelo Lema 2.61 temos

1= [2u(Flat0)~ao— 2| < Plla - e - sl

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, elevando ao quadrado ambos os lados e inte-

grando de 0 a L, temos

9]z < Clla —al|2[le — &l 12,
onde C' = L\/EC’4.

Como ® = ¢ — ¢ entdo |||z = |l¢ — @||z2, logo

1] 22(1 = Clla—all2) <0.
Se ||a —all2 < %, entdo ||P[| 2 = 0, ou seja, p = &. ]
Proposic¢ao 4.7. Para todo A € C, com 0 < Re\ < dy, (Al — A)~! existe.
Demonstracao: Segue das proposicoes 4.5 € 3.2. |
Resta mostrarmos que este operador € limitado, o que faremos a seguir.
Proposicao 4.8. O operador (A — A)~ é limitado para todo \ € C tal que 0 < Re) < d;.

Demonstrac¢io: Considere W = (p, @, 1, ¥) = (A — A)~LF, onde F = (f1, fo, f3, f1) € H.
De (4.25) e (4.27) temos

W= (@7)\90 - flakaw - f3) = (307 ASD,T%)@) + (07 _flaoa _f3)7

ou seja,
(@, Ao, 0, M) [lag = [[W = (0, = f1,0, — f3) [l
< Wil + 1100, = f1,0, = fs) [l
< W llae + 1 F -
No entanto,

10, Ao, 0, M) I3, = prll Mol Lz + BllvballZe + kllow + 2112 + pallMNL2 = Nl (0, )13

Assim,
(s V)Ix < W lw + (| F I3 (4.48)

Por outro lado, seja 1% solug@o do problema (A — A)W = F, ou seja, de

W:(&7&;777;7{17):(6?%7J7m)_(07_f170_f3)7 (449)
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temos

Wl = Wl < W = W s,
= ||(0. Mg, ¥, M) — (B, AB, 9, M) [l
= |l(¢, %) — (B, 9.

Como P(0,0) = (5,1), P(p,v) = (p,1) e (4.44), entdo

W3 — Wl < |P(w, %) — P(0,0)] 5

(4.50)
<d|(p,¥)]lx-
Logo de (4.48) e (4.50) segue que
(Wl = Wl < dIW o + dl| Fll2,
ou seja,
(L =)Wl < (Wl + dl| Fllae-
Logo,
c = d
< - _
IWlhe < =Wl + 1 Fll s
< || Flln
ondeézmax{lfd,l%d}. [ ]

Teorema 4.9. Suponha que ||a — a|| < € para algum e > 0 e pﬁl = p%. Entdo sistema dado em

(4.1)-(4.4) é exponencialmente estdvel.

Demonstracao: Segue de (4.21) e das Proposicoes 4.8 e 4.7 que

p(A) D {\ € C: ReX >0}

1AL = A) o < M,

onde M = max{1, ¢}. Portanto pelo Teorema 2.50, o problema (4.1)-(4.4) é exponencialmente

estavel. ]
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5 CONCLUSAO

Primeiramente, estudamos o sistema de Timoshenko com amortecimento cons-
tante na equagdo que modela a oscilacdo transversal. Obtivemos a existéncia e unicidade da so-
lucdo através da teoria de semigrupos, em seguida usamos técnicas multiplicativas para mostrar
que ocorre decaimento exponencial desde que se tenha a igualdade das velocidade das ondas.
Porém, a maior contribuicdo desse trabalho estd no dltimo capitulo, pois ndo encontramos na
literatura outro com a mesma proposta, embora seja uma complementacdo de [24]. Nele, es-
tudamos o sistema de Timoshenko com um amortecimento indefinido atuado na equacdo que
modela a oscilacdo transversal com condi¢des de Dirichlet nulas para o deslocamento vertical e
condi¢des de Neumman nulas para o deslocamento angular. Como no primeiro caso, obtivemos

a existéncia e unicidade da solugdo através da teoria de semigrupos e utilizamos o teorema do
k _ b

Ponto Fixo de Banach para mostrar que a solu¢do decai exponencialmente, desde que

Pt P2
e exista e > 0 suficientemente pequeno tal que ||a — al| < e.
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