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RESUMO

A viscosidade anisotrdpica dos cristais liquidos é uma das propriedades mais desafiadores
desses materiais [5]. Em 1935 Miesowicz [39, 58] mostrou que os cristais liquidos exibem
uma viscosidade peculiar quando submetidos a um campo externo. Desde entdo tem sido
desenvolvida uma grande quantidade de estudos tedricos e experimentais sobre esse
assunto, apesar de ndo encontrarmos uma teoria microscépica satisfatdria. Uma
aproximacdo baseada na teoria mecdnica do continuo foi proposta por Ericksen, Leslie e
Parodi [19, 24, 25], conhecida como aproximacdo ELP, estabelecendo que a viscosidade
nemadtica é determinada por seis coeficientes, conectados pelas relagdes de Onsager-Parodi
[19,20], que confirmam que somente cinco deles sdo independentes. Recentemente, surgiu
outra teoria, conhecida como aproximagcio HB, proposta por Hess e Baalss [13, 3032, 43],
sugerindo que muitos aspectos da viscosidade nematica poderiam ser entendidos sob um
ponto de vista geométrico. Assim sendo, a proposta da aproximacgao HB, tanto quanto o
objetivo deste trabalho, é capturar a esséncia dessa contribuicdo geométrica. Este trabalho
esta direcionado a, por meio da utilizacdo dessa ultima aproximacao citada, determinar a
contribuicdo geométrica para os coeficientes de viscosidade da fase nematica, apresentando
assim os fundamentos da geometria nemadtica. Portanto, o contetido geométrico da
aproximacdo HB serd apresentado detalhadamente, mostrando que, nesse contexto, tal
aproximacao nos conduz a uma conexao com os coeficientes de Miesowicz [50].

Palavras-chave: Cristais liquidos nematicos.Viscosidade. Aproximacdo ELP. Aproximacdo
HB. Relagbes de Onsager-Parodi. Coeficientes de Miesowicz. Coeficientes
de Leslie.
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ABSTRACT

Liquid crystals anisotropic viscosity is one of the most challenging properties of these
materials [5]. It was shown in 1935 by Miesowicz [39, 58] that liquid crystals exhibit a
particular viscosity when subject to an external field. After this, a large amount of
theoretical and experimental studies has been developed, although we don't find a
satisfactory microscopic theory. It was proposed by Ericksen, Leslie and Parodi [19, 24, 25]
a approach based on continuum mechanics, known as ELP approach, establishing that
nematic viscosity is described by six coefficients, connected by Onsager-Parodi relations
[19,20], confirming that only five of them are independent. Recently arose another
theory, known as HB approach, proposed by Hess and Baalss [13, 30-32, 43], suggesting
that a lot of aspects of nematic viscosity could be understood from a geometrical point of
view. Thus, HB approach suggestion, as well as the aim of this work, is to capture the
essence of this geometrical contribution. This work is pointing to, by using this latter
approach, determinate the geometrical contribution for viscosity coefficients of the
nematic phase, showing the nematic geometry fundamentals. So the HB approach
geometrical content will be carefully presented, showing, in this context, that the HB
approach leads us to a connection with Miesowicz coefficients [50].

Key-words: Nematic liquid crystals. Viscosity. ELP approach. HB approach. Onsager-
Parodi relations. Miesowicz coefficients. Leslie coefficients.
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1. Os cristais liquidos

Normalmente nos é ensinado que a matéria poderia se apresentar em trés
estados fisicos, ou fases - sélido, liquido e gasoso. Sabemos, no entanto, que isso
ndo esta rigorosamente correto. Algumas substancias organicas ndo apresentam,
por exemplo, uma Unica transicao da fase so6lida para a liquida, mas uma série de
transicoes envolvendo novas fases. O interessante é que essas novas fases podem
apresentar simultaneamente comportamento de sélido e de liquido, isto é, podem
apresentar propriedades mecanicas e propriedades de simetria intermediarias as
de um liquido e de um sélido. Por isso, tais fases sao chamadas de fases
mesomorficas, ou mesofases [1]. Nosso interesse esta em uma dessas mesofases -
os cristais liquidos - que, essencialmente, possuem esse nome por apresentarem,

por exemplo, escoamento tal como liquido e propriedades 6pticas tais como sélido.

Por volta de 1880, o fisiologista botanico austriaco Friederich Reinitzer,
que, na ocasido, examinava propriedades fisico-quimicas de varios derivados do
colesterol, observou que o benzoato de colesteril apresentava, diferentemente dos
outros derivados, dois pontos de fusdo distintos: A 145,5 °C se fundia em um
liquido nebuloso e, em 178,5 °C, se fundia novamente e a nebulosidade desaparecia
[2]. Enviou, entdo, algumas amostras ao cientista Otto Lehmann que, utilizando luz
polarizada, observou propriedades opticas de sélidos na amostra liquida. Por essa

razdo, Lehmann chamou tal substancia de cristal liquido. [3]

(@) (b)

Figura 1.1 - Os cientistas Friedrich Reinitzer(a) e Otto Lehmann(b).

Como mostrado na figura 1.2, a fase cristal liquido é basicamente

caracterizada pelo alinhamento das moléculas anisotrépicas, em um dado intervalo



de temperatura [4]. Entretanto, para entendermos melhor essa fase, temos de

distinguir claramente um cristal de um liquido.
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Figura 1.2 - Representacao do arranjo molecular dos diferentes estados fisicos, em

um intervalo de temperatura.

Em um cristal, os componentes estdo posicionados regularmente. Os
centros de massa destes estdo bem alocados em uma rede tridimensional
periddica. Em um liquido, no entanto, os centros de massa nao estdo ordenados
dessa maneira. Isso faz com que a diferenca essencial entre essas duas fases esteja
nas propriedades mecanicas - fluidez, por exemplo. Os cristais liquidos, por sua
vez, sdo sistemas nos quais existe uma ordem, tal como nos liquidos, em ao menos
uma direcdo do espaco, além de apresentar alguma anisotropia [5]. A figura
seguinte esquematiza a classificacdo das diferentes fases baseada nas ordens
posicional e orientacional.

Ordem Ordem
Posicional Orientacional

Figura 1.3 - Classificagdo da matéria de acordo com as ordens posicional e

orientacional das moléculas constituintes.



1.1. Cristais liquidos - formatos

As moléculas em um cristal liquido podem apresentar formas diversas, que
podem ser devido desde ao seu tamanho, até a sua composi¢do. Assim, é possivel
encontrar moléculas que se paregam com bastdes rigidos, bananas ou discos. O 4-
metoxibenzilideno-4’-n-butilanilina, mais conhecido como MBBA, e o 5CB (4-n-
pentil-4’-cianobifenil), cuja formula estrutural é apresentada na figura a seguir, sdao
exemplos de cristais liquidos cujas moléculas tém o formato de bastdo, formando o
que chamamos de cristais liquidos calamiticos — os mais comumente utilizados em

experimentos.

Cn

Figura 1.4 - Férmula estrutural do 5CB, como exemplo de uma molécula de cristal

liquido em forma de bastao.

Em 1977, S. Chandrasekhar descobriu o primeiro cristal liquido com
moléculas cuja forma era de disco - por isso o nome cristal liquido discético. Sua
molécula apresentava um anel benzénico no centro, rodeado por seis radicais
alquil [6], similar ao mostrado na figura a seguir. Essas moléculas tendem a se
agrupar, ou empilhar, formando o que chamamos de estrutura colunar, ou

mesdgenos.

Figura 1.5 - Representacdo da férmula estrutural de um hexaalcanoato de

benzeno, como o descoberto por Chandrasekhar em 1977.



As moléculas em formato de banana, como mostrado a seguir, sdo exemplos
de agrupamentos um pouco mais complexos, e formam algumas fases

interessantes de cristais liquidos termotrépicos.

wfg

Q.
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Figura 1.6 - Formula estrutural de uma molécula de cristal liquido em formato de

banana.

Para diferentes tipos de cristais liquidos, com diferentes composicoes e
estruturas, o agrupamento das moléculas ocorre de formas bastante interessantes.
Esses agrupamentos causam comportamentos diversos nos cristais liquidos,
fazendo com que estes sejam classificados em termotrépicos, liotrdpicos e
elastomeros. A definicao desses termos depende de um conceito - parametro de
ordem - que sera visto logo a seguir. Por isso, escolhemos explica-los juntamente
com tal conceito. Os cristais liquidos termotrépicos apresentam-se nas seguintes
fases: nemadticos, colestéricos, esméticos (A ou C) e blue phases. Os cristais liquidos
liotrépicos apresentam-se, mais comumente, nas seguintes fases: nemdtico

cilindrico e nemdtico lamelar. A figura 1.7 esquematiza tais estruturas.



(a)

. 1i.

Figura 1.7 - Estruturas de fases de cristais liquidos: (a) termotrépicos: i.
isotrépicos; ii. nematicos; iii. colestéricos helicoidais; iv. esmético A; v. esmético C.
(b) liotrépicos: i. nematicos cilindricos, nematicos lamelares. (c) i. nematicos

elastomeros.

Uma defini¢do bastante conveniente é a do diretor 71(r), ja que a fase cristal
liquido se mostra anisotrépica. Este diretor tem o papel de representar a direcao
de alinhamento médio do eixo maior das moléculas (ja que existe uma direcdo

preferencial de alinhamento ponto a ponto).
Nematicos

O nome nemadtico, sugerido por Georges Friedel, em 1922, vem do grego
nema, e significa “linha”, e se refere ao formato apresentado pelas moléculas
desses cristais liquidos. A figura a seguir apresenta um exemplo de

comportamento nematico.



Figura 1.8 - Representacdo de moléculas alinhadas com caracteristica nematica.

Nesta fase, as moléculas organicas ndao tém ordem posicional, mas,
considerando uma observacao de longo alcance, tendem a se alinhar com uma
direcdo privilegiada, tendo seus eixos maiores aproximadamente paralelos,
podendo fluir mais facilmente. Por terem um comportamento mecanico similar ao
de um liquido isotrépico, os nematicos sao mais comumente utilizados em
experimentos. Eles podem ser classificados, em sua maioria, como uniaxiais, pois
apresentam em sua geometria molecular um eixo de simetria. Isso é o que favorece
o alinhamento das moléculas em uma diregdo privilegiada. Outros sdo classificados
como biaxiais, pois além de terem o eixo maior favorecendo o alinhamento, tém um

segundo eixo orientado entre as moléculas.

Um fato também interessante dessa fase é que ela apresenta uma boa
resposta a aplicacdo de campos elétrico e magnético externos, tendo suas
moléculas um alinhamento forgado, o que favorece a observacao de propriedades
Opticas, por exemplo. Isso é o que rege basicamente o funcionamento dos tao

populares monitores de cristal liquido (LCD - liquid crystal displays).

Os nematicos apresentam uma viscosidade relativamente baixa. Desse
modo, é comum estudar esses cristais liquidos provocando deformagdes, mesmo
utilizando forgas externas de pequena intensidade. Assim, a fase nematica pode
atuar praticamente como um meio elastico. Assim, as deformagdes - que podem
ser de trés tipos: splay, twist e bend, como mostrados a seguir - podem ser tratadas

pela teoria continua de nematicos [11].
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Figura 1.9 - Esquema das deformagdes nos cristais liquidos nematicos: (a) splay,

(b) twist e (c) bend.
Colestéricos

Os colestéricos tém o nome baseado em sua origem: os derivados do
colesterol, que foram os primeiros compostos organicos observados e classificados
como cristais liquidos. Sdo chamados também de moléculas quirais, ou nemdticos
quirais. O conceito de quiralidade, derivado do grego kheir - significa “mao” -, é
puramente geométrico e se refere ao fato de uma estrutura quimica ndo ser
sobreposta a sua imagem especular. Assim, uma estrutura quiral e sua imagem
especular sdo chamadas enantiomorfos - também de origem grega, significando

“formas opostas”[7]. Em uma férmula estrutural, a indicacdo da quiralidade se da

pelo uso de um asterisco.

Esta fase apresenta uma organizacdo das moléculas em camadas. Nessas
camadas, as moléculas ndo tém uma ordem posicional, mas orientacional. No
entanto, de uma camada para outra, a orientacdo média do diretor varia, e essa
variacdo tende a ser periodica. Esse periodo é chamado de pitch, que pode variar

de 200nm a 20 000nm, dependendo da temperatura da amostra.



Figura 1.10 - Representacdo das moléculas na fase colestérica - estrutura

helicoidal.

As principais aplicacdes dos colestéricos sdo os dispositivos fotonicos como
o “no power LCD”, que aproveita a biestabilidade - aparéncia brilhante e anti-
reflexo - dos colestéricos [8]. Isso mostra que o uso desses cristais liquidos, na tela
de um telefone celular, por exemplo, permite mudar de uma cor para outra
mantendo a inicial, mesmo quando ndo ha energia elétrica, pois a biestabilidade

possibilita manter uma imagem no display indefinidamente [9].
Esméticos

Os cristais liquidos esméticos tiveram seu nome sugerido também por G.
Friedel, e significam “sabdo” por apresentarem propriedades mecanicas similares a
estes. SAo encontrados a temperaturas mais baixas do que os nematicos e tem
como caracteristica a formacao de camadas bem definidas de moléculas, podendo

essas camadas deslizarem umas sobre as outras.

Existem dois tipos de cristais liquidos esméticos: os esméticos A e os
esméticos C, como apresentado na figura 1.11. Os esméticos A tém suas moléculas,
dentro de cada camada, apresentando uma ordem orientacional ao longo de uma
direcdo privilegiada e, dentro das camadas, o comportamento se da como um
liquido bidimensional, pois os centros de gravidade ndo apresentam ordem
posicional. J4, nos esméticos C, o diretor apresenta uma pequena inclinacdo com
relacdo a camada. O comportamento das moléculas em cada camada também é

similar ao apresentado na fase liquida. Um dado interessante é que a estrutura



esmético C é obtida somente quando as moléculas constituintes sdao opticamente
inativas. Se forem adicionadas a amostra moléculas opticamente ativas, ocorrera
uma distor¢do na estrutura, formando uma configuracao helicoidal para uma fase
esmético C* - lembrando que o asterisco representa quiralidade [5]. Existem, na
realidade, diversas outras fases esméticas, que diferem umas das outras por

diferentes tipos e graus de ordem posicional e orientacional [10].

(@) (b)

Figura 1.11 - Esquema do alinhamento das moléculas nas fases: (a) esmética A e

(b) esmética C.
Blue phases

As blue phases sao tipos especiais de cristais liquidos - especiais porque
apesar de serem classificadas como cristais liquidos, que sao fluidos anisotrépicos,
se apresentam sob um comportamento isotrépico - que surgem em um intervalo
de temperatura bem definido, entre a fase nematica quiral e a fase liquida
isotropica. Sua estrutura é cubica regular tridimensional, com redes periédicas da
ordem de 10?nm [12]. A formacdo das estruturas se dd pelo empacotamento
“torcido” das moléculas em regides cilindricas, que se agregam exibindo figuras

como a apresentada a seguir.
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Figura 1.12 - (a) Regido cilindrica contendo moléculas de cristal liquido; (b)
intersecc¢do dos cilindros formados; arranjo de cilindros compondo a (c) blue phase

[ (BPI) e a (d) blue phase I1 (BPII).

1.2. O parametro de ordem

Como vimos, é comum, no estudo dos cristais liquidos, a utilizacdo de uma
ferramenta que descreva a orientacdo média das moléculas, ou agrupamentos de
moléculas. Com isso, o diretor n(r), que representa a orientacdo média dos
constituintes, torna-se uma ferramenta extremamente importante. Uma forte
caracteristica deste é que, na maioria dos cristais liquidos, as direcoes +n e —1i sdo
equivalentes. Entretanto, no caso de moléculas que apresentem momento de
dipolo permanente, o sinal do diretor se torna importante [11]. A importancia de
definir o diretor em uma amostra reside no fato de que este vetor participa da
analise de diversas propriedades importantes e peculiares dos cristais liquidos.
Como exemplo, podemos citar o estudo da birrefringéncia dos compostos
organicos na fase liquido-cristalina. Em um liquido isotrépico, o indice de refracdo
é Unico, independentemente do angulo de incidéncia do raio luminoso ou da
orientacdo deste em relacdo a orientagdo molecular da amostra. Por outro lado,
nos cristais liquidos o comportamento é diferente. Dependendo de como o raio
luminoso incidir na amostra, pode-se perceber a existéncia de dois indices de
refracdo: um paralelo e outro perpendicular ao diretor. A birrefringéncia, entao, é
definida como a diferenca entre os indices de refracio medidos paralela e

perpendicularmente ao diretor.

Além disso, é de grande importancia descrever a ordem orientacional nos
cristais liquidos. Para tal, faz-se necessario o uso do pardmetro de ordem, que é
uma ferramenta matemadtica util na andlise das transicoes de fase isotrdpicas-

10



anisotropicas. Esse conceito foi introduzido pela Teoria de Landau das transi¢des
de fase continuas, na década de 30. O conceito se baseia no fato de construir o
parametro de ordem, a partir de propriedades anisotrdpicas do cristal liquido, de
tal maneira que ele se anule em uma fase mais simétrica e ndo se anule em uma
menos simétrica. Assim sendo, se torna possivel descrever transicoes de fase que

apresentem diferentes simetrias.

Para os cristais liquidos, a definicdo do parametro de ordem nao é trivial,
podendo resultar num escalar, num vetor ou até mesmo num tensor. No entanto,
em uma transicdo liquido-gasosa, por exemplo, ele pode ser definido como a
diferenca de volume entre a segunda e a primeira fases, ou ainda como a diferenca
de densidade entre a primeira e a segunda fases. Por outro lado, em casos mais
complexos, o parametro de ordem pode ser formulado por uma teoria de grupo

[13].

A fim de demonstrar como definir o parametro de ordem para os cristais
liquidos nematicos, temos de estabelecer uma diferenca de simetria entre as fases
isotropica e anisotrépica. Assim, o parametro de ordem deve ser nulo na fase
isotropica e diferente de zero na fase anisotropica. Por isso, as propriedades

anisotropicas do nosso material serdao quem definira o parametro de ordem.

O parametro de ordem (Q) tem a finalidade de quantizar o ordenamento
preferencial médio dos graos nematicos. Os cristais liquidos na fase nematica, por
exemplo, apresentam o parametro de ordem diferente de zero - valor este que
representa desordem - enquanto que um liquido isotrépico teria seu valor como
sendo igual a 1 - representando o ordenamento das moléculas. Em um caso como
este, onde o parametro de ordem assume valor nulo, temos o que chamamos de
fase simétrica. Como tratamos de cristais liquidos nematicos, a definicdo do
parametro de ordem depende de alguns fatores, que serdo vistos a seguir, que
fornecem ao parametro de ordem caracteristicas tensoriais. Para realizar tal
definicdo, faremos abordagens com relacdo a propriedades macroscopicas dessa

fase.
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1.2.1. Aproximac¢io macroscopica

Propriedades como constante dielétrica, indice de refracao,
susceptibilidade magnética, etc., sdo tensoriais e, em cristais liquidos nematicos,
apresentam comportamento anisotropico, isto é, cada uma delas pode ser util na
definicdo do nosso parametro de ordem. Usaremos, daqui em diante, 0 momento
magnético (1\7f ). Sua definigao é:

M; = x;;H;, (1.01)
onde H representa a intensidade do campo magnético, y a susceptibilidade
magnética e i,j = x,y, z, lembrando que a susceptibilidade magnética é um tensor
simétrico para um campo magnético estatico. Se estivermos considerando um

sistema na fase isotrépica, podemos escrever

Xij = X6ij. (1.02)
Ainda assim, se a fase for uniaxial (ha apenas um eixo de simetria), com o diretor n

paralelo ao eixo z, escolhido como o eixo de simetria,

xt 0 0
x=[0 x. 0} (1.03)
0 0 x

sendo y, e yx,, respectivamente, as susceptibilidades magnéticas perpendicular e
paralela ao eixo de simetria, neste caso também em relacdao ao diretor n [5]. Dessa
forma, a condi¢do necessaria para que o parametro de ordem macroscopico seja

determinado e satisfeito pela parte anisotrdpica de y, sera que

1
Axij = Xij —§5ij2)(kk (1.04)
K
Com isso, a definicdo do tensor parametro de ordem Q sera

=i ‘[{\X (1.05)
M
onde Ay, iy representa a anisotropia maxima que poderia ser observada na fase

nematica perfeitamente ordenada.

Normalmente, o tensor Q é simétrico e de segunda ordem, com cinco
elementos independentes. Mas, em um sistema no qual ele possa ser

diagonalizado, escrevemos

12



1
—E(x+y) 0 0

. _%(x o (1.06)

0 0 X
Quando o cristal liquido nematico é biaxial (apresenta dois eixos de simetria),
obtemos trés autovalores diferentes para @, quando x e y sdo diferentes de zero.
Por outro lado, quando o nematico é uniaxial, x é diferente de zero, mas y ndo. E,
quando o sistema é isotrépico, tanto x quanto y sdo nulos. Geralmente, o parametro

de ordem é descrito por

3 1 1
Qij = Ex <xl-xj — §5U> — Ey[mlm] — ('ﬁ X ﬁ\l)l(ﬁ X T,ﬁ,)]], (107)

sendo 7, M e 1 X M auto vetores de Q, correspondentes, respectivamente, a x,

—(x+y)e—2(x—y)

1.2.2. Relacgido entre as aproximag¢dées macroscopica e microscopica

Uma vez que nossos cristais liquidos nematicos sdo uniaxiais, a defini¢do do
diretor n na direcdo paralela a da orientacao média das moléculas ndo nos permite
definir o parametro de ordem como uma grandeza escalar, apresentando um
termo referente ao produto unitario (7 - i), ou vetorial, com um termo (f), pois
ndo ha polarizacio macroscopica. Dessa maneira, torna-se completamente
coerente definir o parametro de ordem macroscépico Q™ como um tensor de
segunda ordem, que descrevera o comportamento ordenado da fase nematica [14],
por

1

onde n; sdo componentes de n. Na fase uniaxial, o tensor terd a forma

, (1.09)

com
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= —(n )—= (1.10)

mostrando que os trés auto valores do parémetro de ordem sdo nulos na fase

isotropica, mas, na fase uniaxial, dois deles serdo iguais.

Em um sistema escolhido arbitrariamente,

1
Qlf =S (ninj — §5ij), (1.11)

uma vez que S é definido como

S = l(cosze) —l = (P,(cos0)), (1.12)

sendo n; componentes do diretor n e Pz[cosép o segundo polinomio de Legendre.

Se compararmos as equacgdes 1.07 e 1.12, podemos ver que sao idénticas quando

x=§Sey=0.

Para determinarmos uma relagdo entre os pardmetros de ordem
macroscopico (Q") e microscopico (Q) para moléculas prolatas rigidas, escrevemos

a parte anisotrdpica da susceptibilidade magnética como sendo proporcional a Sj,

Axij = Nx;Ql, (1.13)
onde N representa a densidade de particulas e y; a anisotropia da susceptibilidade

magnética. Sendo Ay, ix = Ny;j, obtemos

Qi = Qif (1.14)
para prolatos rigidos. Além do mais, como os nematicos sdo normalmente
uniaxiais, podemos utilizar o parametro de ordem S ao invés de Q¥, até mesmo
porque S é normalizado (tem valor 1 para um estado perfeitamente ordenado e

zero para um desordenado).
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2.Viscosidade em fluidos

Como ja foi mostrado anteriormente, os cristais liquidos sao anisotropicos
e, consequentemente, as propriedades apresentadas por eles também o sdo. Neste
trabalho, daremos uma atencdo especial a viscosidade, que pode ser descrita em
termos de cinco coeficientes independentes [15]. Tal propriedade representa a
reacdo de um fluido ao cisalhamento causado pela acdo de forgas externas a ele.
Normalmente, tais forgas de reacdo no interior do fluido se anulam, por terem
mesma magnitude e sentidos contrarios. Além disso, considera-se o fluido como
um continuo, isto é, infinitamente divisivel, tornando-se possivel descrever as
propriedades do fluido utilizando-se teoria de campos, ou seja, essas propriedades

assumem valores que sdo fun¢des continuas da posicao e do tempo.

A seguir, nos dedicaremos ao estudo da viscosidade em um fluido e, para tal,
introduziremos alguns conceitos basicos pertinentes e completamente necessarios

para nosso desenvolvimento.

2.1. Atensao em fluidos isotrdopicos

As forcas que atuam em um meio continuo podem ser de dois tipos: forcas
externas, também chamadas de forgas de corpo, que atuam sobre as particulas do
corpo em resultado a uma agdo externa - como, por exemplo, a gravitacdo, as
forcas elétricas e etc. - e forgas internas, ou for¢as de contato, que atuam nas
superficies do corpo - como, por exemplo, a pressao, o atrito, etc. A tensdo em um
fluido, por ser uma forca de contato, descreve a maneira pela qual as for¢cas atuam
nas fronteiras do corpo. Para isso sdo necessarias nove quantidades, das quais seis
sdo somente para descrever o cisalhamento [16,17]. A seguir, iniciaremos o
processo de definicdo da tensdo em um fluido isotroépico.

Considere uma regido infinitesimal do fluido que circunda um ponto C,

como mostrado na figura 2.1 a seguir.
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L

5F;

Figura 2.1 - Representacdo esquematica de uma regido infinitesimal de um fluido

isotropico.

Uma forca de contato (6F) que seja aplicada em uma das faces (64) da superficie
que rodeia o ponto C sera transmitida dessa face a outra simetricamente disposta
em relacdo a primeira. A orientacdo de 4 é dada pelo vetor unitario 71, que é
normal a superficie direcionado para fora desta, ou seja, com o mesmo sentido da
transmissdo da for¢ca de contato. Tal for¢a pode ser descrita em termos de duas
componentes: uma tensdo normal (o,) a superficie onde atua e uma tensdo

cisalhante (t,) a essa superficie, tais que

S5F,, _ OF,

- ; T, = 1lIm
, n 54,0 6An:

= sam 5a (2.01)

On

onde o indice n associa as tensdes ao vetor 7, que é normal a superficie 64, e o
termo OF; representa a forca aplicada tangencialmente a superficie §A. E
completamente relevante reescrever as equagdes (2.01) em coordenadas

ortogonais, isto é, com as tensdes atuando nas componentes x, y e z. Dessa forma,

. OF;

O = 5141520 54, (2.02-a)
. OF;

Tij = SI/{L-QO 6Al (202-b)
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sendo que o primeiro indice das equagdes (2.02) da a dire¢ao da normal ao plano
considerado, e o segundo, a direcao da aplicacao da forca. Com isso, a tensdao num
ponto do fluido pode ser descrita como

Oxx Txy Txz

Tyx  Oyy Tyz |, (2.03)
Tzx Tzy Ogzz

onde as componentes da diagonal principal representam a pressao, geralmente
isotropica. Quando atuarem no sentido de dentro para fora, essas componentes

serao consideradas positivas.

O
T;L'z T_:L
| Ty
| T2y
| Tox| o 7 Oxx
J:_EH
Az
X

Figura 2.2 - Representacao de algumas das componentes das tensdes normais e

cisalhantes em um incremento de volume do fluido em questao.

2.1.1. Equacoes de equilibrio

A partir de defini¢des relacionadas as equagdes de movimento de um fluido,
poderemos demonstrar as condi¢des de equilibrio de um elemento de volume e,
como consequéncia, demonstrar algumas relagdes importantes entre as tensoes
analisadas nesse elemento. Para tal, usaremos uma unica notagdo para as tensoes:
7. As tensGes normais apresentardo indices iguais (t;;), enquanto as cisalhantes
apresentarao indices diferentes (Ti j). Dessa forma, na figura anterior, por exemplo,
usaremos 0y, = T,y, € assim por diante.

Considere, entdo, um elemento de volume em forma de paralelepipedo, com

superficies paralelas aos planos das coordenadas cartesianas, em equilibrio
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estatico. Daqui em diante nosso tensor t sera chamado de tensor de stress, e sera
funcao das trés coordenadas (x, y e z), isto é, 7, sera funcdo de x, y e z, assim como
cada componente de 7. Além disso, o tensor de stress sera uma funcao continua

diferenciavel, o que nos permitira escrever que

ot
T (X +dx,y,2) = Ty (x,y,2) + dxa—;x(x, Y, Z), (2.04)

para todas as componentes consideradas, sendo dx o comprimento da aresta do
paralelepipedo. A equacdo (2.04) nada mais é do que uma expansdo em série de
Taylor, considerando que os termos de ordem 2 ou superiores nao sao
interessantes para nossa analise. Além disso, enquanto em uma face teremos, por
exemplo, a grandeza descrita pelos dois termos no lado direito de (2.04), na face
oposta a essa teremos a grandeza —1,,, representando o stress contrario ao da face
considerada. Ou seja, enquanto na face da esquerda (vide figura 2.3) a forga é

representada por t,,dydz, contrariamente a ela, na face da direita, teremos

ot . . /
(Txx + azx dx) dydz, e assim por diante. Também, para cada componente, teremos

uma forga atuando no fluido (pressao), expressa por F;dxdydz.

or
Ty + gt dy
0 0Ty
| — ar
i Ty [+ é;y dx
— oy |
y Tzy B “ o1 2
| L , =g
)l;t 072z
Tzx Gz
P 0z
-

Figura 2.3 - Representacdo das componentes das tensdes normais e cisalhantes,

reescritas pela nova notacao, que contribuem para o momento ao redor do eixo-z.
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A primeira condicao de equilibrio a ser observada, dessa forma, sera que a
resultante das forcas (stresses) deve ser igual a zero. Com isso, baseando-se na
figura e na equagdo anteriores, escrevemos, na dire¢do x,

ot

xx 0Tyy
(Txx + o dx) dydz — Ty, dydz + | T, + Wdy dxdz — T, dxdz

(2.05)

ot
+ (sz + a—;x dz) dxdy — t,,dxdy + F,dxdydz = 0,

onde os indices do nosso tensor de stress representam, respectivamente, a direcao
da normal a face na qual o tensor de stress atua e a direcdo da atuagdo do tensor.

Dividindo a equacgdo (2.05) por dxdydz, obtemos

O0Tyxy O0Tyx 0Ty
E. =0 2.06
ax dy T T=E0 (2.06)

que, generalizado para todas as direc¢des, sera escrito como

i g =0 (2.07)
ax] ] ) .

sendo que i,j = 1, 2, 3, significando as dire¢des x, y e z, respectivamente.
A outra condicao de equilibrio é que o momento resultante nesse corpo seja
nulo. Tal condigdo nos conduzird a um resultado bastante importante nesta

andlise. Assim, se calcularmos o momento ao redor do eixo-z, tomando-o como

igual a zero, obteremos

ot dy dy ot
- (Txx + a_;x dx) dde7 + Txxdydz7 + <Txy + a—;y dx) dydzdx

ot Jat dx
— <‘L'yx + idy) dxdzdy + <Tyy + =2 dy) dxdz —

dy dy 2
dx asz dx dx 2.08
— Tyydxdz7 + <sz + wa dz> dxdy7 — szdxdy7 (2.08)

9 d d d
s dz) dxdy 73' + 7, dxdy 73' _ Fdxdydz 73'

+ (sz + PP

dx
+ Fydxdyd27 = 0.

Em seguida, se dividirmos toda a equacgao por dxdydz e tomarmos o limite desta

quando dx = 0,dy — 0 e dz = 0, encontraremos que
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Txy = Tyx, (2.09)
e, realizando a mesma analise para os momentos ao redor dos outros dois eixos,

obteremos as relacdes analogas a (09) para cada componente, nos conduzindo a

Tij = le‘.

Este ultimo resultado - as componentes fora da diagonal principal do tensor
de stress sdo iguais - propde que as tensdes cisalhantes, que sdo exercidas sobre
faces opostas do nosso paralelepipedo, sdo sempre iguais, mesmo que o fluido em
questdo ndo esteja em equilibrio. Matematicamente falando, o tensor de
cisalhamento sera uma matriz sempre simétrica, para o caso de fluidos isotrépicos.
Quando for o caso de fluidos anisotrdpicos, cristais liquidos, por exemplo, poderao
existir torques internos, o que nos conduzira a um resultado diferente deste ultimo

aqui apresentado.

Durante esta se¢do abordamos o conceito de tensor de stress por um ponto
de vista geométrico, uma vez que o objetivo deste trabalho é fornecer uma
abordagem geométrica para os coeficientes de viscosidade no tensor de stress de
um cristal liquido. No entanto, existem abordagens realizadas analiticamente para
a construcao desse tensor [59], o que acreditamos ser, apesar de interessante,

destoante com o objetivo deste trabalho.

2.2. Definicao de viscosidade

O conceito de viscosidade basicamente reside na consideragdo do atrito
interno existente entre as camadas, ou laminas, de um fluido em escoamento, ou
entdo a medida da resisténcia ao escoamento que este fluido oferece quando
sujeito a uma forca externa tangencial a essas camadas. No entanto, para nosso
trabalho faz-se necessaria uma definicdo um pouco mais especifica, o que significa
dizer que a viscosidade é uma propriedade mecdnica relacionada ao transporte
microscdpico de quantidade de movimento, ocorrendo quando hd uma tensdo que
produz cisalhamento no fluido [18]. Tal definicdo é apresentada dessa maneira de
modo a definir essa propriedade pela utilizacdo de conceitos que ja estdo sendo

utilizados neste trabalho.
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Suponha que nosso fluido apresente um escoamento na dire¢ao positiva do

eixo-x, e que sua velocidade dependa apenas de sua posi¢cdo em relagdo ao eixo-y.

Y
A v,

Figura 2.4 - Representacao grafica do perfil da velocidade de um fluido em um

fluxo laminar.

De acordo com a figura anterior, para cada camada do fluido que
analisarmos, havera uma camada superior cuja velocidade serd maior do que a da
considerada, além de outra inferior, com velocidade menor do que a da camada
observada. Devido a interacdo molecular entre as camadas observadas, as
moléculas da camada superior atuam sobre as da inferior, o que fornecerd um
aumento na sua velocidade. Analogamente, as moléculas da camada inferior
atuarao sobre as da molécula superior, o que acarretara numa diminuicdo de sua
velocidade. Assim, podemos dizer que toda essa interacdo produzird um

transporte de momento que sera proporcional ao cisalhamento entre as camadas.

Entdo, um elemento fluido, considerado estar entre duas camadas infinitas,
que se move com velocidade constante, vy, devida a influéncia de uma forga
exercida pela placa, §F,, estard sujeito a uma tensdao de cisalhamento, como

definido em (2.02-b),

- 1 SF,
% = 52,00 54, (2.10)

sendo 84, a area do elemento em contato com a placa.
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Figura 2.5 - Representacao esquematica de um elemento de fluido sob

cisalhamento.

Suponha que este elemento seja deformado, durante um tempo 6t, da posicao
MNOP para M’'NOP’, como mostrado na figura anterior. Pela defini¢do, sendo a a

deformacdo sofrida por ele, a taxa de deformacao sera dada por
da I da
9t 6100 8t

Por outro lado, para descrevermos a tensdo de cisalhamento (2.10), deveremos

(2.11)

expressar (2.11) em termos de quantidades mensuraveis. Assim, considere que

8l = v, 8t, (2.12)

ou ainda, para angulos muito pequenos,

6l = byda. (2.13)
[gualando (2.12) e (2.13), obtemos

da _ 6v,

P (2.14)

Assim, podemos perceber que a tensao de cisalhamento, representada pela taxa de
deformacdo, é proporcional ao gradiente da velocidade, como demonstrado em

(2.14).
Para a maioria dos fluidos, Newton definiu que

OV,
Tyx = ’7@' (2.15)
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sendo n a viscosidade do fluido em questdo. Assim, os fluidos que obedecem a
(2.15), isto é, apresentam uma relacao linear entre a tensao de cisalhamento e o

gradiente de velocidade, sdo chamados de newtonianos. Os cristais liquidos sao

. ~ . . ~ SVx _~ s q: . e
fluidos ndo-newtonianos, pois a relagao entre 7,,, e 6—; nao é linear, o que significa

que a viscosidade ndo é definida simplesmente por 7. Ainda, outro fator
interessante a esse respeito é que, pelo fato de as moléculas constituintes dos CLs
serem anisotrdpicas, elas apresentam uma orientacdo na direcdo do proprio
cisalhamento [16]. Com isso, a equacdo (2.15) devera ser reescrita, mostrando que,
para esses fluidos, a viscosidade sera determinada por varios coeficientes,
conhecidos como coeficientes de Leslie. Outro estudo, a ser desenvolvido
posteriormente, também conduzira a uma relacao - conhecida como Relagdo de
Parodi - entre esses coeficientes, reduzindo o nimero de coeficientes, além de

demonstrar certa relacao entre eles.

2.3. O tensor de stress - definicio

Nesta secdo, nosso interesse ndo esta em deduzir uma relacdo geral para o
tensor de stress, mas sim apenas defini-lo de uma maneira adequada, a fim de que
o estudo dirigido aqui possa seguir adiante. Assim, a proposta ¢é definir o tensor de

stress, pois, no capitulo 4, sua utilizacdo sera imprescindivel.

E sabido que a tensdo em cada ponto de um fluido continuo é descrita por nove
componentes (sendo que trés delas sdo dependentes umas das outras e as outras
seis, independentes) representadas por og;; - quando i # j, g;; = 7;; (tensdo de
cisalhamento); quando i = j, g;; (tensdo normal, ou pressao), ou seja,

011 T1iz2 T22

o=|T21 022 T33
T31 T32 033

. ~  0vj . . ~
Sabe-se também que a taxa de deformacao 6_x] esta relacionada com a tensdo de
i
cisalhamento. No entanto, essas duas ultimas sido definidas como tensores de
segunda ordem, que sdo compostos de trés partes: uma isotrépica e duas

anisotroépicas - tensores de traco nulo - (uma simétrica e outra antissimétrica). As

componentes da parte anisotrépica antissimétrica trocam de sinal quando ha a
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reflexdo dos eixos, diferentemente do que ocorre com as componentes da parte

simétrica. Dessa forma, podemos escrever o tensor o;; como sendo

1 1 2 1
Oij = §6ij0mm + 2 (Uij + 0;; — §6ij0'mm) + E(O'ij - O']l) (2.16)

O primeiro termo da equacdo acima é referente a parte isotropica, o segundo
termo a parte anisotropica simétrica e, o ultimo, a parte anisotrdpica
antissimétrica, sendo Oy, = Oxy + 05y + 05, = —3p. Com isso, sendo a;; = gj;, a

parte anisotrépica simétrica de (2.16) serd reescrita sob a forma

1 2
E(Uij + 05 — §5ij0mm) = 05 + 650 = qyj- (2.17)

J4, para a parte anisotrdpica antissimétrica, teremos

1

~ 6vj
Analogamente, para a taxa de deformagdo 5., teremos
i

dv; 1 _ 0v,, 1(dv; dv; 2 _ 0vy, 1(0v; Oy
——==0jm—ts|\lz=t 36— |tz —5) (2.19)
dx; 3 70x, 2\0x; dx; 3 7 0xp, 2\0x; O0x;
apresentando também uma parte isotrépica,
1_ adv, 1_ o
§6UM = 5611 V- v, (220-3)
uma parte anisotrépica simétrica,
1 Ovj_l_avl- 25 0vm\ 220h
2\0x;  0x; 3 7Y oxp = Yip (2:20-b)
e uma parte anisotrépica antissimétrica,
1 aU]’ avi —w 220
2 Oxi ax] B Y ( -C)

onde W tem a fung¢do de descrever a taxa de rotagdo do meio. A quantidade W;;
. ~ ~ 1,
tem seis componentes nao nulas, que sdo as componentes dos vetores 1o, sendo

& a vorticidade. Além disso, na equagdo (2.20-b), y;; descreve um fluxo, que esta

sujeito a cisalhamento, livre de vorticidade.
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O fato de decompormos o tensor (2.19) em trés partes - uma isotropica e

duas anisotropicas - significa que ele pode ser descrito como a combinacao de um

fluxo divergente, de um fluxo irrotacional (quando y # 0) e um rotacional (W * 0).

=<'_\T/_',+ N +\\T//
= AP NNV

Tensor gradiente de Sfluxo fluxo Sfluxo
velocidade divergente rotacional irrotacional

Figura 2.6 - Representacdo geométrica do tensor gradiente de velocidade. O
esbo¢o do fluxo rotacional representa y = 0, enquanto o do fluxo irrotacional

representa W = 0.

. . ; dv; .
Para o caso de um fluido incompressivel, teremos a—‘ =V-v =0, que, na figura

Xi

anterior, implica na auséncia do primeiro diagrama do lado direito da igualdade.
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3. Relagoes reciprocas

3.1. Conceitos basicos - afinidades e fluxos

Antes de estudarmos as relacdes reciprocas de Onsager, temos de definir
algumas quantidades que nos auxiliardo no entendimento dessas relagdes. Uma
dessas quantidades sera util para descrever a forca que dirige um processo
termodinamico (for¢a diretora), e a outra descrevera a resposta a essa forca.

Os processos de maior interesse sdo 0s que ocorrem em sistemas continuos,
como, por exemplo, o fluxo de energia em uma barra com um gradiente continuo
de temperatura. Entretanto, para sugerir o melhor modo de escolha dos
parametros em cada sistema continuo, é necessario considerar, primeiramente, o
caso relativamente simples de um sistema discreto. Um processo tipico de um
sistema discreto seria o fluxo de energia de um subsistema homogéneo para outro
ao longo de uma particdo diatérmica infinitamente fina [19-23].

Vamos considerar um sistema composto de dois subsistemas, onde a
entropia S, = S(X,), para k = 1,2, pode ser escrita sob a forma S + S’ = Sy.
Dessa mesma forma, qualquer outro paridmetro extensivo tem valores X, e X'y
nesses subsistemas, e, por estarem isolados, temos

X+ X' =Xp (3.01)
como sendo constante. Se X, e X'y, nido tém vinculos, entio seus valores de

equilibrio sdo dados pela anulagdo da quantidade

?=<6_50> =(a(5+5’)> =aS—aS,=F—F’ 3.02
=% X )y 0K oxy KTk (3.02)

Assim, se Fj, é zero, o sistema esta em equilibrio, mas se Fj é diferente de zero,

ocorre um processo irreversivel, que leva o sistema para o estado de equilibrio. A
quantidade Fj, que é a diferenca dos parametros intensivos (na representacao
entropica), atua como uma “forca generalizada” que “conduz” o processo. Tais
forcas generalizadas sao chamadas afinidades. Quando a afinidade e o fluxo sdo do
mesmo tipo, o fendmeno é dito direto, como no caso de um fluxo de calor
produzido por um gradiente de temperatura. Por outro lado, quando um fluxo de
um tipo é induzido por uma forca de outro tipo - por exemplo, escoamento de
fluidos ou transporte de compostos ionicos induzidos por um gradiente de

potencial elétrico - o fendmeno é dito acoplado.
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Consideremos, entdo, dois sistemas separados por uma parede diatérmica.
Fazendo X, ser a energia interna U, entao

- _as aS':>
k=ou au’'

1 1
F o 3.03
KTTror (3.03)

Isso quer dizer que nenhum calor flui pela parede diatérmica se (3.03) é igual a
zero. Mas, uma diferenca nao-nula entre o inverso das temperaturas atua como
uma forca generalizada, conduzindo o calor entre os subsistemas. Da mesma
forma, se X, for o volume V,
g 05 _05 050U 95 oU'_
ov. oV’ oauaov auU' av’
PP

Fr=——=
T T
e, analogamente, se X} for o nimero de constituintes do sistema, teremos

noow
Fp==—=
k T TI

Vamos definir a resposta a forca aplicada pela taxa de variacdo do

parametro extensivo Xj,. Entdo, o fluxo ¢;, sera

ka
= 4 3.04
(o7 dt ( )

Dessa forma, o fluxo desaparece se a afinidade desaparece, e é diferente de zero se
a afinidade também o é. Essa é a relacdo entre fluxos e afinidades que caracteriza
as taxas de processos irreversiveis.

A identificacdo das afinidades em um tipo particular de sistema é
frequentemente feita, de forma mais conveniente, através da considerac¢do da taxa
de produgdo de entropia. Diferenciando a entropia S(X,, X4,...) com relacdo ao

tempo, temos

ds S dX,
dt i 0X); dt (3.05-a)
ou entao,
ds
T z Frdx (3.05-b)
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Dessa forma, a taxa de produgdo de entropia é a soma dos produtos de cada fluxo
com sua afinidade associada.

As equagdes de producdo de entropia sdo particularmente tuteis quando
estendemos a definicdo de afinidades para sistemas continuos. Se, por exemplo, o
calor flui de um subsistema homogéneo para outro, através de uma particdo
diatérmica infinitamente fina, a forca generalizada sera dada por (3.03), mas, se o
calor flui ao longo de uma barra de metal, na qual a temperatura varia de uma
forma continua, é dificil aplicar nossa definicdo anterior de afinidade. Nao
obstante, podemos calcular a taxa de producdo de entropia, e, em seguida,
identificar a afinidade.

Consideremos, entdo, um sistema tridimensional no qual existam fluxos de
energia e matéria, conduzidos por forgas apropriadas. Como fluxos, escolhemos as
componentes dos vetores densidades de corrente de energia e matéria. Assim,
associado a energia U, temos os trés fluxos de energia (¢ox, oy, Poz), que sdo as
componentes do vetor densidade de corrente J,. Por definicdao, o médulo de J, é a
quantidade de energia fluindo através de uma unidade de area (ds) por unidade
de tempo (dt), e a direcdo de J, é a direcdo desse fluxo de energia. Da mesma
forma, a densidade de corrente pode descrever o fluxo de um componente quimico
particular por unidade de drea em uma unidade de tempo.

Um problema que imediatamente surge é o de definir a entropia em um
sistema de ndo-equilibrio. Para isso, associamos uma entropia local S(Xy, X5, ...) a
uma regido infinitesimal, onde, por definicdo, a dependéncia funcional de S dos
pardmetros extensivos Xy, X;,.., é tomada como idéntica a dependéncia no
equilibrio. Ou seja, simplesmente adotamos a equacdao fundamental de equilibrio

para associar a entropia local aos parametros locais X, X3, ... . Assim,
dS = Z deXk (306'3)
K
ou, para um incremento de volume,

ds = 2 Frdoxy (3.06-b)
k

E importante ressaltar que a soma em (3.06-b) omite o termo referente ao volume,

0 que a faz ter um termo a menos do que (3.06-a).
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Novamente, o pardmetro intensivo local F) é considerado ser a mesma
fungdo dos parametros extensivos, como seria no equilibrio. Isso decorre do fato de
ter sentido fisico tomar a temperatura variando continuamente em uma barra, a
despeito de a termodinamica implicar na existéncia da temperatura somente em
sistemas em equilibrio.

A equacdo (3.06-a) sugere, imediatamente, uma definicdo razoavel de

densidade de corrente de entropia Js,
Js = Zﬂ-"k]k (3.07)
k

onde Ji é a densidade de corrente dos parametros extensivos X;. A magnitude do
fluxo de entropia /5 é a entropia transportada ao longo de um incremento de area
por unidade de tempo.

A taxa de produgdo local de entropia é igual a entropia que deixa essa regido,

somada a taxa de aumento da entropia dentro da mesma. Se s denota a taxa de
produgdo de entropia por unidade de volume e (as/at) representa o aumento da

entropia por unidade de volume, entao

. _95 o, 3.08
$ at+V]5 (3.08)

Como os varios parametros extensivos nao podem ser criados nem destruidos,
entdo as equacgdes de continuidade para esses parametros terao a forma

0xy
had.3 o] = 3.09
5% +V-Jx=0 (3.09)

Entretanto, ainda ndo estamos preparados para calcular $ explicitamente, e entdo
identificar as afinidades em sistemas continuos.

O primeiro termo de (3.08) pode facilmente ser obtido através da relacao

(3.06-b). Assim,
ds dxy
Frin Z Feage (3.10)
K

e, o segundo termo de (3.08) pode, também, ser facilmente obtido tomando o

divergente na equacao (3.07), fornecendo

V-15=V-(2Tk]k)=ZVTk-]k+ZTkV'Jk (3.11)
k k k
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Com isso, a equacgdo (3.08) pode ser reescrita sob a forma

. dxy,
§= E Fegr T E VFi Jik + E FiV - Jk (3.12)
K K K

e, por (3.09), vemos que os primeiro e terceiro termos de (3.12) se cancelam,

fornecendo
$ = Z VFi* Ji (3.13)
k

Embora, na representacdo da entropia, a afinidade seja definida como a diferenca
entre pardmetros intensivos para sistemas discretos, ela é o gradiente, nessa mesma
representagdo, desses pardmetros em sistemas continuos. Ou seja, se J,, representa a

componente z da densidade de corrente de energia, a afinidade associada Fy, é
1 . :
v, (;), ou a componente z do gradiente do inverso da temperatura, €, se J, denota

a densidade de corrente do k-ésimo constituinte (o nimero de constituintes do k-

ésimo componente fluindo por uma area infinitesimal por segundo), a afinidade

associada a Ji, é Fy, = =V, (%)

3.2. Asrelacoes de Onsager

3.2.1. Equagdes fenomenoldgicas - os coeficientes de Onsager

As equacdes fenomenologicas descrevem a maneira pela qual os fluxos
dependem do gradiente dos parametros intensivos F;. A lei de Ohm, que relata o
fluxo de elétrons em um condutor com um gradiente de potencial, € uma equacao
fenomenologica especialmente simples. Enquanto os parametros intensivos
naturais nao sejam a configuracdo mais conveniente para o uso pratico, o

aparecimento na equagao
o= FJi20 (3.14)
i

onde o = (as/at), nos sugere uma vantagem ao usar seu gradiente na primeira

formulacao das equag¢des fenomenoldgicas, e transformacdes subsequentes para
formas mais convenientes.
Sabemos que os fluxos se anulam quando as forcas se anulam. Uma

expansao em série de Taylor da equacgao
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Ji =Ji(Fo,Fy, .., ) (3.15)

iniciara, dessa forma, com termos lineares nas forgas, fornecendo-nos

n

Ji = Z (Z—é)() Fj+ - (3.16)

Jj=0

onde o indice 0 denota que a derivada pode ser calculada para todos os F; = 0, e é
entendido que os parametros intensivos locais e seus gradientes, exceto Fj;, sdo
mantidos constantes durante a diferenciacdo. Se os gradientes siao todos
suficientemente pequenos, os termos de ordem superior nessa expansdo podem
ser desprezados, e as equagdes fenomenoldgicas sdo, entdo, lineares nas forcas

diretoras. Daqui em diante, faremos essa aproximacgao, e introduziremos a notagao

Lo dJ;
ij = G_F} X (3.17)

As equagdes fenomenolégicas se tornam, entao,
n
]i :ZLUF}, i = 1,2,...,Tl (318)
j=0

Esses coeficientes L;; sdo conhecidos como coeficientes fenomenoldgicos de
Onsager. Eles sao independentes dos gradientes locais, mas dependem dos estados
intensivos locais. As equagdes (3.18) sdo chamadas equagdes fenomenoldgicas
lineares, lembrando que a linearidade aqui se refere as poténcias dos gradientes, e
nao as poténcias para as quais T, 4, etc. aparecem nas equac¢oes fenomenoldgicas.

Algumas restricdes aos sinais dos coeficientes de Onsager sao provenientes
da exigéncia de que a taxa de produg¢do da entropia seja positiva. Combinando as

equacgodes (3.18) com as (3.14), temos

J

i
Tomando todos os gradientes como sendo zero, exceto um, segue que, para cada e
todo i, temos L; = 0. Em muitas situaces importantes, somente dois fluidos estdo
envolvidos. Assim, por exemplo,
0 = LooF§ + (Loy + Lig)FoFy + L1 Ff =2 0

Para que isso seja possivel, é necessario que, por exemplo,
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(3.20)
Lll 2 O
Os coeficientes L;; sdo chamados coeficientes primdrios, ou diretos, porque
eles relacionam o fluxo de uma quantidade ao gradiente da forca diretora

conjugada ao mesmo. Os coeficientes L;;, para i # j, sdo chamados coeficientes de

acoplamento, pois relacionam os fluxos induzidos aos gradientes das outras forgas.
O conceito de producao de entropia requer que todos os coeficientes primarios
sejam positivos. Para os coeficientes de acoplamento, uma condi¢do similar a
terceira das equacgdes (3.20) pode ser obtida para sistemas com mais do que dois
possiveis fluidos.

3.2.2. 0 postulado da reciprocidade de Onsager

Mencionamos anteriormente que a escolha dos gradientes dos parametros
intensivos naturais como as forgas diretoras oferecia certa vantagem. Analisando
as equacoes para sistemas de dois fluidos envolvidos, vemos que a entropia tem
uma forma muito simétrica em termos dos coeficientes de Onsager e as forcas de
transmissdo. Os dois coeficientes L; e L;; tém as mesmas dimensdes e aparecem
exatamente na mesma forma na expressdo da producdo de entropia. Podemos
esperar, assim, que exista uma relacdo entre esses dois coeficientes, e esse é
realmente o caso. Dessa forma, os resultados de uma teoria microscépica sugerem
que os coeficientes de Onsager satisfacam uma relagdo reciproca na qual

Lij = Lji (321)
A teoria também prediz que essa relacdo deva ser modificada no caso da presenca
de um campo magnético externo. Mas, como este resultado ndo nos interessa, nos
restringiremos somente a equacao (3.21).

E importante lembrar que o postulado da reciprocidade se aplica somente
quando os fluxos de energia e matéria sdo expressos em termos dos gradientes de
parametros intensivos naturais, e ndo se aplica, necessariamente, a fluxos e forcas
escolhidas.

Teorema da reciprocidade de Onsager

As relagdes reciprocas de Onsager podem ser consideradas como sendo a
base da Termodindmica irreversivel linear. Elas emergem como uma consequéncia

do Teorema da Reciprocidade de Onsager.
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Deduc¢ao do teorema
Consideremos um sistema em equilibrio, no qual centraremos nossa

atencdo as flutuagdes espontaneas. Primeiramente, consideremos
(6X;0X, (7)) (3.22)
que é o produto médio do desvio 5)?]- com o desvio 6X, (que é a entidade posterior

observada um tempo t apdés o anterior). Considerando que ndo exista campo
magnético externo, por simplicidade, o principio de simetria do tempo requer que

arelacdo (3.22) seja invariante se trocarmos T por —t, ou seja,
(5)?]-5)?,((1)) = (5)?j5)?k(—r)) (3.23)
ou, desde que somente os tempos relativos nos dois fatores sejam significantes,
(6)?j6)?k(r)) = (6)?]-(1)6)?k) (3.24)
Subtraindo (5}?j5)?k) de ambos os lados da equagdo, e dividindo tudo por T,

teremos

. 6%, (1) — 6X 5X:(t) — 86X,
(5Xj Kk ( ?[ k) — ]( ) ]5Xk> (3.25)
Tomando o limite para T = 0, podemos escrever a equagao seguinte em termos das

derivadas temporais, sendo
(6R,6X,) = (6X;6%,) (3.26)

Consideremos, agora, que o decaimento de uma flutuacdo &X) seja
governado pelas mesmas leis dinamicas lineares como siao o0s processos

macroscépicos:
65X, = z Ly OF; (3.27)
i

Substituindo (3.27) em (3.26), teremos

i i
Entretanto, temos?! que
6 o\ k-1 =j
(8%,6F,) = { 0 i (3.29)

onde k é a constante de Boltzmann. Assim, obtemos, de (3.28), que

‘A dedugdo deste resultado sera apresentada no apéndice desta tese.
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Lij = Lji (330)

que é o teorema de Onsager na auséncia de campo magnético.
Essa dedugdo apresentada é a mesma dada por Lars Onsager. Ademais, o
fato de assumirmos que leis dindmicas macroscopicas podem ser aplicadas ao
decaimento de uma flutuacao espontanea nao é tao simples assim. Justificar esse

fato requer uma analise com uma mecanica estatistica mais complexa.

3.3. 0 teorema de flutuacao e dissipacgao e as relagdes de Onsager
3.3.1. Teoria de flutuagoes
Considere um sistema adiabaticamente isolado, com x! variaveis, onde
i =1,...,n, que, no equilibrio, assumem valores
xt=xf +at (3.31)
sendo ' a flutuagdo ocorrida nessas variaveis. A entropia em um estado diferente

do estado de equilibrio serd § = Sy + AS, com
1 -
AS = ——Z Sixata (3.32)
2L

onde S;;, é positiva por defini¢do. A distribuicdo de probabilidade para o' sera dada
por

ekdSdal ... da™

w(al, .., aMdal ...da™ = [ o™ dat _da (3.33)
sendo k a constante de Boltzmann. Definindo
Vi = stikak (3.34)
teremos
(yia') = kS (3.35)

que, nada mais é do que a média sobre um ensemble microcandnico de sistemas,
ou entdo uma média temporal para um unico sistema. Da equacdo (3.34),

escrevemos
al = Z Sty (3.36)
l
sendo SY a matriz reciproca de S;j. Por isso, obtemos

(atal) = kSY (3.37)

34



A variavel y;, definida em (3.34), sera, posteriormente, denominada varidvel
conjugada.

3.3.2. Reversibilidade macroscoépica

Suponha que a' seja mesmo fun¢do das velocidades das particulas
individuais, tal que sejam invariantes quando t é trocado por -t (invariancia
temporal). Quando dizemos que o comportamento futuro de um sistema pode ser
descrito pelos valores de a’ e t, e sera idéntico ao seu comportamento passado,

estamos afirmando que
(ak(t + T)al(t),...,a”(t)) = (ak(t - T)al(t),...,a"(t)> (3.38)
Multiplicando (3.38) por a!(t) e tomando a média sobre todos os valores possiveis
de al(t), ..., a™(t), encontramos
(@' (®)dl(t + 1)) = (a' ()l (t — 1)) (3.39)
sendo possivel, novamente, interpretarmos essa média como sendo sobre o
ensemble total micro canénico ou como a média temporal sobre um sistema
simples. Da mesma forma, se um nimero B* de variaveis sdo diferentes funcdes

das velocidades, nés temos
(BA(t + ) pie),..0v M) = (=Bt - T)_gi(e),...~B(6) (3.40)
fornecendo, novamente,
(BA()B*(t + 1)) = (BB (t — 1)) (3.41)
Vamos, agora, combinar um numero das mesmas quantidades at e das
quantidades diferentes . Com isso,
(@*(t + Dgre),an:p2©),.0v @) = (@ = Dar),ar@i-pr©),..-7) (3.42-a)
(Bt + Dar(o),..an)pr@),..071) = (B = Darg),.am@)-pr(0),...~pvt)) 3.42-b)
que implica em
(a' () (t + 1)) = (=a' (OB (t — 1)) (3.43)
Se ha um campo magnético externo, as equacgdes (3.39), (3.41) e (3.43) somente

serdo validas se reescritas sob a forma
(@'(®)ak(t + 1, H)) = (@' (t)a®(t — T, —H)) (3.44)

e assim por diante.
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3.3.3. Regressao das flutuacoes

Vamos transformar as equagdes macroscopicas

@l = Z Liay (3.45)
k

em
G = Z pky, (3.46)
k

Assumimos que as mesmas equagoes descrevem o comportamento médio das
flutuagdes no seguinte sentindo: existe um intervalo de tempo 7; tal que, para
T>1, mas T K T (onde T é o tempo no qual, de acordo com as nossas equagdes,

um disturbio no equilibrio é reduzido de forma significativa), entdo

(@i(t + Dare,.ange) — @ () = Tzkpikyk(t) (3.47)

Deve haver certo cuidado ao se escrever o'

[a'(t+) —a'®)]/

no lugar de

uma vez que essa expressio é uma conseqiiéncia da

reversibilidade microscopica, cujo valor principal da derivada é zero. O intervalo
de tempo t; é obrigatério para se estabilizar um estado de fluxo estavel, e a
condi¢do onde 7; é pequeno, comparado com o tempo em que a deducdo a partir
do equilibrio é reduzida de forma consideravel, impde evidentemente algum tipo
de limitagdo na mecanica do sistema. Deveria ser percebido, por outro lado, que
muitas aplicagdes macroscépicas sdo baseadas essencialmente na mesma
condi¢do. Dessa forma, é por esse significado ndo tdo evidente que uma série de
equacgoes, aplicadas originalmente em dedug¢des comparadas com flutuacdes,
podem ser aplicadas também ao comportamento médio dessas mesmas flutuagoes.
Multiplicando a equacio (3.47) por a!(t) e tomando a média, teremos

(@' ai(t + 1) — ' (D)]) = p'k (3.48)
Analogamente,

(@'[at(t — 1) — ' (D)]) = p'k (3.49)
Pela equacao (3.39), os lados esquerdos das equagdes acima sdo iguais. Portanto,
teremos

ptt = pt (3.50)
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que € a relacdo fundamental de Onsager. A mesma relacdo também € valida para a
analise com as variaveis [, que fornecerao, por exemplo,

pH = pt (3.51)

Por outro lado, quando ambas as quantidades (a e ) entram na equacgdo, a

analise se torna um pouco mais complicada. Por exemplo: para o caso da entropia,

teremos

AS = —%{Z Sua'a® + Z SwB B}

e, além disso, as quantidades conjugadas formarao dois grupos:

Yi = Zsikak ; VA= ZS/‘W“V

As equagdes macroscopicas serdao

a' = Z P Ym + Z P12
m A

pt = Z PV + Z Py,
m n

que, apds o mesmo processo de andlise, fornecerdo as relacdes de Onsager, para
cada coeficiente p, lembrando que, com a presen¢a de um campo magnético, o

coeficiente p torna-se dependente de H.

37



4. Os Modelos Hidrodinamicos e os

Coeficientes de Viscosidade

A maior parte das perturbagdes em sistemas de muitos corpos ocorre em
tempos muito pequenos. As equag¢des hidrodinamicas, ou modelos hidrodinamicos,
sdo aquelas que descrevem a propagacdao das perturbacdes nas densidades e
correntes locais que correspondem as quantidades conservadas. Existem varios
modelos propostos na literatura, mas para nosso caso, nos cristais liquidos
nematicos, comentaremos trés deles: o modelo ELP (ou ainda modelo Ericksen -
Leslie - Parodi [19, 24, 25]), o modelo cinético [26 - 29] e 0 modelo de conexdo

afim [13, 30 - 32].

O modelo ELP se fundamenta nas equa¢des de movimento de um fluido
isotropico assim como na equac¢do de movimento do diretor. Este modelo mostra
que a dissipacdo devida ao escoamento desses materiais deve ser caracterizada
por seis coeficientes de viscosidade, sendo que cinco deles sdo independentes. O
modelo cinético, proposto por M. Doi, descreve a viscosidade anisotropica de um
cristal liquido nematico. Na realidade, o modelo foi sugerido como uma teoria
molecular para a dinamica de polimeros em solu¢cdes concentradas, mas sua
extensdo para cristais liquidos ¢é eficientemente capaz de explicar
microscopicamente a anisotropia observada nos coeficientes de viscosidade. Este
ndo sera apresentado neste trabalho uma vez que daremos atencdo aqueles
modelos mais relacionados com os resultados publicados. O modelo de conexao
afim, proposto por S. Hess, expressa os coeficientes de viscosidade de um cristal
liquido nematico em termos da viscosidade de um fluido de referéncia composto
por particulas esféricas e da razao entre os eixos das particulas ndo-esféricas que
sao modeladas como elipsoides de rotacdo. Além disso, sua caracteristica
fundamental é o uso de um potencial de interacdo nado-esférico obtido de um
esférico por meio de uma transformacao afim que caracteriza a anisotropia da

forma de uma molécula.
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4.1. 0 modelo de Ericksen - Leslie - Parodi (ELP)
Conservagdo do momento angular

Como foi dito anteriormente, este modelo baseia-se nas equacgdes de
movimento de um fluido isotrépico. Dessa forma, iniciaremos sua apresentacdo
por meio das leis de conservacao da mecanica do continuo. Assim sendo, considere
que o volume ocupado por um corpo em um dado instante t é V(t), o vetor posicao
é 7 e o vetor velocidade é v, para um sistema cartesiano em um referencial inercial.

Com isso, a massa do corpo sera

m= fV pdV. (4.01)

Como o volume é dependente do tempo,

dm_ 4 f dv —f (dp+ a”")alv (4.02)
ac ae\), ¢ )7 ), \ar T Pax '

equacdo esta que foi obtida aplicando-se o conceito de derivada material2. O

momento linear p; sera

pi=[ viav (4.03)
%4

e o momento angular das particulas em torno da origem sera

H; = J (Ti X Ul)pdV [404)
v
As leis de Newton afirmam que

H; =L; (4.06)
(a variacdo do momento angular é igual ao torque total aplicado ao redor da

origem).

Para determinarmos F;, temos de saber que existem dois tipos de forgas:

FORCAS EXTERNAS, ou de corpo, que atuam diretamente sobre todas as particulas

2D _oA
E—at+(a V)A
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que constituem um corpo, sendo resultado de alguma acdo externa (exemplo:
gravitacdo, forcas elétrica e magnética, etc.). Elas sao definidas como a forga por
unidade de volume, ou seja, fﬁ-dV. Por outro lado, as FORCAS INTERNAS, ou de
contato, sao aquelas que atuam através da superficie do corpo (exemplo: pressdo).
Como ja mencionado, em um ponto P sobre uma superficie dS, a for¢a de contato
normalmente é definida como sendo a forc¢a t; que atua sobre a drea unitaria dS ao
redor deste ponto. A intensidade dessa forga foi chamada de tensor de stress, que

definimos como | t;dS.

Entdo, a definicdo generalizada para a forca total que atua sobre um corpo

que ocupa uma regido V do espaco interna a superficie S sera

S |4

Da mesma maneira, o torque (r; X F;) ao redor da origem sera definido como

L; = f (T'i X tl)dS +J- (Ti X f)dV (408)
S %4 '

Substituindo as equacgdes (4.07) e (4.08) em (4.05) e (4.06) teremos

s v
. (4.09-b)
H; = f (T'i X tl)dS +J- (T'i X fl)dV
S v
Também, por (4.03) e (4.04), as equagoes (4.09) fornecem
d
dt \%4 S \%4
d (4.10-b)
—f (T'i X Ul)pdV = f (TL' X tl)dS +J (TL' X f)dV
at J, s v '
Outra maneira de escrever as equagoes (4.04) e (4.08) pode ser
Hi =J- el-jkxjvkpdV [411)
|4
e
Li = f e,-jkxjtde +J- eijkx]'fkdv [412)
S v

Com isso, a equagdo (4.10-b) podera ser reescrita como sendo
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(4.13)

d
E-f eiijjUkpdV = J el-jkx]-tkd5+f el-jkxjfde
|4 S |4

Como foi visto no capitulo 2, para um fluido nao-newtoniano, a for¢ca de
contato pode ser expressa em termos de suas componentes gj;, ou seja, t; = 0V,
ao invés do que descreve a equagdo (2.15), sendo gj; o tensor de stress e v; o vetor

unitario ao longo da normal que sai de dS. Fazendo uso dessa definicdo e do

teorema do divergente3 nas equagdes (4.10-a) e (4.13), teremos que
d J dv = J 9% £ pav (4.14)
ac), TP T ), oy fi)p '

d (4.15)

0
dt eijkxjvkpdv = el]kx]fk + el]k (xjalk)
v |4
além do que, utilizando o conceito de derivada material no primeiro termo de

(4.15), obtemos ainda

] ) 0 (4.16)
€ijkXj =7 ot (Uk,D) + (el]kxjvkpvl) - el]k fk + el]k a (x O-Ik)

Uma vez que e;j € antissimétrico e v;vy é simétrico em relagdo a j e k, o segundo

termo de (4.16) pode ser reescrito como

? 9 ~ 9 (4.17)
a_xi(eijkxjvkpvl) = eykPVjVi + eijkxja_xl(pvkvl) =0+ eijkxja_xl(pvkvl)

enquanto o ultimo termo de (4.16) sera

axjo'lk aﬂlk (418)
eijka—xl €ijkOik + €ijkXj 3 a

Portanto, aplicando as equacgdes (4.17) e (4.18) na equacao (4.16), obtemos

d d aO'lk
eijkxja(vkp) + eijkxja_xl (vkpvl) l]k fk + el]ko- ik + el]k Ox X =
d ) oy,
€ijj 7 (Ukp) toe (Vkpvz) fre — ox, —ejk0jr =0 (4.19)

Da mesma maneira, usando o conceito de derivada material na equacdo (4.10-a)

além do teorema do divergente, teremos

* Teorema do divergente (ou Teorema de Gauss):
fV V-AdV = fs A-ndS

41



v at ax] v (')x]

que nos fornece

dv;p N a(pvivj) _ daj;

dt ax] ax]

+ fi (4.21)

Pela equacdo (4.21) podemos perceber que os termos entre colchetes da

equacdo (4.19) se anulam, fornecendo assim

eijkOjx = 0 (4.22)
ou ainda gj;, = oy;, mostrando, em conformidade com o resultado apresentado no
capitulo 2 (secao 2.1.1), que o tensor de stress é simétrico, satisfazendo a lei da

conservacao do momento angular.
Conservacado da energia

Outra caracteristica importante a ser considerada no movimento do

continuo é a conservagdo da energia. Pela primeira lei da Termodinamica,

AE=Q+W (4.23)
significando que a energia (E) de um sistema pode ser alterada pela absorg¢do ou
perda de calor (Q) e pela acdo de trabalho (W). Também, podemos escrever a
equacdo (4.23) em termos das taxas de variacao:

dE _dQ , W
dt dt dt

Uma vez que a taxa de calor transmitido através de dS na direcdo v; é considerada

(4.24)

ser h;v;dS, e que, dS serd composto das mesmas particulas, a taxa de variagdo do

calor sera definida como

d oh;
2« _ —J hividS = —J —dV (4.25)
dt S v 0%

Entretanto, a taxa de variacdo do trabalho realizado sobre o meio considerado

pelas forcas fiem Ve tiem S sera

aw
—_— = f tividS +J fividV =
dt s v

aw
E=L O'jinUidS'i'fV fiUidVﬁ
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—=J — 1 dV+J fivdV
dt v ax] v

Combinando as equagdes (4.24), (4.25) e (4.26), teremos [16,33]

dE _ J ah"dv+J 095V dV+J dv (4.27)
at ), ox , Uax S '

E importante comentar o fato de que essas equag¢des aqui apresentadas sdo validas
para fluidos isotropicos, mas, em se tratando de cristais liquidos nematicos, elas
deveriam incluir alguma referéncia ao movimento rotacional do diretor n. Por isso,
Leslie introduziu variaveis como os campos da velocidade (v;) e do diretor (n;),
seus gradientes (avi/ax]-) e (ani/ax,-) e suas taxas de variacdo (v;) e (1n;). Além
disso, ele admitiu que, no caso de uma amostra nematica incompressivel
termicamente isolada e mantida a temperatura constante [34], as equacdes (4.02),

(4.09-a), (4.13) e (4.27) seriam

d
- dV =0 4.28
” fv p (4.28)
d (4.29)
d .
aj (eiijijk + eijknjplnk)dV = J (eijkxjfk + eijkank)dV +
174 %4
+L (eijuxjti + eyjxmn;sy)ds (4.30)
d 1 1 .
—f (—pvivi +U+ —plnini) dV = f (fiv; + Giny)dV +
dat J, \2 2 v
+L (tivi + Sifli)ds (431)

sendo as defini¢des

f; = forca de corpo atuando sobre o volume V;

® 0;; = tensor de stress (ou de cisalhamento);

® p; = momento de inércia por unidade de volume;
® (; = torque externo atuando sobre o diretor n;

* t; = 0;;v; = forga de contato sobre a superficie S;
® s; =m;v; = torque por unidade de area;

e [ = energia interna.
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Ainda, a fim de completar o conjunto de equagdes (4.28 - 4.31), Ericksen [24] usou

a equacdo de Oseen para incluir a for¢a de contato (g;) sobre o diretor

d (4.32)
dt 14 %4 S

partindo da equacao de conservacdo do momento angular. Os termos ao lado
direito de (4.32) representam o efeito final de todas as forcas que atuam sobre o

diretor:

e (; = forca de volume (externa);
e g, = forca de volume (interna);
e 1; = forca de superficie.
Além disso, se transformarmos as integrais de superficie em integrais de volume

nas equacgoes (4.28 - 4.32), obteremos as formas diferenciais

p=0 (4.33)

pv; = fi + 05 ) (4.34)

pi; = Gy + g; + 1y, (4.35)

U= 0;;d;j + mjNij — g;N; (4.36)

onde

N; =1y — Queng (4.37)

Nij =15 — Quenye (4.38)

1/0v; dvy; 4.39

=35+ ) -

Q. - 1(% 3 %) (4.40)
Joo2\0x;  0x;

sendo que gj; € o tensor de stress e a virgula nos indices esta sendo usada para
indicar uma derivada parcial em rela¢do as coordenadas espaciais e N; representa
a velocidade angular do diretor em relacdao ao fluido. A decomposi¢dao do tensor
gradiente de velocidade em uma parte simétrica e outra antissimétrica tem um
significado bastante importante: localmente, o fluxo pode ser descrito como a
superposi¢cdo de um fluxo irrotacional (€ = 0) e um rotacional (d = 0) - como foi
apresentado no capitulo 2 deste trabalho, fazendo uso de outra notacdo mais

conveniente. Também, Ericksen demonstrou que, de (4.36), podemos obter
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Oji — MjNik + G = 0j — MMk + Gy (4.41)

O estudo da viscosidade de um cristal liquido se resume basicamente a

parte antissimétrica do tensor de stress (ai]-) e ao vetor g;. A determinacdo de suas
formas parte da inequacdo para a energia livre obtida baseando-se no aumento da

entropia:

d (4.42)
— f Sdv >0
dc ),

sendo S a entropia por unidade de volume. Como a energia livre de Helmholtz é

dada por

F=U-TS (4.43)

usaremos a equacao (4.36) para obter

4.1.1. Equacoes constitutivas

Até agora, trabalhamos apenas as leis de conservacdo as quais um cristal
liquido deve obedecer. Entretanto, para desenvolver a teoria € necessario
estabelecer equagdes para F,0j;, T; e N;j[35]. A principio, essas quantidades sdo
fung¢des de n;, n; j, n; e v; j, respectivamente. Mas, as quantidades 7n; e v; ; ndo sdo
invariantes sobre transformacgdes ortogonais. Assim, elas serdo substituidas por N;

edi‘j.

Como resultado dessa substituicdo, a energia livre de Helmholtz se torna

funcdo de n;, n; ;, N; e d; j. Assim sendo,

. 9F  OF oF . 9F . (4.45)
Fm o by b N+ ——d
i + ani_j nl'] + (')NL ¢ + adi_j 2

Das equagdes (4.37) e (4.38), obtemos que

My = Ni = Qyeimye (4.46)
Ny j = Nijj — QgiNgj — (dkj + ij)ni,k (4.47)
e, dessa ultima,
oF L _OF oF oF oF (4.48)
on,, W T oy Nyj = ik el — e, Midij — I Ny, j

Se substituirmos as equacgdes (4.46), (4.47) e (4.48) em (4.45), teremos
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. OF oF oOF
= on; (Ne = D) + WLJ (Nij = Qe j — (diej + Quj)nie) + a_NiNi+
+ oF d; i =
adi’j b
F= a_nlN + an inj-Qij + a?’li,j Nij - ani,k le,k-jS _Wk,jnk'i ij —Wk’ink,jﬂji
g 2
ONi T odyy (4.49)

Entdo, a equacdo (4.44) sera reescrita como se segue:

oF oF oF
Gji‘*‘mnk,i d;; + ”ji+m Nij_<gi+a_ni>Ni

+ 6F+ 8F+ oF Q HFN aFd -0
n] a?’li n]'k anik nk'] ank,i Jt aNL : adi,j b= [4—50)

As quantidades Qﬂ,NU,N e d;jpodem ser arbitraria e independentemente
variadas de todas as outras quantidades da inequacdo (4.50). Assim sendo, seus

coeficientes devem se anular [36], fornecendo que

oF _ oF |, OF _
aN; ©  8dy, ody; (4.51)
ou ainda que
F = F(ni,ni,j) [452)
JOF OF OF OF OF . OF\_. (4.53)
Mo T MR g T g ) T\ oy T Ay Ay )
OF (4.54)
TC]'L' - ani,j =0

Com isso, a equagdo (4.50) se reduz a

oF oF (4.55)
Gji+mnk'i dij—<gi+a—ni)Ni =0
Se definirmos o stress e a for¢a de contato sobre o diretor de uma transformacao

estatica por t?j e g?j, respectivamente, podemos escrever

g =ty +t' (4.56)
9i=9)+9' (4.57)
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sendo t'; e g'; as componentes dindmicas da deformacdo. Dessa forma,

substituindo as equagdes (4.56) e (4.57) na equacgdo (4.55), temos que

. OF o OF , , (4.58)
tji +ijnk,i dij = (gi +6_nl) N; +t'j;di; — g'iN; =2 0
Uma vez que d;; e N; podem ser escolhidos como se queira, independentemente

das partes estaticas, escrevemos que

oF (4.59)
ti + mnk,i =0
oF (4.60)
0
g +=—=0
L ani
e
t,jidij - g,iNi =0 (4.61)
Usando as equacgdes (4.41) e (4.53), podemos afirmar que
t,ji + g'jni = t,ij + g'inj [462)

Devido a todas essas observagdes apresentadas, se torna necessario fazer

algumas consideragdes sobre as componentes hidrodinamicas de t';; e g';. Tais
componentes sdo consideradas serem fungdes lineares de n;, N; e d;;, omitindo-se

os termos de ordem superior. Com isso,

4O L @)
t'i = AL + AN + Al diom (4.63)

, 0 1 2
g'; =B+ BN, + B, (4.64)

onde A e B sdo fungdes de n;. Podemos expandi-los como se segue:

0
A](L) = a06ji + alninj

Aj(le) = w05y + a3n; + aybyn; + asnniny
A](.L.zk)m = 60Nk Ny + A7 05NNy + Agbmniny; + Agdj NNy, + A1o8jmnny
+ @116imNNym + @126i0km + 41361 6im + AraminNE Ny (4.65)
Bi(o) = Yo

1
Bi(j) =y16;; + voniny

(2)
Bk

Substituindo, entdo, (4.65) em (4.63) e (4.64), lembrando que N;n; =d; =0,

= ¥30ijnk + Yabuny + vsjn; + veninyny

teremos
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t'yi = (ag + agdimnxnm) )i + (g + ayadgmning,)nn; + asn;N; + a,Nin; (4.66)

+ a13dj; + aysdining + aiedining

g'; = (Vo + Yedimyni)n; + vodgeng + v1N; (4.67)

onde

Q15 = Qg + Qg9
Q16 = Ay + aqq (4.68)
Y7 =V3t+7Va
Mas, pela equacao (4.62),

V1= 04 — Q3
Y7 = Q16 — U135

Nao obstante, t';; e g'; devem satisfazer a equacdo (4.61). Substituindo entdo as

(4.69)

equacgoes (4.66) e (4.67) em (4.61), obtemos

alninjdij + [a14dkmninjnknmdij + a13djidij + alsdkjninkdij
— (Y7denieN; + y1N;N)| = 0 (4.70)

ou ainda

aynn;d;; + [termos quadraticos para d;; e Nl-] =0 (4.71)
Novamente, como d;; pode ser escolhido arbitrariamente, a; = 0. Os
coeficientes de J; em t; e m; em g'; também podem ser escolhidos

arbitrariamente, desde que d;; = n;N; = 0. Com isso, assumindo que

H1 = Q14
Ha = Q4
Hz = a3
Ha = 013 (4.72)
Hs = Q16
He = 15
=1
A=y
teremos
t'ji = e dgmminy + P Niny + psnN; + padji + psnyngdy; + peningdy; (4.73)
e
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g'; = 4Ny + A;ndj; (4.74)

A equacdo (4.73) tem um importante significado, mostrando que o
comportamento dinamico de um cristal liquido nematico é caracterizado pelo
tensor de stress, que é uma expansdo linear em d, @w e n cujos coeficientes
apresentam dimensao de viscosidade, conhecidos assim como coeficientes de Leslie

[37], cujo significado esta apresentado graficamente na figura a seguir.

4 > s 2 ™
LT D e
KT TN < <
)7
! Iz M3
O *c::)"‘ v O b —
SN
€ ah «
\. Hs He y,

Figura 4.1 - Representacao esquematica dos significados para os diferentes

coeficientes (u).

O coeficiente pu; é simétrico, descrevendo a deformacdo do fluido
irrotacional. O coeficiente u, corresponde a viscosidade comum de um fluido
isotropico, por esta razao, nao foi apresentado na figura 4.1. Os demais coeficientes
antissimétricos expressam torques exercidos sobre a molécula por fluxos

rotacionais, como [, e U3, e irrotacionais, como s e L.

Como ja foi mencionado neste trabalho, o tensor de stress é antissimétrico,
e o torque exercido pelo diretor sobre o fluido é dado pela equacgao (4.74), sendo

que

A=y — U3

(4.75)
Ay = Us — Ug
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4.1.2. Os coeficientes de Miesowicz

Experimentalmente, ndo sao os coeficientes de Leslie que sao determinados,
mas os coeficientes de viscosidade de um fluido nematico sujeito a um gradiente de
velocidade constante, e os coeficientes de viscosidade descrevendo a rotagdo do
diretor. Ao submetermos um fluido a um cisalhamento, podemos considerar duas

dire¢des importantes: a direcao do fluxo e a do gradiente de velocidade.

Miesowicz [39] provavelmente tenha sido o primeiro a observar a
existéncia de uma anisotropia caracteristica na viscosidade de um cristal liquido
nematico, usando um campo magnético a fim de orientar as moléculas
constituintes. Dissemos que a anisotropia observada por Miesowicz era
caracteristica porque estava completamente de acordo com a orientac¢do relativa
entre o campo externo (magnético) e o plano de cisalhamento. Assim,
considerando as medidas dos diretores tanto na direcdo paralela ao fluxo e ao
gradiente de velocidade quanto perpendicular as duas primeiras, foi possivel

medir os coeficientes de viscosidade.

Para apresentar aqui tais coeficientes, suponha que o escoamento da
amostra ocorra na dire¢do do eixo x, enquanto que o gradiente de velocidade se

apresente na dire¢do do eixo y, como mostra a figura 2.4. Com isso, definimos

UV =7y, vi,j = Ux,y
1 1
Qyy = > Vxy; Qyx = o Vxy (4.76)
1

dyy = dyx = 7 Vxy
Quando ha a presenca de campos externos intensos, os gradientes do diretor
podem ser desprezados, o que implica em tﬁ = (. Com isso, considerando o diretor

paralelo ao fluxo, a equacao (4.73) podera ser reescrita tal qual

t,yx = 3Ny Ny + pady, + ﬂ6nazcdxy =

1 (4.77)
t,yx = E (:u3 + Uy + .ue)vx,y
Uma definicao generalizada para a viscosidade aparente pode ser
cisalhamento
n (4.78)

- gradiente de velocidade
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que, para o nosso caso, se apresenta como sendo

L
772—2dxy—2 U3z T Ug T Ug (4.79)

e, para as demais geometrias,

1
M =5 (SHa + Ha + 5) (4.80)
1
n3 = 5#4 (4.81)
Os coeficientes apresentados em (4.79) - (4.81) sdo os chamados

coeficientes de Miesowicz, que nada mais sdo do que combinac¢des dos coeficientes
de Leslie que representam medidas de viscosidade quando o diretor esta fixo ao

longo de uma dire¢ao arbitraria, a dizer

e 1, = diretor paralelo ao gradiente de velocidade;
e 1, diretor paralelo a direcido do fluxo;
e 13> diretor perpendicular ao gradiente de velocidade e a direc¢io do fluxo.

dire¢do do gradiente
A de velocidade

diregdo do fluxo

Figura 4.2 - Representacdo esquematica para os coeficientes de Miesowicz.

O fato de apresentarmos aqui algumas defini¢cdes para as medidas da
viscosidade nao implica na impossibilidade de medir essa propriedade nos casos
em que o diretor forma angulos arbitrarios com as dire¢des consideradas.
Admitindo-se que o diretor forme angulos 8 e ¢, como mostra a figura a seguir,
sendo o primeiro em relacdo a direcdo do fluxo e o segundo aquele entre sua

projecdo no plano xy e o gradiente de velocidade, temos que [15]
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n(8,p) = (N + 1n1,c05%0)sin?0cos?p + n,c0s?0 + n3sin?Psin’e (4.82)

demonstrando a definicdo de um quarto coeficiente de Miesowicz

1 1
M4 = M50 = 7712 + 5(771 +12) (4.83)

onde 11, = @, conhecido como coeficiente de Helfrich.

~diregdo do fluxo

-
n

diregdo do gradiente de
velocidade

Figura 4.3 - Representacdo esquematica para a definicdo dos angulos 8 e ¢.

4.2. 0 modelo de conexao afim
4.2.1. Modelo fenomenoldgico para o tensor de stress

0 modelo fenomenolégico para o tensor de stress, de acordo com Hess [13],

descreve a conservacao do momento da seguinte maneira:

d

povut VyPl + Vb (4.84)
sendo p a densidade de massa, v a velocidade do fluido, Pvelf’ o tensor de equilibrio e
Py O tensor de stress. Se somarmos Pue‘f com p,, teremos o tensor pressdo total
B, A viscosidade do fluido surge a partir da relacdo (linear) entre o tensor de

stress e o gradiente da velocidade (Vuvﬂ). Como ja foi mostrado, é relevante

decompor este tensor em uma parte isotrépica simétrica, uma anisotrépica

simétrica e uma antissimétrica, tal que
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1
Vvvﬂ = EVAU/’L@LU + eyurwy + You (4.85)

lembrando que a diferenga na notacdo utilizada agora, em comparacdo com a
utilizada anteriormente neste trabalho, se deve ao fato de estarmos

acompanhando a notagao utilizada por Hess. Na equagdo (4.85) temos que

1
(l.))L = Eeﬂaﬁvavﬁ (486)
e
1 1
You = VU, = > (Vov, + V1) — §v,1v,16m, (4.87)

sendo que a equacgdo (4.86) representa o tensor velocidade angular do fluido e a
(4.87) sua taxa de deformacdo. Para um nematico cujo diretor dependa do tempo e
da posicdo, n = n(r,t), de acordo com a equacgio (4.46), a derivada temporal
corrotacional deste sera
d
N, = e T B (4.88)
Assim, utilizando as equacgdes (4.84) - (4.88), o tensor de stress [5] pode ser
descrito como sendo
—Pou = ANy M Yk + 0Ny Ny + asny Ny + agyy, + asmymyya, + Qenua¥ay (4.89)
+ Mg Yarbuw + (onyny, Vavy + {3V 136,
onde os coeficientes de Leslie (a4, ..., @) e os coeficientes {;,{, e {5 tém dimensio
de viscosidade. Entretanto, a expressao padrdo para o tensor de stress de um

nematico seria a equagao (4.89) sem os ultimos termos.

Analogamente ao procedimento realizado na equac¢do (4.85) separemos o

tensor pressao [40] em

m = —ZUVW - Zﬁlnvn/lylu - zﬁznvNu - 2ﬁ3nvnunlnxylx - (vanuvlv/l (4'90)
a a
pou = v1(muNy)~ + v2(nymayay) (4.91)
e
1
3P = T Vala — XMy Yax (4.92)

onde o indice superior (a) indica a parte antissimétrica do tensor de segundo rank,

e

53



1 1 — _
7I=—a4+§(a5+056)] = a4 %

2
Y2 =0 — U5
i =2 (a5 + @) 1
N =505 T g _ =
n, — — + 1
2 2(a2 @) x=(1+§(oc1+a5+a6)
.1
M3 = 2 a,
obedecendo a relagdo de Parodi
a, +az = ag — s
ou, equivalentemente,
2 =72 (4.94)

Como dito, em um fluido sujeito a cisalhamento, podemos medir algumas
combinacdes lineares dos coeficientes de viscosidade, chamadas de coeficientes de
Miesowicz. Ainda admitindo o caso de um fluxo na direcdo do eixo x e um gradiente

de velocidade na direcdo do eixo y,

Vi=yji e @=-5vk (4.95)
sendo y = dv,/dy, representando a taxa de deformacio do fluido, e i,j e k os
vetores unitarios representando as dire¢des x, y e z, respectivamente. E importante
ressaltar que a primeira igualdade de (4.95), apesar de parecer “matematicamente
incomum”, é coerente com o conceito fisico de gradiente de velocidade,

apresentado diversas vezes neste trabalho.
Os coeficientes de Miesowicz sdo definidos por

Pyx = —NiY (4.96)
para i = 1,2,3, com o diretor paralelo aos eixos x, y e z, respectivamente [39,41].
Experimentalmente, isso é possivel se o campo (magnético) externo é forte o

suficiente para orientar o fluxo induzido. O coeficiente de Helfrich sera

Nz =414 — 2(n1 +132) (4.97)

Dessa forma,

1 1. 1 1
M =§(054 tagt+az) =1 teh +5m2 +Z(h +72) (4.98)
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1 1. 1. 1
M2 =E(a4+a5—a2)=n+—n1—5n2 +Z(Y1—V2)

6
1 1._
M3 =5 =1 +3M
Nz = = 273

Por outro lado, se ndo ha campo orientacional externo, o diretor do cristal
liquido orienta-se de tal maneira que a parte antissimétrica do tensor pressao se

anula. Assim sendo [4,5,42],

Ny = cos(Po)i, + sin(go)jy, (4.99)
e
2cos(¢g) = _h (4.100)
Y2

uma vez que |y,| <y; e ¢, designa o alinhamento do fluido. Se o cristal liquido

nematico escoa livremente com diretor n,,, entdo

1 1 Y1\?
Ns = 5(771 +1m2 -y + 72 1- (Z) (4.101)
ou entdo, de acordo com a equacao (4.98),
N R N (yl)z 4.102
Ns=n+ i —7v1+57 v, (4.102)

Se o fluido esta perfeitamente alinhado, n = u, [13] a equagao (4.89) toma a forma

ord _ ,ord ord ord ord ord
“Puu = &1 " UyUUpYak taz "uy U,u + az u,qu tay You + U5 " UyUaYau

+ al™®

W U3 Yy + {7 U UV A By + (571, V12 (4.103)
+ (grdvlvlauv

sendo que o indice superior (ord) faz referéncia ao ordenamento das particulas

(§=1),eU, =1, — ey uy. Também, Hess mostrou que em situacdes nas quais a

orientacdo molecular é quase perfeita em volumes muito pequenos e S, <1 é

obtido por mudancas orientacionais que ndo afetem as propriedades relacionadas

a viscosidade, entao o tensor pressao para um fluido parcialmente alinhado pode

ser obtido pela média de pgﬁd, ou seja,

Pou = (P9

Assim sendo, os coeficientes da equacao (4.98) serdo
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ord 15 ~ord 15 ~ord i 1 55 —ES ord —(2 S ord
n1n+n+zn+15+z 4n+(+z)y

+ = Szyord

— p,ord 1 ~ord __ 1 ord _ ~ord ord
Mm=n""+= 5 2M1 5271 +_ 1+ 52 _54 +_(2 + S2)vi
(4.104)

10
52 +5 54] g +— (1 - Sy

1
Nz =n"% + 652770rd

0 que aprova o fato de que, se houver alinhamento perfeito (S, =S, =1), a

equacdo (4.104) se reduz a (4.98).
4.2.2. Definicao do modelo

Consideremos uma amostra de cristal liquido nematico sujeita a atuagao de
um campo magnético externo tao forte que seja capaz de fixar a orientacdo das
moléculas desse cristal liquido (S = 1). Além disso, considere esse fluido como
anisotropico, composto de moléculas nao-esféricas. Esse modelo propde,
inicialmente, a existéncia de um potencial de interagdo ndo esférico para elipsoides
em rotacdo, ¢, = ¢,4(r), e que este potencial pode ser obtido a partir do potencial
de interagdo esférico, ¢5(r), por meio de uma conexio afim. Com isso, os efeitos

esféricos associados a forma ndo esférica das moléculas sdo descritos por

Pa(r) = ¢s(r4) (4.105)

onde o vetor r4 também esta associado ao vetor r por uma transformacao afim. As
superficies equipotenciais para as moléculas ndo esféricas serdo elipsoides

descritos por

r-A-r=75=cte (4.106)
sendo A uma matriz de transformacdo que caracteriza a forma das moléculas,
descrevendo o mapeamento da esfera r, - 4 = cte sobre um elipsoide. Também,
se os autovalores dessa matriz obedecem a relagdo [[;4; = 1, para i = 1,2,3, o
volume sera conservado (as superficies equipotenciais esféricas e elipsoidais

contém o mesmo volume).
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Como admitimos uma orientacdo uniforme para as moléculas da nossa
amostra, a equacdo (4.106) pode ser utilizada como transformacgdo para todas as
coordenadas do nosso sistema, implicando em uma relacao entre o fluido de
particulas ndo esféricas orientadas e um fluido de particulas esféricas. Assim,

podemos escrever que

AT+ Aprf + Asr? =12 (4.107)

Introduziremos agora a seguinte notag¢do: considerando um elipsoide em

rotacdo, teremos que dois de seus trés coeficientes A; serdo iguais, e A serd a

notacdo que os representard, enquanto o terceiro coeficiente serd representado

por A, (os simbolos L e || representam orientacdo perpendicular e paralela ao

diretor, respectivamente). Sendo Q a razdo entre o eixo da superficie equipotencial
¢4 paralelo a direcao da simetria e o terceiro eixo, escrevemos que

2 g
¢ A

e, uma vez que esses coeficientes obedecem a relagdo apresentada anteriormente,

[[;4; = 1, parai = 1,2,3, temos que [30]

A =Q e A =0 (4.108)
sendo que os valores de Q > 1 e A, > A, correspondem as particulas prolatas,

enquanto Q = 1e A, = A correspondem as esféricas.
4.2.3. 0 tensor de stress pelo modelo de conexao afim

Sabemos que o tensor pressao de um fluido é apresentado como a soma de
uma contribuicdo cinética e uma potencial, sendo que, quando o fluido é
considerado denso, esse tensor é predominantemente representado pela
contribuicao potencial. Com base nisso, desenvolveremos alguns processos a fim
de descrever o tensor de stress [45] para um cristal liquido nematico a luz da

conexao afim.

Pela equacdo (4.106), podemos escrever a derivada espacial V,= d/dr,

associada a derivada Vﬁ no espaco afim como sendo

(4.109)

vi= A,y
w— Puv YU
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Com isso, a relacdo entre o tensor pressdo nos espacos afim e real e sua
contribuicao potencial sera escrita como
A 1/, -1/,
PA = A 2Py Ay, (4.110)
Além disso, considerando o equilibrio térmico, a relacdo se torna PM“}, = Pyo,,

implicando no fato de que P, = P44,

., OU Seja, o tensor pressdo de um fluido de

particulas ndo isotrépicas também é isotrépico. A equacdo (4.110) também se
aplica a contribuicdo potencial para o tensor de stress, que é considerado ser
determinado pelo modelo padrao para um fluido isotrépico no espago afim. Assim

sendo,

—Dpi = afviy + Vi vE O (4.111)
sendo que os termos V4 v4 ey, estdo associados ao gradiente de velocidade no

espaco real por

Vivad = Vv, (4.112)
e
1/ -1, 1 -1, 1 1
yh = E(AM 242+ 47,/ Am{z) Vi = 5 Vavad (4.113)

Aplicando as equacoes (4.112) e (4.113) na equagdo (4.111), obtemos

A —_ LA 1 _1/2 1/2 _1/2 1/2 1 A
—piy = a [E (AW,L Ay + A, AL )Vlvx —§V,1v16,w] + 15 Vavabu (4.114)
cujo significado é muito importante: as contribuicdes potenciais para os
coeficientes de viscosidade podem ser apresentados em termos dos coeficientes
ai e n# e das propriedades da matriz de transformacio afim (A;w)' que contém
informacdes sobre a direcdo do diretor das moléculas, além de sua forma nao

esférica.
4.2.4. Matriz de transformacao para elipsoides de rotacao

Uma vez que o objetivo deste trabalho é apresentar um modo diferenciado
de como a viscosidade de um cristal liquido nematico pode ser determinada, temos
de descrever o comportamento dinamico de suas moléculas pela transformacao
afim. Sendo assim, faz-se necessario deduzir uma matriz de transformagdo para

elipsoides de rotagao.
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Para elipsoides de rotacdo cujo eixo de simetria € paralelo ao vetor unitario

u, a matriz de transformacdo assume entdo a forma

Ay = [(1 - %A)Z (1 + %A)] ; (80 + Aupuy) (4.115)

A ~ o . 3
sendo A um parametro ndo esférico, que pode assumir valores —5< A<3.0

termo dentro dos colchetes representa a conservacao do volume, como ja foi
apresentado. Além disso, a condi¢do de que 1, -1, = cte mapeia um elipsoide,
cujos semieixos sdo descritos pelas relacées

(1-14)"

(1+20)] "

(1+34)] "

103

Assim sendo, a razdo Q entre os eixos fica sendo

a =

(4.116)

w

1 \1/2
0= @ (4.117)

2
(1+34)
que fornece a relacao
(1-¢%»
(1+0?

lembrando que, como ja foi anteriormente mencionado, moléculas prolatas

A=3 (4.118)

correspondem as situagdes nas quais Q >1 e A <0, enquanto as esféricas

correspondem as situagdes nas quaisQ = 1e A = 0.

Geralmente, a matriz de transformacao e sua inversa sao apresentadas da

seguinte maneira:

A (% 1)t | (4.119)
Azt = Q73[8, + (QF — Duy ] (4.120)
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que, aplicadas na equacgao (4.114) para o tensor de stress e, apds compara¢ao com
a equagdao (4.103), fornece os seguintes coeficientes de viscosidade que

apresentam contribui¢do potencial:

ord (1 _ Q )a,ord

agrd 1( 1 1) ord

QZ
ag™ = aj (4.121)
(QZ ) ord _ agrd
1/1
agrd — E (? _ 1) aZrd aord
Ty =13

ord (ord =0

Fazendo af = 2Nyes, onde o indice ref faz referéncia ao fluido de particulas

esféricas, que é tomado como referéncia em nossa analise, teremos

nord = [1 +%(Q - %)2]nref

2
~ord _1 Q _ l
771 - 2 Q nref
1/1
sord _ [ _ N2
M2 =3 (QZ ¢ )"Tef (4.122)
g = g

1\2 B
Vfrd = (Q _5> Nref = 27j1 grd

1
et = (Q2 -Q )nref = 275"

Analogamente, para os coeficientes de Miesowicz, além de 7n,, e ng, teremos

ord Q nref
= Q Nref
nord =7
ref (4.123)
{3t = -y

-2

1
Tlgrd =4 (Q + 5) Nref
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Substituindo as defini¢des (4.123) nos coeficientes de Miesowicz apresentados em

(4.104), obtemos
1 4 10
m = 1+52(?_1>+E(1_752+
=11+S5,(Q*-1)+ * (1—105 +
N2 = 2(Q 15 7 2

1 25 3 1\?
N3 = 1_E(_4+752 +754)(Q—5) Nref

Analogamente,

N2 = [_54 (Q - %)2] Nref

V2 = [Sz (é - QZ)Z] Nref

(4.124)

(4.125)

(4.126)

E importante ressaltar o fato de que tanto n; quanto 7, sdo invariantes por

substituicdo de Q por Q 1, y, muda de sinal e 5, e 1, trocam de papéis. Ou seja,

V2(Q) = =y2(=Q) e n1(Q) =n2(=Q)

(4.127)

propriedades essas que significam a existéncia de uma simetria que relaciona os

coeficientes de compostos calamiticos com os de discéticos nematicos, simetria

esta que é consequéncia direta do modelo de conexao afim.
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5. Transformacdes geométricas para o grao

nematico

5.1. Arelagdo de Parodi

Nosso estudo foi direcionado aos coeficientes de viscosidade de um cristal
liquido, conhecidos como coeficientes de Miesowicz (n;), que relacionam o
cisalhamento do cristal liquido com o eixo de orientacdo do diretor. Esses
coeficientes sdo combinacdes dos chamados coeficientes de Leslie (a;). Por

exemplo:

e Nadirecao 1:

1
=3 (ay + as —ay) (5.01-a)
e Nadirecao 2:
1
772 == E(a?} + (l4 + 0(6) [5.01'b)
e Nadirecao 3:
1
M3 =5% (5.01-¢)
> > ————l
S _— E——
—_— —_— —_—
—_— > _— _
_ | —> —
= g 0O
= ' = —>
—> o —»
> >

n, M, >,
e

Figura 5.1 - Coeficientes de Miesowicz, representando o cisalhamento em relagdo a

orientacdo do diretor.
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Por outro lado, o estudo da dindmica em um cristal liquido é feito, em parte,
pelo tensor de stress, que é a relacao dos coeficientes de Leslie com os tensores de

rotacao do diretor em relacao ao fluido e ao gradiente de velocidade do fluido.

5.1.1. O tensor de stress para a relacao de Parodi

O tensor de stress é uma quantidade que descreve, por meio de duas partes
(uma com caracteristicas dissipativas e outra ndo) o cisalhamento numa amostra
de cristal liquido decorrente tanto do escoamento do fluido quanto da interacao
entre as micelas.

No caso de um cristal liquido nematico incompressivel, a parte dissipativa
do tensor de stress é dada por

0;j = ayninimm Ay + a;nN; + azNing + a,A;; + asnyng Ay

(5.02)
+ agning Ay

sendo N; = Yyn, = n; + Wyng, ou N = (Q—W) X n, a parte que representa a

~ . ~ . 1(0v; = 0vj e
rotagdo do diretor em relacdo ao fluido, 4;; = E(a_xl +a—x’) a parte simétrica do
J i

. . . 1(0vj O N
gradiente de velocidade do fluido e W;; = > (6_x] — a_xl> a sua parte antissimétrica.
i J

Dessa forma, podemos reescrever a equacgao (5.02) sob a forma

0ij = ey Ay + aangng + azPpgeny + agd;j + asning Ay
(5.03)
+ agnin, Ay

Vamos, agora, escrever as partes simétricas e antissimétricas desse tensor

e Parte simétrica:

1
I1;; 2(011"'011) =

a, +a as +a
IMI=a,(nn:A) +%(nN + Nn) + a,A +%(nn-A + A-nn) (5.04)

e Parte antissimétrica:
1
ij=5 (01— 051) =
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F=%(nN—Nn)+%(nn-A—A-nn), (5.05)

onde y; = a3 —ay € Y, = ag — as. O tensor ' também é conhecido como o
torque exercido pelo diretor no fluido.

Uma vez que temos o tensor de stress devidamente escrito, e suas partes
simétrica e antissimétrica, partimos para a analise da producao de entropia
neste caso.

5.1.2. A producao de entropia

Primeiramente, vamos reescrever as equa¢Oes das partes simétrica e

antissimétrica do tensor de stress como segue:

Mij = LijigWia + Lifia A (5.06-a)
Ty = LijiaWia + LA (5.06-b)
sendo
(az — a3)
L}}k, -T2 (ni5zj - nj5zi)nk
(ag — as)
L%Jzkl = > (nink5lj - njnl5ki)
(az +asz)
L%jlkl - (ni”k5lj - njnl5ki)
22 1
L5 = 5 [Zalninjnknl + 20464615 + (g + as)(ni&j + nj(Sli)nk]

A producao de entropia, neste caso, é dada pela relagdo
TS =o:gradv+T-Q (5.07)
com () como o tensor antissimétrico
Q) gp = —(Q)gqa-
Podemos dividir gradv em duas partes: uma simétrica (4;;) e outra
antissimétrica (W;;). Com isso, a equagao (5.07) podera ser reescrita sob a forma
TS =I:A+T:(Q—W) (5.08)
Nessa equacgdo aparecem duas forgas termodinamicas independentes, A e (A — W),
e os dois fluxos conjugados, I e I'. Agora, temos de expressar esses fluxos como
formas lineares nas for¢as. Para tal, fazemos
N=_Q-W)xn=n-(Q-W)=—-Q-W)'n

que nos possibilita reescrever as equacgdes (5.04) e (5.05) sob a forma
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24)

Hzal(n-A-n)nn+<L)[nn Q-w)—-Q-w) -nn]+ a,A

2+ (5.09)
+<T)(nn-A+A-nn)

—%[nn-(Q—W)+(Q—W)-nn]+%(nn-A—A-nn) (5.10)

Analisando, entdo, as equacgdes acima, observamos ser verdadeiras as
igualdades apresentadas mais acima: y; = a3 + a, e y, = ag — @s. Parodi mostrou,
entdo, que essas duas relagdes sdo iguais, uma a outra. Vejamos, a seguir, a
demonstracdo dessa igualdade, e como as relacdes de Onsager conduzem a ela.

5.1.3. As relacdes de Onsager e a relacdo de Parodi

A analise que nos conduz as relagdes de Parodi é proveniente do raciocinio
empregado no estudo das relacdes reciprocas de Onsager e, além disso, necessita
inteiramente da esséncia dessas reciprocidades.

Reescrevendo as equac¢des fenomenolégicas (3.18) de forma mais
conveniente para esta analise, temos

_ aB B
Jij = Z LijiaXia (5.11)

klap

que fornecem o conjunto de equacgdes

]U = Lljlekl LljleI%l (5.12-a)
.]lz] = l]lekl Ll]leI%l (512'b)
Pelas relagdes reciprocas de Onsager, temos que
aff _ ;Ba
Ll]kl Ll]kl

Se compararmos os tensores II,T,A e (Q— W) as quantidades J%,J%, X! e X?
obteremos exatamente as relacdes (5.06). Além disso, obtemos as seguintes formas
para Ll]kl € Ll]kl
a, +a
12 __ 2 3
Lijiq = (—2 )(nink5jl — njn; 8y
V2
21 _
Lij = ) (niny6j; — nymy Sy )
Assim, fica facil ver que y, = @, + a3. Entretanto, como mostrado acima, temos

Y, = Qg — 5. Dessa forma, obtemos a relacdo de Parodi, onde
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a, +az = ag — as (5.13)

Toda essa analise nos conduz a uma simplificacdo na quantidade dos

coeficientes de Leslie. Nas equagdes (5.02) encontramos seis coeficientes e, agora,
com as relagdes de Parodi, reduzimos essa quantidade para cinco, apés definir

p = as+ ag

que serao: aq,ay4,Y1, V2 € B. Entdo, depois de reescrevermos as partes simétrica e

antissimétrica do tensor de stress com esses novos coeficientes, poderemos
reescrever, finalmente, a producdo de entropia para o nosso caso como sendo

TS = au]|AI> + f(n-A)? + a;(n-A-n)? + 2y,n-A-N + y,|N|? (5.14)

Enfim, o objetivo do estudo da relacdo de Parodi foi entender nao sé a

analise feita por ele, mas também a necessidade de se combinar os coeficientes de

Leslie, uma vez que ndo ha interpretacdo individual para os mesmos. Assim como o

estudo e a aplicacdo dos coeficientes de Miesowicz sdao mais claros do que dos

coeficientes de Leslie, a relacdo de Parodi traz também uma simplificacio no

estudo da viscosidade e do cisalhamento nos fluidos.

5.2. A geometria do grao nematico

O capitulo anterior foi destinado a compreender que a origem das
anisotropias macroscopicas apresentadas pelos cristais liquidos nematicos esta no
fato de que as anisotropias observadas macroscopicamente sdo atribuidas a forma
microscdpica dos grdos nemdticos. Tal consideracao foi feita primeiramente por de
Gennes [5], fundamentando-se na transformacdo conforme proposta por Hess e
Baalss para esta classe dos cristais liquidos. Assim, descreveremos como a ideia de
de Gennes embasa a transforma¢do HB, uma vez que sua observacao foi

diretamente geométrica.

Para tanto, consideremos as equag¢des que descrevem uma geometria

esférica (ﬁ) de raio 7

P

-

-

e as que descrevem um elipsoide (E) ao longo das direc¢des ortonormais p, g e 7,

dadas pelas dimensdes 7y, 7, e 13
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R R 5.7 - a.a. 7
By =1 By =Dl I T = (12,3) (5.16)
ry p) 3

<,

Como p, ¢ e 7 formam uma base ortonormal, podemos escrever o vetor X com a

forma

xi = pi(pj) + qi(a;x;) +ri(rx), (5.17)

que implica em

pivj + qiq; + ity = 8y

Dessa forma, o elipsoide sera descrito por

~ 6ii 1 1 1 1
Ej=—+ <_2 - Tz) pibj + <Tz - Tz> q:4;- (5.18)
3 nooT3 T3

De acordo com de Gennes, em termos de p e ¢, o parAmetro de ordem

microscopico (equagdo (1.08)) sera

H O  ~o. 4 Sij | o a
h=—5+obp O =-5"+ad, (5.19)

que nos conduz a

Ei':l l+i+l 5 + i_l Qp+ i—l Qq (5.20)
] 3 le f.22 TA‘32 J f.12 7".32 ij r22 7"«32 5]

A equacao (5.20) descreve, de forma direta, a abordagem geométrica de de
Gennes, mostrado que a forma de um elipsoide consiste de uma forma esférica,

dada pelo primeiro termo da equacdo, que sofreu deformagdes, proporcionais aos

q

parametros de ordem QZ e Qij, dada pelos dois termos restantes. E muito

importante ressaltar o fato de que o parametro de ordem Q somente da a direcao
da deformacdo, e o termo a frente dele é quem fornece a quantidade dessa
deformacdo. Na nossa nota¢do, as quantidades representadas com um chapéu
traduzem quantidades microscopicas, e as sem chapéu, macroscdpicas. Por
exemplo, Ql-j(ﬁ) é o parametro de ordem microscépico em funcdo do eixo de
simetria molecular - ou micelar - e Q;;(7) é o parametro de ordem macroscépico

em funcao do diretor.

Se assumirmos que qualquer eixo microscopico de um grdao nematico é uma

variavel randomica que oscila mais rapidamente do que a realizacdo da média do
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parametro de ordem Q;; entenderemos a conexdo entre os parametros de ordem
. ;o ] JO L] A A . . —
microscopico e macroscopico. A média de Q;;(7) determina justamente Q;;(77) com

a forma apresentada nas equagdes (5.19), trocando-se 7 por 7. Assim,

(Qi; (M) = 5Qi; (1), (5.21)
onde S fornece a intensidade pela qual tais oscilagdes fazem com que a anisotropia
microscopica seja observada macroscopicamente[57]. Para entender a magnitude
dessa intensidade, multiplicamos ambos os lados da equagao pelo parametro de

ordem macroscépico Q/(i1) e tomamos o traco da expressio,
QI (1)(Q;;(R)) = SQT (M) Q;; (1),
nos conduzindo a

S= ;(—g + (R ﬁ)2)>. (5.22)

5.3. 0 grao termalizado

Vimos que a forma das moléculas do nosso cristal liquido nematico é
proporcional ao parametro de ordem microscépico (equagao (5.20)). Dessa forma,
por assumirmos que nossa estrutura representa um agrupamento de moléculas
elipsoidais, faremos uso de uma anadlise estatistica para determinar o valor médio

de El]

Tomando a média de E;;, na equacdo (5.20), teremos

jr

~ . 1(1 1 1 1 1)\, 4 1 1\, 44
(Eij)—§ §+¥+§ 8;j + ?—g (Qij)+ g_g <Qlj) (5.23)

Uma vez que a média do parametro de ordem é dada pela equagdo (5.21),
reescrevemos (5.23) como sendo

B =2t b ) 8y + (3 — 2 5707 + [ — =) 5908 5.24

il =z\mtate)lut\z ) %t a2 o (5.24)

tal que SP S? descrevem as vibragdes térmicas ao longo das direcdes p e ¢

respectivamente.
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Ja que, em (5.24), as deformagdes aparecem em termos do parametro de

ordem macroscdépico, seria coerente utilizar a definicdo dessa grandeza, isto &,

Qi (1) = 151, + n;n, (5.25)

além da relacdo de completeza para variaveis macroscopicas, para reescrever

(5.24) da seguinte maneira:

_ 1 1 1
E.)= S9) + 1 —2SP + 59 |p;p;
(Eij) <3f12 372 ) 3%2( ))pm,

1 1 1
+ 1-SP)+—(257+1) + 1-289+ 8P q; (5.26
(3”;’\'12 ( ) 37"\'22 ( ) 37”\'32 ( )) qlq] ( )

(3 SP) + 52 (1 ) +—(1 + 5P +SQ)>m]

Podemos perceber que a equacdo (5.26) descreve um elipsoide macroscépico, tal

que

~ 1 1 1
(Eij> = r_zpipj 2 qiqj + 1", (5.27)
1 3

cujas dimensdes foram termalizadas como se segue:

111 1 o 1 .
S =3 m @+ D+ 515D+ 5 (1-257 +59)
1 2 3

w3 (5.28-a)
1 11 1 1
—2:— A—z(l—Sp)+A—2(25q+1)+A—2(1—25q+Sp)
ry 3\f L T3 (5.28-b)
1 1
— == (1—Sp)+ (1—Sq)+ (1+Sp+5q)
2 3 72 (5.28-c)

Essa analise mostra que, sob agitacdo térmica, os graos nematicos adquirem
uma geometria que depende do parametro de ordem e, consequentemente, da

temperatura. Por exemplo: a baixas temperaturas, S™ = S™ = 1, que sugere

1_1_1_1_1_ 5 29
7,12_7A,12' 7ﬂzz_fzz' rgz_f,gz' (5.29)
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e, na fase isotrdpica, S™ = S™ = 0, que sugere

1 1 1 1/1 1 1 .
sl ) .
Assim, podemos dizer que as equacdes ddo um significado a geometria do grao
nematico, comprovando que, na transicio nematico-isotropica, as moléculas
altamente anisotropicas tornam-se cada vez mais isotropicas em decorréncia da

agitacdo térmica. Além disso, para o caso de uma estrutura uniaxial, as equagdes

(5.29) teriam a forma

1 1(1 2

—2=— A—2(25+1)+A—2(1—S)

T 3\ A n (5.31-a)
1.1 1(1 S)+1(2+S) 5.31-b
r2 r2 3\#2 72 (5-31-b)

sugerindo que o grao microscopico também produz uma geometria macroscopica
uniaxial, uma vez que rf# = rZ. Além disso, a descri¢do do elipsoide termalizado

sera dada por

1 1 1
(Eij) =r_26i1' + 2 gz pipj, (5.32)

1

que, pela definicdo (5.25), representa

1/1 2 1 1 i
(Eij>:§ ?-I_r_z 6;j + ?—g Q;; (). (5.33)

2

Apébs demonstrar que existe uma geometria elipsoidal na estrutura do grao
nematico fica completamente coerente a definicdo de excentricidade de um

elipsoide uniaxial, sendo é a excentricidade microscopica e e a termalizada. Dessa

forma,
72 r?
n 2 2
621—,\—2; 621——2, (534)
ry r

sendo 7; a medida do eixo maior (eixo de simetria) do elipsoide e 7, a medida de
seu eixo degenerado. Além disso, as grandezas sem chapéu, em (5.34) representam

a geometria elipsoidal causada pela agitacdo térmica dos grdos nemadticos. A
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relacdo direta entre essas excentricidades é mostrada por se aplicar as defini¢des

(5.31) em (5.34), o que fornece

B 35é
S 3-6(1-5)

A tultima equagdo mostra que, aproximando-se da fase isotrépica, o nematico

e (5.35)

sugere o parametro de ordem (S) tendendo a zero, o que implica na excentricidade
(e) tendendo a zero. Por outro lado, quando este nematico tem seu parametro de
ordem (S) tendendo ao valor 1, obtemos e — é. Com isso, podemos reescrever a

equacdo (5.33) como se segue:

(Eij) = (3 = &), — $eQi;(P)]- (5.36)

B—e( -9

5.4. A transformacido conforme de Hess e Baalss

Foi mostrado anteriormente que a geometria do grao nematico pode ser
colocada como um termo esférico somado a termos referentes as deformacdes
proporcionais ao parametro de ordem. E essa separagio o cerne da hipdtese
proposta por Hess e Baalss, onde a parte relacionada a geometria esférica
corresponderia a um fluido isotrépico, e os demais termos, a caracteristicas de
cristais liquidos[13,31,32,43]. Assim, a transformacdo conforme sera uma
ferramenta designada a demonstrar a ideia de que um cristal liquido nematico é

um liquido normal cujas moléculas esféricas foram deformadas em um elipsoide.

A fim de demonstrar algebricamente a transformacao citada, consideremos
um vetor § que serd alongado nas dire¢bes p, g e 7 pelas quantidades 7y, 7, e 7,
respectivamente, que representam variaveis macroscépicas. O alongamento sera

dado por

X=1p@-35)+17,G(G5)+ 7 -5), (5.37)

ou ainda

a

& = 71pi(B;8) + 724:(3;8) + Fs7u(78) =

1Dib; + 120:4; + F5Fi)5 = (5.38)
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Uma vez que

pipj + 4:q; + 1it; = 6y,
a equacdo (5.38) nos conduz a

~

x.
6_§% = 7:35z‘j + (7 — 7:3)?31‘I§j + (7, — 773)@1‘%- (5.39)
j

Pela defini¢do (5.20) de parametro de ordem, reescreveremos (5.39) como sendo

oz, 1 _ o
95, §(r1 + 7y +73)8; + (7, — 73)Q; + (7, — 73) 0y, (5.40)
]
ou entao
aﬁj—1(1+1+1>6 +<1 1)AP+<1 1)“1 5.41
0%, 3\ TERTE) T E TRt E TR Y (5.41)

Dessa forma, para uma esfera, teremos

s (08 \ [0S _
Sij (aa?k x") a7, ) = L (>42)
pois foi aplicada a transformacao

aSi

$i =%
l Bx]

%, (5.43)

a

com os simbolos § e X representando os vetores com simetria esférica e os

deformados, respectivamente. Com isso, a equacgao (5.42) nos conduz a

S (a§i) 95) e = 1 5.44

e a defini¢do do operador

0. =& 03; 93; 5 45
SR FT TS (5:45)

que nos permitira escrever a transformacdao HB sobre a esfera:
Oklfkfl = 1. (546)

Podemos entdo escrever (5.45) sob a forma
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1 1 1 1 1 1 ~
=3 Gyt w o) (e ) @

1 1\ A
+ ((ffz)z - (ff3)2> Qi

Se compararmos (5.47) com (5.21), podemos perceber que as quantidades

(5.47)

71, T, e 73 de fato representam a deformacao eliptica sofrida pela esfera de raio 7.
As dimensdes da esfera foram alteradas da seguinte maneira: #; para 7#; (ao longo
da direcdo p), #, para 7, (ao longo da direc¢io q) e 75 para 775 (ao longo da dire¢io

7). Dessa forma, as defini¢des

O S U - R
Tl = -, TZ =— € T‘3 = ? (5'48)

representam um resultado interessante que possibilitam identificar a
transformacao dada em (5.38) como aquela que fornece o operador transformador
de esferas de raio © em elipses de eixos 74y, 7, e 73 ao longo das direcGes

perpendiculares 74, T, e 73, respectivamente.

As conclusdes apresentadas anteriormente fazem parte da hipdtese
proposta por Hess e Baalss que introduz o operador responsavel pela
transformacao de esferas em elipses e, além disso, assume que tal operador seja
capaz de transformar quantidades fisicas macroscopicas de liquidos isotropicos

nas quantidades que sdo observadas nos cristais liquidos.
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6. Aproxima¢do Geométrica para os

Coeficientes de Leslie

6.1. A excentricidade e a relacdo de Onsager

ox; | Ot

aSj 6xj

Foi mostrado, até agora, que os operadores sdo responsaveis pela

transformacao de uma forma esférica em um elipsoidal, e vice-versa. Entretanto,
pela aproximacao HB, tais transformacdes devem ocorrer em quaisquer
quantidades matematicas, desde que essas quantidades descrevam uma simetria
esférica, em simetrias elipsoidais. Isso significa que se tais operadores atuarem
sobre uma quantidade matematica que descreva um liquido isotrépico, eles a
transformardo em uma quantidade que agora descreve um liquido nematico.
Assim, aplicaremos essas deduc¢des no estudo da viscosidade nemadtica para um
cristal liquido uniaxial, assumindo entdo que o tensor de stress o;; deste cristal
liquido é representado pelo tensor de stress de um liquido isotrépico que foi

deformado segundo a atuacao dos operadores citados acima [45-49]. Dessa forma,

ds; 0x;
O'l'j = aa(nalvk), (601)
l
onde 1 representa a viscosidade isotrépica e 0,v;, = % o gradiente da velocidade
l

em um fluido isotropico. Note que todos os parametros, com excecdo da
viscosidade 7, poderiam ser determinados a partir da geometria do grao nematico,
e € esta a razdo pela qual temos estudado tal geometria: a ndo ser por 7, ela
determina completamente a viscosidade nematica, embora, fenomenologicamente,

essa aproximagdo ndo seja completa [50].

O que ocorre, na realidade, é que a equacgao (6.01) ndo leva em consideragao
todos os graus de liberdade de uma particula anisotrépica. Por exemplo: para um
observador situado no laboratério, a velocidade ¥ de um corpo rigido extenso é
composta por um termo relativo a velocidade do centro de massa do corpo e outro

relativo a rotacao de seus pontos com relagdo ao centro de massa. Ou seja,

b=9,+@xp, (6.02)
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sendo ¥, a velocidade do centro de massa e @ X g o termo relativo a rotagdo dos
pontos. O que torna (6.01) incompleta, entdo, é a auséncia do segundo termo de
(6.02), mesmo sabendo que ambos os termos desta equacdo produzem dissipacdo
e, portanto, poderiam fazer parte da definicdo do tensor de stress. Assim, para
resolver esse problema e construir um modelo no qual encontremos uma forma
para o tensor de stress isotropico modificado segundo uma transformacao
conforme que contenha dois coeficientes de viscosidade - um relativo ao

cisalhamento e outro a rotacao do fluido - pode-se escrever

aSl

Ox]-
= a_xia_sk(nlAij + n,Nmy), (6.03)

O-ij

1 . T — — -
onde 4;; = E(aiv]- + 0;v;), representando o cisalhamento, e N = (n — (w X p)),
representando a rotacao das moléculas em relacdo ao seu centro de massa. Com

isso, definimos 1, como sendo a viscosidade - que ja aparecia na transformacao HB

- e 1, como sendo a viscosidade rotacional.

Substituindo as equagdes (5.38) na equacdo (6.03) e comparando-a com a
forma ELP para o tensor de stress [19, 24, 25], obtemos
0ij = ayninmn Ay + a;ng N + azniNy + a4 A + asnAjeng
(6.04)
+ agnjAiny,
sendo a4, a5, a3, a4, a5 € g 0s coeficientes de Leslie [25] que, sujeitos a relagdo de

Parodi [19], nos conduzem as defini¢cdes

(r — Tz)z N
Ay =———MN1, Az =—13, a3 =0, a, =1,
"nr; L)
(6.05)
o = (. —12) o = (r —1m1)
5 —7”2 N1, Qg —7"1 UEE

E importante ressaltar o fato de que as relagdes (6.05) nio sdo a resposta final para
o problema da viscosidade nematica, até mesmo porque o fato de a; = 0 nao
condiz com os dados experimentais conhecidos. Entretanto, como o valor deste
coeficiente é sabido ser sempre muito pequeno - de acordo com de Gennes, para o
MBBA, ele corresponde a apenas 1,5% do valor do termo isotropico a, — vamos

continuar nos atendo a (6.05) sob a considera¢do de uma aproximacao tal que a;
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possa ser desprezado. Assim, usando corretamente a definicdo dos coeficientes de

Miesowicz [5,39] nas defini¢des (6.05), encontramos que

L£]

m; = 2_7‘2 (M —12),

m; = 2 N (6.06)

1
ms 25771-

Com isso, podemos construir uma expressdo combinando os coeficientes de

Miesowicz,

o= e Sl 71_1, (6.07)
mym; 11— 12

mostrando que o depende apenas das viscosidades 1, e 17,. Além disso, a equacgao
(6.07) serviria também para medir valores relativos de 1, e 1,. Se, por exemplo,
dados experimentais revelassem que ¢ = 1, teriamos 1, = 0, e a introducao deste
coeficiente na equacgdo (6.03) ndo teria embasamento experimental. Assim, para
verificar o que a literatura apresenta a respeito dos valores desses coeficientes,
foram coletados uma série de dados experimentais para a viscosidade nematica
[52-56], e, para termos um amplo panorama do alcance da fase nematica no qual o
coeficiente 7, exista, consideramos somente aqueles valores que abrangem toda a
fase nematica. Os resultados estdo na figura a seguir, na qual foi construida uma
escala normalizada de temperatura - temperatura nematica - considerando-se a

temperatura na transi¢do nematica-cristalina igual a zero enquanto a da transi¢do

nematica-isotrépica é igual a 1.
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Figura 6.1 - Parametro o (equacao (6.07)) versus escala de temperatura nematica.

A distribuicao dos dados experimentais no grafico acima mostra que, ao
longo de toda a fase nematica, temos o = 1/2, o que é um resultado bastante
gratificante, uma vez que ele indica que 71, # 0, isto é, a introdugao deste novo
coeficiente de viscosidade tem um forte apoio experimental. Além disso, o fato de o
ser quase constante durante este intervalo indica que os valores nao nulos deste
coeficiente de viscosidade ndo sdo uma caracteristica acidental de uma dada regido
da fase nematica, mas estdo presentes durante toda ela. Também, deve-se ressaltar
o fato de que ha um leve aumento no valor do parametro ¢ na vizinhanga da
transicdo nematica-isotrépica (que é consequéncia da aproximagdo dessa regido, ja
que na fase isotrépica, temos ¢ = 1), embora este aumento nao seja continuo (pois

essa transicao de fase é descontinua).

Outra conclusdo notavel a respeito dos coeficientes 1, e n, é que eles nao
sdo independentes, mas relacionados pela geometria de grao nematico. Este
resultado pode ser obtido facilmente aplicando-se a relagdo de Parodi
(ay + a3 = ag — as) a definicdo dos coeficientes de Leslie obtida em (6.05), que

fornece

M2 = —emny, (6.08)

sendo e definida em (5.34). Substituindo este resultado na equagao (6.07), teremos

(6.09)

1+e
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que explica completamente os valores experimentais descritos anteriormente: a
excentricidade de um grdao nematico ndao depende de suas dimensdes, mas
somente das razdes entre elas. Dessa maneira, esperamos que o assuma
aproximadamente os mesmos valores para todos os compostos nematicos. Além
disso, com excec¢do da vizinhanca da transicao nematica-isotrépica, sempre temos
11 > 1y, 0 que implica em e = 1 e 0 = 1/2. Por outro lado, quando a amostra se
aproxima da transicdo nematica-isotropica, os graos comecam a perder a forma
elipsoidal, se tornando cada vez mais esféricos, o que implicaeme - 0 e o — 1. Se
utilizarmos a definicdo da excentricidade e apresentada na equagdo (5.35),
encontramos que
_4-S
7T ay2s

mostrando que ¢ = 1/2 quando S = 1, enquanto o — 1 quando S — 0.

(6.10)

Esses resultados apresentados aqui nao foram previstos por qualquer outro
modelo reolégico. Eles definem o valor do parametro ¢ durante toda a fase
nematica sem a necessidade de varidveis ajustaveis. Além disso, sdo consequéncia
direta da aproxima¢do HB estendida, com a introducdo do termo rotacional,
mostrando que os coeficientes de Miesowicz estdo conectados entre si pela

excentricidade do grdao nematico através do teorema de Onsager.

6.2. Os coeficientes de Leslie

Por mais que os resultados acima concordem com as propostas ja
conhecidas, eles ainda sdo uma aproximag¢do para o problema da viscosidade: o
coeficiente a3 nao pode ser nulo quando analisamos o problema tomando como
ponto de partida a definicdo da equacdo (6.03). Para que nossa analise esteja

completa, vamos introduzir um novo termo nessa equa¢do: N;n;, que nada mais ¢
do que a transposta do termo que acompanha 1,. Dessa forma,

aSl

% =25k,
2

Oxj
sk (mAij + n2Nimj +nsNjny), (6.11)
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sendo 713 0 novo coeficiente de viscosidade, que esta acoplado ao termo N;n;. Do

mesmo modo que procedemos da primeira vez [50], obtemos agora o conjunto de

resultados:
. ()’ T T B
1= —7‘17‘2 N, Gz = 2r, N2, a3z = 2r N3, A4 =11,
(6.12)
as = (1 —13) Ny @ = (r; — 1) 7.
g N

Esses resultados acima nos auxiliam compreender o porqué de a versao
anterior da transformacdo HB ndo ser suficiente para descrever o problema da
viscosidade nematica: @, e @3 sdo completamente determinados pelos coeficientes
1, e 13, e vice-versa. Com isso, em termos desses novos parametros, a relacdo de

Parodi se torna agora

en; +n,+(1—e)n; =0, (6.13)
deixando o resultado obtido em (6.08) como um caso particular e comprovando
que os coeficientes 14, n, e n3 estao de fato conectados pela geometria extinta da

fase nematica.

Finalmente, utilizando a equacdo (6.04), reescrevemos (6.12) como se

segue:
2
(1-Vi-e) en, + (1 —e)n; —
a, = — Ji—e N, Az = T N2, a3 =V1-—ens,
€ € (6.14)
1 —

Ay =M1, a5:(m_1>nll a6:_(1_ 1_6)171'

Em termos dessas expressoes para os coeficientes de Leslie, o pardmetro o se
torna
1
o= =
N3 M1 —
(1+B)|a+re+Ba-o

1 2 (6.15)

_ o) (%) 4 ovi=e (B _e?)
(1—e) (a4) +2/1—e (a4) +(1—e?)
que, pela relacio de completeza, escrevemos o em termos de n;/n; e as/a,.

Quando n3/n, ou a3/ a, sdo muito pequenos, obtemos
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1 2 U 3+ e? (n3)2
G_1+e 1+e)?n, (A+e)3E\ny
(6.16)

1 2 as 3+e? a5\?
:1+e_mu+e)z(a_4>+(1—e)(1+e)3<a_4> B
confirmando os resultados de (6.09) quando 7s;/n; ou as;/a, podem ser
desprezados, que sdo as condi¢cdes que prevalecem experimentalmente enquanto
soubermos que, para todos os compostos nematicos, qualquer uma dessas razdes
sera sempre pequena. Sob essas condi¢des, a uniformidade e a diversidade dos
dados apresentados na figura 6.1 constituem uma confirmacdo direta de que o
modelo apresentado neste trabalho pode descrever corretamente a viscosidade

nematica.
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7. Conclusao

Neste trabalho mostramos que a viscosidade nematica pode ser compreendida a
partir de um ponto de vista geométrico. Foi apresentada uma versdo modificada da
aproximacdo de Hess e Baalss [39] em termos de dois coeficientes de viscosidade
(n,m, e n3) e a extinta excentricidade e do grao nematico. A fim de definir
claramente a geometria termalizada e especialmente esse parametro e, foi
apresentado um estudo do comportamento térmico de uma molécula nematica no
qual alcancamos uma compreensdo direta dessa geometrizacdo da fase nematica
utilizando os conceitos de de Gennes e dos parametros de ordem microscopicos
[5]. Os resultados aqui colocados apresentam uma boa aproximacgao dos resultados
experimentais, o que nos permite concluir que estes concordam com os dados

obtidos praticamente.
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Deducao da equacao (3.29)
O postulado II da teoria de flutuacgoes traz que:

Existe uma fung¢do de pardmetros extensivos instantdneos de um sistema qualquer,
S= 5‘()?0,)?1, ), conhecida como entropia instantanea, que tem a seguinte
propriedade: a probabilidade WdX,,...,dX, que os pardmetros extensivos
instantdneos de um sistema estejam na distdncia dX,, ..., dX,, para um sistema em

contato com o reservatorio correspondente, é dada por

n
1(. |
W = QoexpE<S - z Fo Xy — SIF, .. Fk]) (i)

k=0
onde k é a constante de Boltzmann, $ é a entropia instantanea do sistema, Fj, é o
parametro intensivo do reservatorio, S[F, ... F,] é o valor maximo de S — Y- Fx Xk

e (), é a constante de normalizacao.

Para flutuagdes espontaneas, reescrevemos (i) na forma

n
1/ . .
W = Ooexpy, <55 _ Z Fk65k> (ii)

k=0
Se os termos S — Y7 _, F. Sy forem iguais ao valor maximo S[F, ... F,], teremos, apés

combina-los a equacao (ii),

WEF; =k ow
PY3 (i)

i

Agora, considerando o valor médio apresentado na equac¢do (3.29), podemos

escrever

o o o oA - - L 0w 5
i

Se i # j, a integral sobre ddX; se anula em ambos os limites. Se i = j, integramos

por partes para, imediatamente, obter a relacado (3.29).
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Geometrical content of Leslie coefficients
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In this work, we will study how the effective geometry acquired by nematic molecules under thermal vibration
contribute to the determination of the Leslie coefficients. To do this, we will divide this work in two sections. In
the first section, we present the geometrical fundamentals of the so-called Hess-Baalss (HB) approach [D. Baalss
and S. Hess, Phys. Rev. Lett. 57, 86 (1986)] where we show that its basic assumptions can be understood as a
geometrical interpretation of de Gennes’ passage from the microscopic to the macroscopic order parameter. In
the second section, we use an extended version of the HB approach [M. Simes, K. Yamaguti, and A. J. Palangana,
Phys. Rev. E 80, 061701 (2009)] to obtain the geometrical contribution to each Leslie coefficient. Our results
will be compared with experimental data, and we will show that the Miesowicz’s coefficients are connected as
long as the ratio o3/ct4 between these Leslie coefficients can be considered small.

DOI: 10.1103/PhysRevE.83.051702

I. INTRODUCTION

The anisotropic viscosity of liquid crystals (LCs) is one of
the most challenging properties of these materials [1]. It was
discovered in 1935 by Miesowicz [2,3] when he showed that
LCs exhibit a direction-dependent viscosity when submitted
to an external field. A large amount of experimental and
theoretical investigation has been devoted to this subject [4-30]
but a satisfactory microscopic theory for it has not been
found [15-17]. A widespread approach to the continuum
mechanics of the properties of nematic liquid crystals (NLCs)
is the Ericksen-Leslie-Parodi (ELP) approach [4-9]. The ELP
approach establishes that the nematic viscosity is determined
by six viscosity coefficients [Eq. (48)] that are connected by
the Onsager-Parodi relationship that shows that five of them
are effectively independent. There is also the hydrodynamic
theory of Martin, Parodi, and Pershan [8,9] which, according
de Gennes [1], is effectively equivalent to the ELP approach.
The kinetic approach of Doi is the most accepted microscopic
theory of nematic viscosity [18-23]. It produces expressions
free of adjustable parameters that capture the essence of
the phenomena, furnishing a semimicroscopic explanation to
the origin of their anisotropy. Nevertheless, it also presents
well-documented disagreements with experimental data. It is
unable to describe, for example, the regularities observed in
the viscosity data, mainly as the nematic crystalline regions
are approached [15-17].

Recently, through the so-called Hess-Baalss (HB) ap-
proach, which is defined in Refs. [24-28], it has been proposed
that many aspects of nematic viscosity can be better understood
if a geometrical point of view is considered [15-17,31-38]. It
must be clear that this approach does not intend to propose that
nematic viscosity is a geometrical problem; it is definitively a
dissipative many-body problem whose solution needs to be in
accord with the fundamentals of dissipative statistical mechan-
ics. Nevertheless, this circumstance does not forbid the study of
the role played by the geometry of the nematic molecule in this
dissipative problem. To capture the essence of this geometrical
contribution is the purpose of the HB approach and the aim of

*simoes @uel.br

1539-3755/2011/83(5)/051702(8)
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this work. The HB approach assumes that if one could imagine
a way by which nematic molecules could be continuously
deformed up to the point at which they become spherical, it
would be possible to observe a corresponding reduction of
the macroscopic anisotropies until they vanish. Conversely,
if the idealized spherical molecules of an isotropic liquid
could be deformed until they assumed the ellipsoidal form
of an idealized nematic molecule, the macroscopic physical
properties would be transformed similarly to those observed
on the NLCs. Nevertheless, the mathematical formulation of
the task proposed by this approach is not yet fully developed. A
consistent determination of all five Leslie coefficients in terms
of this geometrical transformation has not been done. The
purpose of this work is to use the HB approach to determine
the geometrical contribution to the viscosity coefficients of
the nematic phase. We will also give an exposition of the
fundamentals of such nematic geometry. In fact, a complete
exposition of this approach is not found in a single work.
Frequently, some important relations only are found when
specific results of a given work are correlated with results
contained in other works. In this paper we will give a detailed
exposition of the geometrical content of the HB approach
and use it to study the Onsager-Parodi relations [6], showing
that under the context of the HB approach these relations
acquire a geometrical interpretation that leads to a connection
with Miesowicz’s coefficients [31]. Without a clear exposition
of the exact meaning of this temperature-dependent nematic
geometry, the importance of this connection may not be fully
understood. The aim of this work is also to give a detailed
and quasi-self-contained exposition of the significance of such
results.

II. THERMAL GEOMETRY AND THE NEMATIC GRAIN

A. The geometry of the nematic molecule

A simple way to give a geometrical basis to the anisotropies
observed in nematic materials is to attribute to the microscopic
anisotropies of their constituent molecules the source of the
anisotropies observed on a macroscopic scale. This idea
constitutes de Gennes’ passage from a microscopic to a
macroscopic order parameter [1] [see Eq. (3) below] and is

©2011 American Physical Society
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also the heart of the HB approach. We will begin this study
by establishing a connection between these two approaches,
showing how the de Gennes formulation for the passage
between the microscopic and macroscopic order parameter
has a straightforward geometrical interpretation, and is the
appropriate tool to provide a formal foundation for the HB
approach to the nematic viscosity.

Let us consider some fundamentals of the order-parameter
concept. These ideas are well know [1], but as they are essential
to understand the geometrical approach that we will take to the
nematic LC theory, we will review them here. So, consider that

A PPN
Qij(A) = =38, + hit; M

describes the microscopic anisotropy of some physical quan-
tity. It is the microscopic order parameter [1], where fi is the
corresponding rigid axis of the molecular-micellar symmetry,
while

Qij(it) = —38; +min; 2)

is the corresponding macroscopic order parameter, which
describes macroscopic anisotropies, where 7 is the associated
director [1]. From now on, variables with a hat, such as 7 , are
microscopic variables. When a variable appears without a hat it
is a macroscopic variable, such as 71, which is the director. The
. . . A r~a
connection between the microscopic order parameter Q;;( A )
and the macroscopic order parameter Q;;(7) is made by
assuming that the microscopic rigid axis of a nematic molecule
iis a random variable that oscillates so fast that when
Q;;j( ) is averaged, on the time and/or in the neighborhood
of a point, that average determines the macroscopic order
parameter Q;;(1). In mathematical terms, we would have [1]

(04(R)) =S Qij(#), 3)

where (x) stands for the statistical average of the random
variable x. Notice, as a consequence of the ergodic hy-
pothesis [39], that the statistical average of this expression
considers spatial and temporal mean over the aggregate of
molecules-micelles around a given point. Consequently, when
the microscopic order parameter is averaged to obtain a
macroscopic one, a non-null value of S implies the existence
of a macroscopic molecular ordering that defines a non-null
7 in the neighborhood of every point. Below we will give a
geometrical interpretation for this local macroscopic ordering
that we will refer to as nematic grain. To obtain an expression
for S in terms of 7 and 7 it is enough to multiply the above
expression by the macroscopic order parameter Q ;;(n) and
take the trace of the resulting expression

Q;i(n)(Qij() = S Qji(n)Qi;(n), 4
to obtain
S=3[- 5+ (@ -], (5)

In Eq. (4) we have used the usual repeated indices sum rule.
From now on, repeated indices will be subject to it.

To see how these basic ideas about the meaning of the
order parameter can acquire a geometrical interpretation, let
us consider two analytic expressions, the first for a sphere S,
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and the second for an ellipsoid E. The equation of a sphere S
with radius 7 is given by

A (S,'j
Sijxixj =1, S = ol

i ={1,2,3}. 6)

Otherwise, if 71, 7, and 73 are the dimensions of an ellipsoid
E along the orthonormal directions p, ¢, and 7 respectively,
the equation of E is be given by

A A

qiq;  Fif;
+ —=+ —,
2 2
P 3

iPj
2
i

Eijxixj = 1, E’] = l = {1,2,3}

)

Furthermore, as p, g, and 7 form a local orthonormal basis, any
vector X can be written in terms of them. In components, X can
be written as x; = p;(p;x;) + qi(gjx;) +ri(rjx;) = (p; p; +
4i4; + #i7j)x;, from which follows the completeness relation
follows:

piPj+4iq; +7itj = éij. (®)

Using this equation in Eq. (7) we arrive at

s (1 1\ o1
Eij:A_é_’_(,\_z_g)pipj—i_(f_z_,\_z)qiqj- ©)

r3 r 2 I3

At this point we will use the idea of the order parameter
to continue the development of our geometrical approach. To
do that, observe that the ellipsoid described above has only

- -
two axes of symmetry, p and g, and not three. Due to the
completeness relation in Eq. (8) only two axes are necessary.
Consequently, we will need two microscopic order parameters,
one for each symmetrical axis,

A A A A A A A A
Qij(p)=—38ij+ pip;, 0ij(§)=—358;+dig;-
(10)

Using the definitions of microscopic order parameter in Eq. (9)
it is found that

E—11+1+16+1 IQ(_A))
i3\t RTR)T R g) R
1 1\ » —
+|lz—5)Qiu(9), (11)

I n3
which shows that the microscopic ellipsoidal matrix £; j canbe
written as a sum of two kinds of terms. The first is proportional
to §;;, which, according Eq. (6), represents a sphere with a
radius 7 given by

! L2 + ! + ! 12)
2=s(zrata) |
The second is proportional to two microscopic order pa-
rameters, Q,-j(f)) and Q,-j(?). To understand our further
developments, observe that in Eq. (11) the order parameter
only expresses the direction of the microscopic deformation.
The amount of the deformation is given by the expressions
(1/f? —1/#3) and (1/#7 —1/2) in front of each order
parameter. In the next section we will take the thermal average
of Eq. (11) and the terms describing this amount of deformation
will become temperature dependent.

051702-2
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B. The thermalized molecule: the nematic grain

Let us assume that we have an ensemble of ellipsoidal
molecules forming a liquid crystal. Because, according
Eq. (11), the microscopic deviation from the spherical ge-
ometry of each of these molecules is proportional to the
microscopic order parameters, we can use the statistical media
of each term of Eq. (10) that appears in Eq. (11) to find the
mean value of Ei ; on this ensemble. That is,

Y (LA Y 1(Q(_A)>
s\ ra )t () e

1
+ <f_2 rz) (Qz/(CI)>

(E;j) =

2 3
(e D)a e (AL vao
“3\p TR r)vT ) R
11
tl=z - = $10ii(q), (13)
b n

where we have generalized Eq. (3) along the directions F) and
g, assuming that (0y;(7) = $” Qi;(p) and (0;;(7)) =
S7 Q;i(q), where S? and §9 are the two scalar order parameters
describing the thermal vibrations of the two independent
director directions, f) and ? respectively. We have also
assumed that the microscopic dimensions of the grain 7y, 75,
and 73 do not change with temperature. Now, for each of these
order parameters we can use the macroscopic definition of
order parameter,

0ii(P) = (-

Q@) = (38 + aiq)).

(14)

38 + pipj) -

in Eq. (13), to obtain

(E >—( ! (287 +1) + : (1 —87)
RN 373

(- 287 + S‘I))pipA T (ia —s7)
373 T3

1 1
+ QS+ D)+ —
32 T 5

+< O
37} 373

(1-287+ Sp))Qin

(I -89

1 N
+W(1+S + 8) Jrir;. (15)
3

We have also used the macroscopic version of Eq. (8). Finally,
by comparing this expression with Eq. (7) we see that this
equation describes a macroscopic ellipsoid

. 1 1 1
(Eij) = zplp,+ zq,q,+r rirj (16)
3
with dimensions
1 1
— = A2(2S" + 1)+ Az(l — 8T+ Az(l — 287 + §9),
1 3’1 373
1 1
— = 1—87)+ 287 + 1)+ 1—287 4+ 8P),
2 3f%( ) 3%2( ) 3%2( )
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L (1 -8+ 1(1
7o 7

1
1+ 8P + §9).
3A2 AR

3
7)

This result shows that after the thermal average defined at
Eq. (3) an ensemble of ellipsoidal nematic molecules acquire
a macroscopic thermalized geometry that is also ellipsoidal.
Their dimensions depend on the order parameters and, of
course, on the temperature: this is the nematic grain. For
example, at the isotropic phase we have that " = §" =0

and
11 1 1 1+1+1 (18)
rlz_rzz_r32_3 f'12 22 f32 ’
which shows that at isotropic phase the nematic grain assumes
the effective form of a sphere. Otherwise, at low temperatures,
where §" = §" = 1, we have that

L S T S
S =5 S == (19)

2R 2R 2w
showing that at very low temperatures it is ellipsoidal.

In synthesis, these results show that the definition of
tensorial order parameters [Eqgs. (1)—(5)] realizes the passage
from the microscopic ellipsoid-shaped nematic molecule to a
thermalized macroscopic object, the nematic grain that is also
ellipsoidal. These facts allow us to name as thermal geometry
the relation contained in Eq. (17). Please note that this is
a direct consequence of the definition of microscopic and
macroscopic order parameters, nothing more.

For future use, let us specialize the above expressions for
the uniaxial case, which is the situation found more frequently.
For this case we have, 77 = #7 and $7 = 0, which gives

s =3 (zmes+0+ S0
r2 o 3\#? 72

(20)
1—1—1(1(1 S)+1(2+S))
r22_r32_3 flz f22 ’

where we have made S = S”, to be in accord with the usual
notation in which the uniaxial scalar order parameter is named
as S. This result shows that a thermalized microscopic uniaxial
molecule produces a nematic grain that is also uniaxial, r% =
r32. Therefore, similarly to Eq. (9),

1 1 1
(Eij) = r—23ij + <2 - 2) Pibj

2

1(1+2>5 +(1 1)Q(*) @)
3 rl2 ;’22 Y r]2 r22 P

As we have described above, the thermal ellipsoidal shape
depends not only on the nematic order parameter Q;;(p), but
also on the thermalized geometry of the nematic grain 1/ rlzl -
1/r3. If we write this expression in the form

<Eu>—i[1(2+ ﬁ)a—( ——22)Q <p)} (22)
7] r22 3 r12 7] 12 lj

we recognize the term

e=1--2 (23)
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as the eccentricity of a uniaxial ellipsoid. Nevertheless, as
ry and r, are temperature dependent, this eccentricity is the
thermalized eccentricity of the nematic grain, which would be

distinguished form the microscopic eccentricity é,
2
)
-, 24)
r

e=1

which, of course, does not depend on the temperature. A
straightforward use of Eq. (20) shows that

3S8e

From this equation we see that as the isotropic phase is
approached we have that § — 0 giving ¢ — 0. Otherwise,
as the temperature is reduced, S — 1, we find that e — ¢,
which reproduces the microscopic value of the eccentricity. In
terms of e, Eq. (22) becomes

(Eij) = 3—e(S— Dr

(26)

Let us finish this section by making an observation about the
values that are hoped for ¢, the microscopic eccentricity of the
nematic molecule. Suppose, for example, a typical calamitic
nematic molecule where its length is five times its width. For
this geometry Eq. (24) gives that é = 24/25 ~ 0.96, which is
very close to 1. Since for any sound value of this ratio we would
always find e = 1, for practical applications of this theory
we can assume that, for a calamitic nematic molecule, é =
1. Under this approximation, the macroscopic eccentricity e
would be completely determined by the scalar order parameter

38
R 27
e= 27)

Likewise, under these conditions, we have

(Eij) [22 = 8)8;; —3 S Qy(p)]. (28)

=@

C. Conformal transformation

In the preceding, we have shown that the thermal geometry
of a nematic grain can be seen as a result of the sum of two
types of terms: a spherical term and the deformations from this
spherical shape that are proportional to the order parameters.
This separation of (E;;) into two parts contains the essence of
the HB hypothesis [24-28]. We can interpret this separation in
terms of the HB hypothesis by stating that the spherical part of
the decomposition of (E;;) would correspond to an isotropic
fluid, while the addition of the remaining terms deforms it,
making what could be described as a LC. Accordingly, a NLC
can be conceived as a normal liquid in which its spherical
molecules have been deformed to attain an ellipsoidal form. In
this section, we will look for the microscopic and macroscopic
versions of these transformations. Later, we will show how
these transformations work.

Consider that at a point of our sample we have a vector
§ that is submitted to an elongation 7, 7, and 73 of all its

s{B + el —29)18; —3 5 2Qi;(p)}-
2
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components in the directions p, ¢, and 7, respectively.
Analytically, this elongation will be

F=np (P )+nq(q I+RT(F-3), 9
which can be put in the form
X = F1pi(pj8)) + F24i(q;8) + F3Fi(7;8))
= (F1pi pj +724iq; + 57i7)8;. (30)
Therefore,
0X; R o R
%, =F1piDj + 2qiq; + F3FiF;. 3D

Using the completeness relation in Eq. (8), this becomes

ox; A A
vy =738 + (71 —F3)pipj + (P —F3)pipj.  (32)
i

Furthermore, using the definition of the tensorial order
parameter in Eq. (10), we obtain
0X;
a5

| L A
= 5(” + 7+ 738 + (F1 —73)0i(P)

+ (P — 73)041(9). (33)

A straightforward calculation shows that the inverse of this
equation is given by

95 _ 1L Y (LY 67
0%, 3\F/ T HH)ET\G TR

1 1\ A
+ (7 - ~—) 0iy(3). (34)
73

r2

In order to understand how the HB approach acts, let us
suppose that we have a molecule of an isotropic fluid that,
hypothetically, has a spherical symmetry. Under this condition
the equipotential surfaces generated by this molecule would
also have a spherical form, as given by Eq. (6). Suppose we
assume that this spherical surface has been obtained from the
deformation,

as;
= 9% i, (35)

>

of a ellipsoidal surface, as given by Eq. (7) where we have
used the notation §; to assign the coordinates of the spherical
surface and X; to assign coordinates of the ellipsoidal surface.
Therefore, we can start from Eq. (6) and write the sequence of

operations
3.5 ! 3 a8 . 08;
iiSiS;i = 1 — O —X, —X
/ / / axk k axl !
A 08 05;
1o 8 et = 1> Outiti =1, (36)
Bxk ax,

where the operator
(37

expresses the result of the action of the HB transformation
over the sphere. Using Eq. (34), a straightforward calculation
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shows that

95 05, 1/ 1 1 1
On = =

o == dij
9% 0% 3 (ffl>2+<ffz)2+(ff3>2> i

( 1 1 >AH(_A>) ( 1 1 )
e~ Grp) GO Gar T GRy
x 0i;(7). (38)

When we compare this equation with the equation de-
scribing an ellipsoid [Eq. (11)], we see that the quantities
71, 72, and 73 actually act as parameters of deformation.
The original sphere of radius 7# has been deformed to an
ellipsoid, according to the rules # — 77|, along the direction
p; # — 7, along the direction g; and # — 773, along the
direction 7.

If we identify these transformations with the microscopic
ellipsoidal parameters defined at Eq. (11), 77| = 7y, /7o = 7>,
773 = 73, where 7, 7,, and 73 are the microscopic ellipsoidal
dimensions defined in Eq. (7), we find that the deformations
are given by

P =

A0

L (39)
r r

This is a satisfying result. The transformation defined in
Eqgs. (33) and (34) can be taken as the transformation that

realizes the aim of the HB approach: to find an operator that
transforms spheres with radius r into ellipses with dimensions

71, 72, and 73 along the perpendicular directions ?, E), and
7), respectively.

The above deformations are microscopic. In exact analogy
with the above procedures, we can also define the macroscopic
deformations, 71, 7», and 75. As the aim of such transformations
is to make symmetric spherical objects become ellipsoidal
objects, and vice versa, and the equation that is the basis of

these operations is Eq. (38), it is clear to see that if

ox; 1 _ o o .
i=§(rl+r2+r3)3ij+(rl_VS)Qi_j(P)+(r2_rS)Qij(CI),

8Sj
(40)
ds; 1 l+l+l +l 1Q(_')
axi - 3 fl 72 f3 Y fl 73 Y p
1 1 -
+ (.— - _—> 0ii(q), (41)
r r3

are the assumed macroscopic counterparts of Egs. (33)
and (34), respectively, we will arrive at the macroscopic
version of Eq. (38)

r3 = —, (42)

where r;, rp, and r3 are the macroscopic ellipsoidal axes
defined in Eq. (17).
Finally, for future use, let us write the uniaxial versions of
these transformations for the case where 7, = 73,
2 L Loy sy + (-7 04
— = —(r I ii ry —r ii
o5, 3 1 2) 0ij 1 2 P
= Ré;j + (F1 — 72) pipj, (43)

PHYSICAL REVIEW E 83, 051702 (2011)

1 1 o
+ <_— - _—> Qii(p)
r )
1 1 1
=—3j+|=———)pip) (44)
r rn

In Sec. III, we will give an example of how these transforma-
tions act on physical quantities and we will study the nematic
viscosity from the point of view of the HB approach.

III. A GEOMETRICAL APPROACH TO THE LESLIE
COEFFICIENTS

A. The eccentricity and the Onsager relation

Previously, we have seen that the operators dx’/ds/ and
ds' /dx/ [Egs. (40) and (41)] transform spherically symmetric
objects into ellipsoidal objects, and vice versa. According to
the HB approach these transformations transcend the geometri-
cal scenario in which they have been deduced. They transform
all mathematical quantities describing spherical symmetric
objects into the corresponding quantities in an ellipsoidal
geometry. Consequently, when they act in a mathematical
quantity of an isotropic liquid, they will transform it into the
corresponding mathematical quantity of a nematic liquid. In
this section we will apply this prescription to study the nematic
viscosity of a uniaxial sample. It will be assumed that the
stress tensor o;; of a LC composed of uniaxial particles should
be obtained through the application of Eqs. (43) and (44)
[17,32-35] on nd;v*, which is the stress tensor of an isotropic
liquid, where n is the corresponding isotropic viscosity and
d;v; is the gradient of the isotropic fluid velocity. Namely, it is
assumed that

ds' dx’
= 27 (o). (45)

According to this proposition, after the full development of
this equation only one parameter would be free: the viscosity
n of the virtual isotropic liquid. All other parameters would
be determined by the geometry of the nematic cell, which
are contained in the transformations in Eqs. (43) and (44).
This is the reason why we have studied the geometry of the
nematic grain that, save for n, would completely determine
the nematic viscosity. Notwithstanding its strong physical
appeal and conceptual simplicity, this approach never gives
a complete explanation of the phenomenology observed in the
LC’s viscosity. We have explained this in a previous work [31].
In essence, Eq. (45) does not take into account all the degrees
of freedom of an anisotropic particle. For an observer at the
laboratory the velocity v of an extended anisotropic rigid body
is composed of two terms,

O','j

V=104 w x p, (46)

one considering the motion of the its center of mass v¢ and
the other considering the rotation of its internal points (which
are assigned by the parameter p) around the center of mass,
where w is the instantaneous angular velocity. Both of these
terms produce dissipation, but the latter is not contained in
Eq. (45), even after the application of the HB transformation.
The absence of this rotational term makes the HB approach
incomplete, hindering, for example, the correct use of the
Onsager theorem [31], as we will see.
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In order to resolve these problems and construct a model
that embraces the content of Eq. (46), the form of the isotropic
stress tensor has been modified with the introduction of two
viscosity coefficients, one for the shearing flow and the other
for the rotational flow of a liquid, i.e.,

ds' dx’
dxt dsk

where A;; = (9;v; + d;v;)/2 and N = [ii — (@ x 7i)] repre-
sent the shearing flow and the rotational flow, respectively. n;
is the extension of the viscosity term already present in the
usual HB approach and 1, has been introduced to attend to the
rotational viscosity.

The results obtained with the introduction of this new term
are very stimulating, and are the basis of the developments
presented in this paper. When we substitute Eqs. (43) and (44)
in Eq. (47) and compare the ensuing equations with the ELP
form of the stress tensor [4-9],

Oij = (mAij + mNinj), (47)

0ij = onin jngng Ay + oan; Ny 4+ o3n j Ny + a4 A;;
+asn;Ajng +aenjAng, 48)
where o, o2, a3, a4, s, and o are the Leslie coefficients [5]

that are subject to the Parodi relation [6], oy + a3 = ag — a5,
we arrive at

2
(ry —r2) r
ap=———""—n, a=—m, az3=0,
rra r
49)
r—n r—n
Q4 =11, O5= n, og=—""N1.
rn r

Before studying the consequences of the above relations, we
must be aware that these equations cannot be the final answer
to the nematic viscosity problem. From them we see that we
would have a3 = 0, which clearly does not agree with the
experimental facts. Nevertheless, we recall that the value of
a3 is always very small, according to de Gennes [1]. For
N-(4-Methoxybenzylidene)-4-butylaniline (MBBA), its value
corresponds to only 1.5% of the value of a4, the isotropic
term. So, although this is not the final solution of the viscosity
problem, we will continue by considering the above relations
as an approximation for the case where 3 can be disregarded.
We will show that this is indeed the case and that the above
results dominate the experimental data when the ratio o3 /o4 is
small. For now, let us assume these equations and study their
consequences.

Using the definition of Miesowicz’s coefficients [1], m| =
(a4 +as —or) /2, my = (a3 +ou+ag) /2, m3=as/2, in
Eq. (49), we arrive at

mi= =), m= st my= (50
Due to the form of these equations, it is possible to construct
an expression combining the Miesowicz’s coefficients,

o= M 51)

mp my n —n
which depends only on the coupling constants n; and ;.
Consequently, o could be used to measure the relative values
of n; and n,. If, for example, the experimental data reveal
that o = 1, we would have 1, & 0, and the introduction of
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FIG. 1. (Color online) Parameter o = m%/mlmz vs the uni-
formized nematic temperature scale [15-17,36,37]. The use of the
Onsager relation in the stress tensor obtained from the extended
HB approach, proposed in Ref. [31], leads to the prediction that o
would assume values around o ~ 1/2. Furthermore, as the N-I phase
transition is approached the effective anisotropy of the nematic grain
is diminished and the value of ¢ would increase, approaching the
value 0 = 1. The experimental data exhibited in this graph [10-14]
completely confirm these predictions. Although the compounds can
be easily recognized by their abbreviated names in the figure, their
scientific names and the authors of the measurements can be found
in the quoted references.

1, in Eq. (47) would not have experimental support. In order
to verify what the experimental results say about the values
of n; and 1, we have collected experimental data of nematic
viscosity from the literature [10-14] and, in order to have a
broad panorama of the range of the nematic phase in which
1, exists, only those data encompassing the entire range of the
nematic phase have been considered. The results are shown in
Fig. 1, where a uniformized temperature scale was constructed
[15-17,36,37] in such a way that, for the nematic-crystalline
transition, the temperature 7 = 0 was attributed, while, for the
nematic-isotropic (N-) transition, the temperature 7 = 1 was
attributed. The distribution of experimental data shows that
along the entire range of the nematic phase one has o ~ 1/2.
This is a gratifying result because it clearly indicates that
ny # 0, showing that the introduction of this new viscosity
coefficient has strong experimental support. Furthermore, the
quasiconstancy of o along the entire nematic phase also
indicates that the non-null values of 7, are not accidental
characteristics of a given region of the nematic phase, but
that the term that we have added is always present. Finally,
it must be noted that in the neighborhood of the N-I phase
transition a slight increase of the value of o is observed. This
growth is a consequence of the approximation of the N-I phase
transition region; at the isotropic phase we would have o = 1.
Of course, this growth in the value of o does not increase
continuously to o = 1 because the N-I phase transition is
discontinuous.

Another striking result that follows from Eq. (47) is that 1,
and 7, are not independent, but connected by the geometry
of the nematic grain developed above. It is clear that the
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application of the Parodi relation, oy + a3 = ag — s, to the
set of equations given in Eq. (49) gives

n = —en, (52)

where e has been defined in Egs. (23) and (25). When we
substitute this result in Eq. (51), we obtain

. 1
T 1+4e’

which completely explains the experimental data described
above, as the effective eccentricity of a nematic grain does not
depend on its dimensions (r; and r;), but only on its ratios [see
Eq. (23)]. We expect that o would assume approximately the
same values for all nematic compounds. Furthermore, save for
the neighborhood of the N-1 phase transition, we would always
have r; > r,. Wesee thate = 1 — (r2/r;)*> &~ 1, implying that
such a value would be found around o ~ 1/2. Otherwise, as
the N-I phase transition is approached, the effective form of
the nematic grains loses its ellipsoid shape, becoming more
and more spherical, and gives rise to an increase in the ratio
ry/ry, making e — 0 and 0 — 1. Using the value of e given
in Eq. (27), we arrive at

o

(53)

4-8
o=——-,
4428

which shows that when S ~ 1, we would have o ~ 1/2.
Otherwise, as S — 0, we would have 0 — 1.

These results have not been predicted by other nematic
rheological models. They determine the value of the parameter
defined in Eq. (51) along the entire range of the nematic phase
without the need for any adjustable free variable. They are a
direct consequence of the use of the extended HB approach,
where a rotational term has been added, and show that the
Miesowicz’s coefficients are connected by the eccentricity
of the nematic grain through the application of the Onsager
theorem.

(54)

B. The Leslie coefficients

Notwithstanding the agreement between theory and exper-
iment, the preceding results can be only an approximation
of the viscosity problem. a3 cannot be null as we assumed
with the acceptance of Eq. (47) as the starting point of
our development. Here, we will further develop the HB
approach and obtain a consistent expression for the Leslie
coefficients. To accomplish this task, we will further generalize
the form of Eq. (47) by adding the transpose of N;n; to it,
giving,
ds' dx’
dx' ds*
where 13 is a new viscosity term coupling N;n;. Moreover,

by repeating the procedure that we have followed to arrive at
Eq. (48) we find that

ojj = 2 (mAij + mNinj +m3N;n;), (55

(r1 — r2)? T )
Q) =—————N1, 2= _-"1, O3=_"1Nn3,
rir 2ry 2r; 56)
r—n n—n
@4 =11, 05 = . ni, o= . 1
2 1
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With this result we understand why the previous versions of
the HB approach were unable to describe the nematic viscosity
problem: a and w3 are entirely determined by 1, and 73, and
vice versa.

In terms of these new parameters, the Parodi relation
becomes

enm+m+1—-en =0, (57

which contains the previous result, Eq. (52), as a special case
and shows that the terms 7, 1, and 13 are connected by
the quenched geometry of the nematic phase. Finally, using
Eq. (48) we see that the Leslie coefficients are completely
determined by two viscosity parameters, n; and n3, for
example, and by the eccentricity e:

(A =V1-ey _em+ (0 —en3

, Oy = 2,
J1—e n J1—e "
1
az=~1—en;, a4=mn, 0l5=< : —1>'71,
— e

ag=—(1—=+1—em. (58)

In terms of these expressions for the Leslie coefficients, the
parameter o becomes

o) =

1
(I+P)[a+e+0—-ef]
[ —é?
= 5 . (89
(1=e)($) +2VT—ef + (1 —¢?)

where, for completeness, we have written o in terms of 13 /1,
and a3/a4. When n3/n;, or oz /oy are small, we obtain

o =

1 2 13 342 1732
o — _ L) e
l+e (A+e?nm  (I+ePmn
1 2 o3
T lte JT—e(l+ePay
3+ ¢? 2
e wt, (60)

(I—e)l+ePay

which confirms the results that followed from Eq. (40) when
n3/mior a3/oy can be neglected, which are the conditions
prevailing experimentally as long as we know that, for all
nematic calamitic compounds, any of these ratios are always
small. Under these conditions, the uniformity and diversity of
data shown in Fig. 1 constitutes a striking confirmation that
the model presented in this paper can correctly describe the
nematic viscosity.

IV. CONCLUSION

In this paper, we have shown that the nematic viscosity can
be understood from a geometric point of view. A modified
version of the HB approach [31] has been used to express
the Leslie coefficients [Eq. (58)] in terms of two viscosity
parameters 1, and 73 and the quenched eccentricity e of
the nematic grain. In order to clearly define the thermalized
geometry and especially this parameter e, we have presented
a study of the thermal behavior of a nematic molecule
where we have shown that a straightforward understanding
of this geometrization of the nematic phase is achieved
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using de Gennes’ concepts of microscopic and macroscopic
order parameters [1]. Our results have been compared with
experimental results, where it has been shown that they agree
with the experimental data.
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