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SILVA, Weberty Domingos.Projec¢des da Cesta de Sierpinski. 2018. 72 paginas. Disser-
tacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual
de Londrina, Londrina, 2018.

RESUMO

Neste trabalho, estudamos a dimensao de Hausdorff de proje¢des da cesta de Sierpinski
na reta. O problema de encontrar a dimensdo de Hausdorff de certos subconjuntos de
R é delicado, e tem despertado o interesse de muitos matematicos desde a descoberta
dos ntimeros transcendentes. A cesta de Sierpinski é um subconjunto do plano cuja
dimensdo de Hausdorff é 1 e, como consequéncia disto, um resultado de Marstrand
se aplica ao garantir que um subconjunto do plano com dimensdo maior ou igual a
1 possui projecdes na reta com dimensdo 1, para quase todas as dire¢des. Fursten-
berg conjecturou que a dimensdo da projecdo da cesta de Sierpinski em uma dire¢do
irracional qualquer é 1, e este problema permaneceu aberto até 2014. Apresentamos
uma releitura dos trabalhos de Kennyon sobre estes temas. Eles nos fornecem o valor
da dimensdo para nimeros racionais e algumas estimativas para um subconjunto de
irracionais.

Palavras-chave: Dimensdo de Hausdorff, Proje¢des, Conjuntos de Cantor, Cesta de
Sierpinski.



SILVA,Weberty Domingos.Projec6es da Cesta de Sierpinski. 2018. 72 f. Dissertacdo
(Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2018.

RESUMO

Neste trabalho, estudamos a dimensdo de Hausdorff de projecdes da cesta de
Sierpinski na reta. O problema de encontrar a dimensdo de Hausdorff de certos
subconjuntos de R é delicado, e tem despertado o interesse de muitos matematicos
desde a descoberta dos numeros transcendentes. A cesta de Sierpinski é um
subconjunto do plano cuja dimensdo de Hausdortf é 1 e, como consequéncia disto,
um resultado de Marstrand se aplica ao garantir que um subconjunto do plano com
dimensdo maior ou igual a 1 possui projegdes na reta com dimensdo 1, para quase
todas as diregdes. Furstenberg conjecturou que a dimensdo da projecdo da cesta de
Sierpinski em uma dire¢do irracional qualquer é 1, e este problema permaneceu
aberto até 2014. Apresentamos uma releitura dos trabalhos de Kennyon sobre estes
temas. Eles nos fornecem o valor da dimensdo para ntimeros racionais e algumas
estimativas para um subconjunto de irracionais.

Palavras-chave: Dimensdo de Hausdorff. Proje¢des. Conjuntos de Cantor. Cesta de
Sierpinski.



SILVA, Weberty Domingos. Projections of the Sierpinski gasket. 2018. 72 p.
Dissertation (Master’'s degree in Applied and Computational Mathematics) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2018.

ABSTRACT

In this work we study the Hausdor_ dimension of projections of the Sierpinski
gasket. The problem of finding the dimension is delicate, and have risen attention of
several mathematicians since the discovery of transcendental numbers. The
Sierpinski gasket is a subset of R* with Hausdorff dimension equal to 1 and, as a
consequence, a result due to Marstrand applies, ensuring that a subset of R* with
Hausdorff dimension greater or equal to 1 have projections on R with Hausdorff
dimension equal to 1, for almost every direction. Furstenberg conjectured that the
Hausdorff dimension of the projection of the Sierpinski gasket in an irrational
direction should be 1. This problem remained open untill 2014. We present a reading
of Kennyon’s work on these subjects. They provide us this dimension number for
rational numbers and some estimatives for a certain subset of irrationals.

Keywords: Hausdorff dimension. Projections. Cantor sets. Sierpinski gasket.
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1 INTRODUCAO

O conjunto dos ntimeros irracionais possui medida total na reta, e o conjunto
dos ntiimeros irracionais algébricos tem medida nula, o que nos leva ao fato de que os
numeros transcendentes possuem medida total. No entanto, ndo conhecemos muitos
conjuntos que possuem somente nimeros transcendentes e tenha medida de Hausdorff
maior que zero e menor que 1. De fato, Mahler [12] conjecturou que o conjunto de
Cantor dos ter¢os médios possui apenas ntimeros racionais (dlgebricos de grau 1) e
transcendentes.

Esta foi aideia em que primeiramente nos baseamos para estudar: encontrar um
conjunto de nimeros transcendentes com medida de Hausdorff positiva, mas menor
do que 1. Para isso, nos utilizamos de alguns aspectos da dinamica da aplicacdo de
Gauss, entre outros resultados conhecidos.

O ponto de partida é a sequéncia de Thue-Morse. Considere o conjunto A =
{a, b}, chamado alfabeto, e o conjunto de sequéncias finitas ou infinitas em A, denotado

por A*. Seja a aplicagdo

pA->A

ab, se x=a,
p(x) =
ba, se x=b.

Além disso, dada uma palavra v em {a,b}", ¢(v) é a concatenagdo da aplicacdo em
cada uma de suas letras. Por exemplo: @(a) = ab; @(ab) = abba; ¢(abba) = abbabaab, e
assim por diante. Note que cada palavra da sequéncia é o prefixo da palavra anterior.
Usando a chamada métrica produto, temos que a sequéncia de Thue-Morse é o limite
de 7, = ¢"(a), quando n — oo.

Podemos substituir a e b por nimeros naturais e obter uma sequéncia numérica.

Por exemplo, usandoa = 0 e b = 1, temos:
T = 0,’ Ty = 01, T3 = 0110

Interpretando os digitos como a expansdo na base 2 de um ntimero, tomando T como

sendo o limite da sequéncia e t,, 0 n-ésimo digito de 7 temos:
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O limite desta sequéncia existe e é chamado de constante de Thue-Morse:

T = lim ¢"(0) =~ 0.412454033640. ..

n—oo

Este ntiimero ndo é algébrico e sua transcendéncia foi provada por Mahler em 1929
[6,12,17].

Uma outra abordagem que gera um nimero distinto, mas também transcen-
dente, se dd no &mbito das fra¢des continuadas, chamada fracdo continuada de Thue-
Morse. Utilizando o mesmo raciocinio, mas tomandoa = 1 e b = 2, construimos uma

sequéncia de nimeros da seguinte forma:

Ty = [to,tl,. . .,tn]

em que [a;, 4y, ...] denota a representagdo em fragdo continuada:

1
[[11,612,...] = - 1
a, + 1

ar+

az+ e

Tomando o limite quando # tende ao infinito, obtemos um novo ndmero r = lim, . .
Este ntimero também é transcendente, o que foi provado por Queffélec [19] e, mais
recentemente Adamczewski e Bugeaud [1, 2] apresentaram uma prova mais curta,
usando o teorema dos subespagos de Schmidt e aproximacdes diofantinas.

Certo é que a aperiodicidade da sequéncia de Thue-Morse nos garante nio

apenas que o numero r é transcendente, mas também suas imagens sob a aplicacdo de

ro=1-[]

Aplicando a transformacdo em r, obtemos I'([to, t1,...]) = [t1,t2,...], 0 que a qualifica

Gauss:

como o shift para fracdes continuadas. E como se "apagdssemos'a primeira entrada
e um novo numero se iniciasse da segunda em diante. O importante aqui é que
I'(r) ¢ um ntmero transcendente, e 0 mesmo vale para I"'(r) qualquer que seja n.
A ideia original desta dissertagdo foi tomar o fecho do conjunto gerado pelos shifts
de r e calcular sua medida, na esperanca de obter um valor estritamente positivo.
No entanto, a propriedade de aperiodicidade da sequéncia é de fato fraca, o termo
preciso de peneperiodicidade é usado por alguns autores, etimologia da “fronteira” da
periodicidade. Esta propriedade leva a que este conjunto tenha medida de Hausdorff
nula, o que ndo era o desejado.

Para obter um conjunto de medida (de Hausdorff) positiva, precisamos con-
siderar sequéncias mais aleatérias. Tentamos ainda conjuntos gerados por somas dos

conjuntos anteriores. Ndo importa quantas vezes somamos o conjunto dos shifts de r
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com ele mesmo, nunca se poderia obter um conjunto de medida positiva, entdo, dado
que a ideia inicial ndo nos forneceu resultados interessantes, tentamos uma abordagem
distinta: a partir dos problemas abertos divulgados por Peres e Solomyak [18], escol-
hemos o trabalho de Kennyon [9] para uma leitura cuidadosa, que se apresenta nesta
monografia.

O objetivo deste trabalho é calcular a dimensdo de Hausdorff de proje¢des de
um conjunto chamado cesta de Sierpinski, contido em IR?, sobre a reta real. Um resultado
de Marstrand [13] garante que dado um subconjunto do IR? de dimens&o maior ou igual
a 1, suas projecOes sobre a reta tem dimensdo 1 a menos de um conjunto de medida
nula de direc¢des, ou seja, o conjunto de dire¢des cuja dimensdo da projecdo é 1 tem
medida total. A cesta de Sierpinski, como provaremos adiante, ¢ um subconjunto do
R? de dimens&o 1 e, sobre as projecdes deste conjunto, Furstenberg conjecturou que o
conjunto de dire¢des cuja dimensdo da projecdo é 1 continha os irracionais. O problema
permaneceu em aberto por muito tempo, com alguns avangos no seu estudo. Kennyon
mostrou que para racionais com certas propriedades vale que a dimensao da projecdo
é 1, e que para qualquer outro racional a dimensdo é menor que 1. Além disso, para
uma certa classe de irracionais que podem ser bem aproximados por racionais que
satisfazem as propriedades (para que se tenha dimensdo 1) igualmente tem-se que a
dimensdo da projecdo é igual a 1. No entanto, o estudo de Kennyon néo foi suficiente
para que a conjectura se provasse verdadeira. A prova de que a dimensdo é 1 para
qualquer diregdo irracional foi feita por Hochman em 2014 [7]. Nesta monografia,
apresentamos alguns resultados sobre a medida e dimensdo das proje¢des da cesta de

Sierpinski nos baseando nos trabalhos de Kennyon [8, 9], Mattila [14] e Falconer [3, 4].
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2 PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é fundamentar, ainda que de forma sucinta, os resul-
tados apresentados na dissertacao.

O ponto de partida é um espago métrico (X, p), que assumiremos possuir pelo
menos dois elementos, isto é, X é ndo-vazio e ndo-unitdrio, com vistas as aplica¢des na
determinacdo da dimensao de Hausdorff.

2.1 ALGUMAS DEFINICOES E RESULTADOS

Definigao 2.1. Seja U um subconjunto limitado e ndo vazio num espago métrico (X, p). Defin-
imos o diametro de U como sendo:

|U| = suplp(x,y): x,y € U}.

Ou seja, o didmetro é o supremo das distancias entre quaisquer dois pontos de

um conjunto ndo-vazio.

Defini¢ao 2.2. Dado um conjunto X, definimos o conjunto das partes de X (P(X)) por:
PX)={U:UcX},

que é o conjunto de todos os conjuntos contidos em X.

Definicao 2.3. Dizemos que um conjunto A é fechado com relagiio a uma operagio * se:
Vx,ye AxxyeA.

Definigao 2.4. Dado um conjunto X, um subconjunto X. de P(X) é uma o-dlgebra se:
e Xel,
e X ¢ fechado com relagdo ao complemento,
e X é fechado com relagdo a unides enumerdveis.

Defini¢ao 2.5. Dado um conjunto X e . uma o-dlgebra em X o par (X, L) é chamado de espago

mensuravel. Sobre estas condigdes, um conjunto pertencente a ¥. é dito mensuravel.

Defini¢ao 2.6. Dado um conjunto X e uma o-dlgebra X, dizemos que uma fungdo [ que associa
conjuntos de . a valores da semirreta estendida [0, co] é uma medida se satisfaz as sequintes
propriedades:
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[ ) [.l(@) =
o YUeX ul)>0,e
o se U; é uma colegio enumerdvel de conjuntos de X. disuntos entdo:

iz (O Uz‘] = i u(l;) .

i=1 i=1
A terceira propriedade é chamada o-aditividade.
Defini¢ao 2.7. Uma medida exterior é uma fungdo u* : P(X) — [0, co] satisfazendo
* u(2)=
e Se A C B, entio u*(A) < u*(B),

(UmA) <Y .
i=1

Observagdo. Dizemos que um conjunto U tem medida nula se p(U) = 0 e dizemos que
uma propriedade vale em quase todo ponto, ou q.t.p., se o conjunto de pontos onde esta
propriedade ndo vale tem medida nula.

Uma medida bastante utilizada é a medida de Lebesgue. Usaremos aqui alguns

resultados envolvendo esta medida e a medida exterior de Lebesgue.

Definicao 2.8. Um subconjunto I de R serd chamado de elementar se I = [a,b], com a < b.
Para este conjunto, definimos p*(I) = b — a.

Claramente, um subconjunto qualquer de R estd contido em uma unido enu-

merével de conjuntos elementares, deste modo definimos a medida exterior como sendo:

wi(U) = mf{z way: | Jno u} ,
j

em que cada I; ¢ um conjunto elementar.
Seja agora A um conjunto com p*(A) > 0, para cada x em A definimos a densidade

aproximada de x com relacdo a medida exterior p*:

w(x—e,x+e€)NA)
2¢ '

de(x, 1°) =

Fazendo € se aproximar de zero, obtemos a densidade de Lebesgue no ponto x.
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Definicao 2.9. A densidade de Lebesgue em x é dada por:
dx, 1) = limde(x, 1)

Teorema 2.10. (Densidade de Lebesgue) Seja A um conjunto com medida positiva, entdo para
quase todo ponto x € A vale que d(x, u*) =1

Um ponto x é ponto de densidade de Lebesgue se d(x, u*) = 1.

2.2 A MEDIDA DE HAUSDORFF

Definicao 2.11. Dado um conjunto U, se existe uma colegio enumerdvel de conjuntos {U;},
com U c |J; U; dizemos que {U;} é uma cobertura de U. Se, além disso, para cada i, vale que
0 < |U;| < 6 entdo {U;} é uma 6-cobertura de U.

Sejam F C IR" e s um ntimero ndo-negativo. Para 6 > 0 definimos:
H;(F) = inf {Z U] {U;} é uma d-cobertura de F} )
i=1

Ou seja, olhamos para cada 6-cobertura de U e calculamos a soma dos didametros
elevados a s-ésima poténcia.

Se diminuirmos o valor de 6 entdo a classes de coberturas permitidas é reduzida
e o valor do infimo pode se tornar maior, aproximando-se de um limite quando 6 — 0

escrevemaos:

HE(F) = lim H;(F) .

Esse valor existe para qualquer conjunto F e é chamado de medida de Hausdorff s-
dimensional de F, embora geralmente seja 0 ou oo (pode ser diferente para apenas um
valor de s) . E uma consequéncia imediata da defini¢ao de dimensao de Hausdorff, que
esta é zero se F é um conjunto finito de pontos. Observe que na Defini¢do 2.11 ndo ha

restri¢des sobre os conjuntos que formam a 6-cobertura.
Proposigio 2.12. H* é uma medida exterior.

Demonstragio. De fato, é facil ver que H*(@) = 0, uma vez que qualquer cole¢do enu-
merdvel (de qualquer didmetro) cobre o vazio. Também temos que H*(F) > 0 qualquer
que seja F.

Se E C F entdo qualquer cobertura de F é também uma cobertura de E, logo
H(E) < H(F).

Se {F;} é uma cole¢do enumeréavel de conjuntos vale que

se[(Jr)= S
1 i=1

i=
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uma vez que a unido das 6-coberturas de F; é uma 6-cobertura para [ J; F;. m|

Decorre da Proposi¢do 2.12, lembrando ainda que a medida de Hausdorff de um
conjunto finito é nula, que a medida de Hausdorff de qualquer conjunto enumerével é

nula.

Propriedades da medida de Hausdorff

Seja T : R" — R" uma aplicagdo tal que [T(x) = T(y)| = Alx —y|, A > 0. Se F C R"
entdo:

HE(T(F)) = NH(F).

Demonstracdo. Se {U;} é uma 6-cobertura de F entao {T(U;)} € uma Ad-cobertura de T(F)
logo

Y ITWF = A7) U

= H:,(T(F)) < PH:(E).

Tomando o infimo. Se 6 — 0 temos H*(T(F)) < ASH*(F).
Se substituirmos T por T}, trocamos A por 1, F por T(F) e obtemos a desigual-
dade invertida. O

Podemos obter uma versdo mais geral deste resultado.
Proposicdo 2.13. Seja F C R" e f : F — R" uma aplicagdo tal que
[f(x) = f(Y)l < clx =y,

com c e a constantes positivas. Entdo, para cada s
HI*(F(F)) < ¢“HE(F).

Demonstragio. Se {U;} é uma 6-cobertura de F, como [f(F N U;)| < c|[F N U|* < c|Ujl%,
segue que {f(F N U;)} é uma e-cobertura de f(F) com € = c6*. Como:

Z F(E N U < ¢ Z I,

entao

H(f(F)) < /" H(F).

Se 6 — 0 entdo € — 0 e assim obtemos o desejado. m|
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2.2.1 A Dimensio de Hausdorff

Observando o valor de H(F), fixado um conjunto F, se 6 < 1 entdo o valor de
H:(F) é ndo crescente com relagdo a s. Logo H°(F) também é ndo-crescente. Se t > s e

{U;} € uma O6-cobertura de F
Yol <Y U < 6 Uk

Tomando o infimo temos que H;(F) < 6'H;(F). Se 6 — 0, vemos que se H*(F) < oo,
entdo H'(F) = 0 para t > s. Além disso, se H*(F) > 0 entdo H'(F) = oo para t < s.
Qualquer que seja F, o gréafico de H*(F) com relagdo a s mostra que existe um tnico
valor s onde H*(F) "salta"de oo para 0. Tal valor é chamado de dimensdo de Hausdorff de
F (ou dimensdo de Hausdorff-Besicovitch), que denotamos por dimy(F).

dimy(F) = inf{s >0 : H*(F) = 0} = sup{s >0 : H(F) = oo},

em que usamos a convengdo sup{@} = 0. Se s = dimy(F) entdo H*(F) pode ser 0, o ou
0 < H5(F) < co.

Propriedades da Dimensao de Hausdorff

A dimensdo de Hausdorff satisfaz as seguintes propriedades:

1. Monotonicidade: Se E C F entdo dimy(E) < dimy(F). Segue diretamente das
propriedades da medida H*(E) < H*(F) para cada s.

2. Estabilidade enumerdvel: Se Fq,F,,... é uma sequéncia enumerdvel de conjuntos,
entdo dimy(U;F;) = sup,{dimy(F;)}. Certamente que dimp(U2,F;) > dimpy(F))
para cada j. Por outro lado, se s = dimpy (U2, (F;)) > dimp(F)), para cada j, entdo
H*(F;) = 0, ¥j e portanto H*(U2, F;) = 0 < dimy Fj, para cada j. Assim

H (U Fi) < sup{dimy Fj} ;

jEN

supf{s > 0: HY(UZ F))} =0 & dimy(U2,Fi) =0.

3. Conjuntos enumerdveis: Se F é um conjunto enumeravel entdo dimg(F) = 0; sepa-
ramos F em F;, onde consiste de um ponto apenas entdo H*(F;) = 0 paras >0 e

HO(F;) = 1. Pela estabilidade enumeravel obtemos que dimy(UF;) = 0.

4. Conjuntos abertos: Se U é um aberto do R" entdo dimy(U) = n. Uma vez que
qualquer conjunto aberto contém uma bola de dimensao n, dimy(U) > 1, como
U estd contido em uma quantidade enumeravel de bolas, usando a estabilidade

enumeravel e a monotonicidade obtemos que dimy(U) = n.
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5. Conjuntos suaves: Se F é um conjunto suave (continuamente diferenciavel) m-
dimensional, isto é uma superficie m-dimensional do R"” entdo dimy(F) = m em

particular, curvas suaves tem dimensao 1 e superficies possuem dimenséo 2.

6. Espagos Métricos Discretos: se F C X, e (X, p) é um espaco métrico discreto, entdo
dimy(F) = 0, se F é enumerével. Se F é ndo-enumeravel, F ndo possui 6-coberturas,
para 6 < 1. Assim dimy(F) = oco.

2.3 A DIMENSAO DE CONTAGEM DE CAIXAS

Embora a Dimensdo de Hausdorff seja uma das mais utilizadas defini¢des de
dimensdo (dadas estas e outras de suas propriedades), como se pode ver, nem sempre
é facil encontrar este valor.

Nesse sentido, existem defini¢des alternativas de dimensdo que estaremos uti-
lizando e, nos conjuntos em que trabalharemos seu valor coincide com a dimensao de

Hausdorff, como veremos a seguir.

Definigao 2.14. Seja F C IR" um conjunto limitado e Ns(F) o menor niimero de conjuntos de
didmetro no mdximo O que sdo necessdrios para cobrir F. As dimensoes de contagem de caixas
inferior e superior de F sdo denotadas por dimp(F) e dimp(F) e definidas como:
—_— —log(Ns(F
dima(F) = i 2B ).
5-0 —logd
log(Ns(F
dimy(F) = lim 28
- o0 —logo
Se estes valores coincidem entdo dizemos que a dimensdo de Minkowski ou de contagem de

caixasde F é

: _ 1. log(Ns(F))
dlmB(F) = 1‘)15)]8 Tgé

Assumindo 6 pequeno, o valor de log(0) é negativo, portanto dimg(F) é positivo ou zero.

Encontrar a dimensdo de contagem de caixas é mais simples do que encontrar
a dimensdo de Hausdorff. No entanto existem alguns contrapontos em utilizar a

dimensdo de contagem de caixas. Por exemplo, considere o conjunto:
1
A=¢{—nelN; .
n

A é um conjunto enumerével, no entanto dimg(A) # 0. Para evitar este tipo de "anoma-

lia", devemos colocar algumas restri¢des nos conjuntos que trabalharemos.
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Observacgdo. A dimensdo de Minkowski de um conjunto F C IR" pode ser vista como:

. . log(Ns(F))
dimgp(F) = 1611)1(’)1 Tgé/

em que log(Ns(F)) pode ser calculado das seguintes maneiras (alternativas):
1. o menor ntiimero de bolas fechadas de raio 6 que cobrem F;
2. o menor namero de cubos de lado 6 que cobrem F;
3. onumero de cubos numa grelha de aresta 6 que intersectam F;
4. o menor numero de bolas de raio 6 disjuntas com centro em F.

Serd importante entender as relacdes entre as dimensdes de Hausdorff e de
contagem de caixas.

Se F pode ser coberto por Ny(F) conjuntos de didmetro no maximo 6 entéo:
HE(F) < N3(F)o°

Se 1 < H*(F) entdo log Ns(F) + slogd > 0. Se 6 é suficientemente pequeno, entdo
s < lims_,0(log Ns(F))/(—log(0)), portanto

dimy(F) < dimg(F) < dimg(F)

Para todo F C R".
Em geral ndo temos a igualdade, mas esta vale para conjuntos razoavelmente

regulares (no sentido do teorema 2.26).

2.4 SIMILARIDADES E CONJUNTOS AUTO-SIMILARES

Definicao 2.15. Seja (X, p) um espago métrico. Dada uma fungio f : X — X, dizemos que f

¢ uma contragdose V x,y € X:

p(f(x), f(y) < cp(x, y) .

para algum c com 0 < c < 1.

Definic¢do 2.16. Para k > 2, dizemos que um conjunto finito de contragdes {fi,..., fi}; fi :

X — X, (X, p) um espago métrico completo, é chamado um sistema de fungdes iteradas.
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Definicao 2.17. Dizemos que o sistema de fungoes {f1,..., fe}, fi + R" — R" satisfaz a
condi¢do de conjunto aberto se existe um aberto V C IR", limitado e nio-vazio tal que:

k
vl Jfw, 2.1)
i=1

com unido disjunta.

Defini¢do 2.18. Dada uma contragio f : X — X, com (X, p) um espago métrico, dizemos que

f é uma similaridade se dccom 0 < c <1 tal que:

p(f(x), f(y) = cplx,y), VYx,y €X.

c é chamada de razdo da similaridade f.

Definicao 2.19. Dado um conjunto U, dizemos que U é auto-similar se existe um sistema de
funcgdes iteradas {f1, ..., f,} onde cada f; é uma similaridade e U satisfaz:

U:Uﬂw.
i=1

A igualdade na Defini¢do 2.19 na decomposi¢do de U como unido de imagens
sob cada f; do préprio U contém o conceito geométrico da parte repetir o todo, uma das

nogdes que chamam a atengdo nas propriedades dos fractais.

Definicao 2.20. Dada uma fungdo continua f, um conjunto A é dito invariante com relagdo
a f se:

f(A)cCA.
Se

fA) =4,

entdo A é dito fortemente invariante com relagio a f.

Observacdo. As defini¢des de invariante e fortemente invariante podem ser estendidas
para sistemas de fungdes iteradas. Neste caso se F = {fi, f»,..., fx} é um sistema de

fungoes iteradas e:
k
Jfyca,
i=1

para algum conjunto A, este conjunto é dito invariante ao sistema de fungdes iteradas
F. Além disso, se:
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entdo A é dito fortemente invariante com rela¢do ao sistema F.

Proposicao 2.21. Seja u uma medida em F e suponha que para algum s existam c > 0e e > 0

tais que :
u(U) < dur
para qualquer conjunto U C F com |U| < e. Entdo H*(F) > u(F)/ce:
s < dimy(F) < dimg(F)

Demonstragio. Seja {U;} uma cobertura de F, logo:

0 < u(F) < y(U uz-) < Zy(ui) < cZ UL .

Tomando o infimo, H;(F) > u(F)/cse 6 é suficientemente pequeno, entao H*(F) >
p(F)/c. Como u(F) > 0, temos que dimy(F) > s. O

Lema 2.22. Seja {V;} uma colegdo de abertos disjuntos em (X, p) tais que cada V; contém uma
bola de raio ayr e estd contido em uma bola de raio ayr. Entdo qualquer bola de raio r intersecta
no mdximo (1 + 2ay)"a;" destes conjuntos V.

Demonstragio. Seja B uma bola de raio r. Se V; intersecta B entdo V; esta contido em
uma bola de raio (1 + 2a,)r e cujo centro coincide com o centro de B. Suponha que
existe uma quantidade g destes conjuntos V; que intersectam B, somando os volumes

das bolas interiores de raio a7, segue que

(1 + 2ap)"r"

gar)" < (14 2a)"r" © g < @)

= (1 + 2a)"a;"

com isso temos a limitagdo para 4. O

Definicao 2.23. Um conjunto compacto A C X, X espago métrico, é chamado um atrator para
o conjunto de fungdes {f1, ..., fil se, para cada i existem V uma vizinhanga de A e ny € N tais
que f'(V) C V,paran > nyge A = Nyen Uik f"(V).

Teorema 2.24. Sejam fi, ..., f, similaridades de razdes cy, . ..,c, satisfazendo a condigdo de

conjunto aberto, K um atrator para estas fungoes satisfazendo

k=J,

i=1
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entdo dimg(K) = dimpy(K) = s, em que s satisfaz a equagio

=1, (2.2)

m
i=1
Demonstragio. Sejam s satisfazendo (2.2) e 7, o conjunto de todas as sequéncias com n
termos (iy,...,1,) onde 1 < i; < m. Dado um conjunto A escrevemos A; ;, = f;, 0+ o
fi,(A). Pode-se notar que K = Uy, K;, ;. Além disso, estes conjuntos nos fornecem uma
estimativa para a cobertura de K uma vez que a aplicacdo f;, o---o f; é uma similaridade

de razao cj,.cj,. - - - .c;,. Dai temos,

Y K =) 0V IKE =
I, I

Usando (2.2) na dltima igualdade. Para qualquer 6 > 0, podemos escolher 7 tal que

ZCZ]“-[Z c?n] KF = IKP

il in

(max; ¢;)"[K| < 6 e entdo H*(K) < [KF. Uma vez que |Kf é finito, temos que dimy(K) < s.
A outra desigualdade é um pouco mais trabalhosa. Seja 7 o conjunto de todas

.....

/////

em 7, ouseja, u(Zl) = 1.
A partir de yu podemos definir uma medida ¢ em K pondo:

HWA) = u({(, ..., 1) * Xip,. € AL

-----

um subconjunto A C K é a medida u das sequéncias correspondentes em 1. E facil ver
que (K) = 1, uma vez que K = Nyen Yi<icm fiy, © -+ - © f;,(K). Mostraremos que i satisfaz
as hipéteses da Proposicado 2.21.

Defina F(A) = U; fi(A). Seja V satisfazendo a condi¢do de conjunto aberto, (2.1),
entdo F(V) c V. A sequéncia de iterados F"(V) converge para K, pois K é atrator do
para qualquer sequéncia finita de indices, (i1, ...,i,). Seja B uma bola de raio r < 1.

Vamos estimar a medida 1(B) considerando os conjuntos V;, _; que tém didmetro

1reees
compardvel ao de B e cujo fecho intersecta K N B.
Dada a sequéncia (i1,i,...) € I, fazemos um truncamento apds o primeiro

termo i, tal que:

(min cz-)r < CjyCiyev v ¢, <r (2.3)

1<i<m

Defina Q como sendo o conjunto de todas as sequéncias finitas obtidas deste modo.
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Observe que Q é finito.

Para cada sequéncia infinita (i1, i, . . . ) existe um valor de n tal que (iy, . .., 1,) € Q.
Como V3, -+, V), sdo disjuntos, omesmo se pode dizerde Vi, ;. 1, , Vi, i, mparacada
(i1,...,in). Com isso, temos que a cole¢do de conjuntos abertos {V;, ;, : (i1,...,i,) € Q}
é disjunta. Similarmente K c Jg Ki,,.i, € Ug Vil,.,_,in.

Escolha a; e a, de tal forma que V contenha uma bola de raio a; e esteja contido

em uma bola de raio a,. Para cada (iy,...,1;) € Q, V;, i contém uma bola de raio

TR

-----

2.22, temos no maximo (1 + 2a)"a;"(min, ¢;)" sequéncias em Q,. Entdo:

u(B) = u(KNB) = u{(iz,...) = x4, €KNB} < {U Iil,...,in}-
Q

Umavezquex;,. € KNBC g, Vilmz-”, existe um inteiro n tal que (iy, .. ., i,) € Q1. Logo,
usando (2.3) temos:

u(B) < Z (L, i) = Z(Cil ..... ci,) < Z r <.
@

Uma vez que qualquer conjunto U esta contido em uma bola de raio |U| temos que
w(U) < |UPq e, pela proposi¢do H(K) > g' > 0 e, portanto dimpy(K) > s. Como ja
tinhamos que dimg(K) < s obtemos que dimy(K) = s.

Finalmente, consideramos a dimensdo de contagem de caixas. Se ¥ é um
conjunto qualquer de sequéncias finitas onde para cada (i1, i, . . . ) € 7 existe exatamente
um 7 tal que (7, .. .,1,) € ¥ entdo segue por indugdo sobre (2.2) que ). #(cj,- - ... i) =
Além disso, se ¥ é escolhido como em (2.3) entdo ele contém no méximo (min; ¢;)~r*
|=ci.....c;,[VI <1V,
entdo F pode ser coberto por (min;c;)~*7~* conjuntos de diametro 7|V| para qualquer
r < 1. Concluimos que dimg(F) < s. Como s = dimy(F) < dimp(F) < dimg(F) < s

obtemos a igualdade. m|

sequéncias. Para cada sequéncia (i3, ..., i) € ¥, temos que |V}, i

Teorema 2.25. Seja (F,d) um espago métrico compacto ndo-vazio com dimy(F) = s. Suponha
que existem Ay, a > 0 e um inteiro m tais que para qualquer conjunto N C F com |N| < Ag

existem conjuntos Nj com N C U™, Nj e aplicagoes ®; : N; — F (1 < j < m) satisfazendo:
ad(x, y) < [Nd(D;j(x), Pi(y)) ,

para todo x,y € N;. Entdo a>m™" < H*(F)

Demonstragdo. Suponha, por absurdo que 0 < H*(F) < a*m™'. Entdo, dado 6 > 0 com
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6 < min{Ay, 3a}, encontramos conjuntos U, ..., Uy com |Uj| < 6 e F c U¥ U; e
k
Z \Ui* < a*m™,
i=1
logo, para algum t < s temos
k
Z |Ulf <a'm™ .
i=1
Por hipétese, existem conjuntos U; ; e aplicagdes @; ; tais que U; C U;ﬁ:l Ue
ad(x, y) < |Uild(D;j(x), () -

Para x,y € U; ;. Entao

all ;| < |U;| sup d(P; ;(x), P;;(y)) -

X,yEU,',j

Assim, obtemos

_ _ 1
97} (U] < a7 UL < 59

Uma vez que o dominio de ®;; é U;; , <I)l]CD 1(LI ) = U, e|U;| < 6. Logo,

k m k k k
Y)Y skl < ma | Y || ) 1)
i=1 q=1

i=1 j=1 g=1
Mas, F Cc U; ;,®; i(U,) e, uma vez que F é coberto por conjuntos de didmetro menor que

2. Repetindo o argumento, encontramos conjuntos V;, de didmetro no maximo 276

Z Vil <atm™.

Disto segue que H'(F) < a'm™ e, com isso dimy(F) < t < s 0 que é um absurdo, uma

<am™

cobrindo F tais que

vez que dimy(F) =s. O

Teorema 2.26. Seja (F,d) um espago métrico compacto e nio-vazio e suponha que existam
Ao, a > 0 tais que para qualquer conjunto N C F com |N| < A existe uma aplicagio ® : N — F
tal que:

ad(x, y) < INld(D(x), ©(y)) ,

para quaisquer x,y € N. Entdo dimy(F) = dimg(F) = dimgp(F).

Demonstragio. Sempre temos que dimy(F) < dimg(F) < dimgp(F).
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Suponha que s > dimy(F). Entao
0=HF)<a.

Escolha um inteiro ke Uj, .. ., U subconjuntos de F com 0 < [U;] < min{7, Ao}, para cada

k
Z U <a .
i=1

Por hipoétese, existem @; : U; — F tais que:

i, tais que F c U*_ U, e

ad(x,y) < |Ui|d(DP;(x), Pi(y)) ,

parax,y € U;.

Seja J;, = {i1,...,i; : 1 <i; < k} o conjunto de todas as sequéncias de g termos
onde cada entrada € positiva e menor que k. Tome | = U, ]; o conjunto de todas
as sequéncias finitas construidas deste modo e |, o conjunto de todas as sequéncias

infinitas construidas deste modo. Para cada (iy, ..., ;) € ], tome
Ui,..i, = O (D' (--- ((D;l(F)))) :
Sex,y €, usando a desigualdade repetidas vezes obtemos:

d(x,y) <a™ Uyl .. U d(Diy (i (. . - (P;, (%)) — Dy (D (- - . (Pi, (1)))))-

Portanto,
d(x, y) < a U U, IF]

Seja agora b = min; ;¢ a”'|Uj|. Note que b > 0 e max;<j«a '|Uj| < 3. Tome ¢ < |F|. Para
cada sequéncia em ], fazemos o truncamento desta sequéncia no menor valor g que
satisfaca

be < (a Uy @™ Up)). .. (@ 'U; DIFI < €.

Seja S o conjunto das sequéncias finitas obtidas deste modo. Para cada sequéncia em |
existe exatamente uma sequéncia em S que possui 0 mesmo prefixo. Um uso repetido
da seguinte inclusao

Fc U U = U @7 (F),

nos fornece que
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Como YX_, a Ui < 1 temos

(bey#S < Y @ U]’ ... (a7 U, IFF < |FF,

i1,00sig€S

como F pode ser coberto por |F[*(be)™® conjuntos de didmetro no maximo ¢ segue que

limn(e)e® < oo e, portanto dimg(F) < s, sendo assim dimg(F) < dimy(F). Uma vez que

temos a desigualdade oposta, vale a igualdade. m|

2.5 A CESTA DE SIERPINSKI

Considere em R? o seguinte conjunto:

5= {(x, NER (o)=Y ad ;0 €((0,0),(1,0), 0, 1)}} . (2.4)
i=1

Este conjunto é um conjunto de Cantor regular, como definido em [16], chamado
de cesta de Sierpinski unidimensional. A Figura 2.1 mostra uma aproximacdo da cesta
de Sierpinski, com 150 mil pontos. Para estudar suas proje¢des, vamos inicialmente

mostrar algumas de suas propriedades.

Casla da Siempinski

05
bh
b b
hh b
04
[ ] [ Y
(% Y [ Y
& b
bh bbb t& t&
0ar
0z
B N
| Y Y [
[ Y Y bk b
o1 -
[ ] [ » [
&b (1% ah b
| T ) | T Y | . Y b
bk bk Ll i L L b ah hh Ak
0 o1 02 0.3 04 0.5

Figura 2.1: A cesta de Sierpinski.



26

2.5.1 Propriedades

Seja C o conjunto de Cantor dos tercos médios com intervalo inicial [0, 1].

Cz{xe R: x=Zai3_i :aie{O,l}}.

i=1

Vejamos que S pode ser escrito como
{yec® x+yec).

Chamemos S’ este segundo conjunto.
Sejax €S

X = Zaﬁ‘i .

(o))
i=1
Pondo

a; = (i, i) ;e x = (x1,Xx2) ,

temos Vi, ay; € {0,1} equivale a

o0
X1 = 20611'3_1 €eC.
i=1

Semelhantemente, Vi, ay; € {0,1} equivale a

o0
Xy = ZOZZZ'?)_Z eC.
i=1

Por fim, ay; + ay; € {0,1}, uma vez que a; € {(0,0),(1,0),(0,1)} e este fato implica que
x1 + x2 € C. Concluimos que x € S'.
Reciprocamente, se x = (x1,x) € S, temos x3,x, € C e além disso x; + x, € C.

Portanto a soma das expansdes de x; e x; satisfaz
x| = ial{%_i , a;€{0,1};
i=1
Xy = ibiss—i, bi €{0,1};
i=1
X|+ X = i(ai +b)37, a;+b;€{0,1}.
i=1

Como a; + b; € {0, 1}, temos que (a;, b;) € {(0,0), (1,0),(0,1)}, ou seja, x € S.
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Agora vamos mostrar que S é compacto. Uma vez que S C C X C, basta mostrar
que S é fechado.
Afirmacgao: S é fechado.

Considere x, uma sequéncia limitada em S e suponha que x, ndo possua sub-
sequéncia que converge em S. Como C X C é compacto, certamente x, possui uma
subsequéncia que converge para algum elemento y de C X C.

Seja v, essa subsequéncia, com y = lim y, € CXC\S. Considerandoy = Y., a;3~
existe j tal que a; = (1,1). Para cada n, y, € S, portanto

(o8] [se]

Z a, 37 — Z ;37"

i=1 i=1

ly — yul =

Como a,, # (1,1), ¥i, a0 menos uma das coordenadas de «a; — ay, € igual a 1. Tomando
ip como o primeiro coeficiente tal que a;, = (1,1), vamos obter uma cota uniforme para
a distancia |y, — y|. Sem perda de generalidade, suponhamos que a primeira diferenca

ocorre na primeira coordenada. Portanto

Y (- )3
i=1

O menor valor para p é dado quando (a,, — a;) = (-1, 0) para todo i > iy. Neste caso

[y, —yl =

37(1,0)+ ) (@, — )3

> io

y o 1
|y_yn|2310_231:3 10_2x3i0’

i>i0

o que prova que y ndo € limite de nenhuma sequéncia de elementos de S. Isto conclui
a prova da afirmacao.

Consideremos agora o conjunto de fungdes {fi, f2, 3}, com f; : R> — R? dadas

por:

ﬁww=(§1%, (2.5)

Mostraremos que este sistema iterado de fungoes [4] satisfaz a condigdo de conjunto aberto
(2.1) e tem S como atrator.
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Seja V = (0,1) x (0,1) € R% V é um conjunto aberto. Além disso:

0={02)<(03)
f0={(L (o)
n={o2)<(33)

Obeservando estes conjuntos vemos que fi(V) N f{(V) =@ sei# je V D |, fi(V). Logo
o sistema iterado de fung¢des (2.5) satisfaz a condi¢do de conjunto aberto.
Para verificar que S é o atrator de (2.5), vejamos que fi(S) C S. Se x € S entdo,

x=) a3 4 (0,0),(1,0),0,1),

i=1

Escrevendo «; = (ay;, an;), temos
100 13 Zz a l -
filx) = ( a ’ 132 )
1
3

i ;37 = i a;i_137".

i=1 =2

filx) =

Definindo

(0,0), se i=1,
Bi =

ai_q, se 1>1,

vemos que f;(x) € S. Como x é arbitrario, temos que f1(S) C S.

Para f,, os calculos sdo anadlogos

_ 221 a1i3_i 221 0(2i3_i 1
o) = (B BB ) (L)
By S, (1 (1
fa(x) = 3 ; a3 + (5,0) = ; a3+ (5, 0) .

Portanto basta definir

(1,0), se i=1,
Bi =

a1, se i>1,

para ver que Yx € S, fo(x) € S.

Finalmente, notamos que

filx) = % Y a3+ (o, %) ,
i=1
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o que leva a definirmos
fim 0,1), se' i=1,
a1, e 1>1,
para ver que f3(x) = Y. 37" € S, qualquer que seja x € S.

Portanto, S é invariante. Vejamos que ele é o menor conjunto compacto (na
ordem da inclusdo) com esta propriedade.

Tome agora um conjunto compacto F # @ tal que fi(F) C F. Seja agora z um
elemento de F. A sequéncia f/'(z) = 37"z converge para (0,0). Como F é fechado, temos
que (0,0) € F.

Dadox € S, x = Y., @37, tome a sequéncia {x,} dada por

n
X, = Z 0(1'3_1 ,
i=1

que converge para X.
Para cada n, mostraremos que x, € F.
Comegando com n = 1, temos que x1 = %, neste caso

f1((0,0)), se a1 = (0,0);
x1={ £(0,0), se a = (1,0);
fS((OI O)), sea = (O, 1)

consideremos esta f como sendo f'.
Paran =2,x, = 3 + 7 e, neste caso:

f1(£((0,0)), se az = (0,0);
Xo = fl(fZ((Ol 0)))/ se ap = (1/ 0)/
fl(fB((O/ 0)))/ se ap = (O/ 1)
e prosseguimos assim para cada 7.

Como F é compacto e x,, converge para x, temos que x € F e, portanto S C F, o

que mostra que S é o menor conjunto invariante com relagdo as f;. Além disso

3
s=J#o.
i=1

Da invariancia de S pelo sistema iterado de funcdes, j& sabemos que S > 3, fi(S).
Para mostrar a outra inclusdo tome x = Y\, ;37 € S. Considere y = Y., 37, onde

Bi = ajy1. Claramente y € S.
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Temos que
fily), sear =(0,0),
x=1fy), sea;=(1,0),
f3(y), sea; =(0,1).

e assim obtemos a igualdade.

Por fim, note que

A = A0 = 1@ = ) = 150 = I = 37 =yl Yy

Ou seja, f1, f> e f5 sdo similaridades de razdo § e S é um conjunto auto-similar. Pelo

Teorema 2.24, dimp(S) = dimp(S) = s onde s é tal que
y.(5) -
= \3

Portanto s = 1 = dimgy(S).
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3 PROJETANDO A CESTA DE SIERPINSKI

Faremos agora projecdes da cesta de Sierpinski na reta real.

S, = {Zaﬁ_i © o€ {O,1,u}}; ueR.
=1

A projecdo de S na dire¢do u. Ou ainda S, = m,(S) onde 7, é a projecdo definida pela

1 u
[T[u] = (0 0)1

Seja:

matriz:

onde, 7,(1,0) =1e 7, (0,1) = u.

3.1 PROPRIEDADES

Proposicao 3.1. Considere o sequinte conjunto de fungoes {f1, fo, f3} onde:

X
Hx) = 37
x+1
fZ(x) = 3 ’ (3].)
X+ u
S0 =——.
Temos que estas fungdes sdo similaridades de comprimento 3.
Demonstragio. Sejam x,y € R, logo:
S L
e - AW =[5 -3| = 5k v
1y 11
50 - )| =[5+ 5 - £ - 3| = -
SN A T
) - AW =|5+3 -5 3|= 3k~
O

Proposicao 3.2. S, é o atrator do sistema iterado de fungoes (3.1)

Demonstragdo. Sejax € S,. Destemodox = Y., a;37 para uma sequéncia {o;} € {0,1, u}".

flx) = g = Z a; 137

i=2
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considerando:

temos que fi(x) = Y. i3 €8S,
Para f, agimos de modo semelhante:

x+1 - -1
= = E 137+ =,
fZ(x) 3 - i 3

e considerando:

temos que fo(x) = Y2 B3 €8,
Analogamente para f; temos:

f3(x) = rry i 13_1+—

e considerando:

temos que f3(x) = Y. B3 €S,

Com isso S, é invariante com relacdo as fungdes f1, f> e fs.

Se algum conjunto compacto e ndo vazio V é invariante ao sistema iterado de
fungdes {fi, f», f3} entdo temos que 0 € V, uma vez que 0 = lim, . f1(v) para algum
veV.

Seja agora x € §,, deste modo, x = Y, @;37". Considere x, a sequéncia que

n
X, = Z 0(1'3_1 .
i=1

Mostraremos que para cada n, x, € V. De fato, facamos a seguinte construgao:

converge para x dada por:

Comegando com n = 1, temos que x; = %, neste caso:

fl(o)/ sea; =0;
fZ(O)/ sea; =1;
f3(0), seas =u.

consideremos esta f como sendo f*.
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0‘1

Paran =2,x, = & + £ e, neste caso:

f1(A(0), seaz =0
fi(f(0)), sear =1;
FHf0), seaz=u,
e prosseguimos assim para cada n. Como V é compacto, temos que x € V, portanto

Vo8, O
Além de ser invariante, S, satisfaz:
3
Su={JfS0).
i=1

Como S, é invariante, temos que | fi(S,) € S,. Para mostrar que S, é fortemente
invariante basta mostrar que S, € U £i(S.).
De fato, seja x € S, digamos:

X = Zaii’a_i; com a; € {0,1,u}.

i=1

E fécil ver que

Y= Z a3 es,,
i=2

[se]

y= Z b3
i=1

tomando b; = a;,1, temos que:

Dividiremos a prova em 3 casos:

Casol: a4, =0
Neste caso:

fl(y) = %i bi?)_i = %i ai3‘i+1 = i a,‘?)_i = i ai3‘i ,
i=1 i=2 i=2 i=1

uma vez que a; = 0.

Caso2: a1 =1
Neste caso:

(JJIH
1
ANy
@

+
QW=
|
W] =
2
%

E
+
W=
Il
D1
R
“

+
W] -
Il
D1
R
“

f(y) =



34

Caso3: a,=u

Neste caso:

3.2 UM EXEMPLO

Considerando que :
={x,y) eCXC, x+yeC},

fica facil perceber que Sy = C.

Além disso, também é facil ver que S1,, = [0, 1/2], para isto, basta recordar que:

S, :{xEIR: x:Zai?)_i; aie{O,l,u}} .

i=1

Como cada nimero x em [0, 1] pode ser escrito da forma

= {Z b3, b € {0, 1,2}},
i=1
temos que:

- {Z b/37 b € {0, 1,1/2}} ,
i=1

que é um elemento de Sy ».

Estes dois exemplos sdo triviais mas nem sempre é facil explicitar o conjunto S,,.
Trazemos agora um exemplo para uma outra escolha de u# onde ndo encontramos S,
explicitamente, mas foi possivel mostrar que S, contém um intervalo.

1

Consideremos o conjunto S, com u = 7-. Multiplicando este conjunto por 4

obtemos o conjunto:

K:{ :i € {0, 14}}

A Figura 3.1 a seguir mostra a densidade acumulada de S_;/4. Os pontos onde
o grafico ndo é constante estdo em S_;,4. Nota-se que o intervalo contendo 1, onde a
densidade acumulada é constante, ndo pertence a S_y 4.
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Densidade acumulada
T

Figura 3.1: Densidade acumulada aproximada de S_; 4.

Kenyon [8] afirma que o intervalo [0,1/6] C K. Podemos ver que

i+ 4 g1 _& 1
6 27 243 27 9k 27 1-1/9°

Outros niimeros podem ter expansao finita, como por exemplo

1_1.4
9 3 9’
n_4 1
81 27 81°

O problema é conhecer qual o subconjunto dos reais tal que existe uma sequéncia
a € {—1,0,4}N tal que

[o¢]

xeK x:Zak3_k.
k=1
A questdo é mostrar que hd um conjunto denso de racionais que podem ser
obtidos como expansdes na base 3 no intervalo [0,1/6]. Se %, compeN,p<37/2
tem expansao finita nesta base, entédo

]9 j+1
3= Z a3,

k=1

e ao multiplicar a equagdo correspondente por 3/*!, obtemos um polindmio com coefi-
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cientes em D = {-1,0, 4} tal que:

j
P@3) = Z 335 =3p . (3.2)

k=0

Nao é de se esperar que, variando sobre todos os polindmios de grau menor ou
igual a j, possamos obter todos os naturais no intervalo [0, 3/ — 1].

De fato, Matula [15] mostra que ndo existe polindmio tal que P(3) = —-2. Isto
indica que o conjunto de polindmios com coeficientes em D, quando calculado em 3,
ndo é sobrejetivo sobre um intervalo arbitrario de inteiros.

Mostremos que 1 ¢ K. De fato, se 1 € K:

[o¢]

1= Z ﬂk3_k

k=1
00

1
Caso a1 =4 = -3 = Zak3_k

k=2
- 1 1 1
— kS _— . ——
—1—;ak+13 > 3 1-1/3° 2’ absurdo.
Caso a1 =0 = 3—2&1 3_k<é- 1 =2, absurdo
1= _k=1 k19 S 3 113 °’ .
Caso a;=-1 = 4:iak 3_k <é- 1 =2 absurdo
1 +1 —3 1_1/3 7 .

k=1

Da equacéo (3.2), obtemos a; = 0, e é suficiente supor mdc(p,3) = 1, donde
a, € {-1,4}. HA4 portanto 2 - 3/2 polindmios P e 3/ valores no intervalo [0,3/ — 1].
Considere uma sequéncia w = (4,...,4;), coma; € D,a; # Oparaalgum1 <i< j ea
esta associamos o polindmio

Poy(x) = mx + apx® + -+ +a;x) .

Lema 3.3. Se w # w’, entdo P,(3) # Py /(3).

Demonstragio. Escrevendo w’ = (by, by, ..., b;), temos

m3+m3 + - +a3 =03+ b3+ +b3 =

301 =3y mod9 = a4,=b; mod3 =a,=0b;.

Tomando isto em conta, e igualando agora os valores P, (3) e P, (3) médulo 27, conclui-

mos que 4, = by, e assim sucessivamente até a; = b;. O



Lema 3.4. O niimero § tem uma iinica expansdo com os digitos D na base 3, que é

ay-1 =0, a2k=4,k€N.

NI—=

Demonstragiio. A soma de uma PG de razéo 3 e primeiro termo 3 é

Sea; = -1, e Yoy @37 = 1, entdo

1_ 1.y k-1
E = —5 + ;ak+]3

(o]

1
-3:Zak+13_k§4~ 1173 =2 ; o que é um absurdo.
k=1

Nl O1

Sea; =4, e Yoy @37 = 3, entdo

1_4 v k-1
5 = §+;ak+13

5 — 1
~Z -3 = ;ak+13_k > . 173 = —% ; 0 que é um absurdo.

Portantoa; = 0. Sea, =0,

= 1
=Zak+23_k§4- 1-1/3 =2 ;0 que é um absurdo.

Se a, = -1.

Portanto a, = 4. O resultado segue pela repeticdo indutiva do argumento.

37
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Lema 3.5. O niimero % tem precisamente duas expansoes em D na base 3. Sao elas

1
i [0,0,4,0,4,...1=1[-1,4,0,4,0,...].

5 — 4 A vi _ k> 4_1_7
Demonstragdo. Se a; = 4,jd vimos que x = Yo @3 23 — ¢ = £.
Sea; =0, entdo 3 Y., 43™* = 1/2, 0 que s6 ocorre para a primeira expansio.
Sea; = —1,entdo -1 + Y., 437" = I se, e somente se, a série } ., 237F tem como
soma 3, 0 que conclui a demonstracéo. m|

Dado x > 0, escrevemos uma expansao nos digitos D na base 3 para x da seguinte

forma: tome a; = 0, e suponha definidos a4, - - - , ax, k > 1. Defina:

k
X = Z Lli3_z ,
i=1

4 1,
4, se|x —x — 33l < 55

_ 1 1.
A1 = -1, se |X—Xk+3kjl< Feris
0, caso contrario.
Note que a sequéncia (ax) estd bem definida, pois

4 1 4 1 6
3k+1 < 3k+1 = 3k+1 <X =Xt 3k+1 < W ’

T3 SX TN

neste caso temos [x — x + 35| > 7. Por outro lado,

1 1 1 6 4 4
_3k?<x_xk+ﬁ<3k+l = —W<x—xk—%<—%,

4 4
e, neste caso temos |x — x; — 3,(7| > o1
Se existem infinitos k tais que ax # 0, (xx) converge para x. Se a expansao é finita,

ou seja, existe N tal que a; = 0 para todo k > N, esta expansdo pode nado convergir.

3.2.1 Alternativa

Denotamos por D = {0, -1, 4} o alfabeto ou conjunto de digitos na base 3, por D"
o conjunto de palavras finitas em D. Se ¢ : R — IR é uma aplicagdo linear (injetiva em

D), uma expansdo finita com digitos ay - - - a; é indicada por

Ry(ao---ar) = ag+P(ar) +--- + I/Jk(ak) . (3.3)
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O dominio fundamental, ou tijolo, é denotado por Ty = {p~'R,(D*)}, em que o fecho é
tomado na topologia usual da reta e ¢ denota a multiplicagdo por 3. assumamos que,
dado x € R, existe n € N e xg € T tal que

x=3"xg.
Por exemplo,
2 4 1
0;0,2]p == =-1+4+z--=[-1,4,-1],
[0:0,2]p =5 = =1+ =5 = [-1;4,~1]
7 4 4
2,1p =-=-1+-+—-=[-1,4,4].
[0:2,1]p =5 3+ =1"L44l

Sabemos que qualquer x € (0,1) tem uma expansdo na base 3 com os digitos
{0,1,2}. De fato, hd um conjunto enumeravel com duas expansdes, entre as quais
escolhemos as que terminam. O objetivo é descrever um algoritmo através do qual
obtemos uma expanséo (3.3) com 1 = ¢!, dada a expansdo em D’ = {0, 1, 2}.

Note que o conjunto de expansdes finitas em D’ é denso em (0, 1). Os exemplos
das expansdes de 3 e Z podem ser generalizados da seguinte forma: se by---b; é a
expansdo de x € (0,1) em D’, com by # 0, definimos a expansdo [a_1,a0;a1,- - , 4] da
seguinte forma

a=b, mod 3.

Para 0 < j <k, entdo
aj+aj =b; mod 3,

notando que by = 0. Finalmente, se ap = 4, entdo a_; = -1 e a_; = 0 nos dois outros
casos.

Vejamos como isso funciona para a expansdo de 2:

1 2 1 1 4
[0,0,1,2]Dr = § + E = —E - §+ 5 -1= [—1,4,—1,—1] .

Proposicao 3.6. Seja x € (0,1) com expansio 0, b; - - - by na base 3, digamos:

k
=)
=1

comb; € {0,1,2} = D', by # 0. Definna; € D, -1 < j < kexj, =1 < j < k pela seguinte
recorréncia reversa:

| ~

b:
]‘I

@

akEbk mod3,xk=0.
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Sea; = —1 entio,

1,sex;=20;

Xji-1 =
0,sex;=-1.
Se a; = 0 entio,
1,sex;20;
Xj1 =
0,sex;=-1.
Sea; =4, entdo xjy = =1, epara j > 1,a;4 = xj1 +bj-y mod 3. Finalmentea_, = -1,

somente se ay = 4.

Demonstragio. A igualdade a ser demonstrada é equivalente a seguinte:

k— k-1
2 a3+ {37 + (a - b)3F =) b3,
] a ]
j=i

j=i-2

Multiplicando-a por 3"}, e deslocando os indices, podemos assumir que b; # 0.
Provemos por indugdo sobre o comprimento da expansdo k. Para k = 1, temos

duas expansdes a desenvolver, que sdo

4
:—1+§ = ag=-1lea; =4,

1
=—1-3+4—§ =>a1=-1,a0=4ea,=-1.

WIN W[ =

Note que
ay — bk = Sxk_1 .

Para k —1 > 0, hd, portanto, seis casos a analisar.

Caso1l. ar=4eb; =0implica que x4—1 = =1 e ;_; = —1. Podemos cancelar os dois

ultimos termos
-1-3143.3%=p,

ficando com
k-2 k-2

lej3_j = Zb]‘3_j,

j=-1 =

e X2 = 0. O resultado segue por indugéo.

Caso 2. a; =4eb; =1implica que x;_1 = =1 e a5 = 0. Agrupando os termos entre

chaves,
0 . 3—k+1 + 3 . 3—k — bk—l . 3—k+l ,
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ha um cancelamento aditivo com o termo correspondente do membro direito. Ficamos

com a igualdade
k-2 k-2

Z aj3‘j = bj3_j ,

j:— ]:1

com x;_ = 0. O resultado também segue por indugéo.

Caso 3. a; = 4 e b1 = 2 implica que x,-1 = —1 e ar-; = 4. Os dois tltimos termos

podem ser agrupados da seguinte forma:
4.3 43.3%=2.3"1 41.37%2,

3—k+1

Cancelando o termo by_; nos dois membros, a igualdade equivale a

k-2

Y a3 432 = kf‘ b3 .

j=1 =1

Note ainda que xx_, = —1.
Sek—2=0,ay = -1 e, consequentemente, 12_; = 0 fecham a expansao.
Se k — 2 > 0, podemos continuar analisando as possibilidades decorrentes dos

possiveis valores de by_,:
® b =0= @ =-1,xr2 =, e aindugdo se aplica.

® b, =1= a, =0, e depois de cancelar os termos em ambos 0s membros, a

inducao se aplica.
® bp, =2 = ar, =4, e podemos repetir o argumento, se k — 3 > 0.

Se o ultimo caso ocorre a cada passo, a expansdo tem by = 1 eb; =2 paral < j <k
Assim, x) = =1 eay = xp mod 3 fornecem gy = —1 e a_; = 0. Este argumento finaliza o

terceiro caso.

Caso 4. a; = -1 e byy = 0 implica que x;—1 = 1 e 4y = 4. Os termos entre chaves
somam
4_3—k+1_3_3—k:1.3—k+2.

A igualdade equivale a

k-2 k-2
Y a3 4372 = ) b3,
j=—1 j=1
com x;_» = —1. Se k—2 = 0, a soma no membro direito é zero,eay = xx_» = —1,ea_1 =0,

zerando o membro esquerdo.
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Se k — 2 > 0, podemos continuar analisando as possibilidades decorrentes dos
possiveis valores de by_,.

Se by, =0, entdo a,_, = —1 e x4,_3 = 0. Neste caso ficamos com

k-3 3

2~ —
a]3 =

b;37,

i=1

i=—

[y

e a indugdo se aplica.
Se by_, = 1 entdo a;_» = 0 e x5 = 0. Podemos assim cancelar b;_,37%*2, restando
0s termos

Y a37=) 37

k-3 k-3
i=-1 i=1

para aplicarmos a hip6tese de indugéo.

Se by_, = 2, entdo ar_p = 4 e x;_3 = —1. A analise é andloga ao Caso 3:
k-3 k-3
Y 237437 =) 3
j = 2
j=—1 j=1
com um termo a menos.
Caso5 ar =-1eb; =1implica que x4—1 =1 e a1 = —1. Os termos entre chaves se

agrupam como
-1- 3—k+1 -3. 3—k — 3—k+1 )

Subtraindo agora bi_137%1 a igualdade equivale a

k-2 k-2
Y a37-32 =) b3,
j=-1 j=1
comx, =1.Sek—-2=0,a9=4ea_; = -1, fazendo valer a igualdade.

Se k — 2 > 0, podemos continuar analisando as possibilidades decorrentes dos
possiveis valores de by_,:

e b »,=0= a,_, =4 ex3=-1,evoltamos ao Caso 4, com um termo a menos:

k-3

Y 037437 = ki b3

j=-1 j=1

® by =1= a,, = -1, recaimos num ciclo, pois ao subtrairmos br_,37%*2 de ambos

0s membros, obtemos
k-3

Y a3 -3 = ki b3 .
j=1

=
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® b, =2 = m_, =0, e depois de subtrairmos o termo bi_237%*2, recaimos na

igualdade
k=3 k=3
Y a3 -3 =Y pa
j=-1 j=1

No pior dos casos, o ciclo segue. Ap6s k iteragdes, todos os termos do membro direito

terem sido subtraidos, e ficamos com
a13+ay—-1=0,

O que acontece, tendo 2 formas de se chegar até aqui.

bi=1lea;=-1 - x3=1 - xy=1e, portantoagy =4 — a_; =-1.
ou,
b1:2} 61120 —>X1:1 —>x0:1ea0:4 ,61_1:—1.
Caso 6. ar = —1 e b1 = 2 implica que xx—1 = 1; a1 = 0. Os termos entre chaves se

agrupam como
0'3—k+1 _3.3—7( =1 .3—k+1 )

Subtraindo agora by_137**!, a igualdade equivale a

k-2 k-2
Y a3-3%2=) a3,
=1 =1

que pode ser tratado como o caso 5.
O

Proposigdo 3.7. Seja x = YX 437 =YX b3 Para cada n com 0 < n < k, temos que
Y a3 = xe, 37 = LT b3

Demonstragio. De fato, para n = 0, temos que k — n = k e x; = 0, além disso, Zle a;37 =
Zle b;37, 0 que mostra vélida a igualdade.

Se, para algum n, vale a igualdade

Z 511’3_i — xk_n3‘k+” = k_zn bi3_i/
i i=1

entao
k—-n-1 k-n—1

Z Ell'?)_i - Xk_n3_k+n + ak_n?)‘k+” = Z bi3_i + bk_n3_k+n.
i=1

i=1
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k—-n-1 k—n-1

Z 437 — 37 + (a4 — bpy)3 7 = Z b3~

i=1 i=1

entdo devemos mostrar que:
—k+n —k+n _ —k+n+1
Xe=n3" " = (@on — )37 = X3 :

Se x_, = 0, entdo ar_, = byr_, mod 3. Caso a,_, = 4 entdo x_,-1 = -le b, =1
(@k=n — bk—, = 3). Portanto vale a igualdade.

Caso a—, = —1; by—y = 2; X4—y—1 = 1 e vale a igualdade.

Caso ar—, = 0; br—p = 0; Xp—p—1 =0,

Se xr_, = 1 devemos analisar as possibilidades de ay_,.

Se by_, =0, entdo ay_, =4 e x,,_r_1 = —1. Ficamos com:

3—k+n —4. 3—k+n =_3. 3—k+n — _3—k+n+l =_1- 3—k+n+1
Se by, =1, entdao ay_, = -1 e, xy_,—1 = 1. Ficamos com:
3—k+n +3. 3—k+n =3. 3—k+n — 3—k+n+1 =1- 3—k+n+1
Se by_, = 2, entdo a_, = 0e, xy_,_1 = 1. Ficamos com:
3—k+n +2. 3—k+n — 3—k+n+1 =1- 3—k+n+1

Se xr_, = —1, analisamos as possibilidades de a;_,.

Se by_, =0, entdo ax_,, = -1 e x4_,—1 = 0. Ficamos com:
_3—k+n _ (_1 . 3—k+n) — _3—k+1’l + 3—k+n =0.

Se by, = 1, entdo ar_, = 0, X4_,—1 = 0 e vale a igualdade.

Se by_, = 2, entdo ay_,, = 4, Xr—,—1 = —1.Ficamos com:
_3—k+n 9. 3—k+n =_3. 3—k+n =_1- 3—k+n+1

Em todos os casos vale a igualdade. m]

A partir desta proposi¢do, podemos definir x; da seguinte forma:
Xe=0; xi.1 = W e, assim temos:
Proposigdo 3.8. Sejax = Y1, b;37 com b; € D’ = {0,1,2}. Defina:
® (i = 0.

e = bi+Ci mod 3, a; € D = {01_1/4}'
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ci+b,-—a1-
3 .

Entdo Z?:—l ai3‘i - Ci3_i = Z?:l bl‘3_i.

[ ] Cl—l =

Note que as defini¢cdes para a; e ¢; ndo dependem diretamente de D’, logo,
podemos trocar os elementos de D’ e verificar se o algoritmo de conversdo ainda é
valido.

Tentamos agora, encontrar pontos de Ty que sejam negativos. Para isso, consid-
eramos D = {0,-1,4}; D’ ={0,1,2}; D” ={-1,0,1}

1 1
xe(—E,O)—>y:x+1e(§,1).

E sabemos que y tem representagdo em D’.Além disso, se a representagdo de um
namero z em D tem a_; = —le, ap = 4. entdo z — 1 € Ty. Procuramos agora encontrar
este conjunto.

Como sabemos que:
1

Zai?)‘i—%:%.

i=—1

Comoa_; = —1e, a9 =4, ficamos com:

donde x; ndo pode ser —1, pois neste caso 1 + 5 = blT_l.Como o maximo valor para b, é

. a 1 3
2, teriamos que 1 + 3 < 3, 0 que ndo acontece.

Se x; = 0, entdo

ai bl
1+ —=—,
3 3
donde b; ndo pode ser 0 ou 1 pelo mesmo motivo anterior, logo, devemos ter que b; = 2,
neste caso a; = —1 e vale a igualdade.
Se x; = 1, entdo
a1 bl +1
1+—= ,
3 3

donde b; ndo pode ser zero, mas pode ser 1 ou 2; em ambos os casos vale a igualdade.

Temos entdo as seguintes restrigdes:

by=1,coma; =-1, x; =1

by=2,comx;=1oux;=0ea; =0oua; = -1

by ndo pode ser zero.

x1 ndo pode ser -1

a1 ndo pode ser 4
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e Como x; ndo pode ser 1, concluimos que 4, ndo pode ser 4.
Com isto temos que existe um conjunto denso em (0, ¢) contido em Ty.
Proposicdo 3.9. O intervalo [0, 1] estd contido em T.

Demonstragiio. Ja vimos que a expansdo de ; indica que ¢ € T,. Provamos que um con-
junto denso contido em [0, %] estd contido em T. Seja x € (0, %) tinitamente expansivel
na base D’ e sejam 0, b1 b, - - - by seus digitos na base D’. Temos que b; = 0 e b, < 2, pois
1 < 2.Se b, =0, entdo a9 = 0 por construgdo.

A ideia é mostrarmos que a; # 4, pois somente neste caso poderia ocorrer
ap=-1+#0.

Se b, = 1, entdo

m+a=0 mod3;

a+a3=1 mod 3.

Sea; =4entdoa, =0ea; =0. Seaz; =0,entdoa, =4ea; = —-1. Seaz = -1, entdo

ay =4 ea; = —1. Em qualquer caso, a9 = 0, por construgdo.
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4 A MEDIDA DE ALGUMAS PROJECOES

Como visto, tomando u = ‘Tl, temos que S, contém um intervalo, uma vez que
45, contém. Com isso, dimy(S-1) = 1. Para quais valores de u isto € valido € a pergunta
que procuraremos responder agora.

Mostraremos agora que a medida de S, é positiva se u = % escrito de forma
irredutivel com p + g = 0 mod 3. Denote por ¢(u) := dimy S,.Mostraremos também
que ¢(u) < 1seu é umracional comp+4q #0 mod 3.

Suponha u(S,) > 0. Usaremos o seguinte lema para auxiliar na demonstragao

de que S, contém um intervalo.

Lema 4.1.
S, UGS, +1)U(S, +u)=23S,.

Similarmente, para n > 1, 3"S, pode ser coberto por 3" translagdes de S, disjuntas em medida,
ou seja u(Sy N (Sy +u)) = w(S, N (S, +1)) = u((Su +u)N (S, + 1)) = 0.

Demonstragio. De fato, seja x no conjunto a esquerda da igualdade. Assim temos 3

possibilidades:
e xeS§,;
e xeS, +1;
e xeS,+u.
Casox €S,:
xeS,m>x=) ad =3) a 137
i=1 i=2
Tomando
0, para i=1;
pi = _
a1, para 1>2,
temos que
g37eS, e 3 Z g3 = 32 @137 = Z a3 =x.
i=1 i=1 i=2 i=1

Caso x € S, + 1, procedemos de maneira semelhante ao caso anterior, tomando
agora

1, para i=1;
pi =

Qi para 1>2.



Caso x € S, + u, tomamos

u para i=1;
pi =

iy para i>2.

Assim obtemos que S, U (S, + 1) U (S, + u) C 35,
Seja agora x € 35, dado por:

Se a1 = 0 entdo

(o] (o] (o] (o]
x=3 Z a3 = Z ;37 = Z ;37 = Z ai37".
i=1 i=1 =2 P

Tomando B; = a;41 temos que x = Y ﬁi?fi €S,
Caso a; = 1, temos

x=3) a3 = Z ;37 4

i=2

-

1l
—_

1

Agora, procedemos de maneira semelhante ao caso anterior na soma.

quex €S, +1.

Caso a7 = u. Neste caso temos
(o) [o0)
=3) a3 =) a8 +u
i=1 i=2

e, novamente, procedemos de forma analoga, obtemos que x € S, + u
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Assim temos

Como 3u(S,) = u(Sy U (S +1) U (S, +u)) = u(3S,) = 3u(Sy). A consequente
igualdade das medidas implica que as 3 cépias transladadas de S, cobrem 3S, e devem

ser disjuntas em medida.

Similarmente, para 95, é coberto por 9 translagdes de S, disjuntas em medida

duas a duas, como veremos. Temos que

9S5,=3-35,=35,U@3(S,+1)) U@B(S, +u)),

donde segue que, 9S, pode ser coberto por 3 copias de 35S, (disjuntas em medida) e

cada uma destas, por sua vez, é coberta por 3 copias de S, disjuntas em medida, o que

mostra o desejado.
Sex€9S,=>x=9Y",a3" coma; €{0,1, u}



Sea; =0,

x=9 i @37=3-3 i @37 =3 i ;37 =3 i @37 =3 i i3
i=1 =1 i=1 i=2 i=1

Tomando g; = a;41 temos x = 3 Z ﬁi3'i € 35,,.
i=1
Se a; = 1, entdo

x=9 i ;37 =9 i a3 +3=3 (-3 [i ai3—f) + 1) =3 (i ;371 4+ 1]
i=1 i=2 =2 i=2
3[2 ;37 4+ 1] =3 (i @137 + 1] .

i=2 i=1

Considere ; = ajy1. Assim temos

x=3 (i ai+13_i + 1) =3 (i ‘313—1' + 1] S 3(Su + 1) .
i=1

i=1

Se a; = u entdo

x—9Za3" 92043_1+3u— (3ia3_l+u)—3(iai3_i“+u)
= =2
3(2 ;37 + u] = 3(

i=2

gk

0(1+13_1 + Ll) .

i=1

Considere ; = aj;1. Assim,

x—3[ial+13 +u]— [Zﬁ3_l+u)€3(5 +u).

i=1 i=1

Mostraremos agora a outra inclusao.
Seja x € 35, U (3(S, + 1)) U (3(S, + u))
Se x € 3S,,, considere

0, para i=1;
pi=

iy para i>1.

De modo que

x=3 i 37 =3 i @137 =3.3 i @137
i=1 =2 =2

49
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3-3 i a; 137 =9 i B3 =9 i B3 €9S,.
i=2 i=1

i=2

Sexe3(S,+1),

X = 3iai3‘i +3= 3iai_13—i+1 +3.
i=1 i=2

Tomando

1, para i=1;
pi =

iy para i>1.

3 i a3 +3=3 i B3 +3=3 (3 i 513-1‘] +3=
i=2 i=2

i=2

3 (3 i 5,3—1‘) =9 i B3 €9S,.
i=1 i=1

Para o caso x € 3(S, + u) procedemos de forma anédloga ao caso anterior.

temos

A prova de que estas copias sdo disjuntas em medida é feita de forma anéloga

ao caso anterior. Com efeito, temos que:
Iu(Su) = p(9Sy) = uBS, U (B(Su + 1)) U (3(Su + 1)) < 9u(Sy) -

Como cada cépia de 35, é coberta por 3 copias de S, disjuntas em medida, cada uma
das translacoes de 35, é coberta pelas transla¢oes destas copias que devem ser disjuntas
em medida pela igualdade acima.

O caso geral segue por indugédo sobre n. Com efeito,

suponhamos que para n = k vale que 3*S, é coberto por 3% copias de S,.
Mostraremos que 315, pode ser coberto por 3**! c6pias de §,,.

O caso 9S, pode ser traduzido para mostrar que 3k+lg pode ser coberto por 3
copias de 3¢S,. O restante do argumento segue de forma analoga ao caso 1 = 2.
Afirmacgao:

3k1g, =3.3%5, = 35S, U (35(S, + 1)) U (3%(S, + 1)) .
De fato se x € 3k+15,

(o]

x=31Y" a3,

i=1

Se a; = 0 entdo

(o] (o] (o]

x = 3kl Z a3 =33 i a3 =3¢ Z a3 = 3F Z a3
i=1

i=1 i=1 i=2
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Tome ; = a1 temos que;

0]

3) a3 =3 i B3 €3S, .
i=1

i=2
Sea; =1

[o0]

x = 31 Z a3 =33 i a;37 =3k [i ;37 4 1) .
i=1

i=1 i=2

Bi = aix1 temos que;

3¢ (Z a3+ 1] =3 [Z B3 + 1) €3S, +1).

i=2 i=1

A demonstragdo para a; = u, é feita de maneira andloga ao caso anterior.
Seja agora x € 3%S, U (3K(S,, + 1)) U (3K(S,, + u)).
Se x € 3S,, entdo

(o) (o] (o)
x =3k Z a3 = 3 Z ;1371 = 3k Z @137 .
i=1 =2 i=2

Considere:

Assim, temos
3k+1 Z 0(1'_13_i — 3k+1 Z ﬁi3_i c 3k+1su .
=2 =1

Se x € 3(S, + 1) ,entdo

x =3 (i 37 + 1) =3k [i @137 4+ 1) =3k (3 i 137+ 1] =

i=1 i=2 i=2

3k [3 5i3_i] — 3k+l Z ,31'3_i € 3k+1su )
i=1

i=1

1, para i=1;
com f3; =
a;, para i>1.

O caso x € 35(S,, + u) é feito de forma analoga.
Para mostrar que as copias de S, sdo disjuntas em medida basta notar que as

copias de 3¢S, sdo disjuntas em medida, o que prova o lema auxiliar. m|
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Podemos ainda determinar as translagdes de S, usadas para cobrir 3"S,, pois:

35,=S5,+0US,+1US,+u=5,+1{0,1,u}.

Defina V; = {0,1, u} e assim temos que 3S, = S, + V.

Denotando a soma de conjuntos por
A+B={x+y:x€AeyeBj},
definimos recursivamente os conjuntos V,, por

3"S, =S, + Vi,
V=V, +3Vi+---+3"V, .

Por exemplo,

9S5,=3-35,=3(S,U (S, +1)U (S, + 1))
=35, U (3S,+3)U(3S,) + 3u
=S5,+ViU(S,+Vy)+3)U((S, + V) +3u)
=5,+(V1U (V1 +3)U (V1 +3u)).

Note que
Vi+3=1{3,4,3+u};
Vi+3u={3u,3u+1,4u};
=1{0,1,u};

3V, =1{0,3,3u} ;
Vo=V 43V, = V1U(V1+3)U(V1+3u),

donde9S, =S5, + V..
Observacgao: (V, +3"V,) = Vy,.
De fato,

V,=Vi+3V,+---+3"V; ;
3"V, = 3"V, + 3"V, 4 -+ 3271

Disto concluimos que

V,+3'V, =V +3Vi+---+3"V, =V,,.

(4.1)
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Como as copias de S, sdo disjuntas em medida, temos:
pu((Su +v1) N (S, + 1)) =0se, v, 1, € Viev # 0y,
que se generaliza para

3"1(Su) = p(3"S.) < ) 1(Su+0) = 3"u(S.)

veVy,

[J((Su + 01) N (Su + ?)2)) =0se, v1,10€V,,ev1 #0,.

Definicao 4.2. Os conjuntos da forma S, + v serdo chamados de telhas (veja [11]) e v é 0

centro de S, + v. Dado um conjunto A, se V é um conjunto finito e

AcUSu+v.

E, além disso se para qualquer subconjunto préprio W C V vale que A ¢ UyewS,, + v entdo este

conjunto de telhas é chamado de telhamento de A.
Lema 4.3. Se u(S,) > 0, entdo S, contém um intervalo.

Demonstragio. Seja x um ponto de Lebesgue de S, isto é, um ponto tal que, para todo
€ >0, u((x —€,x +€)) > 0. Entre as 3" transla¢des de S, que cobrem 3"S,, sejam S, + v;,
i=1,---,kas que intersectam [3"x — 1,3"x + 1]. Seja W, = Ule S, + v; a unido destas
translagdes e U, = {v; — 3"x, ..., vx — 3"x} as transla¢des em relagdo ao ponto 3"x.

Uma vez que as translagdes de S, sdo disjuntas em medida e tém medida po-

-2

+ 2. Além disso, o
w(Su)

sitiva, existe uma limitacdo em k que ndo depende de n: k <
modulo de um elemento de U, é no maximo |S,| + 1.

Uma vez que U, é um conjunto de ntiimeros reais limitado com cardinalidade
limitada independentemente de 1, existe uma sequéncia de inteiros {n;} tal que U,
converge, isto é, a cardinalidade é constante para todo i suficientemente grande e cada
elemento de U, converge.

Seja U o limite das translagdes U = lim U,,. Correspondendo a este U, existe um
conjunto de translagdes V = Uyeyr430:Sy + Ul._m

Tomando x € S, um ponto de densidade de Lebesgue, temos que

L w_ . Wlx—gx+e)nV)
1= i) = lig EE

L

37 obtendo

Podemos tomar ¢,, da forma
u((x—5,x+ 3)NW)

2
3n

1= ljn(} de(x, u) = limd,, (x, u) = lim
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Portanto
. 1 1 .
lim 3" u((x - g,x + ﬁ) NW) =lim pu(3"x-1,3"x+1)N W) =2.

Como x é um ponto de Lebesgue, a medida de 3"S, N [3"x - 1,3"x + 1] = W,, N
[3"x—1,3"x + 1] converge para 2. Assim o complemento de W com relag¢do ao intervalo
[3"x—1,3"x+1] ndo pode conter abertos, caso contrdrio a medida de lim,,_,.o W,, N [3"x —
1,3"x +1] ndo poderia ser 2. Por outro lado, cada S, +v é fechado, logo o complementar
de W no intervalo [3"x —1,3"x + 1] é vazio, e W contém um intervalo de comprimento
2, em particular contém um intervalo. Com isto, e o teorema da categoria de Baire,
considerando que W é uma unido enumerével (finita) de conjuntos fechados cobrindo
um conjunto aberto, segue que ao menos um destes conjuntos fechados contém um
aberto. Portanto algum dos transladados de S, contém um intervalo. Isto implica que

S, contém um intervalo. ]

Lema 4.4. Se S, tem interior ndo vazio, entdo S, é o fecho de seu interior. Para todo u, a

fronteira de S, tem medida nula.

Demonstragdo. Suponha que S, tem interior. Sejay € S,, vy = Y..0; @;3”". Entdo para cada
k>0,yeXYt, a3 +3*S,, conjunto cujo didmetro é 37%|S,| e tem interior ndo-vazio.

Tomando uma sequéncia (,)nen onde v, € (Z?:l ;37 + 3‘”511)0, note que
(Zle @37+ 3‘”Su)o C 5% e que y é limite desta sequéncia, uma vez que |y — y,| < 37"(S,|.

Se u(dS,) > 0 entdo S, e, pelo Lema 4.3 S, contém um intervalo. Para n suficien-
temente grande 3"S, contém um intervalo I que contém propriamente uma translagdo
de S, que chamaremos S, + v. I C 3"S, é coberto por transla¢des de S, disjuntas em
medida. Note que a fronteira de S, + v estd contida na unido das demais transla¢des
que fazem parte da cobertura de 3"S,,.

Para mostrar isso, suponhamos que a fronteira ndo esteja contida. Neste caso
existe um ponto x € d(S, + v) tal que x ¢ S, + v/, qualquer que seja S, + v’ na cobertura
de 3"S,, v # v. Como S, + v’ é fechado, temos que x ndo pode ser aproximado por
pontos de S, + 7', logo existe ¢ > 0 parao qual (x—¢,x+¢)NS, + 0" = 0. Como existem
tinitos v’, podemos escolher um ¢ tal que a igualdade seja valida pra qualquer um dos
v’. Tomando este ¢, temos que (x — &, x + €) N (U(S, + v’)) = 0, um absurdo, pois deste
modo I ndo pode ser coberto por translagdes de S, 10go J(S,, + V) C Uy 4o(Sy + V')

Mas, se a fronteira tem medida positiva e estd contida nas translagdes de S, , as

translagdes de S, se sobrepdem em medida, o que seria um absurdo. O

log(#V )
U mlog3

Lema 4.5. Se, para algum u temos que #V,, < 3" entdo u(S,) = 0 e dimp S

Demonstracdo. Seja N = #V,,. Por (4.1) temos que S, = ,e3-ny, 37"'S, + v. Repetindo
este processo k vezes, obtemos que S, é coberto por N¥ translagdes de 37"S,, e cada
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log N
mlog3”

temos que N¥(37%")* = 1 e o resultado é valido uma vez que S, é um conjunto auto

entao

um destes conjuntos de didmetro de, no maximo 37"|S,| < 37%". Seja s =

semelhante. O
Lema 4.6. Se S,, contém um intervalo, entdo u é racional.

Demonstragio. Suponha agora que S, contém um intervalo . Deste modo #V,, = 3",

do contrério, teriamos dimg S, < 1. Além disso, para cada m temos:
|v1 — vp| > u(J) para vy, v, € V,, com vy # 0, 4.2)

pois caso contrério (S, +v;) N (S, +7,) conteria um intervalo ndo degenerado, e, portanto
teria medida positiva.

Tome N grande o suficiente para que [37™VS,| < |J|. Sabemos que S, pode ser
coberto por 3" copias de 3775, disjuntas em medida, com transla¢des centradas em
3 NVy. Além disso, se N é grande o suficiente, existem vy, v, € 3NV com v; < v, tais
que:

J1=3N+v,c]; L=3N+wmcJein,=0.
Vamos extrair da cobertura de S, por translagdes de 3™NS, a menor cobertura para |,

isto ¢, o telhamento de J. Seja V(]) = {fv € 3VVy : (37NS, +v) N ] # @}, entdo

Je | Je™Msi+0), v()cs vy,
oeV(])

Com isso, tem-se que:

3N c 3N U (37NS, +0) = U (32N, +37Ny),

veV(]) veV(])

3N+, C U 3™NS, +3Nv+v),
veV(])

parai=1,2.
Defina V(J;) = 3™NV(J) + vi. Observe que, como v; € 3 NVy, segue que

32NVy +0; € 3N (Vy +3VVy) =3V,

e portanto V(J;) € 32NVy + v; € 3N Vyy.

Agora, tomamos os telhamentos de |, e |»

I c U G2S,+0) e |hC U (32NS, + ).

veV(J1) veV()2)
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O segundo telhamento pode ser obtido a partir do primeiro somando v, — v;. De fato,

V()= V(1) +v,—0y.

O telhamento é tinico pois as telhas sdo disjuntas em medida. Usaremosisto para encon-
trar um telhamento periédico para R de periodo v, —v;. Primeiramente, construiremos
a cobertura de | a partir da cobertura de J;.

Seja I; o maior intervalo tal que:

Lclc U (3°2NS, + ).

veV (1)

Note que (372NS, +v) NI} = @,Yv € 372NV \V(]1). De fato, se 372S, +v) NI} # 0 para
algumv € 372NV, \ V(J;) entdo esta intersec¢do iria conter um intervalo ndo degenerado
e assim 372NS,, + v intersectaria algum 372NG, + v’ com v’ € V(J;), com medida positiva,
uma contradigao.

Toda telha 372NS,, + v, v € 372NV, \V(];) estd a direita ou a esquerda de I;. Seja b
o extremo direito de I;. As telhas 372NS,, + v, v € 372VV,y, cobrem |, mas nenhum deles
pode conter uma vizinhanga aberta de b, porque isto contraria a ndo-sobreposi¢do
de medida entre as telhas. Como as telhas sdo fechados, existe um tnico v(b) em
32NV n\V (1) tal que 372NS, + v(b) contém b como seu ponto extremo esquerdo. Para
qualquer outra translagdo da forma 32VS,,+v com v € 3" 2NV \V(]1), que esteja a direita
de I1, o ponto extremo tem que ser ao menos b + 37N u(]), pois |u; — uj| > 372N|]| para
uj,u; € 3 NVyy ei # j (usando (4.2)). Lembrando que as telhas 372VS, + v, v € 37NV,
cobrem J, a justaposicdo da telha com centro v(b) deve cobrir [a,c] para algum ¢ > b.
Seja

b, = sup {c [a,c] c 372Ng, + v} ,

veV(J1)Viv(b)}
el, = [a,b,]. Assim,
hche| )32, +0.
veWy

Repetindo o proceso, temos que existe um v(b,) contendo b, como seu ponto
extremo esquerdo e, definindo W, = W; U{v(b,)} podemos obter um intervalo I5 = (a, bs)
cujo comprimento é ao menos () + 372N u(J).

Podemos prosseguir finitos passos até cobrirmos d, onde d é o ponto extremo
direito de J. Neste caminho, temos que cobrir J,, encontrando seu telhamento por
copias de 3-2Ng que, como vimos é uma translagdo do telhamento de J; de tamanho
v, — 1. Com isso, o telhamento encontrado para [a, d] é periddico.

Sendo assim, podemos extrair um telhamento para [, +o0) por copias de 372§,
também periddico, basta acrescentar conjuntos da forma V(J;)+K(v, —v;) no telhamento
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de [a,d].
Por outro lado, usando o mesmo raciocinio da direita para a esquerda (partindo

de ], = [ay,b;]), obtemos o telhamento de (—o0, b,] e com isso o telhamento de RR.

Multiplicando por 3*¥ obtemos o telhamento de R por copias de S, como telhas.
R = U S, +w (4.3)
weW

Chamemos de T este telhamento. W é um subconjunto discreto da reta. Por
periodicidade, W = A + pZ, com A um conjunto finito e p = 3*N(v, — v;). Sabemos que
existem telhas em T centradas nos pontos 1, 3, 32,...,3" 1 eemu,3u,..,3" 'u. Como A

é finito, consideremos as classes de equivaléncia dadas por

a={xécentro, x=a+an: ae€ A}.

2

Uma vez que o conjunto {n : 3" é centro} é infinito, para algum a € A, existem x = 3" e
x=3", comk#k taisquex=a+anex =a+an’. Assim a(n —n’) = 3t - 3%, logo o é
racional. Pelo mesmo argumento, existem r,7’, comr # r’ e 3'u — 3"u € aZ. Finalmente,

como «a é racional, conclui-se que 1 também é racional. m]
Como Corolario do argumento final da demonstragdo destacamos:

Coroldrio 4.7. Se u = % € Q éirredutivel, e satisfaz p + g = 0 mod 3 entdo o telhamento de
R por copias de S, tem periodo racional.

Corolario 4.8. Seu =, comp+q=0 mod 3 e mdc(p,q) = 1 entdo o telhamento por copias
de qS, tem periodo inteiro.

Demonstragio. Se multiplicamos S, por g, temos

qS, = {Z a3 a; e {O,p,q}} .

i=1

Com relagdo a este conjunto ¢S, temos que V; = {0,p,q} que contém apenas inteiros.
Da equagdo (4.1), o mesmo acontece com V,, para todo m. Portanto, o periodo do

telhamento deve ser inteiro. O

Apresentamos uma demonstracdo do Lema 4.9 diferente daquela de Kennyon
[9]. Utilizamos um fato conhecido sobre expansdes em base 3, com digitos {-1,0, 1}.
Este fato é conhecido, mas o reproduzimos aqui para conveniéncia do leitor (veja p.
207 e seguintes de [10]).

Lema 4.9. Seu = % é uma fragdo irredutivel comp +q =0 mod 3, entdo u(S,) = %
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Demonstragio. Seja u = g irredutivel, comp,g € Zep+ g =0 mod 3. Consideremos,
sem perda de generalidade, 0 < p < g. Seja S = ¢S, ou seja,

S=5,= {Z a3 a; € {OIPILI}} .
i=1

Mostraremos que S tem medida de Lebesgue 1 e, portanto S, tem medida % Defina

Sn = {Z ak3_k; ag € {OIPI q}} ’

k=1

o conjunto dos 3" racionais triddicos.

Vejamos que, com a hipétese p + g = 0 mod 3, S" tem todos os elementos

Zn" 37 = Z B3,
k=1

k=1

distintos. Se

entao
n

Zn: 3"k = Z B3k,
k=1

k=1
que é uma igualdade entre niimeros inteiros. Tomando a equa¢do em moédulo 3 temos
que a; = f; mod 3. Como a;,; € {0,p,9}, mdc(p,q) =1ep = —q mod 3, entdo a; = f.

Uma vez valendo a igualdade, cancelamos os termos, dividimos por 3 e repeti-
mos o argumento para concluir que ay = fi, paracadal <k < n.

Ha portanto 3" elementos distintos em S".

Sabemos que existe um telhamento de R por cépias de S, com periodo inteiro.
Mostraremos que o periodo deste telhamento é 1.

Consideramos o conjunto das translag¢des utilizadas para telhar a reta usando
S como telha. Note que V7 = {0,p,q}, Vo = V1 +3V; D V3, e Viyyr D Vyy, jd que
0 € V,,. Observe que V,, C Z (confronte com eq.(4.1)). Seja R,, = V,,, + (=V},), a soma
dos conjuntos V,, e =V,,. Evidentemente, R,, C R;+1. Denotamos por R., o seguinte
conjunto

Re =VU) R, .

Agora, para mostrar que o periodo é 1, vamos primeiro mostrar que 1 € R, e
finalizar com R = Z.
De fato, como mdc(p, q) = 1, temos que existem inteiros a e b tais que ap + bg = 1.
Temos que V, e —V,, estdo contidos em R, para qualquer que seja n. Os ntmeros da
forma Z?:l a;3' com a; € {0, p,q,—p,—q} estdo em R.,. Para mostrar que ap € R,, para
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algum n, basta que existam coeficientes a; € {0, 1, —1} tais que:

n
a= Z a;3" .
i=1

De fato, vamos mostrar que qualquer inteiro pode ser escrito desta forma.

Sabemos que qualquer inteiro z pode ser escrito da forma
z=) b3, biel0,1,2, meN,
i=1

a menos do sinal. Consideramos z > 0, sendo o caso z < 0 tratado ao final. Usando
a representacdo de z com digitos 0, 1,2, construiremos uma nova representa¢do para z
usando os digitos 0, -1, 1.

Caso a representacdo de z com os digitos 0,1 e 2 ndo tenha o digito 2 entdo
fazemos a mesma representacdo e obtemos o desejado.

Suponhamos que para algum indice i, b; = 2.

Seja entdo iy o primeiro indice com b;, = 2. Temos entdo, tomamos a; = b; para

i <ipe:
i—1 ig—1

Z b3 = Z a3 .

i=0 i=0
Tomamos entdo a;, tal que a;, = b;, mod 3 e c;+1 tal que:
iy iy
Z [11‘3Z + CZ‘0+1310+1 = Z bi3l .
i=0

i=0

Neste caso em especifico, temos que a;, = -1, b, =2 e cj41 = 1.

Para as entradas seguintes fazemos a; = b; + c; mod 3 e ¢;;; é construido da
mesma forma que Cj 41.

A partir de algum indice k obteremos a; = b; = ci41 = 0 Vi > k e, deste modo

Zk: a3 = Zm: b3 =z. (4.4)
i=0 i=0

Vejamos que de fato existe este k.
Partindo de iy + 1, temos que:

1. ajs1=1ecirn=0 se bj =0.
2. ajp;1=-lecjs2=1 se Dbj1=1

3. l?ll'0+1 = 0 e Ci0+2 = 1 se bi0+1 = 2.
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No caso 1 temos }_ a; = }_ b;, e obtemos o desejado para iy + 1 indices.

Nos casos 2 e 3 podemos ter lagos, que podem ser de apenas um tipo dos casos
ou podem alternar, mas observe que voltamos na situagdo anterior pois ¢; = 1.

Como a representacdo de z é finita, para todo indice maior que m temos que
bi = 0. Logo, em algum momento caimos no caso 1 e, como os indices restantes sdo
todos nulos encontramos k satisfazendo (4.4).

Com isso temos que qualquer inteiro pode ser escrito da forma desejada (para
nimeros negativos basta trocar 1 por -1 e vice versa).

Assim ap e bg € R, e, deste modo 1 € R.,, estando portanto em R,, para algum
n fixado, como R,.x contém R,, e suas somas, temos que R, = Z.

Dado n € Z, concluimos que n € R, usando as expansdes de (an) e (bn), pois

(an)p + (bn)g=n.

Lema 4.10. Seu = % comp+qg %0 mod 3entio u(S,) =0ep(u) <1.

Demonstragio. Se p + g # 0 mod 3 entdo #V,, # 3", usando o lema 4.5 obtemos o
resultado. O
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5 A DIMENSAO DAS PROJECOES

5.1 APLICACOES DE GRAFOS A REPRESENTACOES DE NUMEROS

Nesta se¢cdo vamos construir um grafo que vai nos encaminhar um resultado
sobre a contagem de caixas da cobertura de uma projecdo S,,.
Defina Sk = {Zle ;375 a; € {0, 1,u}}, isto ¢, o conjunto das projecdes dos ele-

mentos de S, com expansdes finitas. Lembremos que, se u = 7 racional, e x; € {0,p, g},

k
Sk = {Z 37 x; € {O,p,q}} = qSﬁ .

i=1

usamos a notagao

Para determinar a cardinalidade de 3"S!, basta determinar a cardinalidade de
3"S". A vantagem é que 3"S" C Z.

Asexpansodes de 8", fixado n, sdo aqui chamadas palavras no alfabeto D = {0, p, q}.
Em principio, ha 3" palavras de tamanho n em D. Construimos um grafo que fornece a
redundancia das representagdes finitas no alfabeto D. Um fator de uma palavra x; ... x,
é uma palavra w = XxXps1 ... X, [ 2 0e 1 <k < n.

Dada uma palavra x; ...x, em D, defina:

n

rOX ... xy) = Z x371,

i=1

que é um ponto de 3"S", correspondendo a expansao:

X1 X7 Xn
3" =+ +-+=].
(3” 3n-1 3)

Para cada palavra x;...x,, existe uma palavra y; ...y, de mesmo tamanho que é a
menor na ordem lexicografica satisfazendo r(xy ...x,) = r(y1 ... y,). Lembramos que a

ordem lexicogréfica no alfabeto D significa

X1oo Xy > VY1... Yy © k:{nsjisr}l{xjiyj} <ne x> Y.
Chamamos v ...y, de palavra minimal associada a r(y1 . .. Yy).
Seja T, (1) o conjunto de todas as palavras minimais de comprimento n. Entdo
os elementos de 7(T,(u)) sdo distintos e r(T,, (1)) = 3"S".
Dado u = g, com mdc(p,q) = 1. Assumimos que 0 < |p| < g e definimos m =
L%J. Construimos um grafo orientado G, com 2m + 1 vértices, que nomearemos
de —m a m. Cada aresta de G, estd associada a um par ordenado de letras em D. Do

vértice 0 sai uma aresta para um vértice k se existe um par ordenado (d;, d,), comd; > d;
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ek = dl;dz € Z, esta aresta (se existir) liga 0 a ‘“3;@. Para cada vértice x diferente de
zero e cada par (d,d»), se k = “@—_dz é inteiro, colocamos uma aresta ligando x a @

X+di—dy

e dizemos que a aresta ligando x a =

é rotulada por (dq,d,). Um caminho no grafo

rotulado é uma palavra em (D x D)*:
(di, dj)dn,dp) ... (da,dj) .
Por exemplo, parag =2ep =1, G, tem apenas a aresta 0. Parag=3ep =1,
temos G, como na Figura 5.2. Note que G, pode ser redutivel.

Lema 5.1. T,(u) consiste de todas as palavras de comprimento n tais que se
@i, dj)diy, dp,) - . - (diy, dj)

é um caminho que comega e termina em 0 no grafo G,,, entdo nenhum elemento de T, (u) contém
d;, . ..d; como fator. Reciprocamente, se x1...X, > Y1 ... Yy, satisfaz r(x1...x,) = 1(Y1...Yn),
entdo

(1, ]/1) N ]/n)

é um ciclo no grafo G, comegando do vértice 0.

Demonstragio. Seja y um caminho em G, que leve 0 em 0 com arestas rotuladas por

(x1,¥1), (x2, ¥2) . .., (X, Yx). Sendo assim:

X1— W
3

+X2— 12

3

+X3— Y3

bt (- )

3 =0
Entdo r(xy...x¢) = 7(y1 ... yx), mas como x; > y;, a palavra y; ...y, é menor na ordem
lexicografica do que x;...x,, para todo n > 1. Portanto nenhum prefixo da palavra
X1 ... X, pode ser prefixo de qualquer palavra de T),(u).

Por outro lado, se a palavra x; ... x; é maior do que y; ... yx e satisfaz r(x; ... x;) =
r(y1 ... yx), com x; # y; entdo escolhendo as arestas representadas por (x;, y;) temos um

caminho que leva 0 em 0 no grafo G,,. O

5.2 A DiMENSAO DA PROJECAO EM DIRECOES RacioNals

Proposicdo 5.2. Seja u = L. Entfio limy_,, S| existe.

Demonstragio. O problema agora se reduz a contar as palavras em D", que é o conjunto
das palavras finitas no alfabeto D, as quais ndo possuem fatores x; - - - x; tais que exista

um ciclo rotulado por (x1, y1)(x2, y2) - - - (x, Yx) comegando em 0 no grafo G,,.
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Observe que nem sempre sai uma aresta de 0, por exemplo parap = 1eq = 2+3k,
k € Z. Por outro lado, se m > 1, sempre existe x € [-m, m] tal que

x+d1 —dz = O, d1,d2 € {O,P,q}/

o que significa que a aresta com rétulo (d;, d;) liga o vértice x ao vértice 0. Assim, existe
um subgrafo irredutivel de G, que contém o vértice 0.

Um resultado cldssico da teoria de matrizes, devido a Perron, afirma que uma
matriz ndo-negativa (e ndo-nula), associada a um grafo irredutivel, possui um auto-
valor positivo r de médulo maximo tal que todos os outros autovalores tém moédulo
estritamente menores do que r. Para este resultado, pode-se consultar [5].

Da construgdo do grafo G,, obtemos um conjunto de palavras proibidas em
Dr, aquelas que podemos substituir por outras minimais e que representam o mesmo
numero. Este conjunto de palavras proibidas pode ser vazio, tendo como consequéncia
que |Sk| = 3*. Em geral, o conjunto de proibi¢des nos leva a um subshift que é um
fator de um shift de tipo finito, denominado sisterma sdfico. De toda forma, a linguagem
deste sistema sofico é calculdvel a partir de uma matriz de adjacéncia para as arestas
rotuladas. |

Exemplo 1. A matriz de adjacéncia de Gy, é nula. A matriz de adjacéncia de G;5 é

Ays=(a;),1<i,j<5

aj=1 © 3(j-3)=(1-3)+di —d,
[1 1 0 1 0
10110

Ays=0 0 0 00
01101
01011

Vejamos o grafo para este exemplo.
Temos que m = [4/2] = 2, neste caso o grafo tem 2m + 1 = 5 vértices, que

nomeados de —2 a 2. Vamos construir as arestas:

e Saindo do vértice —2, como -2 + 5 — 0 = 3, existe uma aresta rotulada por (5, 0)
chegando em 1. Como -2 +0 -1 = -3, existe uma aresta rotulada por (0,1)
chegando em —1. Finalmente, de -2 + 1 — 5 = —6, existe um lago em —2. Nao

existem arestas com rétulos (0, 5), (1,0) e (5,1) saindo do vértice —2.

e Saindo do vértice —1, existe uma aresta rotulada por (1, 0) chegando em 0. Existe
uma aresta rotulada por (0,5) chegando em —2. Existe uma aresta rotulada por
(5,1) chegando em 1.
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e Nao existem arestas saindo do vértice 0.

e Saindo do vértice 1, existe uma aresta rotulada por (5,0) chegando em 2. Existe
uma aresta rotulada por (0, 1) chegando em 0.

e Saindo do vértice 2, existe uma aresta rotulada por (5,1) que é um lago. Existe
uma aresta rotulada por (0,5) chegando em —1. Existe uma aresta rotulada por
(1,0) chegando em 1.

Concluimos entdo a montagem do grafo:

61) (1,5)

Figura 5.1: Grafo Gys.

Fica claro que a linha 3, que conta os caminhos que saem do zero, é sempre nula.
Um exemplo em que o grafo irredutivel contendo o vértice 0 é ndo trivial ocorre
para Gy3. Sua matriz de adjacéncia é

Ay = (@), 1<i,j<3

gi=1 6 3(j-2)=(-2)+d —dy
110

As=[0 0 1
011

01
Vemos que o autovalor maximo do bloco [1 1] é 0 = % Assim, o nimero de

caminhos de tamanho n > 2 dos ciclos que comegam em 0 se comporta assintoticamente
como 0". Estes ciclos informam que em T,(1/3) ndo ocorrem fatores da forma 30, para
todo k € IN. Sendo este o conjunto de palavras proibidas, o shift coincide com o shift

de tipo finito em que 30 é a tinica palavra proibida. Sua matriz de adjacéncia contém
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um Unico zero:
111
111
011

O autovalor de médulo méximo é 6%. Este célculo nos leva a concluir que a dimenséao de
1+ \/5)

Hausdorff para esta projegéo (e também para a projecdo na direcdo u = 3) é2log, ( 5

(1,0) (3,0)
0,1)

Figura 5.2: Grafo Gy3.

Figura 5.3: Grafo usando digitos 0,1 e 6.

Coroldrio 5.3. Parau € Q, ¢(u) = dimy(S,) = lim_, %log3 |SK|.

Demonstragio. Temos que dimp(S,) = limy_,e % log, |Sk|, e este limite existe, pela Proposicao
5.2. Além disso, S, satisfaz as condi¢des de autossimilaridade, e, portanto a dimensdo

de contagem de caixas coincide com a dimensao de Hausdorff. m|

Teorema 5.4. Se u = %’ irredutivel, 0 < p < g,3 1 g e k > 0, entdo existe uma cota superior
@(3*u) < f,, < 1 independente de k. Se k > 21og,(2q) entio:

3";9) 1
o ——
(p( q 16pg log,(2q)

Demonstracio. Seja G = G, o grafo associado aos digitos {0, g, 3";7}, como na Proposicdo
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5.2. Represente g e p na base 3 usando os digitos {0,1, —1}.

I r
g = Z a3, p= Z b3
i=0 i=0
Note que 3!/2 < g < 3"1/2. De modo semelhante, 3" /2 < p < 3"*1/2, gp = Y1, qb;3' .
Suponha gy = 1 (podemos usar um argumento simétrico para ao = —1).

Seja k > 1, entdo existe um caminho em G que leva 0 em pg3‘~ onde a i-ésima
aresta é rotulada seguindo a regra:

(3%p,0), sea; = 1;
(xi, i) = 3(0,3%), sea; = —1;
(0,0), sea; =0.

Por exemplo, tomando p/q = 1/7, temos que os coeficientes a; sdo respectivamente
1,-1e 1. Neste caso, | = 2 e consideremos k = 3. Seguindo a regra temos:

(x()/ yO) = (3kp/ O) = (27/ 0)/ (xlr yl) = (0/ 3kp) = (O/ 27)/ (xZI yZ) = (3kp/ O) = (27/ 0) .
Assim, temos o seguinte caminho no grafo
0-3"% 3" - @ +39/3=-2.3%2.32 5 (2.3 +3/3=7.32.

Como ! =2ep =1, trocando k por 3 obtemos um caminho que leva 0 em 3*/py.

Existem 3"~ caminhos em G que levam pg3*~ em pg, estes sdo os caminhos que
passam pelos vértices da forma pg3t~'~/ para cada j € {1,...,k — I} e, a cada vértice as
arestas podem ser rotuladas por (0, 0); (3p, 3"p); (g, 9), ou seja, 3 a cada passo.

Existe um caminho que liga pg a 0 onde a i-ésima aresta é rotulada por:

(0/‘1)/ se bi =1 ’
(xi, i) =4(q,0), seb; = —-1;
(0,0), seb;=0.

Usando o mesmo exemplo anterior (p/q = 1/7) temos que by = 1, apenas. Logo,
(%0, ¥0) = (0,7), como pq = 7 temos que o vértice pq de fato se liga ao vértice 0 pela aresta
rotulada por (0,7).

Os caminhos ligando 0 em 0 que sdo combinagdo destes caminhos tem tamanho
k+1—1+1'=k+1I Entdo, ao menos 3" arestas de comprimento k + I estdo proibidas
em T".

Dado um caminho de comprimento 7, divida-o em [3] caminhos de compri-
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mento 2k. Para um caminho de comprimento 2k contamos os caminhos desabilitados

emO,[,2],..., ['7‘]1 e temos no maximo
32k(1 _ 3—(l+l’))[’7‘] )
caminhos permitidos, o que nos dd uma taxa de crescimento
y <3(1 = 3 BM)ix

Com isso, temos

k 1 ,
-1 _n—=(+0)
log, < 1+ [7]5 logy(1 - 3)
[4]
1o 14
=T 2%M In3
k
<ol
8kpqIn3
1
1- WI se k > 2]
o b
16pqIn(2q) -
Usando que log,(1 - x) < —%; 3" <24; 3" < 2p; ese k > 2l entdo +[5] > 1. 0

5.3 A DiMENSAO EM UM CONJUNTO RESIDUAL DE DIRECOES

Se dois ntimeros reais u e v estdo préximos entdo os conjuntos S, e S, estdo
préximos pela métrica de Hausdorff em R.

Teorema 5.5. Sejau € Re Z— uma sequéncia de racionais tais que p; +q; =0 mod 3; q; — oo
e existem constantes C, > 0 tais que :

| C
‘1/{ - &‘ < - -
qi q;
Entdo (u) > 1 — 1. Em particular, se u é muito bem aproximado por racionais desta forma,

entdo o(u) = 1.

Dizemos que um numero u é muito bem aproximado por racionais quando «

pode ser tomado arbitrariamente grande.

Demonstragio. Seja N,(€) o nimero minimo de intervalos de comprimento maximo
€ necessdrios para cobrir S,, e observe que podemos assumir que os intervalos sdo

da forma [me, (m + 1)e], uma vez que com esta restri¢do, reduzimos a quantidade de
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intervalos permitidos por um fator constante, o que ndo muda a taxa de crescimento de

N, (e) logo, o valor de ¢(u) ndo é alterado usando apenas estes intervalos, assim temos:

C
_logN,e) . 108N (q_)
p(u) = lim ———— =lim .
e—0 —loge i»~alogg;+logC

Uma vez que gq; — oo, podemos escolher € desta maneira. Mostraremos agora que:
—k

—k
< (z) 3— entdo N, (3—) >c-3k.
3/ q q

p

u__

q

se

Onde c é uma constante e p/q é algum p;/g;.

Temos que o conjunto S’; /0 © S,/ consiste de 3% pontos em locais distintos na
malha (37%/g)Z. Entdo necessitamos de, ao menos 3 intervalos de comprimento 37g
para cobrir S, ,.

Para cada ponto x € S,/,, x = Y.is; ;37" Seja x’ 0 ponto com a mesma sequéncia

de digitos, trocando todas as ocorréncias de p/q por u entdo:

(o]
lx — x| < Z
i=1

Entdo cada ponto de S,/, estd & uma distancia méxima de 37*/g de um ponto de S,.

3—k
< —.

q

P‘ i 3‘ p
u—=|3"=<slu—-~-
q 2 q

Entdo necessitamos de ao menos 3! intervalos de comprimento 37/q para cobrir S,,.
Logo, N,(37%/q) > 31,

Considerando € = 37% /g podemos escolher k; de forma conveniente para que
tenhamos € = 37%/q ~ C/q?. Fazendo uma mudanga de variavel em C/q¢ e multipli-
cando por uma constante temos:

c
. logN,(e) . log N, (q_“) . logg* + const. 1
@) =lim ———— =lim > lim >1-—.
-0 —loge  imoaloggi+logC ~ ine aloggq; + const. a

O

Observacao. O conjunto dos pontos que podem ser aproximados desta forma é um

residual (interseccdo enumeravel de abertos densos).

5.4 COTAS INFERIORES DA DIMENSAO

O argumento usado anteriormente pode ser refinado para se obter cotas inferi-
ores de ¢(u), quando u estd proximo de algum racional.

Seja u = p/q em termos irredutiveis com p+q = 0 mod 3 com 0 < p < g.
Considere S = g4S,,.
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Dada uma sequéncia (x1, x,...) em {0, p, giN, definimos:

r(x1,Xxp,...) = in?fi €sS.

i=1

Construimos um grafo G, que descreve as sequéncias (x1, X, . .. ) para as quais r(x;) esta
na fronteira de S. Seja m = [g/2] (assumindo g > 2). O grafo G, possui 2m vértices, que
vao de —m a m (incluindo estes 2). De um vértice x, sai uma aresta rotulada por (d1, d,)
se 3x + dy — d, é i=um inteiro ndo nulo em [-m, m] e d;,d, € {0,p, q}.

Seja @ um caminho infinito no grafo que se inicia no vértice k e tem arestas
rotuladas ((x1, y1), (X2, y2),...) entdo r(x1,x2,...) + k = r(y1, y2,...). Como as telhas tem
interiores disjuntos, o ponto r(x, x,...) estd na fronteira de S. Por outro lado, dado
um ponto x na fronteira dS existe uma telha S — k tal que x € S — k, uma vez que é
possivel telhar a reta com copias de S. Se x ¢ {0,4/2} entdo |k| < [(g — 1)/2], existe um
y € S com x = y — k e, consequentemente um caminho infinito em G, cujo as primeiras
coordenadas sdo (x;) com r(x;) = x, portanto G, descreve todos os pontos da fronteira
exceto 0 e q/2.

Teorema 5.6. Seja u € R e, suponha que existem inteiros coprimos p,q comp +g =0 mod 3

eecom0 < e < g2 tais que:

u-Fl<e,
q
entdo,
1 1
Pl >1- log ¢ _
qlogq

Se € é pequeno entdo a dimensdo é proxima de 1.

Demonstragido. Assumamos, sem perda de generalidade que 0 <u <1le0 <p <.
Entdo |S,| = 1.

Tome S = gS» e, para cada k, seja Wy c {0,p,g}N
q

o conjunto das sequéncias
x = (x1,Xp,...) tais que para cada / > 0, r(o'x) estd a uma distancia de, no minimo,
%3"‘ da fronteira de S, onde o denota o shift o(xq,x,,...) = (x2,...). Um elemento de
Wi é caracterizado pela seguinte propriedade: nenhuma subpalavra de comprimento
k rotula um caminho no grafo G,, do contrério, se x;, ..., x;.« é tal palavra, existe uma
sequéncia da fronteira v, que se inicia com x;, ..., X, € entdo [r(y) — r(o'x)| < 33"‘.

Mostraremos que se k é grande, a taxa de crescimento de W etd préxima de 3,
logo Wi descreve um subconjunto de S com dimensdo préxima de 1.

O grafo G, tem [2%] < g vértices, para cada vértice v existe a0 menos uma
palavra de comprimento méaximo log,q que ndo rotula um caminho de v em G,.
Mostraremos que existe uma palavra y de comprimento ¢ < glog,q que néo rotula
um caminho em G, independente da escolha do vértice inicial. Para cada palavra g,
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seja Vg 0 conjunto dos vértices x onde existe um caminho rotulado por 8 que se inicia
em x. Para a palavra vazia, Vj é o conjunto de todos os vértices. Defina y da seguinte
forma:

Suponha que o segmento inicial de y é a;, que é definido por V,,. Tome um vértice v
em a; e uma palavra f de comprimento menor que log, g que ndo rotula um caminho
partindo de v. Defina a; como sendo a concatenacdo de a; e . Entdo #V,, < #V,, — 1
uma vez que ele ndo contém v. Repetimos o processo, definindo as, ay, . .. até obtermos
ay, para algum [ < q. Seja y = a;, entdo o comprimento de y é de, no maximo qlog,qe
a palavra y ndo rotula nenhum caminho em G,.

Seja k > 2c. Entdo Wj contém todas as sequéncias da forma:

7// w1, 7/1 wo, 7// v

Onde w; sdo palavras arbitrarias de comprimento k — 2¢, pois qualquer subpalavra de
comprimento k contém y como subpalavra e, portanto ndo rotula caminhos dem G,

entdo o crescimento de W; é de ao menos & = 3% do crescimento de palavras deste
qlogs g

k—glogs q°

Se duas sequéncias a e b em W, tem elementos iniciais diferentes a; e b; entdo

r(a) — r(b)| > 137*.

Para cada x em W existe uma sequéncia correspondente x’ obtida trocando cada

tipo. Como ¢ < glog, q temos log, & > 1 -

ocorréncia do digito p por qu entdo x” descreve uma sequéncia de digitos em {0, qu, g} e
r(x’) € qS,. Note que [r(x) —r(x')| < Y2y lp —qu|3™ = @ < % Seja k = —[log, 3¢] entao
—k
[r(x) — r(x")| < % Seja W, o conjunto de tais sequéncias x’.
Sea’ e b’ sdo elementos de W, correspondentes a a e b em Wy, com digitos iniciais
diferentes entédo:

r(@’) = r(b")] = |r(a) — r(b)| = Ir(a) — r(@")] = |r(b) — r(b")|

—k_Hnk_Taqxk
63 63

\Y
N
W

—k

\Y4
A
O\‘U’

~ . . . —-n
Entdo para n > k, necessitamos de ao menos &" intervalos de comprimento q%

para cobrir r(W;) C S, onde & € a taxa de crescimento de Wy. Logo,

. —1 _— 1
dlmB(Su) 2> 10g3 E>1- kK >1- logl/e
qlog,q qlogq —
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