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Resumo

Neste trabalho, aplicamos o tempo de tunelamento para dois tipos de barreiras de
potencial distintos, um retangular ja bem conhecido e outro triangular.

Restringimos em trés tipos de tempo de tunelamento: o tempo de permanéncia, que é
o tempo em que a particula fica na barreira, e é definida como a probabilidade da particula
estar na barreira dividido pela densidade de probabilidade de corrente incidente; o tempo
de fase, é definido separadamente para as particulas refletidas e transmitidas que pode
ser calculado considerando-se a trajetoria do pico de um pacote de onda via o0 método da
fase estacionaria; e o tempo semiclassico, na qual é utilizado a aproximagao semiclassica
para calcular o tempo gasto da particula para interagir na barreira antes de refletir e

transmitir.



Abstract

In this work, we apply the time of tunelamento for two types of distinct barriers of
potential, a rectangular already known well and another triangular.

We restrict in three types of tunelamento time: time of permanence, that it is the time
where the particle stay in the barrier, and is defined as the probability of the particle is in
the barrier divided by the incident probability current density; the phase time, is defined
separately for reflected particles and transmitted that can be calculated considering the
trajectory of the peak of a wave packet saw the method of the stationary phase; and the
semiclassic time, in which is used the semiclassic approach to calculate the time expense

of the particle to interact in the barrier before reflecting and transmitting
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Capitulo 1

Introducao

O fato das particulas atravessarem barreiras de potencial finitas proibidas classicamente é
um fendmeno quantico conhecido como efeito tunel. Embora a probabilidade das particu-
las atravessarem regides classicamente proibidas seja seja conhecido nos livros textos de
Mecanica Quantica, ndo ha consenso sobre o tempo que uma particula gasta para inter-
agir com a barreira de potencial.

Varios autores [1] a [16] vem discutindo esse problema, mas nem sempre as discussdes
convergem para 0 mesmo resultado. Isso é devido muitas vezes a construgéo técnica do
problema em questdo. Uma das questdes seria: "Qual a melhor maneira de representar-
mos uma particula classica que interage com uma barreira de potencial, e que a partir
desse momento esta comporta-se como uma particula quantica até a sua transmissao
ou reflexdo, quando volta a sua forma classica?"Apesar dos varios resultados citados na
literatura a construcao do problema ainda continua.

O interesse em responder tal pergunta, esta na necessidade de projetar heteroestru-
turas de semicondutores na escala de nanometros.

Algumas respostas foram dadas nas décadas de 1940 e 1950, por Eisenbud(1948);
Bohm(1951); e Wigner(1955), com algumas propostas alternativas na década de 1960,
por Smith(1960); Baz'(1966); e Rybachenko(1966). Posteriormente respostas com uma

apelo mais valido foram propostas: o tempo de fase extrapolado(Collins et al., 1987;



Hauge et al., 1987; Teranishi et al., 1987), o tempo de Stevens(Stevens, 1980, 1983,
1984), diversos tempos: de Larmor(Baz’, 1966; Rybachenko, 1966; Buttiker, 1983), o
tempo complexo(Sokolovski e Baskin, 1987), e o tempo de Buttiker-Landauer(Buttiker e
Landauer, 1982, 1985, 1986; Buttiker, 1983). Outras propostas também foram dadas por
Bohm(tempo de Bohm), Feynman(tempo de permanéncia via método das integrais de tra-
jetéria de Feynman), Muga(operadores de proje¢ao) e Kobe-Aguilera-Navarro(operador
tempus).

Neste trabalho utilizamos trés tipos de métodos para se calcular o tempo de tunela-
mento: o Tempo de permanéncia[6, 5, 8], o Tempo de fase [14, 6, 5, 10, 1] e 0 Tempo
semiclassico [8].

No capitulo 2, a seguir, definimos resumidamente pacote de onda e velocidade de grupo
de uma particula. No capitulo 3, estudamos o caso unidimensional em que uma particula
incidente com energia E <V, (Vy é a altura da barreira) interage com uma barreira de
potencial retangular. Calculamos os coeficientes das ondas nas regides antes da barreira,
dentro da barreira e depois da barreira. E conseqliéntemente as amplitudes de reflexdo R
e a amplitude de transmissdo T. Escrevemos também as amplitudes incidentes, refletidas
e transmitidas na forma de fase e em seguida construimos os pacotes de ondas incidente,
refletido e transmitido para a barreira retangular. No capitulo 4, fazemos 0 mesmo que
foi feito no capitulo 3, mas desta vez, consideramos uma barreira de potencial triangular
de grande interesse na fisica de semicondutores. O capitulo 5 é dedicado a uma breve
definicdo de cada tempo de tunelamento utilizado neste trabalho. No capitulo 6, fazemos
uma aplicagao dos tempos de tunelamento, na qual, obtemos os tempos de permanéncia,
de fase e semiclassico para as barreiras retangular e triangular, para um comparativo, com
o intuito de mostrar que o método do calculo semiclassico do tempo de tunelamento para
barreira triangular € um método bastante viavel. E finalmente, o capitulo 7 é destinado

as conclusoes.



Capitulo 2

Pacotes de Ondas e Velocidade de

Grupo

2.1 Pacotes de Ondas

Consideremos uma particula livre(V = 0) num sistema unidimensional, o movimento

dessa particula é descrito pela equagdo de Schrodinger [9, 13].

Lop(x,t) _ }APp(xt)
'} ot 2m ox? 2.1)

cuja solugdo séo ondas harmonicas
y (X, t) = Aelxwb, (2.2)

onde A ¢ a constante de normalizacéo e a relacdo entre w e k é dado pela relagédo de

dispersao

w=3I— (2.3)



onde para cada valor da freqliéncia teremos um valor correspondente de k. Podemos
construir "pacotes de ondas"utilizando o principio da superposi¢do, da combinagao linear
de ondas de diferentes freqiiéncias que satisfaz (2.3) e que é também solugao de (2.1)

Escrevemos o "pacote de ondas"na forma normalizada

oo

0 (x,t) = 3,% ¢ (k) e (2.4)

— oo

esta superposi¢do de onda harmdnica representa o "pacote de onda"da Figura 2-1.

:r:( t) x

Figura 2-1: Representagdo do pacote de ondas

A fungdo de onda (2.4) para o instante inicial, ou seja, para t = O é dada por

c 4o

W (x,0) = av% o (k) 6*dk, (2.5)

—co

e podemos aplicar a transformacao inversa de Fourier para determinarmos a distribuicao

de momentos de (2.5), sendo assim

4o

o (k) = av% v (x, 0) e~k (2.6)

— oo

A representacdo quantica de uma particula por um pacote de ondas incorpora limi-

4



tacdo imposta pelo principio da incerteza
AXAp & 1. (2.7)

Esta equacéo nos diz que se tentarmos construir um pacote de ondas altamente local-

izado no espago dos X, sera impossivel associar a esse pacote um momento bem definido.

2.2 \elocidade de Grupo

Agora nos resta saber como é que um pacote de ondas se propaga no tempo. O pacote
de ondas de uma particula livre, como em (2.4), é uma superposi¢cdo de ondas planas.

Séo assim chamadas porque variam espacialmente apenas em x e em geral tem a forma

pillo—wt) — gikbx—(w/kt] (2.8)

Onde w/k = v é a velocidade de fase que € precisamente a velocidade com que um

ponto da fase constante move-se quando w e k sao definidos, portanto,
eik(x—v t). (29)
Consideremos agora um pacote de ondas da integral (2.4) fortemente localizado no

espaco k, em torno do valor k. Desse modo expandimos w (k) em torno de E,

Moo M I
I~y =y dw 11 —yo d2w
vk =o'k +'k-k & %=k Y 4L (2.10)
dk P 2 dk?2 K

escrevendo k — k = k! e inserindo em (2.4), obtemos

p(x,t) = = {12_ e 0 I — K aikoxg—ioa(ko)t ik [x—(dw/dk)ict] =i (k2/2)(dPwidk? )t 1o
T -
wxt) = AJI_eikoxe—iw(ko)t e o (K') eiko[x—(dw/dk);t]e—i(k°2/2)(d2wldk2)ﬁtdk (2.11)
2m —co



as coordenadas aparecem sob a forma que nos sugere que a velocidade de propagagéo do

pacote é

P'dw 1]
Chll 3 (2.12)

que é a velocidade de grupo.



Capitulo 3

Barreira de Potencial Retangular

Vamos considerar o caso unidimensional em que uma particula incidente com energia
E <V, (Vp € a altura da barreira)interage com uma barreira de potencial de largura a.
A particula ao interagir com a barreira, regido proibida classicamente sera com certeza
refletida, mas quanticamente existe uma grande probabilidade da particula penetrar na
barreira e emergir do outro lado novamente como uma particula livre. Aqui vamos

considerar uma barreira retangular(Figura 3-1)

* VI{.?L';'

Figura 3-1: Representagdo unidimensional de uma particula incidente com energia E <V,
movendo-se na diregdo de uma barreira de potencial retangular com altura V, e delimitada
na regiao de 0 a a.



Com o potencial:

L

0 x<0
VX)=V, 0<x<a
=0 X>a

A equacgéo de Schrddinger independente do tempo é

_ Y Py(x)

o g TV u)=Ew(x),

onde para a regido fora do potencial, temos

2 42
20 — ey (9
2
d (j)x(zx) + 2}r121ELIJ (x)=0
2
e TR0 =0

onde k = " 2mE/}2.

Ja para a regido no interior do potencial a equagdo acima se torna

2 d?y (x
- T TV s vy (0 = B ()
2
), 2m
ax2 32
d*y (x)
dx?

Mo—EJy(x)=0

— Ky x)=0

onde K = " om (Vo — E)/}2. Sendo assim as solugdes das equagdes (3.3) e

fungbes de onda do tipo

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.4) sao



L

] eikx + Ae—ikx X < 0
Y(x)=  Be™ +Ce* ,0<x=<a (3.5)

H .
= Deikx ,X>a

onde impondo as condi¢cbes de continuidade das fungbes de ondas e as suas primeiras

derivadas, para x = 0, devemos encontrar B e C em funcao de A, portanto

H 1+A=B+C
ik — ikA = —kB + kC

© 1+A=B+C
ok kA = —
k-kA=-B+C

1+ a— KA = oC
K K
C= 21—K[(K+ ik) + A (k — iK)] (3.6)

Y 1+A=B+C
w =k KA=B-C

- a+ Ka=om
K K

B=é%KK—m)+m+ﬂ0A] (3.7)

e para X = a, devemos encontrar B e C em funcao de D, portanto

L Be k@ + Ceka = Deika

-l —kBe™*@ + kCe*@ = jkDe'k®

Ll Be=*@ + Cex@ = Delka

[] _pa—ka ka — ik Maika
Be™@ + Ce @ = £De



2CeKa — Deika + %Deika

C= ;—K“(K +jk) Dela@ g %@ (3.8)

(] Be ke 4+ Cegka = Deika

L] —Ka — Ka — 1 i
Be <@ — Cex@ = —kDglka
_ K
2Be @ = De'® — —De'*®
K
B = ;_K“(K — ik) De'ke gx@ (3.9)

Para encontrarmos D em funcao de A substituimos (3.6) em (3.8)
1k +iK) + Ak — iK)] = = “(k + ik) Delk®" ¢~
2K 2K

[K + ik + A (k — ik)] = De™? (k + ik) e (3.10)

e (3.7) em (3.9)
21_K [(k —ik) + (K +ik)A] = 21_K L'(K —ik) Deika" oka

[k — ik + A (k + ik)] = De'*@ (k — ik) e

_ [k—ik +A(k+ik) e

D K — ik

(3.11)
e substituimos (3.11) em (3.10)

[ +ik + A(k—ik)Je<%e@ _ [ —ik + A (K + ik) e <3

K+ ik K — ik
M SN M Sl
eKa + K + Ik eKa — e—Ka + K + Ik —Ka
K+ ik K— ik
M . 1] M . Il
K + ik Ka __ K + ik —Ka =e—Ka_eKa
K+ ik K — ik

10



A(k—ik)?e@ — Ak +ik)?e™@ _ (k+ik)(k —ik) (67 — &)
(K + ik) (k — ik) B (K + ik) (K — ik)

i : v | , ¥ a | v v
A'K? —2ikk —k? €@ — A 'K? + 2ikk —k? 7@ = 'K? + k? TeTF@ —gr@

(K2 + k2) (e—Ka — eKa)
K2 (eKa — e—Ka) — 2ikk (eKa + e—Ka) — k2 (eKa — e—Ka)

usando as relagdes abaixo

e®—e™® = 2sinh(ka)
e@+e @ = 2cosh(ka)
e - = —lg@ e’ = _ysinh (xa),

na equagao acima, obtemos

A= —2 (k? + k?) sinh (ka)
2k? sinh (ka) — 4ikk cosh (ka) — 2k? sinh (ka)

A= — (k? + k?)sinh (ka)
(K2 — k?)sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)

Para encontrarmos o coeficiente D, substituimos (3.12) em (3.11)

_ [k—ik + Ak + ik) e k2

P K— ik
M TN
D= 1+A K+ ik —Kae—ika
K— ik
D = e @ ika 4 - (K2 + k2)sinh (ka) >
(k? — k?)sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)
M . 11
x K+ik —Kae—ika
K—ik

D = g-<ag-ika 4 — (x + ik)”sinh (ka) —ag-ika

(k2 — k2)sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)

11

(3.12)

(3.13)



D = (k? — k?)sinh (ka) e @e~'ka — 2ikk cosh (ka) e <@g ~'ka .
(k? — k?) sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)
(k + ik)’ e <@g ika

(k2 — k2)sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)

_ —2ikk cosh (ka) e~*@e~ka — 2jkk sinh (ka) e Tk3g~'ka
B (k2 — k?)sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)

usando as relagdes (3.12), obtemos

_ —2ikK [(6%@ + £7%) /2 + (8 — e7*@) /2] e "2 ika

D (k? — k?) sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)
—2ikke k@
D= (k2 — k?) sinh (ka) — 2ikk cosh (ka) (3.14)
Através das equagdes (3.8) e (3.9) encontramos
(K= iK) ~ i

B = Delkagka )
7 e™% (3.15)
+j :

¢ = K+ ) poikagra (3.16)
2K

A amplitude de transmisséo é encontrada através de
T=|D*=DD (3.17)

onde D é dado por (3.14).

2ikke'ka .
(k? — k?) sinh (ka) + 2ikk cosh (ka)
y —2ikke~'ka
(k2 — k?2)sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)

_ 4k2K?
(K2 — k2)* sinh? (ka) + 4k2k2 cosh? (ka)
_ 4k2K?
(k* — 2k2Kk2 + k4) sinh? (ka) + 4k2k2 cosh? (ka)

12



4k?K?
" k4sinh? (ka) — 2k2k2 sinh? (ka) + k* sinh? (ka) + 4k2k2 "1 + sinh? (ka)

4k3K?
K4 sinh? (ka) — 2k2kZ sinh? (ka) + k4 sinh? (ka) + 4k2K2 + 4k2k2 sinh? (ka)
_ 4k2K?
(K2 + k2)? sinh? (ka) + 4k2K2

sendo k? + k2 = k3 = 2mV,/}?, obtemos

_ 4k2K?
k$ sinh? (ka) + 4k2K2

(3.18)
Para o amplitude de reflexdo, temos
R=|AP=AA

onde o coeficiente A é dado por (3.13)

R = — (k% + k?)sinh (ka) .
(k? — k?) sinh (ka) + 2ikk cosh (ka)
— (k% + k?)sinh (ka) *

(k2 — k2) sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)

_ (K2 + k2)? sinh? (ka)
(k2 — k2)? sinh? (ka) + 4k2k? cosh? (ka)

onde cosh? (ka) = 1 + sinh? (ka)

(K2 + k2)? sinh? (ka)
(k* — 2k2k?2 + k4) sinh? (ka) + 4k2k2 + 4k2k2 sinh? (ka)

_ (K2 +K?)sinh? (ka)
(K2 + k2)° sinh? (ka) + 4k2K?

B kg sinh? (ka)

= . 3.19
4k2K2 + k§ sinh? (ka) (3.19)

A Figura 3-2 mostra que a transmissdo T é muito pequena para k << Kk, e vai

13



aumentando a medida que k se aproxima de kg, isto quer dizer que a probabilidade da
particula ser transmitida é bem maior. Como era esperado para a reflexdo R, ocorre o
inverso, isto é, para k << ko temos 0 maximo de reflexdo das particulas e esta reflexao

vai diminuindo conforme k se aproxima de ko.

1=
0.s N
B 0.E
=
Z 0.4
o oo.af
.
0.z T ]
ok .
0 0.z 0.4 0.5 0.8 1
Ik

Figura 3-2: Grafico das amplitudes de reflexdo R (linha tracejada) e transmissao T (linha
continua) de uma particula versus k em unidades de kq para uma largura fixa da barreira
a=1.

A Figura 3-3 mostra que T tem valor apreciavel para barreiras com largura a pequena,
facilitando assim o aparecimento de particulas transmitidas através da barreira. Neste
caso as chances de particulas refletidas surgirem antes da barreira sdo bem menores. Ja
para barreira bem largas R aproxima-se de 1, ou seja, todas as particulas séo refletidas,
por causa que devido ao aumento de a a barreira tende a tomar a forma de um potencial
degrau.

Podemos também escrever os coeficientes D e A na forma polar.

Primeiramente vamos calcular a fase de D (3.14) multiplicando seu numerador e
denominador pelo complexo conjugado de seu denominador, ou seja:

—2ikke~'ka .
(k2 — k2) sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)

(k? — k?)sinh (ka) + 2ikk cosh (ka)*
(k2 — k2) sinh (ka) + 2ikk cosh (ka)
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Figura 3-3: Grafico das amplitudes de reflexao(linha tracejada) e transmissao(linha con-
tinua) para uma particula versus a largura da barreira(em unidades de k'), para uma
energia fixa da particula k = 0.5k,.

D = —2ikke™*a[(k? — k?) sinh (ka) + 2ikk cosh (ka)]
(K2 — k2)? sinh? (ka) + 4k2k2 cosh? (ka)
_ 2kke™™[2kk cosh (ka) — i (k* — k®)sinh (ka)]
(K2 — k2)? sinh? (ka) + 4k2k2 1 + sinh? (ka)

B 2kke @ [2kk cosh (ka) — i (k?> — k?) sinh (ka)]
(k4 — 2k2k? + k4) sinh? (ka) + 4k2k2 + 4k2k2 sinh? (ka)

_ 2kke~ka[2kk cosh (ka) — i (k% — k?) sinh (ka)]

(k* + k4) sinh? (ka) + 2k2k2 sinh? (ka) + 4k2K?2

_ 2kke™™?[2kk cosh (ka) — i (k* — k®)sinh (ka)]
(K2 + k2) sinh? (ka) + 4k2K2

Separando agora a parte real da complexa, obtemos

D

2kke~ka
D = £ 2 o]
(k2 + k2)* sinh? (ka) + 4k2K?2
. 2kkcosh (ka) — i (k? — k?)sinh (ka)

p3 18]
(k2 + k2)2 sinh? (ka) + 4k2k2 7

x
1/2
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Portando
N_ . .
D= TePkeka (3.20)
onde T é dado na equagéo (3.18) e

e =cosp +isinP

sendo
cosp = ¢ 2kk cosh (ka)
- Q
"(k2 + k2)2 sinh? (ka) + 4k2K2 2
e
SinB = ¢ — (k? — k?)sinh (ka)
"(k2 + k2)2 sinh? (ka) + 4k2Kk? 72
Temos que,
_ —(K2—K)sinh(ka) _ — (k2 — k?)
tanp 2Kk cosh (ka) ok anh(ka)
2 _ K2 >
= arctan tanh (ka) . (3.21)

2kK

O mesmo procedimento para encontrarmos a fase de D é feito para encontrarmos a
fase de A (3.13)

— (k% + k?) sinh (ka)

A= (k2 — k2) sinh (ka) — 2ikk cosh (ka) ~
(k? — k?)sinh (ka) + 2ikk cosh (ka)*
(k? — k?)sinh (ka) + 2ikk cosh (ka)
A= (k2 + k?)sinh (ka) [— (k? — k?) sinh (ka) — 2ikk cosh (ka)]

(K2 — k2)* sinh? (ka) + 4k2k?
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A= (k? + k?)sinh (ka) (—i) [2kk cosh (ka) — i (k?> — k?) sinh (ka)]
(K2 — k2)* sinh? (ka) + 4k2K?2

Sabendo que e~™?2 = cos (11/2) — i sin (11/2) = —i, temos que

A= (k? + k2) sinh (ka) e ™2 [2kk cosh (ka) — i (k? — k?) sinh (ka)]
(K2 — k2)* sinh? (ka) + 4k2K2

A = (k? + k?) sinh (ka) e~™/2 .
“(k2 — k2)? sinh? (ka) + 4k2k2 /*
, [2kk cosh (ka) — i (k? — k?)sinh (ka)]

L T
(k2 — k2)2 sinh? (ka) + 4k2k2

e separando novamente a parte real e complexa, obtemos
V_ .
A= RelPMgmim/2 (3.22)

onde 3 é dado pela equacéo (3.21), e R é dado na equacgéo (3.19).

3.1 Pacote de Ondas Gaussiano para a Barreira Re-

tangular

Vamos agora construir um pacote de ondas que represente a particula incidente que se
desloca com energia E < V, na diregdo de uma barreira de potencial e também das
particulas apds a interagdo com a barreira, ou seja, as particulas refletidas e transmitidas
respectivamente.

Considerando que a particula incidente esteja localizada para, t = 0, a uma distancia
| da regido do potencial, mais precisamente em x = —I, que se desloca em direcdo
do potencial com uma certa velocidade v. A melhor maneira para representarmos tal
particula é usarmos um pacote de ondas com um pico acentuado(e largura estreita)

tanto na distribuicdo de probabilidade dos momentos |¢ (k)|? como na distribuicdo de
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probabilidade espacial |y (X, t)|2, a0 redor dos valores médios k = mv/} e X, sendo que,
x = —I no instante t = 0.

Através do pacote de onda (2.4), de uma forma geral podemos especificar a fungao
de onda nas trés regides de interesse

L

u LIJ1(X,t)=LIJ|(X’t)+WR(X,t)s x<0
LIJ(X’ t) = L|‘|2 (X’ t) = WBarreira(X’ t)’ 0 <X<a (323)
w6t =ygr(x ), X >a

onde y,, Wr € Yt indicam os pacotes de ondas incidente, refletido e transmitido, respec-
tivamente.
Na regido 1 (x < 0), temos os pacotes de ondas incidente e refletido. Consideramos

inicialmente que o pacote de ondas incidente tenha uma distribuicdo de probabilidades

gaussiana centrada inicialmente em x = —I, desta maneira o pacote incidente tem a
forma
1 “ ko . .
wi=abs k), (3.24)
m 0

onde a integragdo em k deve ser limitada em kg, uma vez que estamos considerando

solugdes apenas para E < V,. Com a distribuigdo de momentos gaussiana [10] dado por

| Y 1 —(k=k)’ 7402
pk)=g k—k =—— e (k=k) k, (3.25)
portanto,
1Tk
W, = {2_ g k — k el[k(x+|)—w(k)t]dk_ (326)
m o

Obtemos o pacote de ondas refletido com o auxilio de (3.22)

1 Tk —gN_
Yg = 2 [2_ g k — Kk Re|[k(—X+I)+B(k)—1T/2—w(k)t]dk (327)
T 0

18



onde R e B (k) sédo definidos pelas equagdes (3.19) e (3.21).
E finalmente na regido 3 (x > a), obtemos o pacote de ondas transmitido com o auxilio
de (3.20)

1 Tk =¢N_ . -
Yy = AJ2= g k—k Te'kxrlmarBo-iwlatyy (3.28)
m o

onde T é dado pela equagéo (3.18).
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Capitulo 4

Barreira de Potencial Triangular

A barreira de potencial triangular (Figura 4-1) é de grande interesse na fisica de semi-
condutores, pois ele simula a barreira Schottky(interface metal-semicondutor) e também

quando aplicamos campo elétrico em heteroestruturas semicondutoras.

*> V(.?CJ

Figura 4-1: Representagao unidimensional de uma particula incidente com energia E <V,
indo em dire¢cdo de uma barreira triangular com altura V, e delimitada pela regido de 0
a a.

Considere uma particula de energia E <V, incidente indo em dire¢cdo a uma barreira

de potencial V (x) definida por
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E 0 x<0
V(xX)=Vo[1—(x/a)] 0=x=<a (4.1)

= 0 X>a

A equacgao de Schrddinger independente do tempo na regido do potencial é dado por:

2 2 M 1

—W+v0 1—2 W(x) = Ey (X) (4.2)
, ;

TR aig X+ =1 yp0=0 “.3)

onde =E/Nyeky= IJ2mV0/}2.

Definimos a quantidade adimensional ¢ associada a x através da relacéo

g=a =+ —1, (4.4)

onde qg = (koa)g.

Em termos dessa nova variavel ¢ a equacao (4.3) toma a seguinte forma

d*¥ (§)
d¢?

+§W(©€)=0 (4.5)

que é a equagao diferencial de Airy, cuja solugdo é y (¢) = BAi (—¢) + CBi (—¢).
A solucgéo da equacgado de Schroédinger para o potencial (4.1) é dado por

L

] eikx + Ae—ikx X< 0
Y(x)=  BAi(-{)+CBi(—¢) ,0=x<a (4.6)
E Deikx X>a

Impondo as condigdes de continuidade das fungdes de ondas e das suas derivadas

primeiras, onde para x = 0, vamos encontrar B em fungdo de C. Onde dAi(—¢)/d¢ =
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— (k2/a)""* A’ (—£) e similarmente para Bi’ (—¢).

C 1+ A = BAi (—£,) + CBi (—¢,)

O i g oA ¢ oy
ik—ikA=— 22 BAi (=¢;)— 3 CBi (=%

~ 1+ A = BAi (—§,) + CBi (—&,)

o 1/3 . o 1/3 .
T1-A=—4 2 BAI(“§) - 2  CBIi'(<§)
1 Hk§"1/3 U 1
2=BAI(=§)——2  BAI(=§)+CBi(=f)~ .
M2 /3

2ik = ikBAi (—¢;) — go

onde introduzimos as fungdes auxiliares

Hk21|1/3
f(§) = kAI(=§)— 2 Ai(-¢)e
SIS | BV
g(§) = ikBi(-¢)— 2  Bi (=g
portanto,

_ 2k —Cg (&)
5T T &)

Ja para x = a, temos

N Dek@ = BAi (—¢,) + CBi (=¢,)
- s e 13 k2 3 o
ikDe™ =— 2 BAi (=§,)— 3  CBi(-¢,)
N —De*@ = —BAi (—¢,) — CBi (=¢,)
_ 1/3 ) 173 -
" Deika = —1 ';_5 BAI' (=¢,)— 1 k;g CBi (—¢,)

sz 1173
—ikBAi (—¢,) — ;0

22

BAI' (—¢,) +ikCBi (—¢,) —

4.7)
Hk21|1/3
ks (=
GBI ()
I*‘k21|1/3

0 CBI'(=%)

4.8)

4.9)

sz 11/3
BAI (—¢,) — ikCBi (=¢,) — go

CBi (—¢,) =0



Bf (§.)+Cg (8)=0

usando (4.8)

2ik = Cg (&)~

&) f (€)+Cg (8)=0

2ikf (§2) —Cg (&) T (§a) +Cg (§a) T (§) =0

Clg (€a)T (€)= 9(Go) T (€)1 = —2ikF (S,)

definindo A como

A=9(G)T ()~ T(S)9 (Ca)

portanto,

C (—A) = —2ikf (¢,)

_ 2k (%)

¢ A

Assim podemos determinar B em (4.8)com o auxilio de (4.10)

_ 2k _ 1 2ikf (§)°
5 %y T@y a 9%
o  2kA — 2k (£,)0 (&)

AT (E)
o 2KI0(E) T (8) T (€)0 (6) =T (6)3 (o)
AT (&)
o _ ~2ikg ()
A

23
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Substituindo (4.10) e (4.11) na equagao primeira equacao em (4.7), obtemos

—2ikg (8,)”

2ikf (€.)*
A= TS G a g+ BT B gy

A = —2ikg (§a) Al (=8) + 2ikF (§.)Bi(=8) —A

A
A = —2Kg (€A (=Eo) + 2T (£)Bi (=€) — A
A
o = 29 (€A (=) + 2KF (£,)Bi () — 9 (G T (£)+ T (E0)9 (£0)
A
a8 (E)2KAT (<o) + F ()] = F (£,) [=2iKBi (=E) +0 (5]
A
g (€) —2ikAi (~&) + KA (—€) — S AP (=)
A = +
A - >
£ () —2ikBi(=&)+ikBi(=E)— & Bi' (&)
B A
A= g: (ga)f: (§0)_f: (ga)g: (§0) (412)

A

Voltando em (4.9) e novamente com o auxilio de (4.10) e (4.11), podemos determinar

~ Del*@ = BAi (—=¢,) + CBi (—¢,)
] naka — 1 K B gan i 8 " oRy
Deld = —1 & " BAI'(=¢,)— & 2 7 CBi'(=¢,)
| 1 M2 s m
De'® = B Ai(=g)-o ' BAI(=%) +
" § Mg s ”
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™

_ oAl 1 MPgams
ete = 2L pjg)- L BAT (g +
2k (§) ., .. 1Tk"?P . "’
= BiG) - 5 CBi(=%)
. M 111/3 m
De@ = —_gA(ga) kA (—¢,) = k;g BAI (=¢,) +
Mo 11173 "
+¥ ikBi (—¢,) — ké CBi (-¢,)
D= f(ga)g(éa);g(éa)f(éa)ée—ika (413)
calculando os produtos do numerador da equagédo acima:
) Hk21l1/3
f (§)9() = K°AI(=§,)Bi(=§,) +ik go [Ai (=8,) B’ (—8,) — Al (—8,) Bi (—8.)] +

H K2 23
+ 2 Al(-g,) B (-¢)

onde o Wronskiano W (Ai, Bi) é dado por

Ai(-§,) Bi(-E,)

W (Ai,Bi) =

Ai'(—,) Bi'(—¢,)
W (Ai,Bi) = Ai(=¢,)Bi'(=¢,) — A’ (=&,) Bi(=g,) = 1/m.
Entao

f (82)9(8a) = K°Ai(=8,) Bi(=8,)+ Al (=§,) Bi' (=¢8,) (4.14)

m a

G M o113 M 511273
ik k2 k2

g (§a) F (82) = K*Ai (=§,) Bi (=¢,)— o AN(=E)Bi'(=¢,) (4.15)

m a
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e substituindo (4.14) e (4.15) em (4.13), obtemos finalmente

Mo 1173
_ 2ik ﬁ o—ika

D A 3 (4.16)
Onde usamos
S = &(x=0)=q( —1) (4.17)

Ca = §(x=2a)=qo

O proximo passo é calcularmos as amplitudes de reflexdo(R) e de transmisséo(T). A

amplitude de reflexdo R é
R=|AF=AA

e para calcularmos R vamos ao auxilio de (4.12) e substituimos na equagéo acima

R o= Aas 9EIFE)=FENIE) " g E)F G)=F (E)g (€)"

A A
= ﬁ [9(8a)9 (G T (Co) T (Go) =T (82)9(8a) T (So)a (Sp)] +
P8 G @960 6)s EITET €] (@19

Calculando os produtos da equagao acima e introduzindo a equacgao auxiliar
Tl'za M k21|% 0 0 "
F(Ai,Bi,§) = —— k?Ai (—¢) Bi (—¢) + go Al (=¢)Bi (=%) , (4.19)

obtemos as relagdes
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M 1

0(€)9 €) = -~ F(Bi,BiE,)
] CE |
FET (6) = o F(ALALE)
M q 2 11273
9 = S F LB+ K
(VI || 2 11273
F(E)9 (&) = % F (A1, Bi,€0) — ka" (4.20)
T[ 21-[2/3
f(E)0 (&) = % F (A, Bi §a>—'k ‘;
T[ 21-[2/3
£ (E)a(E) = % F (A, B, Eg) + 0
T
0E)s &) = X FBiBig)
) CE |
FE)F (€) = -~ F(ALALE,)

usando estas relagdes em (4.20) em (4.18),obtemos

1 M K 112 i
R = W 'IT_Za F(BI,Bl,éa)F(A| AI EO) +
1 K ik k§
_IA_I2 - F (Ai, Bi, §a)+ x*
Kk ik iz
H " 1'2/3
1 Kk "
AF T8 F (Ai, Bi, &) 5
M1 '||2/3
k ik "~ kg
x o F(ALBI,§)+ :‘O +
1 M K 112 i
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1 M 112

k . A
R = AF T F (Bi,Bi,&,)F (Ai,Ai, §) +
1 M K 112 i
A a F (Ai,Ai,¢,)F (Bi,Bi,§,) +
1 M K T2 #
a7 2 = [F(ALBLE,)F (AL B, )] +
MoT2M 511273
_% kK3 (4.21)
A" Z a
onde
AFF =

H(&ozﬁg (8a) =T (8a) 9 Go)l[F (S0)9(8a) =T (8a) 9 (S0)]
X [F (Bi,Bi, ) F (Ai,Ai,§) +F (Bi,Bi, §) F (Ai, Ai, §,)]

2
M, Tl2H ) 5112
S 2H 213

2 o FALBLE)F(ALBILE)+2 | (4.22)
usando o valor de |[A|* em (4.21), obtemos
R=ﬁ |A|2_4v%u2r¢k§u2/3"

i ﬁ HEuz Hkg‘z’“m w23)

Através da equacao (4.16) podemos calcular a amplitude de transmisséo T através da
relacéo:

T =|DJ? (4.24)

Mooz M o 1173 ™
T = _2"f k§ olka  x 2ik " k§ —ika

mTA- a TA a
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4 Hk1|2 Hk_§1l2/3

= —:7 4.25
ZNE 2

onde |A|2 é dado por (4.22)

A Figura 4-2 mostra as amplitudes R e T em fung¢édo da energia da particula para
uma barreira triangular, onde podemos notar que quando k << kg, T tem valores muito
pequenos, ou seja, a probabilidade de transmissdo de particulas através da barreira é
muito baixa nesta regido os valores de R neste caso sdo muito maiores que T, as chances
das particulas serem refletidas séo bem maiores. Para energias k [ kg, R tem valores
insignificantes se comparados aos valores de T, portanto a chance de transmissao neste

caso sdo bem maiores.

RouT

Figura 4-2: Grafico das amplitudes de reflexdo R (linha tracejada) e transmissao T (linha
continua) versus k (energia da particula em unidades de kq) para uma barreira triangular
com largura fixa a = 1.

Na Figura 4-3 mostra os mesmos coeficientes em fun¢éo da largura da barreira a para
k = 0.5ky. Onde a medida que a largura da barreira aumenta a amplitude de transmisséo
T cai e vai tender a zero quando a aumentar tanto até que a barreira se assemelhe a um
potencial degrau.

Como foi feito para a barreira retangular,podemos escrever A e D na forma polar e
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Figura 4-3: Grafico das amplitudes de reflexédo R (linha tracejada) e transmisséo T (linha
continua) para a barreira triangular em fungdo da largura a (em unidades de k'), com

energia fixa k = 0.5k,.

reescrevemos A como um numero complexo, onde

A=9(5)T () =TS9 (Sa)
e usando (4.14) e (4.15), obtemos
A = K [AI(=§,) Bi(—%) — Ai(—§)Bi (=) +
+ikL[=AT (=€,) Bi (&) + Al (=€,) Bif (=) +
+Ai (—§) Bi' (—&,) — A" (—§,) Bi (—=8,)] +

+ B AT (-6 B (—60) — AT (=50) BI' (<E,)]

onde

ReA = KIAI(=8,)Bi(=¢)) = Ai(=5) Bi(=¢,)] +

+ 2 CA (=g,) Bi' (<) — AT (<) BI'(=5,)]

30
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ImA- = k%o[Ai(—Ea)Bio(—ﬁo)—'°~i°(—‘5a)|3i(—ﬁo)+
+Ai (=§9) Bi' (=8,) — Al (=§;) Bi (=¢,)] (4.27)

onde introduzimos as quantidades auxiliares:

Ri = Z[Ai(=§)Bi(=§,) — Ai(—§,) Bi (=)l

M % 112
R, = koa [AI' (—8,) BI’ (—&) — A’ (=&) B’ (—¢,)]
Il = %[Ai(—ﬁa)Bi”(—Eo)—Ai“(—ﬁo)Bi(—ﬁa)] (4.28)

le = 0 IAT(-€,) Bi (&) — Al (—£) B (-¢,)]
e Qg = (koa)2/3, obtemos para o numero complexo A
A=ReA+ilmA (4.29)

A=K{[(R—Ry) +i(ly =1L, (4.30)
com o uso de (4.30) podemos reescrever A, equagao (4.12):

A = 9 G G)—F (Ga)g (%)
A

% —ikBi(—&a)—i—OBiO(—ga) —ikA (—go)—%‘)Ai“(—ﬁo) +

— 1 —ikAI(—8) — LAi(-t,) -ikBi (&)~ LB (—,)

A = LKA (—E0) Bi(—8,) + ik (s0/a) AT (~5) Bi (=5,)
+ik (0/a) Al (~60) BI' (=€) + (a0/a)” AT (~50) BI' (=€) +
~[ KA (=8,) Bi (=8) + ik (a/a) Ai (~E,) BI (=) +

+ik (qo/2) A’ (=§,) Bi (—§o) + (qo/@)* A’ (=§,) BI' (=)}
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e com o auxilio de (4.28), obtemos

_ K= (Ri+Ry) —i(l + Ip)]

A
A
e definindo
Na = k3 [(Ri + Ry) +i (11 + 1,)], (4.31)

escrevemos A na forma
A=—Na (4.32)

Para obtermos a fase de A devemos reescrever Na € A na forma polar, de modo que

utilizando Na escrito na forma da equagao (4.31) e escrevendo na forma polar
Na = |Na|e'® = |Na|(cosa + isina) = k3 [(R1 + Ry) + i (11 + 1,)] (4.33)

onde a fase a é dada por

sina I+ 15
t = = 4.34
ana cosa R;+R; (4.34)
e 0 modulo |Na| por
| O
INal = = NaNa
(]
= Kk§[(Ri+R2) —i(li + )] [(Ry + R2) +i (11 + I2)]
\.4'
= K (Ri+Rp)’+ (I + Ip)’ (4.35)

escrevendo A, equagao (4.30) na forma polar
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A =|Ale? = |Al(cosA +isinA) =K5[(R, — Ry) +i (14 — 1)] (4.36)

de forma que a fase A é dada por

_sin)\_ |1—|2

tan A osh _R,—R, (4.37)
e
N
Al = AA
\4
= KIR:—Ri)+i(li— )[(R: —Ri) =i (11— I2)]
(&
= k3 (Ro—Rp)*+ (11— ) (4.38)
Agora com o auxilio de (4.33) e (4.36), escrevemos o coeficiente de reflexdo A na
forma polar:
_ _INal€'® _ INal -
A= Al Al e (4.39)

onde a e A sdo dados por (4.34) e (4.37), respectivamente.

Para encontrarmos a fase de D, da equagéo (4.16) fazemos

_ 2ikgo A
D= amA A

—ika

_ 2ikqo
at |AJ?
2ikgg

D= o |A|2kg [(Re—Ry)—i(ly = Ip)]e™™

A’e—ika
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usando i = cosT1/2 + i sinT1/2 = €™? na fracao, e a relagdo
A =|Ale”™ =|A](cosA —isinA) = K3[(R, —Ry) —i (I — 1,)], (4.40)

obtemos finalmente D na forma polar,

_ 2kdo __ix_—ika.im/2
—anlAle e "9e!me, (4.41)

onde A é dado pela equagao (4.37), e |A| é dado pela equagao (4.38).

4.1 Pacote de Ondas Gaussiano para Barreira Trian-
gular

Usando o mesmo procedimento da barreira retangular, utilizamos o pacote de ondas
dado por (2.4) em t = 0 a probabilidade de encontrarmos uma particula ¢ dada por
uma distribui¢do gaussiana centrada em x (0) = —I, e 0 pico move-se com velocidade de
grupo vq dada por (2.12). E através de (2.4) e (3.23) podemos especificar as fungdes de
ondas nas regides de interesse. Na regido 1 (x < 0), temos os pacotes de ondas incidente
(3.26) e refletido. Consideramos inicialmente que o pacote de ondas incidente tenha uma
distribuigao de probabilidades gaussiana centrada inicialmente em x = —I, desta maneira

o pacote incidente tem a forma

C 4o

Y, = asz_ g 'k — k" gifouongy (4.42)
T —

onde ¢ 'k —k” & dado por (3.25)
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O pacote de ondas refletido com o auxilio de (4.39) é dado por

T N ey oty
YUr E e g |A| 1'|'

1 Ty P INAl * _i(—asA+kxrw))
EVAE g'k—k =LAl g dk (4.43)
2T —w |A|

Ur

E finalmente para a regido 3 (x > a), o pacote de ondas transmitido com a ajuda de
(4.41) é dado por

o 4o

_4M I
wr = {12_ g e — k¢ ;Tklczl pil—A—Ka+Tr/2+kx—w()t] g (4.44)
T -
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Capitulo 5

Tempos de Tunelamento

Nesta seccdo vamos definir o tempo de permanéncia, o tempo de fase e o tempo semi-

classico.

5.1 Tempo de Permanéncia (Dwell Time)

O tempo de permanéncia’ [6, 4, 5, 15] é o tempo que uma particula interage no interior da
barreira até 0 momento em que escapa da mesma. A particula pode escapar da barreira
por qualquer um dos lados, ou seja, reflexdo ou trasmissdo. O tempo de permanéncia é

dado por

—

Tp = l p (x) dx, (5.1)
Ji B

e o fluxo incidente j, é:

. ¥ oV, v, *
5 =2— 1 — Y15 -

mi 'ox ! ox (5.2)

o tempo de permanéncia pode ser definido usando-se a técnica das integrais de trajetoria de Feyn-
mam, que também foi definido por Hauge et al.[4] (vide apéndice).
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A funcdo de onda da particula incidente é dada por W, = ¢, portanto

i1 = }—r: (5.3)

De (5.3) e (5.1), obtemos

m - m “
To=-- pMdx=-- [|yfdx (5.4)
B }k B

que € o tempo médio de permanéncia para uma particula no autoestado descrito por uma

fungdo de onda y, (X, t).

5.2 Tempo de Fase

O tempo de fase[14, 2, 10] para o processo de espalhamento pode ser calculado, tomando
como referéncia o pico do pacote de onda incidente via 0 método da fase estacionaria.
O tempo é tomado a partir do instante em que o pico do pacote incidente choca-se
com a barreira de potencial, até o surgimento dos picos dos pacotes de ondas refletido e
transmitido. Se um pacote de onda com um momento de distribuig¢ao largo chocar-se com
a barreira, o pacote de onda transmitido mostrara uma distribuicdo de momento mais
alta. Assim o pacote transmitido move-se mais rapido que o pacote incidente. Como o
momento é conservado o pacote refletido tera uma distribuicdo de momento mais baixo
que o pacote incidente.

Considere um pacote de ondas com um numero k bem distribuido na barreira. O

pacote transmitido é descrito

s (x,t) = |"Weio((k)eikxe—iE(k)t/} (5.5)
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Na aproximacao da fase estacionaria [5, 10] o pacote é dado por

dfr _

a0

d _E(KtT _
g a)+kx—== =0
da(k) _1dE(K), _
i % g t=0

onde X = X,(t) que é o pico do pacote.

Portanto o processo de tunelamento causa um atraso espacial

_ da(k)

OX .

e um atraso temporal

S }da(k)_ 1 dE dak) _ 1 da(k)
T dE ~ v(k) dk dE ~ v(k) dk
m da(k)
Tk dk

sendo v(k) = (1/}) (dE/dk) a velocidade de grupo dada por (2.12).

5.3 Tempo de Tunelamento Semiclassico[8]

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

A equacdo de movimento unidimensional de uma particula classica com velocidade v é

dx = vdt,

onde a velocidade da particula v (x, t) é dada por

dx (t)
V (X, Olyxty = T
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Do ponto de vista da mecanica quantica, para o estado estacionario temos uma fungao
de onda w(x,t) = y (x) associada com uma densidade de probabilidade p (x) = |y (x)|?
independente do tempo. Dessa forma, a equagao de continuidade dp/ot + 9j/ox = 0,
define que o fluxo de probabilidade j é constante.

O campo de velocidade da particula independente do tempo é dada por
J

V(X) = m,

(5.12)
onde essa velocidade de campo nao pode ser identificada como a velocidade da particula

em um dado ponto x.
Substituindo (5.12) em (5.10), obtemos

dx= -3 gt dt= PPy
p(X) J
1 A
At = i p (x) dx (56.13)

A integral espacial de (5.13) pode ser usada para uma determinagao semiclassica do
tempo gasto por uma particula para cobrir uma dada distancia Ax. Se o intervalo Ax

corresponder a regido da barreira B (0 < x < a), temos,

1 VA

Tsemicl. = T |W|2 dx, (514)
J B

onde a integral é na regido da barreira B.

E o fluxo de probabilidade j é dado por

=ty

W () _ o 8Y (9°
2mi '

dx v (x) oXx

(5.15)
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5.3.1 Tempo de Transmissao[8]

O tempo de transmissdo de uma particula é o tempo em que a particula leva para

atravessar a barreira de potencial e ser transmitida, onde através de (5.14) temos:

—

1
Tsemicl. T = z— |L|—||2 dx. (5.16)
JT B

Apos a particula atravessar a barreira B (0 =< x < a), a fungdo de onda transmitida
para V (x) = 0 em x > a, é y; = De**, de forma que obtemos através de (5.15) o fluxo

de probabilidade transmitido jr.na forma

. -9 g~
o= L g %%, ¥

2mi " 9x T ox
= K|D|2=K , (5.17)
m m

onde |D|2 =T é a amplitude de transmissao.

Desta forma, encontramos

—

m

Tsemicl.T = }k_T 5 |LIJ|2 dx (5.18)

5.3.2 Tempo de Reflexao[8]

O tempo de reflexdo é justamente o tempo que a particula leva para ser refletida apos

interagir com a barreira de potencial e utilizando a equagao (5.14), temos:

—

1
Tsemicl.lR = H |LIJ|2 dx, (5.19)
B

onde o fluxo refletido jr é dado por

_ ¥ *3'~IJR_ %’_

JR= 2mi WRK R gx (5.20)
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Apo6s chocar-se com a barreira B, a fungao de onda da particula refletida para V (x) =0

em x < 0 é yg = Ae "%, onde A é a coeficiente de reflexdo. Sendo assim, o fluxo de
probabilidade jr é

Jr=—IAM= TR, (5.21)

onde a amplitude de reflexao |A|2 =R.

De (5.21) e (5.19) obtemos

—

m
Tsomolr = g vl (5:22)
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Capitulo 6

Aplicacao dos Tempos de

Tunelamento

6.1 Barreira Retangular

Nesta seccdo faremos uma aplicagdo dos tempos de tunelamento para uma barreira de

potencial retangular.

6.1.1 Tempo de Permanéncia

Através da equagdo (5.4) podemos calcular o tempo de permanéncia de uma particula
que interage com um potencial retangular.

Sendo o numero de particulas no interior da barreira, dado por

— —

a
N= pxdx= |y|dx, (6.1)
B 0

onde a funcdo de onda é dada na equacgao (3.5) e B e C sédo dados por (3.15) e (3.16).

Desta forma, temos que

Wi =y'y
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|y

onde

B

BC

CB-

ICI?

kx¥ 1

IB:e—KX+C:e Be—KX+CeKX¥’

IB?e™®*+BC +CB' +|C|?e* (6.2)

1M 1

K—ik DeikaeKa

2K
k? " 2 2Ka_ | 2 2V'—T—2Ka
4K2 DI Tk 4?®
K—ik Delkagka "M —ik
2K 2K
— 2ikk — k2 "
42
a K;- ikDeikae—Ka " H%Ik
“K2:2ik|<—k2 " )
4K?
Mk — |kD o-ikag—xa "M+ ik
22:(_ o 2K
4K?

M+ ik

D e—lkaeKa
2K

M 1

D- e—lkae—Ka

" 2 T

4K2

ID|? = 'k? — 2ikk — (6.3)

D e—lkae

2=I 2 4 9i — ZWL
ID| K+ 2ikk — k e

1]
Deikae—Ka

k2¥' —T—e—ZKa

- |
D 2 2ka — K2 +
IDI"e 4K?2

usando as equacdes (6.3) em (6.2)

Y — .
4K2[ 'k2 + k2" g2ag=2 4 k2 — Djkk — k2

+K2 + 2ikK — K2 + le + kz"‘ e—ZKae2KX]
4-:;2[|K2 + k2¥' leZKae—ZKX + e—ZKae2Kx¥' +
22— k2¢]
[| 2 4 kz"’ 'ezK(x—a) + e—2K(x—a)y' +

+2 12 k2¢]
“2'2 + k2" cosh 2k (x — a)] + 2 'k2 — k2*
%‘”" 2 4+ k2" cosh[2k (x — a)] + 'k2 — k2" (6.4)
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substituindo (6.4) em (6.1) encontramos numero de particulas no interior da barreira de

potencial retangular

— —

a a
wdx =
0

5 T2 + k2 cosh 2k (x — a)] + 'k2—k2¥ dx
0

T 2¢l_ °
= 2—2{ K-+ K cosh[2k (x — a)] dx +
K 0

“ a

+'e-k dx (6.5)
0

Calculando a integral

— La a

acosh[2|<(x—a)]dx = coshudu— 1 sinhu
0 0 2k 2K 0

= 21T< {sinh 2k (a — a)] — sinh [2 (0 — a)]}

= ;—K[sinh (2xa)]
Portanto,
l_oa|w|2dx = % 'K2+k2’°21—K[sinh (2xa)] + 'k2—Kk?a
= 4% % ' + k2" sinh (2ka) + 28 'K2 — k2

onde T é dado pela equagao (3.18). Sendo assim

—

H 4k2K?2 "
kg sinh® (ka) + 4k2k2  4K?

a
lpl?dx =
0

x lkS sinh (2ka) + 2a 'k2 — k2

- a Moo 2 2
2 ke " kg sinh (2ka) — 2ka (k“ — k%)

dx = — 6.6

, Wlhax — 7 Kkdsinh? (ka) + 4K2K2 (6.6)

Desse modo obtemos o tempo de permanéncia com o auxilio de (5.4) e (6.6)a fim de
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obter

; m " k2 " kZsinh (2ka) — 2ka (k2 — Kk2)*
P 3k K ké sinh? (ka) + 4k2k?

mk " k2 sinh (2xa) — 2ka (K? = K?)
JK ké sinh? (ka) + (2kk)®

Tp =

6.1.2 Tempo de Fase

Agora vamos analisar a fase estacionaria afim de obtermos o tempo de fase,

dk)

dk =0

Na regido | (x < 0), temos o pacote de ondas incidente (3.24),

1 "k :
Wi = % ¢ (k) ek,
P Ze _
Wit = A= e (ke

e a fase do pacote de ondas incidente é
fi=x+Dk—wkt,

onde w = }k2/2m.

Da condicao de fase estacionaria,

dfy (k)

dk i =0,

onde o momento médio k = hki. Derivando a equacgao (6.10),0btemos
3k.”

X+ -
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de onde podemos tirar a equagdo correspondente a trajetoria classica, que podemos ex-
trapolar para toda regido antes do potencial (x < 0),
_ ¥k
==—t—1 A2
X(t) = t—I (6.12)

A equagao (6.12) corresponde a trajetoria de uma particula classica que se localiza na

posicdo x = —I| no instante t = 0, deslocando-se para a direita com velocidade constante

<
Il
3%,

, (6.13)

que é a velocidade de grupo do pacote de ondas, quando a particula atinge a posigao

X = 0, temos

0=e—1 1 to=%. (6.14)

Ainda na regido | (x < 0), temos para o pacote de ondas refletido (3.27),

“ k

0 -
Ue(xt) = M g (k)efR®gk
21 0
1 %y g
e (x,t) = s  g'k—k RelkxD+Blo-m2-u(ilgy (6.15)
’ 2m o

e a fase do pacote de ondas refletido sendo dado por

m

fr(k) = = (x=Dk=w(k)t=Bk) = 7. (6.16)
onde B é dado por (3.21).
Através da condicao de fase estacionaria
dfr(k)
=0, (6.17)
dk k=ER
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< E, obtemos a

= |
Py

onde o valor do momento médio refletido ¢ dado por hkig =

equacédo de movimento do pacote refletido

ok dBOT
X+ rnt+ ki 0, (6.18)
Portanto,
oo 3kr, , dB(K)
x(t) =1 - t+ ~ak i (6.19)

Para um pacote de onda que se localiza em x = 0, vai estar no instante

| _ 3kr,  dB(K) -0
m dk K=k

t, = _m | + dB(k) (6.20)
}kR dk k=ER

e vai em diregdo & x = —eo com uma velocidade de grupo vg = }ER/m.
Portanto o tempo de fase é dado por
m dp (k) ml

— =t —t, = —= | — - — 21

Trase TR 1 0 }kR dk k=ER }k (6 )

mostra que a chegada do pico do pacote de ondas incidente em x = 0 n&o coincide
com a saida do pico do pacote de ondas refletido em x = 0. A distribui¢do ¢g (k) =
g ik - Eq: Vﬁ, resulta em um pico ER somente um pouco menor que o pico incidente E,
aparecendo com o pico ligeiramente deslocado para a esquerda se comparado com o pico
da distribuigao g ik —k , isto é, ER < E observado em [2, 10] a diferenga entre Ke ER é
muito pequena, e foi imposta que ER = E
Portanto (6.21), fica
_m dk)

Trase = TR=t —tH = —= dk

v (6.22)

k=k
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Na regiao Il (x > a), o pacote de ondas transmitido é dado por (3.28),

1 ko i
brixt) = s= or (ke Mk,
1 2k I —¢ N_ .
yr (x,t) = A,Lz_ g k—k TellkeerimayrBtautige (6.23)
m o

0 valor médio do momento do pico é dado por, hki; = ET > k e a fase do pacote

transmitido é
fr(k)=(x+1—a)k—w(k)t+p (k). (6.24)

Da condigao de fase estacionaria

dfy (k)
dk =

=0 (6.25)

obtemos

dB (k)~

x+|—a—kt+
m dk =k,

=0, (6.26)

que corresponde a equacao de trajetoria

Ykr, _ 9B (k)
m

Xx(t)=—l+a+
dk k=ET

(6.27)

Esta equacdo descreve o movimento do pico do pacote de ondas transmitido que

emerge a partir da regido de potencial, em x = a, no instante

a=—|+a+}th— dB (k)
m dk K=Ky
m dB (k)
ty=— I+ —= 6.28
R (6.28)
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O tempo de fase é dado por

™

m I_|_dB(k) _mi

e & oo (6.29)

Trase =TT =tz — 1t =

e mede o intervalo de tempo a partir da chegada do pico do pacote de ondas incidente
em x = 0 até o aparecimento do pico do pacote transmitido em x = a. A distribuicao
or (k) =g ik —E¢ T, resulta em um pico ET somente um pouco maior que o pico
incidente E, aparecendo com o pico ligeiramente deslocado para a direita se comparado
com o pico da distribuigcao g ik —k , isto é, ET > E, observado em [2, 10] a diferenca
entre k e ET € minima, e foi imposto que ET = IZ entdo (6.29) fica

m dB (k B
Trase =TT = — 4 = K % ~ (6.30)
k=k

Calculando a derivada das equagdes (6.22) e (6.30), temos

dp (k) d k? — K? =
— = — arctan tanh (ka)
dk . dk 2kk K=K
como
d 1 du
oK [arctan (u)] = T5o2dk
B 1 3
dk & 1+ (k2 —K2)?/ (2kk)? tanh? (ka)
d k2—«k? *
X& W tanh (Ka) n (631)
onde
d k?—«k? * k¥P—-k%d
aK Wtanh (ka) = mtanh (ka) +
d W—ﬁﬂ
+ tanh (ka) aK ke (6.32)
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calculando as derivadas do segundo membro:

d _ d 2¢1/2 '
dktanh (ka) = dktanh k0 ‘I; ”al .
= sech? 'k2—k2 "?a —k'k2—Kk¥ " (a)
_ —ksech?(ka) (a)
K )
sabendo que sech? (ka) = 1/ cosh? (ka)
d —ka
—tanh(ka) = ———— 6.33
dk (ka) K cosh? (ka) (6:33)
e
d "ke-k2" d 1o 2% _ 1o v d e
FPRTT = 2K k& ke —k k dk(2|<k) (2kK)
_ 2kk (2k) — (k? — k?) (2k)
(2Kk )
2k? + k? — k?
= e (6.34)
Substituindo (6.33) e (6.34) em (6.32)
d k2—k? > k-k2"™ —ka "

& Wtanh (Ka) =

2kk  kcosh? (ka)

M 1
2k? + k? — k?
-+ -
tanh (ka) k2
onde tanh (ka) = sinh (ka) / cosh (ka)
d k2—k? > kk-k2™ —ka "

3K Wtanh (ka) =

2kk  kcosh? (ka)
, sinh (ka) HoKk? + k2 — k2"
cosh (ka) 2Kkk?
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d k?—«k? *
3K Wtanh(Ka) =

k?a (k2 — k?)
2k2k?2 cosh? (ka)
 Kcosh (ka) sinh (ka) [2k2 + k% — K?]
2k2k2 cosh? (ka)

usando a relagdo 2sinh x cosh x = sinh (2x) e k? = k3 — k2, temos que

d k?—«k2 * k?a (k? — k?)
— ———tanh(ka) =
dk  2kk (ka) 2k2k?2 cosh? (ka)
(k/2)sinh (2ka) [2 (k3 — k?) + K% — k3 + K?]
2k2k2 cosh? (ka)
d K2 —K2 > K2 (k? — k2) + k2 (/2) sinh (2ka)
— ————tanh(ka) =
dk  2kk (ka) 2k2k2 cosh? (ka)

E finalmente substituindo (6.35) em (6.31)

dB (k) _ 1 5
dk 1+ (k2 — k2)?/ (2kk)? tanh? (ka)
5 k?a (k? — k?) + k3 (k/2) sinh (2ka)
2K2k2 cosh? (ka) ek
dB (k) _ & 1 x
dk 1+ (k2 —Kk2)’sinh? (ka) ~ (2kk) cosh? (ka)
. k?a (k? — k?) + k3 (k/2) sinh (2ka)
2k2k2 cosh? (ka) K=k
dp (k) _ (2kk)? cosh? (ka) 5

dk (2kK)? cosh? (ka) + (k2 — k2)° sinh? (ka)
_K%a (k2 — k%) + Kk (/2) sinh (2xa)
2k2k2 cosh? (ka) K

dB (k) _ 2k?a (k2 — k?) + k3k sinh (2ka)
dk i (2kk)’cosh? (ka) + (k2 — k?)*sinh? (ka) , i
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introduzindo agora cosh? (ka) = 1 + sinh? (ka)

dB (k) _ 2k?a (k2 — k?) + ki3k sinh (2ka)
dk i (2kk)? 1 +sinh?(ka) + (k2 — k2)?sinh? (ka) o

dB (k)  _ 2K*a(k? —k?) +k3ksinh (2«a)
dk & (2kk)* + k2 sinh? (ka) i

dB (k)  _ 2xak®(k* —k?) + kg sinh (2xa) (6.36)
dk ¢ K (2kk)” + k& sinh? (ka) ¢ '

Com (6.36), (6.22) e (6.30), obtemos o tempo de fase para uma particula que interage

com uma barreira retangular

o 2kak? (k2 — k2) + k2k sinh (2ka) *
2 ™ Tk (2kk)? + ki sinh? (ka) —

(6.37)

Na Figura 6-1, observamos que o tempo de fase (linha continua) para a grande satura
assim como ocorre com o tempo de permanéncia (linha pontilhada), concordando com o
efeito Hartman.

Na Figura 6-2, vemos que conforme k aumenta o tempo de fase diminui aproximando-
se de zero para k = 1. Ja para k — 0, o tempo de fase vai tender a infinito, impossibili-

tando assim qualquer tipo de transmissao da particula.

6.1.3 Tempo Semiclassico

Atraveés das equagdes (5.18), (3.18) e (6.6) obtemos o tempo de transmisséo da particula

apos interagir com uma barreira de potencial retangular.

] | 3 m M 4k2K2 11
semiel T Yk kdsinh? (ka) + 4k2k2
M

k2 "' k2 sinh (2ka) — 2ka (k% — k?) *
— kd sinh? (ka) + 4k2k?2

1 = -
TsemiolT = ? T KB sinh (2xa) — 26a k2 =k (6.38)
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Figura 6-1: Tempo de fase Ts4¢e(linha continua) e tempo de permanéncia Tp(linha pon-
tilhada) em unidades de 1, versus a largura da barreira retangular a(em unidades de
ko'). Onde a energia é fixa em k = 0.5k

e também podemos calcular através das equacdes (5.22), (3.19) e (6.6) o tempo de reflexéo

da particula apds ter interagido com mesmo potencial.

Tl-1

x

_ _ m M Kkdsinh? (ka)
Tsemicl R Jk 4k2k2 + k¢ sinh? (ka)
M k2 " k2 sinh (2ka) — 2ka (k2 — k2)*

— k¢ sinh? (ka) + 4k2K?2

x

" mk " k2 sinh (2ka) — 2ka (k2 — k?)

R = — 6.39
Tsemicl.R K ké Sinh? (ka) ( )

Na Figura 6-3 observamos que o tempo de transmisséo Tt diminui com o aumento

da energia k, devido a amplitude de transmissdo T que estd no denominador de (5.18)
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Figura 6-2: Tempo de fase T5s.(em unidades de Ty) versus a energia k(em unidades de
ko). Onde a largura da barreira retangular é fixa em a = 1.

54



Figura 6-3: Tempo de tunelamento semiclassico T(em unidades de T,) versus a energia
k(em unidades de kg) com uma barreira de largura fixa a = 1. A linha continua é o
tempo semicl. de transmisséo, a linha tracejada o tempo semicl. de reflexo e a linha
pontilhada o tempo de permanéncia.

crescer com a energia. Ja para k = 0, o tempo de transmissdo tende a infinito, pois ndo
ha transmisséo (T = 0). Para o tempo de reflexdo Tr, notamos o inverso, ou seja, ele
cresce com o0 aumento da energia, devido a amplitude de reflexdo R estar no denomidador
de (5.22) e que decresce com o aumento da energia. No caso do tempo de permanéncia
Tp dado por (6.7) aproxima-se de zero quando a energia € préxima de zero, por causa
que com a diminui¢do da energia, a particula vai penetrar menos na regiao do interior da
barreira. Para k — ky 0 tempo de permanéncia Tp tende a saturar para o valor de T1y.
Na Figura 6-4, vemos que o tempo de transmissdo T+ aumenta com o aumento da
largura da barreira a, isto é devido a amplitude de transmisséo T que esta no denominador

da equagéo (5.18), decrescer com o aumento da largura da barreira. Ja para larguras
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Figura 6-4: Tempo de tunelamento semiclassico T(em unidades de T,) versus a largura
da barreira a(em unidades de k') com uma energia fixa da particula k = 0.5k,. A linha

continua é o tempo de semicl. transmissao, a linha tracejada o tempo semicl. de reflexao
e a linha pontilhada o tempo de permanéncia.

tendendo a zero o coeficiente de transmisséo (3.18) ¢é igual a 1 o que resulta que o tempo
de transmissao torna-se igual ao tempo de permanéncia Tp. Para o tempo de reflexéo Tr
notamos novamente que ocorre o inverso, diminuindo a medida que aumentamos a largura
da barreira, devido ao coeficiente R estar no denominador de (5.22) e 0 mesmo aumentar
com o aumento da largura a. Observamos que o tempo de permanéncia aproxima-se de

uma constante para barreira de largura grande, isto ¢é o efeito Hartman.
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6.2 Barreira Triangular

Nesta seccdo faremos uma aplicagdo dos tempos de tunelamento para uma barreira de

potencial triangular.

6.2.1 Tempo de Permanéncia

Através da equagdo (5.4) podemos calcular o tempo de permanéncia de uma particula
que interage com um potencial triangular antes de ser refletida ou transmitida.
Do mesmo modo feito na barreira retangular calculamos o numero de particulas no

interior da barreira, dado por (6.1),

A A a
N= pxdx= |y|?dx
B 0

onde a funcdo de onda é dada na equacgao (4.6) e B e C sdo dados por (4.11) e (4.10).

Desta forma, temos que

Wi =y'y

lwl* = [B Ai(=§)+C Bi(=§)I[BAi(=§) + CBi (=§)]
= [BI*Ai’(=§)+[BC + CB ]Ai(=§)Bi(=§)+[C|*Bi’(-¢) (6.40)

of



onde

BE = BB= KOG —2ke €)°
A A

2
- %{g (€2)9 (€.)]

—2ikg (£,)° —2ikF (£)"
A A
_ 4
= 7 “IAF [9° (8a) T (8a)] (6.41)
"2ikf (€,)” 2ikg (€a)°
A A"
2
= 2 €)o )

Al
CF = co= TZKF() 2K (&)°
A" A

2
= %{f €)F ()]

e |A|2 é dado por (4.22). Substituindo (6.41) em (6.40), temos

BC =

CB =

> = IAlz{[g(ia)g €A (=) —[g (€.)F (8.) +

—f (8.)9 (§a)IAI (=8) Bi (=§) + [F (§.) F (§,)1Bi* (=§)},

onde os produtos de g (¢) e f () sdo dados pelas equagdes (4.20), obtemos

2 = 4k22{ k/m?a’ F (Bi,Bi,£,) Ai2 (=€) — [ k/n%a’ F (A, Bi,¢,) — 'k' k¥a " +

|A|
—'k/m2a" F(Ai,Bi,Ea)+? 'k2/a

lwl

¥2/3

JAI (=¢)Bi(—=¢) +
+ 'k/m2a" F (A, A, €,) Bi2 (—€)}
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sendo F (Ai, Bi, ¢) dado por (4.19).

Wi = %{'wa‘% (Bi, Bi,&,) Ai? (=€) + 'k/m%a" F (Ai, Ai, §,) Bi?(~¢) +

—2'k/m2a" F (A, Bi, £,) Ai (=€) Bi (=€)}

3
wj? = IATZLHZa[F (Bi, Bi, §,) Ai* (=§) + F (Ai, Ai, §,) Bi*(=¢)

—2F (Ai, Bi, &) Ai (—§) Bi(—¢)] (6.42)

Agora integrando (6.42) e mundando a variavel x para ¢ que é dada por (4.4), podemos

finalmente encontrar o numero de particulas no interior da barreira de potencial triangular

4

a
N = |L|J|2dX
0
ST [ TVZ
dé _ qo _a _ a
&—;Ddx q—odﬁmdx k—% d¢
assim
M _ 134 ¢
a a
N= = |wl? dg
0 o
AK3 M s “ g “ g,
—— 3 [F (Bi,Bi,&,)  Ai*(=§)d¢ +F (Ai, Ai,&,) Bi®(—¢)d¢ +
|A| T%a kO o o
“ g,
—2F (Ai,Bi,¢,)  Ai(—=¢)Bi(—¢)dg] (6.43)
o

as integrais em (6.43) podem ser calculadas usando-se a relagao
—

XF (U)G (u)du = xF (X) G (x) — F (x) G (x)

valido para fungdes F (x) e G (x) que satisfazem a equagéo de Airy y¥ (x)—xy = 0. Dessa
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forma

<t
: AP (=§)dE = §AI" (=8,) + A" (=8,) = §AI (=§p) — Ai” (=§))

B (-)df = B (—E,) + Bi?(=§,) — §,B (~§)) — BI (4644

o

“ éa
Ai(—¢)Bi(—¢)dg

§aAi (—82) Bi (—8,) + Al (=8,) B’ (=8,) +
—§0Ai (_‘50) Bi (_go) - Al (_go) Bi’ (_‘50)

o

Onde substituimos (6.44) em (6.43) e introduzimos a fungéo auxiliar
G (Ai, Bi,§) = §Ai (—=§) Bi (—§) + Ai' (—§) B’ (=¢) (6.45)

para assim obtermos o numero de particulas no interior da barreira triangular
43 Mgl o o -
N = AP K {F (Bi,Bi,§,) [G (Ai, Ai, &;) — G (Ai, Ai, §)] +
+F (Ai, Ai,¢,)[G(BI,Bi,¢,) — G(Bi,Bi,¢,)] +

—2F (Ai, Bi, £,)[G (Ai, Bi, €,) — G (Ai, Bi, &I} (6.46)

Assim introduzindo (6.46) na equagao (5.4), obtemos o tempo de permanéncia de uma

particula que interage com uma barreira retangular

m A 3 M a 173

™ T3 Ama K {F (Bi, Bi, &) [G (Ai, Ai, §,) — G (Ai, Ai, §o)] +
+F (A, Ai,&,)[G (Bi, Bi, §,) — G(Bi, Bi, )] +
—2F (A, Bi, §,)[G (Ai, Bi, §,) — G (Ai, Bi, )}

= = e {F (Bi,Bi,&,) [G (Ai,Ai,§,) — G (Ai, Ai, )] +

} AP a3k
+F (Ai, Ai, £,)[G (Bi, Bi, £,) — G (Bi, Bi, §,)] +

—2F (A, Bi, &,) [G (Ai, Bi, &,) — G (A, B, &)}

60



onde introduzimos o tempo caracteristico 1o = m/}k3, obtendo finalmente
o 4k M2 1 - - -
— = — — F (Bi,B Ai, A -G (AI,A +
To N 1F (Bi, Bi, &,) [G (Ai, Ai, &,) — G (Ai, A, §o)]
+F (Ai, Ai, §,) [G (Bi, Bi, §,) — G (Bi, Bi, §)] +

—2F (Ai, Bi, ¢,)[G (Ai,Bi, ¢,) — G (Ai, Bi, §y)1}

que € o tempo de permanéncia dado para a barreira triangular.

6.2.2 Tempo de Fase

(6.47)

Para calcularmos o tempo de fase para a barreira triangular, impomos na equagao (4.43)

a condigao da fase estacionaria (5.6), em x = 0:

i[—0(+)\+kx+u)(k)t] =0
dk x=0

onde w = }k?/2m

De (6.49), obtemos o tempo de reflexao

m da _dA”

TRTIK &k ok

Mudando a variavel k por

o tempo de reflexdo pode ser escrito como

m1290
TR_W[G Al,
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e em termos do tempo caracteristico 1o = m/}k3,

TR 10

“ =5 la-AL (6.52)

onde a e A sdo dados por (4.34) e (4.37). Calculando as derivadas da/d e dA/o ,

obtemos:
8_0( = i arctanH i+ -
0 0 Ri + R,
_ 1, 1+H |1+|2'||2 iv I+ 1, I
R +R, 0 Ri+R,
= L(R1 + Ry’ + (I + 1) /(R + R2)2- x
d d o
x (R + Rz)d—(|1 + 1) — (I + |2)d—(R1 +Ry) (Ry+Ry)’
da d d =7
il ks (Ri+ Rz)d—(|1 )= (li+ 1) = (Ri +R2) INal® (6.53)
e 0 mesmo é feito para dA/d
oA d d o
e Ko (Rz—R1)d—(|1—|2)_(|1—|2)d—(R2—R1) N (6.54)

As derivadas das quantidades R4, Ry, 11 e I, das (6.53) e (6.54), podem ser obtidas

das relagbes conhecidas das fungdes de Airy e suas derivadas [11]. Os resultados séo

OR; 2R,

5 = *2 %koa (14 + 1) (6.55)

oR 2koa

& = @l +5lh) (6.56)

Jo

Ol Z2h 5o o, — Kokodp (6.57)

7] Jo

%e =2 g R, - 2§2k03R1 (6.58)
0

Finalmente o tempo de fase para a transmissao através de (4.44), (5.6) e impondo a
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condicdo de fase estacionaria para x = a:

d m
—_\ — + + —_ =
K A —ka 5 kx —w (k) t 0

X=a

d _
T FA—w =0

3k, dh _
mt dk_o

_md)\

U= T3k

usando (6.51), obtemos

__m 1A
YK Ko 0

Tr__10A

To 7]

A Figura 6-5 nos mostra os tempos variando com a largura.

(6.59)

(6.60)

(6.61)

Observamos que o

tempo de fase tende a um valor constante quando aumentamos a. Notamos também que

quando a largura a aumenta o tempo de transmiss@o tende a aumentar mostrando dessa

forma que a particula tem mais dificuldade para atravessar a barreira na medida que a

largura aumenta. O inverso ocorre com o tempo de reflexdo, pois a possibilidade de haver

particulas refletidas € muito maior com o aumento de a e assim ha uma diminuigdo do

tempo de reflex&o.
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Figura 6-5: Tempo de tunelamento(em unidades de To) versus a largura da barreira
triangular(em unidades de k; '), onde, o tempo de fase transmitido ¢ representado pela
linha continua, o tempo de fase refletido pela linha tracejada e tempo de permanéncia
pela linha pontilhada. Onde a energia é fixada em k = 0.5kq

6.2.3 Tempo Semiclassico

Com o auxilio das equagdes (5.18), (4.25) e (6.46) obtemos o tempo de transmissdo da

particula apoés ter interagido com a barreira triangular.

o m 4 K2 “k§ﬂ2/3#_1 4K3 Hi1l1/3
T }k |A|2 -I-I-2 a 2 k2
IAl 223

x{F (Bi, Bi, §,) [G (Ai, Ai, ;) — G (Ai, Ai, §o)] +
+F (Ai,Ai, ¢,)[G(Bi,Bi,§,) — G(Bi,Bi, )] +
—2F (Ai, Bi,¢,)[G (Ai, Bi, ¢,) — G (Ai, Bi, §)1}
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T = %{F (Bi, Bi,¢,)[G (Ai, Ai, &) — G (A, Ai, )] +
0
+F (Ai, Ai, ¢,)[G(Bi,Bi,§,) — G(Bi,Bi, )] +

—2F (A, Bi, ¢,) [G (A, Bi, ¢,) — G (Ai, Bi, §y)1}

T = {F (Bi,Bi,£,) [G(Ai, Ai,E,) — G (Ai, Ai, §)] +
0
+F (ALALLE,)[G (Bi, Bi, &) — G (Bi, Bi, &)l +

—2F (Ai, Bi, £,)[G (Ai, Bi, £,) — G (Ai, Bi, &,)I} (6.62)

e agora calculamos através das equagdes (5.22), (4.23) e (6.46) o tempo de reflexao

da particula.
m 4 M kﬂz M kgﬂz/3#—1 a3 Mg
TR = =— 11— — — — x
k 2 a —2 2
} Al - IAl 122 0

x{F (Bi,Bi,&,)[G (Ai, Ai, £,) — G (A, Ai, )] +
+F (Ai,Ai, §,)[G (Bi,Bi,&,) — G (Bi, Bi, )] +
—2F (Ai, Bi,£,)[G (A, Bi, £,) — G (Ai, Bi, )]}
m AP — a2k ks Ma M
TR= 3k |A]? m2a%/3 A28 K

x{F (Bi, Bi,&,)[G (Ai, Ai,£,) — G (Ai, Ai, )] +
+F (A, Ai, §,)[G (Bi,Bi,£,) — G (Bi, Bi, )] +
—2F (A, Bi, £,) [G (Ai, Bi, £,) — G (Ai, Bi, §)I}

™

m 4k R o o
R = 3g aFmeac e (BIBLECALALL) ~ G (AL AL +
+F (Ai, Ai, £,) [G (Bi, Bi, §,) — G (Bi, Bi, )] +

—2F (Ai, BI,&,) [G(AI, Bi,&,) — G (A, Bi, &)[}
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™

TR 4k?2 . COas YA
R = {F (Bi,Bi, ;) [G (Ai, Ai, &) — G (Ai, Ai, &) +

To |AI 12 (a/k2)?? — 4k?
+F (Ai, Ai, £,)[G (Bi, Bi, £,) — G (Bi, Bi, §)] +
—2F (Ai,Bi,£,)[G (Ai, Bi,£,) — G (Ai, Bi, )]} (6.63)

Na Figura 6-6 observamos 0 mesmo comportamento que ocorre na barreira retangular,
que o tempo de transmissao T+ diminui com 0 aumento da energia k, devido a amplitude
de transmisséo T (4.25) que esta no denominador de (5.18) crescer com a energia. Para
o tempo de reflexdo Tr, notamos que ele cresce com o aumento da energia, devido a
amplitude de reflexdo R (4.23) que aparece no denomidador de (5.22) decrescer com o
aumento da energia. No caso do tempo de permanéncia Tp dado por (6.47) novamente
ela aproxima-se de zero quando a energia € proxima de zero e para energia proxima a
barreira tende a um valor constante.

Ao observarmos a Figura 6-7, notamos novamente o mesmo comportamento que para
a barreira retangular. Onde o tempo de transmissdo Tt na equagao (5.18) aumenta
com o aumento da largura da barreira a, também devido a amplitude de transmissao T
decrescer com o aumento da largura da barreira. E para larguras proximas de zero, o
tempo de transmissdo aproxima-se também ao tempo de permanéncia Tp. Para o tempo
de reflexdo Tgr notamos o inverso, que a medida que aumentamos a largura da barreira,
o tempo de reflexdo diminui, devido o coeficiente R aumentar com o aumento da largura
a. O tempo de permanéncia novamente aproxima-se de uma constante para barreira de

largura grande, observando o efeito Hartman.
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Figura 6-6: Tempos de tunelamento T(em unidades de T) versus a energia k(em unidades
de kq) com a barreira com largura fixa (a = 1). A linha continua é o tempo de transmissao,
a linha tracejada o tempo de reflexdo e a linha pontilhada o tempo de permanéncia.
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Figura 6-7: Tempos de tunelamento T (em unidades de T,) versus a largura a(em unidades
de k;') com a energia da particula fixa (k = 0.5ky). A linha continua ¢ o tempo de
transmissé@o, a linha tracejada o tempo de reflexdo e a linha pontilhada o tempo de
permanéncia.
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Capitulo 7

Conclusao

Como era esperado, podemos observar pela figura 7-1 que o tempo de permanéncia para a
barreira triangular possui 0 mesmo comportamento para a barreira retangular. Ou seja,
o tempo de permanéncia para o potencial triangular para grandes valores de largura de
potencial tende a um mesmo valor constante da barreira retangular, observando assim o
efeito Hartman.

Em relacéo ao tempo de fase, notamos que tanto para a barreira retangular como para
a triangular, o tempo tende a permanecer constante para barreira com largura grande,
e assim também mostrando que o tempo é independente da largura da barreira como ja
foi citado por Hartman[2] para barreira retangular como observamos na Figura 7-2 que
mostra o comportamento do tempo de fase para as barreiras retangular e triangular.

No tempo semiclassico notamos realmente um comportamento coerente da particula
em que se aumentarmos a largura da barreira o tempo semiclassico de transmissdo vai
aumentar até um certo ponto em que ndo existira mais possibilidade de transmissdo. Para
particulas com altas energias € observamos que o tempo de transmisséo é baixo, ou seja,
a particula transmitida aparece em um intervalo de tempo mais curto do que particulas
com baixas energias. Portanto, baseado no conceito classico do espago-tempo, aliado
com a mecanica quantica, foi introduzido[8] um método direto para definir e estimar os

tempos de tunelamento semiclassico Tsemici., € aplicado em uma barreira de potencial
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Towenr” o

15 20

Figura 7-1: Tempo de permanéncia Tp( em unidades de 1) versus a largura da barreira
em unidades de k; ', onde a linha continua representa Tp para a barreira triangular e a
linha pontilhada representa Tp para a barreira retangular, com k = 0.5k,.

retangular[8] e extendemos para a barreira triangular.

Na literatura sdo bem aceitos os tempos de tunelamentos que observa o efeito Hart-
man. Este efeito foi observado no tempo de permanéncia e tempo de fase nas barreiras
de potencial retangular e triangular.

Embora ndo observamos o efeito Hartman nos tempos de reflexdo e transmissao semi-
classicos e nem resulta na relagdo do tempo de permanéncia Tp = TT + RTRr [9], con-
sideramos que a proposta do tempo semiclassico venha a contribuir no entendimento no
tempo de interacdo da particula na barreira de potencial.

Considerando a dificuldade de avaliar experimentalmente o tempo de tunelamento de

elétrons o proximo passo seria faser o estudo teérico do tunelamento dptico onde existe
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Figura 7-2: Tempo de fase transmitido (linha continua), tempo de fase refletido
(linha tracejada) para a barreira triangular e tempo de fase para a barreira retangu-
lar (pontilhada-tracejada) em unidades de T versus a largura da barreira em unidades
de k; ', onde a energia é fixa em k = 0.5k,.
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experimentos que avaliam o tempo de tunelamento.
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Capitulo 8

Apéndice

8.1 Tempo de Permanéncia definido por Hauge et

al.(1987)

O tempo de permanéncia usado recentemente na literatura ndo é idéntico ao conceito
introduzido por Smith em 1960, na teoria de espalhamento. Nesta seccdo mostraremos,
para um caso unidimensional, uma relagéo entre os tempos de fase de transmissao Taset
e reflexdo T¢aser € 0 tempo de permanéncia Tp, obtido por Hauge et al.[4].
Integrando a equagéo de continuidade na regido (a,b) para um estado dependente do
tempo y (x, t), temos:
Tholwf, T

3t dx + . &J(x,t)dx=0 (8.1)

a
2 . -
5le dx+j(b,t)—j(a,t)=0
a
“ b

2 - -
— dx =j(a,t) —j(b,t
. atItul j@t)—jb,t)
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—  wdx=j(t)—jb1)

“b “t “t

wPdx=  j(at)dt—  j(b,t)dt

. _ _
onde p,, = I\ab|L|J|2dX

“t “t

Pap ()= J(atdt— j(b t)dt (8.2)

integrando novamente em t, temos

e 4o e 4o ~
Pap (Bt = dt  [i(at)—j(bt)dt
— + oo — b
= dt  |yl?dx = 1p, (8.3)

—o0 a

que é o tempo de permanéncia de Smith (1960).

Agora chamando:

e + oo e b
I, = dt |y|?dxe
—oo a
“ 4o ~ ¢
I, = dt [i(a, t) —j(b, t')] dt’ (8.4)
onde
o 4o “ p “~ 4o “~ t
I+ 1, = dt |L|J|2dX + dt [i(a,t)—j(b,t")dt' = 0. (8.5)

— oo a — oo —_

Esta equacédo serve como base para nds definirmos a relagcdo entre o tempo de fase
transmitido, o tempo de fase refletido e o tempo de permanéncia.

Considerando que os pacotes de ondas nas regides dentro e fora de uma barreira
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limitada de a até b, para um caso unidimensional sdo dadas por

L

[] L|J|k=eikX+Re_ikx, X < a
Wk = Wik = Xe (k), a<x<b (8.6)

Wi = Tek, x>b

podemos calcular 1, com o auxilio de (8.6):

I, = o dtl_ b|L|J|2dX (8.7)
e a
onde
Wik = aﬂzzﬂ h: ¢ (k) X (k) e 1(K72m)tq (8.8)
Assim
I, = o dtL b %l_ ” 0 (k)X (k)e'(F72m)tgrd x <p(k”)x(ko)e_i(}kozlzm)tdk’ dx
e a Cw
I, = 21—“ Lab dx L_j 0 (K)o (K)X (k)X (k') dkdk! L_:o gi072m K-k2 ty (g g

onde a ultima integral da expresséo (8.9) pode ser expressa em termos de uma fungéo o :

—

oo . s Mol
£1072m) k2—K'2 tdt = 2115 + 2 ¥ = 2m

boo LY
- o T 2md 'k k

onde

5'k2— k2 = 5[(k + K") (k — K")] =52k (k — K')] = ;—ké(k—kO).

Portanto,
T i0/2m) k—k'2 ¢ Homm "
e dt=" S8 B(k=K). (8.10)



e substituindo em (8.9), temos:

n=? dx 9 (K)o k)X (K)x (k') dkdk'

. 1 sk =K 3
e ainda temos que & (k — k%) = , entao
0> k&K

cp e M

m
|1= T dx

w10 IX (k) dk.

Sendo x (k) = x (k, x), entdo

m ~ H1 ] -y
lh= — — Jok)Pdk  |x(k,x)|*dx
3 k .
- , m “° 2
= dkloK)® =—  IX(k,x)"dx
K.

onde Tp = 2% "2y (k, x)[dx e

4

li= dklg(k)|*Tp (k)

Agora vamos calcular 1.

C 4o ~ ¢
I, = dt [i(a,t) —j(b,t")] dt’,

— o0 —_

onde primeiramente vamos calcular para x = b,

C 4o ~

10 = dt  [—j@,t)]dt

— oo — oo

onde a funcédo de onda é dada por

“ 4o

1 L
V=M= Q)T (k)etre T Mk
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5(k—K),

(8.11)

(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.15)



. d *
J(b,t)=%lm VY (8.16)
portanto
Jbt)= % Im % dkdk'e (K)o (k)T (K) T (k) (ik) e~*"bgikbg71C/2m) K2—k'2
(8.17)
“ 4o ~— M I C 4o
|5 = dt t dt’ —l l|m dkdkue—i(}/Zm) k2—k'2 {0 =
oo oo m 2m e
@ (K)Q(K)T (K)T (k) (ik)e "™, (8.18)
Onde introduzimos:
K=Q-jek=Q+y (8.19)
temos
L 4 oo ~ ¢ ) " . 5 . )
|£’ = dt x dtue—l(}/Zm) (@-3)-(a+3)" v
_i"i c 4o : B 9 _ ﬂ
x - 21TIm . dQdge Q 2ch+2 x
b = o dt dtleiG/mM)Qat)
_i"i c 4o : B 9 _ 9
— 21TIm . dQdge Q 2ch+2 x
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Calculando a segunda integral de (8.21), obtemos

“ ot
fe—iG/m)Qqtt — _ m i(/M)aQt 4 A (—oo)
_wde —i}qu ( )
b — _EL " —i(}/m)qQt 4t
15 T e x
M 1 “ 4oo -
y o1 . q q
-4 — 1
x mznm_wdeq(sz(pQ+2><
-1 a4 9 g
T Q=5 T Q+7 i Q+ 0Q° (8.22)
onde a primeira integral é uma fungéo 9, portanto
1= D oorx
I"}J}'"1 T odee’ 09 o o4
x Z - . + L
szrIm_wdeqch 2ch 2><
M 11
-9 a; 9 15 3997 o
><TQZTQ+2|Q+2qQ e
M o1l Myl
|§ = m_ m l ix
i}2 m 2m
xIm  dQdqe Q—% 0 Q+% x
-1 a9 9 —+ iab
xT Q > T Q+2 i Q+2 qQ2C'J(q)e
_ m T I T R
) = 3 Im dQdae Q-5 ¢ Q+5; T Q-5 T Q+7 x
q eiqb
+ -
* Qg 500)
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1 = M m dQdqe- Q-4 0) Q+3
} e 2 2
1_°% ¢ > q . 1_ " q_. . q°
x __T10 I + 1 4+ _T" e + — 8.23
qQT Q 2 Ta 2 2Q? Q 2 Q 2 (8.23)

Calculando agora I, para x = a, temos a fun¢do de onda dada por (8.6):

Wy = e+ R e (8.24)

(8.25)

L 4o

j@t) = %Im{%

x Likeika —ikR (k) e—ika”l e—i(}/Zm)(kZ—kOZ)tdkdko}

(P: (kU)(P (k) e—ikoa +R’ (kO)eikoa x

— oo

= dm L 9 (K)o (k) (ik)[e7* 707 — R (k) e ik"KDa +

m 2r _.
+R" (kO) ei(k+k°)a - R’ (kO) R (k) e—i(k—ko)a]e—i(}/2m)(k2—k02 )tOdkdkO (8.26)

Obtemos

~ 4o ~ ¢
12 = l |mi dt dtOe—i(}/Zm)(kz—kOZ)tO x
2 m 27 _. e

* dkdk'e (K') @ (k) (ik) [T 7H2 — R (k) e7ik+HD2 +

— oo

+R (k)2 — R' (K) R (k) i1 (8.27)
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Usando (8.19)

} 1 ~ 4o ~ t
I3 = ZIm_— dt  dtle™/2m
2 m 21 o
“~ +oo

x dqdQo’ Q—% 0 Q+% i Q+% x

— oo

x[e—i(Q—%—Q—%)a -R Q_l_% e—i(Q+%+Q—q§)a +

+R Q- % ei(Q+%+Q_92')a -R Q- % R Q+ % e—i(Q+%—Q+92-)a]

- “ 4o

m q q
17 = _T Im _oo dQdqe Q—§ 0] Q+§ x
x[e9 — R Q_,_% ei20a 4 R Q—% oi2Qa 4
| 7
—RU _ﬂ ﬂ —iga Q+§
R Q > R Q+2 e ]—qQ2 d(q)
" mo T q .
,1 iga _ N q —i2Qa - _ q i2Qa
X{qQ[e R Q+2 e +R Q 5 e +

—R" _9 9 —iga

R Q > R Q+2 g'98] +

1

2Q?

R a-3 R @+ 3 e
2 2

€@ —-R Q-+ % e—i20a 4 R Q- % ei2Qa 4
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Sendo 1, = 12 + 1, obtemos:

C 4o -

_ m -1 a
I, = 3 Im_oondqcp Q 2ch+2

1 iqa - q —i2Q o q i2Q
—_ -R + i2Qa 4 R _ i2Qa 4
*{ qQ[e Q 5 © Q , ©

o]

. q (] .
_R7 — R + = —lqal 4

__1 [eiqa—RvQ'Fg e_iZQa"‘R'Q_g ei2Qa_|_

2Q2
O q q —iga
— -2 + 2 +
R Q > R Q' > g~'9q] )
T - _q q g 1T - _q T
- " m dadee a-9 o el
I, = y Im B dQdge Q 5 @ Q+2 x
1 , - q - q
_ __niga i2Qa _ p! _ i2Qa
x{qQ[ e +R Q+2 e R Q 9 e' e+
+R Q-7 R Q+J ¢ +T Q-2 T Q+3 ¥+
1 i 4 _-i2q 0 4 _i2q
+2—Q2[_eqa+R Q+§ e a—-R Q_E e'<~a +
+R Q=7 R Q+7 ¢ +T Q-2 T Q+1 ¢} (829)

Reescrevendo T e R na forma polar em (8.29), temos:

“ 4o -

= ? Im N dQdqe Q—% ¢ Q+% éx
x{;[_eiqa + RVQ _,_g ¢iB(Q+q/2)g—i2Qa _ R'Q _ g e—iB(Q-a/2)gi2qa 4
+ R Q_% R'Q+% o~iB(Q-a/2)giB(Q+q/2) g=ida 4
+ T Q_% T Q +q§ ¢T1a(Q=0/2)gia(Q+a/2) giab] 4
+%L_eiqa + R'Q _,_% eiB(Q+a/2)g=i20a _ "R Q _% - ¢~iB(Q—a/2)gi2Qa
+ R Q_% R -Q_,_% o—iB(Q-0/2)giB(Q+a/2) g=ida 4
+ T Q_% T Q_,_% ~giQ-a/2)gia(@+ar2) giaby (8.30)

81



Ao expandirmos as exponenciais e e devido a 6 (q), obtemos

C 4o

- m -9, q+d 1
I, 3 Im _oo dQdqe Q 5 [0) Q+2 QC’)(q)><
x{1[—eiqa+ R Q_ﬂ R Q_,_ﬂ e—iB(Q—q/2)+iB(Q+q/2)—iqa +
q 2 2
+T Q+3 7 Q-3 "¢+ (+ 2 ia@w2iar 4
2 2
+%[ R Q+% eiB(Q+q/2)e—i2Qa - R Q_ 2__e—iB(Q—q/2)ei2Qa]}_ (831)

onde

|RI2%<1—iqa+iBUq+---) = IRP[+i(-a+B)+ 1= R +i|RI"(-a +B")

|T|2%(1+iqb+ia°q+"') = [TP+ib+a)+ 1= TP +i|TP (b + o)

—e‘qa% = —%(1+iqa+---)=—(1+ia+---), (8.32)
sendo [RZ+|T|? = 10 —e‘qa%= —IRP=[T2=i'R2+[T[*a
e
IR (Q)| e @e™1202 — |R (Q)| e @22 = 2j IR (Q)|[sin (B (Q) —2Qa)]  (8.33)
temos

m © Ao . 1
I, = 3 Im B dQ(p*(Q)(p(Q)a><

<{—i 'R+ [T a+i|R*[~a+B'(Q)] +i [T’ b+ a’(Q)] +
+éi IR (Q)|[sin (B (Q) — 2Qa)]}
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Com Q — k, encontramos

“ 1
b= - 3 kol
<{|R[*[-2a + B'(K)] + |T|°[b—a+ a’(k)] +

+% IR (K)| [sin (B (k) — 2ka)]}. (8.34)

Voltando a equacgédo (8.5), e com a ajuda de (8.12) e (8.34) :

To(k) = |TP1r +|RP TR +

+}—”;'°W[sin (8 (k) — 2Kka)]}, (8.35)

que é a relacéo (5.9) obtida por Hauge et al. [4] para o tempo de permanéncia.
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