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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo desenvolver um esquema aproximativo néo linear de
alta resolucao para o tratamento dos termos convectivos das equacdes de Navier-
Stokes, extensivamente utilizadas como referéncia para a modelagem de
escoamentos de fluidos. Para isso, a abordagem numérica das equacbes é
realizada tomando por base o método de diferencas finitas e a discretizacdo do
dominio, restrito ao caso bidimensional, é feita por intermédio de malhas do tipo
deslocada, escritas no sistema de coordenadas generalizadas. O esquema
convectivo proposto € idealizado sob a estratégia upwind e fundamentado na série
de Fourier de uma extensdo impar obtida a partir do esquema CUBISTA
(Convergent and Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment of
Advection). Solucdes aproximadas para os problemas de valor inicial e de contorno
foram obtidas para escoamentos laminares confinados, incompressiveis e
isotérmicos. Essas solugbes, avaliadas em cada ponto de interesse do dominio
computacional foram, entdo, comparadas com dados disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Navier-Stokes. Termos convectivos. Upwind. Série de Fourier.
Coordenadas generalizadas.
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Fourier series for the Navier-Stokes equations. 2016. 139 p. Dissertagao (Mestrado
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ABSTRACT

This work aims to develop an approximate nonlinear high resolution scheme for the
treatment of the convective terms of the Navier-Stokes equations, extensively used
as reference for modeling fluid flow. For this, the numerical approach of the
equations is performed based on the finite difference method and the domain
discretization, restricted to two-dimensional case, is made through staggered grids,
written in the curvilinear coordinate system. The proposed convective scheme is
designed under the upwind strategy and established on an odd extension of the
Fourier series obtained from the CUBISTA (Convergent and Bounded Universally
Interpolation Scheme for the Treatment of Advection) scheme. Approximate solutions
to the initial value and boundary problems were obtained for isothermal and
incompressible laminar confined flows. These solutions, evaluated at each point of
interest of the computational domain, were then compared with data available in the
literature.

Keywords: Navier-Stokes. Convective terms. Upwind. Fourier series. Curvilinear
coordinates.
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17

1 INTRODUCAO

Muitos dos processos naturais envolvem escoamentos de fluidos, cujos com-
portamentos despertam o interesse do homem desde os tempos remotos. Entre os séculos XV
e XVIII, diversos estudos contribuiram para a concep¢do de uma ciéncia que trata do pro-
cesso mecanico dos fluidos, dos quais € possivel citar autores consagrados como Leonardo da
Vinci (1452-1519), Galileu Galilei (1564—-1642), Isaac Newton( 1643—-1727) e Daniel Bernoulli
(1700-1782). No entanto, somente a partir do século XVIII € que as formulacdes matemadticas
que retratam o movimento dos fluidos comecaram a ser deduzidas, as quais s6 ganharam forca
no século XIX [22], em virtude do prelidio da unificacdo entre a hidraulica experimental e a
hidrodinamica tedrica [83].

Dependendo das caracteristicas do fluido, os escoamentos sdo classificados
como viscosos e ndo viscosos ou inviscidos', cujos fendmenos fisicos tipicos de cada um dos
casos sdo descritos matematicamente pelas equacdes de Navier-Stokes (Claude Navier, 1785—
1836; George Stokes, 1819-1903) e pelas equacdes de Euler (Leonhard Euler, 1707-1783),
respectivamente. No passado, era comum o uso de dois tipos de abordagens metodoldgicas
para o estudo das leis da natureza: tedrica (métodos analiticos) e experimental (em laboratério)
[2, 25, 59]. Em particular, tais abordagens podem ser aplicadas na resolu¢do de problemas de
escoamentos governados por uma das duas equagdes diferenciais previamente citadas.

Embora a abordagem tedrica possua a vantagem de fornecer solugdes exatas,
estas sdo possiveis para uma classe muito limitada de problemas, obtidas a partir de conveni-
entes simplificacdes das equacdes governantes. Por sua vez, a experimentagdo em laboratério
tem como premissa simular, com auxilio de dispositivos e instrumentos de medicao, um ex-
perimento cuidadosamente projetado segundo um modelo do objeto real. No entanto, é muito
restrita, dadas as dificuldades técnicas e, principalmente, o alto custo de implementacao.

Por outro lado, devido aos avangos continuos da tecnologia computacional
desde a metade do século passado, a abordagem numérica (abordagem computacional) se ins-
taurou no meio cientifico como uma terceira alternativa na resolu¢do de problemas complexos,
conectando as duas metodologias tradicionais e complementando os estudos tedricos e experi-
mentais relacionados a dindmica dos fluidos e transferéncia de calor [59].

A abordagem numérica praticamente nao apresenta restri¢des, podendo resol-
ver problemas com complicadas condi¢des de contorno, definidos em geometrias arbitrdrias e
apresentando resultados com uma considerdvel rapidez. Como desvantagem, cita-se 0s erros
numéricos, provenientes da mé solucao ou do uso inadequado das equacdes diferenciais gover-

nantes [48]. A simula¢do numérica em mecanica dos fluidos e transferéncia de calor, conhecida

'Escoamentos onde os efeitos da viscosidade sdo desprezados e, consequentemente, a viscosidade do fluido é
hipoteticamente igual a zero. Fluidos com viscosidade nula ndo existem, porém, em muitos problemas a hipétese
de inexisténcia das forcas viscosas simplifica a andlise e, a0 mesmo tempo, incita resultados significativos [60]
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como Dinamica de Fluidos Computacional (DFC), utiliza métodos computacionais em busca de
uma solugdo aproximada para o problema em estudo, superando as outras duas abordagens em
alguns aspectos muito importantes, como universalidade, flexibilidade, precisao e custo [85].

Nessa perspectiva, a DFC surgiu no intuito de permitir a obtencao de solucdes
numéricas de qualidade para equacdes diferenciais parciais (EDPs) que regem o transporte de
massa, momento e energia, relativos ao movimento dos fluidos, considerando ou ndo as trocas
de calor. Com o aperfeicoamento dos computadores digitais no inicio da década de 60, a DFC
ganhou destaque e se expandiu a diversos ramos da ciéncia, sendo considerada atualmente uma
referéncia tanto em pesquisa tedrica quanto aplicada, bem como no projeto de equipamentos de
engenharia e no cdlculo de fendmenos ambientais e geofisicos [15].

No inicio da década de 70, o advento dos cddigos computacionais (algorit-
mos) permitiu estabelecer a DFC como um componente essencial da préitica de engenharia em
organizacOes de cunho industrial, militar e ambiental [15]. Atualmente, gragcas aos computa-
dores de alta velocidade e de grande capacidade de armazenamento, os principios da DFC sdo
rotineiramente empregados em projetos das indudstrias aerondutica e aeroespacial, automotiva,
biomédica, eletronica, marinha, nuclear, quimica, téxtil e de geracao de energia. Destacam-se,
também, aplicagdes nos campos da meteorologia, oceanografia, astrofisica, biologia, engenha-
ria de reatores, recuperacdo de petrdleo, arquitetura e na otimizag¢ao do consumo de energia por
meio de dispositivos de controle inteligente, dentre muitas outras [7, 25, 51].

A partir da metade da década de 80, a comunidade cientifica comecou a se
concentrar na simulacdo de escoamentos viscosos, governados pelas equacdes de Navier-Stokes
e, desde entdo, uma das questdes centrais da DFC € a representacdo numérica dos fluxos con-
vectivos, caracteristicos dessas equacdes [7]. Nessa perspectiva, modelos matematicos sdo de-
senvolvidos partindo de dois pressupostos essenciais, a saber: efici€ncia computacional e re-
sultados fisicamente coerentes [48]. Portanto, o modelo representativo do fendmeno fisico em
estudo deve ser tal que, tanto as equacdes quanto o dominio do problema em questdo, sejam
expressos adequadamente.

Como as equagdes de Navier-Stokes sdo classificadas como EDPs nao linea-
res, € como a teoria matematica relativa a esta area se encontra em constante desenvolvimento,
¢ muito dificil encontrar solugdes analiticas para essas equacgdes> quando se consideram regides
arbitrarias e condicdes de fronteira genéricas [22]. Logo, é indispensavel o uso da simulagdo
numérica para calcular uma solu¢do aproximada para o problema em estudo governado pelas
equacodes diferenciais de Navier-Stokes.

Para isso, torna-se necessdario desenvolver esquemas numéricos de discretiza-
cdo, fundamentados em ferramentas cldssicas utilizadas na resolu¢do de EDPs em geral. No
escopo da modelagem matemdtica, a aproximacdo dos fluxos convectivos nas equagdes de

transporte influencia decisivamente a precisdo global de qualquer solucdo numérica para um

2Solucdes analiticas de alguns problemas envolvendo diferentes formas das equacdes de Navier-Stokes podem
ser consultadas em [56, 67, 68, 69], dentre outros.
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problema de escoamento de fluido [72]. Por conseguinte, esquemas numéricos especificos sao
idealizados a fim de tratar as ndo linearidades dos termos convectivos das equagdes governantes
de Navier-Stokes, visando, a0 mesmo tempo, obter uma alta ordem de precisdo, manter a estabi-
lidade da solucdo de maneira incondicional, capturar descontinuidades ou choques, minimizar
o efeito da viscosidade artificial, ser convergente e de facil implementacdo [16, 62].

E fato que, dos ultimos anos até a atualidade, o objetivo maior € a precisio nu-
mérica e diversos esquemas convectivos idealizados sob a estratégia upwind foram e vém sendo
desenvolvidos para esse fim. Os esquemas upwind sao classificados com relagdo a precisao
em esquemas de primeira ou alta ordem. O esquema upwind de primeira ordem, na sua forma
mais simples, foi apresentado pela primeira vez em [13] para a discretizacdo das equacdes da
dindmica dos gases, tornando-se precursor na modelagem matemadtica de escoamentos. Outros
esquemas upwind derivados dessa forma mais simples passaram a ser extensivamente utilizados
na modelagem de escoamentos com diferentes caracteristicas.

Um classico esquema upwind de primeira ordem € o esquema FOU (First—
Order Upwinding), atualmente associado aquele de 1952 [13], que € estavel incondicionalmente
e numericamente difusivo, fornecendo, frequentemente, solugcdes suaves. Dentre os de alta
ordem, pode-se citar os esquemas de segunda ordem SOU (Second—Order Upwinding) [80] e
de terceira ordem QUICK (Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics) [41],
os quais, mesmo propiciando o acréscimo da precisdo numérica, introduzem oscilagdes espurias
em pontos de descontinuidade, comprometendo a convergéncia.

Para controlar as oscilagdes nao fisicas indesejdveis resultantes da implemen-
tacdo dos esquemas de alta ordem e, a0 mesmo tempo, garantir a convergéncia da solug¢do
numérica, critérios de limitacdo foram desenvolvidos, dando origem a uma nova classe de es-
quemas convectivos, denominada esquemas de alta resolu¢do. Como exemplo, pode-se citar
o esquema de terceira ordem CUBISTA (Convergent and Universally Bounded Interpolation
Scheme for the Treatment of Advection) [1].

O termo alta resolu¢do foi mencionado pela primeira vez em um artigo publi-
cado em 1983 por Harten [29], e o conhecimento existente desde entdo impulsionou significa-
tivas melhorias dos métodos disponiveis [35]. Sua necessidade é uma consequéncia direta das
propriedades ndo lineares de sistemas de leis de conservagdo hiperbdlicos [40].

O objetivo proposto neste trabalho é desenvolver um esquema aproximativo
ndo linear de alta resolucdo, idealizado sob a estratégia upwind de interpolacdo, para o trata-
mento dos termos convectivos das equacdes incompressiveis de Navier-Stokes.

Para cumprir esse proposito, discretiza-se as equagdes com base no método
de diferencas finitas (MDF), amplamente aplicado a fluidodindmica e cuja filosofia se resume
em substituir as derivadas parciais das equagdes governantes por quocientes de diferencas algé-
bricas, dando origem a um sistema de equacdes algébricas, o qual pode ser resolvido para as va-
ridveis do campo de escoamento em um ponto de malha especifico do dominio computacional.

Para a aproximac¢do dos termos convectivos, opta-se pela estratégia upwind de discretizagao.
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Para a limitacdo do esquema, adota-se como referéncia o esquema upwind
de alta resolucdo CUBISTA e, apds algumas hipdteses assumidas e manipulagdes do célculo
diferencial e integral, obtém-se o novo esquema, cuja principal caracteristica € a ndo linearidade
atribuida a polindmios trigonométricos.

A viabilidade da proposta foi aferida com a simulacdo numérica de quatro
problemas distintos, dos quais trés desses — escoamento entre duas placas paralelas, escoamento
em cavidade quadrada com parede superior em movimento € escoamento em duto contendo
placa de orificio — sd3o amplamente utilizados pela comunidade cientifica para a validacdo de
metodologias numéricas. O quarto e ultimo problema abordado é uma aplicacdo a drea médica,
no qual o objetivo foi retratar as principais estruturas fluidas do sistema hemodinadmico.

O texto estd organizado como segue. No capitulo 2 se apresentam, em co-
ordenadas generalizadas, as EDPs que regem os problemas estudados. No capitulo 3 sdo a-
presentados e brevemente resumidos alguns dos esquemas upwind cldssicos para o tratamento
da advecgdo. Além disso, desenvolve-se, em detalhes, um esquema convectivo ndo linear de
alta resolucdo. O capitulo 4 descreve a metodologia numérica, com énfase na discretiza¢do dos
termos convectivos das equacdes governantes.

Por fim, o capitulo 5 se destina a apresentacao dos resultados numéricos aos
problemas previamente citados. Comentarios sobre o trabalho desenvolvido, conclusdes e indi-

cacoes para possiveis trabalhos futuros sdao descritos no capitulo 6.
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2 EQUACOES GOVERNANTES

Para a modelagem de escoamentos de fluidos que satisfazem a hipétese do
continuo, faz-se uso de métodos de descri¢do para a consecutiva formulagcdo das equagdes que
regem o fendmeno fisico de interesse. Tais equagdes sdo fundamentadas em premissas fisicas
universais, de modo que as propriedades de um escoamento em regime transiente ou estaci-
ondrio possam ser descritas, por exemplo, por grandezas macroscOpicas (varidveis de campo)
como velocidade, pressdo, densidade e temperatura, ambas fungdes continuas das coordenadas
espaciais e temporal de um elemento desse fluido [22].

Dependendo da natureza geométrica de um elemento de fluido, existem duas
abordagens distintas para a descri¢do de um escoamento ao longo do tempo: Lagrangeana (des-
cricao material) e Euleriana (descricdo espacial). Enquanto na primeira as varidveis de campo
s@o obtidas tendo como referéncia o deslocamento de uma particula fluida individual, a segunda
calcula as varidveis de campo no interior do elemento de fluido fixo no espago. Por ser a mais
usual em problemas de mecénica dos fluidos, neste trabalho se admite a descri¢cdo Euleriana
e a respectiva forma diferencial das equacdes resultantes, a qual permite uma previsao ponto
a ponto do campo de escoamento. A andlise diferencial do escoamento pode ser obtida com
detalhes em [14, 52, 60].

Como o modelo de fluxo utilizado para a deducdo das equagdes governantes
¢ fixo no espaco, segue que as leis fisicas bdsicas que o restringem sio expressas por equacoes
escritas na forma conservativa®. Tal preferéncia é fundamentada essencialmente nas conclusdes
apresentadas pela comunidade cientifica em DFC acerca da qualidade dos resultados obtidos.
Apesar das solu¢des numéricas serem deveras semelhantes (ou até mesmo idénticas no limi-
te de malhas muito refinadas), tanto para equacdes escritas na forma conservativa quanto na
forma ndo conservativa, € provado que, sob certas circunstancias, a primeira adquire resultados
qualitativamente e quantitativamente superiores [2, 17, 22].

Nao obstante, atentando a complexidade daquelas equagdes, a obtencdo de
solucdes analiticas se torna uma tarefa drdua. Esta dificuldade decorre, diversas vezes, das a-
celeragdes convectivas, representadas por termos ndo lineares. Visando facilitar a aquisi¢do de
solucdes, formas alternativas para os modelos mateméticos se tornam necessarias, respaldadas
nas caracteristicas do fluido e perfil do escoamento estudado. Porém, mesmo simplificadas, a
maioria das equacdes diferenciais governantes continuam sem resolucao mediante ferramentas
algébricas tradicionais e, nos casos limitados onde a solucgdo existe, esta engloba erros de apro-
ximacao [17]. Sendo assim, torna-se imprescindivel, do ponto de vista numérico, o auxilio de

computadores na busca de solucoes.

3 A forma conservativa ou divergente de uma EDP & escrita de acordo com os coeficientes dos termos relativos
aos fluxos, os quais podem ser constantes, aparecendo dentro do sinal da derivada, ou varidveis, e, neste caso, suas
derivadas ndo se apresentam na equacdo [22, 48, 58].
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Para o cdlculo do campo de velocidades de um fluido em movimento, utilizam-
se as equacgdes de Navier-Stokes, as quais, dada sua importancia, sdo extensivamente estudadas
em mecanica dos fluidos, aplicdveis tanto a escoamentos laminares quanto turbulentos, bem
como a fluidos compressiveis e incompressiveis. Considerando-se o caso tridimensional, as
equacgdes de Navier-Stokes para fluidos Newtonianos, na auséncia de forcas externas, sao ex-

pressas, em notagdo indicial e em coordenadas cartesianas, por

3 3 49
%+;uj%ﬁ:_%+uj_l%’ i=1,2,3, 2.1)
emquet, u,p=p(z,y,zt)ep=p(xy,z,t) representam o tempo, a viscosidade dinimica,
a pressdo e a densidade ou massa especifica*, respectivamente [17, 20]. Aqui, o coeficiente de
viscosidade p € constante e uniforme, pois se consideram unicamente fluidos homogéneos.

A componente u; em (2.1) corresponde a i-ésima componente do campo de
velocidade @ = w(x,y, z,t), ou seja, denotando u; = u, us = v e ug = w como sendo as

componentes escalares do vetor velocidade nas dire¢des z, y € z, nesta ordem, entao
U=u(x,y,zt)i+v(x,yz2t)]+w(ry 2tk

As equacdes (2.1) fazem parte de um restrito conjunto de equacdes da fisica
matemadtica no qual a ndo linearidade surge a partir dos aspectos matematicos do problema, e
nao devido aos atributos fisicos do sistema [20]. Podem ser reescritas na forma vetorial como
9 (pti)

—5r V(i) = =Vp + pV7i, 22)

com V o operador diferencial, o qual fornece o vetor gradiente ou o divergente quando aplicado
a um campo escalar ou a um campo vetorial, respectivamente, e V2 o operador Laplaciano.
Matematicamente, as equagdes de Navier-Stokes (2.2), combinadas a equagdo
da continuidade sem termo-fonte,
dp

constituem um conjunto de quatro equagdes acopladas nas varidveis u, v, w e p [17].
Assumindo-se que a massa especifica de um elemento de fluido ndo € afetada
pelas variagcdes de pressdo, isto €, assumindo-se o fluido incompressivel, admite-se a massa es-

pecifica p constante, sendo possivel retird-la do operador divergente. Assim, a equagdo (2.2) é

“A terminologia varia de acordo com o significado fisico. Embora definidas de maneira aniloga, a massa es-
pecifica designa uma propriedade de um material macico e, supostamente, homogéneo ao longo de todo o volume
considerado para o cilculo. Em geral, para liquidos e gases ambas as expressdes sdo consideradas sindnimas.
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escrita preservando a forma conservativa como

ou 1
S v (ﬁﬁ— HW) = —2Vp. 2.4)
ot p p

Com um raciocinio andlogo, a equagdo da continuidade (2.3) para um fluido

incompressivel é dada por
Ju Ov Ow

Vi= g gt =0 (2.5)
implicando em um campo de velocidades com divergéncia nula, o qual designa uma condi¢do
de incompressibilidade. As equagdes de movimento (2.4) e (2.5) expressam, respectivamente,
as leis fisicas de conservagdo da quantidade de momento linear e de massa.

Ainda, por simplicidade, pode-se restringir a andlise do escoamento para o
caso bidimensional, reduzindo o sistema composto pelas equacdes (2.4) e (2.5) a trés EDPs
acopladas nas varidveis u, v € p. Assim, utilizando o coeficiente de viscosidade cinematica

v=pu/p >0, tem-se:

ot  Ox or y dy pOx
ov 0 ov 0 ov 10p
2y 2 = - == 2.6
ot oz < ”m) oy (“” ”ay) 0y (26)
ou  Ov
\ 5ty ="

Uma vez que muitos dos problemas fisicos sdo descritos por meio de geo-
metrias irregulares, e levando em consideracdo que o sistema de coordenadas cartesianas nao
retrata adequadamente a modelagem dessas geometrias, enfatiza-se a necessidade do uso de um
sistema genérico de natureza ndo ortogonal para descrever os escoamentos [48].

O uso do sistema de coordenadas generalizadas é extremamente importante
para mapear geometrias arbitrarias de um dominio fisico limitado 2, tipicamente escritas no
sistema cartesiano, de forma que a representacdo computacional da fronteira 0€) dessas regides
adquira um cardter regular e ortogonal, coincidindo com o dominio transformado [19].

Para o caso particular 2D, a partir do plano fisico, as coordenadas de um ponto
qualquer no sistema generalizado (£, 1)) se relacionam diretamente com o sistema de coordena-

das retangulares (x, y), de maneira tnica, por meio das seguintes equagdes de transformacao

(=& (n,yt), n=n(z,yt), T=71(1), (2.7)

cujo mapeamento pode ser observado na figura 2.1.
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Figura 2.1: Correspondéncia discreta entre os pontos dos planos fisico e transformado

O conjunto de pontos discretos
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constitui o dominio transformado, representado por meio de uma malha computacional estrutu-
rada e uniforme, como mostra o lado direito da figura 2.1, utilizada no processo de obtenc¢do da
solu¢do numérica.

De posse da transformacgdo (2.7), as equagdes de conservacdo (2.6) sdo re-
escritas para o sistema curvilineo de coordenadas generalizadas (£,7) preservando a forma
conservativa e mantendo a interpretacdo fisica de cada termo. Os detalhes inerentes as trans-
formagdes podem ser consultados em [4]. As equacdes de Navier-Stokes passam, entdo, a ser

redigidas sob a forma:

e Direcdo &:
TERMO TEMP. TERMO C(BE\IVECTIVO TERMO DEPRESSAO
8 ru\ 0O o . 1[opoy opdy
o7 <J> e U+ g, (Vu) =2 [an o~ ot o

(2.8)

0 ou ou 0 ou ou
v {a—g (‘] (a3_§_58_n>) o (J (78_?7_53_5»}

(. /

~
TERMO DIFUSIVO
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e Direcdo 7:

TERMO TEMP. TERMO CgI:I VECTIVO TERMO DE PRESSAO
PINERE 9 - 1[opdx 0Opox
7 (5) +a o g 0= G5 - ]
(2.9)
0 ov ov 0 ov ov
*”[a—g ("(@a—g‘%—n))%—n@(’ya—n‘ a‘g))]
TERMO?)rIFUSIVO

Nota-se que, além das componentes cartesianas da velocidade, v e v, e da
pressdo p, as equacdes (2.8) e (2.9) sdo formuladas também em termos das componentes con-
travariantes U e V do vetor velocidade, definidas como

oy ox oy ox

U:Ua—n—ﬂa—n c V:_u8_€+va_57 (210)

e do Jacobiano da transformacao,

_ (0x0dy Ox 0y !
J_(é’_é“@_n 8_778_5) 70

ambos expressos em termos das métricas inversas da transformacgdo de coordenadas (2.7).
As constantes «, 3 e v presentes em (2.8) e (2.9) sdo os coeficientes de aco-

plamento entre as equacdes que geram as linhas £ e 7 no interior da malha, dadas por [2, 48, 59]

ar\* [oy\’ drdx  dyd ar\*> (oy\*
= () (o) - o=aam oo = (@) (%) e
Para o propo6sito deste trabalho, salienta-se que a malha computacional € fixa
devido ao formalismo Euleriano adotado, ou seja, as coordenadas espaciais dos nés computa-
cionais ndo se alteram com o passar do tempo. Por esse motivo, a fun¢do 7 em (2.7) pode ser
reescrita simplesmente como 7 = t.
As componentes contravariantes (2.10) sdo normais as linhas coordenadas &
e 7 do dominio fisico [76]. Por essa razdo, sdo responsdveis pela modelagem da preservagdo
da massa no sistema curvilineo de coordenadas. Assim, a equacao da continuidade em (2.6) é
reescrita em termos das componentes U e IV como

ou oV
— = 2.12

condi¢do vélida para todo o dominio.
Embora a correspondente transformacdo de coordenadas (x,y,t) — (£, 7, t)
incorpore erros adicionais aos resultados numéricos, devidos a discretiza¢do dos parametros que

definem o mapeamento, torna-se possivel concentrar as linhas da malha em partes do espago
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fisico que retratam gradientes elevados. Inclusive, as malhas podem ser adaptadas conforme o
problema fisico em estudo, reduzindo o custo computacional e, a0 mesmo tempo, contribuindo
para a precisdo da solugdo [19, 48]. Ademais, o mapeamento de dominios por coordenadas
curvilineas preserva a estrutura (7, j) de identificagdo nodal ao longo da malha [15].

Por fim, os problemas modelados neste trabalho representam escoamentos
nos quais as mudangas locais de temperatura sdo despreziveis ou até mesmo inexistentes e,
portanto, admite-se o fluido em equilibrio térmico, ou seja, isotérmico. Por conseguinte, as
propriedades do fluido sdo consideradas constantes em relagdo a temperatura e, desta forma, o
campo de pressdo nio pode ser determinado através de uma equacao de estado termodindmica,
mas sim a partir de manipulagdes algébricas das equagdes governantes que exprimem as leis
fisicas de conservagao.

Para fluidos incompressiveis, dispde-se de uma abordagem desenvolvida em
termos das varidveis primitivas u, v € p, na qual, a partir de uma discretizagdo explicita da e-
volucdo temporal das equacdes de momento, gera-se uma equagao de correcao do tipo Poisson
para o calculo da evolugdo temporal da pressao [22].

A técnica utilizada para resolver as equagdes (2.8), (2.9) e (2.12) faz uso do
método MAC (Marker—and—Cell), de Harlow e Welch [28], o qual, neste trabalho, é adaptado
para o sistema de coordenadas generalizadas, restrito a escoamentos sem superficies livres, ou
seja, escoamentos cujo fluido estd plenamente cercado por paredes com entradas e saidas fixas
no espago, preenchendo todo o volume entre elas.

Diante do exposto, o sistema constituido pelas equacdes de Navier-Stokes
(2.8) e (2.9), juntamente com a equacao generalizada da continuidade (2.12), formam um sis-
tema fechado de EDPs, o qual pode ser resolvido apds a especificagdao de condi¢des de contorno

propicias ao problema modelado.
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3 ESQUEMAS UPWIND

A dindmica de um fluido pode ser descrita por meio de equacdes de advecgao-
difusdo, cujos termos advectivos geralmente sdo dominantes. Esses termos sdo responsaveis por
fendmenos complexos no escoamento, ocasionando, durante as simulagdes, dificuldades numé-
ricas relativas a precisdo, estabilidade e limitacdo das solugdes [16]. Por esse motivo, a dis-
cretizacdo das derivadas espaciais presentes nos termos convectivos das equagdes governantes
requer uma atengao especial.

A utilizacdo de aproximagdes convencionais por diferencas finitas e elemen-
tos finitos para discretizar termos convectivos introduzem oscilac¢des artificiais, fornecendo so-
lucdes inconsistentes com a fisica do problema modelado [84]. Em particular, o uso de esque-
mas de diferencas centradas nio fornece bons algoritmos, € incapaz de identificar a direcdo do
escoamento e cria, praticamente de maneira generalizada, coeficientes negativos e, consequen-
temente, solugdes nao realisticas [48, 57, 79].

Para contornar a situagdo, a partir da década de setenta os esquemas de con-
veccdo upwind t€m sido amplamente estudados e utilizados nas simula¢des numéricas, visando
reduzir a viscosidade artificial e, ao mesmo tempo, derivar técnicas de discretizacdo de alta
ordem de consisténcia [16].

Computacionalmente, os esquemas upwind simulam o conceito fisico da di-
recdo de propagacdo das informagdes de um campo de escoamento, como a direcao de propa-
gacdo de uma onda, no caso de problemas hiperbdlicos. Beneficiando-se do valor conhecido
dessa informag¢@o em um ponto de malha, empregam, naturalmente, uma técnica de diferencas
finitas (explicita ou implicita) na discretiza¢do espacial do termo convectivo® [57]. Em resumo,
a ideia principal desses esquemas € vincular a interpolagdo do fluxo numérico na interface de
uma molécula computacional a direcdo e sentido locais do escoamento, isto €, ao sinal do vetor
velocidade nessa interface.

Uma das grandes vantagens em se utilizar a metodologia upwind € a garantia
do cumprimento das propriedades fundamentais e obrigatdrias para que um esquema de discre-
tizacao, aplicado a um nimero finito de células computacionais, conceba resultados fisicamente
aceitdveis, a saber: conservagdo dos fluxos (convectivos ou difusivos) nas interfaces, positivi-
dade dos coeficientes® e sensibilidade a dire¢io do escoamento [79].

Outra caracteristica marcante de uma equacgdo diferencial discretizada por um
esquema de diferengas upwind, independente da precisdo desse esquema, € que sua solugdo ¢

varia monotonicamente em regides especificas do dominio computacional [43]. Harten [29]

SPor este motivo, os esquemas upwind sio também conhecidos como esquemas de diferengas upwind.

°E desejavel que os coeficientes das equagdes discretizadas sejam positivos, pois isto implica que a matriz dos
coeficientes possua dominancia diagonal e, assim, qualquer método iterativo pode ser utilizado para a resolugéo
do sistema linear proveniente dessas equagdes [48].
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afirma que uma condicao suficiente para que a solucdo discreta ¢ seja mondtona é dada por

min (901'—17%'“) < ¢; < max (901'—1,901'“) , Vie [O,imax] ) 3.1

desde que a monotonicidade da solu¢do em qualquer nivel de tempo k, £ > 0, garanta a mono-
tonicidade dessa solucdo para o nivel de tempo subsequente, isto €,

OF > oy, Vi €0, ima] = ¢

)

P> oL Vi €00, dmax - (3.2)

Esquemas que satisfazem a condi¢do (3.1), e portanto (3.2), sdo ditos esque-

mas que preservam monotonicidade e asseguram a solucao numérica as seguintes propriedades:
i) maximos locais ndo-crescentes e minimos locais ndo-decrescentes;
ii) a ndo concep¢ao de novos extremos.

De acordo com Pulliam e Zingg [61], as propriedades i) e ii) oferecem bene-
ficios ao esquema numérico. A primeira delas proporciona estabilidade, acarretando solucdes
discretas limitadas. Ja a segunda viabiliza robustez, evitando oscilagdes artificiais devido a con-
servacdo da positividade de determinadas grandezas pertinentes ao escoamento, COmo pressao
e densidade, por exemplo.

Segundo Harten [31], a condi¢do de monotonicidade da solucdo ¢ em funcao
do tempo € expressa idealmente quando a forma geral de um esquema numérico explicito de

diferencas finitas com [ + 7 + 1 pontos, aplicado a uma lei de conservacio’ hiperbélica escalar

0, OF _

aﬁL%_O’

com F = F (p) € C'" a fungdo fluxo na diregdo z, € escrita na forma

90?:“ =G <¢§—l7 90?—1+17 EE 790?—%7") - Z Cp(pf;p ’ (-3)

p=—1

em que [,r € Z, e c € R* dependem do esquema considerado, G é uma fun¢do continua e
©¥ é uma aproximagio para a solugio exata, avaliada na posi¢o i, 0 < i < I = iy, € NO
nivel de tempo &k, £ > 0, de uma malha computacional. Desse modo, diz-se que o esquema
de discretizagdo (3.3) € monétono desde que G seja uma funcdo ndo-decrescente levando em
consideragdo cada um dos seus [ + r 4 1 argumentos, isto &,

0G

— (Giely Qictt1y - 5 Qirr) =0, Vi—1<j<i+r (3.4)
yp;

"Matematicamente, uma lei de conservacio afirma que a taxa de varia¢io da quantidade total de uma substancia
contida em alguma regido fixa € igual ao fluxo dessa substincia que atravessa as fronteiras dessa regido.
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Ainda em seu trabalho, Harten [31] conclui que a convergéncia das solucdes
de esquemas mondtonos escritos na forma (3.3) sempre correspondem a solugdo fisica ideal,
justificada pela relacdo existente entre a monotonicidade dessas solugdes e a presenga de ter-
mos Viscosos nas equacoes a serem discretizadas. Além disso, mostra que a precisdo desses
esquemas ¢é, necessariamente, de primeira ordem. Por fim, em [29] Harten enuncia e demonstra
um teorema que relaciona esquemas mondétonos com as propriedades i) e ii), do qual é possivel

inferir o seguinte coroldrio.
Corolario 3.1. Todo esquema mondtono é um esquema que preserva monotonicidade.

Desse resultado, segue que as propriedades i) e ii) de monotonicidade (da solucdo) sdo garanti-
das para quaisquer esquema monotono de primeira ordem de precisao.
A figura 3.1 retrata o comportamento ndo oscilatorio de uma solu¢do numé-

rica o obtida por meio de um esquema mond4tono.

2 1

SOLUGCAO MONOTONA
— — — SOLUGAO NAO MONOTONA

T

Figura 3.1: Perfil mondtono e ndo mondtono de solugdo

Embora o perfil monétono seja desejdvel para que a correspondente solugdo
numérica seja fisicamente consistente, a reciproca do corolério 3.1 somente € véalida para o caso
de esquemas de discretizag¢do lineares®. Entretanto, é possivel desenvolver esquemas de dife-
rencas finitas ndo lineares, decorrentes de discretizagdes ndo lineares, com precisdo maior que
um e que preservam monotonicidade [71].

No que se segue, discute-se brevemente alguns esquemas upwind classicos

disponiveis na literatura, bem como suas respectivas formulagdes explicitas via diferencas fini-

8Um esquema de discretizacdo linear é um esquema que dé origem a um sistema de equagdes lineares a partir
da discretizacao de uma equacao diferencial linear [82].
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tas, dadas em coordenadas cartesianas. Outros pormenores concernentes a analise numérica de
cada um desses esquemas podem ser consultados em [1, 2, 17, 22, 32, 33, 36, 51, 79].

No final do capitulo expde-se o desenvolvimento, em coordenadas generali-
zadas, de um novo esquema convectivo ndo linear que preserva monotonicidade, idealizado sob

o tratamento upwind de discretizacdo.

3.1 FUNDAMENTOS DAS DISCRETIZACOES

A titulo de exemplificac@o, os esquemas upwind descritos nas proximas se-

coes sao embasados na discretizacio da lei de conservacao unidimensional linear
— 4+ —F(¢)=0, z2€Q=[a,b]CR, telty,T],t>0, (3.5)

com ¢ € C* (R x R, ) uma fungdo escalar desconhecida, ¢, e T os tempos inicial e final da

simulagdo, respectivamente. A fungdo fluxo em um ponto (x,t) é dada por

F<¢> :u(x7t>¢($>t)7 (3.6)

com u a velocidade positiva ou negativa de propagacdo da quantidade conservada ¢.

Para a finalidade em questdo, toma-se como referéncia um ponto arbitrario de
coordenadas (x,t) € [a, b] X [to, T], 0 qual, para uma malha computacional uniforme similar a
exibida na figura 3.2, é definido como

b—a T—to
t=t,, 0<Ek<K=Fkpx= ,
Az © BB =R = At

T=2; 0 <1 <1 =1ipa =

com Ax = x;,1 — x; € At =ty — t 0s incrementos espacial e temporal, respectivamente.

Ax

P

i-2 i-1 i xi+1 xi+2 1

Figura 3.2: Representa¢do do dominio computacional
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Sem perda de generalidade, considera-se x; = iAx e t, = kAt. Deste modo,
o valor discreto da funcdo ¢ (x, t), avaliada na posi¢do i e no nivel de tempo k, com i € [0, iy
e k € [0, kmax), € entdo denotado por ¢F = ¢ (2, tx) = ¢ (iAx, kAt). Por simplicidade, o ponto
(x;,tx) da malha serd referenciado como ponto (i, k).

A discretizacdo da EDP (3.5) serd feita com base no MDF. Porém, MDF tradi-
cionais, mesmo se linearmente estdveis, muitas vezes fornecem maus resultados na presenga de
choques e outras descontinuidades [70]. Sendo assim, a representagdo por diferencas finitas da
EDP (3.5) € feita de modo que o principio conservativo seja mantido, isto é, a menos de erros de
arredondamento, a versao discretizada dessa equagdo corresponde exatamente a conservacao da
grandeza fisica ¢ sobre uma regido finita arbitrdria, para qualquer tamanho de malha contendo
qualquer nimero de pontos. Esquemas que satisfazem esta propriedade conservativa sao ditos
esquemas conservativos [59].

De acordo com LeVeque [43], a base da conservacdo estd associada a taxa de
variacdo da massa total no interior de um volume de controle, devido unicamente ao fluxo nas
fronteiras (faces) deste volume. Nesta perspectiva e sem prejuizos a notacao adotada, os esque-
mas upwind apresentados nas proximas secoes sdo desenvolvidos a partir de um deslocamento
de Az /2 da malha no sentido positivo do eixo x, de modo que os nés computacionais da malha
primdria passam a ser o centro dos novos volumes de controle da malha deslocada, delimitados

pelas linhas tracejadas, conforme mostra a figura 3.3.

Ax
k+1 i
i (x,t) i i i
i L i i At
i : A i i i
L X X | £ X X
i2 -1 i i o i+2
t t g |
xi—S/Z xi—3/2 xi—l/Z xi+l/2 xi+3/2 xi+5/2

X

Figura 3.3: Representacdo do dominio computacional deslocado mostrando o ¢-ésimo volume
de controle, cujas fronteiras sdo indicadas pelas linhas tracejadas z;_1 e x; 1
2 2

Dessa forma, se i € [1,im.x] C N, entdo o i-ésimo volume de controle, desta-

cado em verde na figura 3.3, € definido como o intervalo

1
=3 T ta e Ax:xi%—xif

N
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Assim, um esquema de diferencas conservativo para a lei de conservacao (3.5)

¢ um método numérico da forma

(5)

k A% B, - =0, (3.7)

i
em que

~k ~k
Fi+% = ,;OZ. (¢f*l+l7 ¢ffl+27 ey (berr) € Fifl = ‘g ( ffb fflJrlJ s 7¢"£€+7'71> (38)

2

sdo aproximagdes para a funcdo fluxo (3.6) nas fronteiras ¢ + % el — % de I;, obtidas por inter-
médio de uma funcdo de interpolacdo, denominada esquema convectivo.

Nesse contexto, € de fundamental importancia que o fluxo numérico conser-
vativo F do esquema convectivo desenvolvido seja consistente com a fungio fluxo da EDP (3.5),
isto é,

F(¢.6,...,0) =F(¢),

implicando que o esquema de diferencas (3.7) seja consistente com a lei de conservagdo (3.5).
Admitindo-se constante a velocidade u de propagacao da quantidade conser-
vada ¢, a funcao fluxo (3.6) é dada por

F(¢) = uo (z,t),
e, portanto, a lei de conservacao (3.5) € reescrita como

o6 O B
E + % (u¢) - O, (39)

conhecida como equacdo de adveccdo. Consequentemente, supde-se que o fluxo numérico de-
penda diretamente do valor da varidvel genérica ¢ convectada no escoamento. A funcdo fluxo
¢ entdo aproximada, respectivamente, nas faces ¢ + % el — % do i-ésimo volume de controle I;

pelas expressoes

~k ~k
Fiy1 = (ug);,) = ugf,, e Fii= (ug);y = udf ;. (3.10)

2
Logo, de (3.7), (3.8) e (3.9) impde-se que

k
1 0
Ar [ﬁ (d)?le? ¢§7Z+27 AR ¢§+r) -7 ( f—la Qbfflﬂa e 7@5?“71)} ~ (@ (u¢))

)

e, como u € admitida constante, segue imediatamente de (3.10) que o termo convectivo € apro-
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ximado por uma abordagem de diferencas centradas,

k
u k 09
as [ e = () G0
e, por conseguinte, o método numérico (3.7) € reescrito como
oo\ |
— — 3.12
((975) ‘ +AJ; [ i+3 ¢Z—’ (3.12)

A discretizagdo da derivada temporal de (3.12) no ponto (¢, k) é feita utilizan-

do o método de Euler explicito, isto €, uma diferenca progressiva da forma

()] -

O simbolo O(.), conhecido como o simbolo de Landau, indica a ordem do

_ ot ot cb’“

S+ O(A). (3.13)

i

erro da aproximacdo do esquema, obtida, neste caso, a partir do truncamento da expansdao em
série de Taylor da fungdo ¢ em torno do né computacional identificado pelo ponto (7, k). Assim,
se At corresponde ao incremento uniforme de passo no tempo, entdo a expansdo em série de
Taylor da fungdo ¢ avaliada no nivel de tempo k + 1, k > 0, por exemplo, é dada por

9¢ 19%¢

¢ (thi1) = & (tr) + 5 (tr) (trr — te) + S92 (tr) (trpr — te)* + ..

Ainda, considerando-se a notagdo discreta ¢* = ¢ (tz) e ¢*! = ¢ (tpy1),

k k
0¢p 1 [(0%¢ 9
oM =gk + ( ) ‘ (tes1 — tr) +5 (—) (tey1 — )"+,
ot —_— 2 ot? —_———
At (At)?

segue que

o que implica em
9¢
at )|

mostrando que o esquema (3.13) atinge primeira ordem de precisdo temporal.

k
k+1 k A 2
¢ ¢ l(%) — ., Vie[l,imaX]CNv

At 2 o

[\ J/

O(At)

De forma geral, uma expressdo do tipo O(A®)* representa uma série de po-
téncias em A® iniciando com grau w € Z ., o qual determina a taxa com que o erro da aproxi-

macdo tende para zero a medida que a malha é refinada.
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Substituindo a expressado (3.13) na equacdo (3.12), obtém-se uma representa-

¢do por diferencas finitas da EDP (3.9) no ponto (i, k)

k k
0= % + u% — (biﬁ; i + uqb”%A:i_é + O(Az®, At). (3.14)

A precisdo espacial w € Z, depende da fun¢do de interpolacdo utilizada na
discretizacdo do termo convectivo de (3.9) e também pode ser obtida a partir de uma expansao
em série de Taylor, na qual o gradiente d¢/0z da fungdo ¢ é estimado conforme o nimero de
pontos intrinsecos aos volumes de controle envolvidos em sua formulacao.

Os esquemas upwind utilizados para avaliar a quantidade conservada ¢ sdo
fundamentados na molécula computacional 1D extraida da malha deslocada da figura 3.3 e ex-
posta na figura 3.4, a qual representa esquematicamente o escoamento de um fluido na dire¢ao
horizontal, cujo sentido € dado pelo sinal da velocidade constante de convec¢do u na face 7 + %

do i-ésimo volume de controle I;.

Ax
B
H ”4'% H
2 i1 i Ll 2 .
' R U D
i-1/2 i+1/2
— —
Ax Ax
2 2
@ u>0
Ax
P
i-2 i-1 i i+1 i+2 o
i D | U R
i-1/2 i+1/2
— —
Ax Ax
2 2
b)) u<0

Figura 3.4: Representacdo esquemadtica para se obter aproximagdes para a derivada convectiva
mostrando o ponto ¢ de discretizacdo e seus vizinhos, as faces que definem o i-ésimo volume
de controle e o sentido da velocidade de conveccdo u na face 7 + %

Os pontos D (Downstream), U (Upstream) e R (Remote-upstream) sdo, res-
pectivamente, as posi¢des a jusante, a montante e mais a montante da interface ¢ + % entre o
i-ésimo e o (7 + 1)-ésimo volumes de controle, as quais variam conforme o sinal da velocidade
u, como pode ser observado nas figuras 3.4(a) e 3.4(b).

De modo geral, para avaliar a propriedade transportada ¢ em uma interface
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arbitréaria f, faz-se uso de um perfil de interpolagao ou extrapola¢ao upwind da forma

¢f = ¢f (¢Da¢U7¢R7$gn (Uf)) ) (315)

em que ¢p, ¢y € ¢r denotam os valores da grandeza ¢ nos pontos D, U e R, respectivamente,

e sgn (uy) € o sinal da velocidade de convecgdo  na interface f de duas células adjacentes.
Por fim, admitindo-se apenas as equacdes algébricas de diferencas de (3.14) e

assumindo, por hipétese, a massa especifica do fluido constante’, pode-se fazer uso do niimero

de Courant'®

At
= u— 1
o=u = (3.16)

para reescrever o esquema de diferencas conservativo (3.12) na forma
o = of —a [0, — o] (3.17)
2 2

utilizada para estimar o valor da fungdo ¢ no ponto (i, k + 1),k > 0.

3.2 ESQUEMAS UPWIND DE PRIMEIRA E SEGUNDA ORDEM

O mais simples dos esquemas upwind € o esquema de primeira ordem, FOU[13].

O esquema possui um perfil de extrapolacdo constante, expresso por

Of = dyu. (3.18)

Considerando os respectivos pontos associados as posi¢oes D, U e R das fi-

guras 3.4(a) e 3.4(b), consoante ao perfil (3.18) tem-se
¢i,u>0 ¢i—17u>0
Gip1,u <0 Gi,u <0
e, portanto, segue da expressao (3.11) que a discretizagdo da derivada espacial de (3.9) por este
esquema, no ponto (7, k), k > 0, é dada por
k
o¢ O — P
- B St A 3.1
<8x> AL +O0(Az), u>0 (3.19)

%

Caso a massa especifica seja variavel, além da velocidade natural de convecgio u, a velocidade do som também
influencia no transporte da quantidade ¢, devido a conveccdo da pressdo. Nesse caso, a velocidade de propagacao
da onda € definida como ¥ :=wu + ¢, com ¢ a velocidade do som [3].

Varigvel local do dominio fluido, definido como o fluxo numérico advectivo adimensionalizado pelas malhas
espacial e temporal em cada célula computacional. Usualmente, emprega-se essa nomenclatura para se referir a
condi¢@o CFL (Courant—Friedrichs—Lewy), que permite a precisdo fisica e estabilidade do cdlculo em um intervalo.
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ou
Cogh g
= % +0O(Az), u<0, (3.20)

(5)

que nada mais sdo do que esquemas de diferencas regressivas e progressivas, respectivamente.

7

Substituindo as expressoes (3.19) e (3.20) na equacdo (3.14), tem-se

e A
0= A7 +u AL + O(Azx,At), u>0 (3.21)

ou k+1 k k k
e Bl AL 5 i +O(Az,At), u <0, (3.22)

At Ax
cujos dois primeiros termos do segundo membro consistem na representagdo por diferencas

finitas da EDP original.

k+1

t t
xi—2 xi—] xi xi+1 xi+2
X
@ u>0
tk+1
tk
t t
x;‘_z xifl xi xi+1 xi+2
X
®u<0

Figura 3.5: Esténcil do esquema FOU para a equagdo de advecgdo 1D
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Admitindo-se apenas as equagdes de diferencas em (3.21) e (3.22), tem-se

k+1 k k k
qbi — ¢z ¢z — Yi—1

T
ou k+1 k k k
?ngﬁz—ﬂi%éfa u <0, (3.24)

As figuras 3.5(a) e 3.5(b) apresentam os esténceis!!

computacionais do es-
quema FOU para a resolucdo da equacdo de adveccdo unidimensional (3.9), com v > 0 e
u < 0, respectivamente. Também, decorre de (3.23) e (3.24) que o esquema conservativo pode

ser escrito na forma (3.17) como!?

Pt =¢f —o(of — L), u>0 (3.25)

ou
S =gk — o (ph — @F), u<O. (3.26)

)

Caso se deseje levar em conta ambos os sinais da velocidade de conveccao u
simultaneamente durante o processo de discretizacdo da equacdo (3.9), as expressoes (3.25) e
(3.26) podem ser combinadas de maneira que o esquema conservativo possa ser representado

de forma geral pela seguinte expressio'?

At _
o7 =i — 5 [uT (97 —9) +um (95 — 6] (327)
com
v = max (u,0) = %(u +ul) e w” =min(u,0) = % (u— |ul). (3.28)

Assim, por exemplo, se © > 0, entdo segue imediatamente de (3.28) que

u+:§(u+u):u e u ==(u—u)=0,

os quais, substituidos na forma compacta (3.27), fornecem a expressao correspondente ao caso
particular (3.25).

Outra forma de se determinar a precisao de um método numérico consiste na

comparacao entre as solu¢des numérica e exata, desde que a ultima seja conhecida. Para o es-

quema FOU, essa sistematica pode ser encontrada em [78], na qual solu¢cdes numéricas para a

equacao do transporte (3.5) sdo avaliadas para diferentes refinamentos de malhas uniformes.

"No contexto de expressoes de diferencas finitas, o esténcil de uma aproximacio indica, através de uma figura,
a posi¢do relativa dos pontos presentes em uma equacio de diferengas finitas (EDF) [22].

1205 esquemas (3.23) e (3.24) — ou sua forma alternativa (3.25) e (3.26) — também sdo conhecidos como FTBS
(Forward Time—Backward Space) e FTES (Forward Time—Forward Space), respectivamente.

13 A forma concisa (3.27) foi introduzida por Courant, Isaacson e Rees [13] para se resolver equagdes diferenciais
hiperbélicas ndo lineares via diferencas finitas e, em virtude disso, também é conhecido como esquema CIR.
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Apesar de se tratar de um esquema de primeira ordem e ser numericamen-
te difusivo, as solu¢des numéricas obtidas pelo esquema FOU preservam o comportamento
nao oscilante, independentemente da malha [17, 66]. Ou seja, o esquema FOU € um esquema
monGtono, pois, considerando a lei de conservagao (3.9) e sendo gbf“ a solucao numérica obtida
por meio de (3.25) ou (3.26) no ponto (i, k + 1), k > 0, entdo segue de (3.3) e (3.4) que

OF OF
ML B (0F ), 0<i < — LIRS g >0
¢1 1(1—17¢z)7 11 8¢i—1 Oaa¢i g, U
ou
. OF, OF,
¢§+1:F f, f 7O§Z§Zmax — :1+07—:_0-7 u <0.
2 (9 n) 09 it

Como o esquema FOU ¢ estdvel para ¢ € (0,1), se v > 0, ou para o €

(—1,0), se u < 0 [33], entdo

% (Pic1,00) 20, j=i—1,i ; g—l;j (¢s, Gig1) >0, j=1i,i+1
Logo, o esquema FOU preserva monotonicidade tanto para v > 0 quanto para v < 0 em seus
respectivos intervalos de estabilidade numérica.

Porém, embora os resultados mostrem monotonicidade da solu¢do na vizi-
nhanca da(s) descontinuidade(s), o esquema FOU ndo é recomendado para simulacdes que
admitam longos periodos de tempo, visto que podem ocorrer a suavizacdo dos extremos e a
predominancia de dissipa¢do numérica [46]. Além disso, quando o € praticamente desprezivel,
a baixa ordem do esquema induz a sérias perdas de precisdo [26].

A fim de se minimizar os erros causados pelo efeito difusivo do esquema
FOU, novos esquemas foram propostos, dentre eles, o esquema upwind de segunda ordem,
SOU, de Warming e Beam [80]. Este método faz uso de um ponto a mais durante o processo de

discretizacdo e sua aproximacdo pode ser dada por meio de uma extrapolacdo linear'* da forma

3 1
Or = §¢U - §¢R- (3.29)

Assim, considerando os pontos associados as posi¢des D, U e R da molécula

computacional exibida na figura 3.4, tem-se

3

1
5@' - §¢z’—1 ,u>0

3

1
01— Pi2,u>0
2¢1 2¢2U

1
2 3 1
=P — §¢i+1 ,u<0

3 1
§¢i+1 - §¢z‘+2 ,u <0 5

Por conseguinte, o esquema SOU, aplicado a derivada espacial de (3.9) no

4Por este motivo, o esquema SOU também é referenciado como LUDS (Linear Upwind Differencing Scheme).
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Figura 3.6: Esténcil do esquema SOU para a equagao de advecgdo 1D

ponto (i, k), k > 0, é dado conforme a velocidade de convecgdo u por

0o\ | _ dis —4f, + 3¢} 2
<0$) | SAL +O(Az)", u>0

7

ou

—3¢k + 4¢z+1 1+2
2Ax

99 2
(%) | +O0(Az)", u<DO.

)

Substituindo as expressoes (3.30) e (3.31) na equagdo (3.14), tem-se as EDF

o ok oy — a0k, + 30}

Al 5Ax  u>0

ou
¢k+l ¢y — —3¢F + 4611 — Blia
At 2Ax ’

u < 0,

39

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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cujos esténceis sdo mostrados nas figuras 3.6(a) e 3.6(b), nesta ordem.
Equivalentemente, segue de (3.32) e (3.33) que o esquema de diferencas con-

servativo pode ser escrito na forma (3.17) como

Ot = o = 5 (o — 40k, +361), u>0

ou
o
Pt = ¢f — 2 (—36F +4df, — da) . u <0,

ou ainda, analogamente a (3.27), de forma compacta e geral como

At
¢§+1 = (bf T 9Az [Tﬁ ( §72 - 4¢§71 + 3¢f) tu (_3‘25? + 4¢§+1 - ¢i€+2)} )

com u' e u~ definidos em (3.28).

Embora o esquema SOU atinja segunda ordem de precisdo, trata-se de um
esquema nao monotono e, assim como no esquema de diferencas centradas de segunda ordem
— CDS (Central Difference Scheme) — sob condi¢des severas de convecgdo, sua implementacao
acarreta o comportamento oscilatério em torno de regides com gradientes elevados, implicando

a instabilidade da solugdo e, consequentemente, a perda de precisdo numérica [48].

3.3 ESQUEMA UPWIND DE TERCEIRA ORDEM

Um dos mais conhecidos esquemas de alta ordem € o esquema QUICK, de

Leonard [41], cuja formulagdo se fundamenta numa interpolagcdo quadrética da forma

3 3 1
¢ = Z¢U + §¢D - §¢R, (3.34)

com terceira ordem de precisdo tanto para malhas uniformes quanto para malhas ndo uniformes.
Considerando os pontos associados as posi¢des D, U e R da molécula com-

putacional exibida na figura 3.4, tem-se
1 3 3 1 3 3
—<Qic1+ < ¢i + SPir1,u>0 —<@i2t < Pic1+ @i, u>0
8¢ 1+4¢ +8¢+1U | 8¢ 2+4¢ 1+8¢ u
3 3 1 3 3 1
~Qi + < Piv1 — Shiva ,u <0 ~Qi1+ <0 — SPit1 ,u<0
8¢ +4¢+1 8¢ 2 U 8¢ 1+4¢ 8¢+1 u

Assim, para uma malha cartesiana uniforme, a aproximacgao da derivada con-

vectiva de (3.9) pelo esquema QUICK, no ponto (i, k), k > 0, é dada por

(5)

k
572 B 7¢"£€71 + 3¢f + 3¢§+1

SAZ

+O(Az)?, u>0 (3.35)

7
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ou .
_ —3¢f—1 - 3¢§ + 7¢f+1 B ¢f+2

Az)’ . .
Az +O(Az)”, u<0 (3.36)

(5)

Substituindo as discretizagdes espaciais (3.35) e (3.36) na equagdo (3.14),

%

tem-se as EDF

Ot —dr _ Oa = TOL + 301 + 360

N Ao . u>0 (3.37)

ou
ot —of _ =30k, — 30k + 7ok, — ol

At SAx ’

A posicao relativa dos pontos presentes nas equacgdes (3.37) e (3.38) € mostrada nas figuras

u < 0. (3.38)

3.7(a) e 3.7(b), respectivamente.

t
k+1

t tk_1
xifz xi—l xi xi+1 xi+2
X
@ u>0
k+1
tk
t t‘k_1
xi—z xi—l xi xi+1 xi+2
X
®u<0

Figura 3.7: Esténcil do esquema QUICK para a equacdo de adveccio 1D

Ainda, de (3.37) e (3.38), o esquema de diferengas conservativo é escrito na
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forma (3.17) como

(bf“ = ¢f - (¢§—2 - 7¢f—1 + 3¢§ + 3¢§+1> , u>0

o
8
ou

o
O = 0 — 2 (S8, —30f + 70l — ofin) . <0,

ou também, semelhantemente, de forma concisa como

A
o7 = 0= 20 (o, — 76y 18 (o + 0k)) (-3 (6, + o) + Tl — 080)],

com u™ e u~ definidos em (3.28).

Em comparacio aos esquemas upwind tradicionais, a falsa difusio'” resultan-
te da implementacdo do esquema QUICK ¢é demasiadamente pequena e as solugdes obtidas com
malhas grosseiras sdo, frequentemente, mais precisas. Todavia, para certos tipos de escoamen-
tos, tais solugdes apresentam problemas inerentes a estabilidade e limitagado [79].

Diante do exposto e sem perda de generalidade, conclui-se que esquemas de
primeira ordem introduzem difusdo numérica na solucdo, suavizando regides com fortes gra-
dientes, e, a vista disso, ineficientes na resolucao de problemas multidimensionais envolvendo
malhas grosseiras [71]. Por outro lado, apesar de evoluir a eficiéncia computacional, esquemas
com precis@o maior que um — particularmente os que possuem coeficientes constantes — t€ém
a possibilidade de originar oscilagdes espurias, induzindo instabilidades ndo lineares quando
aplicados ao longo de uma descontinuidade [26].

Diante desse impasse, tornou-se um desafio para a comunidade cientifica em
DFC estabelecer o acréscimo na precisdao dos esquemas upwind sem invalidar a solugdo, a fim
de que atributos como a forma conservativa e o principio do valor mdximo, além da alta eficacia
de aplicagdes, fossem satisfeitos.

Como resultado das constantes pesquisas, surge uma classe de novos esque-
mas, discutida na proxima se¢do, os quais, a partir de uma limitacdo do fluxo convectivo, pre-
servam a estabilidade da solucdo numérica e, a0 mesmo tempo, sao sensiveis a direcdo do

escoamento, apropriados a problemas multidimensionais [2, 79, 84].

3.4 ESQUEMAS UPWIND DE ALTA RESOLUCAO

Segundo Roe [64], esquemas de alta resolug@o sdo uma classe de algoritmos
destinados a resolver problemas envolvendo EDPs de primeira ordem, nos quais a propagacao
de ondas, particularmente ondas nao lineares, ¢ um atributo relevante. Mais precisamente,
LeVeque [44] atesta que esse termo se aplica aos esquemas que possuem, no minimo, segunda

ordem de precisio sobre solucdes suaves e sdo capazes de fornecer descontinuidades livres de

15Para uma melhor compreensao sobre este contexto, recomenda-se [22, 48, 54].
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oscilacoes.

De forma geral, os esquemas de alta resolu¢do sdo deduzidos visando me-
lhorar a precisdo e estabilidade dos esquemas convectivos existentes mediante um perfil de
interpolacdo adequado, de forma que as solugdes obtidas possuam, no minimo, segunda ordem
de precisao e sejam incondicionalmente estaveis [51]. Nesse contexto, utiliza-se um método de
alta ordem, modificando-o de forma que a quantidade de dissipacdo numérica na vizinhancga de
uma descontinuidade seja refinada [44].

Sendo assim, desenvolver um esquema upwind de alta resolucdo requer a
combinacdo entre um esquema de convec¢do upwind de alta ordem e um critério de limita-
cdo, garantindo que nenhum comportamento oscilatério seja evidenciado na solugdo. Nesta
perspectiva, uma metodologia bem aceita na modelagem de escoamentos incompressiveis [16]
consiste em formular esquemas upwind de alta resolu¢do com o objetivo simultaneo de obter o
perfil mondtono de solugdo, manter a alta ordem do esquema QUICK e preservar a vantagem
do esquema FOU em suprimir oscila¢des artificiais em torno das descontinuidades, proporcio-
nando, dessa forma, resultados fisicamente coerentes e aceitaveis.

Entretanto, reitera-se que esquemas lineares monotonos € que preservam mo-
notonicidade atingem, no mdximo, primeira ordem de precisdo, inapropriados para a resolug¢ao
de problemas bi— ou tridimensionais envolvendo malhas grosseiras. Consequentemente, para
que o esquema upwind de alta resolu¢do desenvolvido preserve monotonicidade, este deve pos-
suir, necessariamente, um carater nao linear.

Para esse fim, fatores de correcdo nao lineares, denominados limitadores, sao
inseridos nas equacdes [33, 61]. Os limitadores restringem a amplitude dos gradientes existen-
tes nas equagdes de diferencas de segunda ordem originais, evitando a geracdo de oscilacdes
indesejaveis (overshoots ou undershoots) [2]. Nesta 16gica, hd uma grande variedade de abor-
dagens disponiveis, sendo os limitadores de fluxo uma das mais usuais e relevantes [44, 81].
Para um estudo mais aprofundado sobre limitadores, o leitor interessado pode consultar [39].

No que se segue, apresentam-se as principais ferramentas necessarias para
o desenvolvimento do esquema upwind de alta resolu¢do nao linear proposto neste trabalho,
com base na formulacdo de varidveis normalizadas NVF (Normalized Variable Formulation),
sugerida por Leonard [42], no critério de convec¢do limitada CBC (Convection—Boundedness
Criterion), de Gaskell e Lau [23], e da propriedade limitadora TVD (7otal Variation Dimini-
shing), de Harten [29] e Sweby [75].

3.4.1 Normalizacao de Variaveis

Considere a molécula computacional ilustrada na figura 3.4, de modo que a
velocidade de convecgao u € supostamente conhecida em todos os pontos do dominio. A fim de
que a solug@o numérica do esquema convectivo condicione estabilidade e solucione problemas
que envolvam gradientes elevados, Leonard [42] propds a metodologia NVF, na qual a varidvel

genérica ¢ convectada no escoamento, fixada em uma posi¢ao arbitraria com relacao a uma face
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de um volume de controle do dominio computacional, € definida como

2 () — PR
o)y = —, (3.39)
Y op —on
fixando um padrao para o comportamento da solucdo local.
Particularmente,
. ¢p—¢r © Pr—¢r
P ¢p—or 7 6p — or

Logo, se ngSU = O entdo ¢y = ¢g € se ngSU = 1 entdo ¢y = ¢p. Assim, a andlise da variagdo
¢ via um esquema upwind genérico expresso na forma (3.15) passa a depender unicamente de

ou, podendo ser reescrita na forma normalizada como

b1 = o5 (dv), (3.41)

denominada curva caracteristica, na qual dSU torna-se um indicador de suavidade.
A partir da definicao (3.39) e dos valores (3.40), os perfis dos esquemas FOU
(3.18), SOU (3.29) e QUICK (3.34) sdo escritos, respectivamente, como

br=bu, by =1dv, @z%@mé) (3.42)

As curvas (3.42) sao delineadas no diagrama de varidveis normalizadas NVD
(Normalized Variable Diagram), exposto na figura 3.8, extremamente ttil para a elaboracao
de esquemas convectivos de alta resolucdo. Sua idealizacdo é fundamentada na relacdo exis-
tente entre a varidvel convectada, estimada em uma face arbitrdria da célula computacional, e a
varidvel adjacente a montante, ambas na forma normalizada.

De acordo com Alves, Oliveira e Pinho [1], o diagrama NVD compreende
uma zona de suavidade, constituida para valores de gZSU ~ 0.5. Para variacOes bruscas na incli-
nacdo da caracteristica de um esquema em ngﬁU = (.5, simulacdes computacionais apresentaram
dificuldades quanto a convergéncia numérica.

Qualquer relagdo funcional (em geral ndo linear) entre gg fe (;ASU que passe pelo
ponto (0.5,0.75) pode ser definida em termos da curva caracteristica no sentido da interpolago
upwind da seguinte forma

251

@zgu%%wcu—%m,c— T C=C(), (3.43)

em que C representa o fator de curvatura e S o coeficiente angular da caracteristica, condi¢@o ne-

cessdria e suficiente para que o esquema atinja segunda ordem de precisao [42]. Em particular,
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0.75 o
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SOou
QUICK

0 T T 1
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éfA)U
Figura 3.8: Representacdo dos esquemas convectivos upwind classicos FOU, SOU e QUICK
no diagrama de varidveis normalizadas NVD

como requisito para atingir a conservagao da propriedade linear, se

1 1 1 3

entdo o esquema possui terceira ordem de precisao [42, 81].

A partir de experimentos numéricos realizados, concluiu-se também que es-
quemas cuja caracteristica (3.41) intercepta o segundo e quarto quadrantes, bem como a reta
(;BU = 1 acima e abaixo de gz§ ¢ = 1, implicam no surgimento das principais inconsisténcias fisi-
cas, intrinsecas as oscilagdes e difusdo artificial. Por conseguinte, para desenvolver esquemas
upwind de alta resolucdo, a caracteristica ndo linear esquematizada no diagrama NVD deve,
necessariamente, estar definida na origem do sistema de coordenadas ortogonais ngSU ngAﬁ ¢ € No
ponto (1,1), satisfazendo, concomitantemente, as condi¢des (3.43) e (3.44) [42].

Para os valores de gEU ¢ [0, 1], Leonard [42] ainda propde que a caracteris-
tica seja estendida continuamente, de forma a se aproximar da reta que representa o esquema
QUICK. Ja Lin e Chieng [47] sugerem que, para essa restricao, o esquema FOU deve ser uti-
lizado como referéncia. Ainda mais, recomendam que a relagcdo funcional (3.41) seja conti-
nuamente diferencidvel em todo dominio computacional, de forma a prevenir problemas de

convergéncia para longos periodos de tempo nas simulagdes.
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3.4.2 Critérios de Limitaciao

Computacionalmente, dizer que uma solugdo € limitada significa que o seu
valor num dado ponto ndo ultrapassa os valores maximos € minimos assumidos nos pontos
adjacentes dependentes do processo fisico.

Considerando a variacdo da quantidade ¢ numa vizinhanca do ponto associa-
do a posi¢do U, como mostrado na figura 3.4, e estendendo a interpretacdo para qualquer face
de uma célula do interior do dominio computacional, pode-se se obter uma solucao numérica

localmente limitada, desde que

or< ¢y <¢p, u>0, ; ¢r=>9¢y=>0¢p, u<0,

ou, equivalentemente, no contexto de varidveis normalizadas
or<¢u<¢p, u>0, ; Or>dy=>¢p, u<O0, (3.45)

Caso a restri¢c@o local (3.45) seja valida para todo o dominio de solu¢do, ha-
verd auséncia de oscilagOes ndo fisicas para a solugdo global [10, 16]. A seguir, definem-se dois
critérios tipicos de limitagcdo, de forma que os esquemas de alta ordem derivados a partir destes

preceitos preservam monotonicidade e inibem possiveis instabilidades.
e CBC

O critério CBC, de Gaskell e Lau [23], € uma condicao necessdria e suficien-
te'® para garantir que a solu¢do de um esquema convectivo definido por uma funcio continua
ou continua por partes, ambas crescentes, seja ndo oscilatdria. Este propdsito € alcangcado desde

que a relacdo funcional (3.41) satisfaca as seguintes condigdes:

b5 € [du, 1], 0 €[0,1]
br=0 Loy =0
br=1 ,dv=1

| ¢r=0u .du0,1]

O verde em destaque na figura 3.9 ilustra geometricamente o diagrama repre-

(3.46)

sentativo do critério CBC (3.46). Assim, dada a restri¢do de limitacao local (3.45), para se obter

a limitacdo global da solucao numérica € exigido que

0< oy <1, (3.47)

16 Apesar de ser considerado a referéncia mais aceitdvel para se derivar esquemas limitados em termos de varid-
veis normalizadas, trabalhos recentes provam que a condi¢do de limitagdo CBC ¢ apenas suficiente [12, 81].
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e, nesse caso, a caracteristica ¢y (¢/) estd inteiramente contida na regido triangular da figura
3.9 e a solugdo numérica preserva o perfil monétono [23].
2 =

<<°°

v

Figura 3.9: Diagrama CBC em varidveis normalizadas no plano—qZ;ngAS f

Das figuras 3.8 e 3.9, nota-se que o esquema FOU € o unico a satisfazer o
critério de limitagdo CBC (3.46) de forma incondicional. Logo, e sem perda de generalidade,
para que esquemas de ordem superior (no minimo ordem dois) sejam limitados, estes devem
representar fungdes nao lineares ou lineares por partes no diagrama CBC, o que ratifica as ideias
apresentadas na se¢do 3.4.

Sob essas consideragdes, o esquema de diferengas upwind obtido da relacao
funcional (3.41) € limitado e a restri¢do (3.47) descreve o intervalo de monotonicidade da solu-
¢do. Neste caso, a regido do diagrama NVD associada a interpolagéo upwind no intervalo [0, 1]
¢ estavel, na qual a viscosidade artificial resultante ¢ minima [16]. Todavia, embora o critério
CBC aborde o problema da estabilidade de solucdes numéricas de forma satisfatéria, nao ha

garantia da convergéncia dessas solucdes [1, 46, 62, 65].
e TVD

Para assegurar a convergéncia de um esquema convectivo € a0 mesmo tempo
garantir a monotonicidade da solu¢do combinada a uma alta ordem de precisdo, Harten [29]
introduziu o critério TVD. Sua premissa tem por objetivo evitar o incremento da variagdo total
TV (Total Variation) da solugdo discretizada ao longo do tempo.
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Para esclarecer este conceito considere, sem perda de generalidade, a lei de
conservacao escalar (3.5). A variacdo total TV de uma solugdo fisicamente aceitdvel ¢ com

respeito a = € (2, no instante de tempo t € [0, T], € definida como

TV (¢ (x,t)) :/Q % dx,

ou ainda, em termos da solu¢dao numérica, como

Tmax

TV (¢F) =) " |ok, —¢f], V>0, (3.48)
=1

de modo que esse valor ndo aumente com o avancgo do tempo [59].
Assim, para que um esquema numérico possua variacao total ndo-crescente

no tempo, isto &, seja um esquema TVD, exige-se que a variacdo total TV (3.48) satisfaca

TV (") < TV (¢*), VEk>0.

ou

Figura 3.10: Diagrama TVD em varidveis normalizadas no plano-qASUgE ¥

Harten [29, 30] demonstra o seguinte
Teorema 3.2. Todo esquema mondétono é TVD

e, tendo em vista o coroldrio 3.1, segue que esquemas TVD preservam a monotonicidade da

solucdo. Logo, ao se desenvolver esquemas convectivos TVD de alta ordem, estes preservam o
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perfil mondétono de solucdo (3.1) e, consequentemente, satisfazem a propriedade (3.2), de modo
que a solucdo numérica seja de primeira ordem préximo a descontinuidades e de ordens mais
elevadas em zonas de suavidade [59].

Em resumo, os esquemas conservativos TVD foram desenvolvidos para con-
tornar o comportamento oscilatério indesejavel apresentado pelos esquemas de alta ordem. O
critério TVD de Harten foi reinterpretado por Sweby [75] no contexto NVF, sendo expresso

pelas restri¢oes
o5 € [¢v,20u]e ¢y <1, v €0,1]

éf:a)Ua QEU gé [071}

e cuja representacao geométrica € dada pela figura 3.10, destacada em vermelho.

3.5 ESQUEMA CUBISTA

O esquema de alta resolugdo CUBISTA foi desenvolvido por Alves, Oliveira e
Pinho [1] com o objetivo de melhorar as propriedades de convergéncia numérica, admitindo-se
os critérios de limitagdo que preservam a estabilidade da solugdo.

Sua fundamentagdo depende do critério de limitacao abordado, onde, se o cri-
tério CBC for considerado, utiliza-se como base o esquema de terceira ordem SMART (Sharp
and Monotonic Algorithm for Realistic Transport), proposto por Gaskell e Lau [23], o qual
se refere a uma versao limitada do esquema QUICK desenvolvido no contexto de varidveis
normalizadas. Caso o critério TVD seja considerado, o método se baseia no esquema de alta
resolucio WACEB (Weighted—Average Coefficient Ensuring Boundedness), de Song et al [73].

Partindo desse pressuposto, a constru¢ao do esquema CUBISTA € composta
por partes, unindo-se trés segmentos de reta no diagrama NVD. Para o critério TVD, deve-se

levar em consideracao as seguintes circunstancias:

e Zona de suavidade (0.4 < ngSU < 0.6):
Utiliza-se o esquema QUICK (3.42), prolongando-o o mdximo possivel em torno de QBU =
0.5, a fim de se evitar possiveis variagOes na inclinacdo da caracteristica resultante.

e Restricdes TVD:

Na zona de ligacdo com a origem tem-se é F=(2- al)éU e na zona de ligacdo com o
ponto qEU =1= ngS ¢, tem-se ngS F=1—09(1— QBU), em que 0 € 0y Sa0 parametros empiricos

definidos. Fora da zona monétona, isto &, ngSU < 0Oou ngSU > 1, adota-se o esquema FOU.

e Escolha dos parametros oy € 05:

Para satisfazer a simetria do esquema, exige-se que o; = 03. Além disso, o1 e 0, de-
vem ser escolhidos de forma que, para valores de ¢y — 1, a interpolagdo do esquema

QUICK ndo ultrapasse (overshoot) a caracteristica constante a jusante ngS ¢+ = 1. Por essa
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razdo, prolonga-se o esquema QUICK na zona suave até o valor miximo de ¢y = 0.75.

Para ¢y € (0.75, 1], liga-se os pontos (0.75, (¢ )ouick (0.75)) e (1, 1) através do segmento
de reta de inclinagdo o1 = 09 = 0.25.

Assim, para malhas uniformes'’, o esquema CUBISTA € definido como [1]

( 7A R 3
Z¢U ,O<¢U<§
3/ - 1 3 A 3
. Z(¢U+§>>§§¢U§Z
Or = (3.49)
Loota) 3=t
4 U 74 U
( du , —00< ¢y <0oul<g<oo

Caso se deseje considerar o esquema para varidveis nao normalizadas, basta
substituir as equacoes (3.49) na relagdo (3.39), obtendo-se

[ tev-Sen L 0<du<y
2¢U+§¢D_%¢Ra gﬁéf;USg
op = 4 (3.50)
£¢U+%¢D ,%<<]3U<1
\ du ,—OO<Q3U§Oou1§q§<oo

A figura 3.11 destaca na cor magenta a representacdo geométrica do esquema CUBISTA no
diagrama NVD.

Como exemplo de aplicacdo deste esquema na forma nao normalizada (3.50),
considere a lei de conservacao (3.9). Assim, com base nos pontos associados as posi¢des D, U

e R da molécula computacional exibida na figura 3.4, para f =i + %, tem-se

" 7 3 A 3
1@—1@—1 ,0<¢U<§
3 3 1 3 N 3
Z¢i+§¢i+1_§¢i—la §§¢U§Z
¢i+%: , u>0
1 3 3 A
Z¢i+zl¢i+1 ’4_1<¢U<1
\ ¢, ,—00<dy<0oul<d<oo

17 Alves, Oliveira e Pinho [1] expandem a formulaco do esquema para malhas néio uniformes usando a metodo-
logia NVSF (Normalized Variable and Space Formulation).
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TVD
CUBISTA
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-

Figura 3.11: Representacao do esquema CUBISTA no diagrama NVD

ou

N[

N|=

( 7 3 A 3
—Qixr1 — < Qi , 0< < =
4¢5+1 4¢+2 oU 3
3 3 1 3 N 3
~ Qi1+ 5P — SPiya, - < oy <
4 8 8 8 4
, u<0
1 3 3 .

—Q; —Q; , = 1

\ Git1 ,—oco< ¢y <0oul<g<oo

Analogamente, se f =i — %, entao

( 7 3 ~ 3
—Qi—1 — —Pij— , 0< < =
4¢ 1 4¢ 2 oU 3
3 3 1 3 o 3
Z¢i—1+§¢i_§¢i—27 3 < ¢y < 1
, u>0
1 3 3 R
—Q;— — Qi , <1
4¢ 1+4¢ 4<¢U

\ Pi1 ,—oo<q3U§Oou1§q§<oo

51



52

ou : ; 5
Z¢i—1¢z’+1 70<¢U<§
3 3 1 3 N 3
1¢i+§¢i—1—§¢i+1» gSGbUSZ
¢ 1 = L u<0
1 3 3 N
—Q; T — Qi , = 1
\ Gi ,—00< ¢y <0oul<o<oo

Logo, a derivada convectiva de (3.9) € aproximada pelo esquema CUBISTA

no ponto (i, k), k > 0, conforme o sinal da velocidade de convecg¢do u, por meio da diferenca
central (3.11) como

AT (2 i—2 5¢i—1 + 2@) O < ¢U 3
1 k k 3 ~ 3
__ ko R S
oo\ || 82z ($1e = TO[_1 + 36 +360) s g < du < 5 >0
ox u
2Ax 2 1+1 4 U
\ E(d)f_ f—l) ,—OO<<5U§Oou1§$<oo
ou
( 1 7 3 . 3
2Ax (_§¢f 5¢Z+1 z+2> aO < QbU < g
1 k k 3 A 3
QA U 9%i-1 T - < < =
% k 5 SA.Z' ( 3¢z 3¢ + 7¢z+1 ¢1+2> ) 8 -~ ¢U ~ 4 - O
ax ; - 1 3 + ) 3 ) X )
oAz \ 2 o7 + ¢z+1 1 <oy <
\ ( ¢k+¢z+l) ,—OO<§£U§OOU1§$<OO

Substituindo o valor de (3.13) e as discretizacdes da derivada convectiva na

equagdo algébrica de diferencas (3.14), e considerando também o nimero de Courant (3.16),
tem-se a forma (3.17)
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3 7
- §¢§—2_5¢§—1+§¢§ , u>0 A 3
§>< 3 , 0<¢U<§
__¢k+5¢7,+1 ¢2+27u<0
. k
o TOF L+ 308 +30F, L u>0 3<¢; <3
8 8T
k—3¢f —3¢k+7¢,+1 Gita, u <0
k+1 _ 4k _
K qbl (1 k
o _§¢z ¢ + ¢7,+17u>0 3 A
§>< 5 ) , 4_1<¢U<1
\ —§¢§—1 +¢§ + §¢f+1> u<0
4
¢i§_ fflvu>0 R ~
o X , —oo<or<0oul<op<oo
\_¢§+¢§+17U<0

\

A figura 3.12 apresenta o esténcil computacional da equacdo de adveccdo

(3.9) discretizada por meio do esquema CUBISTA no intervalo 0.75 < ngU < 1, tanto para

u > 0 quanto para u < 0.

k+1

) ) . . X,
i-2 i-1 i i+1 i+2

Figura 3.12: Esténcil do esquema CUBISTA para a equacdo de adveccdo 1D no intervalo

(0.75,1),comu >0eu <0

Os esténceis para os demais intervalos (0,0.375), [0.375,0.75] e (—o0, 0] U

[1,00) sdo idénticos aos apres

entados nas figuras 3.6, 3.7 e 3.5, respectivamente.
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3.6 ESQUEMA UPWIND VIA SERIE DE FOURIER

J4 foi estabelecido pela comunidade cientifica que as séries de Fourier!® tém
importantes aplicacdes em diversas dreas do conhecimento, como na dedug¢ado formal da solugdo
de EDPs — submetidas a condic¢des iniciais e de contorno especificas — de problemas de resfri-
amento e de vibracdes [74], na andlise de sistemas mecanicos ou elétricos sob a acdo de forgas
externas [9], no processamento de sinais e de imagens [38], e até mesmo na teoria aproximativa,
servindo para aproximar os valores de uma fungao [11], dentre outras.

Por outro lado, como abordado na se¢do 3.4, € importante que o esquema nu-
mérico aplicado aos termos convectivos seja nao linear, pois isto permitird maior precisao nos
resultados simulados. E nessa questio que o presente trabalho se justifica, agregando série de
Fourier (de carater ndo linear) a deducao de esquemas convectivos.

Uma vez que o esquema CUBISTA abordado na se¢do 3.5 é de alta ordem,
construido sob o critério de limitagdo TVD e, portanto, um esquema de alta resolugdo, entdo,
tomando uma série de Fourier sob uma extensao impar a partir da funcao que o define, pode-se
conseguir um ganho adicional quanto 2 precisio dos resultados simulados. E essa conjectura
que se pretende avaliar neste trabalho.

Assim, a presente secdo € escrita com o propdsito de se obter um novo es-
quema aproximativo para o tratamento dos termos convectivos das equagdes incompressiveis
de Navier-Stokes (2.8) e (2.9). Inicialmente, sdo estabelecidas informagdes necessdrias sobre
séries de Fourier e, em seguida, deduz-se o novo esquema nao linear de alta resolugdo, o qual
preserva o perfil ndo oscilatério da solu¢do numérica.

Considere o esquema CUBISTA (3.49) e suponha 0 < qEU < 2. Assim, pode-

se construir a funcdo definida por partes

( —Qu ,0<¢EU<§

8

N 3/~ 1 3 N 3
1 - 3 A

\ Z<¢U+3) 7Z<¢U§2

cujo grafico € ilustrado na figura 3.13.
Para determinar uma série de Fourier da funcdo (3.51) deve-se, primeira-
mente, considerar o intervalo simétrico —2 < ¢y < 2, estendendo f(¢y) em [—2,0]. De

forma geral, uma extensdo impar de uma dada fun¢do f (z), x € [0,L] C R, é definida como

f(x) , 0<az<L

Fi (z) = ; (3.52)
—f(=x), -L<z <0

3 Em homenagem ao matemdtico e fisico francés Joseph Fourier (1768—-1830).
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N\‘ /
0.9375 —+

0.65625 -

L75¢y
0.75¢; + 0.375
0.25¢, + 0.75

0 0.375 0.75 2
du

Figura 3.13: Representacdo da funcdo (3.51) no plano-éU f (qBU), com 0 < QASU <2

de modo que a extensdo Fj, restrita ao intervalo [0, L], coincida com a fung¢do original f (z).

Assim, segue diretamente da defini¢do (3.52) que a extensdo impar de (3.51)
definida no intervalo [—2, 2] é dada por

(1 - 3
Z<¢U—3) , 2S¢y <7
2ov-3) Sebvs-l
Fi(¢u) = ZQBU ,—§<éu<§ , (3.53)
z(ﬁgU-f—%), gﬁ%ﬁ%
\ E(CZEUJF?)) ; §<¢BU§2

cuja representacdo geométrica € exibida na figura 3.14.

Note que a fun¢do real impar FI(QASU) ¢ continua e, portanto, integravel no
intervalo [—2,2]. Também, como }FI(QBU)‘ < 5/4 para todo ¢y € [—2,2], ou seja, Fi(¢y) é
limitada em [—2, 2|, segue que

2
/ IFi(du)|ddy = 0 < oo,
-2
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—_
o
1 ] /
[ T T T T 1
-2 -0.75 -0.375 0.375  0.75 2
Grr
/ "
1.75¢;
0.75¢, = 0.375
0.25¢, + 0.75

_2_

Figura 3.14: Extensdo impar de (3.51), com —2 < g%U <2

e, portanto, a fung¢do F; é absolutamente integravel em [—2,2|. Suponha, ainda, que F; seja

periddica de periodo 4, isto €,

Fi(dy +4) =Fi(¢y), Vou eR.

Sob tais consideracdes, pode-se representar a extensao impar (3.53) via série

% + ; a,, COS (m; U) + b, sen (mT;SU)] , (3.54)

com a,, e b, os coeficientes de Fourier, dados por

12 5 -
a, = —/ Fi(¢v) cos (nwgbU) doy, n=0,1,2,...

de Fourier por [18]

2

12 ) )
b, = —/ Fi(¢r) sen (mTfU) déy, n=1,2,3,...

Além disso, como a extensao (3.53) é uma fun¢do impar, segue das proprie-
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dades de paridade de fun¢des que

. , .
Fi(dy) cos (””2%) — a, = %/ Fi(dy) cos <"7T2¢U) dby =0, n=0,1,2,... (3.55)

-2

>

g

IMPAR

>

A 2
Fiv)sen (WT;U) = b= %/ Fi(¢y)sen (mT;U) by
—2
PAR J (3.56)

) .
:/ Fi(év) sen <"7T2¢U> ddu. n=1,2,3,. ..
0

Dessa forma, considerando (3.55) e (3.56), a série de Fourier (3.54) pode ser

reescrita como a série de senos

Y busen (””;U) ., neN, (3.57)
n=1

onde os coeficientes b,, sio dados por
2 0 ”7T¢3U "
b, = | Fi(ér)sen 5 dou
0
% T A TL7T§£U ~ % 3~ 3 mrngSU ~
- /O Z(bU sen 5 doy + /g (ZgbU + é) sen 5 doy
+/2 L3 sen (270 45
% 4 U 4 se 9 U-

Ainda, uma vez que
Z/g $ sen nmﬁU d$ = L lsen 3n_7r — §cos 3n_7r
1), Y 2 V" onr |nm 16 8 16 /]|’
3 [1 é 3 (1 ¢
4 . nmToy ~ 4 nmwoy ~
Z/g ¢Usen< 5 )d¢U+§/§ sen( 5 >dgbU
Con7 | nw 8 4 8 nmw 16 8 16

€
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entdo, b,, n € [1,00) C N, é dado por

1 3nm 3nm ) n
b, = 5 [4sen( 16 ) +2 en( 3 ) - émr(—l) } . (3.58)

Substituindo o coeficiente (3.58) na série (3.57), tem-se a série de Fourier para

uma extensdo impar de (3.51) com ¢y € [—2,2]

1 3nm 3nm\ 5 n nroy
Zn27r2 [4sen( 16 ) +QSen< 3 ) —§n7r(—1) } Sen< 5 ) ,neN. (3.59

n=1

A convergéncia da série (3.59) € verificada a seguir. Para explicitar a anélise,
toma-se por base o préximo teorema, cuja demonstracdo pode ser encontrada em [18] e que

fornece condicdes suficientes para que uma dada funcao seja igual a sua série de Fourier.

Teorema 3.3 (Teorema de Convergéncia de Fourier). Se f : R — R é uma funcdo secci-

onalmente diferencidvel' em [—L, L] e 2L—periddica, entdo a série de Fourier de [ = f (z)
converge para

1 1

§[f(x—0)+f($+0)], Vaxe (-L,L) ou é[f(—L+O)+f(L—O)], r = +L.

Caso a fung@o seja continua em [—L, L], entdo f (x — 0) = f (z + 0) e, dessa

forma, a convergéncia do teorema 3.3 € reescrita simplesmente como
a | nmx
)=—+ [ancos< )—i—b sen( )}, Ve (—L,L).
: ; 3 (-L.L)

Uma vez que a extensdo impar (3.53) satisfaz as hipéteses do teorema 3.3,

entdo pode-se escrever

1 3 3 5 :
= ; 3 [4sen (%) + 2sen (%) - (—1)”} sen <n7r2¢U> :

para qualquer ¢y € (—2,2) en € N.

Diz-se que uma fungdo f : R — R é seccionalmente diferencidvel em um intervalo fechado quando f e
sua fungdo derivada f’ sdo seccionalmente continuas nesse intervalo, ou seja, se ambas tém, nesse intervalo, no
maximo um numero finito de descontinuidades finitas [74].
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Particularmente, a fim de se garantir que a representacdo da extensdo (3.53)
pela série trigonométrica (3.59) esteja inteiramente contida na regido TVD, a anélise de conver-
géncia serd restrita ao intervalo [0, 1] C [—2,2]. Para isso, dado m € N, m < oo, a fungdo F,

serd aproximada por uma sequéncia de polindmios trigonométricos da forma

2

n=1

S (Fr) () = Emjbn sen (”WU) . neN, (3.60)

para qualquer gz§U € [0,1], com S, (FI)(QBU) a soma dos m primeiros termos da série de Fourier
da extensdo impar Fj e b,, o coeficiente de Fourier dado por (3.58).

Nota-se que, para o extremo inferior do intervalo [0, 1], ou seja, para gng =0,

mrqASU - mTQfA)U
sen( 5 >:sen(0):0:>2bnsen< 5 )zO,

n=1

e como, por (3.53), F(0) = 0, segue que

Fi(0) = Z bysen(0), Vm,n € Nm < oco. (3.61)
n=1
No entanto, uma investigacdo mais criteriosa deve ser feita para qu = 1.

Neste caso, para cada n € N, tem-se

. 0 ,n PAR
nToy (mr )

(-1) = ,n IMPAR

e, portanto, a expressao (3.60) € reescrita como

Sm(F)(1) =Y bonr (=1)"7,

em que

bo_1 = (; {4sen (%w(zn - 1)> + 2sen (gﬂ(Qn - 1)) + gW(Qn - 1)] |

2n — 1)2x?

De acordo com o teorema 3.3, sabe-se que S,,,(F;)(1) — 1 = Fy(1), quando

m — 0o. Por outro lado, se m < oo fixo, entdao
Fi(1) # ) bona (1), meN, (3.62)
n=1

como pode ser comprovado pelos dados da tabela 3.1.



60

Tabela 3.1: m-ésima soma parcial da série de Fourier da extensdo impar FI(QASU) (3.53) para
valores arbitrarios de m € N, com ¢;; = 1 e truncamento de oito casas decimais

m Su(F)(1)  [Sa(F)(1) = Sma(F)(1)]

1 1.20815598
2 0.90734781 0.30080817
3 1.06656352 0.15921571
10 0.98116423 0.04056697
29  1.00683371 0.01400706
30  0.99334644 0.01348727
31 1.00630594 0.01295950
100 0.99801686 0.00399509
1000 0.99980105 0.00039810
5000  0.99996021 0.00007958

Logo, com base nas expressoes (3.61) e (3.62), segue que, para quaisquer

dSU €[0,1]em,n € N, com m < oo,

FI(QASU) =~ Z n217T2 |:4sen (317/—67T> + 2sen (%) _ gnﬂ_ (_1)n} sen <n7T2¢U) .

n=1

Resta agora determinar um valor m € N que satisfaca a condicdo de que a
soma parcial S,,(F;)(¢y) esteja inteiramente contida na regidio TVD, para qualquer ¢ € (0,1),
isto &, exige-se que ¢y < S (F1) (o) < 200 € Sm(Fy)(dy) < 1. Ao mesmo tempo, tem-se
por objetivo fixar um valor de m € N suficientemente pequeno, no sentido de reduzir o custo
computacional envolvido no processo de simulacdo e cujo grafico da soma parcial resultante
ndo gere amplos erros de aproximagdo em torno da extensdo impar Fy (3.53).

No entanto, ao plotar os graficos das somas parciais, observou-se que em
alguns subintervalos os requisitos do pardgrafo anterior ndo eram satisfeitos, como pode ser
observado nas figuras 3.15(a) — 3.15(f). Visivelmente, quanto maior o valor de m € N, as zonas
de complicacdo se concentram nos subintervalos (0,0.1] e [0.9, 1).

Torna-se necessdrio, entdo, restringir as possiveis escolhas para m € N, de
forma que Sm(FI)(gng) nao intercepte as retas ggf = ¢u, Cgf = 20y e ng = 1, para todo
quSU € (0,1). O seguinte coroldrio, caso particular do Teorema do Valor Intermedidrio [45],

fornece garantias de que o polindmio trigonométrico nao transcenda a fronteira da regido TVD.

Corolario 3.4. Se f for uma fun¢do continua no intervalo fechado [a,b] C R e se f(a) e f(b)

tiverem sinais contrdrios, entdo existird pelo menos um c em (a,b) tal que f(c) = 0.
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Figura 3.15: Gréfico da m-ésima soma parcial da série de Fourier da extensdo impar Fi(¢v)
(3.53) para alguns valores de m € N, com 0 < ¢y < 1

Por conseguinte, define-se inicialmente a fun¢do

H, : [0.01,0.1] C [0,1]

~

bu

— R

— S (F1) (o) — Koy = an sen

nW¢U _ ,ngEU
)

n=1
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com k = 1 param pare x = 2 param impar. Como S,,(F;)(¢v ), du e 2¢y sio continuas, entdo
H; € continua e portanto, de acordo com o coroldrio 3.4, deve-se escolher m € N de maneira
que H (¢y) # 0 em (0.01,0.1), com H; (0.01) x H;(0.1) > 0, mas ¢y < Sy, (F) (o) < 200
Nessa perspectiva, constatou-se que os valores m € N impares sdo inapropri-
ados, pois, param > 15, com m suficientemente pequeno, a curva trigonométrica representativa
das somas parciais sempre intercepta a reta gE = QQASU no intervalo (0.01,0.1), como mostram
as figuras 3.15(c) e 3.15(e). Por outro lado, os dados da tabela 3.2 informam que, embora a
contrapositiva do corolério 3.4 seja satisfeita para 1 < m < 13, o grafico da m-ésima soma
parcial intercepta a fronteira da regiao TVD em um ou dois pontos distintos fora do intervalo
(0.01,0.1), como pode ser visto na figura 3.15(a), por exemplo. Além disso, para estes valores

ha um amplo erro de aproximagao em torno da extensao impar F.

Tabela 3.2: Estimativa para H; em qEU =0.01le qEU = 0.1, com m € N impar e truncamento de
oito casas decimais

m S (F)(0.01) —0.02 S, (F)(0.1) — 0.2

1 —1.02312x107%  —1.100277 x 1072
3 4.71447 x 1073 4.260371 x 1072
5 5.04402 x 1073 4.133363 x 1072
7 4.67109 x 1073 3.233731 x 1072
9 2.95683 x 1073 1.265023 x 102
11 2.70182 x 1073 2.8198 x 1073

13 3.89564 x 1073 2.812 x 107°

Para os valores m € N pares, define-se também a funcdo

H, :[0.9,0.99] C [0,1] — R
QBU — Sm<FI>(§Z§U) —1= an sen <n7r2¢U> —1.

Consequentemente, conforme coroldrio 3.4, m par deve ser tal que HQ(q;U) # 0em (0.9,0.99),
com Hy(0.9) x Hy(0.99) > 0, mas Sm(FI)(dSU) < 1.

Assim, se H; e Hy forem ambos ndo nulos para algum m par suficiente pe-
queno satisfazendo, concomitantemente, ¢y < Sy, (Fy)(¢r) € Sn(F1)(¢p) < 1, entdo esse valor
¢ razodvel para ser fixado como o limite superior da soma parcial (3.60). Apds algumas inspe-
¢oes, concluiu-se que, apesar da desigualdade ¢y < S, (F)(¢r ) ser satisfeita para todo m par,
para os algarismos da forma m = 4 + 4, | € Z, Sp(F)(¢r) £ 1 em (0.9,0.99), ou seja, o
grafico da soma parcial resultante intercepta a reta (;3 ¢ = 1 em dois pontos distintos, como pode

ser averiguado nas figuras 3.15(d) e 3.15(f), sendo, desta maneira, descartados.
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Logo, limita-se a escolha aos nimeros naturais pares da forma m = 2 + 41,
[ € Z, cujos gréificos da m-ésima soma parcial (3.60) se assemelham ao gréfico apresentado

na figura 3.15(b) e cujos valores para qEU muito préximos de um sao dispostos na tabela 3.3.

Tabela 3.3: Comparativo da m-€sima soma parcial da série de Fourier (3.59) avaliada para
valores préximos de ¢y = 1, com m = 22, 26, 30, 34, 38 e truncamento de oito casas decimais

du

Fi(év)

522 (FI> (QEU)

Sa6(F1) ()

Sso(F1)(dv)

Ss4(F1) (¢év7)

Sss(F1)(¢v)

0.985
0.986
0.987
0.988
0.989
0.990
0.991
0.992
0.993
0.994
0.995
0.996
0.997
0.998
0.999

0.99625
0.99650
0.99675
0.99700
0.99725
0.99750
0.99775
0.99800
0.99825
0.99850
0.99875
0.99900
0.99925
0.99950
0.99975

1.00400025
1.00507599
1.00614234
1.00719829
1.00824281
1.00927490
1.01029358
1.01129787
1.01228681
1.01325946
1.01421491
1.01515223
1.01607057
1.01696905
1.01784684

0.99997613
1.00107902
1.00217538
1.00326372
1.00434259
1.00541053
1.00646609
1.00750787
1.00853447
1.00954451
1.01053666
1.01150958
1.01246201
1.01339267
1.01430037

0.99713932
0.99825966
0.99937730
1.00049024
1.00159648
1.00269403
1.00378092
1.00485522
1.00591499
1.00695835
1.00798344
1.00898844
1.00997160
1.01093117
1.01186548

0.99632918
0.99746296
0.99859515
0.99972316
1.00084441
1.00195634
1.00305641
1.00414210
1.00521094
1.00626052
1.00728845
1.00829242
1.00927019
1.01021958
1.01113851

0.99474098
0.99586367
0.99699000
0.99811678
0.99924081
1.00035889
1.00146784
1.00256451
1.00364579
1.00470861
1.00574999
1.00676698
1.00775676
1.00871658
1.00964380

Ainda da tabela 3.3, depreende-se que, para valores de m suficientemente

pequenos e qBU muito proximo de um, a curva representativa da m-€ésima soma parcial intercepta
areta ¢f ¢ = 1. Por outro lado, de (3.62), S, (F;)(1) tende a um quando m tende a infinito e, neste
caso, a m-€ésima soma parcial representa a propria extensao impar (3.53) definida no intervalo
(0,1), a qual é idéntica ao esquema CUBISTA.

Assim sendo, para a futura implementagdo do algoritmo computacional, con-
sidera-se um arredondamento de duas casas decimais de precisdo para ngSU > 0.985 de modo
que, para estes valores, S, (FI)(QASU) € admitido igual a um. Certifica-se, portanto, que a curva
trigonométrica estd inteiramente contida no intervalo (0, 1).

Por fim, apesar dos resultados dispostos na tabela 3.3 serem muito semelhan-
tes, salienta-se que m deve ser escolhido visando tanto eficiéncia computacional quanto a pre-
servagao ao maximo da ndo linearidade da curva trigonométrica, no intuito de garantir uma alta

ordem de precisdo numérica. Nesta perspectiva, conclui-se que um valor apropriado é m = 30.
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Diante do exposto, deduz-se um novo esquema upwind fundamentado na série
de Fourier para as equagdes de Navier-Stokes, nomeado CUBISTA-FOURIER (Convergent and

Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment of Advection via Fourier Series):

30 -
1 3 3 5 -
R Z v [4sen (—fg) + 2sen (%) - 5nm (—1)”] sen (mrquU) , v €[0,1)

f o n=1

l

¢EU7 ¢EU S (—O0,0) ) [1700)

0.9
0.8 H
0.7
0.6
& 0.5 -
04 -
0.3 -
0.2
TVD
o1 Fi(op)
' Sz0(Fy) (ép)
I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(iU

Figura 3.16: Representacdo do esquema CUBISTA-FOURIER no interior da regido TVD

Utilizando a relagdo (3.39), o esquema CUBISTA-FOURIER ¢€ representado

de forma equivalente em varidveis nao normalizadas como

30 )
Z b, sen <n77¢U> (¢p — Or) + Or, CgU €[0,1)
n=1

b = 2 : (3.63)
bv, by € (—00,0) UL, 00)
com
b, = n217r2 [4sen (?—g) + 2sen (37%) - gmr (—1)”1 :

A figura 3.16 ilustra o comportamento da soma parcial de (3.63) em torno da

extensdo fmpar F; (3.53) no intervalo [0, 1).
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4 MODELAGEM COMPUTACIONAL

Neste capitulo, apresentam-se os detalhes relacionados a discretizacao em co-
ordenadas generalizadas do dominio 2 C R? e das equagdes governantes descritas no capitulo
2, com énfase aos termos convectivos das equagdes de Navier-Stokes. A solu¢do numérica da
EDF para cada ponto de interesse da regido discretizada € obtida por meio de uma simplificacao
do método MAC, desenvolvida para simular escoamentos internos, ou seja, sem a existéncia de
superficies livres.

Para efeitos de discretizagcdo, optou-se por adotar malhas do tipo deslocada
com o objetivo de reduzir instabilidades numéricas, mais precisamente oscilacdes no cdlculo do
campo de pressoes [19, 25]. Também, o uso de malhas deslocadas no contexto da mecanica dos
fluidos possibilita um acréscimo na precisdo da solucdo, o qual se intensifica com a ordem de
aproximagao do MDF empregado [21].

A figura 4.1 apresenta um recorte de malha com armazenamento deslocado
tipo C? para as varidveis dependentes U, V e p, cujas faces, vértices e centros das células

sdo denotados por analogia a notacdo geografica, nomenclatura consagrada pela comunidade
cientifica em DFC.

NNWW | NNW NN NNE NNEE
——" o _—
NWW miwwe NW mmw N mie NE miee NEE
;ITWUT?;;JLH ...... 2 ¢ —nee TV ''''''

WW www W ¢ P e E eee  EE

STWW —>.5T0

SWW =wwe SW ssw S s SE sw SEE

Ssswur 555 sssee

An SSWW SSW SS SSE SSEE

—

Ag

Figura 4.1: Malha do tipo deslocada no sistema generalizado (£, 7)

2De acordo com a classificacio de Arakawa, uma malha deslocada tipo C consiste em armazenar escalares nos
centros das células e vetores normais aos pontos médios das arestas [55].
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Para simplificacdo do c6digo computacional, os comprimentos das faces das
areas elementares sdo admitidos convenientemente unitdrios, ou seja, A{ = Anp = 1. As apro-
ximag¢des numéricas das equagdes governantes sao explicitadas tendo como referéncia a célula
destacada em verde na figura 4.1. Sendo assim, a estrutura (7, j) de identifica¢do dos pontos
de malha € vinculada a partir do centro P. Logo, as faces passiveis as discretizagdes neste vo-
lume de controle sdo e ou w, na direcdo &, e n ou s, na direcdo 7, as quais correspondem as
coordenadas (@ + %,j) , (z — %,j) , (i,j + %) e (z’,j — %), respectivamente.

A discretizagdo € estendida a todo dominio computacional, de modo que
os pontos a serem discretizados reportam-se ao né (i, 7). Sem perda de generalidade, dados
ri,rg € Zei,j € Nycom0 <7 < ipax €0 < 5 < Jmax, Segue que a localizagdo dos
pontos e das varidveis associadas, em cada volume de controle, € especificada em termos dos

espacamentos nas direcdes £ e 7 conforme esquema abaixo.
(11,75 IMPARES : VERTICES

, , r1,72 PARES : CENTRO — PRESSAO
(ix50+5) —
r1 IMPAR e r; PAR : FACES VERTICAIS — COMPONENTE U

) IMPAR e 7| PAR : FACES HORIZONTAIS — COMPONENTE V/

A figura 4.2 retrata a estrutura de identificagdo (i, j) para a célula de referéncia
centrada em P, a qual, a partir deste momento, serd denominada simplesmente como célula (i, j)

ou, equivalentemente, como i-ésima célula.

(z',j+ 1/2)
(i=1/2,j+1/2) . (i+1/2,j+1/2)
P
(i-172 ,j) ¢ 3 p (i+ 1/2,]')
(i.))
(i-1/2,j-1/2) . (i+172,j-1/2)

Figura 4.2: Estrutura de identificagdo (i, j) para a célula de centro P

No processo de obtengdo das equacgdes algébricas, escritas em fungdo dos
pontos da malha deslocada, muitas vezes se torna necessario o uso de uma inferéncia, geral-
mente estabelecida por meio de médias aritméticas, para aproximar as componentes vetoriais
U e V elou a grandeza escalar p em pontos que ndo representam a localizacdo padrdo dessas
variaveis e, consequentemente, ndo estao definidas na malha.

Assim, dados r, 7y € Z e nimeros naturais 0 < ¢ < i, € 0 < 7 < Jimaxs

se © denota as varidveis dependentes U, V' e p, entdo, para cada célula pertencente ao dominio
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computacional, as seguintes formulas genéricas

p

© 1 1 T2 +@ 1 1 9 (41)
it———3 it—+—,jt
B 2 27772 22777
20 =
(iiﬂ ‘ﬁ)
2772 0 +0 (4.2)
j:rl :tTQ 1 1 T2 1
i jt——— it g+
\ 275973 27599
c
40 T T2 ke T1 1 T2 1 +® T 1 T9 1
== m]:l:_ a 7]:|:___ i_+_7]i -5
( 2 2> 2 27792 2 27279 2
(4.3)
+® ‘irl 1 ':tTQ 1 +® ‘j:,rl 1 ‘:|:T2 1
EORD DR 99y

sdo utilizadas para avaliar a grandeza correspondente © nio definida na malha em qualquer
nivel de tempo k, k € [0, kpax] C N.

As equagdes (4.1) e (4.2) estimam as componentes contravariantes U nos cen-
tros e V' nos vértices, bem como as componentes U nos vértices e V' nos centros, respectiva-
mente. A equacdo (4.3) avalia a pressdo nos vértices, a componente U nas faces horizontais e
a componente V' nas faces verticais dessas células. Salienta-se que as inferéncias (4.1)—(4.3)
somente fazem sentido se os campos de velocidade e pressao forem conhecidos nos pontos cuja
localizacdo é condizente com a definicdo do armazenamento deslocado.

Por fim, ressalta-se que, como o fluxo numérico deve ser conservado em todas
as células do interior do dominio computacional, a massa de fluido que entra e sai de uma célula
deve ser igual, considerando ambas as direcdes do escoamento. Assim, ndo hd a necessidade de
realizar a discretizagdo nas quatro arestas do mesmo volume de controle, pois a discretizagio
nas arestas direita e superior deste volume corresponde, respectivamente, a discretizacdo das
arestas esquerda e inferior dos volumes de controle adjacentes. Nesse contexto, considerando a

célula (,7), i, j € N, para qualquer nivel de tempo k, k € [0, knax] C N, deve-se ter
e (ij) =l (i+1J) e (i) =050 j+1), Yi€l0ima], 75 €0 fmal,

onde ¢ representa uma varidvel genérica convectada no escoamento.

Dadas as hipéteses e fundamentos das discretizagdes, na proxima se¢io sao
obtidas as equacdes de diferengcas que compdem o modelo numérico utilizado para a resolug@o
dos problemas apresentados no capitulo 5. No final deste capitulo, exibe-se o algoritmo de

resolucdo para escoamentos confinados e incompressiveis.
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4.1 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DE CONSERVACAO

4.1.1 Termos Nao Convectivos

Durante o processo de obtengdo das aproximagdes por diferencas finitas dos
termos ndo inerciais, o nivel de tempo € omitido na discretizacdo das métricas inversas ¢, T, Y¢
e Y, da transformacdo de coordenadas. Visto que ndo se consideram malhas moéveis, o valor dis-
creto destas derivadas em um ponto especifico da malha permanecerd constante no decorrer do

tempo. Desse modo, para uma face f de uma célula arbitraria do dominio transformado, tem-se

k k

:826
~ on
f n

k
_ 9y
e,
S

O
3

Ox

8§f

Ox
Y 877

dy

Y 65

f f f

e, consequentemente, como o Jacobiano J da transformacgdo (z,y) — (&,7) € escrito em

termos dessas métricas, entao

;=

9§ om  Onog

0§ on dn 08

L (8x8y 8$8y>_1 * _ (8x8y 8x8y>_1 J
p— f‘

As discretizagdes dos termos temporal, de pressao e difusivo das equagdes de
Navier-Stokes sdo dadas a seguir. Maiores detalhes podem ser consultados em [4].
Termos Temporais:

Sejam

w2 (3) 2020

os termos temporais de (2.8) e (2.9), respectivamente. Utilizando o método de Euler explicito,

segue que o valor de .7 (u) avaliado na face e e no nivel de tempo k, k > 0, é dado por

k
1 k+1 ok
~ <u) . (4.4)

7 (u) J, AT

As figuras 4.3(a) e 4.3(b) destacam a aproximacdo para a componente « do
vetor velocidade na face e para os niveis de tempo k e k + 1, respectivamente. Por ndo se con-
siderarem malhas mdveis, nota-se que a discretizagdo explicita da derivada parcial . na face e

estd vinculada unicamente ao ponto de coordenadas (z + %, J ) durante o avanco temporal.
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Figura 4.3: Discretiza¢do do termo temporal .7 (u) na face e

Semelhantemente, o valor discreto de .7 (v), avaliado na face n e no nivel de

1 Uk—i—l _
Jn ( AT

vk)

As figuras 4.4(a) e 4.4(b) destacam, nesta ordem, a aproximacao para a com-

tempo k, k > 0, € dado por

T (v) 4.5)

ponente v do vetor velocidade na face n para os niveis de tempo k e k+1. Neste caso, observa-se
que a discretizacao explicita da derivada parcial v na face n estd associada exclusivamente ao

ponto de coordenadas espaciais (i, J+ %) no decorrer do tempo.

k k+1
nnnwu nnn nnnee nnnww nnn nnnee
nnwww Nw nnw N nne NE nneee nnwww Nw nnw N nne NE nneee
|
——nww—nw—.—: e——nee — —I= wa—nw—‘—r ¢ nee —
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— SW =S —— G PP — — SWY— S SN———.e " —— Sep —
|
sswoww QW ssw S sse SE eee sswww - QW ssw S sse SE cee
SSSWW 858 sssee SSSWW 588 sssee
|

(a) Nivel de tempo k (b) Nivel de tempo k + 1

Figura 4.4: Discretiza¢do do termo temporal .7 (v) na face n
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Termos de Pressao:
Sejam

1[opoy Op Gy] 1 {8}9 ox  Op ﬁx}
u)=—|—>———=-—| e V)=~ | — == (4.6)
(u) p[anﬁﬁ 0€ B W=, ooy ~ oy oe
os termos de pressao das equagdes (2.8) e (2.9), respectivamente.

Discretizando %2 (u) na face e e no nivel de tempo k + 1, £ > 0, por meio do
esquema de diferencas do tipo central, tem-se

k+1 L Tond 9 ) k+1
_ 1 |9rY9y _ordy
7w = o 6’5377]6
B k+1 k+1
_ 1 (@) % _(@) %
p(\Onj | og|  \9&J|  In|
N TR/ S SR FER )1
p _2(A77/2) (pne pse )aé ) 2<A£/2) (pE pP )87]6 .

Ainda, como A¢ = An = 1, segue que

k+1
1 oy Jy
P (u) ~ (pk—H _pk+1) e (pk+1 _ pk+1) i
ne se E P :
p 73 on
e e e
nnnw nnn ninee i nnn ‘ minee
mwww WW nnw N nne NE e mwww WNW nnw N nne NE  nneee

NWW— Nilemmlammmlic—nee

www W w . ee

nww— nw—-ll-—@— nee

www W w (1 . E eee

N

— SWw —sw ) et — — SWw —swr 9—@— see —
|
sswww QW ssw S sse SE  sseee sswww QW ssw S sse SE  sseee
Ss5ww 555 sssee sssww 555 sssee
| |
N dp R Ip
(a) Aproximagdo do termo a—g (b) Aproximacdo do termo a—n

Figura 4.5: Discretizagdo do termo de pressdo & (u) na face e

Uma vez que o denominador da diferenca central sempre se reduzird a um

para ambas as direcdes £ e 7, este serd omitido nas proximas discretizagdes. As aproximagdes
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das derivadas parciais p¢ € p, sao mostradas, respectivamente, nas figuras 4.5(a) e 4.5(b), as
quais destacam os pontos envolvidos na discretizacao.

Como pode ser observado na figura 4.5(b), as varidveis p,. € ps. estdo arma-
zenadas nos vértices da célula (7, j). Sendo assim, segue da inferéncia (4.3) que

k+1 __

PET = — (pp T 4+ pET it i) e pEM = — (P plE 4 pET - ph T, @)

| =
o | =

cujos pontos sdo destacados nas figuras 4.6(a) e 4.6(b), nesta ordem.

nnnww | nnn nnnee nnnww | nnn | nnnee
nmwww NW nnw N nne NE | nneee nmwww NW nnw N nne NE  nneee
L
——nww—nw——l’l——nee — T NWww—nw—-~mNn ne—-—nee —
/ g | »\ I
www W U P e E eee www W w P e E eee
\\ | p /
— T SWW—SW ——S§——se——see — — T — Sww—:5 U——S——See
/4 | W
SSWWW SW SSW S sse SE sseee SSWWW SW Ssw S sse SE sseee
5SSWW 585 sssee SSSWW sss sssee
(a) Vértice ne (b) Vértice se

Figura 4.6: Pontos utilizados para estimar a pressao nos vértices ne e se da i-ésima célula

Dessa forma, pF+t = pktl e phtl = pFtl e portanto,

k+1 1
2 (u) ~ (Pt —pE)

e

0
_ ( ’E€:+1 _p§+1) a_z ) (48)

e

9y
0t

Procedendo de modo andlogo, aproximando & (v) na face n e no nivel de
tempo k + 1, k > 0, tem-se

k+1
1 0 0
7| = | P 3—2 = (pﬁ*l—p’s+l)a—§ . 4.9)

n n

As figuras 4.7(a) e 4.7(b) destacam, nesta ordem, os pontos envolvidos na aproximagdo das
derivadas parcias p¢ e p, na face n pelo método de diferencas centradas.

Enfim, a figura 4.8 realca os pontos empregados para determinar a pressao no
vértice nw da i-ésima célula, a qual € estimada através da equacgdo (4.3) como

k+1
nw

(oW + b+ o + o) -

]

A pressdo no vértice ne € calculada exatamente como na equacao (4.7).
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Figura 4.7: Discretizagdo do termo de pressdo & (v) na face n
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Figura 4.8: Pontos utilizados para estimar a pressao no vértice nw da i-ésima célula

Termos Difusivos:

Considere

0 ou ou 0 ou ou
7w =v {a_f (J (“a‘s‘%)) o (‘f (75_77_58_6))}’ (410

o qual corresponde ao termo difusivo de (2.8), e seja

presente no segundo membro de (4.10)

Em conformidade com a figura 4.9, discretizando %, (u) na face e e no nivel
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de tempo k, k > 0, por meio do esquema de diferencas centradas de segunda ordem, tem-se

o100 <[ (7 -2))]

k k
ou ou ou ou
UGS aﬁ)E‘(Jcﬁ%‘ EJ)P

l

u u u u
=Jg |ag <6_§> — Pe (8_) —Jp |ap (8_§) — Bp (8_)
E 77 E P 17 P
nuuww nnn nnnee
nnwww  NW  nnw N nne NE  nneee

nWW— W=l tic—nee

®
©
®

www W

SWW — SW

sswiww SW SST0 S sse SE sseee

SssWw 555 ‘ sssee

Figura 4.9: Discretizag¢do do termo difusivo %, (u) na face e

As derivadas parciais u¢ e u, sdo calculadas nos nés computacionais E e P
aplicando-se novamente diferencas centradas. As figuras 4.10(a) e 4.10(b) destacam, nesta or-
dem, os pontos envolvidos nas aproximag¢des da componente v do vetor velocidade no ponto
E com respeito as diregdes § € 1. Os pontos utilizados para aproximar as derivadas u¢ € u, no

ponto P sdo evidenciados nas figuras 4.11(a) e 4.11(b), respectivamente.
Dessa forma, tem-se que

" e [0, — ) — B (u — )] = Jo [ae (uf — ) — o (uk — uf)].

.@1 (U)

e

Das figuras 4.10(b) e 4.11(b), nota-se que as componentes cartesianas discre-
tas uf__, uf _, u¥ e u* estdo armazenadas nas faces horizontais das células centradas em E e

em P. Como a componente u do campo de velocidades ndo estd definida nessas faces, mas

sua localizag@o padrdo no plano transformado coincide com a da componente contravariante U,
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Figura 4.10: Discretizagdo das derivadas u e u,, pertencentes ao termo %, (u), no ponto E
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Figura 4.11: Discretiza¢do das derivadas u, e u,, pertencentes ao termo % (), no ponto P

entdo decorre de (4.3) que

1 1
ko _ k k k k . kK _ k k k k
unee - Z (ue + ueee + unneee + unne) ’ usee - Z (usse + usseee + ueee + ue)
“4.11)
un - 4 uw ue U’nne unnw ) us - 4 ussw usse U’e uw .
: k _ =k kK  _ =k k _ =k k _ =k
Por esse l'IlOthO, denota-se unee = unee’ usee = usee’ U, = U, € US = us c,

dessa forma,
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~ Jg [aE (ulgee - U]g) - BE (quqc,ee - Efee)}
) (4.12)

= Jp [op (uf —uy,) — Be (7 — )] -

Os pontos compreendidos no calculo de cada uma das médias aritméticas (4.11) sdo indicados
nas figuras 4.12(a) — 4.12(d).
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Figura 4.12: Pontos utilizados para estimar a componente cartesiana u do vetor velocidade,
pertencente ao termo %, (u), nas faces horizontais nee, see, n e s

Similarmente, se

pertinente ao segundo membro de (4.10), entdo, de acordo com a figura 4.13, a discretizagdo de

95 (u) na face e e no nivel de tempo k, k > 0, através do esquema de diferencas do tipo central
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Figura 4.13: Discretizagdo do termo difusivo %, (u) na face e

de segunda ordem de precisdo, é dada por

k k
ou ou ou ou
= (1[5 - a—s))‘n;(‘]@a—n‘%—s))

se

ou | ou | ou | ou |
u Uu Uu u
= Jne Yne (8_77) | - ﬁne (8_5) ‘ - Jse Vse (8_77> ‘ - /Bse (8_6) ‘

ne se

Os pontos utilizados nas aproximacodes por diferencas centradas das deriva-
das parciais u¢ € u, no vértice ne da i-€sima c€lula sdo apontados nas figuras 4.14(a) e 4.14(b),
respectivamente. Também, as figuras 4.15(a) e 4.15(b) destacam, nesta ordem, os pontos en-
volvidos na estimativa da componente u do vetor velocidade no vértice se da célula (i, j),
relativamente as direcoes & e 7.

Desse modo,

’ ~ Jne [7716 (ulrfme - uleC) - /877.6 (ulriee - Uﬁ)]

e

@2 (u)

- Jse [’786 (ulg - ulscse) - ﬁse (ufee - ’LLE)] :



77

NANWW nun ‘ nnnee nINU nnn } nnnee
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Sswiww SW SSTU S sse SE sseee sswiww Sw SSTU S sse SE sseee
Sssww 555 sssee Sssww 555 ‘ sssee
L ou L ou
(a) Aproximacdo do termo 875 (b) Aproximacio do termo a3
n

Figura 4.14: Discretizagdo das derivadas u e u,, pertencentes ao termo %, (u), no ponto ne

NANWL nnn nnnee nnng nnn nnnee
mwww NW nnw N nne NE e mwww NW nnw N nne NE  nneee
— MWW — NW=——N—=te—11ee — — MWW — NW——N—ote—11e¢ —
www W w P e E eee www W w P @ E eee
|
— SWw — st —@—@——— — Sww —sW—— S—@— see —
| |
sswww QW ssw S sse SE  sscee sswww QW ssw S SE  sscee
Ss5wWw 555 sssee sssww 555 ‘ sssee
| |
L ou L ou
(a) Aproximacdo do termo 875 (b) Aproximacao do termo 8—n

Figura 4.15: Discretiza¢do das derivadas u, e u,, pertencentes ao termo %, (), no ponto se

k

nee’

Novamente, percebe-se das figuras 4.14(a) e 4.15(a) que as incognitas u

k .k
Up Ugee

e u’g estdo armazenadas nas faces horizontais das células e, por isso, sdo determinadas
mediante as médias (4.11), cujos pontos utilizados nos cdlculos se encontram destacados nas

figuras 4.12(a) — 4.12(d).

Assim, u*_ =u" ,u* =7ur_,uf =ukeu’ =ure, por conseguinte,
g k k —k _ =k
‘@2 (u) . = Jne [f}/ne (unne - ue) - ﬁne (unee - un)}
(4.13)

— Jse [786 (ulg - u?se) - ﬁse (ﬂfee - Uf)] :
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Logo, de (4.12) e (4.13), segue que

k

=v [ (u) + P (u)]

e

k

P (u)

e

~ VJE [aE (Ulgee - ) BE ( Upee — fee):| - VJP [aP (ul; - uﬁ/) (414)
— fp (U —u )} + vdpe [’Yne( Unne ) ﬁne( nee—uk)]

VJse |:P)/se (Ulg - sse) 656 ( see _ﬂ5>j| :

Analogamente, para o termo difusivo da equacgdo (2.9),

0 ov ov 0 ov ov
200 =v 5 (7 (o5 ~5)) + 3 (0 0 - 9%)) |
supondo-se

7 =g (1 (05 5)) © 20=5 (5 %))

entdo a discretizagdo de % (v) e %, (v) na face n — destacada nas figuras 4.16(a) e 4.16(b),

nesta ordem — e no nivel de tempo k, £ > 0, utilizando diferengas do tipo central é dada por

nunww ‘ nnn ‘ nnnee nnnwu nnn nnnee
mwwe NW nnw N nne NE  nneee nwww NW  nnw @ nne  NE  nneee
|
— mvw—@—-.—— e — — Nnww— nw-——.—-—m’— nee —
|
www W w P E eee www W w ® e E eee
— ST = S————C e e — — ST = S———C S CP —
Sswiww Sw SST0 S sse SE sseee Sswiww Sw SSTU S sse SE sseee
SsswWw 555 sssee sssww 555 sssee
(a) Aproximagcdo do termo % (v) (b) Aproximagdo do termo %5 (v)

Figura 4.16: Discretiza¢do do termo difusivo & (v) na face n

k

ov
~ Jne Qe (a_§>

n

k

.@1 (U)

ne
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k k k k

k

ov ov ov ov

D. ~ J — — — —J — — —
2(”) ) N [N (5’77) &N (85) N P |P (5977> i Bp (85) i

N

As aproximagdes das derivadas parciais v¢ e v, — também obtidas por inter-
médio do MDF do tipo central — nos vértices ne e nw da i-ésima célula, pertencentes ao termo
2, (v), sdo dadas por

k

. ~ Jne [ane (Ufbee - Uﬁ) - Bne (/Ufme - Uf)}

.@1 (U)

- an |:Oénw (Ufb - Ufm}w) - ﬁnw (lefmw - Uﬁ))]
e destacadas nas figuras 4.17(a) e 4.17(b), respectivamente. Também, as aproximagdes da com-
ponente v do vetor velocidade com relacdo as diregdes & e n nos pontos N e P, pertencentes ao
termo %, (v), sdo obtidas por diferencas centradas e escritas como

k

~ JN [IYN (Uﬁnn - ,UZ) - BN (vrline - Uﬁnw)}

@2 (?))

—Jp [ (oy —vf) = B (v —vi) ],

destacadas, nesta ordem, nas figuras 4.18(a) e 4.18(b).
Os pontos envolvidos em cada estimativa em relacdo as dire¢des & € 7 s@o

realcados nas cores laranja e rosa, respectivamente.

NN nnn } nnnee nInwe } nnn nnnee
nmwww NW  ninw N @ NE e nnwww  NW @ N nne NE - nneee

| |
nww— nw—-@———— ——@—*@—-P Cnee—11€C;

www W w P E eee www W @ P e E eee

— SWww —swr s ] o —— — SWww —swr J———p ——SCE ——
Sswiww SW SSTU S sse SE sseee Sswiww SW SSTU S sse SE sseee

S55WW 555 ‘ sssee 555w ‘ 555 sssee
k

o ()] <3 o (%) «(3)

ne ne nw

nw

Figura 4.17: Discretiza¢do das derivadas v e v, pertencentes ao termo % (v)
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nRNWWw n nnnee nnnwu ‘ nnn nnnee

nnwww  NW @ @ @ NE e mmwww  NW  nnw N nne WNE  nneee
RU — HW—-@-——} e T
wiw W WNPNe E e viw W @ (P) @ E e

— Swi=——ous O —— see — — SWww— H‘TU —@— se see —
Sswiww SW SSTU S sse SE sseee sswiww SW SSTU S sse SE sseee

555w 555 sssee Sssww ‘ 555 sssee

k k k
ov ov ov ov
o¢) | \om o) |, \on/ |,

Figura 4.18: Discretiza¢do das derivadas v e v, pertencentes ao termo % (v)

N

Como pode ser observado nas figuras 4.17 e 4.18, as componentes cartesianas

ko vR vk e o estdo armazenadas nas faces verticais das células e, portanto, ndo estdo

e’ nnw

v
definidas nessas faces. No entanto, considerando o dominio computacional, sua localiza¢cao
padrao condiz com a da componente contravariante V.

Sendo assim, segue da equacgdo (4.3) que

1 1
k _ k k k k . k __ k k k k
Unne = Z (Un + Unee + Unnnee + v’rmn) ; Ve = Z (Us + Vsee + Unee + Un)
1 1
k k k k k . k __ k k k k
Upnw = Z (Unww + Up, + Unnn + Unnnww) 3 Uy = Z (Usww + Vg + Up, + Unww) )
conforme indicam as figuras 4.19(a) — 4.19(d).
Por conseguinte, denota-se v =7 o =7F oF =7F evk =7vke,
desse modo, tem-se
k k k =k —k
-@1 (U) ~ Jne [ane (Unee - 'Un) - Bne (Unne — Vg )}
" 4.15)
k k —k —k
— Jnw [Oénw (Un - Unww) - an (Unnw - Uw)}
€
k k k —k —k
@2 (U) ~ JN [’YN (Urmn - Un) - 5N (Unne - Unnw)}

" (4.16)
= e [ e (on = 05) = B (0 —70) ]
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sswww Sw SSWw S sse SE sseee Sswww Sw SSW S sse SE sseee
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(a) Face nne (b) Face e
nnnww nnn | nnnee nnnww | nnn | nnnee
4 }/
mwww | NW @nw) N nne NE  nneee nnwww  NW nrllw N nne NE nneee
4 V\
nww—nw——n——ne——nee — nww—nw——n——ne——nee —
4 }/
www W U P e E eee www | W P e E eee
AN
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(c) Face nnw (d) Face w

Figura 4.19: Pontos utilizados para estimar a componente cartesiana v do vetor velocidade,
pertencente ao termo Z (v), nas faces verticais nne, e, nnw e w

Logo, de (4.15) e (4.16), segue que

k

=v[Z1(v) + 22 (v)]

n

R Ve [an€ (Urliee - Uﬁ,) - ﬁne (@Sne - Ef)} — Vpu [anw ('Urli - U'Z'w'w)

(4.17)

- an (Eﬁnw - E5))] + vy [7N (Uﬁnn - UZ) - ﬁN (Eﬁne - Erljnw)]

—vJp ['yp (vﬁ — vf) — Bp (@f — U{fj)} )

4.1.2 Termos Convectivos

O processo de discretizagdo dos termos convectivos das equacdes de Navier-
Stokes consiste em aplicar uma linearizagcdo aos termos das EDF, de modo a viabilizar uma in-

fluéncia significativa na taxa de convergéncia e na qualidade da solu¢ao numérica, minimizando
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distor¢des na forma de difusdo e/ou dispersdo artificiais [22, 68]. Neste trabalho, a discretizagcao
baseia-se na diferenca entre a velocidade de conveccao e a propriedade sendo transportada.

Os valores das componentes contravariantes U e V' sdo obtidos por meio das
inferéncias (4.1)—(4.3), e portanto, definidas como U = UeV =V. Conforme U e V sio
positivos ou negativos, as componentes cartesianas v € v sao aproximadas por uma fungdo de
interpolagdo, neste caso, o esquema convectivo CUBISTA-FOURIER na forma ndo normaliza-
da, dado pela equagao (3.63).

Nesse contexto, dado um ponto P presente na EDF, faz-se uso da fungdo sinal,

escrita em termos da velocidade de convecc¢do U ou V no nivel de tempo k, k > 0, como

1,Tp>0 1, V5>0
Sk = ou Sk= :
~1,Tp<0 —1,Vh <0

para se estimar a propriedade transportada, v ou v, naquele ponto.

R U D

@ U >0

Aﬂ 'o ’.o

Ag
2
b T <0

Figura 4.20: Representacdo esquemadtica para se obter aproximacdes para as derivadas convec-
tivas das equacdes de Navier-Stokes mostrando o ponto ¢ de discretizacdo e seus vizinhos, a
face f da célula (i, j) e o sentido da velocidade de convecgdo U na face f

Assim sendo, considere, sem perda de generalidade, a molécula computacio-

nal apresentada na figura 4.20, a qual destaca os pontos envolvidos no processo de formulagdo
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de varidveis normalizadas, cujas posi¢des variam conforme o sentido da velocidade de convec-
¢do U, normal a face de referéncia f = e =i + % da célula (4, j), denotada por U ;.

Seja, também, o termo convectivo da equacgao (2.8),

0

€ (u) = 6_€(Uu) +(%(Vu),

cuja discretizacdo via diferencas centrais na face e da i-ésima célula e no nivel de tempo £,
k > 0, é dada por

¢ )| = (a% (Uu) + a% (Vu)) _ a% (u)| + a% (Vu)
¢ ‘ ‘ (4.18)
k k k k
ww| -ww|  vw| -
% + ne se

2(A¢/2) 2(An/2)

As figuras 4.21(a) e 4.21(b) mostram a aproximagdo das derivadas parciais (Uu), e (Vu), na

face e, respectivamente.

HANW nnn nnnee NN nnn ‘ nnnee

mwww NW nnw N nne NE  nneee muwwwe NW nnw N nne  NE - meee

nww— IRU'—"H'—'@— nee

wow W w P . E e

NWW— NW——ll——le——nee

www W w . ee

N

— SWW — S s Se — see — — SWw— s S—@— see I
|
sswww QW ssw S sse SE  sscee sswww QW ssw S sse SE  sseee
555w 555 s55¢¢ Ss5ww 555 sss¢ee
| |
o 0 -
(a) Aproximagdo do termo % (Uu) (b) Aproximagédo do termo o (Vu)

Figura 4.21: Discretiza¢do do termo convectivo % (u) na face e

Aplicando-se linearizagdo a EDF (4.18) e salientando que A¢{ = An = 1,
segue que

()| ~ Tk —Upul + VEuk, —VE (4.19)

ne -ne se’se*
e
. ~ . - =k =k =k =k _
Assim, da equagdo (4.1), as velocidades de convec¢do Ug, Up, V, eV, sdo

se

obtidas pela média aritmética dos valores conhecidos em torno do ponto considerado, isto é,

Uek—{—Uekee,Uk_U?]Z—i_Uf,_k _Vnk—i_vfee,vk _‘/tsk—i_v;]ze
Ta P 5 - 5 -

—k
E — 9 ) ne 9 ’ se D) )
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como destaca a figura 4.22.

nnnww | nnn | nnnee

mwww NW nnw N nne NE  nneee

— T SWwWw—:5

Ssswww SW ssw S sse SE sseee

SWw SSSs | sssee

Figura 4.22: Pontos utilizados para determinar as velocidades de convecgio Uy, Uy V.. e V-

ne se
pertencentes ao termo convectivo ¢ (u) discretizado na face e da i-ésima célula

As incégnitas uf, uk, u¥_ e u” sido determinadas aplicando o esquema CU-

BISTA-FOURIER (3.63) em conformidade com o sinal da velocidade de convecgdo UouV,
isto é, consoante ao sentido do escoamento.

Para esclarecer esta ideia, considere a figura 4.23, a qual representa um recorte
de malha e destaca, por meio de uma comparacgdo direta com a molécula computacional genérica
exposta nas figuras 4.20(a) e 4.20(b), os pontos envolvidos no processo de formulagdo de vari-
dveis normalizadas utilizados para estimar a velocidade u¥, conforme o sinal de U]]; € positivo
ou negativo, respectivamente.

Tomando como base a figura 4.23(a), se Ué > 0, entdo a aproximagdo para a
propriedade transportada uf serd dada por

(4.20)

uI; Ialeﬂ € (—O0,0) U [1700)
L. 7k ~ .
Caso contrario, se U < 0, entdo, conforme a figura 4.23(b), o termo ug sera

aproximado por

30 ~k
nmu
eee k k k ~k
E b’fl sen ( 9 ) (ue - ueeeee) + Ueeeeer Ueee € [07 1)
n=1

k& 4.21)

uk Ak, € (—o00,0)U[1,00)

eee’ eee
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n —
| =
W P ¢ E e« EE
oy
v v 1oy
R U D
(@) Up >0
n —
’ T

W w P 4 E eee EE eeeee

oy

v o v

D U R
® Uy <0

Figura 4.23: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente u do vetor velocidade no
ponto E e no nivel de tempo £, £ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

Nomeando-se a primeira expressao de (4.20) e (4.21) como ug, € ug,, respec-

tivamente, pode-se definir u% de forma concisa como

1+ Sk 1— Sk
( i E>UE1+( E)uEza ﬂlz,ﬂ];eeE[O,l)

N 2 2
UE & 7
14 Sk 1— Sk
(55wt (A5 s itk € (-o00) U L)
onde
= m”l]ec k k k
Ug, = Z b, sen 5 (ueee — uw) + Uy,
n=1
- nﬂ_ﬁ]gee k k k
Ug, = Z bn Sen T (ue - ueeeee) + Ueeeee
n=1
€
1, Ug >0
sk — o

As demais propriedades transportadas sao obtidas de maneira andloga. A fim
de facilitar a visualizacdo, os demais recortes de malha serao exibidos de forma que, além da

célula de referéncia centrada em P e destacada em verde, as outras duas células envolvidas no
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processo de discretizacdo serdo destacadas na cor cinza. Os pontos realgados em vermelho
representam as posi¢des R, U e D em relag@o ao ponto de referéncia f, destacado em azul.
Assim, no caso da propriedade uf, de acordo com a figura 4.24, tem-se que

WWuwww W w P ¢ E

b Ty <0

Figura 4.24: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente u do vetor velocidade no
ponto P e no nivel de tempo k, k£ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

com

1, T >0
Sk = .
~1,T5 <0

Para u*_, em conformidade com a figura 4.25, tem-se que

ne’

1+ Sﬁe 1 - Sﬁe ~ko o~
( ) un€1 + ( 2 unew u]cj?ufme € [0’ 1)

1+ S* 1— Sk
( ki ne) u]; + (Tne) ufzne? a’;ﬂﬁne € (_0070) U [1? OO)
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NN NN nnnne

nnne

N nne N nne

——n—rne ——n—mne

w P € w P €
——S——8¢ S
S sse S

(@) Vi, >0 (b) V. <0

Figura 4.25: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente u do vetor velocidade no
ponto ne e no nivel de tempo k, £ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

com
20 nmik
e k k k
Upe, = ; b, sen (T) (ume — usse) + Ugge,
30 nrik
Unpey = ; bn sen (%) (Ulg - uﬁnnne) + uZnnne
© k
1, V,.e>0
Sk —
ne —k N
-1, VvV, <O.
Para u’je, conforme a figura 4.26, tem-se que
14 Sk 1— 6% L
= use1 + > u8627 u];seﬂ ul;: € [07 1)
2 2
1+ Sk 1— Sk L
(B ) o+ (A5t it e (o0 U 1)
com
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N N nne
n ——n—ne
w P ¢ w P e
——s——se ——S——s¢
S sse S sse
Ssse
SS sssse SS
(@) Vi, >0 (b) V. <0

Figura 4.26: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente u do vetor velocidade no
ponto se e no nivel de tempo k, k > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

30 AL
nmu
e k k k
Usey = E bn sen ( 9 > (usse - unne) + Upne

n=1

—k
1, V,>0
sh=0
-1,V . <O.
Semelhantemente, discretizando o termo convectivo ¢’ (u) via diferengas cen-

trais na face n e no nivel de tempo &, k£ > 0, tem-se

k _ _ _ _
G (u)| ~Upul, = Upyuk, + Vul — Vyul, (4.22)

ne -"ne
n

de modo que os pontos compreendidos nas aproximagdes das derivadas parciais (Uu), e (Vu),

sdo apontados nas figuras 4.27(a) e 4.27(b), respectivamente.

As velocidades de convecgao U:e, U]:Lw, VII\C, e Vllf , obtidas a partir da equagao
(4.2), sao dadas pelas médias
U:e: 8+ TLTLC’U:w: ’LU+ n?’L’lU’VII\CI: ’I’L+ nnn’V§: 5+ 77/’
2 2 2 2
ko, k .k

conforme mostra a figura 4.28. Por sua vez, as componentes cartesianas discretas u, ., u

e uk do vetor velocidade sdo estipuladas mediante o esquema CUBISTA-FOURIER (3.63).

uN

nw?
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(a) Aproximagéo do termo % (Uu) (b) Aproximacéo do termo o (Vu)

Figura 4.27: Discretiza¢do do termo convectivo € (u) na face n

—T— NNNWW—— nnnee

nwww NW /mnw

— T Hww n

Q

www W E eee

— T SWww—3:8 e — see

SSWWW SW SSW S sse s E sseee

] 5SS sssee

k —k

. . . . ~ =k =k
Figura 4.28: Pontos utilizados para determinar as velocidades de convec¢ao U, U .., Vy €

pertencentes ao termo convectivo ¢ (u) discretizado na face n da i-ésima célula

k

»e» €m conformidade com a figura 4.29, tem-se que

Assim, para u

14 Sk 1- S,
(g) Uney + (—ne> Uney s afnafme < [0’ 1)

2 2
Upe & |
1+ Sy 1—S*
( +2 ne) uﬁ + <_2 ne) uﬁee7 ﬂﬁ,ﬂfwe S (—O0,0> U [17 OO)

com

30 ~k
nmu
n k k k
Une; = E bn Sen ( 9 ) (U’nee - unww) + Uppw

n=1

&9

—k

Ve
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nww—mw—m——Hne—riiee

W w P e E EE

I
@ Ty, >0

n ne—rmnee—rieee-rieeee

W w P e E EE

o
b Tr <0

Figura 4.29: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente « do vetor velocidade no
ponto ne e no nivel de tempo k, £ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

30 ~f
nmwu
_ 2 : nee k k k
Uney, = bn sen ( 9 ) (un - uneeee) + Upeeee

n=1

o 1, T >0
ne & .
-1, U,.,<0
Note que a componente u do campo de velocidades ndo estd definida nas fa-
ces horizontais n, nee, nww e neeee. Contudo, em se tratando do dominio computacional,
sua localizag@o coincide com a da componente contravariante U e, por causa disso, seu valor

numérico nestas faces pode ser calculado por meio da inferéncia (4.3). Segue, entdo, que

1 1
k __ k k k k ok k k k k
Uy = Z (uw + U + Upne + unnw) 3 Upee = Z (ue + Ugee + Upneee + unne)
1
k _ k k k k
Uppw = Z (uwww + Uy + Upnaw + unnwww)
€
1
k _ k k k k
Uneeee = Z (ueee + Ueeeee + Upneeeee + unneee) )

conforme indicam as figuras 4.30(a) — 4.30(d).

k k ok a7k k k k k

Dessa maneira, tem-se Uy = Ups Upoe = Upees Unww — Unww € Uneece — Uneeee
e, portanto,
1+ Sk 1— Sk
ne ne ~k ~k
<T Une, + T Unegy Upy Uppe € [07 1)
k
Upe = ;

1+ Sk 1-5;
(+Sne)_fi+(ﬁ>ﬂ’“ ity e € (—=00,0) U1, 00)

2 2 nee? n’ 'nee
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(¢) Face nww

(d) Face neece

Figura 4.30: Pontos envolvidos no cdlculo das médias aritméticas utilizadas para estimar a
componente u do vetor velocidade no ponto ne e no nivel de tempo k, k > 0, pertencente ao

termo convectivo ¢ (u) discretizado na face n

Por simplicidade, para as demais incégnitas u® , uf; e uf, as estimativas da

componente cartesiana u do vetor velocidade nas faces horizontais das células — e suas res-

pectivas gravuras apontando os pontos envolvidos no cdlculo de cada uma das médias — ficam
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subentendidas, dado que o processo é andlogo ao anterior. Logo, se P = P (@ +5,5+ %2)
representa o ponto associado a face horizontal na qual a componente u serd aproximada, com 7
e ro nimeros inteiros pares e {mpares, respectivamente, i € [0, ipax] C Ne j € [0, jmax] C N,

entdo, para qualquer nivel de tempo k, £ > 0, quando for o caso, denota-se naturalmente

k _ =k
Up = Up.

Com base nesse pressuposto e em concordancia com a figura 4.31, para a
k

nw?

propriedade transportada u; , tem-se que

AWWWW-NWWW—NW W —NW-——F

WW W w P ¢ E

‘ S
@ Tr, >0

nww—nw—-=m»——Hne—ree—-

WW W w P e E

|

b Tr, <0

Figura 4.31: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente u do vetor velocidade no
ponto nw e no nivel de tempo k, k > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

1+ gk 1- S,
(M) Upw, + <—nw) Unwg s afw}w’ﬁfc = [O’ 1)

i 2 2
Uy
" 14 SF 1— Sk ’
nw \ —k nw |\ —k ~k ~k
( 9 >unww+ ( 9 )un’ Uy s Uy, € (_OO’O)U[1700>
com 30
~k
nmu Kk —k K
Unwy = Z bn sen (%) (un - unwwww) + Upwwwws
n=1
%0 nwak
—k —k —k
Unwy = Z bﬂ Sen ( 9 n) (unww - unee) + Unpee
n=1
€
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Para u’If, de acordo com a figura 4.32, tem-se que

— H—
NN NN
nnn nnn

N N
1 !
w P e w P e
S s
S S
@ Ve >0 b) Ve <0

Figura 4.32: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente » do vetor velocidade no
ponto N e no nivel de tempo £, k > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

1+ Sk 1— Sk o
( 9 N) UN, +< 92 X UN,, uﬁ?“ﬁnn S [071)

14+ Sk 1— Sk
( —+_2 N) ﬂqli + ( 2 N) Eﬁnnv afuafmn S <_OO’O> U [1700)

com
30 ni
n —k —k —k
uN, = E bnsen( 5 ) ( mn—us) +uy,
n=1
20 nrik
o nnn —k k —k
UNy = § bn sen ( 9 ) (un unnnnn) + Upnnnn
n=1
€
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Para u1’§, conforme a figura 4.33, tem-se que

N NN

n nnn
w P e N
s n

S w P e
51515 S
SS S
@ 7y >0 b) Vh <0

Figura 4.33: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente v do vetor velocidade no
ponto P e no nivel de tempo k, k£ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

1+ Sk 1— Sk
i L Up, + L Up,, alsc’an € [Oa 1)
i 2 2
Uzp g b
1+ Sk 1— Sk
) (5% ) bt e 0 UL )
com
30 nrik
Up, = an sen ( > S) (ﬂfi u;“ss) +ﬂfss,
n=1
20 nmik
Up, = Z b,, sen ( 5 N> (ﬂf usnn) + ﬂsnn
n=1
e
L, VE>o0
Sk = |
~1, Vs <0

Seja agora o termo convectivo da equagdo (2.9),

0

>:%wm+ﬁww

% (v o

cuja discretizacao via diferencas centrais na face n da i-ésima célula e no nivel de tempo £,
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k > 0, conforme mostram as figuras 4.34(a) e 4.34(b), ¢ dada por

ko — — —
C (v)| Uk, — Upyohy, + Viok = Voob. (4.23)
n
HRNWW- nnn ‘ nnnee nnnu nnn nnnee
mwww NW nnw N nne NE  nneee mwww NW  nnw @ nne NE e
| |
— = muw—@——. ==1ce nww— lzw——.—-——t ee—rrn1ce —
www W w P E ece www W w ® e E eee
T S S =S 0p ST S = o ee —
sswww QW ssw S sse SE  sseee sswww QW ssw S sse SE  sseee
sssww 555 sssee sssww 555 sssee
o 0 o 0
(a) Aproximagéo do termo € (Uv) (b) Aproximagdo do termo o (Vo)

Figura 4.34: Discretizagdo do termo convectivo % (v) na face n

k =k —k  —k . . .
nes Unw» VN € Vp, obtidas por meio da for-

As velocidades de convecgio U

mula genérica (4.2), sdo dadas pelas médias aritméticas,

nne

U,’fe:M, k.
2 9

k k k k k k
Uk :Uw—i_Unnw?Vﬁ:Vn—i_Vnnnvk:‘/s +Vn

2o P9

conforme destaca a figura 4.35

sswww QW s

S

S sse S E sseee

vw SSS | sssee

. . . . - =k =k =k —k
Figura 4.35: Pontos utilizados para determinar as velocidades de convecgao U, ., U,,.,, Ve Vp

pertencentes ao termo convectivo ¢ (v) discretizado na face n da i-ésima célula

As aproximagdes para v¥_, v¥ | v e v§ sdo determinadas aplicando o esque-

ne> “nw?
k

ma CUBISTA-FOURIER em varidveis ndo normalizadas (3.63). Assim, no caso do termo v,
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com base na figura 4.36, tem-se que

nww—nw——»n——=ne—ree

W w P e E EE
.
@ Ty, >0
14 ne—rumnee—rieee—-rieeee
W w P e E EE
S
) Tr, <0

Figura 4.36: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente v do vetor velocidade no
ponto ne e no nivel de tempo k, k£ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

1+ S’rlie 1 - Sﬁe ~k 5
< ) Une1 + ( 2 Uneza U§7U£ee S [07 1)

Une = )
1+ Sk 1— Sk
( +2 Tle) Ufz + <Tne) Uﬁee’ @7]27{]568 S (_0070) U [17 OO)
com
30 nwok
_ n ko ok k
Unel - ; bn Sen ( 2 ) (Unee vnww) + Unwuﬂ
30 nmok
nee k k k
Uney = Z bn Sen (T) (Un - Uneeee) + Uneeee
n=1
© k
1, T >0
Sk =
ne —k :
1, T8 <0
Para v¥, , conforme a figura 4.37, tem-se que
1+ Sk 1-— Sk . .
2 nw Unw1 + 2 “e U’I’szv v’,”iww?”?ﬁf e [O? 1)
S

1+ Sk 1— Sk
( i "w> ¥ +( m")vﬁ, OF vy OF € (—00,0) U [1, 00)
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NWWWW-NWWwW—NWwW—nw-——H

WW W w P e E

‘ s
@U" >0

nw

nww—nw——-=m——He—1nee—-

WW W w P e E

S ‘

b UL, <0

Figura 4.37: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente v do vetor velocidade no
ponto nw e no nivel de tempo k, k£ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

com
- nﬂ-@zww k k k
Upw, = Z bn sen T (Un - Unwwww) + Unwwwws
n=1
20 nmok
Unwy = Z bn sen ( 92 n) (Uﬁww - v'rkz:ee) + vaee
n=1
© k
1,75 >0
Sk =
nw — :
1, T" <0
Para v{&, conforme a figura 4.38, tem-se que
1+ Sk 1— Sk o
( B N UN; 9 = UNg ), Uﬁvvrlinn € [071)
k
Uy = )
§ 1+ S8\ » =S8\ & ok
2 U, + 9 Unnns Yns> Ynnn € (_OO’ O) U [17 OO)
com 30
nwiy k k k
N, :ansen 5 (vmm—vs) + vy,
n=1
%0 nwok
UNy = Z bn sen < 2”””) (Uﬁ Uinnnn) + 'Usnnnn
n=1
(&
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nnn

S

(@) V§ >0

®) Ve <0
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Figura 4.38: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente v do vetor velocidade no

ponto N e no nivel de tempo k, £ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

Para v, conforme a figura 4.39, tem-se que

NN

nnn

5SS

SS

(@) Vp >0

® Vs <0

Figura 4.39: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente v do vetor velocidade no

ponto P e no nivel de tempo k, £ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER
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1+ Sk 1— Sk
+ £ UP1+< P>UP27@§7U]€€[071>
i 2 2
UP & b
1+ Sk 1— Sk
i ")v§ ( ") v, 08,0 € (—00,0) UL, 00)
2 2
com
20 nwok
Up, = Z b,, sen ( 5 S) (vﬁ Ufss) + vfss,
n=1
= mr@,’i k k k
Up, = Z bn sen 9 ( s Unnn) + Unnn
n=1
© —k
1, Vp >0
Sk = |
—k

Por fim, discretizando o termo convectivo € (v) via diferencas centrais na

face e e no nivel de tempo £, k£ > 0, tem-se

G ()| ~ Tk —Tpok + VE ok T ok (4.24)

ne -"ne se~se?
€

de forma que os pontos utilizados na aproximagdo das derivadas parciais (Uv), e (Vv), sdo

evidenciados nas figuras 4.40(a) e 4.40(b), nesta ordem.

HANWW- nnn nnnee nnnRwU nnn ‘ nnnee

nmwww  NW  nnw N nne NE  nneee nwww  NW  nnw N nne  NE - nneee

NWW— NWsmmmllammmlie —nee nww—- llw_"ﬂ'—'®— nee

www W w . eee www W w P ‘ E eee

| |
— SW —— St Se— see SWWw—Ssw—— s—@— see —
sswww QW ssw S sse SE  sseee sswww QW ssw S sse SE  sscee
SSSWw 555 sssee S55WW 555 sssee
| |
L 0 L 0
(a) Aproximagéo do termo € (Uv) (b) Aproximagao do termo o (V)

Figura 4.40: Discretizagdo do termo convectivo % (v) na face e

Também, a figura 4.41 destaca os pontos compreendidos no cédlculo das mé-

dias aritméticas obtidas da equagdo geral (4.1), as quais determinam as velocidades de convec-
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¢ao Ug , U{; , Vﬁe e Vje, dadas por

— Uk+ U, — Uk +UF VE4VvE VE4+ V.
I]:f: EZGEG;UII:Z ’LU_;— 6;‘/’:6: n_;nee;vfe: 8—2866

nnnww | nnn | nnnee

mwww NW nnw N nne WNE  nneee

———nww—nw @ I

www W Y P O) E ez@

——— sww— sw @ I

sswww SW ss

g
»
w
8
92]
rr

SSSTWW sSS | sssee

. . . . ~ =k =k =k —k
Figura 4.41: Pontos utilizados para determinar as velocidades de convec¢do Ug, Up, V. eV,

pertencentes ao termo convectivo ¢ (v) discretizado na face e da i-ésima célula

As propriedades transportadas sdo avaliadas por meio da aplicacao do esque-

ma CUBISTA-FOURIER (3.63). Logo, no caso do termo v’g, em concordancia com a figura

4.42, tem-se que

W w P e E cece EE cecece

®) T <0

Figura 4.42: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente v do vetor velocidade no
ponto E e no nivel de tempo £, £ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER
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1+ Sk 1— Sk
( +2 E)UE1+( E)vE2,@§,@§eee[0,1)
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1+ Sk 1— Sk
( _; E) Uf + (TE) USew @E’f}fee S (_OO’ O) U [17 OO)
com
> "7”75 k k k
Vg, = Z bn sen 2 (Ueee - Uw) + Vs
n=1
X nﬂ-vi?ee k k k
Vg, = Z bn sen ( e Ueeeee) + Veeeee
n=1
c
1, Up >0
s=4

Como a componente v do campo de velocidades ndo estd definida nas faces
verticais e, eee, w € eeeee, porém, sua localizacdo condiz com a da componente contravariante

V' no plano transformado, entdo decorre de (4.3) que seu valor numérico pode ser estimado

nestas faces mediante as seguintes médias

1 1
k __ k k k k\ .,k __ k k k k .
Ve = 4_1: (Us + Vsee + Unee + Un) 7 Veee = Z (Usee + VUseeee + Uneeee + Unee) ’
k __ l ( k 4 k + k + k )
Uw - 4 Usww Us Un Unww
€
1
k _ k k k k
Veeeee — Z (Useeee + VUseeeeee + Uneeeeee + Uneeee) 9

conforme indicam as figuras 4.43(a) — 4.43(d).
. k_ =k ok _ =k ok _=kaok _ 5k . .
Assim, v] =0, v, =T, Uy =V, € Vproo = VUsoreo €, diante disso, tem-se

1+ Sk 1— Sk
( +2 E)U51+( E)UEzvﬁsaﬁfeee[Ovl)

2

k ~
1+ Sk 1— Sk
(5% o (P52 ot it € (00 UL )
com
> m”A’f —k —k —k
Vg, = Z b, sen 5 (veee — vw) +7,,
n=1
X nﬂ-f}fee —k —k —k
Vg, = Z bn sen T (ve - Ueeeee) + Veeeee
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Sk —
E — .
—k
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—T—— SWW—SW —T—S5—— Sse——s¢ee —SW ——S——Se—— see seeee

sswow QW ssw S sse  SQF  ssee LR S sse  SQE sseee SEE  sseeeee

SSsSww SSS sssee SSS sssee ssseeee

(a) Face e (b) Face ecee

nnnww nnn nnnee nnnee nnneeeeee —————
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www | W . P e E eee e E eee EE ‘ EEEE) cceecee
SN SN

SWWw——8w ——S—T1—se——see —— — Se—— see seeee seeeeee
SSWWW SW SSW S sse SE sseee sse SE sseee SEE sseeeee SEEEE sseeeeeee
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(c) Face w (d) Face eeeee

Figura 4.43: Pontos envolvidos no célculo das médias aritméticas utilizadas para estimar a
componente v do vetor velocidade no ponto E e no nivel de tempo %, £ > 0, pertencente ao
termo convectivo % (v) discretizado na face e

. . , . k. k k
Para a demais incégnitas vg, vy, € UL,

as estimativas para a componente car-
tesiana v do vetor velocidade nas faces verticais das células sdo obtidas de maneira andloga e,
em vista disso, as expressoOes obtidas a partir da equagdo (4.3), bem como as respectivas ilus-
tracdes apontando os pontos envolvidos no calculo de cada uma das médias, serdao omitidos.
Sendo assim, se P = P (z +5,5+ %2) representa o ponto associado a face vertical na qual a
componente v serd aproximada, com 7; € o nimeros inteiros impares e pares, respectivamente,
i € [0,4max)] C Nej € [0, jmax] C N, entélo, para qualquer nivel de tempo k, k > 0, e quando

for o caso, assume-se simplesmente a notagdo v5, = V5.
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Com base nesse argumento e de acordo com a figura 4.44, para a propriedade
transportada vf, tem-se que

®) Ty <0

Figura 4.44: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente v do vetor velocidade no
ponto P e no nivel de tempo k, k > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

k ~
UP ~ )
1+ S§ 1— S§
(F53 )b+ (P52 ) ot thiit € o0 UL
com
X nmwok
vp, = Zlbn sen ( 5 W) (TF =0 ) + U s
il nmwo¥
Up, = ;bn sen < 5 6) (vh —vk.) + 7k,
© k
1, Up >0
Sk — .
—1, Up <0
Para v, conforme a figura 4.45, tem-se que
1+ Sk 1— Sk
( +2 "e) Upe, + (Tne) Uney, OF, 08 €0,1)
ok~

14+ Sk 1— Sk
( +2 ne) @5 + (Tne) U’flfne’ ,[)57@271@ € (_OO’O) U []_,OO)
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@ Vp, >0 (®) Vi, <0

Figura 4.45: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente v do vetor velocidade no
ponto ne e no nivel de tempo k, k£ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

com
il nmok
Vpe, = Zl by, sen ( 5 6) (k.. — VL) + T,
il nmwok
Uney = nz::l bn sen (%) (65 - Evli'rmne) + @Snnne
© k
1, V>0
Sk =
ne —k :
-1, V,. <0
Enfim, para v, em conformidade com a figura 4.46, tem-se que
1+ S% 1— Sk
( - ) Ve + ( ; ) Vs, 05,05 € [0,1)
vg, & ,
1+ Sk 1— Sk
(525 ) ot+ (F52 ) ot st € (o0 UL 0
com

20 nmok
_ sse —k —k —k
Vsey = § bn sen ( 9 ) (Ue - vsssse) + Vgssser

n=1
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Figura 4.46: Pontos da malha utilizados para aproximar a componente v do vetor velocidade no
ponto se e no nivel de tempo k, £ > 0, por meio do esquema CUBISTA-FOURIER

30 nmwok
_ Z . e\ (=k  —k —k
Vsey = bn sen ( 9 ) (Usse - U'rme) + Unne
n=1

1
Sk =

se

1L, Ve <0

4.2 METODO MAC PARA ESCOAMENTOS CONFINADOS INCOMPRESSIVEIS

Consoante as ideias apresentadas no capitulo 2, nesta secdo se obtém uma
equacao de evolugdo para a pressao a partir de uma combinacao das equacoes de Navier-Stokes,
cuja solugdo discreta d4 origem a um campo de velocidades com divergéncia nula.

Nesse contexto, dadas as discretizacdes explicitas (4.4) e (4.5) dos termos que
descrevem a evolucdo temporal do campo de velocidades, este pode ser estipulado no instante

de tempo t;, + At, isto €, no nivel de tempo k + 1, 0 < k < kyay, por intermédio das equagdes
W = JATF (uF, 08 pMY) b e oM = JATG (uF 08, pM ) + 0,

em que as fungdes F e G contém os termos viscosos, convectivos e de pressdo das equagdes
de Navier-Stokes e as velocidades u* e v* sdo conhecidas [22]. No que segue, apresenta-se a

deducao da equacgdo de Poisson para o cdlculo da pressao.
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Reescrevendo a equacdo da quantidade de movimento (2.8) da seguinte forma

T (u) ¢ (u) Z(u)
0 [u 0 Op0y  Opay
(7)== [ 0o+ 5 0] + 5 [ - e
0 ou 0 ou
J(a% - J(v=— -
oo (7 (0% 95,) ) oo (0% 756)) |
7(w)

e considerando a expressdo discreta (4.4), segue que a componente cartesiana v do vetor velo-

cidade, avaliada em uma face f da célula computacional de referéncia, no nivel de tempo k + 1
k > 0, é escrita como

k+1 k k+1 k .
JfA7'< Cg(u)‘f—l—t@(u))f —I—@(u)‘f) +uy, f=ewmns,

ou ainda, de forma concisa como

k41
W = Ff 4 At ()| (4.25)
com . .
Fi = J;Ar (—%(u) ’f + D (u) ’f) +uk, f=ewn,s. (4.26)
Analogamente, da equagdo da quantidade de movimento (2.9), reescrita como
7 (v) ¢ (v) 2 (v)
P To 5 Y TTopor  opox]
v
7 (5) == [t 00+ o)+ [ - e
) ov v 0 ov
oo g (7 (o5 95,)) 5 U (5 _585))]

e com base na discretizagdo temporal (4.5), sucede que a componente cartesiana v do vetor

velocidade, estimada em uma face f e no nivel de tempo k + 1, &£ > 0, é dada por

k k+1 k
P = me( %(u)\f+@(v)\f —I—@(v)‘f)—i—v’}, fe

ou ainda, concisamente como

it =G+ AT (v) | (4.27)
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com
k k
G% = J; AT (—%(v) ‘f + 2 (v) ‘f) —HJ’; ., f=ew,n,s. (4.28)

A partir das expressoes (2.10) que descrevem as componentes contravariantes
U e V e com base nas expressdes concisas (4.25) e (4.27), tem-se a formulacdo UV para a

velocidade, necessdria para a conservacao do fluxo de massa em todo o dominio computacional:

dy ox
Uk+1 S Y e 9T
U 87}f vf (977f
(4.29)
k+1\ Oy k+1\ Ox
=|(FF+ J;ATP )— —(G‘H—JA@ )— :
(£t +spar | | - (et aarro[7) 5
para f = e, w, e
oy ox
k1 k41 9Y k+1
Vit =—uy (95 + vy 85
(4.30)
K1\ dy k+1\ Ox
_(F}“+JfAT<@(u)’f )(9—5 +(G§+JfAT@(v)‘f )8—5
f f

para f = n, s.

Sendo & (u) e & (v) dados pelas expressdes (4.6) e considerando os coe-
ficientes de acoplamento «, (3 e «y definidos em (2.11), segue que o produto dos termos de
pressao pelas métricas dos segundos membros de (4.29) e (4.30) resulta na forma concisa para

as componentes contravariantes

a a 1 a k+1 a k+1
gkt = pr Y gk 9T g A —a D 45, D , 4.31)
/ ! 877 ! 877 =\ o T on ,
para f = e, w, e
a 8 1 k+1 a k+1
Vgan Y ) ST, J AT 2 432
f f 85 + b 0{ + Jy T,O 5]” 5 Vf (917 . ) ( )

para f =n,s.
Por fim, a equagdo da continuidade (2.12) € aproximada no ponto P e no nivel

de tempo k + 1, k > 0, por uma diferenca do tipo central

(6U ov

+1
9 + ) ‘ A~ UFT —pktt pyEl R — (4.33)
P
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Substituindo as expressoes (4.31) e (4.32) em (4.33), obtém-se a equacao de

evolugdo para a pressao

k 5 k+1 5 k+1 5 k+1 5 k+1
P p % /% P
Fa)| L= |—a. & op L B e
(FG) L ozeafe +Beane + Ju awafw ﬂwan
(4.34)
5 k41 5 k41 o k1 o k+1
P P
Jn n o~ —'In & Js —Ms q~ s A _ )
T | Bn e L B B v I
em que
k
dy ox dy ox
FG)| =— FF = Gk == FkZZ| — Gk —
dy oz dy ox
Fk —J el Thded o Fk —J k7" .
Fheoe| TCae| T ae| T e

A seguir, expde-se o algoritmo representativo da versao simplificada do mé-
todo MAC abordada neste trabalho.
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Algorithm 1 METODO MAC PARA ESCOAMENTOS CONFINADOS INCOMPRESSIVEIS

Tome (1, p, 7 = 0, Tfinar, AT
U =ug, ¥ =109, p=0po, U =Up, V=V
procedure ALOCACAO DE MEMORIA
end procedure
procedure LEITURA DOS PONTOS DA MALHA
end procedure
k=0
procedure CONDICOES INICIAIS
end procedure
procedure CONDICOES DE CONTORNO PARA A VELOCIDADE
end procedure
procedure GRAVACAO = (u°, v, p°)
end procedure
while 7 < 74,4, do

procedure CONVECTIVO = (¢ (u) |", % (v) ]k)
equacgoes (4.19), (4.22), (4.23) e (4.24)

end procedure

procedure DIFUSIVO = (Z (u)
equacoes (4.14) e (4.17)

end procedure

procedure (FG) |* = (F*, G*)
equagoes (4.26) e (4.28)

end procedure

T=T7T+4+AT

procedure PRESSAO = (pF+1)
equagdo (4.34) “DE FORMA ITERATIVA ATE A CONVERGENCIA”
procedure CONDICOES DE CONTORNO PARA A PRESSAO
end procedure

end procedure

procedure VELOCIDADE = (2 (u) |"*!, 22 (v) | ubt1, ok +1 gktl yiet)
equagoes (4.8), (4.9), (4.25), (4.27), (4.29) e (4.30)

end procedure

procedure CONDICOES DE CONTORNO PARA A VELOCIDADE

end procedure

procedure GRAVACAO = (uF+1 vF+! phtl)

end procedure

E=k+1

end while

k

k

7 (0)]")
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

A fim de se validar o modelo teérico exposto no capitulo 4, a seguir s@o apre-
sentados os resultados obtidos pela implementacdo do algoritmo a quatro tipos de problemas
reais que caracterizam escoamentos confinados 2D laminares, incompressiveis e isotérmicos.

Para o estudo da validagdo, investiga-se o desempenho do novo esquema CU-
BISTA-FOURIER (3.63) mediante comparacao das solu¢des numéricas com os resultados ex-

perimentais disponiveis na literatura para os seguintes problemas fisicos:
e escoamento entre duas placas paralelas;
e escoamento em cavidade com parede superior em movimento;
e escoamento envolvendo placa de orificio;
e escoamento do sangue em uma artéria corondria.

No processo de geracdo das malhas, imp0ds-se o nimero maximo de 103 ite-
ragdes, com erro inferior a 1074, e os sistemas lineares decorrentes das EDF apresentadas no
capitulo 4 foram resolvidos pelo método iterativo de Gauss-Seidel [11].

As condic¢des iniciais para os campos de velocidade e pressdo de todos os

problemas, submetidas ao instante de tempo ¢ = ¢, sdo admitidas como

to) =0
(29, 0)0, V(2,y) €QCRY, th=0 (5.1)

U
p (fL’, Y, tO)

e, portanto, o fluido se encontra em repouso em todo o dominio. E importante ressaltar que
o campo de velocidades em (5.1) € construido de forma que a equacdo da continuidade seja
satisfeita, evitando possiveis prejuizos quanto a convergéncia do método numérico [22].

As condi¢des de contorno retratam o comportamento da solugdo na fronteira
0f) da regido de definicdo do problema fisico a ser modelado. Para o campo de velocidades,
essas sao especificas para cada um dos problemas sugeridos, dadas nas secdes consequentes, as

quais podem ser classificadas em
e condicdo de ndo escorregamento e impermeabilidade (CNEI);
e condi¢do de livre escorregamento (CLES);
e condicdo de injecdo prescrita (CIPR);
e condicao de ejecao prescrita (CEPR);

e condic¢do de ejecdo continua (CECO).



111

A condi¢do de contorno para a pressao nao € necessdria, a priori, para a re-
solucdo das equacdes de momento (2.8) e (2.9), em razdo de se fazer uso de malhas deslocadas
[59]. Essa hipoétese € ratificada para os problemas modelados nas préximas se¢des, visto que o
fluido ndo pode escoar através das fronteiras rigidas do dominio. Diante disso, segue que

Ip

%(x,y,t):Vp.ﬁ:(), YV (z,y) € 09, t>t,

em que 7, neste caso, denota a normal ao contorno 92 C R? e, portanto, a condi¢io utilizada é
uma condi¢do de fronteira homogénea.

SendoU =< U,V >, segue da equacdo da continuidade (2.12) que v.U=0.
No entanto, como as equacdes sdo resolvidas numericamente, entdo, o que de fato ocorre € que
(V.0)pum # 0, com (V.U)pum 0 divergente numérico. Uma vez que se deseja monitorar o
processo de convergéncia, nas simulacdes sdo utilizados os valores obtidos para (V.ﬁ)num.

Se t;, corresponde ao instante de tempo inicial, entdo, a menos de erros de
truncamento e arredondamento, o principio da conservacdo de massa para os instantes sub-
sequentes exige que as componentes contravariantes U*t! (w1 oFtl) e VAT (¢ F1 yk+L)

satisfacam a equacdo da continuidade em todo o dominio, para qualquer £ > 0. Portanto,

k+1

(V.O)pum| ~0. (5.2)

Logo, da relacdo (5.2), pode-se estimar o divergente numérico em um ponto

de malha no nivel de tempo k£ + 1, 0 < k < K.y, da seguinte forma

+1

€ o

U (&5,m5) (&im5) (&m5)

(Vﬁ)num ~ 0,

k k k
(o ovy [T oot av
o0& On

(&my)

. P = k+1 P
e o método é convergente se (V.U),um } (;n ) tende a zero quando a malha € refinada.
2379
Os resultados numéricos apresentados neste capitulo foram obtidos em fun¢ao
do nimero adimensional de Reynolds, definido como
LV
Re = —,

14

em que L e V sdo, respectivamente, o comprimento e a velocidade caracteristicos do escoamento
e, portanto, dependentes do problema em estudo.

Neste trabalho, todas as simula¢des numéricas foram realizadas em um mi-
crocomputador com arquitetura 64 bits e sistema operacional Linux Ubuntu versao 14.04.4
LTS, compiladas no GFortran. Tanto a geracio das malhas quanto a visualizacao dos resultados

foram obtidos através do software livre ParaView versao 4.0.1.
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5.1 ESCOAMENTO ENTRE DUAS PLACAS PARALELAS

Neste problema, também conhecido como escoamento de Hagen-Poiseuille
no caso de escoamentos laminares plenamente desenvolvidos?!, o dominio fisico consiste numa

geometria de formato retangular com altura H e comprimento L, conforme mostra a figura 5.1.

——=>[D C|T
—
v —> H
—>
A I N —— D]
| s |

Figura 5.1: Dominio do problema do escoamento laminar entre duas placas paralelas

O escoamento é unidimensional, cujo fluido se desloca na dire¢ao horizontal
da esquerda para a direita. Sendo assim, o campo de velocidades  é determinado unicamente
pela componente v, normal a fronteira de entrada, a qual € representada pela aresta AD.

O escoamento de Hagen-Poiseuille é considerado um dos poucos problemas
nos quais a solucao analitica para as equagdes de Navier-Stokes existe [22], a qual € expressa a

uma distancia y da parede inferior do canal por

1 H
u(y) = 6ﬁ/0 U (y)dy (yH — *) , (5.3)

onde % (y) se refere ao perfil de velocidades definido em fungdo de um valor de referéncia [53].
Sendo assim, a valida¢do do modelo tedrico aqui proposto € factivel.

Para esse designio, dadas as placas fixas representadas pelas arestas AB e CD,
considera-se a distancia H = 1m e comprimento L = 8H = 8m, garantindo que o escoamento
seja plenamente desenvolvido na se¢do de saida do fluido, indicada pela aresta BC.

Inicialmente, o canal formado pela distancia H se encontra vazio e o fluido é
injetado para o interior da geometria através da aresta AD a uma velocidade prescrita v; com
perfil do tipo parabélico. A medida que o fluido escoa para dentro do canal é desenvolvida uma
camada limite??, em virtude das forgas cisalhantes das paredes rigidas do tubo.

Dada a hipétese de incompressibilidade do fluido, a velocidade na linha de
simetria do tubo aumenta com a distincia percorrida a partir da entrada, satisfazendo a equa-
cdo da continuidade. A variacdo da velocidade € interrompida quando o regime permanente €

atingido, ou seja, quando a camada limite coincide com a linha de corrente central da tubulagao

21Um escoamento é dito completamente desenvolvido quando se torna inteiramente viscoso e o perfil de veloci-
dades ndo se altera com o avanco do tempo, isto €, quando o escoamento atinge o regime permanente [59].

22Escoamentos de fluidos com baixa viscosidade, como os escoamentos de dgua e de ar, podem ser divididos em
uma camada limite. Trata-se de uma camada viscosa delgada préxima as superficies solidas e interfaces, ligada a
uma camada externa que pode ser considerada inviscida, em que s@o vélidas as equacdes de Euler e Bernoulli [83].
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e, em razao disso, o valor de v ao longo do canal € o0 mesmo para todos os pontos do dominio
pertencentes a uma mesma linha de corrente.

Os resultados numéricos sido entdo comparados com a solucdo analitica do
vetor velocidade para um perfil do tipo reto, cujo valor de referéncia para este caso € justamente

a velocidade de injegdo prescrita, admitida como vy = 1m/s. Logo, da equacdo (5.3) segue que

u(y) = 6/0 dy (y —y*) = —6y(y—1). (5.4)

Para as devidas comparagdes, considera-se a regiao que corresponde a metade
do canal, ou seja, que dista y = H/2 = 0.5m da parede inferior. Visto que a velocidade méxima

¢ obtida na linha de corrente central, segue imediatamente de (5.4) que
Umax (0.5) = 1.5m/s.

As implementacdes foram realizadas com base nos distintos refinamentos de
malha apresentados na tabela 5.1. Cada malha foi gerada de modo a preservar a proporcionali-
dade quanto ao nimero de elementos nas diregdes & e 7). Por conseguinte, denotando 7ier, ¢ €
Nelem n COMO 0 Nimero de elementos na dire¢do § e 7, respectivamente, entdo, para a geometria

em questdo, tem-se h, = L / Nelem ¢ © hy =H / Nelem y €, POrtanto, a razao de refinamento

hy - E Nelem ¢ o lnelemf

h:r L Nelemn 8 Nelemn

se mantém constante entre as malhas G1 — Gb5.

Tabela 5.1: Quantidade de elementos considerados na constru¢ao das malhas para a simulagao
do problema do escoamento entre duas placas paralelas

NUMERO DE ELEMENTOS
MALHAS . .
DIRECAO ¢ | DIRECAO 7
Gl 8 4
G2 16 8
G3 32 16
G4 64 32
G5 128 64

Visando a convergéncia do método numérico e, consequentemente, a obten-
¢do da solugdo, para as malhas G1 — G3 considerou-se A7 = 1072 e para as malhas G4 e G5
adotou-se AT = 5 x 1073, As simulac¢des foram realizadas para Re = 100 assumindo o tempo

final 7 = 30s, tempo em que o regime permanente foi atingido, nas quais a solugdo foi obtida
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estabelecendo o processamento de, no maximo, 109 iteragdes, com erro minimo de 1073, Ade-
mais, assume-se o uso de condi¢des de contorno do tipo CIPR na fronteira de entrada, CECO
na fronteira de saida e CNEI nas fronteiras que retratam o comprimento das placas.

A figura 5.2 mostra o perfil, em regime permanente, do vetor velocidade para
o caso particular da malha G5. Nota-se que a magnitude € maxima no centro do duto, em con-
trapartida, proximo as fronteiras superior e inferior a velocidade € nula, devido a condicao de

nao escorregamento e impermeabilidade assumida.

velocidade (m/s)
0.4 0.8 1.2

0,0441 1,51

Figura 5.2: Perfil da magnitude da velocidade para a malha G5, com 7 = 30s

A figura 5.3(a) apresenta os perfis de velocidade, obtidos da secdo reta deter-
minada pelos pontos P1(7.5,0) e P2(7.5,1) de cada uma das malhas da tabela 5.1, por meio
do esquema CUBISTA-FOURIER. A relagao existente entre a variacdo dos valores admitidos
pela componente u do vetor velocidade e os valores assumidos por y sdo comparados qualita-
tivamente aos perfis resultantes dos métodos apresentados em [4] e [8], mostrados nas figuras
5.3(b) e 5.3(c), respectivamente.

Nota-se que y = 0.5 corresponde ao eixo de simetria da pardbola represen-
tativa da solucdo exata e, portanto, como mencionado anteriormente, a velocidade na linha de
centro do dominio ABCD € maxima. Logo, a velocidade da corrente livre®? V} é calculada

numericamente nos pontos (x;,0.5), ¢ € [0, imax] C N, para cada uma das malhas utilizadas.

Tabela 5.2: Comparativo de convergéncia via velocidade da corrente livre numérica entre os
esquemas FOU e CUBISTA-FOURIER

Vinum (M) s) ERRO=(1.5 — Vipum|
FOU | FOURIER | FOU | FOURIER

MALHAS | h, (m) | hy, (m) | he x hy (m?)

Gl 1.0 0.25 0.25 1.1999 | 1.2175 | 0.3001 | 0.2825
G2 0.5 0.125 0.0625 1.3380 | 1.3402 | 0.1620 | 0.1598
G3 0.25 0.0625 0.015625 1.4158 | 1.4113 | 0.0842 | 0.0887

G4 0.125 | 0.03125 | 0.00390625 | 1.4498 | 1.4445 | 0.0502 0.0555
G5 0.0625 | 0.015625 | 0.0009765625 | 1.4814 | 1.4863 | 0.0186 | 0.0137

23 A velocidade da corrente livre é definida como a velocidade de superficie de um fluxo inviscido, onde no h4
influéncia das condi¢des de contorno.
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Figura 5.3: Perfil de velocidades na secdo de saida para o problema do escoamento entre duas
placas paralelas

A tabela 5.2 mostra, com arredondamento de quatro casas decimais, que quan-
to menor a drea h, X h, de uma célula do dominio computacional, isto €, quanto mais refinada
a malha, a velocidade da corrente livre calculada numericamente, simbolizada por V..., tende
para a velocidade méaxima tedrica.

As informacdes expostas na tabela 5.2 ainda mostram que, relativamente ao
esquema FOU, percebe-se que o esquema CUBISTA-FOURIER apresentou melhores resulta-
dos para as malhas G1, G2 e G5, sendo que as malhas G1 e G2 apresentaram a maior € menor
diferenca entre V},,,,,, (FOU) e Vi, (FOURIER), respectivamente.

Posto que a convergéncia € garantida, as figuras 5.4(a) — 5.4(c), 5.5(a) e 5.5(b)
exibem o comportamento simultaneo do divergente numérico maximo, para cada uma das ma-
lhas G1 — G5, do esquema CUBISTA-FOURIER e do esquema FOU.
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Figura 5.4: Comparativo qualitativo do divergente numérico maximo entre os esquemas FOU e
CUBISTA-FOURIER para as malhas G1 — G3
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Figura 5.5: Comparativo qualitativo do divergente numérico maximo entre os esquemas FOU e
CUBISTA-FOURIER para as malhas G4 e G5

Visivelmente, no inicio das simulac¢des o esquema CUBISTA-FOURIER apre-
senta fortes oscilacdes, em especial nas malhas G1 — G3, devido a ndo linearidade do polindmio
trigonométrico. A medida que o tempo avanca, as oscilagdes tendem a diminuir, aproximando-
se do divergente numérico calculado através do esquema FOU.

Nesse contexto, a curva que representa o divergente numérico maximo, deno-
tado por (V.U)nummax, descreve um perfil monétono quando 7 — Ty, = 30s, sendo que,
quanto mais grossa a malha, mais proximo de zero € aquele valor. A tabela 5.3 mostra, com
um arredondamento de quatro casas decimais, que, apds alcancar o regime permanente, O €s-
quema CUBISTA-FOURIER leva a convergéncia com valores (V.ﬁ)nummax menores do que o0s

calculados pelo esquema FOU.
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Tabela 5.3: Comparativo quantitativo do divergente numérico miximo entre os esquemas FOU
e CUBISTA-FOURIER para o problema do escoamento entre duas placas paralelas

MALHA
FOU FOURIER
Gl 3.983 x 107 | 3.931 x 10~*
G2 2.479 x 1074 | 2.374 x 10~*
G3 8.873 x 107 | 8.607 x 10~*
G4 1.032 x 1073 | 1.031 x 1073
G5 2.615 x 1073 | 2.633 x 1073

5.2 ESCOAMENTO EM CAVIDADE COM PAREDE SUPERIOR EM MOVIMENTO

O problema do escoamento for¢ado pelo deslizamento da parede superior em
uma cavidade € um dos problemas cldssicos para a avaliacdo de algoritmos numéricos para as
equagodes de Navier-Stokes [22]. O dominio fisico consiste em uma geometria de formato qua-
drado com altura H e comprimento L, cujo interior, dotado de paredes s6lidas e impermeaveis,

¢ totalmente preenchido com fluido, conforme mostra a figura 5.6.

/ TAMPA

H l,l0 ’
D C|T
<REGIAO COM FLUIDO\> H
»

L

Figura 5.6: Dominio do problema do escoamento laminar em cavidade com tampa deslizante

Inicialmente, tanto a tampa da cavidade, representada pela aresta CD, quanto
o fluido estdo em repouso. No instante de tempo inicial 5 a tampa da cavidade sofre uma
aceleracdo devido a uma velocidade inicial uy > 0. Consequentemente, o fluido adjacente a
tampa € tracionado em virtude das tensdes viscosas, suscitando o escoamento. Com o avango
do tempo, identifica-se a direcao do escoamento e zonas de recirculac@o se tornam visiveis.

Neste trabalho, a cavidade possui uma drea de 1m?, logo, suas dimensdes sio

iguais e unitdrias. As simulacdes, com Re = 100, Re = 400 e Re = 1000, foram realizadas
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com base em uma malha com 128 x 128 elementos e, portanto, as c€lulas que compdem o

dominio computacional possuem o formato quadrado com 4reas iguais a 6.1035 x 10~5m?.
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Figura 5.7: Distribui¢ao do campo de velocidades para o problema do escoamento em cavidade
com parede superior em movimento, com Re = 100 e 7 = 50s

Para a convergéncia do método numérico, considerou-se A7 = 1073, com
o tempo final 7 = 50s. Assim como no problema das placas paralelas, obteve-se a solugao
estipulando o processamento de, no maximo, 106 iteracdes com erro minimo de 10~3. Também,
assume-se o uso de condicdes de contorno do tipo CLES na fronteira superior, com velocidade
de escorregamento vg = 1m/s, e CNEI nas fronteiras laterais e inferior.

Os campos de velocidades, considerando o escoamento completamente de-
senvolvido, para Re = 100 e Re = 400 sao mostrados nas figuras 5.7 e 5.8, respectivamente. A
varia¢do da magnitude da velocidade pode ser observada nas figuras 5.7(c) e 5.8(c), nas quais se
verificam a origem de uma regido na cor azul escuro, onde os valores das velocidades sdo iguais
ou muito proximos de zero. Nota-se, ainda, que a velocidade méxima ¢ atingida na fronteira

superior, adjacente a tampa mdvel da cavidade.
Os mapas vetoriais expostos nas figuras 5.7(a) e 5.8(a) facilitam a visualiza-

¢do da direcdo e sentido do escoamento. Observa-se que na regido de velocidade intermedidria o
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Figura 5.8: Distribui¢cao do campo de velocidades para o problema do escoamento em cavidade
com parede superior em movimento, com Re = 400 e 7 = 50s

fluido escoa da esquerda para a direita e para baixo, estimulando uma zona de recirculagdo con-
soante ao avancgo temporal. Tal zona engloba um vértice primdrio (principal), cuja localizacao
se aproxima do centro da cavidade com o acréscimo do nimero de Reynolds.

A descri¢do das velocidades por meio das linhas de corrente, expostas nas fi-
guras 5.7(b) e 5.8(b), permite visualizar a topologia do escoamento e torna evidente a origem de
outros dois vortices, proximos aos cantos inferiores esquerdo e direito. Por possuirem dimen-
sdes menos expressivas do que o vortice central, esses sdo denominados vortices secundarios.
Enquanto para Re = 100 ha apenas um prenuncio estrutural desses vortices, para Re = 400 o
vortice detectado no canto inferior direito j4 aparenta um formato definido.

As coordenadas do ponto que identifica o centro do vértice primario obtidas
para os casos em que Re = 100 e Re = 400 sdo apresentadas na tabela 5.4, comparando-as
com resultados disponiveis na literatura.

Por fim, a figura 5.9 expde o campo de velocidades, em regime permanente,
para Re = 1000. Nota-se que ambos os vortices secunddrios inferiores estdo bem estabelecidos.

Além disso, hd um indicativo da formagdo de outro vortice no canto superior esquerdo, o que
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era de se esperar, visto que o escoamento estd tendendo para um comportamento turbulento.
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Figura 5.9: Distribuicdo do campo de velocidades para o problema do escoamento em cavidade
com parede superior em movimento, com Re = 1000 e 7 = 50s

Da tabela 5.4 e das figuras 5.7 — 5.9, conclui-se que os resultados obtidos por

meio deste trabalho estdo em concordancia com os dados obtidos por outros pesquisadores.

Tabela 5.4: Posi¢do (x,y) do centro do vértice primdrio

REFERENCIA

Re =100

Re = 400

CUBISTA-FOURIER
BARBA [4]

BONO, LYRA E BONO [8]
GHIA, GHIA E SHIN [24]
GUPTA E KALITA [27]
HOU et al [34]
MARCHI, SUERO E ARAKI [49]

(0.6191, 0.7386)
(0.6109, 0.7335)
(0.6157,0.7373)
(0.6172,0.7344)
(0.6125,0.7375)
(0.6196,0.7373)
(0.6162,0.7373)

(0.5612,0.6112
(0.5699, 0.6033
(0.5613,0.6123
(0.5547,0.6055
(0.5500,0.6125
(0.5608,0.6078
(0.5537,0.6054

)
)
)
)
)
)
)
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Em particular, relativamente ao esquema FOU, o esquema CUBISTA-FOU-
RIER forneceu melhores resultados para Re = 1000, como pode ser observado mediante uma

andlise quantitativa dos valores numéricos expostos na tabela 5.5.

Tabela 5.5: Comparativo quantitativo do divergente numérico maximo entre os esquemas FOU
e CUBISTA-FOURIER para o problema do escoamento em cavidade com tampa deslizante

REYNOLDS
FOU FOURIER
Re =100 8.022 x 1075 | 8.098 x 10~°
Re = 400 1.781 x 1073 | 1.819 x 1073
Re = 1000 | 6.567 x 1075 | 6.518 x 10~°

Ou seja, quando o termo convectivo se torna dominante nas equagdes gover-
nantes, o carater nao linear do esquema CUBISTA-FOURIER permite obter melhores resulta-

dos quando comparados ao esquema FOU.

5.3 ESCOAMENTO ENVOLVENDO PLACA DE ORIFICIO

Devido a sua simplicidade, baixo custo, seguranca universal e ampla aplica-
bilidade, a placa de orificio € um dos meios mais utilizados para a medi¢ao confidvel e precisa
de fluxos envolvendo fluidos no estado gasoso, liquido ou até mesmo de vapor [77].

Em um duto, a medi¢do da vazdo por esse sistema consiste numa diferenca
de pressoes, de modo que, ao ingressar na tubulagdo, o campo de pressdo do fluido sofre uma
variagcdo brusca a medida que este se aproxima da restricdo que condiz a placa de orificio de
diametro Hy. Nesse processo, as linhas de corrente sofrem uma contracio a jusante do orificio,

dando origem a uma regido cuja area possui um diametro inferior a Hy,.

\ L .
— >|D U C
y— | H

Figura 5.10: Dominio do problema do escoamento laminar através de um orificio
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A geometria que retrata o dominio fisico ¢ admitida sob a forma exibida na
figura 5.10, com as dimensdes do duto especificadas pela altura H e comprimento L e as dimen-
soes da placa de orificio, simétricas ao eixo central da tubulagdo, especificadas por oz e 0y nas
direcOes z e y, respectivamente.

Inicialmente, o fluido, que se encontra em estado de repouso, € injetado para
o interior da geometria através da aresta AD a uma velocidade prescrita v;. Apds percorrer uma
distancia [, o fluido traspassa a placa de orificio sofrendo, concomitantemente, um aumento da
velocidade e diminui¢do na pressdo. Em decorréncia dessa variacao, instiga-se a formacgao de
vortices nas regides imediatamente acima e abaixo da vena contracta®*. A se¢io de saida é
representada pela aresta BC, na qual o escoamento alcanca o regime permanente.

Admitindo o escoamento (incompressivel) em regime permanente, a variagao
da pressdo p — por efeito da variacdo da velocidade V' — ao longo de uma linha de corrente é

expressa pela equagdo de Bernoulli

2

v
+ =+ gH = CONSTANTE, (5.5)

p

desde que as forcas internas viscosas ou resultantes de atrito sejam despreziveis. Na equacdo
(5.5), p é a massa especifica, g a forca gravitacional e H a altura do duto.

O escopo desta se¢do € verificar a capacidade do esquema CUBISTA-FOU-
RIER em detectar e avaliar a variacdo da pressdo durante o escoamento no interior de um duto
contendo uma placa de orificio de altura Hy, fundamentada na equacdo (5.5).

Para esse designio, dadas as paredes inferior e superior do duto, representadas
pelas arestas AB e CD, respectivamente, considera-se a distancia entre elas medindo H = 0.21m
e comprimento L. = 2.961m. As dimensdes da placa de orificio, localizada a uma distancia
[ = 1.26m da aresta AD, sdo dx = 0.021m e oy = 0.0525m. Logo, a altura H, do orificio pelo

qual o fluido atravessa mede Hy = 0.105m.

1
—1

I

Figura 5.11: Malha do problema do escoamento envolvendo placa de orificio

Neste problema, as simula¢des foram feitas para uma malha com 48 x 12 ele-
mentos. Para uma melhor visualizacdo da malha na regido que compreende o orificio, utilizou-
se um fator de escala de 0.7 na direcao x e de 1.3 na direcdo y. A figura 5.11 apresenta a malha

jé multiplicada pelo fator de escala.

2 A vena contracta, definida por Evangelista Torricelli (1608—1647), trata-se de um estreitamento das linhas
de corrente de um fluido em virtude de uma reducdo stibita da largura do canal de escoamento. Neste ponto do
escoamento a drea da secdo transversal € minima, ou seja, o didmetro do fluxo € o menor e a velocidade é maxima.
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Objetivando a convergéncia do método numérico e, consequentemente, a ob-
tencdo da solucdo numérica, para a malha em questdo foi considerado A7 = 5 x 1073, A
solugio foi obtida mediante a realiza¢do de, no mdximo, 10° iteragdes, com erro minimo de
10~*, admitindo-se o tempo final 7 = 100s.

Assume-se o uso da condicao de contorno do tipo CIPR na fronteira de en-
trada, com v; = 0.0025m/s, perpendicular a aresta AD. As condi¢des do tipo CECO e CNEI
sdo consideradas na fronteira de saida e nas fronteiras superior e inferior, respectivamente.

A figura 5.12 exibe, via mapa de cores, o campo de velocidades obtido para
o regime permanente. Logo apds o fluido traspassar o orificio, duas regides com tonalidade
azul escuro sdo visivelmente identificadas nos cantos superior e inferior, nas quais a velocidade
€ nula ou muito préxima de zero, sinalizando a estruturacdo de vortices. Além disso, nota-se
também que, ao longo da linha de corrente central do duto, a velocidade aumenta até atingir seu
valor médximo na regio que contém a placa de orificio, decaindo progressivamente até alcancar

a secdo de saida.

velocidade (m/s)

HHHOI']I. IHH\O"QHH
\

7.35e-05 0,261

Figura 5.12: Perfil da magnitude da velocidade para o problema do escoamento envolvendo
placa de orificio

Uma melhor andlise dos efeitos relativos as alteracdes da velocidade e da
pressdo, provocadas pela presenca do orificio no duto, pode ser feita por artificio dos graficos
apresentados na figura 5.13. Esses representam, respectivamente, as variacdes da magnitude da
velocidade e da pressdo, ambas expressas em fun¢do do deslocamento espacial L, descrito pelo
eixo das abscissas.

Na figura 5.13(a) verifica-se que, a medida que o escoamento avanga ao longo
do duto, a velocidade aumenta paulatinamente até se manter praticamente constante, com um
valor em torno de 0.187m/s. No entanto, ao se aproximar da placa de orificio, localizada
a 1.26m da regido de injecdo do fluido, a velocidade se eleva abruptamente, atingindo um
valor maximo muito préximo de 0.26m/s. Apds o fluido traspassar o orificio, a velocidade
decai continuamente até se estabilizar para valores em torno de 0.14m /s para, logo em seguida,
ascender a um valor maximo local de aproximadamente 0.166m /s, préximo a se¢do de saida.

Por sua vez, na figura 5.13(b), observa-se que a pressdo decresce gradativa-
mente conforme o fluido se desloca com o avango temporal. Ao se aproximar do ponto de
abscissa L = 1.26m, o decaimento ocorre severamente até atingir um valor minimo local, no

valor de 1004.57 Pa. Imediatamente apds atravessar a restricado imposta no duto, a pressao sofre
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(a) Velocidade

10054

1005.1
1005
10049

10048

10044

10045 \-\—\_\_L

(b) Pressado

Figura 5.13: Variacdo da velocidade e da pressdo, em fun¢do do deslocamento espacial L, para
o esquema CUBISTA-FOURIER, com 7 = 100s

um ligeiro acréscimo, ascendendo a um valor maximo local de 1004.73 Pa, para entdo decair
outra vez, progressivamente, até a secao de saida do duto.

Por fim, a tabela 5.6 compara os valores maximos assumidos pelo divergente
numérico do escoamento em regime permanente calculados mediante o esquema CUBISTA-
FOURIER e o esquema FOU. Nao se percebeu diferencas considerdveis na comparagao dos

dois esquemas porque o escoamento foi simulado a baixa velocidade.
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Tabela 5.6: Comparativo quantitativo do divergente numérico miximo entre os esquemas FOU
e CUBISTA-FOURIER para o problema do escoamento envolvendo placa de orificio

FOU FOURIER

MALHA

48 x 12 | 3.206 x 1073 | 3.213 x 1073

Apesar do divergente numérico do esquema FOU estar diminutamente mais
proximo de zero, o esquema CUBISTA-FOURIER também € eficaz em captar as alteragdes de
pressdo — oriundas da redugdo repentina da largura da tubulacdo por onde o fluido escoa — e,

por conseguinte, reproduzir o fendmeno justificado pela equagdo de Bernoulli (5.5).

5.4 APLICACAO A HEMODINAMICA

Atualmente, a aplicagdo da DFC em problemas relacionados a drea médica
tem se intensificado. Morris et al [50] fizeram uma revisdo didatica de métodos, benefi-
cios e mudancas associando a DFC a medicina cardiovascular, enfatizando que as simulag¢des
numérico-computacionais ja sdo reconhecidas pelos 6rgaos reguladores. Ainda, evidenciam que
os investimentos em DFC oportunizam o aperfeicoamento € o desenvolvimento de inovagdes
no campo das aplicagdes. Nesta perspectiva, a correta simulagio dos valores da pressao é um
fator determinante na afericao de procedimentos clinicos. A questdo ¢ mensurar a viscosidade,

a separacdo no escoamento e a turbuléncia, que resultam em baixa energia.

21 mm
N ; |
A
w| [3mm [18mm 3mm | E
Y
i 3mm S
10,5 —
mm ' 1,5 mm

6 mm

Figura 5.14: Dominio do problema do escoamento laminar aplicado a hemodinamica

O estudo do escoamento de sangue nas artérias corondrias e seu desdobra-
mento na saide humana tém sido pesquisado pela comunidade cientifica de maneira extensiva
[5, 6, 37, 63]. Especificamente, os estudos sdo realizados com a finalidade de medir as vari-
acdes de pressdo nas proximidades da estenose® associadas as recirculagdes (vortices) exis-
tentes. Além disso, procura-se avaliar as tensdes de cisalhamento nas paredes das artérias, no
intuito de se investigar o aumento do espessamento da parede arterial, bem como desenvolver

técnicas cirtirgicas que possam minimizar o risco da ocorréncia da aterosclerose®S.

ZEstreitamento patolégico de qualquer canal, conduto ou orificio organicos.
%6 Aterosclerose é uma doenca inflamatéria crénica caracterizada pela formacéo de placas, compostas especial-
mente por lipidos e tecido fibroso, no interior dos vasos sanguineos.
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Nesse contexto, como ultima aplicacdo deste trabalho, simulou-se o escoa-
mento de um fluido cujos parametros, quando submetidos a condi¢des apropriadas, s@o simila-
res ao sangue humano. A geometria que corresponde ao dominio fisico é exibida na figura 5.14,
semelhante a apresentada em [5].

As simulagdes foram realizadas para Re = 211 e Re = 390, considerando
uma malha escrita no sistema de coordenadas generalizadas de 444 x 24 nds, com v = 3.5 X
1075m? /s, de modo andlogo aos dados apresentados em [5]. O critério de convergéncia adotado
para o célculo da pressdo foi de 5 x 1074,

Inicialmente, parte-se de um estado de quiescéncia (artificial) e a evolucdo
temporal € realizada até que o regime permanente seja estabelecido. Assume-se o uso de con-
di¢des de contorno do tipo CIPR na fronteira de entrada, CECO na fronteira de saida e CNEI
nas fronteiras superior e inferior, descritas pelas arestas W, E, N e S, respectivamente.

Para o caso em que Re = 211, as figuras 5.15(a) e 5.15(b) exibem, nesta
ordem, os mapas de cores, da magnitude da velocidade obtida para o regime permanente, deter-
minados pelos esquemas FOU e CUBISTA-FOURIER.

velocidade (m/s)

0,1 0,2 03
w.l‘IH\J‘MJJHHHHL“

3.73e-05 0,358
(a) Esquema FOU

velocidade (m/s)
0,1 0,2

“\‘\HIH.HHIH\[\J‘BH

0,000149 0,36
(b) Esquema CUBISTA-FOURIER

Figura 5.15: Perfil da magnitude da velocidade para o problema do escoamento aplicado a
hemodinamica, com Re = 211

Observa-se que, visualmente, a diferenca entre os perfis ndo € perceptivel. A
velocidade do fluido aumenta a medida em que este se aproxima da estenose e diminui ao se
afastar da restricdo. No entanto, as velocidades maximas obtidas sdo diferentes para cada um
dos dois métodos convectivos considerados. As diferencas ficam evidenciadas tomando a linha
de corrente central — linha que vai do ponto (0,0.0015) até (0.042,0.0015) — como pode ser
observado na figura 5.16(a).

Ainda, da figura 5.16(a), nota-se que o esquema CUBISTA-FOURIER, quan-
do comparado ao esquema FOU, exibe uma queda menos acentuada na curva que representa a

variacdo da velocidade. Entretanto, pelos graficos da pressdo apresentados na figura 5.16(b),
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pode-se notar que ha uma diferenca substancial entre os dois esquemas.
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Figura 5.16: Comparativo qualitativo da variacdo da velocidade e da pressdo, em fun¢dao do
deslocamento espacial D, entre os esquemas FOU e CUBISTA-FOURIER, com Re = 211

Para o caso em que Re = 390, aumenta-se o valor da velocidade de injecao
prescrita, cujas simulacdes resultam nos mapas de cores para o regime permanente da magni-
tude da velocidade dos esquemas FOU e CUBISTA-FOURIER, exibidos nas figuras 5.17(a) e

5.17(b), respectivamente.
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velocidade (m/s)
0,2 04

J.HIH&

0,000534 0,649
(a) Esquema FOU

velocidade (m/s)

0,2 0,4HHI 0,6

0,00045 0,655
(b) Esquema CUBISTA-FOURIER

Figura 5.17: Perfil da magnitude da velocidade para o problema do escoamento aplicado a
hemodinamica, com Re = 390

Analogamente ao regime anterior, para Re = 390 a velocidade do fluido au-
menta quando este se aproxima da estenose e decresce a medida em que se afasta da mesma.
Nao obstante, neste novo regime de escoamento hd uma diferenca perceptivel entre os campos.
Um jato de fluido € consolidado no centro da geometria e o vortice principal, adjacente a parede

superior, apresenta uma configuracdo bem definida, provocando uma separagdo no escoamento.

velocidade (m/s)
02 04 0.6

-

0.000442 0,64
(a) Esquema FOU

0

velocidade (m/s)
02 04 06
0,00045 0,655

(b) Esquema CUBISTA-FOURIER

Figura 5.18: Mapa das linhas de corrente para o problema do escoamento aplicado a hemodi-
namica, com Re = 390
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Das figuras 5.18(a) e 5.18(b), nota-se que a estrutura do vortice principal é
melhor captada pelo esquema CUBISTA-FOURIER. A busca por esse tipo de estrutura é um
dos relevantes objetivos dos trabalhos previamente citados no inicio desta secao.

De acordo com as andlises geométricas deste escoamento, depreende-se que
o resultado aqui apresentado estd qualitativamente de acordo com [5], logo, supde-se que o
esquema CUBISTA-FOURIER poderd ser adequadamente quantificado quando comparado a
outros trabalhos.

As diferencas entre as velocidades calculadas para os dois esquemas se tor-
nam mais evidentes neste novo regime ao se considerar a linha de centro na geometria, como

pode ser observado na figura 5.19.
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Figura 5.19: Comparativo qualitativo da variacdo da velocidade, em funcdo do deslocamento
espacial D, entre os esquemas FOU e CUBISTA-FOURIER, com Re = 390

Na figura 5.20 € possivel verificar que ha uma diferenca ainda mais substan-
cial nos gréficos da pressdo. Aparentemente, as curvas s€ comportam quase que como uma
constante, mas isto ndo € verdade, como mostra o grafico da figura 5.21. Salienta-se que a cor-
reta simulacao dos valores da pressdo € fator decisivo na calibragem de procedimentos clinicos.

Por fim, com essas simulacOes finais, acredita-se que o novo esquema de-
senvolvido via série de Fourier - CUBISTA-FOURIER - seja mais adequado nas simulagdes
futuras por permitir captar, com mais riqueza de detalhes, estruturas mais complexas no escoa-

mento, uma vez que as equacdes de Navier-Stokes sdo ndo lineares.
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Figura 5.20: Comparativo qualitativo da variagdo da pressdo, em funcdo do deslocamento espa-
cial D, entre os esquemas FOU e CUBISTA-FOURIER, com Re = 390
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Figura 5.21: Ampliacdo da variagdo da pressdo, em fun¢do do deslocamento espacial D, para o
esquema CUBISTA-FOURIER, com Re = 390
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento, validacdo e aplicacdo de
um esquema convectivo nio linear escrito em varidveis normalizadas, nomeado CUBISTA-
FOURIER (Convergent and Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment of
Advection via Fourier Series), para a simulacdo de escoamentos bidimensionais laminares, in-
compressiveis e isotérmicos.

No processo de modelagem dos problemas discutidos no capitulo 5, tomou-
-se por base as equacdes matematicas fundamentadas nas premissas fisicas de conservagao de
massa e momento, discretizando-as por intermédio do MDF.

Embora os problemas apresentados nas se¢des 5.1 — 5.3 possam ser resolvi-
dos por meio de métodos fundamentados no sistema cartesiano de coordenadas, esses foram
resolvidos em coordenadas generalizadas, dado que o primeiro sistema de coordenadas ¢ uma
particularidade do segundo. Entretanto, assim como no problema da hemodinimica, os resulta-
dos serviram para verificar a eficiéncia do esquema proposto.

Observou-se que, apesar de exigir maior custo computacional, as solucoes
obtidas para os problemas em estudo estdao em concordincia com os resultados apresentados
pela comunidade cientifica em DFC e, portanto, sd@o consideradas satisfatérias. Em especial,
o esquema numérico CUBISTA-FOURIER detectou de forma adequada o salto na velocidade
e pressdo, para o caso do problema do escoamento envolvendo uma placa de orificio, além de
identificar corretamente os vortices gerados nos problemas do escoamento em cavidade com
tampa deslizante e da aplicacdo a hemodindmica.

Destaca-se que o esquema CUBISTA-FOURIER permitiu captar vortices e
campos vetoriais com maior riqueza de detalhes, quando comparado ao esquema FOU. Entende-
se que isto se deve ao fato da nao linearidade peculiar do esquema, o que implica em uma
melhor precisdo numérica, como mencionado no capitulo 3. Em contrapartida, percebeu-se que
o tempo final de simulacdo para a obten¢do da soluc¢do foi substancialmente maior.

Como sugestao para trabalhos futuros, pode-se desenvolver uma andlise quan-
titativa e qualitativa entre os resultados obtidos neste trabalho e os obtidos pelo esquema CU-
BISTA, do qual o esquema CUBISTA-FOURIER foi derivado. E possivel, também, estender
todo o estudo desenvolvido neste trabalho para o caso de escoamentos tridimensionais e/ou
turbulentos, objetivando, concomitantemente, valida-lo conforme resultados disponiveis na li-
teratura e verificar sua competitividade do ponto de vista de eficiéncia computacional, mais

precisamente do tempo de simulagdo.
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