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RESUMO

Uma técnica de proje¢do nao perturbativa € usada para tratar o problema de condi¢do inicial
no contexto da Mecanica Quantica. Neste formalismo, equacdes de movimento sdo deduzidas
para o conjunto de observaveis dindmicas de um corpo. Uma expansdo ndo perturbativa pode
ser obtida para estas quacdes. Tratamos esta expansdo em ordem mais baixa, correspondente a
Aproximagdo de Campo Médio, para um sistema fermionico autointeragente fora do
equilibrio na presenca de um campo magnético. Neste regime estudamos o fendomeno de
quebra dinamica de simetrias, associado a transi¢des de fase do sistema, e interpretamos a
fisica de campo médio de nosso sistema.

Palavras-chave: Campos magnéticos. Mecanica quantica. Fisica matematica.
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ABSTRACT

A non-perturbative time-dependent projection technique is used to treat the initial value
problem in Quantum Mechanics context. In this formalism, we derive equations for the set of
one-body dynamics observables. A non-perturbative expansion can be written for these
equations. We treat this expansion in lowest order, which corresponds to the Mean-Field
Approximation, for a non-equilibrium self-interacting fermionic system in the presence of an
external magnetic field. In this regime we study the dynamical symmetry breaking
phenomenon, associed to phase transition, and the mean-field physics of our system.

Keywords: Magnetic fields. Quantum mechanics. Mathematical physics.
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CAPITULO |



1 INTRODUCAO

As ciéncias fisicas baseiam-se em modelos matematicos usados na descrigao
dos fendmenos naturais. Na maioria das vezes esta descricdo envolve equacdes diferenciais
que ndo podem ser resolvidas analiticamente, isto €, ndo € possivel encontrar solu¢des destas
equacdes em termos de fungdes matemdticas fundamentais. Normalmente, a descricdo de
sistemas fisicos envolve um numero grande de equagdes acopladas que devem ser resolvidas
simultaneamente.

Nestas situacdes ha duas possiveis abordagens, a primeira que consiste em
resolver o problema de forma numérica, através de cdlculos aproximados realizados em
computadores; ou resolver o problema estudando algum limite particular de interesse fisico do
sistema, limite em que o sistema tem um comportamento simplificado e conseqiientemente ¢
descrito por equagoes diferenciais que podem ser resolvidas analiticamente.

Estamos interessados em procedimentos matematicos que permitam
descrever o comportamento de sistemas fisicos utilizando a segunda abordagem. E
conveniente lembrar que ambas as abordagens sdo complementares, pois enquanto a
abordagem numérica permite descrever a evolucdo do sistema numa grande variedade de
regimes, a abordagem analitica simplificada das equagdes, que descreve o sistema num dado
regime particular, permite interpretagdes que o calculo numérico ndo pode fornecer como
veremos neste trabalho.

Abordagens analiticas simplificadas podem ser classificadas em duas
classes: as perturbativas e as ndo- perturbativas. As abordagens perturbativas, também
chamadas aproximagdes perturbativas, caracterizam-se por resolverem as equacdes que
descrevem a evolugdo de sistemas fisicos num limite em que um parametro fisico, que
caracteriza o sistema, tende a zero. A idéia das aproximagdes do tipo perturbativas ¢ de
descrever a evolucdo de observaveis do sistema em termos de uma série em poténcias do
parametro fisico que tende a zero, analogamente a uma série de Taylor. Nesse sentido, quanto
mais proximo de zero for o valor do pardmetro tratado perturbativamente melhor serd a
aproximacao [1]. Como exemplo classico citamos a Eletrodindmica Quantica (QED), teoria
quantica que descreve a interacdo de foOtons (campos eletromagnéticos) com a matéria
(elétrons). Na QED a intensidade da interacdo entre os campos eletromagnéticos e os elétrons
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abordagem perturbativa ¢ apropriada, fornecendo resultados excelentes. Outro sistema fisico
para o qual a descricdo em termo da abordagem perturbativa fornece resultados simples e
elegantes ¢ a descricdo da matéria nuclear na fase quark- gluon plasma, na qual os quarks sdo
fracamente interagentes (quase-livres), devido as pequenas distancias envolvidas. Por outro
lado, quando as distancias entre os quarks atinge 1 fermi, diametro tipico de ntcleons (préton
e néutron), a abordagem perturbativa deixa de ser adequada, pois a interacao entre os quarks
torna-se forte, envolvendo processos do tipo troca de mésons. Neste regime particular a
expansdo perturbativa em termos da constante de acoplamento entre os quarks ja ndo
converge, de modo que a descrigdo da matéria hadronica deve ser realizada através de
abordagens ndo- perturbativas. E claro que processos que envolvam fendmenos do tipo quebra
de simetria, associados a transi¢des de fase; formagao de estados ligados ou ressonantes; troca
de mésons massivos; etc... devem ser tratados de maneira ndo- perturbativa.

O foco deste trabalho ¢ estudar uma técnica ndo- perturbativa que fornece
uma descri¢cdo aproximada para sistemas quanticos de muitos corpos fortemente interagentes.
Uma caracteristica desta técnica € a sua aplicabilidade na descri¢do de sistemas com niimero
finito ou infinito de graus de liberdade. Como sistemas finitos citamos os niicleos atdmicos
que envolvem fendmenos fortemente interagentes em sistemas de alguns até algumas centenas
de particulas. Como sistemas infinitos, os quais preferimos denominar extensos, citamos os
sistemas da Fisica da Matéria Condensada e também sistemas (objetos) nucleares extensos
tais como estrelas de néutrons.

Em termos gerais, os métodos ndo- perturbativos aplicados a tais sistemas
consistem em buscar uma descricdo quantica completa e fechada, mas apenas de uma parte do
sistema completo. O intuito desta abordagem consiste em simplificar a descri¢do do sistema, e
com isso permitir um tratamento analitico do mesmo. Esta técnica teve origem em problemas
onde o sistema de interesse fisico estava em contato com reservatorios térmicos ou ainda em
problemas onde tdo-somente os elementos diagonais do operador matriz densidade completa
do sistema eram importantes. Nestes problemas, os graus de liberdade do reservatorio ou da
parte ndo-diagonal do operador matriz densidade eram considerados irrelevantes e
formalmente eliminados através de um operador de projecao.

Entretanto, para sistemas de muitos corpos fortemente acoplados ¢
conveniente ter uma descricdo onde cada parte do sistema ¢ considerada relevante. Para tais
sistemas Willis e Picard [2] desenvolveram uma técnica de projecdo onde os graus de

liberdade a serem eliminados eram as correlagdes (interagdes de 2 corpos, 3 corpos,..., n
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corpos), de modo que esta abordagem ¢ equivalente a aproximagdes do tipo campo médio ou
do tipo Hartree- Fock para sistemas de muitos corpos.

Estudaremos uma técnica de projecdo dependente do tempo desenvolvida
por Nemes e Toledo Piza [3], que ¢ uma extensdo do trabalho de Willis- Picard, a qual
permite tratar problemas de condi¢@o inicial na mecanica quantica além da aproximagdo de
campo médio. Com o objetivo de interpretar ¢ melhor compreender este método matematico,
escolhemos um sistema quantico “didatico” de férmions que interagem entre si € com um
campo magnético externo.

No capitulo 2 apresentamos o tratamento cinético desenvolvido por Toledo
Piza e Nemes [3], encontrando as equagdes que descrevem a dinamica efetiva de um sistema
de muitos férmions. Em seguida discutimos aproximacgdes necessarias para que estas
equacdes tornemse manipulaveis.

No capitulo 3 implementamos o método matematico estudado e obtemos na
aproximacao de campo médio as equacoes dindmicas que descrevem a evolugdo temporal de
um sistema fermidnico autointeragente na presenca de um campo magnético externo
constante. A partir destas equacdes primeiramente discutimos a dinamica (fisica) gerada pelo
fenomeno de quebra de simetria (transi¢cdes de fase) do sistema devido ao célculo variacional
realizado e em seguida interpretamos a fisica de campo médio de nosso sistema fermionico.
Enfim, obtemos e estudamos algumas varidveis (observaveis) de interesse.

No capitulo 4 fazemos um resumo das principais conclusdes que o presente

estudo permite e tracamos algumas perspectivas de desenvolvimento futuro.
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2 DINAMICA DE UM SISTEMA DE MUITOS FERMIONS

Neste capitulo apresentamos um tratamento ndo- perturbativo para o
problema de condicdo inicial de um sistema de muitos férmions fora do equilibrio. Esta
técnica desenvolvida por Toledo Piza e Nemes [3] nos fornece as equagdes dindmicas que
descreve a evolucdo temporal do sistema fermidnico. A partir destas equacdes exatas
discutimos aproximagdes conservativas e ndo- perturbativas para este tratamento, as quais

tornam manipulaveis as equagdes dindmicas obtidas.

2.1 CARACTERIZACAO DAS VARIAVEIS DE INTERESSE

A idéia basica do tratamento que utilizaremos consiste no estudo da
dindmica efetiva (evolugdo temporal) do conjunto de varidveis de um corpo (densidades de
um corpo ¢ de emparelhamento) de um sistema de muitos férmions. A motivagao de
estudarmos a evolugdo temporal de densidades de um corpo ¢ que a maioria dos observaveis
fisicos (excessdo feita & Hamiltoniana) sdo operadores de um corpo e conseqiientemente o
estudo de tais densidades ¢ desejavel.

Com o objetivo de implementar nosso estudo, comecemos por caracterizar
as varidveis fermidnicas de um corpo. Primeiramente consideremos na representagdo de
Heisenberg os operadores fermionicos a’; e a;, para i = 1, 2, que representam operadores de
criacdo e aniquilagdo de particulas de spin 1/2, onde os indice i = 1, 2 indicam as possiveis
projecoes de spin +% e —% , respectivamente. Como veremos, a generalizacao do
formalismo para particulas (férmions ou bdsons) com qualquer spin ‘e imediata. No caso
definido acima os operadores fermidnicos obedecem as regras usuais de anticomutacdo a
tempos iguais

{al(t),a;(t) b = 6y para i,5=1,2

{("IUJ"'{;“!J}E:;‘ = {(!1Iffj.(fj[fj]}f=r; =1 .

Consideremos o operador matriz densidade estendida de um corpo R

escrito na base dos operadores de criacdo e aniquilagdo acima definidos, ou seja,



13

I3 I, — A (af(B)al(t)) {as(t)al(t))

onde: 1) A;; = Tr{(d’; aj)F] ,parai, j=1,2,sdo os elementos da matriz quadrada A, ,
i1) Il;; = —Tr[(aa))F] , parai, j =1, 2, sdo os elementos da matriz quadrada I, ,
iii) I, ¢ a matriz (2X2) identidade e

iv) F ¢ o operador matriz densidade completa de muitos corpos que descreve o estado
do sistema. Enquanto R contém somente as densidades de um corpo, a matriz densidade

completa contém as densidades de um corpo, dois corpos,..., n corpos.

Observamos que R contém todas as possiveis varidveis fermionicas de um
corpo, de modo que estudar a dinamica efetiva destas varidveis € equivalente a estudar a
dinamica de R. Logo, estudemos melhor o operador matriz densidade estendida de um corpo
na base de particulas, o qual ‘e composto das matrizes densidade A, e II,. Notamos que a
matriz densidade A,, conhecida como matriz densidade normal de um corpo, ¢ hermitiana.

Por outro lado, a matriz densidade II,, conhecida como matriz densidade
anormal ou de emparelhamento, é antissimétrica. Portanto, podemos concluir que R ¢
hermitiana e conseqiientemente pode ser diagonalizada, via uma transformacao unitéria, tendo
autovalores reais. Os respectivos autoestados sdo conhecidos como orbitais naturais, enquanto
os autovalores sdo as correspondentes probabilidades de ocupagao.

Quando R ¢ escrito na base de particulas, ou seja, em termos dos operadores

i e a; , ele & ndo- diagonal, pois em geral existem densidades do tipo

de campo a
emparelhamento na matéria fermidnica. Por outro lado R pode ser diagonalizado através de
uma transformag¢ao unitdria e quando escrito nesta outra base, conhecida como base de quase-
particulas, as densidades de emparelhamento sdo nulas. A transformacao que diagonaliza R ¢é
conhecida como transformacao de Bogoliubov [4].

A transformagdo de Bogoliubov capacita-nos a estudar por exemplo, o
estado fundamental de um gas de particulas interagindo em pares através de um géas nao-

interagente de quase-particulas. Isto pode ser facilmente entendido quando consideramos a

transformagao de Bogoliubov abaixo,
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[ Ad(t) ] [ ay(t) ]
Ao(t) bz 7| aalt)
- l',).)»l
A (t) zI ol || al(t)
RUGE L ab(t) ]

onde observamos que um operador de campo na base de quase- particulas de
Bogoliubov ¢ escrito como uma combinacao linear de todos os outros operadores de campo

da base de particulas e assim, uma densidade normal de um corpo na base de quase-particulas,

por exemplo )‘E)“?, contém densidades de emparelhamento quando escrita na base de
particulas. Portanto, vemos que ¢ possivel tratar uma parte das correlagdes de pares, o
emparelhamento, através da técnica conhecida na teoria de muitos corpos como Hartree-
Fock-Bogoliubov.

O fato da transformagdo que diagonaliza R (transformacdo de Bogoliubov)

ser unitaria, implica que os operadores de campo Ai(t) e Al !, parai=1, 2, obedecem as

mesmas regras de anticomutacdo de a’; (#) ¢ a(#) a tempos iguais, ou seja,

{Alitj.ijfij}r:;r = {4 para i,5=1,2

M) e = D), N (B e = 0

Finalmente, a matriz densidade estendida de um corpo escreve-se na base de
quase particulas como
{ Py {0y ] { (Al A (A ]
_.'\-" — \- —

ba [y —F, J L -.':,\j-j_f_fu\jlff'| ) '::,\_.-ljr__'l,\j,-rj_.'f"l_':u J

onde a matriz quadrada P, ¢ a densidade normal de um corpo na base de quase-particulas, a
qual ¢ diagonal com autovalores p; € p, que sdo as probabilidades de ocupagdo do respectivo

estado (orbital natural), e a matriz quadrada O, ¢ a matriz nula.
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2.2 DINAMICA DAS VARIAVEIS DE INTERESSE

Com o objetivo de tratar correlacdes de emparelhamento ao se estudar
densidades de um corpo empregaremos a técnica de Hartree-Fock-Bogoliubov também
conhecida como Time Dependent Hartree-Fock-Bogoliubov (TDHFB) [4]. Ela consiste
primeiramente em diagonalizar R com o propoésito de tratar as correlagdes de emparelhamento
em termos dos orbitais naturais. Em seguida toma-se as derivadas temporais das varidveis de
interesse e utilizando-se a equagdo de movimento de Heisenberg, obtém-se a dindmica efetiva
de R.

Comecamos por diagonalizar R, ou seja,
IR = A 9.6)

onde W ¢ a transformacdo de Bogoliubov (2.3) que diagonaliza o operador matriz densidade
estendida R (2.2) escrito na base de particulas, enquanto N ¢ o operador matriz densidade
estendida (2.5) escrito na base de quase-particulas de Bogoliubov. A transformagdo W

obedece as seguintes equagdes de unitariedade

Wiw=1 e WWi=1p, . (:

[
-

O1¢ 1('

Podemos entdo, em termos das matrizes Q, e Z, , obter as seguintes

equagdes matriciais

(2.9]

Yo+ ZiZy =1, W25+ ZI =0, (2.10]
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Derivando temporalmente a equacao matricial (2.6) e utilizando as relagdes

de unitariedade (2.7) de W, obtemos
WIRW = N = WIWAN + NI = A + [V, W] (2.11)

Substituindo (2.5) e (2.8) em (2.11) e utilizando-se das relagdes de

unitariedade (2.9) e (2.10) obtemos a seguinte equagdo matricial

_ { Py + [Pa. Q0 + Z3 Zy) (P, OYZ3 + Zhosy, — (25 + Zisz;r-]
WIRW =
L OF 7y + Z8 Q0 — (P, O Zy + ZF ) —Py — [P QYO + ZT 23] j
(2.12)
onde {, }+ denota um anticomutador e [ , |- denota um comutador.
Como trabalhamos na representacdo de Heisenberg, a matriz densidade
completa de muitos corpos F ¢ independente do tempo, enquanto a matriz densidade

estendida de um corpo R depende do tempo, através dos operadores a’; (#) e ay(t). Derivando

com relacdo ao tempo a matriz densidade normal e a matriz densidade de emparelhamento

i_-i,:, = T (Ji I:.r.'il: Fia If I] F)
%“u = Ty ({% l“?' i) IH' (1 r]} j-_)

e utilizando-se a equacdo de Heisenberg, além da invariancia ciclica do traco, obtemos as

seguintes expressoes

idy = Tr ([a,:-rnj.H]F)
illy = Tr([a;a;, H|F)

onde H ¢ a Hamiltoniana que descreve a dindmica do sistema fermionico.
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A partir da equacdo matricial (2.12), sabendo que W ¢ a matriz que
transforma R (ou sua derivada) da base de particulas para a base de quase-particulas, e
utilizando-se de (2.14), obtemos as equacdes matriciais (2X2) que descrevem a dinamica

efetiva de R na base das quase-particulas de Bogoliubov
: St At o ity .
Py+ [Po, 0 + Z32Z0] . = —i Tr (AN, HIF)

(P, 875 + ZIWYy — (23 + Z]08) = —i Tr ([Aiy, HJF)

onde P, ¢ a matriz (2X2) de ocupacao de quase-particulas (quase- antiparticulas) de

Bogoliubov definida em (2.5),

{ l,';l[j_’ | ] -‘
Py = {(Al{t)A;(t)) = _ (2.16)

Enfim, devemos observar que as variaveis de interesse na base de particulas
(densidades de um corpo), quando escritas na base de quase-particulas, cont”em os elementos
da matriz de transformag¢ao de Bogoliubov, os quais s3o as incognitas das equagdes matriciais
diferenciais (2.15) juntamente com as ocupagdes p; (densidades de um corpo na base de
quase-particulas). Assim, dado um modelo (Hamiltoniana H que descreva a interagdo dos
férmions ou quase-férmions) e dadas as condi¢des iniciais (ocupagdo inicial p; das
quaseparticulas e valores iniciais para os elementos da matriz de transformagdo de
Bogoliubov), as equagdes dindmicas (2.15), via um principio variacional embutido na
equacdo de Heisenberg, descreverdo a evolucao temporal destas variaveis.

Na secdo seguinte estudaremos a técnica de projecdo desenvolvida por
Toledo Piza ¢ Nemes [3], que nos permitird tratar a dinamica efetiva da matriz densidade

estendida de um corpo.
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2.3 TECNICA DE PROJECAO DEPENDENTE DO TEMPO

As equagdes matriciais (2.15) que descrevem a dindmica efetiva da matriz
densidade estendida de um corpo R de um sistema de muitos férmions de spin 1/2, formam
um sistema acoplado de equagdes diferenciais que fornecem a evolucdo temporal das
ocupacdes de quase- particulas de Bogoliubov p; e dos elementos da transformacdo de
Bogoliubov. Contudo, ndo podemos resolver exatamente estas equagdes, pois dada a matriz
densidade completa de muitos férmions F, devemos observar que estas equagdes contém a
Hamiltoniana do sistema e no caso desta conter interagdes de dois corpos, as equagdes que
encontraremos para a dindmica de R envolverdo densidades de dois corpos, além das
densidades de um corpo que estudamos. Conseqiientemente, as equacdes (2.15) ndo serdo
fechadas em nossas varidveis.

Uma maneira de controlar estas dificuldades ¢ através da técnica de
operadores de projecdo. Esta técnica ¢ utilizada em varios contextos para reduzir a descri¢ao
do sistema as variaveis relevantes. O uso de técnicas que utilizam operadores de projecdo com
0 objetivo de tratar equagdes dinamicas ndo ¢ recente. Esta técnica extremamente geral foi
muito usada a partir dos anos sessenta em problemas onde os sistemas de interesse estavam
em contato com reservatorios (térmicos, de particulas ....), ou ainda em problemas onde tao
somente os elementos diagonais do operador matriz densidade eram importantes. Nestes
problemas, os graus de liberdade do reservatorio ou da parte ndo- diagonal do operador
densidade eram considerados irrelevantes e formalmente eliminados através de um operador
de projegao.

Entretanto, para sistemas dindmicos de muitos férmions acoplados ¢
conveniente ter uma descrigdo onde cada parte do sistema (subsistema) é considerada
relevante. Willis e Picard [2] derivaram equagdes de evolugcdo para um sistema
dinamicamente acoplado, onde os graus de liberdade a serem eliminados, ndo eram um
subsistema ou uma parte do proprio sistema (reservatorio), mas sim as correlacdes entre os
subsistemas produzidas pela intera¢do. Eles tratavam a parte ndo- diagonal do operador
densidade nao considerando as correlacdes dos subsistemas, conhecidas como termos de
colisdo, através de um operador projecao.

Logo, para sistemas dinamicos acoplados, onde cada subsistema interage

fortemente ndo podendo ser considerado irrelevante, a abordagem de Willis e Picard,



19

equivalente a uma aproximagdo do tipo Time Dependent Hartree-Fock (TDHF), era
claramente mais adequada.

O trabalho desenvolvido por Toledo Piza e Nemes [3] ¢ uma extensdo do
trabalho de Willis e Picard [2] (aproximacdo do tipo TDHF) e do trabalho de Kerman e
Troudet [4] (aproximagdo do tipo TDHFB), pois ele considera as correlagdes dinamicas dos
subsistemas (Termos de Colisdo). Esta técnica de projecao dependente do tempo consiste em

decompor a matriz densidade completa de muitos corpos F' em duas partes,
F=Folt)+ F'it) . (2.17)

onde Fy(z) ¢ uma densidade hermitiana de muitos corpos descrevendo completamente os
aspectos de um corpo da densidade completa ' sem conter qualquer informacao relativa as
correlacdes dinamicas, ou seja, Fy(z) contém todas as informagdes sobre as varidveis
estudadas, enquanto que F’(?) descreve as correlagdes dinamicas (efeitos de colisdao) da matriz
densidade completa de muitos corpos F. Observe que correlagdes do tipo Pauli, devido as
relacdes de anticomutagdo, e de emparelhamento, devido a transformacdo de Bogoliubov,
estdo embutidas em Fy(z).

A forma mais geral de uma densidade de muitos corpos Fy(z) com as
propriedades exigidas, pode ser encontrada no trabalho de Des Cloiseaux [5]. O objetivo de
nosso estudo consiste em tratar a dindmica efetiva de R para um sistema de muitos férmions e
neste caso a matriz densidade hermitiana de muitos férmions Fy(?) mais geral que descreve
completamente os aspectos de um corpo da densidade completa F' ¢ dada por

Fot) =TI [;_;GA;AG +(1— paj).a,x;] . (2.18)

)
onde p, sdo as probabilidades de ocupagao dos respectivos orbitais naturais, ou em outras
palavras, sdo as densidades de um corpo na base de quase-particulas dadas em (2.16). Observe
que o indice a representa todos os possiveis estados quanticos do sistema fermidnico, estados
de spin, sitios, orbitais, momento, etc... . No Apéndice A calculamos didaticamente alguns

tracos. A partir do Apéndice A temos que

.I*,l' I-'."]"-.':;FU | = !, [i.,.]\lfl_l} — (]

Y1~" |: f\t':.f'\{)-;'rl:.l :l — !' {,\L\LJE'J =0
I ((\l'ri'\,i,Jr:n) = l")r_':.'l'\-('!‘lf)
T (AaAbFo) = (1= palda

\

.
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onde os indices a e b designam os possiveis estados quanticos do sistema estudado.
No caso do célculo de densidades de dois corpos torna-se mais evidente

ainda as propriedades de Fy(z). Em geral temos que

Tr [A:E)'L,gt%ﬁdf] = Palb [:'f:iadrjbc — Eac'ﬁbd;' + 'Cra.b:cd

onde Cap;eq estd ligado a estrutura das correlagdes dindmicas de dois corpos presentes. Por

outro lado, um calculo simples (veja Apéndice A) nos fornece que

Tr [N AAFo| = paps (Jaadbe — dactha)

Como exigido, a densidade de muitos corpos F(?) descreve completamente
os aspectos de um corpo da matriz densidade completa F, sendo que uma densidade de N
corpos calculada a partir de Fy(z) exprime-se como o produto de densidades de um corpo [3].

Enfim, temos que Fy(z) tem traco unitario e da condi¢do de normalizagdo temos
Tr F=1=Tr Fylt) = TrF'(t)=10. (2.19)
A segunda etapa da técnica de proje¢do dependente do tempo [3] consiste
em expressar F’(t) em termos de Fy(?), de modo que a matriz densidade completa F possa ser

escrita como um funcional de Fy(z). O ponto crucial € a possibilidade de construir um projetor

dependente do tempo a partir de Fi(?), tal que
Folt) = P(H)F com PityPity = Pii) . (2.20)

Notamos que P ndo ¢ um operador no espaco de vetores de estado, mas ¢
um operador no espaco de matrizes densidade, também conhecido como espaco de Liouville.

A propriedade exigida para a construcao de P(z), além de (2.20), é
iFolt) = [Pit), L] F = [Folt). H + P(t)[H.F] . (2.21)

onde L ¢ um operador que age no espaco de Liouville, chamado Liouvilliano e que tem a

forma



21

sendo H a Hamiltoniana do sistema estudado. A equacdo (2.21) é a representacdo de
Heisenberg da equagdo " Fy(t) = P (Y)F.

Em [3] mostra-se que as condicdes (2.20) e (2.21) tornam a construg¢do de
P(t) unica. Por outro lado, devemos ter o cuidado de observar que a sua constru¢do na
representacdo de Schrodinger ¢ diferente da sua construg¢do na representagdo de Heisenberg,
ja que a equacao (2.21) ¢ diferente nas duas representacdes. Dado P(?), podemos obter uma

equacdo para F''(t) em termos de Fy(z) a partir de (2.17), (2.20) e (2.21), ou seja,

i+ POLYF(t) =T = Pit)) LF(t)

Lo
W

Esta equacgdo tem como solucdo formal

t
F'(t) :Q(r.uj::r’m)—éf dt’ G(t. 1) (T — P(t")) LFa(t) . (2.24)

onde F(0) ¢ o termo que contém as correlacdes iniciais (condi¢des iniciais) e G(z, t) ¢ a

funcdo de Green ordenada temporalmente

Git.th=T (vxp [ / AT P T‘JED _ (2.25)

A

Desta forma F''(?), e conseqiientemente F, podem ser expressas formalmente
em termos de Fy(?) (para ¢’ < f) e das correlagdes iniciais F''(0). Assim, as equacdes cinéticas
(2.15) que descrevem a dinamica efetiva das densidades de um corpo de nosso sistema de
muitos férmions s"ao formalmente fechadas em nossas varidveis. Na realidade a complicada
dependéncia temporal de (2.24) impede calculos exatos. Uma expansdo sistemadtica ¢

discutida nas referéncias [3].
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2.4 APROXIMACAO DE CAMPO MEDIO

Como vimos na se¢do precedente, podemos separar a matriz densidade de
muitos corpos em dois termos. A aproximagao de campo médio consiste em tomar F'(¢) = 0,
como no trabalho de A. K. Kerman e T. Troudet [4], ou seja, nesta aproximacao consideramos
que ndo ha correlagdes dindmicas (a menos das correlagdes do tipo Pauli e de
emparelhamento introduzidas via transformag¢do de Bogoliubov) no sistema de muitos
férmions. Portanto, Aproximagdo de Campo Médio (MF) e Aproxima¢ao de Hartree-Fock
Dependente do Tempo (TDHF) sao equivalentes.

Notamos que nestas aproximacdes F, na representacdo de Heisenberg, passa

a depender do tempo

F — Fiit) . (2.26)

Substituindo (2.26) em (2.15) temos as equagdes que descrevem a dindmica
efetiva de R (das densidades de um corpo e de emparelhamento) na aproxima,cao de campo

médio para um sistema uniforme de muitos férmions, ou seja,

Py+ [P, 080 + Z120) . = —i Tr ([N, HIF)
(2.27)
(P, 878 + ZIasy, — (28 + Z10s) = —i Tr(\N, HJF)

No préximo capitulo vamos utilizar este formalismo para descrever a
evolucdo temporal de um sistema de spin 1/2 descrito pelo modelo do oscilador anarmonico

fermidnico na presenca de um campo externo constante.
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3 DINAMICA EFETIVA DO OSCILADOR ANARMONICO FERMIONICO NA
PRESENCA DE UM CAMPO MAGNETICO EXTERNO

Me¢étodos aproximativos para tratar problemas de condi¢des iniciais em
teorias quanticas sdo essenciais, ja que o tratamento exato destes problemas raramente ‘e
possivel, exceto via métodos numéricos. O Oscilador Anarmonico Fermidnico na presenca de
um campo Magnético externo (MFAO) ‘e um modelo exatamente solivel que pode ser
utilizado em varios campos da Fisica, além de ser suficientemente simples, o que faz dele um
laboratodrio ideal para o estudo de novas técnicas e métodos da Fisica- Matematica.

Comecamos o capitulo descrevendo as principais caracteristicas do MFAO.
Em seguida, aplicando o método variacional do tipo TDHFB apresentado no capitulo 2,
obtemos as equacdes de movimento que descrevem a dindmica de campo médio de um
sistema discreto de férmions descritos pelo MFAO. Finalmente interpretamos a dinamica
efetiva de campo médio do sistema e estudamos a evolugdo de alguns observaveis de interesse

nesta aproximagao.

3.1 CARACTERISTICAS DO MODELO

As equacdes de evolugdo temporal (2.15) da dinamica efetiva de R
necessitam de uma Hamiltoniana que descreva as interagdes entre os férmions de nosso
sistema. Conforme justificativas abaixo, escolhemos 0 MFAO para este fim. A Hamiltoniana
do oscilador anarmodnico fermionico na presenga de um campo magnético externo constante

de intensidade B ¢ dada por

H=hw (n'.'ilf.'l + r.l.iu-;.) + I7 (L”I”I"'E“E"J - g B (r.'qu — u.Eu.-__.) . (3.1

!

onde a’; e a; sdo respectivamente operadores fermidnicos de spin 1/2 de criagdo e aniquilagéo,
que satisfazem as relagdes usuais de anticomutagdo, enquanto indices i = 1, 2 representam
respectivamente spins T e |. O parametro U representa uma interacdo repulsiva entre os

elétrons do sistema e gz ¢ a intensidade de acoplamento do momento magnético intrinseco
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(spin) dos férmions com o campo magnético externo B. O nome do modelo deriva de uma
analogia com o modelo do oscilador anarmdnico bosonico.

Com o objetivo de melhor compreender a fisica descrita pelo modelo,
estudemos os seus possiveis autoestados e respectivos autovalores associados. Sendo | 0 i o

v’acuo do sistema segue que

H|0)= [ﬁ w (aIm + a;;ag) + U (t'egt'ua%ﬂg) + 9B (t'eic'u - a;ag)] |0y =00} .
(3.2)

Logo, o estado fundamental do sistema (vacuo) tem autovalor de energia

associado nulo. Os demais autoestados da Hamiltoniana sdo

H [f.J{ | () J = [‘r'., + 9p Ir;] {f:i | [ J (3.3)
H (al]0) ) = [hw — g, B] f‘* |0)) (3.4)
H {”i”i | u } — ['}-"}_L' —+ f] [:;,-J{f';i | ( J (3.5)

Observe que estes sdo todos os possiveis autoestados da Hamiltoniana (3.1).

Para justificar este fato notamos que H O a; | 0 ) =00 ), onde O é um operador qualquer,
Halapal [0y =Ha!l [0)eHalalazal |0) = Halal 10} 4

modo que recaimos nos estados citados acima. Portanto, consistentemente com o principio de
Pauli que proibe a existéncia de férmions idénticos no mesmo estado quantico, nosso sistema

tem quatro estados que correspondem as seguintes configuragdes:

i) [0, estado este que chamamos de vacuo, o qual nao contém nenhum férmion,
i) ("'L | O ':1') estado contendo wn férmion com spin | |
i) {rf | 0} estado contendo um férmion com spin | e

iv) (.-.-flui, | O } estado contendo dois férmion com spins opostos {(emparelhados).
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Observe também que a presenga do campo magnético B elimina a

AL s . (ui | [ 'f'\] o {r.‘.t | { '.) ~
degenerescéncia de energia dos estados ‘'t! /) U A2l )0 n3o afetando os estados
|0) e (ayug |0 j:-)

estado inicial mais geral da Hamiltoniana (3.1) ¢ dado por

, pois estes ultimos estados tém momento magnético nulo. Segue que o

. 1 : . _
| ) = — {Ir’) 1+ i'-!I + t'-!% + 7 ﬂlﬂg) |0, (3.6)
' v N '
onde /+ 7+ @ € T s3o niimeros complexos e No=pP 4+ 4+ a? + 7 ¢ a constante de

normalizacdo do estado. E conveniente notar que este estado ndo tem um nimero definido de
férmions com spin 1 e | sendo portanto chamado de estado de mistura. Fica claro agora que
na base de particulas a matriz densidade de emparelhamento II, ¢ ndo- nula, pois sendo o

estado do sistema dado por (3.6), segue que (W | araz [ W) # ”. Observamos que a

auséncia em | ¥ 7 do estado de dois férmions e/ou do vécuo (T = U efon p = 0)

implica
que a matriz densidade de emparelhamento se anula.

Como conseqiiéncia das consideragdes acima, ao contrario do Oscilador
Anarmoénico BosOnico que apresenta somente solucdes (espectro de energia e estados
associados) aproximadas [1], o Oscilador Anarmdnico Fermidnico permite obter solugdes
exatas, as quais descrevem a interagdo, em um Unico sitio, de dois férmios idénticos quando
sujeitos a um potencial anarmdnico e um campo magnético externo.

Finalmente, convém salientar que o modelo MFAO ¢ uma versao
simplificada dos modelos de Hubbard e de Ising, freqiientemente aplicados a descri¢do de
fenomenos da Fisica do Estado Sélido, quando reduzidos a dimensao espacial zero (um unico
sitio ou orbital), de modo que somente os graus de liberdade internos sdo considerados. Mais
detalhesa respeitodasaplicagdes fisicas do MFAO podem serencontradasnas referéncias [6,7].

Na proxima sec¢do através de uma transformacdo do tipo Bogoliubov,
obteremos a dinamica efetiva na aproximagdo de campo médio para um sistema discreto de

férmions descritos pelo MFAO.
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3.2 TRANSFORMACAO DE BOGOLIUBOV E A DINAMICA DE CAMPO MEDIO

A partir da Hamiltoniana MFAO na base de quase- particulas encontramos
as equacdes de evolugdo que descrevem a dindmica do operador matriz densidade estendida
para nosso sistema discreto de férmions na aproximagao de campo médio. Para isto utilizamos

a transformacao definida por

,\j{_?} = '>_‘ [_u_.;.,lj t) f.'t + z5(t) r_-_.;] (3.7)
ou numa forma mais explicita
[ A T [wte) wh(t) =nit) =6 ][ anlt) ]
Aalt] wWip(t) wiolt)  2ha(t) =301 as(t)
= (3.5]
At st zan(t) wn(8) wa () || al(t)
At nizlt) zaalt) wialt) woalt) ab(t)
onde as matrizes €, ¢ Z, definidas em (2.3) escrevem-se como
u.a'“f:'l“:] u.a'lgf:f:] .’_‘.11(?‘) .’_‘.12[”
(s = e Ao = . (3.9)
way(t) wasalt) zo1(t)  zao(t)

Impondo que a transformagao de Bogoliubov W satisfaga as condig¢des de unitariedade (2.9) e
(2.10), onde os elementos das matrizes €, e Z, sdao dados em (3.9), verificamos que

necessitamos de apenas quatro parametros reais independentes para satisfazer tais condicdes.

N . P .
Portanto, em termos dos parametros reais f. 9.7 e & construimos Q, e Z; como

[ cosyt) cos&it) — exp [—.' _I_“(J'_]] sen () cos (L)
(2 =
exp [;' r.‘l:.f']] sen ~vit) cos&(r) cosy(t) cos &) J
(3.10]
[ exp [t #(t)] sen 4 (t) sen £(t) exp (¢ [#(t) — plt)]) cos~{t) sen &(t)
Zg =
—expi? [Hlf.f | — ol ]] | cosy(t) sen £(E) expiz [H[r] — 2001 ]]j sen ity sen £(t)
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Convém salientar que a transformagao de Bogoliubov dada em (3.10) nao ¢
unica. Por exemplo, poderiamos ter utilizado fungdes do tipo hiperbolicas, desde que as
condicoes unitariedade fossem satisfeitas.

Para obter a evolugdo temporal dos observaveis de nosso sistema na
aproximagdo de campo médio em termos dos pardmetros acima definidos, devemos
primeiramente escrever a Hamiltoniana MFAO na base de quase- particulas, utilizando a
transformagdo unitaria definida em (3.8) e (3.10). Em seguida, calculando os tragos das

equagdes matriciais de movimento (2.15) obtemos:

Tr (A, HJF) = 0
T;-([AIAQ.H]:FE.) = —g, B (p1—ps) sen (27) exp (i)
T;-([A%AI.H];‘?D) = —g, B (py —p1) sen (2 ) exp(—i )
T;-([A;AQ.H];ED) - 0

(3.11)
Tr([MALH)JF) = 0

Tr([MA.HIF) = — (1—py—pg) (2hw+U) sen (2 &) exp [—i (6 — )]
Tr i[}LE}LlH].:EDII = +

1r i[}lzl}'LEH];rD:I = 0.

(1—p1—p2) (2hw+U) sen (2€)exp[—i (6 — )

Por outro lado, como P2 ¢ uma matriz diagonal, o comutador

- ot
[P 000 + 257, , o primeiro membro da primeira equagdo dada em (2.15), possui somente

termos ndo- nulos fora da diagonal, de onde concluimos que

Py =10 e pa =10 . (3.12)

Logo, as ocupacdes dos orbitais naturais sdo independentes do tempo como
esperado na aproximagdo de campo médio [3]. Calculando os termos fora da diagonal da

primeira equacgdo, obtemos a equacao de movimento abaixo
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—i gy B (p2—p1) exp(—i @) sen (2~) =

1
(pa —p1) |—expl—1 @) sen vy cos& % {cosy cos}
[
o d .
+ cosy cosé o fexp (—i @) seny cosE} (3.13)
a

. . d . .
+exp i (0 — )| cos~ysen € m {exp (—1#) sen ~y sen £}
0

C
—exp i (# —2p)| sen v sen £ T {exp [—1(# — )] cosy sen £}

e a sua equacao complexo conjugada. A partir da segunda equagdo de movimento dada em
(2.15) e dos tragos dados em (3.11), obtemos a outra equagdo de movimento para os

parametros de Bogoliubov

i g (1—p1—p2) (2hw+U) exp|—i (6 —p)|sen (2&) =
. . o ood .
(1—py—pa) |—expliy)seny cosé T {exp(—1#) sen ~ sen £}
C
L . \
—cos7y cosé o {exp(—1 ) cos~y sen £} (3.14)
0
o d
+exp[—i (# — )] cosvy sen & T{ cosy cosé}
it

d

+exp [—i (8 — 2p)] sen y sen £ e lexp (—1 @) sen v cos&}
Clt

Resolvendo as derivadas temporais indicadas em (3.13) e (3.14), e
separando as partes reais € imaginarias, obtemos as equacdes diferenciais que descrevem a

dindmica efetiva de campo médio do sistema, ou seja,
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-~ :L':l
£=10

(3.15)
p=2g, B

0=2g, B+2hw+U .

Observe que nossa aproximacao ¢ conservativa [3] e portanto, um teste para
as equacdes cinéticas acima ¢ verificar se elas conservam a energia do sistema. Calculando a
energia na aproximagao de campo médio para nosso sistema fermionico a partir de (3.1) e

(2.18),

(H) = Tr[HF(t)=hw [2 sen %€ + cos2€ (p1+ pzﬁ]J + gy Beos2y (1 —p2) +
+ U [ (pip2) +sen %6 (1 — p1 — pa :]} (3.16)

e derivando-a temporalmente, ou seja, com relacao a ~(t), £(t), w(t), A(t). pi(t) e palt).
podemos verificar a conservacao da energia do sistema, on seja,

d

E‘: H :’|equa§ﬁt~s cinéticas = U, (3.17)

quando substituimos as equagodes cinéticas (3.12) e (3.15) em (3.17). O teste da conservagao
da energia ¢ um meio para verificarmos se n"ao cometemos nenhum erro ao deduzirmos as
equacgdes cinéticas.

Na proxima segdo iremos interpretar os resultados acima obtidos.
Analisaremos a dinamica gerada pelo fendmeno de quebra de simetria e entdo interpretaremos
a fisica de campo médio do sistema. Enfim, estudaremos alguns observaveis de interesse,
verificando, em particular, a possibilidade da existéncia de magnetizacdo espontanea neste

sistema.
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3.3 INTERPRETACAO DA DINAMICA DE CAMPO MEDIO

Para interpretar os resultados obtidos na se¢do precedente, inicialmente
iremos identificar processos fisicos presentes na transformagdo de Bogoliubov que geram as
equagdes dinamicas (3.15). Em seguida, a partir das equagdes dindmicas, obtemos a
Hamiltoniana cléssica associada e interpretamos a fisica de campo médio do sistema. Enfim,

utilizamos as equagdes de evolucdo para o estudo da dindmica de algumas varidveis

1.1 . ~
T2 © 72 magnetizagdo ...).

(observaveis) de interesse (nimero de particulas com spin

Como primeiro passo devemos identificar processos fisicos (transi¢does de
fase devido a quebra de simetrias do sistema) presentes na transformacdo de Bogoliubov. Para
isso notamos imediatamente que a Hamiltoniana (3.1) escrita na base de particulas ¢
invariante por transformag¢des do tipo rotacdo em SU(2). Por outro lado, a mesma
Hamiltoniana escrita na base de quase-particulas, devidos aos angulos (parametros) da
transformagdo (3.8)- (3.10), deixa de apresentar tais simetrias. Portanto, com o objetivo de
melhor compreender os resultados obtidos anteriormente, estudemos tais processos de quebra

de simetria. Primeiramente, consideremos a transformacao particular de Bogoliubov que ¢

implementada quando impomos que

=10 X H =1 (3. 18]
na transformacao geral de Bogoliubov (3.10). Neste caso temos as seguintes formas para as

matrizes Q2 e Z2

" cos (1) —exXp(—t i) sen ~(t) -|
\_ exp it p(t)) sen vy(t) cos () J

(3.19]

de modo que os operadores de criagdo e aniquilagdo relacionam-se da seguinte forma
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,-'\J{ = [w S 7 “I + exp (1 @) sen ui]
'\1 — [— exXpl—1 o) sen _e]_t + cos EIE]
(3.20)
/‘l"l — [1'! Sy + exXpl—2 @) sen -“lz]
P — [—a_'j{]jl (2 o) sen vy ay + cos A 'r.'tg]

Notamos que a nova mudanga de base definida em (3.20) n3o mistura
operadores de criacao com operadores de aniquilagdo. De (3.19), observando a estrutura de 2,
vemos que tal transformacao corresponde a uma rotagao do espago de Fock em SU(2), a qual
diagonaliza a matriz densidade normal A2, conforme verificado em [6]. Por outro lado, Z2 ¢

nula, de modo que na base de quase-particulas os elementos da matriz densidade de

emparelhamento, ni'j - T."[[. }lé}lj];r] para i, j = 1, 2 dados em (2.2), permanecem
ndo- nulos. Dizemos que tal transformacdo quebra a simetria de rotagdo, do tipo espacial, em
SU(2) do sistema. No apéndice B definimos e comparamos as estruturas dos grupos O(3) e
SU(2). Veja também referéncia [8]. Enfim, calculando as equacdes dinamicas (2.15) com este

tipo de quebra de simetria, obtemos

v =0
(3.21)

p = 2g, B

onde notamos que a autointeracao entre os férmions do sistema, caracterizada pelo parametro
U da Hamiltoniana (3.1), ndo esta presente nas equacdes dinamicas (3.21), consistente com o
fato da simetria de Bogoliubov (emparelhamento) permanecer intacta. O processo
aproximativo utilizado acima para a obtencdo das equacdes dindmicas (3.21) ¢ também
chamado de aproximacgao do tipo Hartree-Fock.

Consideremos agora uma segunda parametrizacao particular de Bogoliubov

que ¢ implementada quando impomos que
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p=0 e =0 (3.22)

na transformacao geral de Bogoliubov (3.10). As matrizes 2, e Z, escrevem-se agora como

Ccos & 1
” .
[ cos &
(3.23)
0 exp (2 #) sen £
Zg —
—exp (1) sen £ 0

de modo que os operadores de criagdo e aniquilagdo relacionam-se da seguinte forma

}ht = [c-u::uhaj cuI +exp (1t #)sen £ i'lg]
)ag = :— exp (1 6)sen £ a; +cosé aji,._]
(3.24)
A = _{'liilhnf ay +exp(—if)sen € ng]
As = [— exp(—i #) sen &£ nJ{ + cos £ ag]

Notamos que nesta segunda parametrizacdo, a estrutura da matriz €, indica
que a simetria de rotacao, do tipo espacial, em SU(2), ¢ conservada, enquanto a estrutura da
matriz Z, mistura operadores de criacdo de uma base com operadores de aniquilagdo da outra
base, 0 que caracteriza a quebra da simetria de rotacdo, do tipo emparelhamento, em SU(2) .

Em outra palavras, através da transformagdo (3.23), os elementos da matriz densidade de

Emparelhamento, ;=1 "'I':. Aidj "F] para i, j = 1, 2 dados em (2.2), se anulam,

lembrando que no caso de sistemas fermidnicos os elementos diagonais
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Il[_[ — ':j \'l"'l I i 1[.___._2 — ,.'\2,."‘2

sdo sempre nulos, independentemente da base
escolhida.
Enfim, calculando as equagdes dindmicas (2.15) com a parametrizaciao

(3.23), obtemos

g = 2 . B+2howo+U

onde notamos agora a presen¢a do parametro U da Hamiltoniana (3.1), responsavel pela
intensidade da autointerag@o entre os férmions, ou seja, pela existéncia de emparelhamento. O
processo aproximativo utilizado acima para a obten¢do das equacdes dindmicas (3.25) é
também chamado de aproxima,c™ao do tipo Bogoliubov.

A partir do estudo dos processos de quebra dindmica de simetria envolvidos
na obtenc¢do das equagdes dindmicas (3.15), verificamos que as variaveis angulares y e ¢ estdo
associadas a rotagodes, do tipo espacial, em SU(2), ou ainda, estdo associadas a transi¢des de
fase do sistema onde a simetria de rotagao em SU(2), do tipo espacial, ¢ quebrada. Por outro
lado, as variaveis angulares & e 0 estdo associadas a rotacdes, do tipo emparelhamento, em
SU(2), em outras palavras, estdo associadas a transigoes de fase do sistema onde a simetria de
rotagdo de SU(2), do tipo emparelhamento, é quebrada. Finalmente, gostariamos de citar
como exemplo de transi¢cdo de fase, associada a estas quebras de simetrias, a transi¢ao de fase
associada a supercondutividade (transi¢ao do tipo BCS).

Como proposto no inicio desta se¢do, identifiquemos agora a Hamiltoniana
classica associada as equacdes dindmicas (3.15), ou seja, a Hamiltoniana efetiva classica H,y
que gera a dindmica de campo médio das variaveis y, &, ¢ e 0 . Assim, a partir das equacoes
de movimento de Hamilton e das equagdes (3.15), procuramos a H,rque satisfaga as equacdes

abaixo
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5
~r‘=3¢33=g ef(7. &, 9, 0)
. d .
Y=0=— —Hg(v, €&, p,8)
g

(3.26)
#=2g, B+2hw+U = &—gmf(ﬁr-. £.0,80)

o

=0=— —
: 90

He_fli“_:.f.g.iq:] ;

Integrando estas equagdes verificamos de imediato que uma Hamiltoniana efetiva classica que

descreve a dindmica de campo médio de nosso sistema ¢ dada por
Hy=12g, B+2hw+U )E4+(29, B )7 . (3.27)

Para interpretar a fisica associada & Hamiltoniana acima, devemos notar que
devido a escolha da estrutura de (3.26), os pardmetros ¢ e 0 sdo coordenadas generalizadas,
enquanto y ¢ & sdo momentos generalizados. Notando que a Hamiltoniana (3.27) ¢ fungao
apenas dos parametros y € £ € os mesmos aparecem acoplados ao campo magnético B,
concluimos que y e & sdo momentos magnéticos (spins). Para melhor justificar a interpretagao

acima realizamos a seguinte transformagao

Jilt) = cosrit)
g (t) = dit)
Jalt) = cos &it)
onde definimos respectivamente as varidveis momento magnético ji e j2 conjugadas aos

angulos 0 e @, respectivamente. Em termos destas novas variaveis a Hamiltoniana do sistema

€SCreve-se como
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Heoplav oo 12l =20 B+2hw+U ) n+i2ag; B . (3.29)

Convém salientar que a transformagdo (3.28) ndo ¢ candnica [9], de modo que ndo podemos
obter as equagdes de movimento do sistema nas variaveis a1, 02, jiej2.

De imediato, dada as condigdes iniciais sobre y ¢ § vemos que j; e j, sdo
constantes, podendo assumir valores entre 1 e —1 . Neste sentido podemos relacionar a
Hamiltoniana (3.29), dada em termos de variaveis angulo-acdo, com a descri¢do do

movimento angular de precessdo de duas particulas classicas com momento magnético

J1 € J2 de modulo unitario na presenca de um campo magnético externo 5. . Nesta descrig¢io
as variaveis do tipo acdo j/ e j2 , associadas aos angulos ¢ e 0, respectivamente, representam
as proje¢oes constantes do momento angular de precessdo na direcdo do campo magnético

a(t) = 8(t) e aa = (1),

externo. Neste sentido, sdo os angulos longitudinais da

precessdo de j; e j, . Finalmente, a partir da transformacao (3.28), podemos relacionar as

—

variaveis angulares y e & com as colatitudes entre o campo magnético externo £ constante e

os momentos angulares de precessdo /! " /2 respectivamente. Portanto, concluimos que a
dindmica de campo médio de um sistema quantico fermidnico descrito pelo MFAO ¢
matematicamente idéntica a dindmica de um sistema cldssico de dois momentos angulares
independentes na presenca de um campo magnético externo constante de médulo B [10].
Conforme indicado no inicio da secdo, resta-nos estudar a dinamica de

campo médio dos observaveis de interesse. Consideremos a evolugdo temporal dos valores
1 1

esperados das seguintes quantidades: do nimero de particulas com spin 2 2" da

magnetizacgdo e da energia do sistema. Calculando tais quantidades obtemos
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(Ny) = Tr (ulf 1y f.;.) =sen 2 ysen?E (1—py)+cos? ysen® & (1 —p,)
(3.30)

a a 5 Lo \
4+ cos® v cos® £ (py) +sen 2 ~y cos 2 £ (pa)

{Na) = Tr (t’-!gf g .’Fg) =cos” ysen & (1—py) +sen®ysen’ & (1—po)
(3.31)

+ sen’ 7y cos 2 Eip) + cos 2 ~ cos > £ (p2)
(M.) = (N )—{(Ny)=vcos(27) (pp —pa) , (3.32)

enquanto o valor esperado da energia do sistema ja foi calculado em (3.16). Observe que tais
quantidades dependem apenas das variaveis y e § , as quais ndo apresentam evolugdo temporal
de acordo com (3.15). Logo, dada as condigdes iniciais para os parametros de Bogoliubov vy ,
§, @ e 0, e para as ocupacdes p; € p2 , 0s observaveis acima sdo constantes, 0 que no caso da
energia do sistema ¢ esperado, pois como verificado na se¢do 3.2 a mesma ¢é conservada. Por
outro lado, a magnetizacdo constante ¢ resultado do fato que o sistema descrito pelo MFAO
possui um numero reduzido de graus de liberdade. Observe que em nosso sistema a
magnetizacdo depende apenas das ocupacdes iniciais e independe da intensidade do campo
magnético externo. No caso do modelo de Ising unidimensional [11], onde ocorre interacao
entre spins de sitios vizinhos, verifica- se que a magnetizagao deste sistema depende da
intensidade do campo magnético externo.

Finalmente, no capitulo seguinte apresentaremos as conclusdes deste

trabalho e indicamos as possibilidades de desenvolvimentos futuros.
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4 RESULTADOS E CONCLUSOES

Mostramos com este trabalho uma forma de tratar o problema de condicao
inicial, no contexto da Mecanica Quantica, além da aproximagdo de campo médio. Este
tratamento [3] possibilita incluir correlagdes dinamicas (além do emparelhamento) as
equacdes usuais de campo médio. Embora o formalismo seja bastante geral, no capitulo 2 nos
o adaptamos ao tratamento de um sistema discreto de férmions de spin 1/2 descritos pelo
modelo do oscilador anarménico fermidnico na presenca de um campo magnético externo
(MFAO). Sendo um modelo simples, além de ser didatico, ele nos foi util na interpretagao dos
resultados obtidos e na compreensdo do método descrito.

No capitulo 3, através de uma transformagao de Bogoliubov que quebra as
simetrias de rotagdo, do tipo espacial e do tipo emparelhamento, do sistema, obtivemos as
equagdes que descrevem a dindmica efetiva das varidveis de um férmion deste sistema na
aproximagao de Hartree-Fock-Bogoliubov Dependente do Tempo (TDHFB). Como discutido
na se¢do 3.3, em geral uma aproximacao do tipo Hartree- Fock-Bogoliubov Dependente do
Tempo é melhor que a usual aproximagao do tipo Hartree- Fock Dependente do Tempo para a
descricdo de sistemas de muitos corpos, desde que a primeira capacita-nos a tratar as
correlagdes do tipo emparelhamento. No final da se¢do 3.3 , a partir de uma redefini¢do dos
parametros variacionais de Bogoliubov, mostramos que na aproximacdo TDHFB a evolucdo
temporal de um sistema quantico fermidnico discreto autointeragente de spin 1/2 descrito pela
Hamiltoniana MFAO ¢ equivalente a evolugdo de um sistema classico de dois spins
independentes que realizam um movimento de precessdo em torno do campo magnético
externo constante. Logo, apesar dos graus de liberdade de sistemas quanticos fermidnicos
serem descritos por variaveis anticomutantes, sem contrapartida na descricdo classica,
podemos utilizar tais equivaléncias matematicas entre sistemas cldssicos e quanticos com o
objetivo de obter um melhor entendimento fisico de sistemas quanticos. Finalmente,
calculamos alguns observaveis de interesse, verificando que devido a simplicidade do sistema,
os mesmos sdo constantes, dependendo apenas das condi¢des iniciais. No caso especifico do
valor esperado da magnetizacdo de nosso sistema, verificamos que o mesmo nao apresenta
magnetizacdo induzida pelo campo magnético, pois como citado anteriormente, o seu nimero
de graus de liberdade "e reduzido (apenas um sitio).

Como perspectiva de futuros trabalhos, pretendemos estudar a dinamica

efetiva de sistemas mais realisticos, tais como sistemas descritos pelos modelos de Ising ou de
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Hubbard, tanto na aproximacao de campo médio como também na aproximagao que utiliza a
técnica do operador de proje¢ao dependente do tempo [3]. A grande vantagem da técnica de
operador proje¢do apresentado no capitulo 2 ¢ a possibilidade de incluir outras correlagdes,
além das correlagdes do tipo emparelhamento, em nosso estudo. Observe que neste caso, o
grau de liberdade das ocupagdes de quase-particulas, p; e p> , ndo serdo constantes ¢ a
dindmica efetiva destas varidveis mudard fortemente a dindmica efetiva das varidveis de
Bogoliubov [12]. Finalmente, célculos a temperatura nido-nula [7] permitird o estudo das
propriedades termodindmicas destes sistemas tais como a magnetizagdo como funcdo da

temperatura, do potencial quimico e do campo magnético externo.
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APENDICE A - Célculo de tragos

Calculemos alguns tragos no espaco de Fock (espaco de ocupagdes). Para simplificar o
problema vamos reduzir o seu numero de graus de liberdade (estados quanticos).
Consideremos um sistema fermionico discreto de spin 1/2 formado de um tnico sitio, de

modo que respeitando o Principio de Pauli, esse sitio ou esta vazio, ou contém um férmion de

. L, on . , . . . 1 . .
spin ' ? :, ou dois férmions com spins opostos. Sejam 1 © A1 respectivamente

+l e ;\E o \,

operadores fermionicos de criagdo e aniquilagdo de particulas de spin
respectivamente operadores fermionicos de criagdo e aniquilacdo de particulas de spin ~2

Neste caso calculemos o trago abaixo

I [MMF] =10 ,\J{,\IH[‘W,\?,\;+|:j'l—faﬁiu\;-,-\f] . (A1)

onde os indices 1 = 1, 2 referem-se aos dois possiveis estados de spin. Convém salientar que,
caso o sistema fermidnico tivesse mais que um sitio (estados quanticos), a matriz densidade
Fy deveria conter também uma produtoria sobre os demais estados quanticos acessiveis.
Ny=A X e Ny=A]

Continuando, sendo A2 os operadores numero de férmions com

1.1 .
spins T3 €73 respectivamente, escrevemos os autoestados dos operadores niimero como
| Ty, i’i‘.g’:" Onde
Ny |ny,ng) = (N @ L) (|ng )@ | ng))

= (Ny [ny)) @ (g | ng))
p— | | l_'l | u'r'l ‘ ' l | I.II':__.I ' }
— l'l I|;|'] 1'11-"__: I
p— ' l I i l Ilg )

de modo que n; ¢ o autovalor do operador N/ correspondente ao autoestado RENRE !,

. .4l .
representando portanto o nimero de férmions com spin "2 do respectivo estado. Note que os

indices 1 e 2 dos operadores indicam em qual subespaco de Fock os mesmos atuam, de modo
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que I, ¢ o operador identidade que atua somente no subespago de Fock correspondente ao

indice i = 2. Analogamente temos que

Ny |ny.mg)=my [ny.mg) . (A.2)

Voltando ao célculo do traco, segue que

ITr [AJ{}LIJFE,] =
I'r ( {(ﬂ)'w) @ Urz]} {[E-HHM +(1— ;.:1:])\1)\” ® [;_JE,J\LAZ +(1— Pzp'tz}'é]} )

ou ainda,

Tr [MAFo] = (A.3)
Tr ({AA [+ (L =p)AM]} @ {T2 M + (1= po)AaME] } )

Observe que

Trdly [padids + (1= pa) M| } =1 (A4)

Lo |—

pois se o tinico estado quantico (sitio, por exemplo) contiver um spin 2 , ou seja, p> = 1,

entao

Tr{l [pAa+ (1—p2)XoM] } = Tr (,x;,xg) =(ny, 1| MAg|ng. 1)
= (n . UM n .0 ={(n,.1|n.1)
1 1 1

— i’ L — '-_
= (m|ln){—=|-—=)={—|—-—=1=1

2 2° ' 2 27

1
e analogamente, se o estado quantico ndo contiver spin ~ Z, ou seja, p»>= 0, entdo

Tr{ly [pAa+ (1=p2)doM] b = Tr (Ao} = (o 0 XA g 0)
= {(ny., 0 | Ao | iy, 1 = gL U | ny . 0)

= {(m|np(0]0)={0]0)=1".
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Portanto, segue que

Tr [,\*,,\.;F..] = Tr {AA [pidlA + (1 —p.:u,\l,.\ﬂ} Sy (A.5)

1
. A . N . .
pois se o estado quantico contiver um spin 2, que implica em p; = 1, segue que

Ir(MAFR] = Tedadn A =0 me a1 e

= (1o [ MAAN O, =01 o AN 1L )
= {1.ng| ,Z\I [0 g =(1,ng| 1, ng) =

I T B N S B

= +§ |t il ={+5|+5)=1=p

“ a -

1
A . ~ . . - . .
enquanto se estado quantico nao contiver um spin 2 , que implica em p; = 0, temos

Tr[MAF] = Tr{a [AAl] b= (0, ng [ AN 0, g )
— ': 0, o | )\i)’tl | 0. Tig ::l =1 =
MO, ng) =0

pois . Destas consideracdes obtemos que

Tr MR =p1 (A.6)
Convém salientar que caso nosso sistema contivesse m sitios, o trago dado

em (A.4) resultaria em uma produtdria de 1 com m fatores. A partir deste exemplo, torna-se

obvio o célculo dos demais tragos dados no capitulo 2.
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APENDICE B - Rotacdes em O(3) e em SU(2)

Neste apéndice faremos um estudo da equivaléncia entre o Grupo de
Rotagdo O(3) e o Grupo SU(2). Comegamos estudando o grupo O(3). Uma rotagdo geral

espacial tem a forma

y'" | =(R) | v on r=R7, (B.1)

’ T . . e - FTY AN
T RTRr =0Ty que implica em Y R =1 | (B.3)

portanto R ¢ uma matriz ortogonal (3X3). O conjunto das matrizes Ortogonais (3X3) de
rotagdo formam o grupo denotado O(3).
Como um exemplo consideremos uma rotacdo de um vetor r em torno do

eixo z. Utilizando a representa¢ao matricial para esta rotagao temos

- ¢ -

T’ cos sen @0 1 i

' | = | —senf cosfl 0O ] , (B.4)

onde a matriz que realiza uma rotagao de um angulo & em torno do eixo z ¢ dada por
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cos Se1 g 0

R = —sen# costl 0 : (B.5)

F.ay=1|0 cosd sen o e (B.6)

0 —seno cosao

cosir 0 —sen
Ry(v) = 0 1 {0 . (B.7)

senw 0 cosw

respectivamente. Verifica-se imediatamente a partir das defini¢des acima que o grupo O(3) ¢
ndo- abeliano, pois duas rotagdes em torno de diferentes eixos ndo comutam. Definamos
agora os geradores do grupo O(3). Como uma matriz de rotagcdo no caso geral tem nove
elementos e a equacdo (B.3) fornece seis equagdes acopladas destes elementos, entdo
efetivamente uma rotagdo geral ‘e descrita por trés elementos, por exemplo, os angulos de

Euler. De (B.5)-(B.7) definimos os trés geradores de rotagdo como
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0 —z 0
P LE1C0) R IR (B.8)
i di |,
(0 0 0
[0 0 0 ]
J=2 [M} —loo —i| e (B.0)
; do |,
01 0
[0 0 i ]
Jy:l- ['{I—Ry“’ﬂ] =0 00/ . (B.10)
i da) b0
| —i 0 0|

Sendo os geradores J, , J; e J, hermitianos, segue que uma rotacdo

infinitesimal, por exemplo, em torno do eixo z de um angulo (80), ¢ dada por

Riot)y=1+1 (88), (B.11)

enquanto uma rotagao finita de um angulo 6 = N (80), onde N — oo, € obviamente

R.(8) = [R.(00)]"

4 N
1 +:J, T] —exple J. ) . (B.12)

Consideraremos agora grupo SU(2) que consiste de matrizes (2X2) unitérias

com determinante igual a unidade, ou seja, matrizes que satisfazem as relagoes

Ut =0tU=1 e detU=1, (B.13)

conseqiientemente
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a b
= com aa' +bbt=1. (B.14)
—b* a

Notamos que analogamente ao grupo O(3), como a e b sdo numeros
complexos que satisfazem a condic¢do (B.14), entdo transformagdes do grupo SU(2) também
sao descritas por trés parametros.

As matrizes complexas U transformam vetores complexos (2X1), chamados

espinores e representados por

3
ol
£ = : (B.15)
3!
da seguinte forma
g=U¢ (B.16)
ou explicitamente
e ! s I
S = alirtbo
&L = =M 4at g

Verifiquemos que uma transformagcdo de SU(2) nos espinores & ¢
equivalente a uma transformagdo de O(3) nos vetores r , quando as componentes de & e r
relacionam-se como

T =

(&) +(€)] e z=66& . (B.18)

]
- =

(&) = (&)] » w=

B | =

Logo, isolando &; e & em termo de x, y € z em (B.18) e substituindo em (B.17), obtemos que

sob uma transformacao de SU(2)
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l 9 c a s o La : . a2 N
o — [u" +(a') — he — (h ]"] r— = |:r'!" —(a") + b — i 'I"] i —(a'h +ab)
o) 9 S ) !
i ¢ 2 ;o2 12 f1an 2 1 2 PR AY ] 12 (a2 RN 1
U = 3 - —la 1T =04+1ib") r— 5 a +la )74+ 107 Y+t lalb —ab) :
) i1 74 f \ f 741 i
Y= (b —}—n"u':_l T+ I_f.".']r—h‘f.'_l U +(a*ta =0 = . ',]3.1‘..']

Impondo que a = exp (i a/2) e b =0, que satisfazem a relacdo a*a + b*b =

1, a equacdo (B.19) escreve-se como

r' = rcosa+ysena
y' = —rsena4y cosa (B.20)

as quais descrevem uma rota¢do em torno do eixo z de um angulo a. Portanto, assumindo as
relacdes (B.18), obtemos a correspondéncia abaixo entre uma transformagdo U de SU(2) e

uma transformagdo R de O(3), ou seja,

COS (¥ senn e U
exXp (2 a/2) (
[ = com RH=1| —sena cosa 0 : (B.21)

{ exp —it a/2)

Tomando como geradores das transformagdes de SU(2) as matrizes de Pauli

podemos escrever as transformacdes dadas em (B.21), em termos dos geradores o, de SU(2) e

J.de O(3) , como
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UD=explio.a/2) ¢ H=exp(t J. a) . (B.23)

De maneira analoga, tomando a = cos (f/2) e b = sen (f/2) , que também

satisfazem a relacdo a*a + b*b =1, a partir (B.19) temos a correspondéncia

cos (3 0 —sen 3

|i cos (3/2)  sen (3/2)
U=

com R = 0 1 0 . (B.24)
—sen (3/2) cos(5/2)
sen 7 0 cos/d

ou ainda, em termos dos geradores de SU(2) e O(3) considerados acima,

U=exp(ioy, 3/2) e R=expl(iJ, ) . (B.25)

Finalmente, para a = cos (y/2) e b =1 sen (y/2) temos a correspondéncia

cos (v/2)  isen (v/2)
M= com R= 1|0 cosy sen~v . (B.26)
tsen (/2] cos(v/2)

(0 —seny cosy

ou ainda, em termos dos geradores de SU(2) e O(3),

[T =explio,~/2) e R=expictd,7) . (3.27)

Portanto, no caso geral a correspondéncia entre uma transformacdo U de

SU(2) no espago dos espinores & e uma transformacao R de O(3) no espago de vetores » €

—

U=exp(i1d.F/2) e R=exp ( Jg. J) : (B.28)
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Esta correspondéncia entre as transformagdes de SU(2) e O(3) implica que
os grupos tém estruturas semelhantes e desta forma seus geradores obedecem as mesmas

relacdes de comutagdo, ou seja,

(JpoJy| = ¢.J. e permutagoes ciclicas
(B.29)

Ty Ty . Tz . ;-
55| Tty e permmtacoes ciclicas .

Por outro lado, existe uma diferenca topologica global entre SU(2) e O(3) ,
pois em (B.19) tanto para a = exp (i &/2) e b= 0, bem como paraa =exp (i [a +2 ] /2n) =
—exp (I /2) e b = 0, obtemos as mesmas relagdes dadas em (B.20), de modo que com as
parametrizacdes acima definidas temos que U — R e —U — R . Conclui-se que os elementos
U e —U de SU(2) correspondem a mesma rotagio R de O(3) , portanto existem um

mapeamento 2 por 1 dos elementos de SU(2) nos elementos de O(3).
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