Universidade
Estadual de Londrina

MARIANY LAYNE DE SOUZA

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR: UM ESTUDO A
RESPEITO DAS DIFICULDADES E CONCEPCOES DE
LICENCIANDOS EM MATEMATICA

Londrina
2016



MARIANY LAYNE DE SOUZA

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR: UM ESTUDO A
RESPEITO DAS DIFICULDADES E CONCEPCOES DE
LICENCIANDOS EM MATEMATICA

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pos-
graduacdo em Ensino de Ciéncias e Educacao
Matematica da Universidade Estadual de
Londrina, como requisito parcial & obtencédo do
titulo de Mestre.

Orientadora: Profa. Dr2. Angela Marta Pereira
das Dores Savioli

Londrina
2016



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor, através do Programa de Geracio
Automatica do Sistema de Bibliotecas da UEL

Souza, Marany Layne de.
Dependéncia e independéncia linear © um estudo a respeito das dificuldades e
concepcies de licenciandos em Matematica / Mariany Layne de Souza. - Londrina,
2016,
1261, il

Crientador: Angela Marta Pereira das Dores Savioli.

Dissertacio (Mestrado em Ensino de Ciéncias e Educacio Matematica) - Universidade
Estadual de Londrina, Centro de Ciéncias Exatas, Programa de Pos-Graduacao em Ensino
de Ciéncias e Educacio Matematica, 2016.

Inclui bibliografia.

1. Educacio Matematica - Teses. 2. Matematica - Estudo e ensino {Superior) - Teses.
3. Algebra Linear - Teses. 4. Dependéncia e independéncia linear - Formacio de conceitos
- Teses. |. Savioli, Angela Marta Pereira das Dores. Il. Universidade Estadual de Londrina.
Centro de Ciéncias Exatas. Programa de Pds-Graduacio em Ensino de Ciéncias e
Educacao Matematica. lIl. Titulo.




MARIANY LAYNE DE SOUZA

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR: UM ESTUDO A
RESPEITO DAS DIFICULDADES E CONCEPCOES DE
LICENCIANDOS EM MATEMATICA

Dissertacdo apresentada ao Programa de PG4s-
graduacao em Ensino de Ciéncias e Educagao
Matematica da Universidade Estadual de
Londrina, como requisito parcial a obtencéo do
titulo de Mestre.

BANCA EXAMINADORA

Orientadora: Prof2. Dra. Angela Marta Pereira
das Dores Savioli
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Profa. Dr2. Barbara Lutaif Bianchini
Pontificia Universidade Catolica —-PUC/ Séao
Paulo

Profa. Dr2. Simone Luccas
Universidade Estadual do Norte do Parana -
UENP

Londrina, 24 de fevereiro de 2016



Dedico este trabalho a minha familia pelo amor
e apoio incondicional.



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar, agradeco a Deus pelo seu amor infinito, por guiar
e iluminar sempre meus passos, por me dar forcas para conseguir alcancar meus

objetivos.

Agradeco aos meus pais Jodo Marcos e Vilma por todo amor, apoio,
incentivo, compreensao, por sempre me ajudarem durante todos os momentos, por

sempre estarem em minha vida. Sem eles essa pesquisa néo seria possivel!

Agradeco a minha irma Jacqueline pela amizade, apoio, incentivo,

paciéncia, compreensao e por ser sempre minha companheira.

Agradeco ao meu noivo Lucas, por sempre estar ao meu lado, me
apoiando e incentivando em minhas escolhas, por me ajudar nos momentos de

desespero, por tudo!

Agradeco a minha orientadora prof.2 Dra. Angela Marta Pereira das
Dores Savioli, pela confianca, pela dedicacdo, pelos conselhos, por compartilhar
comigo seus conhecimentos e possibilitar que realizasse um dos meus sonhos. Tenho

grande admiracao e respeito por ela!

Agradeco aos amigos do Grupo de Estudo e Pesquisa do
Pensamento Mateméatico (GEPPMat) pelas discussfes e contribuicbes a minha

pesquisa.

Agradeco a todos meus amigos, os de antes do mestrado, pela
amizade fiel e pelo incentivo, e aos feitos durante o mestrado pelos bons momentos
que passamos juntos. Agradecgo, especialmente, ao Marcelo, meu “irmaozinho de
orientagao”, pela amizade, pelo apoio, pelas conversas e contribuicbes com a minha

pesquisa.

Agradeco as professoras, Prof.2 Dr.2 Barbara Lutaif Bianchini e Prof.2
Dr.2 Simone Luccas, por aceitarem fazer parte da banca e pelas valiosas contribui¢cdes

dadas a esta pesquisa.

Agradeco aos professores do Programa de Pés-graduacdo em Ensino
de Ciéncias e Educacdo Matematica da Universidade Estadual de Londrina (UEL), em
especial a Prof.2 Dr.2 Marcia Cristina de Costa Trindade Cyrino e a Prof.2 Dr.2 Regina

Luzia Corio de Buriasco, por possibilitarem o enriquecimento de meus conhecimentos



acerca da Educacdo Matematica.

Agradeco aos participantes da pesquisa, por aceitarem fazer parte

deste trabalho.

Agradeco a Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel

Superior (CAPES) pelo auxilio financeiro.

Enfim, agradeco a todos que contribuiram de uma forma ou de outra

para a realizacéo deste trabalho.



“Ninguém caminha sem aprender a caminhar,
sem aprender a fazer o caminho caminhando,
refazendo e retocando o sonho pelo qual se pos
a caminhar.”

Paulo Freire



SOUZA, Mariany Layne de. Dependéncia e independéncia linear: um estudo a
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Dissertacdo (Mestrado em Ensino de Ciéncias e Educacdo Matematica) —
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RESUMO

Esta pesquisa tem por objetivo investigar dificuldades e concepgdes referentes aos
conceitos de dependéncia e independéncia linear de licenciandos em Matematica.
Para tanto, elaborou-se um instrumento com cinco questbes e aplicou-o em uma
turma do segundo ano de um curso de Licenciatura em Mateméatica de uma
universidade do norte do Parand. Para analise dos registros escritos dos
licenciandos recorreu-se a analise textual discursiva para identificar e discutir as
dificuldades, e a Teoria APOS (acdo-processo-objeto-esquema) para identificar e
discutir as concepcdes. Na andlise das dificuldades elencou-se quatro
subcategorias: linguagem, entendimento dos conceitos de Dependéncia e
Independéncia Linear, identificacdo de conjuntos linearmente independentes e
linearmente dependentes e reconhecimento da representacdo gréfica. Com essas
subcategorias percebeu-se que grande parte dos participantes da pesquisa
apresentou alguma dificuldade, sendo que essa pode estar atrelada tanto a natureza
da Algebra Linear quanto a um carater subjetivo. Em relacdo as concepcdes,
segundo a Teoria APOS, ao analisar os registros escritos, obteve-se as concepc¢oes
acao e processo para os conceitos de dependéncia e independéncia linear, sendo
que a concepcao acdo foi a concepgdo mais manifestada pelos licenciandos,
revelando que os mesmos ainda possuem uma noc¢ao elementar dos conceitos
investigados nessa pesquisa.

Palavras-chave: Educacdo matematica. Dificuldades. Teoria APOS. Algebra linear.
Dependéncia e independéncia linear.



SOUZA, Mariany Layne de. Linear dependence and independence: a study about
the difficulties and undergraduate concepts in mathematics. 2016. 126p. Dissertation
(Master of Science in Education and Mathematics Education) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2016.

ABSTRACT

This research aims to investigate problems and concepts related to the concepts of
linear dependence and independence of undergraduates in Mathematics. For
analysis of the written records of licensees resorted to the discursive textual analysis
to identify and discuss the difficulties and APOS Theory (action-process-object-
schema) to identify and discuss the concepts. To examine any difficulties listed out
are four sub-categories: language, understanding of the concepts of dependence and
independence Linear, identification of linearly independent sets and linearly
dependent and recognition of the graphical representation. With these subcategories
it can be seen that most of the survey participants had some difficulty, and this may
be linked to both the nature of linear algebra as a subjective character. In relation to
the conceptions, according to APOS Theory, when analyzing the written records, we
obtained the action and process concepts to the concepts of dependence and linear
independence, and the action concept was to design more expressed by
undergraduates, revealing that they still they have an elementary notion of the
concepts investigated in this research.

Keywords: Mathematics education. Difficulties. APOS theory. Linear algebra. Linear
dependence and independence.
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INTRODUCAO

A algebra linear € um assunto muito importante ndo apenas na Matematica,
mas também no que diz respeito a sua aplicacdo em diversas areas do conhecimento,
como por exemplo, Fisica, Quimica, Economia, dentre outras (DORIER, 2000).

As preocupacgdes com 0 ensino e a aprendizagem da disciplina de Algebra
Linear podem decorrer devido a sua ampla gama de utilizacdo em diversas areas do
conhecimento e também por ser evidente em diversas pesquisas, como a de Celestino
(2000), que ela esta entre as disciplinas que mais causam reprovacao, refletindo,
assim, as dificuldades que os estudantes apresentam com sua aprendizagem.

Com isso, muitas pesquisas tém sido realizadas em varios paises, como
Franca, Canada, México, Estados Unidos e Brasil, com o intuito de compreender e
encontrar novas alternativas para a sala de aula, a fim de auxiliar no ensino e na
aprendizagem dos conceitos da algebra linear. Essas pesquisas evidenciam
diferentes causas para as dificuldades dos estudantes, como por exemplo, o
formalismo e a variedade de linguagens que sdo empregadas nos estudos dos
conceitos.

Desta forma, escolheu-se realizar esta pesquisa, cujo tema é a aprendizagem
da algebra linear no Ensino Superior. Além disso, teve-se como motivacdo uma
guestdo pessoal despertada pelo estudo dos contetdos da algebra linear e pela
oportunidade de ser docente desta disciplina em um curso de Licenciatura em
Matematica de uma universidade publica do norte do Parana enquanto cursava o
primeiro ano do mestrado, o que trouxe a pesquisadora a possibilidade de vivenciar
novamente as dificuldades que os estudantes apresentam ao estudar essa disciplina.

Sendo assim, procurou-se por trabalhos que tratassem dessa tematica e de
uma teoria que possibilitasse compreender como 0s conceitos matematicos sao
construidos. Em uma busca inicial nas pesquisas realizadas pelo Grupo de Estudo e
Pesquisa do Pensamento Matematico (GEPPMat), na Universidade Estadual de
Londrina (UEL), encontrou-se a pesquisa de Elias (2012), que serviu de inspiragao
para a elaboracao desta dissertacao. O estudo de Elias (2012) utilizava a Teoria APOS
(acdo-processo-objeto-esquema), desenvolvida por Dubinsky e seus colaboradores
(ASIALA et al. 1996) e que possibilita compreender a constru¢gdo dos conceitos

matematicos. Depois de escolher a teoria que seria abordada nesta investigacao,
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buscou-se por mais trabalhos que abordassem a APOS, a fim de possibilitar
entendimento a respeito da mesma.

Ao longo da investigacdo, com o intuito de delimitar o que seria pesquisado,
definiram-se os conceitos da algebra linear que serviriam como objetos de analise. A
escolha pelos objetos matematicos “dependéncia e independéncia linear” deu-se pelo
fato de serem considerados “[...] conceitos elementares que constituem os
fundamentos da teoria dos espacos vetoriais”* (DORIER, 2000, p. 3, tradug&o nossa),
possibilitando a compreenséao, por exemplo, do conceito de base.

A partir disso, tem-se como objetivo geral investigar dificuldades e concepc¢des
referentes aos conceitos de dependéncia e independéncia linear de licenciandos em
Matematica, e como objetivos especificos:

— Identificar e discutir as dificuldades que podem ser manifestadas por
licenciandos em Matematica.

— Identificar e discutir as concepcoes, segundo a Teoria APOS, de licenciandos
em Matemética.

A opcdo por pesquisar licenciandos em Matematica reside no fato de a
pesquisadora ter sido docente da disciplina em um curso de Licenciatura em
Matematica e, principalmente, por concordar com Machado e Bianchini (2012, p.70),

que dizem a que algebra linear

[...] constitui um assunto essencial para a formacdo do professor de
matematica. Sua aprendizagem fornece uma poderosa ferramenta
para a matematica superior, desenvolve a capacidade e habilidade de
demonstragfes matematicas, explicita e exemplifica a ligacdo entre
algebra e geometria, entre outras coisas. E importante lembrar que os
conhecimentos dos conceitos béasicos de Algebra Linear ddo ao
professor subsidios para a compreensao da importancia de certos
temas abordados na Educacgdo Basica, como matrizes, sistemas de
equacoes etc.

A pergunta que orienta esta pesquisa € a seguinte: Existem dificuldades e
concepcdes a respeito dos conceitos de dependéncia e independéncia linear que
podem ser evidenciadas em registros escritos de licenciandos em Matematica?

As concepcdes que serao discutidas ao longo da dissertacao referem-se a um

termo utilizado na Teoria APOS que busca ver como o estudante esta construindo um

1[...] elementary concepts which constitute the foundations of the theory of vector spaces.
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conceito matematico. Esta pesquisa foi estruturada em seis capitulos que serdo
descritos nos proximos paragrafos.

No capitulo um sdo abordados o ensino e a aprendizagem da algebra linear.
Inicialmente apresenta-se uma breve discussao relacionada a questdes do ensino e
da aprendizagem dessa disciplina e em seguida € dado foco & questdo das
dificuldades apresentadas pelos estudantes, para tanto, valeu-se principalmente do
trabalho de Dorier e Sierpinska (2001).

No segundo capitulo aborda-se o objeto matematico escolhido para realizar
esta pesquisa, apresentando a definicdo, algumas caracteristicas e exemplos dos
conceitos de dependéncia e independéncia linear.

No capitulo trés o enfoque é a Teoria APOS, descrevendo de forma breve como
surgiu e se desenvolveu. Ainda nesse capitulo sera apresentada uma decomposicao
genética dos conceitos de dependéncia e independéncia linear.

No capitulo quatro sdo explicitados os procedimentos metodolégicos, trazendo
esclarecimentos quanto a natureza da pesquisa, 0s participantes, o instrumento de
coleta de dados, o momento da aplicacdo, bem como as escolhas metodoldgicas para
a analise dos dados coletados.

No quinto capitulo sdo apresentadas as analises dos dados. Recorreu-se nesse
capitulo a analise textual discursiva para investigar as dificuldades e a uma descricdo
das resolucBes dos estudantes, seguidas das analises e inferéncias das concepcoes,
segundo a APOS, manifestadas pelos participantes da pesquisa.

E por fim, nas consideracdes finais sdo apresentadas as reflexdes e conclusdes
acerca das dificuldades que os estudantes apresentaram e das concepcdes, de
acordo com a APQOS, evidenciadas nos licenciandos em Matemética em relacdo a

dependéncia e independéncia linear.
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CAPITULO 1
ENSINO E APRENDIZAGEM DA ALGEBRA LINEAR

Neste capitulo, visando a atender a uma parte da problematica e do objetivo
desta pesquisa, serdo abordadas questdes relativas ao ensino e a aprendizagem da
algebra linear, como por exemplo, dificuldades que os estudantes podem vir a
apresentar ao estudar essa disciplina.

Desse modo, sera apresentada na primeira secdo uma breve discussdo a
respeito de questdes sobre o ensino e a aprendizagem da &lgebra linear, com a
finalidade de mostrar as pesquisas que foram desenvolvidas na area. Na segunda
secdo serdo descritas algumas dificuldades relacionadas a aprendizagem dessa
disciplina, sendo que as dificuldades descritas nessa parte servirdo para nortear as

analises.

1.1 ENSINO E APRENDIZAGEM DA ALGEBRA LINEAR: UMA BREVE DISCUSSAO

Questbes relacionadas ao ensino e aprendizagem da algebra linear séo
discutidas por diversos autores, como Dorier (2002), Hillel e Sierpinska (1994),
Stewart (2008), dentre outros.

Harel (2000), inspirado em Piaget (1977), apresenta trés principios para o
ensino e aprendizagem de algebra linear; esses principios sédo o da concretizacéo, da
necessidade e da generabilidade.

No principio da concretizacdo o estudante, para abstrair alguma estrutura
matematica, precisa que os elementos do modelo da estrutura sejam como um objeto
cognitivo, que servira de entrada para a abstracdo. Segundo Harel (2000), um
exemplo de concretizacdo seria 0 uso da geometria, que possibilitaria ao estudante
uma base para a construcéo do conhecimento referente a alguns conceitos da algebra
linear. A partir de Oliveira (2005), vé-se que Harel (2000) explica que para que um
estudante construa o seu conhecimento acerca de um objeto matematico é preciso
gue ele se baseie em algo que esteja em um contexto concreto para si.

Com relacdo ao principio da necessidade, o estudante aprende quando vé uma
necessidade intelectual naquilo que esta sendo ensinado. Esse principio esta aliado
a teoria de Piaget e a teoria de situacdes didaticas de Brousseau, a partir da ideia de

gque o conhecimento se desenvolve como uma solucdo para um problema. Ao
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mobilizar conhecimentos para resolver um problema, o estudante, quando se deparar
com um conflito cognitivo, pode vir a modificar sua concepcao. (HAREL, 2000)

O ultimo principio, o da generabilidade ou possibilidade de generalizacéo,
complementa os outros dois. Nesse principio, "quando o ensino esta preocupado com
um modelo concreto, que € um modelo que satisfaz o principio da concretizacéo, as
atividades de ensino dentro desse modelo devem permitir e incentivar a generalizacao
do conceito™ (HAREL, 2000, p. 187, traducéo nossa).

Esses principios apresentados por Harel (2000) possibilitam que os estudantes
compreendam alguns conceitos de algebra linear, uma vez que obterdo um sentido
no que estao estudando.

Dorier (2002) comenta que ha duas principais formas de ensino da algebra
linear: uma que privilegia o estudo formal dos espacos vetoriais e outra que tem um
foco mais analitico, baseado no estudo do R™ e no célculo matricial. Todavia, €
ressaltado que nessas duas orientacdes de ensino existe uma série de modelos que
recorrem mais a uma do que a outra forma.

O pesquisador ainda comenta que a algebra linear é reconhecidamente dificil,
0s estudantes ndo veem ligacdo com outros conhecimentos. Desse modo, varias
pesquisas buscam mostrar e discutir formas de amenizar essa situacdo. Entre elas
estd a de Dorier et al. (1999), que busca entender o chamado “obstaculo do
formalismo” encontrado no ensino e na aprendizagem dessa disciplina.

O obstaculo do formalismo refere-se a uma confusdo em relacdo aos objetos
matematicos; nele os estudantes fazem referéncia a expressées que nao possuem
relagdo com significado algum. Um sintoma da confuséo esté entre as categorias de
objetos mateméaticos, como por exemplo, conjuntos serem tratados como elementos
dos conjuntos (SIERPINSKA, DREYFUS, HILLEL, 1999, p. 12).

Sierpinska et al. (1999) apresentam uma pesquisa que se utiliza da Engenharia
Didatica® para permitir que os estudantes evitem o “obstaculo do formalismo”; para
tanto, mostram a introducao do conceito de transformacéo linear pelo software Cabri-

Géometre*. Os pesquisadores perceberam que o Cabri realmente possibilitou evitar o

2When instruction is concerned with a “concrete” model, that is a model that satisfies the Concreteness
Principle, the instructional activities within this model should allow and encourage the generalizability of
concepts.

3 A engenharia didatica pode ser tomada como uma “metodologia de pesquisa suscetivel de fazer
aparecer fendmenos didaticos em condig6es mais proximas possiveis do funcionamento de uma sala
de aula classica” (ALMOULOUD; SILVA, 2012, p. 26).

4 Software de geometria dinamica.



19

“obstaculo do formalismo” e que os estudantes participantes da pesquisa conseguiram
construir diferentes objetos mateméticos, percebendo as conversfes de registro nas
diferentes representacoes.

Dorier et al. (1999) mostram em sua pesquisa duas estratégias que podem ser
utilizadas para introduzir a teoria dos espagos vetoriais: uma experimental, que
apresenta inicialmente situacdes lineares em diversos contextos para depois
apresentar a teoria geral, revelando assim o carater unificador e generalizador da
algebra linear. A outra forma é com as “alavancas-meta”™ (DORIER et al., 1999, p.
105, traducdo nossa), em que o estudante € colocado na atividade matematica,
refletindo a respeito dos objetos matematicos. Para se chegar a ter uma alavanca
meta no ensino, tém-se 0S recursos-meta, termo utilizado por Oliveira (2005),
inspirado no trabalho de Robert e Robinet (1993), que sao informacdes matematicas
que possibilitam aos estudantes refletirem a respeito do que esta sendo visto. Dentre
esses recursos, pode ser citado o discurso do professor da disciplina.

Algumas pesquisas brasileiras, como a de Padredi (2003) e a de Oliveira
(2005), utilizam as alavancas-meta, a partir de analises do discurso de professores,
que seriam recursos-meta.

No trabalho de Padredi (2003), foram destacados alguns termos que seis
professores participantes da pesquisa utilizaram em suas falas nas aulas, que
poderiam ser recursos-meta. Por exemplo, algumas analogias utilizadas por eles,
como “vetores bem comportados” e os elementos de uma base, que podem se tornar
alavancas-meta para o ensino e a aprendizagem do conceito de base.

A pesquisa de Oliveira (2005) buscou investigar quais recursos-meta usados
no discurso do professor na aula de Algebra Linear se tornaram alavancas-meta para
os alunos. Constando que, para a amostra dos estudantes pesquisados, foram poucos
0S recursos-meta que nao se tornaram alavancas-meta.

Ainda com relacédo as formas de como se ensinar algebra linear, Dubinsky
(1997) apresenta uma discusséao entre algumas recomendacdes feitas pelo Linear
Algebra Curriculum Study Group (LACSG)® e outras presentes em um artigo de
Carslon publicado em 1993.

O LACSG, em suas recomendacdes, de uma forma geral aborda trés aspectos

para o ensino de algebra linear:

5 Meta lever. )
6 Grupo de Estudo do Curriculo da Algebra Linear.
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¢ Recomenda-se que o curso deva ser reconhecido como um curso
de servico e deve se relacionar estreitamente para aplicacdes de
algebra linear.

¢ Recomenda-se que o curso deva ser orientado para matriz.

e Um programa bastante detalhado € proposto. (DUBINSKY, 1997,
p. 88, traducdo nossa)’

Dubinsky (1997) considera que alguns pontos abordados pelo LACSG néo
visam a amenizar as dificuldades dos estudantes, e também nédo concorda com alguns
pontos do que é proposto por Carslon (1993), uma vez que ambos propdem um
trabalho com a algebra linear mais voltado as suas aplicacdes. Sendo assim, o aquele
pesquisador propde como alternativa abordar os conceitos de algebra linear utilizando
a Teoria APOS, adotando diferentes estratégias pedagdgicas e o0 uso de
computadores.

Karrer (2006), em sua tese, apresenta uma abordagem de ensino com o
conceito de transformacdes lineares planas, que buscou, ao utilizar o software Cabri-
Géometre, trabalhar as mudancas de registros de representacao semiética, com base
em Duval (1995, 2000, 2003), em uma turma do curso de Ciéncia da Computacao.
Em sua pesquisa, Karrer (2006) constatou que sua abordagem de ensino possibilitou
mudancas favoraveis das relacbes entre 0s sujeitos e 0 objeto matemaético,
percebendo também que algumas dificuldades em relacdo a converséo de registros
de representacdo semiotica, que corresponde a transformacédo de um registro para
outro, conseguiram ser superadas. Desse modo, a pesquisadora contribuiu com um
material que possibilita subsidiar praticas docentes, apresentando um cenario um
pouco diferente para o ensino de algebra linear, por meio da utilizacédo de software.

Outro trabalho que busca apresentar uma alternativa para o ensino e
aprendizagem da algebra linear é o de Stewart (2008). Nessa pesquisa, foi elaborado
um quadro que aborda os trés mundos da matematica de Tall (2004) — conceitual
corporificado, simbdlico proceitual e axiomatico formal — e a Teoria APOS para o
ensino de conceitos da algebra linear.

No quadro desenvolvido, a pesquisadora propiciou uma visdo mais abrangente

de alguns conceitos vistos em é&lgebra linear (espaco vetorial, combinacao linear,

7 It is recommended that the course should be recognized as a service course and should relate closely
to applications of linear algebra. It is recommended that the course should be matrix-oriented. A fairly
detailed syllabus is proposed.
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dependéncia e independéncia linear, base e subespaco, autovalores e autovetores),

a fim de contribuir com professores e pesquisadores no momento que lecionarao tais

conceitos:

[..] o quadro pode ser usado para descobrir as habilidades de
raciocinio dos alunos. Ao descobrir pontos fracos de compreenséo e
pensamento deles, o professor pode ver as areas que precisam de
melhorias, e como lidar com elas. Além disso, a partir de um ponto de
vista do ensino a estrutura foi projetada para se certificar de que todos
0s aspectos do conceito mencionado nas células do quadro séo
abordados nas aulas. Isso deve contribuir para dar aos alunos uma
visdo geral de cada um dos conceitos, auxiliando-os a construir
conhecimentos de algebra linear que possam ajudé-los a alcancar
pensamento formal (STEWART, 2008, p. 96, tradugdo nossa)®.

Como exemplo dos quadros elaborados por Stewart (2008), ser4 apresentado

0 quadro que a pesquisadora fez para os conceitos de dependéncia e independéncia

linear (Quadro 1), uma vez que esses Sao 0s conceitos escolhidos para realizar esta

investigacao.

Quadro 1 — O quadro Teoria APOS-Trés mundos para dependéncia e inde

endéncia linear

Mundo simbélico

L

(Para mostrar a
dependéncia
linear)

1 1 3 1 00
3 -1 0J~(0 1 O
1 1 1 0 0 1

Vetores ndo séo
multiplos, ou
combinac&o linear
entre si.

Mundos Mundo po =
APOS corporificado Repre§en_tag:ao Representacao Mundo formal
algébrica matricial
1 1
Cq1 3+ Cy -1+
_ 1 1
Pode organizar 3 0
Podg desenhar vy + Cyvy + c;|of=|o
dois vetores cavs = 0 para 1 0
. linearmente obter uma Esta equacgéo
mdepend_entes combinacéo matricial apresenta a
AcEO especificos. linear solugéo trivial, onde
9 v =C_2v _C_37.7 C1=C2=C3=0.
@z T oY Também
v ma ¢ #0
- - 1

8[...] the framework can be used to discover students’ thinking abilities. By finding out weak points in a
student’s understanding and thinking, the instructor can see the areas that need improvement, and how
to address them. Moreover, from a teaching point of view the framework was designed to make sure
that every aspect of the concept mentioned in the cells of the framework is covered in the lectures. This
should help to give students an overall view of each of the concepts and help them to build linear algebra
knowledge that might assist them to reach formal world thinking.
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trés vetores
quaisquer
linearmente
independentes.

Pode ver que

para vetores

linearmente
dependentes, um

Pode relacionar
dependéncia e
independéncia linear
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Pode ver
processos que
relacionam a
independéncia
linear com
outros

mesmo plano,

0s vetores sao
linearmente

independentes.

entidade, e pode
usa-los, por

exemplo, como
uma base.

Processo vetor sempre com a reducgédo de conceitos da
. pode ser escrito | uma linha pela forma | algebra linear,
como uma escalonada de uma tais como:
combinacgéo matriz. combinacéo
—— linear dos outros. linear, espaco,
posto de
matriz e base.
, . Conhecimento
Quaisquer dois | Pode pensar em | Pode pensar em uma da definicio
vetores definem | um conjunto de matriz como um
; formal, onde a
um plano, e se vetores conjunto de vetores equacio
um terceiro linearmente linearmente
~ . . C1V1 + Cv, +
. vetor ndo independentes, independentes
Objeto : +cpv, =0
estiver no v;, COMO uma (aqi, ay;, A3y ey Agi) €

como uma entidade, e
pode usar, por
exemplo, como uma
base.

tem apenas a

solugéo trivial

C1 =C =C3 =

0. 14 € V, Ci €
F

Por

Fonte: Adaptado de Stewart, 2008, p. 94.

meio da breve discussdo, pode-se perceber que o

intuito dos

pesquisadores, abordados nesta secdo, é buscar solucbes para o ensino, com a
finalidade de amenizar as questfes das dificuldades apresentadas pelos estudantes
ao participarem de um primeiro curso de algebra linear. Essas questées, como foi
possivel perceber, ndo séo recentes e sdo discutidas em varios paises, como Franca,
Estados Unidos, Brasil, entre outros.

Ao longo desta sec¢éo foram apresentados alguns trabalhos realizados no Brasil
com enfoque na éalgebra linear (OLIVEIRA, 2005; PADREDI, 2003; KARRER, 2006).
Assim, com a finalidade de complementar o que se trouxe aqui, sera apresentado um
quadro (Quadro 2) com trabalhos nacionais (teses e dissertacfes) produzidos em um
periodo de 10 anos (2005-2015). Para realizar esse levantamento foi feita uma busca
no Banco de Dissertacbes e Teses da Capes e na Biblioteca Digital Brasileira de
Teses e Dissertagbes, com o buscador “4lgebra linear, educagdo matematica”. A
escolha por esse buscador teve o intuito de restringir a pesquisa a respeito daquilo
que estava sendo desenvolvido no ambito da Educagdo Matematica com relacdo a
algebra linear e ao dominio publico com o buscador “algebra linear”. Alterou-se o

buscador usado no dominio publico, pois ao utilizar “algebra linear, educagdo
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matematica” ndo foi encontrada pesquisa alguma. ApdOs essa busca inicial, foi
realizada a leitura dos resumos e das palavras-chave, a fim de selecionar apenas 0s
trabalhos que se relacionassem as questdes do ensino e da aprendizagem da algebra
linear. Os trabalhos apresentados no quadro sdo aqueles que foram acessados na

integra.

Quadro 2 — Pesquisas realizadas no Brasil a respeito da algebra linear

Titulo do trabalho Autor Ano da Instituicdo Objetivo
defesa
Investigar se uma
sequéncia didatica
baseada na teoria das
situacoes didaticas,
Transformacdes envolvendo o uso do
lineares em um software GeoGebra 5,
curso de Pontificia propicia aos alunos da
Licenciatura em Eliza Souza 2015 Universidade | licenciatura em
Matematica: uma da Silva Catolica Matematica da
estratégia didatica (PUC)/SP Universidade do Estado
com uso de do Para a construcéo do
tecnologias digitais conceito de
transformacdes lineares
nos R-espacos vetoriais
R? e R3. (SILVA, 2015, p.
28)
Desenvolver atividades
de Modelacéo
Matemética para alunos
do Ensino Superior da
area de Ciéncias Exatas,
realizando a
A sistematizacgéo, a
Parametrizacao e . ~ L
. z o articulacéo e a aplicacéo
movimentacado de Pontificia : .
. Marcos de . ; de objetos matematicos
curvas e superficies . Universidade o
Miranda 2015 . estudados nas disciplinas
para uso em Paranhos Catolica de CDI [Calculo
Modelacéao (PUC)/SP ; )
3 Diferencial e Integral], GA
Matematica ! -
[Geometria Analitica] e
AL [Algebra Linear],
promovendo o]
aprofundamento e o
significado do estudo
dessas disciplinas.
(PARANHOS, 2015, p. 6)
Esquemas Investigar as estruturas
cognitivos e mente Pontificia cognitivas envolvidas na
s Joelma . . ~ .
matematica Universidade | construcdo do objeto
: . lamac 2014 e B
inerentes ao objeto Nomura Catolica matematico autovalor e
matematico (PUC)/SP autovetor nas fases
autovalor e inicial e final de formacéao
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autovetor: tragando
diferenciais na
formacédo do

do aluno dos cursos de
Engenharia. (NOMURA,
2014, p. 36)

engenheiro
Identificar e discutir que
indicios/caracteristicas
de processos do
Pensamento Matemético
Pensamento Avancado sao
matematico Universidade | manifestados por
Alessandra
avancado em Estadual de | estudantes do curso de
Senes 2014 : I
tarefas envolvendo Marins Londrina Matematica da
transformacoes (UEL) Universidade Estadual de
lineares Londrina ao lidarem com
tarefas referentes ao
conteudo de
transformacdes lineares.
(MARINS, 2014, p. 16)
Ensino e Investigar em que
_aprendizagem de medida o} material
Algebra Linear: uma N Universidade | didatico e a metodologia
‘ ~ Valdinei :
discusséo acerca Estadual de | de ensino podem
Cezar 2014 . o
de aulas Cardoso Campinas | contribuir para a
tradicionais, (UNICAMP) | conceitualizagdo em AL
reversas e de [Algebra Linear].
videos digitais (CARDOSO, 2014, p.28)
Discutir as
O uso dos poter)c_lglldades,
: possibilidades e os
softwares Winplot e . . ~
: desafios da implantagédo
Winmat no curso de -
Licenciatura em Eg'.d'O Qent_rq . dos ” s_oftwares
Matematica: Rodrigues 2013 Universitario | matematicos Winmat e
- ) Martins UNIVATES | Winplot no Curso de
potencialidades, ) .
ossibilidades e Licenciatura em
P ) Matematica no IFNMG —
desafios .
Campus Januaria.
(MARTINS, 2013, p. 18)
Propor “uma tecnologia
para redacdo de textos
matematicos” e
apresentar ‘uma
Uma tecnologia descricdo funcional de
para Universidade | sua implementacdo
redacdo Matematica Rodrigo Federal do | através da integragéo de
€ Seu uso na Gomes 2012 Rio de duas plataformas
elaboragéo de um Devolder Janeiro computacionais: um
~curso (UFRJ) Sistema de Gestdo da
de Algebra Linear Aprendizagem (LMS) e
um Sistema de
Computacdo Algébrica
(CAS)”. (DEVOLDER,
2012, p. 1)
Os conhecimentos Sérgio . , A proposta de estudar a
> Universidade ~ .
supostos Destacio 2011 . nocdo de sistemas de
. S Bandeirante ~ .
disponiveis na Faro equacdes lineares na
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transi¢do entre o
Ensino Médio e o
Ensino Superior: 0
caso da nocéo de
sistemas de
equacoes lineares

de Sao Paulo
(UNIBAN)/SP

transicdo entre o Ensino
Médio e o Superior é
verificar se as
dificuldades dos
estudantes do Ensino
Superior em relacdo a
esse objeto matematico
estdo associadas a falta
de conhecimentos
prévios que, em geral,
sdo supostos disponiveis
pelos professores do
Ensino Superior. O que
pode também ser
considerado como uma
proposta de reflexdo
sobre quais
conhecimentos podem
servir de base para o
trabalho com estudantes
do Ensino  Superior.
(FARO, 2011, p. 31)

Projetos de
Modelagem

— Apresentar e discutir a
Modelagem Matemaética

e a Educacgéo
Matematica no Ensino
Superior,

especificamente o ensino
de Algebra Linear, como
tendéncias da Educacgéo
Matematica;

- Identificar as
contribuigbes de Projetos
de Modelagem

Matematica e Walter Universidade | Matematica relacionados
sistemas lineares: Sérvulo Federal de | a Sistemas Lineares para
L h 2011 x
contribuicbes para a Araujo Ouro Preto | a formacao de
formacédo de Rangel (UFOP)/MG | professores em cursos
professores de de Licenciaturas em
Matematica Matematica;

— Desenvolver Projetos
de Modelagem
Matematica relacionados
a conteudos de Algebra
Linear trabalhados nos
Ensino Médio e Superior
(Sistemas Lineares), com
alunos de Licenciatura
em Matematica.

(RANGEL, 2011, p. 22)
Alunos que e Identificar a concepcéo

. Pontificia
completaram um Eneias de . : que os alunos que
N . Universidade .
curso de extenséo Almeida 2010 e concluiram um curso de
em Algebra Linear e Prado Catdlica Algebra Linear tém sobre
(PUC)/ISP

suas concepcdes

a nocao de base de um
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sobre base de um
espaco vetorial

espaco vetorial.
(PRADO, 2010, p. 22)

Como sobrevivem
as diferentes

Responder as seguintes
indagacdes: Por que e

nogbes de Algebra Joelma Ffontif_l’giad ICo_mo d deve(rj_ . l_ser
Linear nos cursos lamac 2008 Unnverg_ ade | lecionada a disciplina
de Engenharia Nomura Catdlica Algebra ~L|near em uma
g
o (PUC)/SP | graduacao de
Elétrica e nas : ftrinan
instituicoes Engenharia Elétrica?
(NOMURA, 2008, p. 20)
Investigar os obstaculos,
e por factibilidade de
realizacdo de nossa
pesquisa, dada a
Alguns aspectos amplitude e
problematicos Universidade | complexidade que o
relacionados ao Jarbas Lima Federal do | assunto remete,
. ; 2008 . o
ensino- Coimbra Para restringimos a nossa
aprendizagem da (UFPA) pesquisa a questdo
Algebra Linear “Quais séo os obstaculos
mais evidentes na
conceituacdo de espaco
vetorial?” (COIMBRA,
2008, p. 8)
Investigar em que
medida um tratamento
geomeétrico e a
articulacéo entre
Conceitos registros de
fundamentais de Michele Pontificia representacao
algebra linear: uma Viana 2007 Universidade | (algébrico, grafico e
abordagem Debus de Catdlica geomeétrico), auxiliados
integrando Franca (PUC)/SP pelo ambiente Cabiri-
geometria dindmica Géometre, influenciam as
concepcoes dos
estudantes apds terem
cursado esta disciplina.
(FRANCA, 2007, p. 12)
Diagnosticar e analisar
nos livros didaticos de
Algebra Linear
O conceito de selecionados neste
independéncia e trabalho quais s&o os
dependéncia linear Pontificia registros de
e 0s registros de André Lucio 2006 Universidade | representacdo semiotica
representagao Grande Catolica utilizados nas defini¢oes,
semiética nos livros (PUC)/SP | exemplos e exercicios
didaticos de Algebra propostos a respeito das
Linear nocoes de
independéncia e
dependéncia linear.
(GRANDE, 2006, p. 15)
Articula(;é_o entre Monica Pontificia [...] elabpragéo, aplicacéo
Algebra Linear e 2006 . . e avaliacdo de uma
Karrer Universidade

Geometria - um

abordagem de ensino do
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Estudo sobre as Catdlica objeto matematico
Transformacdes (PUC)/SP “transformacgdes lineares
Lineares na planas”, incorporando
perspectiva dos mudangas de registros e
registros de 0 auxilio do software
representacao Cabri-Géométre, tendo
semiética por foco as conversdes
envolvendo
principalmente o registro
grafico (KARRER, 2006,
p. 6)
Investigar a concepcao
de base dos alunos apés
A nocéo de base de terem cursado uma ou
um espacgo vetorial Pontificia mais disciplinas
é trabalhada como Carlos Universidade especificas de sua area
"ferramenta Eduardo da | 2005 Catélica [Ciéncia da Computacao]
explicita" para os Silva (PUC)/SP que exigissem em seus
assuntos de Ciéncia programas a Algebra
da Computagdo? Linear como co ou pré-
requisitos. (SILVA, 2005,
p.17)
Investigar guais
recursos-meta sédo
utilizados pelo professor
Como funcionam os . Pontificia de Algebra Linear ao
Luis Carlos . . ~
recursos-meta em Barbosa de 2005 Unlver§!dade desenvolver a nogédo de
aula de Algebra Oliveira Catolica base de um espaco
Linear (PUC)/SP vetorial, tém efeito de
alavanca-meta para seus
alunos. (OLIVEIRA,
2005, p. 18)

Fonte: a autora

Este levantamento mostra, de certa forma, a preocupacao dos pesquisadores

brasileiros com questdes relacionadas ao ensino e a aprendizagem da &lgebra linear,
umavez que, como € possivel ver nos objetivos apresentados no Quadro 2, na grande
maioria dos trabalhos almeja-se propor e/ou desenvolver uma proposta de ensino a

fim contribuir com a aprendizagem dos conceitos abordados em algebra linear.

Na proxima secao sera dado foco a questao das dificuldades que podem ser

1.2 DIFICULDADES EM ALGEBRA LINEAR

apresentadas pelos estudantes.
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Dorier e Sierpinska (2001) comentam em seu artigo “Research into the teaching
and learning of Linear Algebra™ que as dificuldades que os estudantes apresentam
podem ter dois tipos de origens: uma associada a dificuldade conceitual, que se
relaciona a natureza da algebra linear, e outra, a dificuldade cognitiva, que se refere
aos tipos de pensamento necessarios para o conhecimento da &lgebra linear.

Com relagéo ao primeiro tipo, os pesquisadores inicialmente abordam uma
analise histérica e epistemoldgica, em que € evidenciado o carater generalizador,
unificador e simplificador da algebra linear, aspectos esses que 0s estudantes podem
nao perceber ao realizar um primeiro curso. Assim, para superar/amenizar tal
situacao, sugerem o uso das alavancas-meta.

Outro aspecto abordado a respeito da natureza da algebra linear é a linguagem
utilizada, que apresenta um carater formal. Segundo pesquisas realizadas na Franca
por Dorier et al. (1987, 1994), de acordo com Dorier e Sierpinska (2001), esse é um
grande problema para os alunos que nao compreendem a especificidade do uso do
formalismo, gerando assim o “obstaculo do formalismo” (DORIER; SIERPINSKA,
2001). Comentou-se a respeito desse obstaculo na secéo anterior.

Outras linguagens que sdo comentadas referem-se a geométrica, algébrica e
abstrata. Essas linguagens sao discutidas por Hillel e Sierpinska (1994), que mostram
trés tipos de linguagem em algebra linear, sendo elas a linguagem abstrata da teoria
abstrata geral, como por exemplo, espacos vetoriais, a linguagem algébrica do R™ e a
linguagem geométrica dos espacos de duas ou trés dimensdes.

Hillel e Sierpinska (1994) fundamentam as linguagens citadas no paragrafo
anterior com as noc¢fes dos niveis intra-, inter- e trans-objetal; apresentadas no
trabalho de Piaget e Garcia (2004, p. 33), tais niveis correspondem, respectivamente,
a analise do objeto, estudo das relacbes e transformacbes e construcdo das
estruturas.

E comentado por Hillel e Sierpinska (1994) que a dificuldade de entender a
linguagem usada na algebra linear esta no fato de que os conceitos da disciplina
utilizam diversos tipos de linguagem e que os estudantes necessitam vé-las como uma
forma de representacado para superar essas dificuldades.

Dorier e Sierpinska (2001) tratam de mais um tipo de linguagem, agora

referindo-se aos registros grafico, tabular e simbdlico. Para tanto, os pesquisadores

9 Pesquisas a respeito do ensino e aprendizagem da algebra linear
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abordam as representacdes semibdticas definidas por Duval (1995) e as diferentes
conversdes necessérias em algumas atividades matematicas.

Com relacdo a dificuldade cognitiva, que se refere as caracteristicas do
pensamento necessario para o conhecimento da algebra linear, Dorier e Sierpinska
(2001) abordam inicialmente a flexibilidade cognitiva, e para tanto, valem-se da
pesquisa de Alves Dias (1993), em que se generaliza que as conversoes de registros

sao essenciais, evidenciando a necessidade da flexibilidade cognitiva:

[...] a algebra linear, sendo um modelo para varios contextos
matematicos, lida com varios quadros [no sentido de Douady (1986)],
registros de representacdo semiotica e pontos de vista e, a0 mesmo
tempo, exige que o aluno seja capaz de mover-se livremente entre
eles!® (DORIER; SIERPINSKA, 2001, p. 261, tradugdo nossa).

Como é possivel perceber na citacao anterior, o estudante de algebra linear €,
de certo modo, “obrigado” a passar por diferentes mudangas de representagdes e a
ter uma “flexibilidade cognitiva” para poder transitar adequadamente por todas elas,
sem necessariamente ter essa flexibilidade. Reforcando essa ideia, Alves Dias (1993)
comenta que a maioria dos estudantes é “muito limitada em termos de flexibilidade”!*
(DORIER; SIERPINSKA, 2001, p. 261, tradugdo nossa). Por isso, de acordo com
Dorier e Sierpinska (2001), Alves Dias, em sua pesquisa, desenvolveu uma série de
tarefas que possibilitassem aos estudantes mobilizar mais mudancas de registros.

Dorier e Sierpinska (2001) abordam ainda o nivel trans-objetal de pensamento,
que ja foi brevemente comentado nesta se¢do. Todavia, sera apresentado agora o
porqué da dificuldade dos estudantes chegar nesse nivel. Segundo os pesquisadores,
a dificuldade esta no fato de os estudantes desenvolverem um “mecanismo de defesa”
para sobreviver ao curso, no qual eles produzem ou realizam o que € solicitado, mas
sem a atribuicdo de significado para os simbolos e as terminologias que estdo
utilizando.

Os pesquisadores abordam o pensamento pratico em oposi¢céo ao tedrico, em
gue os estudantes mostram uma tendéncia a basear sua compreensao em exemplos,

ao invés de basear-se na definicdo do objeto matematico. A questdo da dificuldade

10 | inear algebra being a model for various mathematical contexts, it deals with several frameworks,
registers of semiotic representation, and viewpoints at the same time, and requires the learner to be
able to move freely between them.

1171...] very limited in terms of flexibility.
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fica no campo dessa necessidade do “pensamento pratico”, ao qual os estudantes
acabam se prendendo.

Por fim, Dorier e Sierpinska (2001) tratam dos modos do pensamento em
algebra linear, sendo eles o aritmético-analitico e o estrutural-analitico. Esses tipos de
pensamento, juntamente com o geométrico-sintético, segundo Dorier e Sierpinska
(2001), foram propostos por Sierpinska et al. (1997) em paralelo as linguagens
propostas por Hillel (2000). Os pesquisadores abordam nesse momento O0s
pensamentos analiticos, pois, por meio deles, é possivel fazer referéncia ao
desenvolvimento historico, além de “analitico” corresponder a como 0s objetos podem
ser concebidos e construidos em uma linguagem e um sistema conceitual, podendo
também partir de uma definicdo ou um conjunto de propriedades. As dificuldades
desses modos de pensamento estdo relacionadas, algumas vezes, as atividades que
apresentam, assim, retorna-se a questdo da flexibilidade cognitiva que é necessaria
ao estudante.

Outro pesquisador que trata da questdo de dificuldade € Dubinsky, em seu
artigo de 1997, em que € apresentada uma interpretacdo dos quatro motivos, segundo
Carlson (1993), para as dificuldades com subespaco, dependéncia e independéncia

linear:

O curso é ensinado muito cedo e o0s estudantes sdo imaturos.

As dificuldades tém a ver com 0s conceitos e os estudantes tém

pouca experiéncia com ideias de aprendizagem, ao contrario do

gue acontece com o0s algoritmos computacionais, que sao menos
dificeis.

3. Os estudantes ndo tém experiéncia com 0 uso — muito menos com
a determinagéo — de diferentes algoritmos para trabalhar com um
conceito em diferentes contextos.

4. Os conceitos sao introduzidos sem nenhuma conexao substancial

com as experiéncias prévias dos estudantes? (DUBINSKY, 1997,

p. 89, traducdo nossa).

N

Essas dificuldades, de acordo com Dubinsky (1997), sdo muito gerais e ndo se

apresentam formas para que possam ser superadas.

12.1. The course is taught too early and the students are unsophisticated. 2. The difficulties have to do
with concepts and students have little experience with learning ideas as opposed to the less difficult
computational algorithms. 3. Students are not experienced with the using - much less the determining -
of different algorithms to work with a concept in different settings. 4. Concepts are introduced without
substantial connection with students’ prior experience.
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Stewart (2008) também apresenta algumas razdes para as dificuldades dos
estudantes com a algebra linear: sua natureza abstrata (que ja foi, de certo modo,
apresentada nesta secéo), a falta de problemas adequados para o desenvolvimento
do curso de algebra linear e o papel das definicdes no conhecimento matematico.

Com relacao a falta de problemas adequados, a pesquisadora comenta que é
dificil encontrar problemas para cada novo conceito e que assim, os estudantes
acabam se queixando de o curso ser tdo abstrato. Stewart (2008) comenta ainda a
respeito da interpretacao de Dubinsky (1997) para com as recomendacdes do LACSG,
em que o pesquisador ressalta que os professores podem entender erroneamente
essas recomendacdes e cair em uma armadilha, por acreditarem que € necessario
trabalhar com varios aplicativos de computadores.

Stewart (2008), além disso, discute que o papel das definicbes e se suas
interpretacdes por parte dos estudantes podem ser causas de dificuldades. Para tanto,
Stewart (2008) vale-se de diversos autores, dentre eles Tall e Vinner (1981) e suas
definicbes de conceito definicdo e conceito imagem. A pesquisadora comenta, por fim,
gue a definicdo pode salvar o estudante de muitas armadilhas, no que se refere a
aplicagOes posteriores, e que se essa imagem nao for baseada no conceito defini¢éo,
entdo podem surgir varios erros.

Para finalizar essa parte em que foram apresentadas algumas dificuldades da
algebra linear, serd abordado um trabalho que investiga as dificuldades com os
conceitos de dependéncia e independéncia linear. O trabalho em questdo é a
dissertacao de Andreoli (2009), que faz uma anélise dos obstaculos encontrados pelos
alunos ao estudarem tais conceitos.

Andreoli (2009) apresenta algumas consideracdes a respeito dos conceitos de
dependéncia e independéncia, mostrando por meio de algumas defini¢des,
expressdes que podem causar obstaculos na aprendizagem desses conceitos, como
por exemplo, “ao menos um” e “os restantes”.

A autora comenta que alguns obstaculos, com relacdo a expressdes que levam
a outros entendimentos, estdo “vinculados a dificuldades que derivam da

quantificagéo das proposigoes”? (ANDREOLI, 2009, 142, traducédo nossa).

131...] vinculados a las dificultades que derivan de la cuantificacion de proposiciones.
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Ao longo da analise das informacfes coletadas, Andreoli (2009) constatou,

além de obstaculos, algumas concepc¢des errdbneas que os estudantes apresentaram.

Dentre elas estao

O caso da independéncia linear se reduz a observar que a
cardinalidade do conjunto de vetores é igual & dimensédo do
espaco.

A demonstracdo de que um vetor ndo € combinagéo linear de
outros, se reduz a:

Verificar que a soma dos outros nao resulta no primeiro

Impor um par de escalares arbitrarios e observar que a
combinagéo linear desses vetores, com esses escalares, nao
da como resultado o primeiro vetor.

Observar que nenhum dos dois vetores € multiplo do primeiro.
A demonstracdo de que um conjunto de vetores € linearmente
independente se reduz a:

Exibir a combinacéo linear nula trivial

Obter a expressdo 0 = 0, depois de apresentar uma
combinacéo linear nula genérica'* (ANDREOLI, 2009, p. 144-
145, tradugéo nossa).

Essas concepc¢des citadas sdo apenas algumas das que apareceram nas

conclusfes de Andreoli (2009). Decidiu-se por apresenta-las pelo fato de que essas

dificuldades poderédo abranger as que possivelmente surgirdo nesta pesquisa.

Com relacdo aos obstaculos, Andreoli (2009, p. 145, traducdo nossa) observou

gue dentre 0s mais relevantes encontram-se:

A dialética entre o geral e o particular.

Encerramento no uso das definicdes de LD e LI como Unica
ferramenta possivel.

Impedimento para reconhecer que, a ndo ser no caso de vetor
nulo, as CL’s [combinac¢des lineares] se apresentam ao menos,
em pares.

A escassa flexibilidade cognitiva entre as ideias do campo
conceitual descrito e entre os distintos registros de
representacdo semiotica.

Resisténcia em aceitar a ideia de que a dependéncia e a
independéncia linear séo caracteristicas excludentes dos
conjuntos de vetores.

14 - El caso de la independéncia lineal se reduce a observar que el cardinal del conjunto de vectores
sea igual a la dimension del espacio. - La demonstracién de que un vector no es combinacién lineal de
otros, se reduce a: verificar que la suma de éstos, no resulta el primeiro. Imponer un par de escalares
arbitrarios y observar que la combinacion lineal de esos vectores, con esos escalares, no da por
resultado el primer vector. - Observar que ninguno de los dos vectores es multiplos del primero. - La
demonstracion de que un conjunto de dos vectores es linealmente independiente se reduce a: exhibir
la combinacion lineal nula trivial; obtener la expresion 0 = 0, luego de plantear una combinacion lineal
nula genérica de los vectores.
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e A ndo-incluséo da solucao trivial entre as infinitas solugdes de
um sistema homogéneo indeterminado.

¢ NA&o conseguir conceber a ideia de que um vetor que é
combinacéo linear de outro é do conjunto de vetores.

e Rejeitar a possibilidade de incluir as combinagdes lineares,
algum vetor com coeficiente nulo?®.

A seguir, sera apresentado um quadro-sintese (Quadro 3) com as dificuldades

elencadas nesta secdo, a fim de contribuir no momento das andlises dos registros

escritos dos participantes da pesquisa.

Quadro 3 — Sintese das dificuldades

Dificuldade com a
natureza da algebra
linear

Carater formal da linguagem empregada na algebra linear.

Diferentes linguagens empregadas nos conceitos (algébrica,
geomeétrica, abstrata).

Dificuldade subjetiva

Flexibilidade cognitiva para transitar entre as diferentes formas de
registros (gréfico, tabular, simbdlico).

Nao-atribuicdo de significado para os simbolos e as terminologias
utilizadas.

Interpretacdo das definicbes dos conceitos.

Estratégias para identificar vetores LI e LD.

Fonte: a autora

Com esta secéo, foi possivel perceber que as dificuldades presentes na algebra

linear vao desde sua natureza até as dificuldades subjetivas que os estudantes podem

apresentar ao estuda-la.

O proximo capitulo versara a respeito dos conceitos escolhidos para realizar

esta investigacado, sendo eles a dependéncia e a independéncia linear.

15 - La dialéctica entre lo general y lo particular. - Encerramiento en el uso de las definiciones de DL e
IL como Unica herramienta posible. - Impedimento para reconocer que, salvo el caso del vector nulo,
las CLs se presentan al menos, en parejas. - La escasa flexibilidad cognitiva entre las ideias del campo
conceptual descrito y entre los distintos registros de representacion semidtica. - Resistencia a aceptar
la ideia de que la dependencia e a independencia lineal son caracteristicas excluyentes de los conjuntos
de vectores. - La no inclusidon de la solucién ftrivial entre las infinitas soluciones de un sistema
homogéneo indeterminado. — No lograr concebir la ideia de que um vector que es combinacion lineal
de otro, es del conjunto de vectores. - Rechazar la possibilidad de incluir em las combinaciones lineales,
algun vector con coeficiente nulo.
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CAPITULO 2
DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Neste capitulo serdo abordados os objetos matematicos escolhidos para
realizar a investigagdo deste trabalho, sendo eles os conceitos de dependéncia e
independéncia linear. Dessa forma, sera apresentada a defini¢cdo e alguns exemplos

desses objetos matematicos.

2.1 OS CONCEITOS DE DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

Os conceitos de dependéncia e independéncia linear podem ser definidos da

seguinte forma:

Sejam V um espaco vetorial e v4, ..., v, € V. Dizemos que 0 conjunto
{vi, ..., v, } € linearmente independente (LI), ou que os vetores vy, ..., v,
séo LI, se a equagédo

a vy +--+ayv, =0
implica que a; = a, = -- = a,, = 0. NO caso em que exista algum a; #
0, dizemos que {vy, ..., v, } € linearmente dependente (LD), ou que os
vetores vy, ..., v, sdo LD. (BOLDRINI et al., 1986, p. 114)%

O exemplo que se segue € o de um conjunto LI:

Exemplo 1 — No espaco vetorial do R* o conjunto 4 = {(1,2,4),(8,4,2), (1,1,1)}

De fato, fazendo
a;(1,2,4) + a,(8,4,2) + as(1,1,1) = (0,0,0) (1)
comaq,ay,az; ER
tem-se:
(aq,2a4,4a,) + (8a,,4a,, 2a,) + (az, as,az) = (0,0,0) 2)
Igualando os componentes correspondentes, tem-se 0 seguinte sistema:

a1+8a2+a3:0
2a1+4a2 +a3 =0 (3)
4‘a1+2a2+a3:0

16 Apesar de na definicdo Boldrini et al. (1986) ndo ser especificado o conjunto ao qual pertencem os
escalares, na pagina 112 os autores comentam que 0S mesmos Sao reais ou complexos.
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Resolvendo o sistema, obtém-se a solugéo trivial, ou seja, a; = a, = a; = 0.
Logo, o conjunto A é LI.

Com relacdo a dependéncia linear, tem-se uma “formulagao alternativa e util”
(POOLE, 2004, p. 402) que é apresentada pelo seguinte teorema: “Um conjunto de
vetores {vy,v,,...,v,} € linearmente dependente, em um espacgo vetorial V, se, e
somente se, pelo menos um dos vetores puder ser expresso como uma combinacéo
linear dos demais”. Esse teorema, segundo Boldrini et al. (1986, p. 114-115), tem a

possibilidade de ser provado da seguinte forma:

Sejam vy, ...,v, LD e
avy + -+ aqup+ -+ apv, =0
Segundo a definicdo dada, um dos coeficientes deve ser diferente de
zero. Suponhamos que a; # 0. Entdo
1

v = —a—j(alvl +o et g Vjoq + Qg Vg ot Ay)
e, portanto,
a a
Vi=——v + ---——nvn
4 4

Logo, v; € uma combinacao linear dos outros vetores.
Por outro lado, se tivermos {vy, ..., v;, ..., v}, tal que para algum j,
Uj = b1171 + -+ bj_lvj_l + bj+1vj+1 + -+ bn'Un
temos
byvy + -+ —1v; + -+ byv, = 0 com b; = —1 ¢,
portanto, {vy, ..., v,} é LD.

Por meio desse teorema, tem-se o seguinte equivalente: “Um conjunto de
vetores é LI se, e somente se, nenhum deles for uma combinacao linear dos outros”
(BOLDRINI et al., 1986, p. 115).

O exemplo seguinte mostra um caso referente ao teorema apresentado
anteriormente, em que os vetores sdo LD, pois é possivel escrever um dos vetores

como combinacéo linear dos outros:

Exemplo 2 — O conjunto B = {(4,8,6), (1,2,3), (6,12,12)} do R? é LD, pois
(6,12,12) = 1(4,8,6) + 2(1,2,3) (4)
ou seja,
v3 = 1v; + 2v, 5)
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A dependéncia e a independéncia linear no R* e no R® possuem uma
interpretacdo geométrica Util para identifica-las. Tais interpretacdes serdo comentadas
nos proximos paragrafos.

No R?, para os vetores serem LD necessitam estar na mesma reta que passa
pela origem, ou seja, um vetor &€ multiplo escalar do outro (v; = kv,), como é possivel

ver na Figura 1. Se os vetores ndo estiverem na mesma reta, entao eles seréo LlI.

Figura 1 — Gréfico representando vetores LD no R?
y

Vi

Fonte: a autora

Ja no R3, para trés vetores serem LD precisam estar representados no mesmo
plano que passa pela origem, ou seja, 0s vetores precisam ser coplanares (Figura 2);

caso contrario, serao LlI.

Figura 2 — Gréfico representando vetores LD no R*

Z 4

Fonte: a autora

Ao longo da secédo, os vetores abordados pertenciam ao espaco vetorial R",
porém os vetores escolhidos poderiam pertencer a um outro espaco vetorial, como o
matricial de ordem m X n, representado por M(m,n). O exemplo a seguir refere-se ao

espaco matricial.



Exemplo 3 - No espaco vetorial M(2,2), o0 conjunto
(= ﬂ[g _03][2 _14]}éLD. (STEINBRUCH; WINTERLE, 2009, p. 57)
De fato, escrevendo
ally dral; Glraly T1=1
comaq,az,az €ER

ou escrevendo de modo equivalente, tem-se

—aq + 2a2 + 3a3 2a1 - 3a2 - 4a3] _ 0 0]
—3a, + 3a, + 3a; a, +as oo
Igualando os elementos correspondentes, tem-se 0 seguinte sistema:
_al + 2a2 + 3a3 = 0
Zal - 3a2 - 4a3 = 0
_3a1 + 3a2 + 3a3 = 0
a1 + a3 = 0
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(5)

(6)

(7)

Resolvendo-se o sistema, obtém-se como solugdo a; = —a; € a, = —2as;.

Logo, o conjunto A é LD.

Conforme o que ja foi exposto nesta parte, abordou-se a definicdo e algumas

caracteristicas da dependéncia e independéncia linear, sendo esses 0s objetos

matematicos escolhidos para a pesquisa, além de a definicdo e as caracteristicas

serem necessarias para a resolucao do instrumento para coleta dos dados.

No proximo capitulo, sera apresentada a Teoria APOS, que possibilitara atingir

a outra parte do objetivo desta dissertacdo, que corresponde a ‘“investigar [...]

concepcgdes referentes aos conceitos de dependéncia e independéncia linear de

licenciandos em Matematica”.
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CAPITULO 3
TEORIA APOS

Neste capitulo sera apresentada a Teoria APOS (Acdo-Processo-Objeto-
Esquema), de Dubinsky e seus colaboradores (Asiala et al., 1996), que serviu de base
para atingir uma parte do objetivo deste trabalho: investigar as dificuldades e
concepcoOes de licenciandos em Matematica referentes aos conceitos de dependéncia
e independéncia linear.

Antes de abordarmos a Teoria APOS, seréo apresentadas algumas sec¢des. Na
primeira, serdo abordadas de forma breve as caracterizagbes do Pensamento
Matematico Avancado (PMA), uma vez que o trabalho de Dubinsky e seus
colaboradores foi realizado voltado a esse tipo de pensamento. Na segunda secéo
serdo discutidos alguns trabalhos (teses e dissertacdes) que utilizaram tal teoria e
foram importantes para esta dissertacao, pois colaboraram para o entendimento da
APOS, dentre os quais estdo o trabalho de Prado (2010), Elias (2012) e Nomura
(2014). Na terceira secao sera apresentada a Teoria APOS, como ela surgiu e se
desenvolveu. Por fim, na quarta secdo sera apresentada a decomposi¢cdo genética
dos conceitos de dependéncia e independéncia linear.

3.1 PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO: UMA BREVE CARACTERIZACAO

Varios pesquisadores tém-se esforcado para entender o desenvolvimento do
pensamento matematico evidenciando diversas caracteristicas (DOMINGOS, 2006),
dentre os quais estéo Tall (1995, 2002), Dreyfus (2002) e Gray et al. (1999).

O Pensamento Matematico Avancado (PMA), de acordo com Tall (1995, p. 3,
tradugao nossa), “envolve o uso de estruturas cognitivas produzidas por uma ampla
gama de atividades matematicas para a construcédo de novas ideias que se baseiam
em estender um sistema cada vez maior de teoremas estabelecidos™’.

Tall (1995) ainda considera que o PMA pode comecar com a “percepgéo de” e
“acao em” objetos do mundo externo, acontecendo sua construgdo por meio de dois
desenvolvimentos paralelos: um espacial visual, para deducéo verbal, e outro a partir

da encapsulagéo de processo-a-conceito, usando, para tanto, simbolos manipulaveis.

17 [...] involves using cognitive structures produced by a wide range of mathematical activities to
construct new ideas that build on and extend an ever-growing system of established theorems.
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Por meio desse desenvolvimento € inspirado o pensamento criativo “baseado em
objetos formalmente definidos e provas sistematicas™® (1995, p. 3, traducdo nossa).
O autor apresenta a seguinte figura (Figura 3), exemplificando como se da o

desenvolvimento do PMA:

Figura 3 — Desenvolvimento do Pensamento Matematico Avangado

A Pensamento Matemdtico Avangado
Inspirado pelo conceito imagem
formalizado pelo conceito definigio
e dedugdes logicas

A !

Desenvolvimeanto
da estrutura Protétipos Agbes
cognitiva wisuais- . tornandao-se
depende menos espaciais L'QE'EF"E_ simbolzadas
das sensagies tornanda conceftuais como
fisicas e mais sucessivamente pIOCEss0s e
das construcdes mais dedutivas- encapsuladas
internas verbaiz como proceites

A A

“Percepcies de”
OBJETOS AGOES

e interacdes com
o mundo externo

Fonte: Adaptado de Tall (1995, p. 4)

Por meio da Figura 3, percebe-se que Tall (1995) parte da hipétese de que o
PMA desenvolve-se passando inicialmente pelas “percepgdes de” e interagcbes de
acOes e objetos com 0 mundo exterior. Estes passam por desenvolvimentos paralelos
que se relacionam mediante ligagdes conceituais, para assim, chegar a um
pensamento baseado por objetos formais e deducdes ldgicas.

O PMA, para Tall (1995), distingue-se do Pensamento Matemético Elementar
(PME) por definir um objeto, no qual as caracteristicas e propriedades séo obtidas por
meio da propria definigdo, enquanto o PME descreve o objeto, e essa descrigdo é feita
por meio da experiéncia do sujeito com o objeto.

Tall (2002, p. 20) mostra que a transicdo do PME para o PMA envolve uma

mudanca interessante, por partir do descrever para o definir, do convencer para a

181...] based on formally defined objects and systematic proof.
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prova logica baseada em definices. Tall (1995) ainda comenta que se pode tracar
uma linha entre o PMA e o PME quando o objeto matematico € um conceito definido
construido por definicdes verbais.

Em contrapartida, Dreyfus (2002, p. 26, traducdo nossa) acredita que ndo ha
uma distin¢cdo nitida entre os processos envolvidos no PME e no PMA. Entretanto,
afirma que a Matematica avancada possui maior foco nas “abstracoées da definigao e
deducdo™®. Uma diferenca que Dreyfus (2002) comenta a respeito desses
pensamentos relaciona-se com a complexidade com que 0s conceitos matematicos
sao tratados, ou seja, quanto mais complexo o tratamento com 0s conceitos, mais eles
se aproximam do PMA.

Dreyfus (2002) mostra ainda que o desenvolvimento do PMA envolve alguns
processos, entre eles, os de representar, visualizar, generalizar, sintetizar etc.
Todavia, o autor afirma que, desses processos, 0s que permitem gerenciar o nivel de
complexidade sao a abstracdo e a representacao.

Outro entendimento a respeito do PMA é apresentado por Gray et al. (1999, p.
122, traducdo nossa), em gue 0s autores comentam que tal pensamento possui um
foco maior no “pensamento criativo de matematicos profissionais”. Os autores
mostram que o PMA é utilizado no pensamento dos estudantes a respeito dos axiomas
e definicbes criados por outras pessoas.

A distingéo entre o PMA e o PME, apresentada por Gray et al. (1999, p.116,
traducdo nossa), concentra-se no contexto formal, “em que objetos sao criados a partir
de propriedades (axiomas) em vez de propriedades deduzidas (manipuladas) de
objetos”?0.

Para Gray et al. (1999), o movimento constru¢ao do objeto —) definicdo para
a construcdo definicdo = objeto é essencial para a transicdo do PME para o PMA,
em que a passagem da construcéo definicio =) objeto é considerada essencial, por
envolver a selecdo e o uso de definicbes que podem acarretar a inversao de
experiéncias anteriores de relacbes, e com isso, uma transposi¢édo da estrutura do
conhecimento.

Os autores apresentados nesta secado possuem diversas perspectivas a

respeito do PMA, mas de modo geral, pode-se dizer que tal pensamento corresponde

19]...] abstractions of definition and deduction.
20 [...] in which objects are created from properties (axioms) instead of properties deduced from
(manipulating) objects
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a acdes mentais que envolvem certa complexidade, visando a construir um objeto
matematico. Corroborando com isso, Domingos (2006) comenta que o PMA “trata-se
de um pensamento em que 0s processos envolvidos sdo complexos”. O autor ainda
comenta que esse pensamento pode “manifestar-se em conceitos matematicos
bastante elementares”, assim, como ressaltado pelo autor, esse entendimento afasta-
se do que é proposto por Tall (1995, 2002), pois este argumenta que o PMA se
manifesta em atividades da matematica axiomatica.

Apols essa breve caracterizacdo do PMA, serdo abordadas no préximo topico

algumas pesquisas que utilizaram a Teoria APOS.

3.2 ALGUMAS PESQUISAS RELACIONADAS A TEORIA APOS

Nesta sec¢édo, serdo abordadas brevemente as pesquisas de Prado (2010), Elias
(2012) e Nomura (2014), que utilizaram a Teoria APOS em seu referencial. Essas
pesquisas foram selecionadas por meio de buscas no Banco de Teses e Dissertacdes
da CAPES, Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertac6es e no Dominio Publico,
com o buscador “Teoria APOS”. Escolheu-se descrever apenas esses trés trabalhos,
pois foram os primeiros lidos pela pesquisadora e auxiliaram no entendimento da
Teoria APOS. Entretanto, no final da se¢éo sera apresentado um quadro com as teses
e dissertacdes encontradas em ambito nacional.

Dos trabalhos descritos nesta sec¢éo, apenas o de Elias (2012) nédo é referente
a algebra linear, entretanto, tornou-se importante para esta pesquisa por ter sido uma
das primeiras leituras realizadas e motivador do uso da APOS nesta dissertacdo. As
pesquisas serdo descritas seguindo o ano em que foram defendidas, assim, sera
descrita inicialmente a pesquisa de Prado (2010), depois a de Elias (2012), e por fim,
a de Nomura (2014).

Prado (2010, p. 23), em sua dissertagcdo, utilizou a Teoria APOS para
“identificar a concepgéo que os alunos que concluiram um curso de Algebra Linear
tém sobre a nocao de base de um espaco vetorial”.

Nessa pesquisa, 0 autor fez uma decomposicao genética do conceito de base,
para tanto, descreveu uma decomposi¢cédo a respeito desse conceito realizada por
outros autores, Euan (2007) e Euan et al. (2008), para assim, apresentar um
refinamento, utilizando como parametro trés concepcdes pelas quais concebe o

conceito de base, a saber: “um conjunto minimal gerador, um conjunto maximal de
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vetores linearmente independentes e a justaposi¢do entre um conjunto minimal
gerador e um conjunto maximal de vetores linearmente independentes” (PRADO,
2010, p. 64).

Prado (2010) constatou em sua pesquisa que a maioria dos estudantes por ele
entrevistados, mesmo a maior parte tendo concluido mais de um curso de algebra
linear, concebe base como sendo um conjunto gerador linearmente independente.
Além disso, percebeu que as constru¢cdes mentais realizadas pelos alunos podem ser
feitas por correlacdes entre no¢cdes elementares da algebra linear, como por exemplo,
“conceber base como sendo um conjunto linearmente independente (ou gerador) com
0 numero de vetores, exatamente, igual a dimensao do espacgo” (2010, p. 169).

O préximo trabalho a ser abordado € o de Elias (2012, p. 14), que se valeu da
Teoria APOS para “identificar e interpretar dificuldades apresentadas por estudantes
de Matematica da Universidade Estadual de Londrina na compreensdo de conceitos
de grupo e/ou isomorfismo de grupos”, uma vez que essa teoria cognitiva, juntamente
com a teoria da reificacdo de Sfard (1991), permitiria "perceber e interpretar
dificuldades dos estudantes ao trabalharem com os conceitos abstratos de grupos e
isomorfismo de grupos (ELIAS, 2012, p.140).

Em sua pesquisa, o autor listou vinte e nove dificuldades que foram
identificadas por meio dos erros, equivocos ou falas confusas dos estudantes, estas
Gltimas evidenciadas nas entrevistas. Essas dificuldades foram agrupadas em quatro
grupos amplos, e dentro deles foram elaborados subgrupos contendo dificuldades
especificas.

A partir das dificuldades identificadas e apoiado na Teoria APOS, Elias (2012)
inferia a concepcéo que cada estudante apresentava. E possivel ver a forma como o

autor fazia suas inferéncias por meio da citacdo a seguir:

Portanto, a hogao equivocada de grupo como um conjunto, a limitacdo
aos conjuntos numéricos e operag¢des mais comuns, a dificuldade em
reconhecer e lidar com o conjunto M, (R), a dificuldade em lidar com
0 conjunto Z,, nos levam a dizer que o estudante E7 possui uma
concepcao acao do conceito de grupo. (ELIAS, 2012, p. 136)

O autor constatou, em sua pesquisa, que a maioria dos estudantes possuia
uma visado elementar da estrutura de grupo e de isomorfismo de grupos, pois, as
vezes, 0s estudantes ndo dominavam certos objetos matematicos como conjuntos e

funcdes. Elias (2012, p. 143) destaca a necessidade de se prestar atencdo a
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“conceitos prévios no ensino de grupo e isomorfismo de grupos”, ja que tais conceitos
podem influenciar o aprendizado dos estudantes.

O outro trabalho a ser abordado é a pesquisa de doutorado de Nomura (2014),
no qual a autora utilizou a Teoria APOS para “investigar as estruturas cognitivas
envolvidas na construcao do objeto matematico autovalor e autovetor nas fases inicial
e final de formacé&o do aluno dos cursos de Engenharia” (NOMURA, 2014, p. 36). Além
de utilizar a Teoria APOS, Nomura (2014) usou os conceitos imagem e definicdo de
Vinner (1991) e de Domingos (2003) para atingir o objetivo de sua tese.

A autora, ao realizar suas andlises das respostas dos estudantes participantes
da pesquisa, em um primeiro momento buscou identificar as concepg¢des que eles
apresentavam, para depois verificar o nivel do conceito imagem que possuiam. Um
exemplo do que foi feito refere-se a primeira fase do Estudo de Caso | (a autora
realizou dois estudos de caso, e cada um possuia duas fases), em que Nomura (2014)
identificou que os trés participantes apresentavam concepg¢ao processo do conceito
de autovalores e autovetores, além de conceito imagem em nivel instrumental. Este
conceito ocorre quando “é possivel estabelecer processos que conduzam a
construcdo do objeto matematico autovalor e autovetor” (NOMURA, 2014, p. 254).

Nomura (2014) conseguiu constatar que todos os estudantes conseguiram
relacionar a disciplina de Algebra Linear com demais disciplinas do curso de
Engenharia, entretanto, os alunos pertencentes a segunda fase dos dois estudos de
caso (alunos em fase de concluséo do curso), apresentaram um melhor desempenho
com relacéo a assuntos especificos.

A pesquisadora salienta em suas consideracdes finais a necessidade de se
repensar 0s cursos de algebra linear “‘com base nas situagdes matematicas
problematicas, cujas solucdes envolvem acdes, processos, objetos e relacdes entre
esquemas que se constroem em face de determinada situagdo” (NOMURA, 2014, p.
302), para assim considerar aspectos inerentes a formacéo do estudante.

Essas pesquisas que foram abordadas brevemente nos paragrafos anteriores
serviram, como ja dito, para auxiliar na compreensao da Teoria APOS, possibilitando
ver formas de abordagem com essa teoria, contribuindo, assim, para ampliar a viséo
a respeito da mesma.

Com a finalidade de complementar e apresentar uma sintese dos trabalhos
abordados nesta sec¢éo, elaborou-se um quadro (Quadro 4), no qual é realizado um

levantamento das teses e dissertacbes que utilizaram a Teoria APOS em seu
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referencial. Essas pesquisas foram encontradas nos portais ja citados no inicio da
secao, tendo sendo produzidas no Brasil em um periodo de 10 anos (2005-2015). Os

trabalhos apresentados no quadro sao aqueles que foram acessados na integra.

Quadro 4 — Pesquisas a respeito da Teoria APOS

. Ano de Lo A .
Titulo do trabalho Autor defesa Instituicao Objetivo
Esquemas cognitivos e Investigar as estruturas
r%ente mategmatica cognitivas envolvidas na
, : o construcdo do  objeto
inerentes ao objeto Pontificia =
e Joelma . . matematico autovalor e
matematico autovalor e Universidade o
autovetor: tracando lamac 2014 Catélica autc_)vetor nas fases~|n|C|aI
: C Nomura e final de formacdo do
diferenciais na (PUC)/SP | d d
formacéo do aluno dos cursos de
: Engenharia. (NOMURA,
engenheiro 2014, p. 36)
. Identificar e interpretar
[e)g,'[ﬁlélgriiess dize dificuldades apresentadas
. : , . por estudantes de
licenciatura em Henrique Universidade Matematica da
Crgriterrg:;fgonge Rizek 2012 Ei?r?éjrﬂ:e Universidade Estadual de
conceI?tos de arupo Elias (UEL) Londrina na compreensao
e/ou isomorfis?no%le de conceitos de grupo e/ou
Do isomorfismo de grupos.
grup (ELIAS, 2012, p. 14)
Investigar se e como
alunos do 8° ano, que
apresentam dificuldades
na resolucéo de atividades
As operagdes com Pontificia matematicas que
ndameros naturais e Natalia Universidade envolvem operac6es com
alunos em dificuldades | Coelho 2012 Catolica oS ndmeros naturais,
do 8° ano do Ensino Soares (PUC)/SP aprofundam seus
Fundamental conhecimentos, quando
Ihes é dada a oportunidade
do uso de tecnologias nao-
usuais em sala de aula.
(SOARES, 2012, p. 16)
~ Investigar qual ¢é a
: 'C':o.n'cepgoes de L Pontificia concepcéao de
divisibilidade de alunos | Rogério Uni idade | divisibilidad d
do 1° ano do Ensino Osvaldo 2010 niversigade Visibiiidade - - 0S
-~ . Catodlica estudantes que ingressam
Médio sob o ponto de | Chaparin (PUC)/SP no Ensino Médio
vista da Teoria APOS (CHAPARIN, 2010, p 19)'
Alunos que Identificar a concepcao
completaram um curso Eneias Pontificia gque os alunos que
~de extensao em de Universidade concluiram um curso de
Algebra Linear e suas Almeida 2010 Catélica Algebra Linear tém sobre a
concepcdes sobre nocdo de base de um
Prado (PUC)/SP .
base de um espaco espaco vetorial (PRADO,
vetorial 2010, p. 23)
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e Investigar as concepcdes
R , - Pontificia o
Divisdo de niumeros Cristiane . X do aluno de sexta série, no
g o . Universidade . N
naturais: concepcoes Attili 2005 e gue diz respeito a divisdo
QA Catolica . .
de alunos de 62 série Castela (PUC)/SP de NUmeros Naturais.
(CASTELA, 2005, p. 35)

Fonte: a autora

Depois dessa breve descricdo e da apresentacdo das pesquisas, a proxima

secao deste capitulo sera referente a Teoria APOS.

3.3 TEORIA APOS: DESENVOLVIMENTO E CARACTERISTICAS

A Teoria APOS, segundo Dubinsky (2001), é uma teoria construtivista que se
baseia na hipotese de que o conhecimento matematico consiste em uma “tendéncia
do individuo em lidar com percep¢cdes mateméaticas em situagcdes-problema através
da construcao mental acdes, processos e objetos, além de organiza-los em esquemas
para dar sentido as situacdes e resolver problemas” (DUBINSKY; MCDONALD, 2001,
p. 2, tradugdo nossa)?..

Essa teoria foi desenvolvida por um grupo de pesquisadores chamado
Research in Undergraduate Mathematics Education Community?2 (RUMEC). Este
grupo buscou compreender a abstracdo reflexionante (réfléchissante) introduzida por
Piaget (1972), uma vez que em seus estudos foi dito que tal abstracdo, em sua forma
mais avancada, possibilita a conversdo dos processos em objetos matematicos
(DUBINSKY, 2002). Piaget (1995) diferencia trés tipos de abstracdo: a empirica
(empirique), a pseudo-empirica (pseudo-empiriques) e a reflexionante, que seréao
detalhadas nos proximos paragrafos.

A abstracdo empirica apoia-se em objetos fisicos, em suas propriedades,
caracteristicas, ou seja, 0 sujeito tira suas informacdes da observacéo dos objetos.
Para ocorrer essa abstragao, Piaget (1995, p. 5) comenta que “é necessario utilizar
de saida instrumentos de assimilagéo (estabelecimento de relac¢des, significados, etc),
oriundos de ‘esquemas’ (schemes) sensorio-motores ou conceptuais ndo fornecidos

por este objeto, porém, construidos anteriormente pelo sujeito”. Todavia, Piaget

211...]in anindividual's tendency to deal with perceived mathematical problem situations by constructing
mental actions, processes, and objects and organizing them in schemas to make sense of the situations
and solve the problems.

22 Comunidade de Pesquisa em Educacdo Matematica na Graduagéo.
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ressalta que mesmo estes esquemas sendo importantes, a abstracdo empirica ndo se
refere a eles, mas sim, as formas que podem possibilitar ao que € exterior.

A abstracdo pseudo-empirica € intermediaria a abstracdo empirica e a
reflexionante, consistindo na necessidade de o sujeito utilizar objetos materiais para
realizar construcdes. Nessa abstracao, a leitura dos resultados constataveis “se faz a
partir de objetos materiais, como se tratassem de abstracBes empiricas, as
propriedades constatadas séo na realidade, introduzidas nestes objetos por atividades
do sujeito” (PIAGET, 1995, p. 6). Tal abstragao pode ser considerada, como comenta
Piaget (1995, p. 274), “um caso particular de abstragdo reflexionante”, ja que as
constatagdes feitas sado “produtos da coordenagao das agdes do sujeito”.

A abstracao reflexionante, ao contrario da empirica, apoia-se nas atividades
cognitivas do sujeito (esquemas) para retirar caracteristicas dos objetos e utiliza-los
de outra forma. Nessa abstracao, o sujeito transfere o que é tirado de um nivel inferior
para um nivel superior, conseguindo chegar a “composi¢des novas e generalizadoras”
(PIAGET, 1995, p. 5).

A abstracdo reflexionante comporta sempre dois aspectos inseparaveis: o
reflexionamento (réfléechissement), que corresponde a uma “proje¢cao (como através
de um refletor) sobre um patamar superior daquilo que foi tirado do patamar inferior
[...]” (PIAGET, 1995, p. 274), e a reflexdo (réflexion), entendida “como ato mental de
reconstrucdo e reorganizacdo sobre o patamar superior daquilo que foi assim
transferido do inferior” (PIAGET, 1995, p. 274).

Dubinsky (2002) comenta que ha quatro tipos de abstracdo reflexionante que
sdo importantes para o Pensamento Matematico Avancado, entretanto, adicionou uma
quinta (reversibilidade), que Piaget ndo considerou, mesmo tendo sido longamente
analisada por ele:

e Interiorizacdo que ocorre quando o individuo, usando simbolos, consegue
construir processos internos a fim de dar sentido aos fenébmenos observados
(DUBINSKY, 2002).

e Encapsulacéo, que de acordo com Dubinsky (2002, p. 101, tradu¢édo nossa), é

a “[...] conversdo de um processo (dindmico) em um objeto (estatico)?3.

23[...] conversion of a (dynamics) process into a (static) object.
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e Generalizacdo, que segundo Dubinsky (2002, p. 101, traducdo nossa),
acontece quando o individuo “[...] aplica um esquema existente para uma ou
para uma vasta colecédo de fendmenos”?*.

e Coordenacéao, que de acordo com Dubinsky (2002, p. 101, traducdo nossa), é
“a composigcao ou coordenagao de dois ou mais processos para construir um
novo”?°,

¢ Reversibilidade, que para Dubinsky (2002), € um novo processo que consiste
em reverter o processo original.

A abstracao reflexionante é considerada por Dubinsky (2002) como sendo a
construcdo mental dos objetos. Assim, o pesquisador isolou os tipos desta abstracéo
para que no contexto do PMA fosse possivel construir novos objetos a partir dos
existentes.

Dubinsky e Lewin (1986, p.62, traducdo nossa) comentam que os diferentes
tipos da abstracéo reflexionante podem ser combinados,

[...] por exemplo, uma ou mais estruturas podem ser refletidas para um
plano superior por meio da generalizacdo e entdo coordenadas para
formar uma nova estrutura, cujos componentes sdo reconhecidos
como, mas diferentes de, estruturas ja existentes?.

O RUMEC, depois de desenvolver a Teoria APOS, utilizou-a em uma ampla
pesquisa e em um quadro de desenvolvimento curricular (DUBINSKY; MCDONALD,
2001). Este quadro é discutido em Asiala et al. (1996), sendo mostrado que consiste

de trés componentes, como representado na Figura 4:

Figura 4 — Componentes do quadro de desenvolvimento curricular

Analise
Tedrica

Observaces _Projetar e
e avaliacbes implementar
instrucao

Fonte: Adaptado de Asiala et al. (1996, p. 5)

241...] to apply an existing schema to wider collection of phenomena.

25 [...] composition or coordination of two or more processes to construct a new one.

26 For instance, one or more structures can be reflected onto a higher plane through generalization and
then coordinated to form a new structure whose components are recognizable as, but different from,
previously existing structures.
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A analise tedrica se vale da busca em compreender o que significa um conceito
e como ele pode ser construido pelo aluno, tendo como resultado uma decomposicéo
genética deste. Asiala et al. (1996, p.7, tradugdo nossa) comentam que “uma
decomposicdo genética do conceito € um conjunto de estruturas de construcdes
mentais que podem descrever como esse conceito pode se desenvolver na mente de
um individuo™?’. O outro componente do quadro — projetar e implementar instrugéo —
baseia-se na analise teorica, consistindo em desenvolver situacdes almejando que 0s
estudantes usem e apliquem as construcdes feitas a fim de compreender o conceito.
E por fim, o terceiro componente — observagdes e avaliagdes — visa a testar e refinar
tanto a analise tedrica quanto a instrucao.

Nesta pesquisa ndo se seguira totalmente esse quadro, uma vez que nao se
intenta desenvolver um instrumento para que os estudantes fagam construcdes, visto
que uma parte do objetivo deste trabalho é investigar as concepcdes referentes aos
conceitos de dependéncia e independéncia linear de licenciandos em Matematica.
Sendo assim, os participantes da pesquisa ja tiveram contato com tais conceitos.

Com relacdo a construgdo do conhecimento matematico, Asiala et al. (1996, p.
9, traducdo nossa) comentam que a compreensdo de um conceito matematico

comega com a:

[...] manipulacdo de objetos mentais ou fisicos, previamente
elaborados, para formar acbes; as acBes sdo, em seguida,
interiorizadas para formar processos que serdo entdo encapsulados
para formar objetos. Os objetos podem ser desencapsulados de volta
para os processos dos quais eles foram formados. Finalmente, acoes,
processos e objetos podem ser organizados em esquemas.

A Figura 5, a seguir, retrata um esquema da constru¢cdo do conhecimento

matematico:

27 ]a genetic decomposition of a concept is a structured set of mental constructs which might describe
how the concept can develop in the mind of an individual
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Figura 5 — Constru¢do do conhecimento matemético

interiorizacio
agdo
OBIETOS PROCESS0S
Coordenagio
Reverzibilidade
Encapsulacio
Desencapsulacia

Fonte: Adaptado de Asiala et al., 1996, p. 9.

Mediante a Figura 5, € possivel perceber que o conhecimento matematico
passa pelas etapas acao, processo, objeto e esquema. Nos préximos paragrafos, com
base nos trabalhos de Dubinsky (2002), Dubinsky e McDonald (2001) e Asiala et al.
(1996), serao descritas cada uma dessas etapas.

A acdo corresponde a uma transformacédo que o individuo realiza sobre um
objeto matematico. Essa transformacéo acontece devido a rea¢cdo dada as indicagdes,
gue sao obtidas, as vezes, quando o individuo recorre a sua memoria. Essas
indicacdes fornecem o passo a passo a respeito de como realizar uma operacao. Ao
recorrer a sua memoéria, pode ser que o individuo ndo tenha controle consciente do
que esta fazendo. Quando ele se limita a realizar acdes, restringindo-se a fazer
transformacdes apenas por estimulos externos que dao o passo a passo, diz-se que
apresenta uma concepcéo-acao do objeto.

Um exemplo de acao referente ao conceito de base é apresentado no trabalho
de Ku et al. (2008, p. 76, traducdo nossa):

[...] a concepcdo-acdo do conceito de base se pde em evidéncia
guando o estudante verifica se um vetor concreto pode ser escrito
como combinacdo linear de outros vetores que pertencem a um
conjunto S dado e quando se verifica se 0 conjunto de vetores dados
€ ou ndo linearmente independente em termos da aplicacdo da
definicéo correspondente?,

28[...] la concepcidn accién del concepto de base se pone en evidencia cuando el estudiante verifica si
un vector concreto puede escribirse como combinacion lineal de otros vectores que pertenecen a un
conjunto S dado y cuando verifica si el conjunto de vectores dado es o no linealmente independiente
en términos de la aplicacion de la definicion correspondiente
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Outro exemplo de concepcédo-acdo, agora em relacdo ao conceito de
transformacao linear, € mostrado no trabalho de Nomura (2014, p. 233), em que 0
estudante “restringe-se a encontrar os autovalores e autovetores associados. O aluno
pode aplicar uma transformacdo especifica e multiplicar o vetor por um escalar
especifico”.

O processo é uma construcdo interna que ocorre quando uma acéo € repetida
varias vezes e o individuo reflete a respeito dela, assim, essa acéo € interiorizada em
processo. No processo, o individuo consegue realizar uma transformacdo sem ter
estimulos externos, isto quer dizer que ele passa a fazer uma transformacéo
consciente, podendo descrever o passo a passo sem explicita-lo. Dubinsky e
McDonald (2001, p. 3, tradugao nossa) comentam que “um individuo pode pensar em
realizar um processo sem realmente fazé-lo, e portanto, pode pensar em inverté-lo e
compd-lo com outros processos”®. Quando um estudante, ao resolver um problema,
evidenciar indicios de processo, pode ser dito que apresenta concepcao-processo do
conceito em questao.

Um exemplo de concepc¢ao-processo € mostrado no trabalho de Prado (2010,
p. 84):

[...] um sujeito que demostra possuir concepg¢ao processo sobre a
nocdo de dimenséo é capaz de, por exemplo, dizer qual o0 menor
namero de vetores necessarios para gerar o espaco vetorial em
guestdao e, também, qual o maior nimero de vetores linearmente
independentes que podem ser obtidos para um determinado espago
vetorial.

Outro exemplo de concepcédo processo € apresentado no trabalho de Nomura
(2014, p. 234):

[...] é possivel que o aluno realize transformacfes e apresente o0s
vetores como caso geral. Os alunos podem perceber que ha infinitos
autovetores associados ao autovalor e compreender o processo de
encontra-los com base em uma matriz A qualquer. Assim, comecam a
estabelecer conexdes com outros exemplos, situagdes e contextos, e
deparam-se com possiveis representacfes do objeto matematico.

29 An individual can think of performing a process without actually doing it, and therefore can think about
reversing it and composing it with other processes.
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O objeto refere-se a uma reflexdo que o individuo realiza no processo, ou seja,
o individuo vé o processo como um todo e percebe que pode fazer transformacdes
conscientes no objeto, por meio de a¢des e/ou processos. Quando o individuo
consegue realizar essas transformacdes de forma consciente, diz que “[...] 0 processo
foi encapsulado em objeto”° (ASIALA et al., 1996, p. 11, traducdo nossa).

Um exemplo da concepgéo-objeto é apresentada no trabalho de Nomura (2014,
p. 234):

[...] os vetores sao transformados por uma matriz e esticados ou
contraidos na mesma diregdo por um escalar. O aluno entende os
efeitos da multiplicagéo pela matriz A em relagdo aos vetores. [...] O
aluno compreende a definicdo de autovalores e autovetores e torna-
se consciente do processo como totalidade, tendo a capacidade de
realizar agGes sobre o objeto e relacionar suas propriedades.

Outro exemplo é mostrado em Bianchini e Machado (2013, p. 151), em que 0
estudante, ao considerar “que um dado vetor R? seja combinac&o linear de outros, é
necessario verificar se existem escalares que tornam esse fato verdadeiro”, mostra ter
concepcao-objeto sobre combinacao linear.

O esquema é formado por uma colecao de acdes, processos e objetos que sao
organizados de forma estruturada na mente do individuo. Um exemplo de esquema é

apresentado em Asiala et al. (1996, p. 9, traducéo nossa):

[...] as fungbes podem ser formadas em conjuntos, operagfes nestes
conjuntos podem ser introduzidas, e as propriedades das operacdes
podem ser verificadas. Tudo isso pode ser organizado para construir
um esquema de espaco funcional que pode ser aplicado a conceitos,
tais como espacos duais, espagos de mapeamento lineares e fungdes
algébricas®?.

Apos esta descricdo daquilo a que se refere a Teoria APOS, sera apresentada
na proxima secdo a decomposicdo genética dos conceitos de dependéncia e

independéncia linear que auxiliara nas analises.

30[...] the process has been encapsulated to an object

31 [...] functions can be formed into sets, operations on these sets can be introduced, and properties of
the operations can be checked. All of this can be organized to construct a schema for function space
which can be applied to concepts such as dual spaces, spaces of linear mappings, and function
algebras.
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3.4 DECOMPOSICAO GENETICA DOS CONCEITOS DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA

LINEAR

Buscando compreender como o0s estudantes constroem o conceito de
dependéncia e independéncia linear, sera apresentada sua decomposicdo genética.
Inicialmente, assim como em KU et al. (2008), sera apresentado um esquema (Figura

6) de como os alunos podem construir tais conceitos:

Figura 6 — Decomposi¢cao genética dos conceitos dependéncia e independéncia linear

Espaco Vetorial
(Processo)

Dependéncia e
Independéncia Linear
(Agéo)

Interiorizagao

(Processo)

Encapsulagao

Dependéncia e
Independéncia Linear

Dependéncia e
Independéncia Linear
(Objeto)

Fonte: Adaptado de Ka, Trigueros, Oktag, 2008, p. 71.

Concordando com Ku et al. (2008), considera-se necessario que o estudante
tenha uma concepcéo processo do conceito de espaco vetorial. Esta concepcao se
caracteriza “pela boa manipulacdo das operagdes entre vetores, incluindo a
multiplicagdo por um escalar”®? (p. 71, traducdo nossa).

Depois dessa consideracdo, como € sugerido em Prado (2010), a partir do
trabalho de Euan (2007), o individuo realizar4 acdes nos vetores de determinado
espaco vetorial escolhido. Dentre as acdes que poderao ser realizadas para se obter
uma concepcao-objeto dos conceitos de dependéncia e independéncia linear, estao a

de identificar quais vetores podem ser escritos como combinacéo linear do vetor nulo

32[...] lo que incluye un buen manejo de las operaciones entre vectores, incluida la multiplicacion por
un escalar
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e 0s subconjuntos em que ha apenas uma combinacéo linear que resulte no vetor nulo
(KU et al., 2008; STEWART, 2008; PRADO, 2010).

Essas acdes podem ser interiorizadas no processo de determinar se um
conjunto de vetores € linearmente independente (LI) ou linearmente dependente (LD).
Como exemplo de uma concepcéo-processo dos conceitos de dependéncia e
independéncia linear, um individuo pode “decidir quais vetores podem ser retirados
de um conjunto para reduzi-lo a um conjunto linearmente independente”33 (KU et al.,
2008, traducdo nossa). Outro exemplo da concepcéo-processo ocorre quando o
sujeito consegue perceber que para se ter vetores LD, um vetor pode ser escrito como
combinacdo linear dos outros (STEWART, 2008). Nessa concepc¢ao, o individuo
conseguiria descrever 0 que € necessario para se ter um conjunto de vetores LD ou
LI, sem ter, necessariamente, um conjunto de vetores para demonstrar.

Esses processos podem ser encapsulados no objeto dependéncia e
independéncia linear de um conjunto de vetores. Uma concepc¢ao-objeto, por exemplo,
pode ser evidenciada quando um individuo consegue perceber os conceitos em sua
totalidade, ou seja, esses conceitos possuem caracteristicas proprias, conseguindo
visualizar tais caracteristicas em representacfes graficas, ou até mesmo podendo
associar a questao de dimensao de um espaco vetorial para identificar se um conjunto
pode ser LI ou LD.

ApoOs a apresentacao do referencial utilizado nesta pesquisa, o proximo capitulo

versara a respeito dos procedimentos metodolégicos adotados neste trabalho.

33[...]decidir cuales vectores se pueden quitar de un conjunto para reducir lo a un conjunto linealmente
independiente
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CAPITULO 4
PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Este capitulo tem por finalidade descrever os procedimentos metodologicos
adotados na pesquisa, bem como o contexto em que ela foi desenvolvida. Na primeira
secao, serd explorada a natureza da pesquisa, na segunda, o instrumento utilizado
para coletar os dados, na terceira secdo, os participantes da pesquisa, na quarta, o
momento da aplicacdo do instrumento e na quinta secdo sera abordado o recurso

metodoldgico adotado para a andlise dos dados.

4.1 NATUREZA DA PESQUISA

Esta pesquisa € de natureza qualitativa, possuindo algumas das caracteristicas
citadas em Bogdan e Biklen (1994, p. 47-50):

1) Na investigacao qualitativa, a fonte direta dos dados é o ambiente
natural, constituindo o pesquisador o instrumento principal [...]; 2) A
investigacdo qualitativa é descritiva [...]; 3) Os investigadores
gualitativos interessam-se mais pelo processo do que simplesmente
pelos resultados ou produtos [...]; 4) Os investigadores qualitativos
tendem a analisar os seus dados de forma indutiva [...]; 5) O
significado é de importancia vital na abordagem qualitativa.

Nesta pesquisa, algumas dessas caracteristicas serdo abordadas, uma vez

que:

1) A coleta de dados ocorreu por meio dos registros escritos dos estudantes
do segundo ano de um curso de Licenciatura em Matematica, ao resolverem
as questdes do instrumento.

2) Os registros escritos foram analisados de forma minuciosa, tomando-se
como base o referencial tedrico adotado no trabalho, buscando as
dificuldades e as concepcgoes dos estudantes a respeito dos conceitos de
dependéncia e independéncia linear.

3) Seralevado em consideracéo todo o processo de coleta de dados, uma vez
gue podem surgir indicios por meio das atitudes dos participantes que

poderdo vir a contribuir para a analise.
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4.2 O INSTRUMENTO DE COLETA DE DADOS

Tendo em vista 0 objetivo desta pesquisa, o instrumento de coleta de dados foi
elaborado de modo que os estudantes pudessem resolver e justificar o que fizeram.
Apés elaborar o instrumento que seria aplicado aos estudantes, ele foi submetido a
andlise intersubjetiva do GEPPMat, que buscou verificar se as questdes selecionadas
contribuiriam para investigar as dificuldades e as concepc¢fes dos estudantes.

Cada uma das questdes do instrumento34, bem como seu objetivo, sera descrita

a seguir.

1) O que significa dizer que vetores sao linearmente dependentes ou

linearmente independentes?

7

O objetivo da questdo um é investigar como o estudante compreende 0s
conceitos de dependéncia e independéncia linear, a fim de verificar se ele entende
esses conceitos como objetos matematicos que possuem caracteristicas proprias.

O estudante, nesta questédo, poderia recorrer a definicdo para dar sua resposta,
bem como dizer, por exemplo, que um conjunto de vetores é linearmente dependente
se ha a possibilidade de escrever pelo menos um vetor como combinacéo linear dos

outros, e que ele ndo ocorre com um conjunto de vetores linearmente independentes.

2) ldentifique dentre o0os conjuntos A =1{(12),(2,4),(3,6)} e B=
{(1,1,1),(3,-1,2),(0,—4,—1)} quais possuem vetores linearmente
dependentes. Por qué? (Adaptado de OLIVEIRA, 2005, p. 111).

A questao dois teve como objetivo investigar se 0s alunos veem a necessidade
de utilizar a definicdo ou algum outro recurso, como escrever um dos vetores como
combinacdo linear dos outros dois, usar a dimensao dos conjuntos, fazer um desenho
para verificar se o conjunto de vetores do R* e do R? é linearmente dependente (LD)
ou linearmente independente (LI). Essa questéo foi adaptada do trabalho de Oliveira
(2005), em que para a pergunta utilizada no instrumento desta investigacao,

escolheram-se dois dos quatro conjuntos apresentados pelo pesquisador.

34 No apéndice D encontra-se o instrumento completo.
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Alguns dos possiveis modos que o0s estudantes poderiam resolver essa

guestao serdo apresentados a seguir:

Conjunto A = {(1,2),(2,4),(3,6)}:

1°) Possibilidade

a,v; +av, +azvy3 =0
a;,a, easz €R
a;(1,2) + a,(2,4) + a;(3,6) = (0,0)
a, +2a,+3a; =0
{Zal +4a, +6a; =0
0=0
Logo, o conjunto A é L.D.

2°) Possibilidade
a;,a,eaz €R
a1(1,2) + a; (2!4) = (3'6)

a1=1 ea2=1

Logo, o conjunto A é L. D. | conjunto A é L.D.

3°) Possibilidade

A dimensdo do
conjunto A é dois;
como ha trés
vetores, entdao o

Conjunto B = {(1,1,1),(3,-1,2), (0, —4, —1)}

1°) Possibilidade

a,v; + avy +azvy3 =0
a;,a, eaz €R
a,(1,1,1) + a,(3,-1,2) + a5(0,—4,—-1) =
(0,0,0)
a, + 3a, =0
ia,—a, —4a;=0
a,+2a,—az; =0
a, = —3a,
] a,—a, —4a;=0
a,+2a,—az;=0
a, = —3a,
] —4a, —4a3 =0
—a,—az; =0
S = {—3(12, a, _aZ}
Logo, o conjunto B é L.D.

2°) Possibilidade
a;,a, eaz €R
a;(1,1,1) + a,(3,-1,2) = (0,—4,-1)

a1:_3 ea2:1

Logo, o conjunto B é L. D.

3) Um aluno da disciplina de Algebra Linear fez o seguinte comentario: “Os
elementos do conjunto 4 = {(1,2,1),(1,—1,0),(2,3,4)}, contido em R3, sdo
linearmente independentes, porque podem ser escritos como uma

combinacao linear”. Vocé concorda com esta afirmag&o? Justifique.

A terceira questao, assim como a segunda, visa a investigar se os estudantes

recorrem as suas compreensdes sobre LI e LD no R? para justificar o erro cometido

na afirmacdo. O erro nessa afirmacdo esta no fato de que, se os vetores sdo
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linearmente independentes, ndo € possivel escrever um vetor do conjunto como

combinacao linear dos outros dois.

4) Os vetores v,v; ev, representados na figura abaixo sao linearmente

independentes? Justifique.

@il

X

Fonte: STEINBRUCH; WINTERLE, 20085, p. 43.

Na quarta questdo, o objetivo é identificar se o estudante reconhece a
interpretacdo geométrica de vetores LI no R3. No caso desta pergunta, os vetores sdo
LD, assim os estudantes precisam reconhecer isso, para dizer que nao se trata de

uma interpretacdo geométrica da independéncia linear.

0
0

independentes. (Adaptado de BOLDRINI et al., 1986, p. 130).

5) Mostre que o0s vetores{[(l) 8][ (1)][(1) 8][8 (1)}5510 linearmente

A ultima pergunta foi sugerida pelo GEPPMat, com a finalidade de perceber
como os estudantes lidam com questdes que ndo envolvem o R? e o R?, mas sim, o

espaco vetorial M(2,2) sobre R. Uma possivel resolugdo dessa questdo € a seguinte:

a;,a,,az;ea, €ER

aly ol tealy ol +aaly ol +elo 1l=lo

oy al=lo o
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Por meio da igualdade de matrizes, tem-se a; =0, a, =0, a3 =0 e a, = 0. Logo,

0s vetores sao linearmente independentes.

4.3 OS PARTICIPANTES DA PESQUISA

Esta pesquisa foi realizada com estudantes do segundo ano de um curso de
Licenciatura em Matematica de uma universidade publica do norte do Parana. Os
participantes da pesquisa foram convidados a participar pela pesquisadora que
ministrava aulas de Algebra Linear para os licenciandos. No momento do convite, foi
explicado aos estudantes o objetivo da pesquisa, bem como a forma como seria
realizada; nesse momento, foi comentado que se manteria 0 compromisso ético de
nao divulgar os nomes dos participantes, sendo dito que se utilizaria de codigos para
identifica-los, e estes seriam de conhecimento apenas da pesquisadora e de sua
orientadora.

Todos os estudantes se prontificaram a participar, em um total de 17. Depois
de feito o convite, a pesquisadora marcou um dia para se realizar a pesquisa, sendo
este o dia 10 de outubro de 2014. Nesta data estavam presentes 16 estudantes.
Juntamente com o instrumento, foram coletadas algumas informacgdes dos estudantes
como: se eles possuiam outra graduacdo, a quantidade de vezes que cursaram a
disciplina de Algebra Linear, o que acharam ou estdo achando da disciplina (Apéndice
C). Dos estudantes que estavam presentes, nenhum havia feito a disciplina mais de
uma vez, sendo assim, aquele era o primeiro curso de Algebra Linear de que estavam
participando, e nenhum dos deles tinha outra graduacgé&o. Para resguardar a identidade
dos patrticipantes, adotou-se de forma aleatéria a letra E, referente aos estudantes, e
um numero para diferencia-los.

Apoés esta breve caracterizacdo dos participantes da pesquisa, na proxima
secao descrever-se-a como se deu a coleta de dados.

4.4 COLETA DE DADOS: O MOMENTO DA APLICACAO DO INSTRUMENTO

A aplicacdo do instrumento de coleta de dados foi realizada no dia 10 de
outubro de 2014, apos a leitura e explicacdo do termo de consentimento (Apéndice
B). Cada estudante resolveu individualmente as questdes propostas, ndo podendo

consultar outro material (cadernos, livros, ou internet).
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Depois da aplicagdo do instrumento, em um primeiro momento, a pesquisadora
e a professora orientadora viram 0s registros escritos obtidos e observaram que a
maioria dos estudantes ndao conseguiu entender a Gltima questao do instrumento, uma
vez que o conjunto apresentado ndo estava entre chaves, o que pode ter gerado o
entendimento de que era necessario ver se cada matriz era ou ndo LI. Sendo assim,
decidiu-se por reaplicar somente essa questdo, informando aos estudantes que a
questao se referia a um conjunto de matrizes.

A questéo cinco foi reaplicada no dia 18 de novembro de 2014, novamente na
aula de Algebra Linear, nas mesmas condi¢des da primeira aplicacdo. No dia dessa
segunda aplicagéo, havia 16 estudantes novamente, entretanto ndo foram os mesmos
qgue participaram da primeira aplicacéo, jA que o estudante que faltou na primeira
estava presente na segunda aplicacéo, e um que estava na primeira aplicacao faltou
na segunda. Sendo assim, um dos critérios adotados para delimitar o corpus de
analise foi ter participado das duas aplicacoes.

A préxima sec¢éo abordara a forma como ocorreu a analise dos dados.

4.5 ANALISE DOS DADOS

A andlise dos dados coletados foi realizada em duas etapas. A primeira teve
por objetivo investigar as dificuldades que os estudantes apresentaram e a segunda
objetivou investigar as concepc¢des dos estudantes, a partir da Teoria APOS. Antes
de detalhar cada uma dessas etapas, serd apresentada a forma como foram
selecionados os registros escritos dos estudantes que iriam compor o corpus de

analise dos dados.

4.5.1 Critérios adotados para selecéo do corpus de analise dos dados

Apoés a coleta de dados, foi realizada uma leitura, estabelecendo, assim, um
primeiro contato com o material a ser analisado, o que possibilitou as primeiras
impressoes e orientagdes.

Desse modo, intentou-se olhar quais estudantes responderam a todas as
questdes do instrumento, ou os que lhes responderam parcialmente, com a finalidade

de se ter material necessario para poder realizar inferéncias quanto as dificuldades e
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concepcles, para assim, comecar a delimitar o corpus, que € “‘um conjunto dos
documentos”, que “representa as informagdes da pesquisa” (MORAES; GALIAZZI,
2007, p.16) e sera submetida a analise.

Nessa primeira delimitagcdo, quatro estudantes ndo farao parte do corpus. Um,
por ter comentado que ndo se recordava de como resolver a maioria das questdes.
Ele respondeu apenas a questdo 5 no segundo dia de aplicacdo, e outros trés por
terem respondido somente a questao 1 e iniciado a questdo 2. Com isso, percebeu-
se que com as respostas dadas por esses quatro estudantes nao seria possivel inferir
a concepcao que apresentavam.

Além disso, observou-se quais estudantes participaram dos dois dias de
aplicacdo e quais assinaram o termo de consentimento livre e esclarecido. Neste
segundo caso, mais dois estudantes ndo puderam fazer parte do corpus; um, por ter
faltado no segundo dia de aplicacdo, e outro, por ter faltado no primeiro dia e,
consequentemente, ndo ter assinado o termo, pois na segunda aplicacao este nao foi
levado.

Sendo assim, elaborou-se o Quadro 5 para mostrar a relacdo de estudantes

que fardo parte do corpus de analise, totalizando 11 licenciandos.

Quadro 5 — Relacao de estudantes que fardo parte do corpus de andlise
Estudantes que resolveram as questdes do instrumento
Totalmente Parcialmente
El, E3, E4, E5 E2, E6, E7, E8, E9, E10, E11
Fonte: a autora

Depois de abordar os critérios de selecdo do corpus de andlise, nas duas
proximas secdes serdo apresentadas as formas que serédo buscadas para investigar
as dificuldades e as concepcdes dos participantes da pesquisa, de acordo com a
Teoria APOS.

4.5.2 Procedimentos utilizados para investigar as dificuldades dos estudantes

Esta etapa procurou, por meio da andlise dos registros escritos, identificar as
dificuldades que os estudantes pudessem apresentar com relagdo a dependéncia e

independéncia linear.
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Em vista disso, optou-se por utilizar a analise textual discursiva, uma vez que
tal analise possibilita “produzir novas compreensdes sobre os fendmenos e discursos”
(MORAES, GALIAZZI, 2007, p. 7).

A andlise textual discursiva, segundo Moraes e Galiazzi (2007, p. 112), “pode
ser entendida como um processo de desconstrucdo, seguido de reconstrugao, de um
conjunto de materiais linguisticos e discursivos, produzindo-se, a partir disso, novos
entendimentos sobre os fendmenos e discursos investigados”.

Sendo assim, viu-se com esse tipo de analise uma possibilidade de apresentar
novas compreensdes a respeito das dificuldades que os estudantes poderiam
manifestar.

Esse tipo de analise inicia-se com o processo de desconstrucdo do material
que faz parte do corpus. “Essa desconstru¢do consiste na fragmentacdo das
informag0des, desestruturando sua ordem, produzindo um conjunto desordenado e
cadtico de elementos unitarios” (MORAES; GALIAZZI, 2007, p. 42). Dessa
desconstrucao € que irdo surgir as unidades de analise, que sao “identificadas em
funcao de sentido pertinente aos propdsitos da pesquisa” (MORAES; GALIAZZI, 2007,
p. 19).

A analise textual discursiva tem mostrado que esse caminho de unificar pode

ser realizado em dois momentos.

No primeiro, definem-se unidades mais amplas, dando origem a um
conjunto de unidades iniciais de amplitude relativamente grande e que
podem apresentar elementos de mais de uma categoria. Essas
unidades, uma vez classificadas, sdo entao reinterpretadas, visando a
construcdo de unidades menores, as subunidades, agora ja
produzidas com um foco especifico na categoria a que pertencem.
(MORAES; GALIAZZI, 1997, p. 68)

As unidades de analise desta pesquisa foram elencadas por meio das
dificuldades que poderiam aparecer; para tanto, apoiou-se no referencial adotado que
trata das dificuldades.

ApoOs realizar esse “recorte ou fragmentacdo dos materiais do ‘corpus’”
(MORAES; GALIAZZI, 2007, p. 50), a analise textual discursiva caminha para o
estabelecimento de relagbes ou categorizagdo, que tem a “finalidade de organizar

uma estrutura para a organizacdo de metatextos, textos que pretendem apresentar
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novas compreensdes dos documentos analisados e dos fendmenos investigados”
(MORAES; GALIAZZI, 2007, p. 50).

As categorias sao produzidas por meio de trés métodos diferentes: dedutivo,
indutivo e o intuitivo. No processo do método dedutivo, o pesquisador chega as
categorias antes mesmo de iniciar a analise, correspondendo as categorias a priori;
para tanto, ele utiliza o referencial tedrico para deduzi-las. Essas categorias podem
ser comparadas a caixas nas quais as unidades de analise serdo colocadas. No
método indutivo, as categorias sdo levantadas por meio da andlise do corpus, elas
surgem mediante comparac¢ao das unidades de analise e sdo denominadas categorias
emergentes. JA no método intuitivo, as categorias surgem por meio de insights do
pesquisador. Pretende-se, com isso, dar sentido ao fenbmeno analisado como um
todo, apresentando um carater que leva em conta a fenomenologia. (MORAES, 2003;
MORAES; GALIAZZI, 2007).

Moraes e Galiazzi (2007, p. 78) ressaltam que 0 processo da categorizacao
“requer esforco e envolvimento”, nos quais o pesquisador necessita retornar sempre
gue necessario as informacdes, além de uma intensa atencéo para ndo perder de foco
0S objetivos da pesquisa. As categorias deste trabalho foram elaboradas com base no
referencial, caracterizando-se como categorias a priori.

O proximo passo da analise textual discursiva “é a comunicagcdo das novas
compreensdes atingidas” (MORAES; GALIAZZI, 2007, p. 43), concretizando-se na
forma de metatexto. O metatexto, de acordo com Moraes e Galiazzi (2007, p. 37),
“constitui-se num esfor¢o para expressar intuicdes e entendimentos atingidos a partir
da impregnacéo intensa com o ‘corpus’ da analise”.

O metatexto é uma producdo do pesquisador, de suas reflexdes e
compreensdes dos dados analisados, sendo feita mediante a descricdo e
interpretacdo, além da teorizacdo dos fendmenos investigados (MORAES, 2003;
MORAES; GALIAZZI, 2007).

Neste trabalho, o metatexto produzido buscara apresentar as interpretacdes
obtidas por meio da andlise dos dados, utilizando o referencial adotado para auxiliar
essas interpretacoes.

Na proxima secdo serdo apresentados os procedimentos utilizados para
investigar as concepcgdes dos estudantes a respeito dos conceitos de dependéncia e

independéncia linear.
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4.5.3 Procedimentos adotados para investigar as concepg¢des dos estudantes,
de acordo com a Teoria APOS

Esta etapa visou a analisar os registros escritos dos participantes da pesquisa,
a fim de encontrar indicios que possibilitassem realizar inferéncias referentes as
concepgOes que os estudantes pudessem apresentar, de acordo com a Teoria APOS.
Para tanto, utilizou-se a decomposicdo genética, apresentada no secao 3.4, dos
conceitos de dependéncia e independéncia linear, com a finalidade de nortear a busca
por evidéncias das concepcbes nas resolucdes e nas justificativas dadas pelos
participantes da pesquisa, bem como os aspectos da Teoria APOS que caracterizam
cada concepcéo.

Depois desse olhar para as concepcfes manifestadas por cada estudante,
intentou-se ver de forma geral para, assim, realizar inferéncias e interpretagdes com
relacdo a construgdo dos conceitos de dependéncia e independéncia linear pelos
licenciandos.

Ainda nessa etapa, apresentou-se o0 que cada participante achou da disciplina
de Algebra Linear, com base em suas respostas a uma pergunta realizada na
caracterizacao (Apéndice C).

Mesmo com o foco de investigar concepcdes, foram feitos comentarios de
algumas dificuldades com relacéo a resolucdo das questdes e a linguagem utilizada
em algebra linear pelos licenciandos participantes da pesquisa.

No préximo capitulo seréo apresentadas as analises e as discussdes realizadas

a partir dos registros escritos produzidos pelos estudantes.
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CAPITULO 5
ANALISES E DISCUSSOES DOS DADOS

Neste capitulo serdo realizadas as analises, bem como a discussdo dos
registros escritos dos licenciandos em Matematica, a fim de investigar as dificuldades
e a concepcao, a luz da Teoria APOS, de cada participante da pesquisa com relacdo
aos conceitos de dependéncia e independéncia linear.

Este capitulo esta dividido em duas sec¢cfes. Na primeira, sera apresentada a
andlise textual discursiva das questdes visando a investigar as dificuldades, e na
segunda, discutir-se-ao as concepgoes, para tanto, todas as questdes resolvidas por
cada licenciando serdo comentadas e se fara a inferéncia a respeito da concepc¢ao

gue ele apresenta, segundo a interpretacao da pesquisadora.

5.1 UM OLHAR PARA AS DIFICULDADES

Nesta secdo, direciona-se um olhar para as dificuldades dos licenciandos em
Matematica para os conceitos de dependéncia e independéncia linear. Para tanto,
utiliza-se a andlise textual discursiva.

A fim de facilitar a andlise, adotou-se um codigo para as questdes. Com isso, a
guestdo 1 serd Q1, a questdo 2, Q2, e assim sucessivamente. No caso da Q2, que
apresenta dois conjuntos de vetores, adota-se o codigo Q2A e Q2B.

Para a analise textual discursiva, elencou-se a categoria dificuldades, que visa
a identificar e discutir as dificuldades dos licenciandos em Matemética com relacdo
aos conceitos de dependéncia e independéncia linear. A categoria dificuldades

apresentou quatro subcategorias de analise, como € possivel ver na Figura 7:
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Figura 7 — Subcategorias de andlise da categoria dificuldades
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Reconhecimento da
representacao grafica

AN J

Fonte: a autora

Por meio da subcategoria linguagem, busca-se identificar como os estudantes
valem-se da linguagem utilizada na algebra linear para responder as questdes do
instrumento de coleta de dados. Tal subcategoria possui trés unidades de andlise
(Figura 8):

Figura 8 — Unidades de analise prévias da subcategoria linguagem

Adequada

Parcialmente
adequada

Linguagem }

Inadequada

Fonte: a autora

Para esta subcategoria foram efetivadas duas unidades de analise: adequada

e inadequada.

Quadro 6 — Unidades de andlise efetivas da subcategoria linguagem
Unidade: Adequada

Nesta unidade sera verificado se os estudantes utilizam de forma adequada a linguagem
empregada em algebra linear.
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“Linearmente independente quando multiplicamos os vetores por um escalar qualquer e o
resultado desses se iguala a zero. [...]. Linearmente dependente: quando a multiplicacéo do
escalar pelos vetores resulta em diferente de zero, ou seja, seus resultados sdo diferentes
de zero”. (E3, Q1)

“Nenhum. Pois os dois zeraram os escalares”. (E3, Q2)

“Nao. Pois para serem linearmente independentes além de serem escritos como uma

combinacéo linear, a multiplicacdo dos escalares deve dar resultado 0 em todos”. (E3, Q3)

“Vetores lineares dependentes é os vetores que dependem de outro para se obter o
resultado e independente é o contrario”. (E4, Q1)

“Néo concordo, pois o determinante ndo da 0”. (E4, Q3)

“[...] independentes eles se anulam, sédo opostos” (E4, Q4)

“Linearmente dependentes sao agueles que assumem valores de dependéncia préprios,
tem um valor estabelecido. Linearmente independentes sdo aqueles que assumem valores

nao definidos, ndo ha dependéncia”’. (E8, Q1)

“E linearmente dependente quando pode ser escrito em uma combinacdo linear. E

linearmente independente quando a; # 0”. (E9, Q1)

“Nao, porque s6 quando é linearmente dependente que pode ser escrito em uma

combinacéo linear”. (E9, Q3)

“Linearmente dependentes que dependem um do outro, linearmente independente nao
depende”. (E11, Q1)

Unidade: Inadequada
Nesta unidade sera verificado se os estudantes utilizam de forma inadequada a linguagem
empregada em algebra linear.

“Para ser linearmente independente os vetores gerados, todos tém que corresponder a

zero. E no linearmente dependentes os vetores possuem resultados diferentes”. (E1, Q1)

“[...] é necesséario que os vetores se igualem a zero”. (E1, Q3)
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“Os vetores linearmente dependentes sdo vetores que podem ser escritoS como
combinacgdo linear, ou seja, irdo depender dos numeros reais que multiplicam esses
vetores”. (E2, Q1)

“[...] vetor v, ao ser multiplicado pelo numero real a,”. (E2, Q4)

“Quer dizer que seus coeficientes lineares dependem ou n&o dos valores dos outros

coeficientes para sabermos seus valores”. (E5, Q1)

“[...] ndo acontece quando sdo independentes, pois 0s vetores sdo igualados a zero”. (E6,

Ql)

“Linearmente dependente é quando os valores dos resultados séo diferentes. Linearmente

independente é quando os valores dos resultados sao iguais a zero”. (E7, Q1)

Fonte: a autora

A subcategoria entendimento dos conceitos de dependéncia e independéncia
linear, que visa a verificar como os estudantes interpretam e entendem tais conceitos,

apresentou trés unidades de andlise prévias, como é possivel ver na Figura 9:

Figura 9 — Unidades de analise prévias da subcategoria entendimento dos conceitos de
dependéncia e independéncia linear

Adequado
Entendimento dos
conceitos de FParcialmente
Dependéncia e Adeqguado
Independéncia Linear
Inadequado

Fonte: a autora

Para esta categoria foram efetivadas as trés unidades de analise: adequado,

parcialmente adequado e inadequado.
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Quadro 7 — Unidades de andlise efetivas da subcategoria entendimento dos conceitos de
dependéncia e independéncia linear

Unidade de andlise: Adequado
Nesta unidade de andlise, serd verificado se a interpretacdo e o entendimento a respeito
dos conceitos sao adequados.

“Néo, pois se é linearmente independente ndo pode ser escrito como combinacédo linear”.

(E2, Q3)

“Linearmente independente quando multiplicamos os vetores por um escalar qualquer e o
resultado desses se iguala a zero. Nao esquecendo de somar as coordenadas
correspondentes dos vetores. Linearmente dependente: quando a multiplicagcdo do escalar

pelos vetores resulta em diferente de zero ou seja seus resultados séo diferentes de zero”.

(E3, Q1)

“Quer dizer que seus coeficientes lineares dependem ou ndo dos valores dos outros

coeficientes para sabermos seus valores”. (E5, Q1)
“N&o concordo, pois esta afirmacao refere-se a vetores linearmente dependentes”. (E6, Q3)
“Linearmente dependentes sdo aqueles que assumem valores de dependéncia préprios,

tem um valor estabelecido. Linearmente independentes sdo aqueles que assumem valores

nao definidos, ndo ha dependéncia”’. (E8, Q1)

Unidade de andlise: Parcialmente adequado
Nesta unidade de andlise, sera verificado se a interpretacdo e o entendimento a respeito
dos conceitos séo parcialmente adequados.

“Para ser linearmente independente os vetores gerados, todos tém que corresponder a

zero. E no linearmente dependentes os vetores possuem resultados diferentes”. (E1, Q1)

“Nao. Pois para ser linearmente independente ndo basta ser combinacdo linear é

necessario que os vetores se igualem a zero”. (E1, Q3)

“Os vetores linearmente dependentes sdo vetores que podem ser escritos como

combinacédo linear, ou seja, irdo depender dos numeros reais que multiplicam esses
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“Néo concordo, porque se faz combinagéo linear para saber se é LI ou LD”. (E8, Q3)

vetores. Os vetores linearmente independentes ndo podem ser escritos como combinacao

“Vetores lineares dependentes é os vetores que dependem de outro para se obter o

“Quando os vetores sdo linearmente dependentes é porque had combinacao linear entre

eles, 0 que ndo acontece quando sdo independentes, pois o0s vetores sdo igualados a zero”.

“Linearmente dependente é quando os valores dos resultados sao diferentes. Linearmente
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“E linearmente dependente quando pode ser escrito em uma combinacdo linear. E

linearmente independente quando a; # 0”. (E9, Q1)

“Nao, porgue s6 quando é linearmente dependente que pode ser escrito em uma

combinacéo linear”. (E9, Q3)

“Linearmente dependentes que dependem um do outro, linearmente independente ndo
depende”. (E11, Q1)

“Sim. Porque se eles podem ser descritos em uma combinagdo linear e se suas somas sdo

iguais a zero eles sdo linearmente dependentes”. (E11, Q3)

Unidade de andlise: Inadequado
Nesta unidade de andlise, sera verificado se a interpretagdo e o entendimento a respeito

dos conceitos sdo inadequados.

“Nao. Pois para serem linearmente independentes além de serem escritos como uma

combinacgéo linear, a multiplicacdo dos escalares deve dar resultado 0 em todos”. (E3, Q3)

“Para eles serem linearmente dependentes, eles tem que ser igualado a zero”. (E10, Q1)

“Sim, se sdo combinacgdo linear, automaticamente também séo LI". (E10, Q3)

Fonte: a autora

Na subcategoria identificacdo de um conjunto LI e LD, que intenta observar
como 0s estudantes identificam e mostram tais conceitos, foram elencadas trés

unidades prévias de andlise, como é possivel ver na Figura 10:
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Figura 10 — Unidades de analise prévias da subcategoria identificacdo de um conjunto LI e
LD
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Nesta subcategoria foram efetivadas todas as unidades de andlise e foi

Fonte: a autora

necessario elaborar uma unidade emergente com relagéo a ndo-identificagéo.

Quadro 8 — Unidades de andlise efetivas da subcategoria identificacdo de um conjunto LI e
LD
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“Néo lembro como se resolve”. (E7, Q2)
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Fonte: a autora
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Para a ultima subcategoria, reconhecimento da representacao grafica, que visa
a verificar se os estudantes conseguem reconhecer a representacdo grafica de
vetores LI, foram previstas duas unidades de andlise, como é possivel observar na
Figura 11:

Figura 11 — Unidades de andlise prévias da subcategoria reconhecimento da representacéo

gréafica

Reconhecimento da
representacdo grafica

Mio
Reconheceu

Fonte: a autora

Na subcategoria reconhecimento da representagdo grafica, as duas unidades

de analise foram efetivadas.

Quadro 9 — Unidades de andlise efetivas da subcategoria reconhecimento da representacéao
rafica

“Néo. Pois os vetores sdo dois acima de zero e um abaixo, onde o valor dividido por zero
mantém o valor”. (E1, Q4)

“Néo, pois o vetor v, segue a mesma direcdo de a,v; 0 mesmo acontece com o vetor v, ao

ser multiplicado pelo ndmero real a,”. (E2, Q4)

“Acredito que sejam Linearmente dependentes, pela sua disposi¢do no grafico [...]". (ES3,

Q4)

“[...] séo [...] independentes eles se anulam, sdo opostos” (E4, Q4)
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“Sao, pois de acordo com o grafico eles geram o vetor v”. (E5, Q4)

“Se [...] fossem ortogonais seriam linearmente independente, porque v,v, = 0”. (E6, Q4)
“Néo sei identificar”. (E7, Q4)

“Né&o lembro”. (E8, Q4)

“E linearmente independente”. (E9, Q4)

“Sim, porque todos tendem a zero”. (E10, Q4)

“Néo lembro [...]". (E11, Q4)

Fonte: a autora

5.1.1 Sintese dos dados: 0 metatexto

A categoria dificuldades visava a identificar as dificuldades que os estudantes
poderiam apresentar com relacdo aos conceitos de dependéncia e independéncia
linear. Esta categoria contemplou quatro subcategorias: linguagem, entendimento dos
conceitos de dependéncia e independéncia linear, identificacdo de um conjunto de
vetores LI e LD e reconhecimento da representacao grafica.

Na subcategoria linguagem, que buscava identificar como o0s estudantes
valeram-se da linguagem utilizada na algebra linear para responder as questdes do
instrumento de coleta de dados, foram efetivadas duas unidades de analise que
intentaram observar se os licenciandos apresentaram uma linguagem adequada ou
inadequada. Com isso, observou-se que 0s estudantes em suas respostas ou
justificativas associavam a palavra escalares a vetores (E1 e E6), ou a coeficientes
(E5), ou a valores dos resultados (E7), bem como utilizaram a expressao numero real
(E2), ao invés de utilizar simplesmente a palavra escalar. Em sua maioria, 0S
estudantes (E3, E4, E8, E9, E10, E11) ndo mostraram dificuldades com a linguagem
empregada na algebra linear, utilizando-a de forma adequada. Todavia, mesmo
sabendo empregar alguns termos, para justificar suas respostas, os licenciandos

apresentaram em alguns momentos uma notacdo confusa ao que se refere a
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resolucdes das questbes, como, por exemplo, igualar uma combinacéo linear de
matrizes a um numero real (E3 e E4).

A segunda subcategoria da analise refere-se ao entendimento dos conceitos
de dependéncia e independéncia linear, que visava a verificar como os estudantes
interpretam e entendem tais conceitos. Para tanto, como unidade de analise foi visto
se o0 entendimento estava adequado, parcialmente adequado ou inadequado.

Nesta segunda subcategoria, foi possivel perceber que poucos estudantes
apresentaram um entendimento adequado a respeito dos conceitos quando se tratava
da Q1 (E3, E5, E6, E8), isso devido a forma como justificaram suas respostas. Com
relacdo a Q3, a grande maioria apresenta um entendimento parcialmente adequado,
pois algumas justificativas eram por meio de calculos e esses calculos, por descuido,
estavam errados, o que comprometia o entendimento (E4, E7), ou por olhar somente
uma parte da afirmativa (E5), ou associar a combinacéo linear com o vetor nulo, e ndo
com os vetores dados na questédo (E1, E8, E11). Com relacéo a unidade inadequado,
dois estudantes (E3, E10) apresentaram um entendimento inadequado com relacéo a
vetores LI e E10 apresentou ainda um entendimento inadequado para vetores LD.

A terceira subcategoria, identificacdo de um conjunto LI e LD, referente a
observacdo de como os estudantes identificam e mostram tais conceitos, apresentou
quatro unidades de andlise: adequada, parcialmente adequada, inadequada e néo
identificou.

A maioria dos estudantes (E1, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E9), nesta subcategoria,
revelou uma identificacdo adequada com relagdo a mostrar que um conjunto era LI
(Q5), porém, alguns licenciandos tiveram certo problema com a notagéo por igualar
uma combinacéo linear de matrizes a um numero real (E3, E4, E5, E6, E7). Nessa
guestao, também houve estudantes que a realizaram de forma inadequada (E2, E10
e E11), por mostrar que o conjunto gerava o espaco vetorial de matrizes (E2), ou por
realizar processos, como fazer uma adicdo de matrizes e calcular o determinante da
soma. Isso pode ser justificado, as vezes, pelo fato de o licenciando nédo lembrar e
confundir os procedimentos que podem ser utilizados para fazer tal verificagdo (E10),
ou calcular o determinante de cada matriz, para mostrar que o conjunto era LI (E11),
0 que pode ter ocorrido pela lembranca do estudante a respeito do uso do
determinante para identificar se um conjunto é LI ou LD, e por ter considerado cada
matriz como se fosse um vetor unico. O fato de ter realizado a soma dos determinantes

mostra uma confuséo entre os procedimentos, as vezes, por se recordar que poderia
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usar a combinacéo linear com o vetor nulo, entretanto, E11 esquece dos escalares
gue seriam multiplicados por cada vetor.

Quanto a Q2, que solicitava aos estudantes identificarem qual dos conjuntos
dados era LD, alguns o faziam de forma adequada para um conjunto (E2 e E5, Q2A,;
E8 e E10, Q2B) e parcialmente para outro (E3, E8 e E10, Q2A; E5, Q2B), por
associarem a igualdade 0 = 0 a vetores LI (E3, E8, E10), ou por descuido, afirmar que
eram vetores LI depois de encontrar escalares com valores diferentes de 0. Outros
estudantes o faziam apenas de forma parcialmente adequada (E4, Q2A, Q2B; ES6,
Q2B), por ndo afirmarem que era LD ou LI (E4), ou realizavam uma parte da questao
de forma parcialmente adequada e outra de forma inadequada (E3, Q2B), por errarem
o célculo e chegarem a vetores LI, ou a faziam inadequadamente (E1 e E11, Q2A,

Q2B), por utilizarem procedimentos inadequados para dar sua resposta, como
. 0 . .
considerar que e encontrado como resultado dos escalares, referir-se-ia a vetores LI

(E1), ou adicionar cada elemento de um vetor com o corresponde do outro vetor, e em
seguida realizar a adicdo da soma de cada elemento, obtendo um Unico valor, para
assim ver se tal soma seria igual ou diferente de zero para afirmar que 0s conjuntos
dados seriam LI ou LD (E11). Houve, além disso, estudantes que néo identificaram se
0s conjuntos dados na questado eram ou ndo LD, por ndo se recordarem de como se
fazia (E7 e E9).

A quarta e ultima subcategoria, reconhecimento da representacao grafica, que
visava a verificar se 0s estudantes conseguem reconhecer a representacao gréafica de
vetores LI, apresentou duas unidades de andlise: reconheceu e nédo reconheceu. A
maioria dos estudantes ndo conseguiu atingir o objetivo da questédo, algumas vezes
por ndo se recordar (E8 e E11), outras por confundir as representagcdes graficas (E4,
E5, E6, E9, E10).

Mediante a descricao realizada, foi possivel constatar que grande parte dos
licenciandos em Matematica, participantes desta pesquisa, apresentou alguma
dificuldade com relagdo a algebra linear, dificuldade essa que pode estar atrelada
tanto a natureza da algebra linear quanto a um caréter subjetivo.

No que diz respeito a dificuldade com a linguagem, observou-se que alguns
estudantes a apresentaram, e como visto no trabalho de Dorier e Sierpinska (2001),

essa dificuldade ocorre devido a algebra linear valer-se de um carater formal, e que,
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algumas vezes, os estudantes ndo entendem a necessidade da especificidade de tal
uso, o0 que pode caracterizar o “obstaculo do formalismo”.

Percebeu-se com a segunda subcategoria que o0 entendimento que 0s
licenciandos apresentam a respeito dos conceitos de dependéncia e independéncia
linear pode fazer com que caiam em certas armadilhas (STEWART, 2008), por nao
associarem algumas caracteristicas desses conceitos, uma vez que os estudantes,
assim como comentado no trabalho de Stewart (2008), podem ter criado um conceito
imagem que nao foi baseado no conceito definicéo.

Com a terceira subcategoria, notou-se que alguns estudantes associaram a
igualdade 0 = 0 a independéncia linear, do mesmo modo como observado no trabalho
de Andreoli (2009). Além disso, verificou-se que a maioria dos estudantes valeu-se do
“uso das definicbes de LD e LI como unica ferramenta possivel” (ANDREOLI, 2009, p.
145) para identificar e/ou mostrar se um conjunto € LI ou LD. Constatou-se ainda que
alguns equivocos quanto as estratégias utilizadas levaram a identificacdo
parcialmente adequada e inadequada dos conceitos, que sao objetos de estudo desta
pesquisa.

Nessa terceira subcategoria, foi possivel observar também alguns problemas
com notacdo utilizada pelos licenciandos ao resolverem as questbes, como: igualar
um conjunto a uma combinacao linear do vetor nulo; igualar uma combinagéo linear
de matrizes com um numero real; esquecer de colocar o vetor nulo apés a igualdade
da equacéo vetorial, para caracterizar uma combinacédo linear com esse vetor. Esse
problema com a notacao pode ser justificado pelo ndo-entendimento da necessidade
do uso do formalismo, o que remete novamente ao “obstaculo do formalismo”
(DORIER; SIERPINSKA, 2001). Assim como pode se referir ao fato de os estudantes
produzirem ou realizarem o que é solicitado, sem atribuicdo de significado para os
simbolos que estéo utilizando nas resolugfes das questfes (DORIER; SIERPINSKA,
2001).

Quanto a ultima subcategoria, percebeu-se a dificuldade dos licenciandos em
identificarem uma representacdo grafica, as vezes, por ndo associarem as
caracteristicas de vetores LI e LD, o que pode estar relacionado ao entendimento de
tais conceitos (STEWART, 2008). Isso pode ter relagdo com a falta de “flexibilidade
cognitiva” (ALVES DIAS, 1993, apud DORIER; SIERPINSKA, 2001; ANDREOLI,

2009) necessaria para 0s estudantes transitarem entre os diferentes tipos de registros
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de representacdo semidtica, no caso desta pesquisa, entre o registro simbdlico e o
registro grafico.

5.2 UM OLHAR PARA CONCEPGOES EVIDENCIADAS NOS LICENCIANDOS

Nesta secdo direciona-se um olhar para as concepg¢des dos licenciandos em
Matematica. Para tanto, como ja afirmado no capitulo 4, na secéo 4.5.3, sera feito uso
da decomposicdo genética dos conceitos, apresentada na secdo 3.4. A fim de
investigar cada concepcao, segundo a Teoria APOS, serdo descritas cada uma das
resolucdes feitas pelos estudantes. Entretanto, antes de iniciar a descricdo das
resolucdes, sera apresentado o que cada licenciando achou da disciplina de Algebra
Linear, por considerar que tal opinido € relevante para a caracterizacdo das
concepcgdes. Tais comentarios foram extraidos da pergunta realizada na
caracterizacao dos estudantes (Apéndice C).

5.2.1Estudante E1

O estudante E1 considera que a disciplina de Algebra Linear é gostosa de se
estudar, pois “aprende realmente de onde surgiu, as maneiras de resolucao aplicando
a maneira algébrica, para que na sequéncia possa aplicar os niumeros”, e comenta
gue algumas vezes é necessario utilizar a imaginacao para visualizar alguns espacos.

Voltando-se as resolucdes, E1 resolveu todas as questdes do instrumento
aplicado. Na resolucéo da primeira questdo, que discutia a respeito do entendimento
dos conceitos de dependéncia e independéncia linear, E1 comenta: “Para ser
linearmente independente os vetores gerados, todos tém que corresponder a zero. E
no linearmente dependentes os vetores possuem resultados diferentes”. Com esta
resposta, é possivel inferir que E1 recorre, de certo modo, a definicdo de vetores LI e
LD para explicitar seu entendimento sobre tais conceitos, entretanto pode-se perceber
certa dificuldade com a linguagem algébrica, por exemplo, na frase “[...] todos vetores
gerados, todos tém que corresponder a zero”, E1 poderia estar se referindo aos
escalares, que multiplicados pelos vetores, em uma combinacéo linear igual ao vetor
nulo, resulta em todos iguais a zero.

Na segunda questéo, E1 escreveu 0s possiveis sistemas lineares que poderiam

ser utilizados para verificar quais dos conjuntos apresentados seriam linearmente
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dependentes. Ao resolver os sistemas lineares, E1 utiliza-se da regra de Cramer para
resolver os sistemas de equacdes lineares, como € possivel notar em sua resolucéo,

na Figura 12:

Figura 12 — Registro escrito da questéo 2 do estudante E1
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E1

Por meio da resolugao, percebe-se que E1 esqueceu-se de que, ao realizar a
regra de Cramer, quando se tem D=0, D,=0, D,=0 e D, =0, obtém-se um
sistema possivel e indeterminado, ou seja, pode-se ter infinitas solucdes, ndo apenas
a trivial. Ao realizar esse equivoco, E1 chega a seguinte resposta para a questao 2:

“Néao possui vetores linearmente dependentes pois todas equacdes sao igualadas a
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zero, consequentemente os resultados sdo 0 por 0 que resulta zero”. Entretanto,
mesmo nao chegando a resposta correta, percebe-se que E1 busca utilizar aspectos
da definicdo e da resolucéo de sistemas lineares que estavam em sua memoaria para
resolver a questdo. Além disso, o licenciando ja interiorizou a expressao geral que
pode possibilitar a verificagdo dos valores dos escalares, pois ndo a explicitou.

Com relacdo a questdo 3, E1 responde que ndo concorda com a afirmacéo
feita, pois “para ser linearmente independente ndo basta ser combinacgdo linear é
necessario que os vetores se igualem a zero”.

Percebe-se por meio desta resposta que E1 necessita da constatacéo de que
0s escalares devem ser nulos para o conjunto ser LI, todavia, o estudante néo fez
calculos para comprovar se a afirmacao era verdadeira, recorrendo, possivelmente, a
sua memoria para identificar o erro na afirmacéo feita na questdo. Por meio da
resposta, presume-se que E1 ndo interiorizou que se um conjunto de vetores é tal que
um dos vetores deste conjunto possa ser escrito como uma combinacgéo linear dos
outros, entéo ele € linearmente dependente.

Mais uma vez, E1 utiliza a palavras vetores podendo estar se referindo aos
escalares, deixando evidente a possivel dificuldade com a linguagem a ser utilizada
em algebra linear.

Na quarta questdo, E1 comenta que o gréafico apresentado ndo corresponde a
vetores linearmente independentes, pois “[...] os vetores s&o dois acima de zero e um
abaixo, onde o valor dividido por zero mantém o valor”. Com esta resposta, pode-se
perceber que E1 tenta achar algum valor zero para afirmar que os vetores séo LI,
mostrando executar agdes para tanto.

A Ultima questdo, como comentado no capitulo anterior, foi aplicada duas
vezes, sendo assim, sera apresentada a resolucdo apenas da segunda aplicacao.
Nessa questdo, infere-se que E1 compreendeu que cada matriz correspondia a um
vetor e realizou a verificagcdo valendo-se da definicdo. Entretanto, E1 recorreu a
expressao (combinacéo linear) que pode ser utilizada para verificar se um conjunto de

vetores € LI ou LD, como é possivel ver na Figura 13:
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Figura 13 — Registro escrito da questéo 5 do estudante E1
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E1

O estudante E1 encontrou a resposta de que todos os escalares eram nulos,
porém, ndo a finalizou dizendo se o conjunto de vetores era linearmente independente
ou nao.

Por meio de cada resposta dada as questbes, é possivel inferir que E1
apresenta uma concepcdo-acdo, segundo a Teoria APOS, dos conceitos de
dependéncia e independéncia linear, uma vez que este estudante busca identificar
quais vetores podem ser escritos como combinacao linear nula, verificando quais
escalares se anulam. Ele também mostra indicios de que recorre a memdria para
realizar suas justificativas, ndo concebendo ainda o0s conceitos como objetos

matematicos.

5.2.2 Estudante E2

O estudante E2 considera a disciplina de Algebra Linear interessante, por poder
aprofundar os conceitos de sistemas lineares e determinantes, estudados na
Educacdo Basica. Ele comenta ainda que tem dificuldades em entender as
demonstracdes, mas que as vezes consegue esclarecé-las nos exercicios.

Voltando-se as resolugbes, E2 resolveu parcialmente as questdes do
instrumento aplicado. Na primeira questdo E2, comentou que “os vetores linearmente
dependentes sdo vetores que podem ser escritos como combinagéo linear, ou seja,
irdo depender dos numeros reais que multiplicam esses vetores. Os vetores
linearmente independentes ndo podem ser escritos como combinag¢éo linear”. Por

meio desta resposta, € possivel inferir que E2 consegue estabelecer uma relagédo
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entre a combinacao linear e a dependéncia e independéncia linear, mostrando seu
entendimento da definicdo usando essa relacéo.

A segunda questdo é resolvida por E2 detalhadamente, deixando explicita a
expressao geral, fazendo o passo a passo da multiplicacdo de vetor por escalar até o
sistema de equacdes lineares. Entretanto, E2 n&o resolve o sistema linear por
perceber que este é um sistema possivel e indeterminado, mostrando saber as
caracteristicas de tal sistema linear e ndo vendo necessidade de prosseguir com 0s
calculos, uma vez que nessa questao solicita-se apenas que identifique qual conjunto

era linearmente dependente (Figura 14):

Figura 14 — Registro escrito da questao 2 do estudante E2
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E2

Por meio da resolucéo de E2 (Figura 14), percebe-se que ele tentou justificar
sua resposta utilizando também a representacdo grafica do conjunto A, mostrando
conhecer possiveis interpretacfes geométricas da dependéncia linear. Todavia, E2
comenta que utiliza o gréafico, pois ndo se lembra de uma explicacdo formal.

Na questéo 3, E2 responde que ndo concorda com a afirmacao feita, pois “...]
se € linearmente independente ndo pode ser escrito como combinacgéo linear” (grifo
do estudante). Por meio de seus dizeres, € possivel ver que ele recorre a seu
entendimento do que é necessario para que vetores sejam LI ou LD, ndo sentindo
necessidade de comprovar a afirmacao feita na questado por meio de calculos, ja que
interiorizou que se € possivel escrever os vetores como combinacao linear, entdo sado
LD. Esta inferéncia pode ser feita, pois o estudante sublinha a palavra “ndo” para
enfatizar que para serem LI os vetores ndo podem ser escritos como combinacao

linear de outros vetores do conjunto.
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Na quarta questdo, E2 afirma que os vetores ndao séo linearmente
independentes, pois “[...] o vetor v; segue a mesma direcdo de a,v; 0 mesmo
acontece com o vetor v, ao ser multiplicado pelo nimero real a,”. Com esta resposta,
percebe-se que E2 tenta se justificar mostrando que se os escalares multiplicados
fizeram com que permanecessem na mesma direcdo, logo, ndo séo LI, j& que os
valores de todos os escalares devem ser zero.

Na ultima questédo do instrumento, E2 escreve uma expressao como se fosse
mostrar que os vetores dados gerariam o conjunto M(2,2), ao invés de mostrar que 0s

vetores seriam LI, como é possivel verificar na Figura 15:

Figura 15 — Registro escrito da questdo 5 do estudante E2
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E2

Mesmo nao mostrando o que era solicitado nessa questdo, E2 demonstra saber
efetuar corretamente operacdes com matrizes (multiplicacdo por escalar, soma de
matrizes) e a igualdade entre matrizes, realizando passo-a-passo suas acoes.

Por meio de cada resposta dada por E2 as questdes do instrumento, € possivel
perceber que tal estudante apresenta concepc¢ao processo, de acordo com a Teoria
APOS, uma vez que interiorizou alguns aspectos da dependéncia e independéncia
linear, como a expressao que representa a combinacao linear com o vetor nulo, a
possibilidade de escrever vetores como combinacdo linear de outros ser uma

caracteristica de vetores LD.
5.2.3 Estudante E3
O estudante E3 considera a disciplina de Algebra Linear muito importante para

sua formacdo, por ter possibilitado o entendimento de formas de resolugéo que até no

momento do curso nao tinham sido aprofundadas. E3 ainda comenta que as formas
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de resolugao sao complexas em virtude das propriedades, mas que devido a isso “é
dificil de ter erros se compreendermos as mesmas”.

Voltando-se as resolucdes, E3 resolveu todas as questdes do instrumento
aplicado. Na primeira questdo, E3 comenta que vetores sao “linearmente
independente quando multiplicamos os vetores por um escalar qualquer e o resultado
desses se iguala a zero. N&o esquecendo de somar as coordenadas correspondentes
dos vetores” e “linearmente dependente: quando a multiplicacdo do escalar pelos
vetores resulta em diferente de zero ou seja seus resultados sao diferentes de zero”.
Por meio desta resposta, é possivel inferir que E3 recorre a aspectos da definicdo
para explicitar seu entendimento, utilizando, de certo modo, adequadamente a
linguagem algébrica.

Com relacdo a segunda questdo, E3 respondeu que nenhum dos conjuntos
apresentados é linearmente dependente, “[...] pois os dois zeraram o0s escalares”.
Nessa questédo, E3 apresentou 0 passo a passo para verificar se os vetores eram LI
ou LD, entretanto, ao resolver os sistemas lineares, cometeu alguns equivocos, como
admitir um valor Unico para um sistema linear possivel e indeterminado (conjunto A),
deixar a; igual a zero em uma equacdo que daria 0 = 0 e errar o valor de um
determinante utilizado para resolver um sistema linear pelo método de Cramer, como

€ possivel notar em seu registro escrito, na Figura 16:
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Figura 16 — Registro escrito da questdo 2 do estudante E3
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Fonte: Resolucdo entregue pelo estudante E3

Mesmo com esses descuidos, ao resolver os sistemas de equacoes lineares,
pode-se verificar que E3 vale-se de aspectos da definicdo para identificar os conjuntos
gue possuem vetores linearmente dependentes, e busca mais de um método para
comprovar se sua solucao esta correta, mostrando certo conhecimento nas diferentes
formas de resolver um sistema linear.

Na terceira questdo, E3 comenta que ndo concorda com a afirmagéo,

justificando que “[...] para serem linearmente independentes além de serem escritos
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como uma combinacéo linear, a multiplicacdo dos escalares deve dar resultado 0 em
todos”. Com esta resposta é possivel inferir que tal estudante remete a definicdo de
que, para ser LI, é necessario que a solucdo da combinacao linear do vetor nulo seja
a trivial. Também é possivel inferir que E3 nao interiorizou que se um conjunto de
vetores é tal que um deles pode ser escrito como uma combinacao linear dos outros,
entdo ele é linearmente dependente.

Com relacdo a questédo 4, E3 comenta que “acredito que sejam linearmente
dependentes, pela sua disposi¢cdo no grafico, mas ndo recordo como resolve”. Com
base nesta resposta, percebe-se que E3 sabe reconhecer quando os vetores sao
linearmente dependentes por meio de seu gréafico, mas verifica-se também que isso
estava em sua memaria, ndo conseguindo justificar sua resposta.

Na ultima questdo, E3 recorre hovamente ao uso da equacao vetorial para
mostrar se 0s vetores sao linearmente independentes, porém, ndo faz corretamente a
igualdade, uma vez que iguala uma combinacéao linear de matrizes a um nimero real,

como é possivel ver em sua resolucao, na Figura 17:

Figura 17 — Registro escrito da questéo 5 do estudante E3
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E3

Com base nas respostas dadas as questdes, observa-se que E3 apresenta
uma concepcao acado, de acordo com a Teoria APOS, por ter a necessidade de
sempre buscar determinar, por meio da verificacdo, se a combinacao linear do vetor
nulo admite a solucao trivial ou ndo para identificar se os vetores sdo LI ou LD.
Entretanto, E3 ndo apresenta muita dificuldade com a linguagem utilizada em algebra

linear.
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5.1.4 Estudante E4

O estudante E4 considera a disciplina de Algebra Linear muito complexa e de
dificil entendimento, mas faz uma ressalva comentando que “se vocé entende, vocé
aprende”.

Voltando-se as resolucdes, E4 resolveu todas as questdes do instrumento
aplicado, entretanto, algumas das questdes nao apresentaram uma resposta final ao
que era solicitado na questao.

Na primeira questdo, E4 comenta que “Vetores lineares dependentes € 0s
vetores que dependem de outro para se obter o resultado e independente é o
contrario”. Por meio desta resposta, pode-se inferir que E4 associa a questdo de um
vetor poder ser escrito como combinacao linear de outros com a de 0s vetores serem
LD. De certo modo, este estudante apresenta conhecer uma das propriedades da
dependéncia linear.

Na questdo 2, E4 resolveu os sistemas de equacdes lineares resultantes da
combinacgéo linear do vetor nulo com os conjuntos de vetores dados na questao.
Entretanto, ndo explicitou tal combinac¢do; com isso, constata-se que E4 interiorizou a
equacao vetorial que pode ser utilizada para identificar se vetores sdo LI ou LD, como
é possivel ver na Figura 18:

Figura 18 — Registro escrito da questéo 2 do estudante E4
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Fonte: Resolucdo entregue pelo estudante E4

Por meio desta resposta, é possivel perceber que E4 resolveu os sistemas
lineares sem dificuldades, entretanto, ndo respondeu a pergunta feita na segunda

guestdo do instrumento de coleta de dados.
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Com relacdo a terceira questdo, E4 responde que ndo concorda com a
afirmacéo feita na questédo, “[...] pois o determinante ndo da 0”, apresentando o

seguinte calculo (Figura 19):

Figura 19 — Registro escrito da questéo 3 do estudante E4
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E4

Como é possivel perceber, E4 sentiu a necessidade de efetuar calculos para
comprovar se a afirmacao era verdadeira ou ndo. Sendo assim, presume-se que ele
nao interiorizou a maxima de que se um vetor pode ser escrito como combinacgéo
linear de outros vetores, entdo os vetores ndo podem ser LI. Além disso, este
estudante mostrou confundir a resposta, utilizando o processo de calcular o
determinante da matriz formada pelos componentes dos vetores para identificar se 0os
vetores séo LI ou LD, uma vez que se o determinante possui como resposta o 0, quer
dizer que se trata de vetores LD, e ndo LI. Todavia, mesmo com esse engano,
percebe-se que tal estudante conhece e recorda-se de outra forma de identificar se
um conjunto de vetores do R* é LI ou LD.

Na quarta questdo, E4 comenta que os vetores sao “[...] independentes eles se
anulam, sao opostos”. Por meio desta resposta, percebe-se que ele tenta chegar ao
valor zero (“eles se anulam”) para dizer se o grafico corresponde a vetores LI, mesmo
nao correspondendo. Com isso, percebe-se que este estudante ndo reconhece a
representacédo gréafica de vetores LlI.

Na dltima questédo, E4 apresentou a equacao vetorial que poderia ser utilizada
para mostrar se 0s vetores eram linearmente independentes, entretanto, ele a iguala
a um numero real e ndo a matriz nula 2 por 2, como € possivel verificar em sua

resolugéo na Figura 20:
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Figura 20 — Registro escrito da questdo 5 do estudante E4
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Fonte: Resolucdo entregue pelo estudante E4

Mais uma vez, E4 ndo apresenta uma resposta final para a questéo, ndo sendo
possivel identificar se considera os vetores como sendo linearmente independentes
ou ndo. Ainda nessa questao, percebe-se que E4 comete um equivoco ao efetuar a

operacdo de soma de matrizes, deixando de somar cada termo com seu

. . ra; a _
correspondente, o0 que resultaria na matriz [ ; aﬂ, e chega na igualdade 0 = 0.

a
Todavia, E4 apresenta também uma matriz com os escalares, sendo esta igual a zero.
O que se pode presumir disso é que E4 chegou a uma resposta para a soma de
matrizes, mesmo com seu descuido.

Com base nas respostas dadas, € possivel inferir que o estudante E4 apresenta
apenas indicios da concepc¢ao acédo, segundo a Teoria APOS, uma vez que necessita
utilizar a verificagcdo para determinar se vetores séo LI ou LD, mas nao finaliza
algumas de suas respostas, ndo fornecendo dados para saber se considera 0s

resultados obtidos como LI ou LD.

5.2.5 Estudante E5

O estudante E5 comentou que gosta da disciplina de Algebra Linear, uma vez
gue se interessa pelo trabalho com vetores, seus espacos vetoriais etc, assim como
por conhecer suas propriedades.

Voltando-se as resolucdes, E5 resolveu todas as questdes do instrumento
aplicado. Ao responder a primeira questdo, E5 comenta que “quer dizer que seus
coeficientes lineares dependem ou nao dos valores dos outros coeficientes para
sabermos seus valores”. Por meio desta resposta, é possivel notar que E5 tenta

explicar o processo para verificar se 0s vetores séo LI ou LD, no qual para serem LD,
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os “coeficientes lineares” dependem dos outros valores. Com isso, pode-se inferir que
tal estudante estéa fazendo uma associacdo com o conceito de combinacéo linear.

Na segunda questdo, E5 deixa explicita a expressdo que pode ser utilizada
para identificar se os vetores sédo LI ou LD, escreve os sistemas lineares e os resolve.
Ao buscar a resolucdo dos sistemas lineares, comete apenas um descuido na
finalizacdo de sua resposta, no que diz respeito ao conjunto B de vetores, uma vez
que chega a encontrar que o sistema € possivel e indeterminado, mas mesmo
colocando as respostas dos escalares em funcédo de a,, tal estudante deixou de
perceber que haveria infinitos valores para o sistema linear, ndo apenas o trivial.

Assim, o conjunto seria LD (Figura 21):

Figura 21 — Registro escrito da questéo 2 do estudante E5
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E5

Mesmo com este equivoco, E5 demonstra saber resolver adequadamente um
sistema linear, chegando a conclusdo da questdo sem necessidade de deixar
explicitos muitos célculos, como foi possivel ver em sua resolucao.

Com relagcédo a questdo 3, E5 apenas dé sua resposta depois que realiza os
procedimentos necessarios para identificar se os vetores sdo LI ou LD, como é

possivel na Figura 22:
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Figura 22 — Registro escrito da questéo 3 do estudante E5
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Fonte: Resolucdo entregue pelo estudante E5

Por meio do dizer de E5, nota-se que ele se confundiu ao dar sua resposta,
uma vez que se € possivel escrever o vetor nulo do R* como combinacéo linear de
outros vetores, sem que 0s escalares resultem na solucao trivial, entdo, ndo se tem
vetores LI, mas sim LD. Percebe-se que E5 apenas atentou-se ao fato de os vetores
serem LI, e ndo a afirmacédo de que “..] sdo linearmente independentes, porque
podem ser escritos como uma combinacg&o linear”.

Na quarta questao, E5 comenta que os vetores séo linearmente independentes,
“[...] pois de acordo com o gréfico eles geram o vetor v’. Com isso, percebe-se que ele
se equivocou quanto a representacao grafica, uma vez que se eles “geram”, no caso,
resultam no vetor v, logo, seriam LD.

Na ultima questdo, E5 escreveu a expressdo que poderia ser utilizada para
mostrar se 0s vetores eram LI, entretanto, iguala a combinacéo linear de matrizes a
um numero real, porém, mesmo com esse descuido, faz adequadamente as
operacbes com matrizes, concluindo que se tratava de vetores linearmente

independentes, pois todos os escalares possuiam valor nulo (Figura 23):

Figura 23 — Registro escrito da questdo 5 do estudante E5
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E5
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A partir das respostas dadas as questdes, pode-se inferir que E5 possui
concepcao acao, conforme a Teoria APOS, uma vez que ainda nao interiorizou
algumas acdes, como por exemplo: se é possivel escrever um vetor como combinacao

linear de outros vetores, entao, esses vetores sdo LD.

5.2.6 Estudante E6

O estudante E6 considera a disciplina de Algebra Linear confusa, por ndo ter
tido outros contatos com esta matéria, o que contribui com um “impacto” quando ela
€ iniciada. Ele comenta ainda que conforme os conteudos séo trabalhados, percebe-
se uma continuidade nos outros que virdo, e com isso, afirma que “deve-se
compreender um conteudo para poder utiliza-lo em outro”.

Voltando-se as resolugcbes, E6 fez parcialmente o instrumento aplicado,
deixando apenas uma questdo sem estar totalmente resolvida. Na primeira questao,
E6 comenta que “quando os vetores sdo linearmente dependentes € porque ha
combinacéo linear entre eles, o que ndo acontece quando sdo independentes, pois 0S
vetores sao igualados a zero”. Percebe-se por meio desta resposta que E6 parece
conhecer uma das particularidades de vetores LD, na qual pelo menos um dos vetores
€ combinacdo linear dos outros. Porém, ao justificar que se um conjunto de vetores &
LI, entdo, ndo é possivel escrever algum vetor deste conjunto como combinacéo linear
dos outros, o estudante comenta que os “vetores sao igualados a zero”, assim, por
meio desta afirmacéo, € possivel observar certa confusdo, pois ao usar vetores, E6
pode estar se referindo aos escalares, que precisam ser todos nulos, ou pode estar
comentando a respeito da combinacéo linear do vetor nulo. Por meio disso, é possivel
inferir que E6 apresenta uma dificuldade em utilizar os termos da algebra linear.

Na segunda questao, E6 resolveu apenas uma parte, como é possivel verificar

em seu registro escrito (Figura 24):

Figura 24 — Registro escrito da questéo 2 do estudante E6
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Ainda com relacdo a seu registro escrito, é possivel notar que este estudante
utilizou do célculo de determinante da matriz formada pelos vetores do conjunto B
para identificar se este era LD. Todavia, percebe-se que, mesmo afirmando que era
LD, E6 cometeu um equivoco na resolucao do determinante (multiplicacédo na diagonal
principal), e chegou a um valor diferente de 0, o que resultaria em um vetor LI, e ndo
LD. Desse modo, pode-se ver que E6 confundiu as respostas, evidenciando ainda nao
ter interiorizado esse procedimento para identificar vetores LI ou LD do R®.

Na questdo 3, E6 afirma que n&o concorda com a afirmacgao, pois “[...] esta
afirmacéao refere-se a vetores linearmente dependentes”. Com sua resposta, percebe-
se que ele interiorizou essa propriedade de vetores LD, o que possibilita inferir que E6
conheca as propriedades e saiba se valer delas para identificar e justificar suas
respostas, mostrando refletir a respeito da acao feita pelo estudante de algebra linear
apresentado na questéao.

Com relacéo a quarta questao, E6 comenta que os vetores seriam linearmente
independentes se “[...] fossem ortogonais”, porque “v;v, = 0”, entretanto, afirma nao
saber “se ha logica isso”. Ele tenta relacionar outros conhecimentos para justificar sua
resposta, buscando associar algo que resulte no vetor nulo, deixando de levar em
conta os escalares.

Na ultima questéo, E6 utilizou-se da combinacéo linear com o vetor nulo para
resolver a questdo. Como € possivel verificar em sua resolucéo, ele evidenciou saber
realizar as opera¢cdes com matrizes, conseguindo mostrar que o conjunto de vetores
é linearmente independente, porém, comete um equivoco na igualdade, pois iguala

matrizes a um numero real, como é possivel ver na Figura 25:
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Figura 25 — Registro escrito da questéo 5 do estudante E6
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Fonte: Resolucédo entregue pelo estudante E6

Por meio das resolucdes apresentadas por E6, é possivel inferir que, mesmo
equivocando-se com alguns procedimentos operatérios, ele possui a concepcéo
processo dos conceitos de dependéncia e independéncia linear, segundo a Teoria
APOS, entendendo certas propriedades que caracterizam tais conceitos, nao

necessitando explicitar detalhadamente muitos passos para identifica-las.

5.2.7 Estudante E7

O estudante E7 considera a disciplina de Algebra Linear um pouco complicada,
pois “suas definicdes sdo complexas”. Todavia, comenta que, mesmo com isso, a
disciplina € muito interessante.

Voltando-se as resolucbes, E7 resolveu parcialmente as questdes do
instrumento aplicado, argumentando que ndo se lembrava de como realizar algumas
delas. Com relacdo a primeira questdo, que procurava descobrir qual o entendimento
do estudante acerca dos conceitos de dependéncia e independéncia linear, E7
comentou que “linearmente dependente € quando os valores dos resultados séo
diferentes. Linearmente independente € quando os valores dos resultados sdo iguais
a zero”. Por meio de sua resposta, pode-se presumir que E7 recorre, de certo modo,
a definicdo dos conceitos, buscando dizer que quando a solucdo da equacdao vetorial,
utilizada para identificar se os vetores séao LI ou LD, for apenas a trivial, entédo, o
conjunto é LI, se ndo for € LD. Em sua resposta, nota-se certa dificuldade com a
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linguagem utilizada em algebra linear quando diz “valores dos resultados” para se
referir aos valores dos escalares.

O estudante E7 néo fez a questdo 2, comentando que ndo se lembrava de
como resolvé-la. Entretanto, na questdo 3, buscou, por meio da aplicacdo de
procedimentos da definigdo, verificar se a afirmacgao feita era verdadeira. Isso pode
ter ocorrido, pois na questdo sdo dados os vetores e foi comentado a respeito da
combinacéo linear, entdo, o estudante pode ter se lembrado de como resolver,
recorrendo, possivelmente, a sua memoria para justificar seu posicionamento (Figura
26):

Figura 26 — Registro escrito da questdo 3 do estudante E7
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E7

Com sua resposta, observa-se que E7 percebeu que o sistema linear resultava
em escalares que dependem uns dos outros, e ao aplicar os valores em uma das
equacdes, como se estivesse fazendo uma verificacdo, chegou a igualdade 0 = 0,
assim, pode ter remetido a ideia de vetores LI, ja que o resultado foi zero. Todavia,
percebe-se que este estudante se equivocou, uma vez que se um sistema € possivel
e indeterminado, entdo, podem-se obter infinitas respostas para a combinacéo linear
do vetor nulo, ndo apenas a trivial. Além disso, € possivel verificar que E7 tenta
escrever uma combinacao linear, porém, se esquece de iguala-la ao vetor nulo do R3,
entretanto, ao buscar os valores dos escalares, igualou cada equacéo do sistema
linear a zero. Esse esquecimento pode ter ocorrido por falta de atencao.

Na ultima questéo, E7 escreve a combinagéo linear dos vetores dados com o
vetor nulo, conseguindo realizar as operacbes com matrizes, porém, nao realiza

corretamente a igualdade, uma vez que iguala uma matriz a um namero real e ndo a
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uma matriz nula (como é possivel observar na Figura 27), e mostra o que foi pedido

na questao, mesmo nao afirmando ao final se o conjunto era realmente LlI:

Figura 27 — Registro escrito da questao 5 do estudante E7
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E7

Com base nas respostas dadas por E7, € possivel inferir ele apresenta
concepcao acdo, segundo a Teoria APOS, ja que suas justificativas sdo baseadas em
acOes que estavam em sua memoéria, mostrando estar em um estagio inicial da
construcdo dos conceitos de dependéncia e independéncia linear. Além do mais, este
estudante apresenta ainda algumas dificuldades quanto a linguagem utilizada em

algebra linear.

5.2.8 Estudante E8

O estudante E8 considera a disciplina de Algebra Linear importante para sua
formacdo, entretanto, comenta que € uma disciplina abstrata que nao € atrativa.

Voltando-se as resolucdes, E8 resolveu parcialmente as questdes, por ndo se
recordar da representacao grafica de vetores LI e LD.

Na primeira questao, E8 comentou que vetores “linearmente dependentes sao
agueles que assumem valores de dependéncia proprios, tem um valor estabelecido”,
enquanto “linearmente independentes s&o aqueles que assumem valores nao
definidos, ndo ha dependéncia”. Com sua resposta, pode-se inferir que o estudante
tenta associar a ideia de que se ha escalares diferentes de zero, entdo eles séo LD,
se nao, sao LI.

Na segunda questao, E8 buscou escrever uma combinacao linear com vetores
dados, porém, ndo a igualou ao vetor nulo para identificar se o conjunto de vetores

era LI ou LD, colocando a combinacdo linear igual a B e a A. Mesmo se equivocando,



104

uma vez que nao se pode igualar uma combinacéo linear a B e nem a A, E8 escreveu
0s sistemas lineares que poderiam ser utilizados para identificar qual dos vetores eram

linearmente dependentes, como é possivel ver em seu registro escrito (Figura 28):

Figura 28 — Registro escrito da questdo 3 do estudante E8
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E8

Com sua resolucéo, pode-se verificar que com os vetores do conjunto A, E8
chegou a um sistema possivel e indeterminado, entretanto, equivocou-se ao pensar
gue a igualdade 0 = 0 resultaria em escalares com valor nulo, entdo, o conjunto seria
LI. J& com o outro sistema linear, E8 também chegou a um sistema possivel e
indeterminado, mas por ter trabalhado desde o inicio com um escalar dependendo do
outro, sup6s que os vetores eram LD.

Na terceira questdo, E8 comentou que ndo concorda com a afirmacéo feita,
“[...] porque se faz combinacéo linear para saber se é LI ou LD”. Dessa forma, é
possivel inferir que o estudante considera apenas a combinacédo linear dos vetores
dados com o vetor nulo, ndo interiorizando que se € possivel escrever um vetor de
certo conjunto como combinacéao linear dos outros vetores, entédo, estes séo LD.

Com relacdo a quarta questdo, E8 afirmou n&do se recordar se o grafico
representaria ou nao vetores LI, entretanto, apresentou um registro escrito (Figura 29),
no qual chegava a combinagéo linear do vetor v com os vetores v, e v,, mostrando
tentar, por meio de calculos, chegar a algo familiar, mesmo néo recordando que a

representacao grafica ndo correspondia aos vetores LlI:



Figura 29 — Registro escrito da questdo 4 do estudante E8
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Na ultima questdo, E8 mostrou que os vetores eram LI, além de mostrar que

eles gerariam M (2,2), como é possivel ver em sua resolucédo (Figura 30):

Figura 30 — Registro escrito da questdo 5 do estudante E8
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E8

Por meio de sua resolucgéo, é

possivel perceber que E8 soube mostrar que o

conjunto dado era LI, mesmo tendo escrito inicialmente uma combinagé&o linear com

0s vetores dados resultando em que gerariam o espaco vetorial tratado na questédo, o

gue evidencia que também sabe operar com matrizes.

Com base em suas respostas, pode-se inferir que E8 apresenta uma

concepcao acdo, segundo a Teoria APOS, uma vez que ainda nao interiorizou

algumas acdes, como a possibilidade de escrever vetores LD como combinacao

linear. Este estudante ainda mostrou certa dificuldade em sistemas lineares e sua

relacdo com a dependéncia e independéncia linear, uma vez que se enganou ao

associar um sistema possivel e indeterminado com vetores LI.
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5.2.9 Estudante E9

O estudante E9 considera a disciplina de Algebra Linear interessante e
importante para seu conhecimento matematico.

Voltando-se as resolugbes, E9 resolveu parcialmente as questdes do
instrumento aplicado, por n&o se lembrar de como fazer algumas delas. Na primeira
guestao, comentou que vetores sdo “linearmente dependente quando pode ser escrito
em uma combinagéo linear” e “linearmente independente quando a; # 0”. Por meio
desta resposta, infere-se que E9 pode estar associando a caracteristica de vetores
LD, na qual se ha a possibilidade de se escrever um vetor de certo conjunto como
combinacao linear dos outros vetores, entdo ele € LD. No entanto, E8 equivocou-se
no que diz respeito a vetores LI, j& que por seu comentario continua se referindo a
uma caracteristica de vetores LD.

Com relacao a segunda questédo, E9 comentou que néo se lembrava como fazia
para identificar se os vetores eram LD.

Na terceira questao, E9 disse que ndo concorda com a afirmacéo, “[...] porque
sé quando é linearmente dependente que pode ser escrito em uma combinacao
linear”. Com esta resposta, nota-se que o estudante recorre a caracteristica de vetores
LD para justificar sua afirmativa.

Na quarta questdo, E9 afirma que a representacdo gréafica corresponde a
vetores linearmente dependentes, entretanto, ndo apresenta a razdo de eles serem
LD.

Na questdo 5, E9 escreve a equacado vetorial que poderia ser feita para
demonstrar se os vetores realmente sdo LI, além de usar um sistema linear para

chegar a um resultado, como € possivel observar em seu registro escrito (Figura 31):

Figura 31 — Registro escrito da questao 5 do estudante E9
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Fonte: Resolucédo entregue pelo estudante E9
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Mesmo chegando a um resultado que mostraria que os vetores do conjunto sao
LI, E9 néo finaliza afirmando se é ou ndo linearmente independente.

Com base em suas respostas, é possivel inferir que E9 apresenta concepcao
acao dos conceitos de dependéncia e independéncia linear, por ainda apresentar
certos equivocos com relacdo a esses conceitos e por, possivelmente, recorrer a fatos

de sua memoria para dar suas respostas, sem refletir a respeito deles.

5.2.10 Estudante E10

O estudante E10 considera a disciplina de Algebra Linear muito interessante,
pois “podemos aperfeicoar nossos saberes matematicos”.

Voltando-se as resolucdes, E10 resolveu parcialmente as questdes do
instrumento aplicado, deixando uma questao incompleta. Na questao 1, E10 comenta
apenas o que significa dizer que vetores sao linearmente dependentes, explicando
que “para eles serem linearmente dependentes, eles tem que ser igualado a zero”.
Por meio desta resposta, presume-se que E10 esta se referindo a combinacao linear
do vetor nulo, que pode ser utilizada para identificar vetores LI e LD, e com isso, ndo
deixa claro seu entendimento a respeito da dependéncia linear.

Na segunda questdo, para identificar se os conjuntos de vetores sao LD, E10
apresenta uma combinacéo linear para os conjuntos A e B, mas se esquece de iguala-
la ao vetor nulo do R? e R?, respectivamente, o que pode ter acontecido por descuido,
ou falta de atencéo. Todavia, quando traz os possiveis sistemas lineares, iguala a zero
cada uma das equacbes presente neles, como € possivel notar em seu registro

apresentado na Figura 32:
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Figura 32 — Registro escrito da questéo 2 do estudante E10
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E10

No sistema linear escrito para o conjunto A, E10 chega a igualdade 0 = 0,
mesmo ndo a deixando explicita, entretanto, apresenta a solucado trivial para os
escalares, ndo levando em conta que se esse sistema linear & possivel e
indeterminado, entdo, os vetores sdo LD. Com relagdo ao outro sistema linear, E10
consegue resolvé-lo adequadamente. Por meio de suas resolucdes, ele chega a
conclusao de que “A é LI, porgque séo igualados a zero, e B ndo”. Tal estudante mostra
gue se lembra da necessidade dos escalares serem nulos para o conjunto de vetores
ser LI, e que quando nédo forem, serdo LD, porém, em sua conclusdao faltou especificar
0 que precisa ser igualado a zero para ser Ll. Isso pode ter acontecido por um
descuido ou por ndo se lembrar do termo escalar.

Com base nessa resolucdo, percebe-se que o0 estudante possui certa
dificuldade em associar um sistema possivel e indeterminado a vetores LD,
equivocando-se ao buscar apresentar uma solugdo Unica para tal sistema linear.
Todavia, mesmo com esse engano, percebe-se que E10 interiorizou alguns
procedimentos na resolucao, tanto para verificar se vetores séo LD ou LI, quanto para
resolver sistemas lineares.

Na questao 3, E10 comenta que concorda com a afirmacao feita, pois “[...] se
sdo combinacao linear, automaticamente também sdo LI”. Percebe-se, com esta
resposta, que o estudante confunde a propriedade de vetores LD, mostrando ainda
nao té-la interiorizado.

Com relacéo a questao 4, E10 afirma que a representacao grafica apresentada

corresponde a vetores LI, “porque todos tendem a zero”, o que mostra que este
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estudante buscou, de algum modo, o valor zero para fazer sua afirmagao,
possibilitando inferir que ndo reconhece a representacéo grafica de vetores LI.

Na quinta e ultima questédo, E10 organizou os vetores para ser feita uma adicéo,
e apos isso calculou o determinante da matriz soma obtendo o valor 0, como se vé

em seu registro escrito (Figura 33):

Figura 33 — Registro escrito da questéo 5 do estudante E10
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E10

Por meio desta resolucdo, pode-se perceber que E10 tentou chegar a uma
matriz Gnica e depois tentou utilizar o processo de usar o determinante para verificar
se os vetores séo LI ou LD de acordo com seu resultado, mostrando confundir-se
guanto aos procedimentos que poderiam ser usados para mostrar que um conjunto
de vetores € LI. Entretanto, ele néo finalizou sua resposta, afirmando se o valor que
achou mostraria que os vetores eram LlI.

Com base nas respostas dadas por E10, pode-se inferir que ele apresenta
apenas indicios da concepcao acdo, segundo a Teoria APOS, uma vez que possui
entendimentos equivocados a respeito dos conceitos de dependéncia e

independéncia linear.

5.2.11 Estudante E11

O estudante E11 considera que a disciplina de Algebra Linear as vezes é
complicada, “com matérias que confundem um pouco”.

Voltando-se as resolucdes, E11 resolveu parcialmente o instrumento, por ndo
se recordar de como era uma representacdo grafica de vetores LI. Na primeira
questéo, ele comenta que vetores linearmente dependentes “[...] dependem um do

outro” e “linearmente independente ndo depende”. Com esta resposta, nota-se que
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E11 ndo fornece muitas evidéncias de como seria essa dependéncia, nao deixando
claro seu entendimento.

Na segunda questdo, E11 efetua a adicdo dos componentes dos vetores e
depois realiza a adicdo da soma obtida no primeiro procedimento, como € possivel

ver em seu registro escrito (Figura 34):

Figura 34 — Registro escrito da questao 2 do estudante E11
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E11

Com esta resposta, E11 talvez tenha associado, equivocadamente, algum outro
conceito visto em algebra linear, a fim de tentar chegar a uma resposta, ou recordou-
se, em partes, da expressdo (combinacao linear com o vetor nulo) que pode ser
utilizada para identificar se os vetores sdo LI ou LD, tanto que em sua justificativa, o
estudante comenta que séo linearmente dependentes “porque a soma de seus vetores
é diferente de zero”.

Na questdo 3, E11 revela que concorda com a afirmacdo, “porque se eles
podem ser descritos em uma combinacdo linear e se suas somas Sao iguais a zero
eles séo linearmente dependentes”. Mesmo assim, percebe-se que E11 trata em sua
resposta de vetores LD, e ndo LI, como abordado em sua afirmacdo. Novamente, o
estudante comenta sobre a soma ser igual a zero, podendo estar se referindo a
algumas partes da combinagcao linear com o vetor nulo. Ele pode estar fazendo
também a associagdo com fragmentos da definicdo de vetores LI ou LD, em que o

resultado dos escalares, multiplicados com os vetores dispostos em uma combinacao
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linear com o vetor nulo, tem que ser a trivial para serem LI, e se assim néo for, entao,
séo LD.

Em relacdo a quarta questdo, E11 afirmou que ndo se lembrava de como
resolver, o que evidencia que necessitava realizar algum procedimento para dizer se
a representacédo gréafica correspondia ou ndo a vetores LlI.

Na ultima questdo, E11 calculou o determinante de cada componente do vetor,
percebendo que todos resultavam em 0 (Figura 35). E possivel que E11 tenha
executado esse procedimento por se recordar do uso do determinante da matriz dos

vetores para identificar se estes eram LI ou LD.

Figura 35 — Registro escrito da questdo 5 do estudante E11
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Fonte: Resolucéo entregue pelo estudante E11

Com base nas respostas apresentadas, nota-se que E11 apresenta alguns
conceitos equivocados com relacdo a dependéncia e independéncia linear,
apresentando indicios de que ainda esta construindo esses conceitos, ndo sendo

possivel identificar nenhuma concepg¢éo, segundo a Teoria APOS.

5.2.12 Sintese das concepc¢oes, segundo a Teoria APOS, evidenciadas nos

licenciandos

Apds comentar a respeito das resolugbes de cada estudante e inferir suas
concepcgOes, a partir da Teoria APOS, sera apresentado um quadro sintese (Quadro

10) do que foi evidenciado nos licenciandos em Matematica.
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Quadro 10 — Concepcdes, segundo a Teoria APOS, evidenciadas nos licenciandos

Concepcoes Estudantes
Concepcéo Acao El, E3, E5, E7, E8, E9
Concepcéo Processo E2, E6
Somente~ lndICIOS da E4, E10, E11
concepcéo acdo

Fonte: a autora

Percebe-se que, dos onze licenciandos investigados, seis apresentaram
concepgao agao dos conceitos de dependéncia e independéncia linear, o que revela

gue eles ainda possuem uma noc¢ao elementar de tais conceitos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa iniciou-se com o objetivo geral de investigar dificuldades e
concepgOes referentes aos conceitos de dependéncia e independéncia linear de
licenciandos em Matematica, para responder a seguinte pergunta norteadora: existem
dificuldades e concepcdes a respeito dos conceitos de dependéncia e independéncia
linear que podem ser evidenciadas em registros escritos de licenciandos em
Matematica?

Para atingir uma parte do objetivo e da pergunta foi realizado um estudo a
respeito das dificuldades presentes na aprendizagem da algebra linear, utilizando para
tanto autores como Dorier e Sierpinska (2001), Dubinsky (1997), Stewart (2008),
dentre outros, que possibilitou a constatacdo de que essas podem ter duas origens:
uma relacionada a natureza da algebra linear, abrangendo o formalismo e as
diferentes linguagem que s&o empregadas em seu estudo, e a outra a aspectos
subjetivos, correspondendo a flexibilidade cognitiva para transitar nas diferentes
formas de registros, a falta de atribuicdo de significado para os simbolos e
terminologias utilizadas na élgebra linear, a interpretacao das definicées dos conceitos
e as estratégias que podem ser adotadas para solucionar tarefas de algebra linear,
como o caso de identificar vetores LI e LD.

A outra parte do objetivo e da problematica foi atingida por meio de um estudo
arespeito da Teoria APOS, valendo-se de autores como Asiala et al. (1996), Dubinsky
(2002), Dubinsky e McDonald (2001), dentre outros, a fim de compreender como 0s
estudantes constroem seus conhecimentos. Sendo assim, apresentou-se uma
decomposicdo genética dos conceitos de dependéncia e independéncia linear para
descrever um possivel caminho que os estudantes poderiam percorrer para construir
a nocao desses conceitos.

Além disso, elaborou-se um instrumento com cinco questdes que foi aplicado
em uma turma do segundo ano de um curso de Licenciatura em Matematica. Apés a
elaboracdo desse instrumento de coleta de dados, o mesmo foi submetido a uma
analise intersubjetiva pelos membros do GEPPMat. Essa primeira analise foi
importante para verificar se as questdes possibilitariam atingir o objetivo da pesquisa.
Todavia, uma questdo gerou problema de interpretacao por parte dos licenciandos

(questéao cinco), tendo que ser reaplicada.
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Para andlise do instrumento de coleta de dados adotou-se a andlise textual
discursiva com o intuito de auxiliar na investigacado das dificuldades, e no que diz
respeito as concepcodes utilizou-se a decomposicado genética apresentada na secao
3.4 e as caracteristicas da Teoria APOS.

Desse modo, a primeira parte do objetivo e da problematica foi alcancada
identificando dificuldades quanto a linguagem, ao entendimento dos conceitos de
dependéncia e independéncia linear, a identificacdo de conjuntos LI e LD e ao
reconhecimento da representacdo grafica. Essas dificuldades foram as categorias
adotadas para realizar a analise textual discursiva.

Foi possivel observar que nessas dificuldades houveram problemas com
relacdo ao formalismo que a algebra linear exige, alguns licenciandos recorriam a
termos equivocados para justificar suas respostas, outros cometiam equivocos quanto
a notacao, como igualar uma combinacao linear de matrizes a um nimero real, dentre
outros. Essa questdo do formalismo da algebra linear € amplamente discutida por
diversos pesquisadores, como Dorier e Sierpinska (2001), e vista como uma das
causas de dificuldades dos estudantes.

Na caracterizacdo dos licenciandos, apresentada antes de iniciar a descrigéo
das resolucdes das questdes para inferir a concepcéo, segundo a Teoria APOS,
alguns comentaram sobre o carater abstrato, complexo da algebra linear (E3, E4, E7,
E8, E11), o que corrobora com as pesquisas ja realizadas na area.

Ainda com relacado as dificuldades, percebeu-se o problema em transitar em
diferentes tipos de registros de representacdo semidtica (grafico para simbdlico)
mostrando que os estudantes ndo associam as caracteristicas de vetores LI e LD ou
ainda ndo possuem a “flexibilidade cognitiva” necessaria para transitar entre os
diferentes tipos de registros.

A segunda parte do objetivo e da problematica foi alcancada, nela identificou-
se que os licenciandos em Matematica apresentaram em sua maioria a concepcgao
acdo, o que leva a conclusio de que nesse primeiro curso de Algebra Linear que
participaram ndo construiram uma concepg¢éo objeto, de acordo com a APOS, dos
conceitos de dependéncia e independéncia linear, mostrando ainda um nocé&o
elementar destes.

Além disso, pode-se relacionar as dificuldades manifestadas pelos estudantes

as concepcdes apresentadas por eles, uma vez que muitos dos problemas
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relacionados ao entendimento e & notagéo contribuiram para se inferir qual concepc¢éao
os licenciandos apresentaram.

Entretanto, vale salientar que as dificuldades auxiliaram nas analises para
inferir as concepc¢bes, mas que essas ndo sado determinantes para tal inferéncia, ou
seja, um estudante pode ndo apresentar dificuldade aparente, porém pode evidenciar
ter a concepcgao acgao, por se restringir a realizar o passo-a-passo para solucionar um
problema, sem refletir sobre o que esté realizando.

Observou-se também que aqueles que mais mostraram dificuldades sdo os
mesmos que ainda possuem um concepgao agcao ou S0 0S que apenas apresentaram
indicios de que estdo construindo os conceitos dos objetos matematicos escolhidos
para realizar essa investigacao.

Vé-se com isso, que as dificuldades acabam se entrelacando com as
concepgoOes, segundo a APOS, que podem ser manifestadas pelos estudantes. Dessa
forma, com intuito de possibilitar meios que amenizem as dificuldades e contribuam
para que os estudantes construam seus conhecimentos dos objetos matematicos em
sua totalidade, € necessario que se leve em conta varios fatores, como o
reconhecimento da natureza abstrata da algebra linear, e se busque refletir a respeito
da forma de ensinar tal disciplina, pensando nos diversos rumos que 0s estudantes
podem tomar na construcéo de seus conhecimentos.

Além dessa reflexdo por parte do docente é preciso que se oportunize aos
estudantes um momento de reflexdo, para que eles possam ver e compreender 0s
objetos matematicos como um todo, ndo se restringindo a algumas caracteristicas,
propriedades e/ou a procedimentos e técnicas.

Cabe ressaltar que ao longo da pesquisa foram realizadas novas reflexdes e
guestionamentos acerca do ensino e da aprendizagem dos conceitos abordados na
disciplina de Algebra Linear, principalmente nos cursos de Licenciatura em
Matematica. Diante disso, espera-se que essa dissertacdo provoque inquietacdes que
possam motivar outras pesquisas com a tematica da aprendizagem da algebra linear
no Ensino Superior.

Como uma possivel continuidade desse trabalho, poderia ser desenvolvida
uma proposta de ensino do contetdo dependéncia e independéncia linear que utilize

0s componentes do quadro de desenvolvimento curricular sugerido pela Teoria APOS.
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APENDICE A
DOCUMENTO ENVIADO A INSTITUICAO DE ENSINO SUPERIOR

Ao ilustrissimo coordenador Prof. Dr.

Comunicamos ao Colegiado de Matematica da

a realizacdo da pesquisa Um estudo a respeito dos conceitos de dependéncia e
independéncia linear com graduandos que ja cursaram Algebra Linear, de Mariany
Layne de Souza do Programa de Pés-graduacdo em Ensino de Ciéncias e Educacéo
Matematica — PECEM, da Universidade Estadual de Londrina.

A pesquisa contara com a resolucdo de problemas matematicos e entrevista,
quando necessario. As informacgdes coletadas serdo utilizadas somente para os fins
de pesquisa académica e serdo tratadas com o mais absoluto sigilo e

confidencialidade, preservando a identidade dos participantes.

Mariany Layne de Souza

Prof. Dra. Angela Marta Pereira das Dores Savioli (Orientadora)

Londrina, de dezembro de 2014.
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APENDICE B
TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Com o objetivo de analisar e discutir as concepcdes de estudantes da Licenciatura em
Matemética referente aos conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear,
gostariamos de contar com sua participacdo, que se daria da seguinte forma:
resolucao de problemas matematicos e entrevista, quando necessario, a respeito do
registro escrito obtido na resolucéo do problema, bem como com sua autorizagao para
analisar os registros escritos obtidos e gravar em audio a entrevista com o intuito de
esclarecer discussoes e resolugdes escritas.

Esclarecemos que sua participacéo é totalmente voluntaria, podendo o (a) senhor (a):
recusar-se a participar, ou mesmo desistir a qualquer momento, sem que isto acarrete
qualguer 6nus ou prejuizo a sua pessoa. Esclarecemos, também, que suas
informacgdes serdo utilizadas somente para os fins de pesquisa académica e serao
tratadas com o mais absoluto sigilo e confidencialidade, de modo a preservar a sua
identidade. Os registros gravados serdo deletados e apagados ap0s a utilizacdo dos

mesmos na pesquisa.

Eu, )

tendo sido devidamente esclarecido sobre os procedimentos da pesquisa, concordo

em participar voluntariamente da pesquisa e autorizo por meio do presente termo a
estudante Mariany Layne de Souza, do mestrado em Ensino de Ciéncias e Educacao
Matematica da Universidade Estadual de Londrina, a utilizar integralmente ou em
partes meus registros escritos para fins de pesquisa académica, podendo divulga-los
em publicacdes cientificas, com a condicdo de que estara garantido meu direito ao

anonimato.

Assinatura;

Data:
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APENDICE C
CARACTERIZACAO DOS ESTUDANTES

1) Dados pessoais do respondente:
(Os dados preenchidos nesta pagina ndo serdo divulgados. Servem apenas para esclarecimento para
eventuais dividas do pesquisador).

Nome:

Endereco:

Telefone: E-mail:
Data de Nascimento: Idade:

2) Formac&o Académica

() Outro curso de graduacao:

Ano de conclusao: ( ) Instituicdo Publica | ( ) Instituicdo Privada

3) Disciplina de Algebra Linear

Quantidade de vezes que cursou a disciplina de Algebra Linear:

O que vocé achou ou esta achando da disciplina de Algebra Linear? Comente.

4) Para uso do pesquisador

Local: | Data:

Caodigo do respondente (para controle do pesquisador):
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APENDICE D
INSTRUMENTO DE COLETA DE DADOS

1) O que significa dizer que vetores s&o linearmente dependentes ou linearmente

independentes?

2) ldentifique dentre os conjuntos A ={(12),(2,4),(3,6)} e B-=
{(1,1,1),(3,—1,2),(0,—4,—1)} quais possuem vetores linearmente
dependentes. Por qué? (Adaptado de Oliveira, 2005, p. 111).

3) Um aluno da disciplina de Algebra Linear fez o seguinte comentario: “Os
elementos do conjunto A = {(1,2,1),(1,—1,0),(2,3,4)}, contido em R3, sdo
linearmente independentes, porque podem ser escritos como uma combinacao

linear”. Vocé concorda com essa afirmacao? Justifique.

4) Os vetores v,v, ev,representados na figura abaixo s&o linearmente

independentes? Justifique.

a1l

Fonte: STEINBRUCH; WINTERLE, 2009, p. 43.

5) Mostre que o0s vetores {[é 8[8 (1)[(1) 8][8 2} sao linearmente

independentes. (Adaptado de BOLDRINI et al., 1986, p. 130).





