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COSTA, Felinto Junior da. GAMLSS Espacotemporal para Engenharia de Avaliacoes:.
2022. 146 f. Dissertagdo (Mestrado em Matemadtica Aplicada e Computacional) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2022.

RESUMO

A engenharia de avaliacédes fornece subsidios de suma importdncia ndo apenas para 6rgaos
publicos e o sistema legal, mas também para diversas atividades economicas privadas,
lastreando a fundamentacdo de decisoes judiciais, garantindo um procedimento equdnime nas
decisoes administrativas e assegurando operacoes financeiras baseadas em garantias reais.
Todavia, a natureza heterogénea dos bens imobilidrios impoe grande complexidade quando
da formulagcdo de modelos estatisticos que procurem estimar seu valor, uma consequéncia de
trés aspectos indissocidveis que introduzem grande variabilidade: endégenos (caracteristicas
da propriedade relacionadas a tamanhos e padroes), exogenos (a vizinha da propriedade, a
presenca de amenidades e servigcos piiblicos) e temporal (o tempo de referéncia). Os Modelos
Hedonicos de Regressdo tradicionalmente adotados pela engenharia de avaliacdes contemplam
esses trés aspectos pela inclusdo de um conjunto de varidveis explicativas associadas as
caracteristicas intrinsecas e extrinsecas mais significativas e o tempo de referéncia como
mais uma varidvel, por vezes um fator assumindo tantos niveis quanto periodos temporais
existirem na amostra. Entretanto, esses modelos consideram os aspectos espacial e temporal
dissociadamente, contrariando a situacdo real observada, em que diferentes regioes de uma
cidade se valorizam (ou desvalorizam) de modos distintos ao longo do tempo, ndo sendo
assim possivel admitir-se como vdlida, uma variabilidade temporal espacialmente homogénea.
Este trabalho propoe um Modelo Hedonico de Regressdo Espacotemporal baseado na classe
dos Modelos Aditivos Generalizados para Locacdo, Escala e Forma (GAMLSS: Generalized
Additive Models for Location, Scale and Shape). Ele considera a variabilidade espacial e
temporal de modo conjunto nos preditores dos parametros da distribui¢do tedrica adotada
para a resposta usando splines de produto tensor. Eles sdo estimados a partir das bases de duas
fungoes suavizadoras distintas. A primeira delas modela a variabilidade puramente espacial
usando thin plate splines sobre as coordenadas métricas da localizagcdo de cada elemento da
amostra. A segunda modela apenas a variabilidade temporal usando splines ciibicos sobre
as datas dos elementos. O modelo foi ajustado a um conjunto de dados reais composto por
informagoes imobilidrias sobre terrenos sem benfeitorias localizados no perimetro urbano da
cidade de Londrina (norte do Estado do Parand) coletada no periodo de maio de 1995 a marco
de 2021. O modelo é capaz de estimar os valores unitdrios medianos em distintas localizacoes
espaciais e referéncias temporais. Isso permite a geracdo de superficies de valor que ilustram
a variabilidade do valor na drea do estudo em qualquer data. Por fim, possibilita também a
utilizagdo dessa informagdo como varidvel adicional em modelos relativos a outras tipologias
de imoveis para, nesses modelos, considerar-se também o aspecto espacotemporal de forma
conjunta.

Palavras-chave: Engenharia de avaliagdes. Modelos GAMLSS. Modelo espagotemporal.
Produto tensor de bases. Thin plate splines bivariado. Splines ctbicos.



COSTA, Felinto Junior da. Spatiotemporal GAMLSS for Real Estate Appraisal
Engineering:. 2022. 146 f. Dissertation (Master’s in Applied and Computational Mathematics)
— State University of Londrina, Londrina, 2022.

ABSTRACT

Appraisal engineering provides extremely important subsidies not only for public
administration and the legal system, but also for several private economic activities, supporting
court decisions, guaranteeing an equitable procedure in administrative decisions and ensuring
mortgage-backed financial operations. However, the heterogeneous nature of real estate
properties imposes great complexity when formulating statistical models that aim at estimating
the properties’ values as a consequence of three inseparable aspects that introduce great
variability: endogenous (characteristics of the property related to sizes and building standards),
exogenous (the vicinity of the property, the presence of amenities and public services) and
temporal (their reference time). The Hedonic Regression Models traditionally adopted by real
estate appraisal contemplate these three aspects by including a set of explanatory variables
associated with the most significant intrinsec and extrinsec characteristics of the property
and the reference time as another variable, sometimes a factor assuming as many levels as
time periods exist in the sample (temporal). Nevertheless, these models consider spatial and
temporal aspects in a dissociated way, contrary to the real situation observed, where different
regions of a city value (or devalue) in different scales over time. Thus, it is not plausible to admit
as valid a spatially homogeneous temporal variability. This work proposes a Hedonic Spatio-
Temporal Regression Model based on the Generalized Additive Models for Location, Scale
and Shape class (GAMLSS). It considers the spatial and temporal variability jointly into the
predictors of the parameters of the theoretical probability distribution adopted for the response
variable using tensor product splines. They are estimated combining the basis of two distinct
smoothing functions. The first models only the spatial variability using thin plate splines basis
at the metric coordinates of the location of each element in the sample. While the second
models only the temporal variability using a cubic spline basis at the dates of the elements. The
model was trained using a real dataset consisting of real estate information on land without
improvements located in the urban perimeter of the city of Londrina (North of Parand, Brazil)
collected during the period of May 1995 to March 2021. The model is capable of predicting the
median values in different spatial locations and temporal references. This allows the creation
of value surfaces that illustrate the variability of the property’s value in the study area at any
date. Lastly, it also allows the use of this information as an additional variable in other models
related to different real estate typologies as a way of considering the space-time aspect jointly.

Keywords: Real Estate Appraisal Engineering. GAMLSS models. Spatiotemporal model.
Tensor product of basis. Bivariate thin-plate splines. Cubic splines.
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1 PROBLEMATICA

Os servigos técnicos prestados pela engenharia de avaliagdes sdo de grande
relevancia para o desenvolvimento sécio-econdmico nacional e, portanto, encontram-se
submetidos a uma rigida normatizacdo de seus procedimentos. Fornecem subsidios de
suma importincia ndo apenas para oOrgdos da administracdo publica e o sistema legal,
mas também para diversas atividades econdmicas privadas (CHICA-OLMO, 2007). Suas
informacdes lastreiam a fundamentagdo de decisdes judiciais como em processos indenizatdrios
de desapropriacdes ou na partilha de bens. Garantem um procedimento tributario equinime nas
decisdes administrativas de natureza fiscal. Dao seguranga as operacdes financeiras envolvendo
garantias reais, quer sejam para as aquisi¢des individuais com o propdsito de uso (residencial
ou comercial), como também para operagdes de fundos de investimento imobilidrio (CHICA-
OLMO; CANO-GUERVOS; 2020)

Entretanto, a heterogeneidade dos bens imobilidrios urbanos torna bastante
complexa a proposi¢do de modelos estatisticos que procurem estimar seus valores. A teoria ndo
especifica a forma funcional exata nem tampouco as varidveis mais relevantes na formagao do
valor (FLORENCIO; CRIBARI-NETO; OSPINA| 2012).

Como exposto por vérios autores, como em Floréncio|(2018) e Paixao|(2015),
bens de natureza imobilidria diferem ndo somente em relagdo a sua destinacdo basica como
residenciais; comerciais ou industriais, mas também quanto a sua tipologia como, por exemplo,
glebas urbanizdveis, lotes urbanizados; imdveis residenciais ou comerciais. Muitas dessas
tipologias ainda admitem serem implantadas tanto de modo isolado, quanto condominial,
quando entdo dreas de uso comum sao incorporadas ao empreendimento, disponibilizando aos
proprietarios uma gama de instalagdes de lazer.

Complementarmente, existem ainda diferencas estruturais dentro de uma
mesma tipologia e destina¢cdo como, por exemplo, tamanhos relacionados a drea edificada ou
entdo do terreno onde esté edificada; aspectos geoldgicos ligados a natureza do solo, seu relevo;
potencial construtivo permitido pela legislacdo urbana; orientacdo solar; padrdo construtivo;
estado geral de conservacdo ou ainda quantidades associadas tais como vagas de garagem,
ndmero de quartos, salas, banheiros.

Independente da diversidade de aspectos que caracterizam um bem
imobilidrio especifico, todos eles podem ser agrupados sob a denomina¢@o comum de aspectos
intrinsecos, particularidades inerentes ao bem.

De modo andlogo, outro sem nimero de caracteristicas extrinsecas podem ser

relacionadas, buscando associar as peculiaridades da regido onde o bem se localiza como, por

'Para compreensdo da relevancia dos valores atribuidos a bens dados como garantia real em operacdes de
crédito recomendamos a leitura de artigos relacionados as causas da crise mundial financeira de 2007-2008.
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exemplo, a existéncia ou proximidade a escolas e universidades; estabelecimentos comerciais,
malls ou shopping centers, unidades de saide, hospitais e estacdes de transporte coletivo.

Bens imobilidrios sdo bens econOmicos e, como tais, estdo sujeitos a
circunstancias temporais, um terceiro componente essencial na estimacdo do valor de um
imével. Assim, qualquer modelo que busque estimar o valor de um bem imobilidrio deverd

conseguir considerar trés aspectos simultaneamente:

* intrinsecos: caracteristicas endogenas que o definem ;
* extrinsecos: caracteristicas exdgenas relacionadas a sua localizacao;

* temporal: a data a que se refere o valor.

Por estarem vinculados a parcelas do solo urbano, bens imobilidrios sao bens
insuscetiveis de movimento. Nao podem ser transportados de um lugar para o outro sem
serem destruidos e, desta forma, seu valor encontra-se, em alguma propor¢do, relacionado
ao valor daquelas e o solo ndo € um bem fungivel nem, igualmente, transportavel (CHICA-
OLMO, 1994)). Por essa razdo, ha no mercado imobilidrio uma ideia tdo antiga, quanto tida
como verdadeira de que a localizacdo € o fator determinante na composicdo do valor de um
imovel, frequentemente reconhecida no meio académico: “Como qualquer avaliador lhe dir4,
os trés mais importantes componentes do preco de uma casa sdo: localizagdo, localizacdo e
localizacdo” (DUBIN;, 1992).

Assim, a localizagdo de um bem imobilidrio acaba por ser um dos fatores
mais importantes na composi¢do de seu valor em um grau, de algum modo, relacionado a sua
tipologia, como ilustrado na Figura[I.1]

A nocdo de que imdveis semelhantes apresentam valores diferentes,
dependendo de onde quer que eles estejam localizados numa cidade, é amplamente difundida.
Equivale dizer haver consenso de que cada lugar numa cidade influi de um determinado modo,
nem sempre positivo, no valor dos bens imobilidrios ali existentes.

Um entendimento menos raso, mas ainda subjetivo, de que estas diferengas
decorrem da influéncia exercida por fatores urbanos que existem na regido onde o imével se
localiza € um pouco mais restrito, limitado aqueles que operam no mercado imobilidrio.

Todavia a plena compreensdo, e a derivada capacidade de poder analisar e
estimar objetivamente o efeito conjunto desses fatores sobre o valor de um bem imobilidrio em
qualquer parte da cidade, é reservada aqueles que se dedicam ao estudo cientifico da matéria.

A introducdo da Norma Brasileira (NBR) 5676/90 abriu caminho para o
abandono em definitivo dos cdlculos avaliatérios baseados em simples ponderagdes feitas por
meio dos chamados fatores empiricos de uso consagrado. Os primeiros trabalhos alicer¢ados
na chamada metodologia cientifica foram publicados alguns anos antes (e republicados poucos

anos depois) e propunham um Modelo Hedonico de Regressdo Linear Cldssico (DANTAS,
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Figura 1.1: Localizacdo, varidvel determinante e comum a todas as tipologias de bens
imobilidrios

( Areas nao edificadas ] ( Construgdes isoladas ] (Construgées condominiais]

Lotes isolados Casas Apartamentos, casas

LGlebas urbanizaveis J Lojas LSalas comerciais J
Galpdes

Area total (terreno) Area construida

« Area total « Area construida = .
= . » Padréo construtivo
» Frente » Padréo construtivo =
= « Estado geral de conservagéo
* Relevo « Estado geral de conservagao .
. * Numero de vagas de
* Geologia * Frente garagem
« Potencial construtivo * Relevo

Orientagao solar - Ol ST e

LOCALIZAGCAO

Fonte: Préprio autor

1988) e outro (DANTAS; CORDEIRO, 1991), baseado na classe de Modelos Lineares
Generalizados pouco tempo antes proposta (NELDER; WEDDERBURN| |1972).

Gomes e Monteiro| (2009) mostraram as conclusdes a que chegaram num
estudo da contribuicio marginal de atributos valorativos de propriedades residenciais. Seu
modelo de formacdo de valor construido com dados levantados pela Pesquisa Nacional por
Amostra de Domicilios (PNAD) de 2007, realizada pelo Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE) considerava 16 varidveis como explicativas do valor do bem e formavam
quatro grupos: constru¢do, dimensdes, infraestrutura e localizacdo. A contribui¢do marginal
obtida ao se agregar cada um desses grupos no modelo final revelou que o grupo localizacdo
respondia, individualmente, por 61,64 % da variabilidade do valor.

A variabilidade espacial inerente aos dados pode ser considerada nos modelos

de avaliacdo de imdveis sob vérias formas como, por exemplo:

* na forma de modelos de regressdao com efeitos espaciais: Spatial Autoregressive Model
(SAM) ou Spatial Error Model (SER) (DATAS et al., 2001);

* sob o prisma da geoestatistica (DANTAS| 2003), (TRIVELLONI, 2005) e (CHICA-
OLMO, (1994);
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* pela incorporagdo de superficies de tendéncia pela inclusdo de suas coordenadas métricas
da localizagao sob uma forma polinomial (MICHAEL), 2004) o que, frequentemente,

resulta em termos altamente correlacionados (DUBIN| 1992);

* pela inclusdo de varidveis que relacionem a presenca de amenidades e servigos publicos
nas imediac¢des (GOMES; MONTEIRO, [2009).

A variabilidade temporal, quando considerada em um modelo, € usualmente
incorporada sob a forma de mais uma varidvel, por vezes um fator assumindo tantos niveis
quanto periodos temporais existirem na amostra, como em Wolverton| (1997).

Todavia, o que se observa nos modelos assim estruturados, é que os aspectos
espacial e temporal sdo considerados dissociadamente, contrariando o observado que diferentes
regides de uma cidade se valorizam (ou desvalorizam) de modos distintos temporalmente, ndo
sendo plausivel admitir-se como valida uma variabilidade temporal espacialmente homogénea.

Uma cidade, todavia, ndo se apresenta estdtica, imutdvel, por assim dizer.
Estd continuamente sofrendo alteragdes. Locais onde antes predominavam habitagdes térreas
residenciais sdo ocupados por construgdes verticais as vezes com uso diverso daquelas.
Algumas regides, antes consideradas apraziveis, podem se tornar degradadas e passar a serem
preteridas por outras dreas que, na via reversa, antes eram recusadas e, por intervenc¢ao publicas
ou privada, foram revitalizadas.

Isso corrobora a ideia de que mesmo propriedades intrinsecamente idénticas
possam ser vendidas por precos muito diferentes a depender da localizagdo e, ainda que
se considere um mesmo local, possam ser negociadas por distintos valores em diferentes
épocas. Assim, o valor de um bem imobilidrio ndo pode ser estimado de forma confidvel sem
consideragdo cuidadosa de sua localizacdo em conjunto com o tempo de referéncia.

Continuamente, novas € mais eficientes técnicas estatisticas de modelagem
sdo propostas na literatura, como as que possibilitam a estimagdo de modelos em que
as varidveis podem ser consideradas ndo apenas de modo paramétrico mas também nao
paramétrico, na forma de func¢des suavizadoras, assim como outros parametros da distribui¢ao
tedrica adotada para a resposta também sejam estimados.

Os Modelos Aditivos Generalizados para Locacao, Escala e Forma (GAMLSS:
Generalized Additive Model for Location, Scale and Shape) sdo considerados como modelos
de regressdo da distribuicdo (distributional regression) (KLEIN et al., 2015) ao possibilitar a
modelagem conjunta, de modo paramétrico, semiparamétrico ou ndo paramétrico, de todos os
parametros da distribuicdo tedrica adotada para a varidvel resposta

O presente trabalho propde um Modelo Hedonico de Regressao
Espacotemporal baseado nessa classe de modelos, estimado sobre uma amostra composta de
informacdes sobre terrenos urbanos sem benfeitorias na cidade de Londrina (norte do Estado
do Parand) coletada no periodo de maio de 1995 a marco de 2021, que considera a variabilidade

espacial e temporal de forma conjunta pela incorporagdo de um suavizador de produto tensor
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que combina uma base e splines cubicos para o tempo e uma base de thin plate splines para o

espaco nos preditores dos parametros da distribuicdo tedrica adotada para a varidvel resposta.
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2 CONCEITOS INICIAIS

2.1 VARIABILIDADE DO VALOR DO ESPACO URBANO

“Desde que o valor depende da renda econdmica, a renda da localizacdo e da
conveniéncia e a conveniéncia da proximidade, nés podemos eliminar estes
passos e dizer que o valor depende da proximidade. A préxima questdo
é: proximidade ao qué?, a qual nos remete as necessidades fundidrias dos
diferentes usos, sua distribui¢do pela area da cidade e a consequente geracio e
distribuicdo de valores” (HURD) 1924)).

O espago urbano apresenta diferentes aspectos em sua extensao: seja em razao
de intervengdes realizadas pelo homem, seja pela variacdo das caracteristicas naturais do solo.
Os fatores de maior impacto no valor de propriedades imobilidrias ao se considerar sua posi¢ao

geografica podem ser agrupados em quatro grupos distintos (CAN, 1998):

* caracteristicas de acessibilidade da vizinhanca;
* meio ambiente fisico;
* contextos social, econdmico e demografico;

* servigos publicos essenciais.

Jean-Jacques Granelle (GRANELLE, (1970 apud CHICA-OLMO, 2007)
considera que, do ponto de vista espacial, os bens urbanos sofrem influéncia de fatores que
podem ser agrupados segundo trés escalas diferentes. Sob uma escala de microlocaliza¢do
encontram-se os fatores fisicos do ambiente imediato como topografia, pedologia, etc.,
os de acessibilidade local, como a proximidade a servicos necessarios como escolas,
estabelecimentos comerciais, de sadde, transporte e os do ambiente socioecondmico, como
nivel de criminalidade, renda média, etnia. Em uma escala de macrolocalizacdo estdo aqueles
relacionados a posicdo do bairro na cidade como acessibilidade ao centro, densidade de
ocupacdo, potencial construtivo concedido pela legislacdo municipal. E, por fim, ha os fatores
gerais que afetam a cidade na totalidade como conjuntura econdmica, questdes ligadas a
politicas estaduais e federais, etc.

Os primeiros modelos de estimagdo do valor do solo foram desenvolvidos
por Johan Heinrich von Thiinen (1783-1850) (CHICA-OLMO, (1994). Seu modelo de uso
agricola do solo em “O estado isolado” (THUNEN, 1826) era genericamente composto por
circulos concéntricos ao redor do centro urbano onde se localizava o polo consumidor, centro do
modelo; a drea imediatamente ao redor da cidade, polo de produgio agricola intensiva de frutas,

hortalicas e laticinios; as florestas (fontes de combustivel); na sequéncia as dreas destinadas a
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Figura 2.1: Ilustracdo histérica do modelo de circulos concéntricos definindo dreas com
diferentes valores do solo em relag¢do ao nicleo urbano
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Fonte: Adaptado de (THUNEN, |1826))

colheita de graos e, por fim, as dreas destinadas a criacdo de animais, como ilustrado na Figura
2.1l

Chica-Olmo afirma que Von Thiinen reconhecia que o homem buscava
resolver suas necessidades econdmicas na regido imediatamente adjacente, reduzindo seus
deslocamentos a0 minimo; todavia, ele ndo compreendia por que dois lotes de terras com as
mesmas caracteristicas possuiam valores diferentes. Explicou esta diferenciacdo formulando
um modelo em que o valor da localizacdo era uma func¢do do rendimento da propriedade
(precos de mercado dos produtos produzidos menos os custos de produgdo) e das taxas de
transporte (“Uma porcdo de cada colheita € comida pelas rodas™). A ideia central era de que os
espacos urbanos eram homogéneos. Havia apenas um centro comercial e o fator diferencial era
a distancia a esse centro. Pela teoria das zonas concéntricas, o valor da localizacdo era entdo
funcdo do custo de transporte que eram considerados iguais em todas as dire¢des (CHICA-
OLMO; 1994) e determinante para a natureza de sua ocupacao.

Richard Muth mostra um modelo monocéntrico de urbanizagdo até pouco
tempo dominante, em que a densidade populacional, os valores da terra e os precos das casas

caem com a distancia do centro da cidade:
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“Ele acreditava que as diferengas nos gradientes de densidade entre as dreas
metropolitanas deveriam ser explicadas por trés conjuntos de fatores: a
natureza e o custo de transporte pendular disponivel para os trabalhadores do
centro financeiro e comercial da cidade; a distribuic@o espacial do emprego e
shopping centers; e preferéncias para habitacdo em varios pontos da cidade.
Ele estimou e testou a importancia de esses fatores regredindo os gradientes
de densidade em vérias varidveis que se acredita serem medidas desses trés
conjuntos de fatores” (MUTH,[1961|apud MILLS! 1970).

Em contraponto a simplicidade do modelo monocéntrico de concepcdo de
uma cidade, teorias alternativas surgiram buscando descrever o espago urbano como nao
dependente apenas de uma unica localizacdo privilegiada: “Por trds dessa simplicidade um
nucleo de verdade se esconde e permite que esses modelos melhorarem nossa compreensao das
cidades mais modernas” (RICHARDSON, 1975|apud CHICA-OLMO, 1994)).

Uma concepg¢do mais realista € admitir a existéncia de diversos polos com
areas de atratividade bem delimitadas (DUBIN| (1992)), com setores destinados ao comércio, a
habitacdo, a inddstria (CHICA-OLMO, 1994)). Assim, neste contexto urbano mais atual, uma
cidade nao possui apenas um polo de atratividade como centro comercial e financeiro.

Estes polos sdo areas preferencialmente desejadas para ocupacdo, quer seja
por serem dotadas de servicos publicos essenciais: vias com pavimentacdo, iluminagdo,
drenagem superficial, redes de distribui¢do de energia elétrica, telefonia, dgua tratada e coleta
de esgoto sanitdrio, concentrar ndo somente dareas de trabalho, mas também estabelecimentos
comerciais e de servigos, culturais, dreas destinadas a recreagdo e lazer ou ainda entao estarem
em areas geologicamente estdveis, preferencialmente de topografia plana e afastados de dreas
degradadas. Todos esses fatores resultam em valores mais elevados no mercado imobilidrio.

De modo andlogo, os aspectos urbanos acima relacionados podem gerar,
numa situacdo antagdnica, um contexto desfavordvel, impactando negativamente na atratividade
da regido. Aspectos geoldgicos economicamente desfavordveis, reduzida disponibilidade de
servicos publicos, grande distincia de dreas demandantes de trabalhadores e proximidade de
industrias geratrizes de poluicdo sdo algumas das situagdes que criam um efeito contrario na
atratividade de uma regido urbana.

Percebe-se assim, sem dificuldade, que em cada local de uma cidade hd uma
variedade de fatores exercendo, de modo simultaneo, efeito no valor das propriedades naquela

regido urbana.

2.2 ENGENHARIA DE AVALIACOES E NORMATIZACAO ASSOCIADA

Com a promulgacio por D. Pedro II da Lei n° 601 em 18 de setembro de
1850 (vide) ocorre a extincdo do “Sistema de concessoes” instituido pela Coroa portuguesa em
1375. Esta lei dispunha sobre as terras devolutas do Império e seu artigo 1° instituia: “Ficam

prohibidas as acquisi¢des de terras devolutas por outro titulo que ndo seja o de compra” (sic).


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/leis/l0601-1850.htm#:~:text=LEI%20No%20601%2C%20DE,sem%20preenchimento%20das%20condi%C3%A7%C3%B5es%20legais
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A partir desse momento a incipiente sociedade capitalista teve na terra uma
“forma de reserva e apropriacdo de capital baseados nas expectativas de valoriza¢des € um
meio de ganhos financeiros por meio de suas rendas locaticias e vendas” (ALONSO, 2007). A
necessidade de se apurar esse valor determinou o surgimento da engenharia de avaliagdes no
Brasil nas décadas seguintes (c. 1910) com a difus@o dos primeiros trabalhos técnicos sobre
o tema, inicialmente nos Boletins do Instituto de Engenharia (“Cédigos Sanitarios e Posturas
Municipais sobre Habitagdes” na Revista Politécnica pelo Prof. Eng® Vitor da Silva Freire, em
1918) e na revista Nacional Mackenzie.

Em 1940 surge a Associacdo Brasileira de Normas Técnicas (ABNT),
responsavel pela elaboracdo das Normas Brasileiras (NBR) por meio e seus Comités Brasileiros
(ABNT/CB), Organismos de Normalizacdo Setorial (ABNT/ONS) e Comissdes de Estudo
Especiais (ABNT/CEE) e, nessa mesma época, o Eng® Luis Carlos Berrini lanca seu primeiro
livro “Avaliacdo de Terrenos” (BERRINI, |1949). Logo a seguir, o Eng® Alberto de Zagottis
escreve sobre a importancia do método estatistico como instrumento de avaliacao pelo método
cientifico.

Em 1954, o Eng® Hélio de Caires e sua equipe promovem em Sao Paulo a 3*
Convengdo Pan-americana de Avaliagdes, abrindo caminho para a abertura de diversos institutos
estaduais, estando entre os mais antigos o Instituto de Engenharia Legal (IEL) no Rio de Janeiro,
fundado em 1953 e o Instituto Brasileiro de Avaliagdes e Pericias de Engenharia (IBAPE) em
Sao Paulo, em 1954 (ALONSO, 2007).

A g€nese da normatizacdo dos procedimentos avaliatorios deu-se em
novembro de 1952, pelo Anteprojeto de Normas para Avaliacdo de Imdveis escrito pelo Eng®
Augusto Luis Duprat a ABNT (P-NB-74R/57) que, anos mais tarde, em 1977 tornou-se a 1¢
Norma Brasileira sobre avaliagdes: NB-502/77 — “Norma para Avaliacao de Iméveis Urbanos”.

Em 1989 a NB-502/77 teve a sua revisdo concluida, quando recebeu a
nomenclatura de NB-502/89, trazendo no seu corpo enormes avangos em relacdo ao texto
anterior, especialmente no que diz respeito aos critérios estabelecidos para o tratamento
estatistico inferencial pois, até entdo, era permitido ao engenheiro de avaliacdes na
homogeneizacdo dos elementos amostrais frente ao bem avaliando a utilizacdo de fatores
empiricos tecnicamente consagrados, algumas vezes decorrentes de estudos especificos
realizados, mas muitas vezes subjetivos e amparados apenas pela ancestralidade recorrente de
sua adocdao. Em 1990 é registrada no Instituto Nacional de Metrologia, Qualidade e Tecnologia
(INMETRO) como NBR 5676:1990 (MAIA NETO, Francisco, [1992).

Considerando-se a natureza dos dados experimentais obtidos e a andlise a
qual foram submetidos, torna-se necessario verificar o atendimento as exigéncias das Normas
Brasileiras NBR 14.653:1 (ABNT: Associacao Brasileira de Normas Técnicas, [2011) e NBR
14.653:2 (ABNT: Associacao Brasileira de Normas Técnicas|, 2011)), expostas no Apéndice A.1
do fasciculo complementar disponivel na secdo Apéndices no repositério GitHub do autor em:
©) (https://github.com/fjrcosta/Mestrado_PGMAC).


https://github.com/fjrcosta/Mestrado_PGMAC
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Atualmente os procedimentos exigidos na estimagdo do valor para as

diferentes categorias de bens imobilidrios sdao regulados pela NBR 14.653 em suas partes:

* NBR 14.653-1:2019 apresenta as diretrizes gerais para avaliacdo de bens (classificacio;
terminologia; defini¢cOes; simbolos e abreviaturas; atividades e metodologia basica;

especificacdo das avaliagdes; requisitos basicos de laudos de avaliagdo.
e NBR 14.653-2:2011 im&veis urbanos;
¢ NBR 14.653-3:2019 imdveis rurais;
* NBR 14.653-4:2002 empreendimentos;
* NBR 14.653-5:2006 méquinas, equipamentos, instalacdes e bens industriais;
* NBR 14.653-6:2008 recursos ambientais;

* NBR 14.653-7:2009 bens do patrimonio historico e artistico.

As partes 1 e 2 dessa Norma estabelecem varios métodos para se estimar o valor de um
bem imobilidrio urbano, de seus frutos e direitos, e estdo expostos no Apéndice A.3 do
fasciculo complementar disponivel na se¢do Apéndices no repositério GitHub do autor em: €).
Algumas das imposi¢des e enquadramentos normativos encontram-se detalhadas no Apéndice

A.4, disponivel no mesmo endereco.

2.3 VALOR

Segundo o dicionario Houaiss da lingua portuguesa, valor € a:

“Qualidade que confere a um objeto material a natureza de bem econdmico,
em decorréncia de satisfazer necessidades humanas e ser trocdvel por outros
bens, sendo uma medida varidvel de importancia que se atribui a um objeto
ou servico necessario aos designios humanos e que, embora condicione o seu
preco monetario, frequentemente nao lhe € idéntico. "’

Tao distintas sdo as necessidades humanas que a percepcao do valor a ser pago
por um determinado servigo, bem ou ativo acaba por adquirir uma natureza pessoal e subjetiva,
impondo complexidade a sua conceituagao.

Historicamente, duas correntes conceituam o valor de modo diametralmente
oposto (DANTAS, |1998):

* plurivalente: que correlaciona o valor de um bem com a finalidade para o qual
¢ avaliado, podendo o mesmo atingir diversos valores (venal, potencial, comercial,

mercado, contabil);


https://github.com/fjrcosta/Mestrado_PGMAC
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* univalente: que estabelece que o valor de um bem em determinado instante € Unico,

independentemente do fim a que se destine.

A corrente plurivalente postula que, em tese, a cada momento e a cada
transacdo o valor se altera, dependendo das relacdes entre os fatores influenciadores de valor
(utilidade, escassez, desejo e acesso a meios de crédito para pagamento). Por outro lado, a
escola univalente defende que o valor da propriedade é unico para aquele instante, seja qual
for a destinagdo da avaliacdo (FLORENCIO, 2018). A Norma Técnica Brasileira (ABNT:
Assoclacao Brasileira de Normas Técnicas, [2019) faz algumas distin¢des a respeito de valor,
a depender do objetivo e finalidade da avaliacdo. Essas distin¢des estdo expostas no Apéndice
A.2 do fasciculo complementar disponivel na se¢cdo Apéndices no repositério GitHub do autor
em: €).

N3ao obstante as diferencgas conceituais expostas aqui, € no Apéndice citado,
ambas salientam um aspecto temporal associado ao valor: o momento ou instante fixado.
Depreende-se dessa afirmag¢do que o valor determinado, seja por uma ou outra escola, nao
€ Unico no tempo e esta importante caracteristica serd convenientemente considerada nesse
trabalho.

Bens de base imobilidria sdo assentes em parcelas do solo que, diferentemente
do ambiente rural onde o solo é um meio essencialmente de produ¢do, na zona urbana se destina
mais a reserva e apropriagdo de capital, com diferentes mercados sendo estabelecidos em fungdo
da tipologia dos bens como, por exemplo, terrenos, casas, apartamentos ou galpdes industriais.

O solo urbano € um bem bastante particular visto que, além de irreproduzivel,
€ passivel de monopolizacdo pelos seus proprietirios. “Por sua irreprodutibilidade e
monopolizagdo representa um bem escasso, e para a cidade crescer exige uma continua
expansdo por meio da incorporacao de terras agricolas e a sua transformacao em terras urbanas”
(BARBOSA; COSTA, 2012). As diferencas de conceitos referentes a prego, valor e custo
encontram-se estabelecidas no item 0.1 da norma NBR 14653-1:2019 da ABNT (ABNT:
Associacao Brasileira de Normas Técnicasl 2019) e, nesse contexto, Dantas coloca que “os
precos praticados pelo mercado estdo sempre se realizando, ora abaixo, ora acima do valor de
mercado, e que, na prética, estima-se o valor de mercado como a média dos precos” (DANTAS,
1998).

Depreende-se do definido no item 0.1 da Norma que uma informacgdo

monetdria vinculada a um dado imobilidrio pode assumir um duplo aspecto:

* uma simples quantia monetdria informada pelo vendedor ao anunciar seu bem (havendo
até situacdes nas quais o vendedor nem estd realmente interessado em levar o bem ao

mercado): o “preco de oferta” € uma simples expectativa;

* a quantia monetdria pela qual ambas as partes, vendedor e comprador, fecharam

apropriadamente uma transacio: o “preco de compra e venda” € um fato consumado.


https://github.com/fjrcosta/Mestrado_PGMAC
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Salienta-se, assim, essa dualidade da medida monetaria associada a dados de
natureza imobilidria. Podem se referir a um simples preco de oferta (uma etiqueta anexada
ao bem como em qualquer outra mercadoria) ou entdo ao valor efetivamente estabelecido em
uma transacio concretizada. Enquanto o primeiro denota uma quantia monetdria unilateral,
por assim dizer, o segundo é o que deve ser considerado por representar o ponto de equilibrio
atingido por aqueles agentes, naquela conjuntura, e assim melhor indicar o verdadeiro valor de
mercado do bem. Tal peculiaridade acaba por introduzir variabilidade adicional a dados dessa
natureza quando comparados a outros procedentes de experimentos ou ensaios laboratoriais.

Na composicao de uma amostra, nio raras vezes o pesquisador esbarra na
inexisténcia de um nimero minimo de elementos da tipologia desejada que apresentem a
informagao monetéria referente a uma efetiva transagdo e, por essa razao, a amostra final acaba
por apresentar tanto elementos referentes a simples ofertas quanto efetivamente negociados e,
nessa situacdo, a inclusdo de mais uma varidvel torna-se necessaria para realizar a distin¢do.

Vemos com ressalva a composicdo da amostra exclusivamente com elementos
cuja informacdo monetdria € extraida de bases cadastrais, como aquelas mantidas nas
administracOes municipais, tabelionatos e cartdrios visto que ndo necessariamente refletem os
verdadeiros valores envolvidos na transacdo. Nao obstante, tal tipo de procedimento possa
ser utilizado no desenvolvimento de novas técnicas de modelagem, seus valores estimados nao

devem ser considerados reais.
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3 REVISAO DA LITERATURA

Karl Pearson relembra em 1920 ter usado a expressdo “curva normal” como
uma estratégia de natureza diplomatica para evitar uma questao internacional sobre precedéncia
que poderia surgir no uso comum a época da denominagdo “Curva de Laplace-Gauss”, dois
grandes matemadticos e astronomos. Todavia, reconheceu também que a nova denominagdo
poderia levar pessoas a incorrer no erro de entender que as demais distribuicdes seriam anormais
(PEARSON, |1920):

“Muitos anos atrds chamei a curva Laplace-Gauss de curva normal, uma
denominacdo que, se por um lado evitou suscitar a questdo internacional de
prioridade, por outro trouxe a desvantagem de induzir as pessoas a crerem
que todas as outras distribuicdes de frequéncia sdo, em um sentido ou outro,
anormais”

Pelo extensivo uso que doravante serd feito, bem como para se diferenciar do
adjetivo, a “nova denominacdo” de Pearson serd grafada como “Normal” considerando-a como

um substantivo proprio.

3.1 FUNCOES MATEMATICAS E MODELOS ESTATISTICOS

Em 1936, John Maynard Keynes prop0s em sua Teoria Geral do Emprego, do
Juro e da Moeda a seguinte funcdo para o consumo Y e renda X

Y =B+ i X. (3.1)

Para uma determinada renda X; o consumo esperado, representado por Y;, serd
E(Yi|Xi) = fo+ 51 Xi, t=1,...,n.
Nessa fungdo matematica [y e 51 sdo pardmetros desconhecidos em que

* By € o intercepto (um consumo minimo ou autdbnomo é observado mesmo nas
situacdes em que a renda € nula, quase sempre decorrente de programas de assisténcia

governamental);

e (3, é ainclinacdo (reflete a a propensdo marginal a consumir com o incremento da renda

e a ela limitado): 0 < (7 < 1.

Todavia, verifica-se que em boa parte dos fendmenos estudados as relagdes
entre as varidveis ndo sdo exatas. Observa-se sempre a presenca de uma flutuacao aleatdria nos
valores experimentais para um mesmo conjunto de valores assumido pelas varidveis explicativas
como ilustrado na Figura @ Assim, modelos matematicos como o expresso em @ sdo de

aplicabilidade a um reduzido nimero de fendmenos cuja teoria ja se encontra bem sedimentada.
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Figura 3.1: Modelo econométrico da fungdo consumo de Keynes

Despesa de consumo

Renda

Fonte: Adaptado de|Gujarati e Porter| (2011, p. 29)

Diferentemente de uma fun¢do matemadtica, um modelo estatistico exprime
uma relacdo de modo ndo puramente deterministico ao considerar a existéncia de uma

aleatoriedade no processo de geragcao dos dados.
Em geral, modelos estatisticos podem ser classificados segundo seu propdsito

(STASINOPOULOS et al., 2017):

* exploratdrios: propor uma teoria;
 explicativos: confirmar uma teoria;

* preditivos: estimar valores ndo observados.

Assim, a desempenho de um modelo estd diretamente relacionada a sua capacidade explicativa
ou preditiva quando aplicado em um diferente conjunto de dados. A constru¢ao de um modelo

segue algumas etapas bdsicas:

e formulacdo:

— escolha de uma distribuicio de probabilidade compativel com a natureza da

resposta;

— escolha das varidveis a serem incluidas no preditor para explicar a varidvel estudada;

— afuncdo de ligagc@o a conectar a resposta ao preditor.
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* ajuste: estima¢do dos parametros de suas covaridveis;

* validacdo: a verificacdo quanto ao atendimento de pressupostos estabelecidos pela teoria

da formulacao.

Na escolha de um modelo, em detrimento de outros candidatos plausiveis,
busca-se o melhor equilibrio possivel entre a qualidade do ajustamento aos dados, medida por
alguma métrica, a parcimOnia (a “navalha” de William de Ockham |')) e a facilidade de sua
interpretacdo (TURKMAN; SILVA, 2000).

Modelos excessivamente (ou deficitariamente) ajustados aos dados amostrais
(overfitted ou underfitted, respectivamente) devem ser evitados por ndo terem boa capacidade
preditiva (ou explicativa). A variabilidade das estimativas dos parametros e a presenca de viés
afetam os erros associados as estimativas produzidas com esses modelos. Assim modelos
“sobreajustados” embora apresentem um reduzido viés, possuem uma grande variabilidade
ao passo que modelos subajustados possuem reduzida variabilidade, mas um grande viés
(STASINOPOULOS et al., 2017).

Modelos com propdésitos preditivos requerem ainda uma criteriosa andlise
de seus residuos para que os resultados obtidos com sua aplicacdo possam ser considerados
estatisticamente validos (TURKMAN; SILVA| 2000).

3.2 MODELO CLASSICO DE REGRESSAO LINEAR (LM)

Denomina-se por regressio um amplo e crescente leque de técnicas
estatisticas pelas quais se estabelece a relacdo, e € importante salientar a distingdo existente entre
relacdo funcional e causal, entre uma varidvel resposta € uma ou mais varidveis explicativas:
Y = f(X1,Xo, ..., Xy) .

Houve um momento em que Johann Carl Friedrich Gauss considerou sua
descoberta da regressao estatistica como “trivial”. O método era até certo ponto tdo 6bvio que
nao lhe parecia poder ter sido o primeiro a usé-lo e, por essa razao, nao declarou publicamente
sua descoberta, até muitos anos depois (GAUSS, [1857) quando seu contemporaneo Adrien-
Marie Legendre publicou sobre o mesmo método. Neste momento, quando Gauss sugeriu que
ele havia usado antes de Legendre deu-se inicio a uma das mais famosas disputas na historia
da ciéncia sobre antecedéncia em uma descoberta. Gauss acabou por receber a maior parte do
crédito como fundador da regressao.

Em 1886, Sir Francis Galton prop0s no artigo Family Likeness in Stature

expressar por uma fun¢do, a relagdo entre estaturas de pais, seus filhos e descendentes.

"William de Ockham foi um frade franciscano inglés, fil6sofo escoldstico e te6logo, que se acredita ter nascido
em 1285 na aldeia de Ockham na Inglaterra (HAMILTON], [1853| apud PEARSON] [1892). Embora a expressao
“navalha” seja associada ao seu nome, o préprio Ockhan afirma ser aristotélico o principio filoséfico de que a
pluralidade nunca deve ser postulada sem necessidade.
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Nesse artigo, Galton verificou que embora houvesse uma tendéncia de que
pais mais altos tivessem filhos altos e, pais mais baixos, filhos baixos, a estatura média de
criancas nascidas de pais com dada altura tendiam a regredir a altura média da populagdo
na totalidade. Dessa maneira surge, pela primeira vez, a expressao regressao no contexto
estatistico: “E uma regra universal que um descendente desconhecido em qualquer grau de
um determinado homem € mais mediocre que ele” (GALTON; DICKSON, 1886).

A Lei da Regressdo de Galton foi referendada por Karl Pearson (On the Laws
of Inheritance, 1903) poucos anos depois quando ao analisar os dados de milhares de registros
de estatura, tamanho do antebrago e do palmo.

Embora os pais altos tendam a ter filhos altos, a altura média dos filhos de um
grupo de pais altos € menor do que a altura do pai. H4 uma regressao da estatura do filho em
direcdo a média altura de todos os homens. Nas palavras de Galton isso seria uma regressdo a
mediocridade.

Em Correlations and their Measurement, chiefly from Anthropometric Data,
apresentado a Royal Society of London em dezembro de 1888, ele observou aquilo que

conceituaria como co-relagdo ou correlagdo de estrutura:

“Assim, € dito que o comprimento do brago estd correlacionado com o da
perna, porque uma pessoa com um braco longo geralmente tem uma perna
longa, e vice-versa. Se a co-relacdo for proxima, entdo uma pessoa com um
brago muito longo normalmente tem uma perna muito longa; se fosse uma
correlacdo moderada, entdo o comprimento de sua perna normalmente seria
apenas longo, ndo muito longo; e se ndo houvesse nenhuma correlagdo, o
comprimento de sua perna seria, em média, mediocre” (GALTON; DICKSON}|
1889).

Em latim o prefixo “co” equivale a “com, cum” e esse ultimo tem o significado
de colaboracdo com, unido com, em simultaneo. Correlagdo significa, portanto, uma relagcao

miutua entre dois termos, uma correspondéncia.

3.2.1 Modelos Hedonicos de Regressao

Em razdo de sua elevada heterogeneidade, um bem imobilidrio apresenta-
se ao consumidor como um pacote de incontdveis atributos qualitativos e quantitativos que,
reunidos, respondem por seu valor.

Em um processo de compra o interessado pondera de modo intuitivo, segundo
suas convicgdes e necessidades, e promove uma hierarquizacdo desses atributos para facilitar a
comparacao entre dois bens assemelhados e a subsequente tomada de decisdo. Quanto maior
seu entendimento sobre o mercado e o bem, mais detalhada serd esta decomposi¢do. O que o
interessado estd a fazer, nesse momento, nada mais € do que ponderar, atribuir pesos relativos
a cada um dos atributos que escolheu como mais relevantes a formacao do valor, conforme seu

interesse ou conveniéncia.



38

A teoria das fun¢des heddnicas de valor fornece uma estrutura para a anélise
de produtos diferenciados como bens imobilidrios, cujas caracteristicas individuais ndo sdo
observaveis nos dados de mercado. Um bem diferenciado pode ser representado como um
vetor de caracteristicas tendo seu valor como varidvel dependente. De modo implicito, o
valor é expresso por uma funcdo hedodnica que relaciona as caracteristicas (PAGOURTZI et
al., 2003)). Os modelos de regressao linear construidos nessa base tedrica sio denominados
Modelos Heddnicos de Regressao e essa abordagem tem seu uso pioneiro atribuido a Andrew
T. Court (COURT], [1939).

No campo da engenharia de avaliagdes os Modelos Hedonicos de Regressao
ganharam destaque na avaliacdo de precos de residéncias com diversos estudos dentre os quais
os de Ridker e Henning (1967)) e King e Mieszkowski (1973) pela andlise da relagdo dos valores
com o grau de polui¢cdo e composicao social da regido, respectivamente.

Um Modelo Hedbnico de Regressdo para a avaliagdo imobilidria é uma
estratégia de investigacdo baseada na premissa de que um bem heterogéneo pode ser
compreendido em termos de um menor nimero de atributos ou componentes intrinsecos
e extrinsecos (GOODMAN), [1978)), relacionados a satisfacdo que auferem ao interessado,
utilizados como varidveis para explicar seu valor (DUBIN} [1988)).

Alguns atributos sdo de natureza quantitativa e diretamente associados a
caracteristicas mensurdveis do bem como dreas, distancias ou quantidades; outros podem
possuir uma natureza dicotdmica ao se resumirem a presen¢a ou auséncia de uma determinada
caracteristica no bem (DUBIN| [1992); todavia, ha também atributos qualitativos que podem
ser indiretamente relacionados a outras caracteristicas quantitativas do bem que sejam passiveis
de medicao direta como, por exemplo, o padrdo construtivo que pode ser associado ao custo
de construcdo, o estado geral de conservacdo ao grau de depreciagdo ou o relevo ao grau de
inclinacdo do terreno e, por isso, denominadas como varidveis proxy. O uso de um grande
nimero de varidveis demanda o estudo de suas inter-relacdes e, ndo raramente, resultam em
algum grau de multicolinearidade.

A constru¢do de um modelo hedonico de formacdo de valor requer uma
estrutura de varidveis coerentes com o que se deseja explicar e demanda uma andlise
estatistica tdo criteriosa quanto a realizada em um Modelo Cléssico de Regressao Linear para a
confirmacdo do atendimento as hipdteses tedricas subjacentes para s6 entdo se decidir por sua
aceitacdo e poder admitir como estatisticamente significantes e ndo viesadas as conclusdes dele

derivadas.

3.3 MODELOS LINEARES GENERALIZADOS (GLM)

Modelos cléssicos de regressao linear com distribui¢cdo Normal para o erro sdo
de aplicabilidade limitada, pois se restringem aqueles fendmenos nos quais a varidvel resposta

segue, consequentemente, uma distribuicdo Normal e, ndo raras vezes, na etapa diagndstica
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sao detectados afastamentos das premissas admitidas como vélidas na formulagdo tedrica do
modelo.

Em 1972 John Nelder e Robert Wedderburn (NELDER; WEDDERBURN)|
1972) apresentam uma nova classe de modelos estatisticos que generaliza o modelo linear
cldssico e inclui muitos outros modelos tteis em andlise estatistica como os modelos log-
lineares para a andlise de dados na forma de contagens; “probit” (probabilit unit) e “logit”
(logistic unit) para dados na forma de propor¢des; modelos para dados continuos com erro
padrao proporcional constante e os modelos para dados de sobrevivéncia.

A classe proposta decorre de desenvolvimentos que perpassam dois séculos
(NELDER; MCCULLAGH, 1989 apud LINDSEY/, 1997) dos modelos cléssicos lineares como
a varidvel Normal com ligacdo identidade (Legendre e Gauss no comeco do séc. XIX); a
andlise de variancia no delineamento experimental (Ronald A. Fisher nos anos de 1920 a 1935);
a funcdo de verossimilhanga (Ronald A. Fisher em 1922); os ensaios de dilui¢do: varidvel
binomial com ligacdo complemento “log-log” (Ronald A. Fisher, 1922); a familia exponencial
de distribui¢des (Ronald A. Fisher, 1934); a andlise de varidveis binomiais sob ligacao “probit”
(Bliss, 1935); a andlise de proporc¢des sob ligacdo “logit” (Berkson, 1944; Dyke and Patterson,
1952); a andlise de itens: distribui¢do de Bernoulli sob ligacao “logit” (Rasch,1960); andlise de
dados de contagem (Birch, 1963); as superficies de resposta com polindmios (Nelder, 1966) e
a andlise de sobrevivéncia (Feigl and Zelen, 1965; Zippin e Armitage, 1966; Glasser, 1967).

Um aspecto importante na generalizacdo proposta € a presenca, em todos
os modelos, de um preditor linear: uma combinagdo linear das covaridveis explicativas da
resposta. A existéncia de um preditor linear possibilita estender, a esta nova classe de modelos,
conceitos de regressdo linear cldssica e modelos de andlise de variancia, na medida em que se
referem as estimativas de parametros em um preditor linear (NELDER; MCCULLAGH, |1989)).
De modo adicional, esta nova classe também propde uma maior flexibilidade na relacdo entre a
resposta e o preditor pela ado¢ao de uma funcao de ligacao.

Os Modelos Lineares Generalizados tratam, pois, de duas novas situacoes
de natureza menos restritiva quando comparadas ao Modelo Classico de Regressdo Linear: a
resposta pode proceder de outras distribui¢cdes que nao a Normal e a relagdo entre a resposta e
as varidveis independentes ndo necessitam ser identicamente lineares.

Um importante conceito unificador, introduzido nesta nova classe de modelos,
¢ o da familia exponencial de distribui¢cdes, uma classe de distribuicdes na qual, dentre outras,
incluem-se as distribui¢des Normal, Binomial, Binomial Negativa, Gama, Poisson, Normal
inversa, Multinomial, Beta, Logaritmica, familia estudada de modo pioneiro e independente
por Bernard Koopman (1936), Jim Pitman (1936) e Georges Darmois (1935) (BROWN;, 1986).
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3.4 FUNCOES DE SUAVIZACAO PARA METODOS NAO PARAMETRICOS

A andlise de regressdo € uma técnica estatistica amplamente utilizada para
predizer uma resposta a partir de um conjunto de varidveis explicativas que pode ser
categorizada em trés grandes grupos: paramétricas; nao paramétricas e semiparamétricas.

Modelos Lineares, Modelos Lineares Generalizados e Modelos ndo Lineares
sdo exemplos de regressdes paramétricas, pois a funcio que descreve o relacionamento entre a
resposta e as covaridveis € conhecida. Todavia, uma caracteristica bastante comum em dados
reais € a complexidade nas relacdes entre a resposta e as covaridveis e, em muitas dessas
situacdes, o comportamento dos preditores ndo segue um modelo probabilistico suficientemente
flexivel para descrever a relacio (PRICE, |2018).

Uma varidvel aleatéria X segue um determinado modelo paramétrico Fj se
sua funcdo de distribuicdo de probabilidade pertence a alguma familia de distribuicdes com

vetor de parametros 6 de dimensdo finita k tal que
X~FeFo={F:0c0OCRY,

em que ® é o espaco paramétrico k-dimensional.

Métodos ndo paramétricos formam um amplo conjunto de técnicas distintas
orientadas aos dados (data-driven) e diferem dos paramétricos (model-driven) no aspecto de que
a forma da relacdo funcional entre a resposta e as covaridveis nio € predeterminada e pode ser
ajustada de modo a capturar flutuacdes inesperadas dos dados. A média da resposta € modelada
como uma funcio suavizadora ndo especifica de covaridveis.

Os métodos semiparamétricos combinam modelos paramétricos € ndo
paramétricos e sdo utilizados nas situagdes que um modelo totalmente ndo paramétrico pode
ndo funcionar bem devido a sua sensibilidade a outliers ou quando um modelo paramétrico é
conhecido, mas a distribuicdo dos erros nao. Esta é uma configuragdo particularmente ttil ao
trabalhar com problemas cientificos complexos.

Nao obstante a importancia dos métodos paramétricos, observou-se nos anos
de 1980 um ressurgimento do interesse pelas chamadas técnicas de suavizacdo da dispersdo
(GREEN; SILVERMAN| [1994).

Suavizadores de dispersdo (scatterplot smoothers) desempenham um
importante papel na andlise estatistica ao possibilitar expressar as tendéncias da relacdo entre
uma varidvel resposta € uma ou mais varidveis explicativas sem, para isso, assumir alguma
forma funcional paramétrica nessa dependéncia (STASINOPOULOS et al., 2017).

Considere n observagdes de uma varidvel resposta Y = (yy,...,y,)" € uma
tnica varidvel explanatéria X = (x,...,,)T. Um suavizador de dispersdo univariado pode

ser expresso formalmente como um modelo estatistico (WOOD), 2017)

f(x) =E(Y|z)
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ou, de modo equivalente, como
yi = flz)+e 1=1,...,n.

A maioria dos métodos ndo paramétricos assume f(-) como o componente
sistematico, uma funcao arbitrdria que se assume existir € que possua, em algumas situacoes,
propriedades conhecidas como continuidade e suavidade e £; como o0 i-ésimo componente
aleatdrio tal que ¢; N (0,0?) (WOOD, [2017), podendo ser essa tltima premissa relaxada
(REGUERA| 2021)).

3.4.1 Splines

O termo spline remete ao nome dado a dispositivos semirrigidos utilizados
para auxiliar o desenho de curvas, uma barra flexivel delgada feita de madeira ou algum outro
material eldstico, colocado na folha de papel milimetrado e mantido no lugar em véarios pontos
por meio de certos objetos pesados chamados “cdes” ou “ratos”, como para assumir a forma da
curva que desejamos desenhar (SCHOENBERG, [1945)), como ilustrado na Figura[3.2]

Figura 3.2: Um conjunto de spline e ducks

\ =

Fonte: Imagem publica disponivel na WWW

Um spline €, essencialmente, definido como sendo uma funcdo construida
por fungdes polinomiais em partes as quais impde certas restri¢des nos pontos de unido dessas
(n6s) com o propdsito de lhe assegurar um padrdo suave. Assim, uma fungdo real f(x) definida
para todo x € R é um spline de grau k e denotada por II;(z) se ela apresenta as seguintes
propriedades (SCHOENBERG, [1945))

* ¢ composta por “arcos polinomiais” na maior parte de grau k — 1;

* f(z) é uma funcdo da classe Ck=2:je., possui k — 2 derivadas continuas;

* 0s Unicos possiveis pontos de juncdo desses arcos s@o os pontos inteiros x = n (se k for

par) ou x = (n+1)/2 (se k for impar).
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A mais comum das aproximacoes polinomiais por partes € a que se vale de
polindmios cubicos estimados entre cada par de nds sucessivos: o spline cibico. Dada a fungao
f definida em [a, b] e em um conjunto de nés a < t; <ty < --- < t, < b, um spline S para f é
uma fun¢do que satisfaz as seguintes condi¢des (BURDEN; FAIRES; BURDEN, 2017):

* S(z) é um polindmio cubico, denotado S;(x), no subintervalo [z;,x;1] para cada
j=0,1,---,(n—1);

Sj(z;) = f(z;) e Sj(zjs1) = f(xj41) para cada j = 0,1,---,(n — 1) (spline

interpolador);
* Sjy1(xjr1) = S;(zj41) paracada j = 0,1,--- , (n — 2) (continuidade nos nds);
. S;-H(xjﬂ) = S;-(:cjﬂ) paracadaj =0,1,---,(n — 2) (continuidade da inclinacao);
. S;-/H(xjﬂ) = S;-/ (j41) paracadaj =0,1,--- , (n — 2) (continuidade da curvatura).

Impondo-se condigdes de contorno naturais: S (z9) = S (z,) = 0, o spline
cubico serd denominado natural e a curva final tem a forma de uma reta depois que passa pelos
pontos de interpolacdo mais proximos de suas extremidades. Tal imposicao resguarda o spline
de oscilagdes bruscas nos limites do intervalo.

Na Figura [3.3] expomos o ajuste de dados de um estudo antropométrico
realizado com 892 mulheres com menos de 50 anos em 3 aldeias do Gabao, na Africa
(disponiveis na biblioteca MultiKink (WAN; ZHONG, [2020)), na forma desses dois tipos de

splines.

Figura 3.3: Ajuste de splines ctibicos (nds arbitrados em: 5, 10, 20, 30 e 40)

30-

20- . . .
. ° ° ° - ° ° ° .

10-

Medida da dobra epitelial sob o triceps (mm)

0 10 20 30 40 50
Idade (anos)

Tipo de spline Spline cibica == Spline cubica natural

Fonte: Préprio autor
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Observa-se que os splines cubicos dependem dos nds e assim, algum critério
para a escolha da quantidade e sua localizagcdo € necessario.

Regueral (2021) afirma ser mais importante a escolha da quantidade que a
posicdo dos nos e sugere, como escolha inicial, que a quantidade de nds ¢ sejatalque 3 <t < 7.
Pode-se também determinar a quantidade de nés pela comparagdo dos ajustes efetuados sob
diferentes quantidades de &k usando-se algum critério, como o AIC. Quanto a posi¢ao, de modo
usual, adota-se os postos de medidas separatrizes.

Seja Sla, b] o espaco de todas as fun¢des f definidas em [a, b] que possuem
duas derivadas continuas. |Reinsch| (1967) demonstra que um spline cibico natural é a mais
suave das fungdes f € S[a, b] que interpola os pontos tendo nés definidos em t;.

Depreende-se por tal propriedade que splines cubicos naturais possam
constituir uma boa base para a geracdo de funcdes suavizadoras para modelos estatisticos
(WOOD, 2017) e uma das bases que podem ser usadas para se gerar um spline ctibico pode

ser expressa em termos de polindmios truncados

T
f(x) = Boo + Borx + Boaz® + Bosz® + Z Br(z — bt)SH(ﬂc —by),
=1

em que H(z — b;) é a fungao degrau (fungdo de Heaviside) dada por

1 sex >0,
H(x) =
0 caso contrario.

Expressar uma fun¢do suavizadora desconhecida na forma de uma
combinacdo linear de fungdes conhecidas que formem uma base f(z) = £1b1(x)+- - -+ Bpb,(2)

possibilita a estimagao dos coeficientes por meio da resolucdo de um sistema linear

U1 b1($1) bz($1) bp($1) Bo €1
Y2 - bi(z2) ba(z2 bp(% B + €2
Unl gy L0r@n) balan) o bplan)  J LB L]

A estimacdo do vetor 3 passa pela minimizagdo da soma dos quadrados dos

residuos (SQR):
n p 2
SQR = Z [yi - Z ﬁpbp(xi)] ou
i=1 j=1
B = argming|ly — BPII’,
em que B = [b;;] é denominada como matriz das bases e a estimativa do vetor B reside,

essencialmente, na solu¢do de um problema de regressdo linear dada por



44

B=(B"B)"' B'y.

3.4.2 B-splines

O termo B-spline, uma abreviacdo para splines de base (Basis splines), foi
proposto por Schoenberg (1945) e refere-se a uma classe de fungdes estritamente locais
definidas por sua ordem m e nimero de nds internos /N (mais dois nos extremos: nos finais).

Bases formadas por B-splines fornecem uma alternativa numericamente
superior as bases de poténcias truncadas, visto que suas fungdes assumem valores diferentes
de zero apenas em um reduzido nimero de nés. De modo usual, a referéncia que mais se
verifica é a de B-splines de ordem m como aqueles compostos por polindmios de grau (m — 1)
e assim, uma base de B-splines composta por splines ctbicos é de ordem m = 4 (RACINE,
2019).

No desenvolvimento subsequente do tema, vdrios autores propuseram B-
splines como base conveniente para problemas de interpolacdo e suavizacdo por splines com
no6s fixos (COX, 1972) por estarem definidas apenas em intervalos especificos: cada funcao da
base é ndo nula apenas sobre um intervalo compreendido entre (m + 3) nés adjacentes.

O perfil de suavizagdo resultante estd diretamente relacionado com o
arbitramento do grau, do nimero de pontos de controle (parametros) e seu posicionamento. Nao
¢ imprescindivel que os pontos de controle sejam equidistantes como em B-splines uniformes
(STASINOPOULOS et al., 2017); ndo obstante Yu e Ruppert (2002) recomendem que assim
sejam e fiquem posicionados nos quantis da varidvel preditora. |Vanegas e Paula (2015)
mencionam um valor padrdo (default) de uma rotina computacional associada aos splines
penalizados (P-splines): n'/* + 3.

Sejat = {t;|i € Z} uma sequéncia ndo decrescente de nimeros (t; < t;;1)

tais que

to <t <--- <ty <1Iny1

Pela natureza recursiva de sua estimacdo definida por |De Boor (2001),

estabeleca um conjunto ampliado de nés na forma

pela anexacdo de n = m — 1 vezes os nds limites inferior e superior.

Reindexando-se para o primeiro elemento do conjunto ampliado de nds de
modo que os N + 2m nés t; agora passem a ser indexados por ¢ = 0,..., N + 2m — 1,
para cada um dos nés ampliados ?; pode ser definido um conjunto de fun¢des reais I3; ; com
7 =20,1,...,n (sendo n o grau das bases B-spline), da forma (RACINE, [2019)
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Biji1(z) = aiji1(z)Bij(w) + [1 — aig141(2)] Biy1j(),

com
I set; <x <,
Bio(z) = .
0 caso contrario.
e onde
r—t1
= se tiy # i,
i j(z) = ¢

0 caso contrario.
Assim:

* especificamente para a forma recursiva acima define-se %o = 0;

o vetor t € denominado vetor de nds e cada elemento seu € um no;

a fungdo B; ; € a i-ésima fungdo B-splines da base, de ordem j;

* para qualquer valor ndo negativo de j, o espago vetorial V;(t sobre R, gerado pelo
conjunto de todas as fungdes B-splines da base de ordem j € B-spline de ordem j; ou
seja, B-spline V;(t) = span{B; ;(x)|i =0,1,... } sobre R;

* qualquer elemento de V;(t) € um B-spline de ordem j;
* K ¢é a dimensio da base do B-spline (K = N + m).

A Figura |3.4| apresenta um B-spline de ordem m = 4 composta por 7 splines
cubicos denotados como By 3; B 3; Ba 3; B3 3; By g; Bs 3; B 3 estimado sobre o vetor ampliado
denés t = (0;0;0;0,25;0,50;0,75; 1; 1; 1) tendo trés nds internos fixados em 0,25, 0,50 e 0,75
mais dois nds extremos em O e 1.

Um B-spline de ordem m = n 4 1 € a curva paramétrica composta pela

combinacdo linear das bases B-splines B; j(x) de grau n dada por

N+m
f@) =Y BiBin(x), € [to,tnl, (3.2)
i=0
A estimacgdo do vetor 3 = (31, ..., Bnim passa pela minimizagdo da fungao:
n N+m 2
SQR =) [yﬂ‘ - @Bi,n(xﬂ] = |ly — BBI|%, (3.3)
j=1 i=1

em que By, ) € denominada matriz das fun¢des da base e cujos elementos sdo os valores

avaliados dessas fungdes em cada observacdo e assim, a solucdo da Equagdo (3.3)) reside,
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Figura 3.4: Base B-spline de ordem m = 4

Base composta por 7 B-splines cubicos

1.0
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0.6

Valor avaliado de cada base
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0.2

0.0

T T T T T T
0.0 02 %4ntervalo: [0,1]°-° 08 10
(n6s internos em: 0,25; 0,50; 0,75)

Fonte: Préprio autor

essencialmente, em um problema de regressao linear e a estimativa de minimos quadrados para
3 é dada por

B=(B"B)"'B"y.

Funcdes assim estabelecidas constituem bases para se gerar o espaco vetorial
de fun¢des ndo conhecidas a priori. O nimero de fungdes da base determina o quio exata sera
a aproximacao realizada pelo spline; todavia, a adocao de uma base de ordem mais elevada do
que o necessdario resultard em overfitting dos dados e ndo somente a tendéncia geral estard sendo
modelada por f(x) mas também os erros.

3.4.3 Splines penalizados (P-splines)

O uso de B-splines como base na estima¢ao de um spline suavizador requer
que alguns parametros sejam arbitrados de modo preliminar, como o grau da fun¢do que se
deseja avaliar; a quantidade de nds e seu posicionamento.

Uma maneira informal de se olhar para os splines penalizados é dar o
papel principal aos parametros, com os B-splines meramente adicionando a ‘“‘carne aos
ossos” (EILERS; MARX; REGUERA| 2015)). Esses parametros de ajuste t€m um impacto
determinante no perfil de suavizacdo do spline resultante: um grande nimero de nds implica
em alta flexibilidade do spline mas, por vezes, muito além daquela necesséria para modelar a

tendéncia da resposta e assim resultar no sobre-ajustamento (overfitting) aos dados. Equivale
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dizer que tanto a tendéncia quanto os erros serdo suavizados pela Equacao (3.2)); por outro lado,
um reduzido nimero de nés pode resultar em uma estimativa imprecisa e enviesada.

Realizar esse controle pela imposi¢do de uma penalidade na minimizagdo da
soma dos quadrados dos residuos (SQR) requer que alguma medida de aspereza seja utilizada
como padrao da cuva da funcao final estimada e o quadrado integrado da segunda derivada tem
sido a mais usada (HANDSCOMBI, [1966) e (REINSCH, 1967|apud EILERS; MARX 1996).

A imposi¢do de uma penalizacdo evita os problemas relacionados a selecdo
de nés a partir de um conjunto maximal de nés com a complexidade do ajuste sendo regulada
pelo parametro de suavizagdo. Assim, deve-se buscar, dentre todas as possiveis fungdes com
duas derivadas continuas, uma que minimize a soma penalizada dos quadrados dos residuos
(HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN; [2009))

n

SQR(f,)\)Ziz:;[?/z‘—f(%)] +A/[f ("”)} dr. 34)

A primeira estrutura em (3.4), quadrado médio dos residuos, é a medida da
proximidade do ajuste aos dados pela fun¢@o de suavizacdo f(-) enquanto a outra estrutura
apresenta a segunda derivada da func¢do f em relacdo a x como a medida pontual da curvatura
da funcdo, elevada ao quadrado posto ndo ser relevante se é concava ou convexa, integrada
por toda a faixa de valores de x para expressar quao curva é no intervalo, multiplicada pelo
pardmetro de suavizacdo A > (.

Essa segunda estrutura, ao ser adicionada a primeira, estd aplicando uma
penalizacdo a SQR baseada na curvatura da fungio e assim, se A — 0, a fun¢do f pode ser
qualquer uma que interpole os dados, um spline interpolador que ird passar por todos os valores
;. Se A — 00, a funcdo serd idéntica aquela de uma regressao linear estimada por minimos
quadrados, como ilustrado na Figura[3.5]

Para quaisquer valores intermedidrios do parametro de suavizacdo A, f serd
uma funcdo que se mostra equilibrada entre aproximar todos os pontos tendo uma baixa
curvatura.

Segundo Hastie, Tibshirani e Friedman (2009), pode-se demonstrar que o
critério estabelecido em tem como unico e especifico minimizador de dimensao finita,
um spline cibico com nés em cada valor Unico z;, ¢ = 1,...,n. Para mais detalhes, ver em
Green e Silverman| (1994).

Assim, sendo f(-) em 1} um spline cubico, poderd ser expresso na forma
flx) =" Bj(z)8,
j=1

em que B;(x) sdo um conjunto n-dimensional de fungdes de base B-splines ctibicos da familia

dos splines naturais.
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Figura 3.5: Efeito do parametro de suavizacdo \: equilibrio entre wiggliness e smoothness da
funcao de suavizagdo estimada

w
o
]

A=1e-04
MSE = 14.42592 °
A =100 °

MSE =16.08419 e

Medida da dobra epitelial sob o triceps (mm)
= N
o o

0 10 20 30 40 50
Idade (anos)

Fonte: Préprio autor

P-splines (penalized splines) propostos por Eilers e Marx| (1996) contornam
a dificuldade no cdlculo ao usar como penalizagdo as diferencas finitas de ordem superior entre

os coeficientes de B-splines adjacentes como, por exemplo, para ordem 2:

PR (1 -2 1 0 0 0 .. gl

1— 202 3 2

Ba — 285 + B 0 2 0 Bs
=10 -2 0

Bs — 284+ B 0 0 1 9 1 B

: : Bs

Essa abordagem reduz a dimensionalidade do problema, anteriormente da
ordem do numero de observacdes, para o numero de B-splines, apresentando mais estabilidade
numérica e maior facilidade de implementagao e os coeficientes da funcdo pretendida podem

ser obtidos pela resolucao do sistema matricial
ly — XBII* + 28" D" Dp,
em que S é uma matriz de diferengas de ordem (geralmente 2).

Escrevendo-se S = DT D e denotando-a como matriz de penalizagio, a

estimacao do vetor 3 passa pela minimizagao da fungao:
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B = argming [|ly — XBII* + A8"SB] ,
cuja solugdo reside em um problema de regressao linear:
B=(XTX +28) X"y

para um valor fixo de lambda.

Uma das maneiras de se determinar o melhor valor para o pardmetro de
suavizagdo \ € pela validacdo cruzada (leave one out) dos resultados das sucessivas soma de
quadrados dos residuos para diferentes valores desse pardmetro (GOLUB; HEATH; WAHBA,
1979).

Nesse procedimento deixa-se, a cada ciclo, um ponto (z;, y;) fora do conjunto
e avalia-se seu valor pelo spline ajustado ao conjunto de observagdes restantes e calcula-se
assim a soma dos quadrados médios dos residuos sob um valor inicial arbitrado para .

Repetindo-se para outros valores de A o valor ideal serd o que apresentar
a menor média da soma de quadrados de residuos penalizados (HASTIE; TIBSHIRANI;
FRIEDMAN] 2009)

n

1 c 2
=1
Nos P-splines os n6s estdo posicionados de modo equidistante, ndo obstante

alguns autores recomendem posiciond-los nos quantis da varidvel. Quanto a quantidade,

Reguera (2021) cita como regra comum min[40, (YA nicos dex ],

3.4.4 Thin plate splines

Vérias é4reas do conhecimento como demandam andlise e modelagem
estatistica da variabilidade e incerteza de dados coletados sobre um dominio espacialmente
delimitado e os valores observados da varidvel em estudo encontram-se georreferenciados.

Como exemplo, temos as citadas por|De Bastiani| (2016)):

* ciéncias ambientais: geologia (teores de minerais componentes do solo); hidrologia;

climatologia; ecologia; oceanografia ou agronomia;
* ciéncias socio-econdmicas: geografia humana; econometria ou planejamento urbano;
* ciéncias médicas: epidemiologia.

Thin plate splines foram propostos como solucdo geral para modelagem
de relacdes complexas entre preditores continuos e a varidvel resposta, situacdes nas quais

se deseja estimar uma fun¢do suavizadora baseada em mudltiplas varidveis preditoras, uma
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generalizagdo para espacos vetoriais gerados por dois ou mais splines (DUCHON, 19777 apud
WOOD, 2017).

Sejam zq, .. ., z, observacdes da altura de uma superficie tomadas nos pontos
t1 (21, Y1)+ s tn(Tn, Yn), EM Que ¢y, . . ., T, s30 pontos em R%. Um modelo observacional para

esse fendmeno pode ser expresso na forma:
zi=g(t)+e 1<i<n,

em que z; € o valor observado na i-ésima localizacdo, €; sdo componentes aleatorios usualmente
associados a erros de medicdao admitidos ndo correlacionados e g € a func@o de interesse que
retorna as estimativas z;.

Thin plate splines sdo construidos tendo fun¢des radiais como base, as quais

sdo fungdes de valores reais ¢ : [0, 0o] — R definidas em termos da distincia a um certo ponto

ta,y) = 3¢ (Ve =27+ (= vo?)
— o¢(|[t — el
= 5C(r)

em que ¢ é um ponderador, ¢ = (z., y.) sdo as coordenadas do centro e r = ||t — c|| a distincia
euclidiana de qualquer ponto em R? a c.

Assim, os valores de uma fun¢do radial dependem apenas de uma distancia
entre o valor de entrada e algum valor fixo de referéncia para operarem a transformacao e, por
esta razdo, apresentam a propriedade de serem invariantes a todas as transformacgdes euclidianas
(translagdes, rotacdes e projecoes).

De particular interesse para os thin plate splines sdo as funcdes radiais da

familia dos splines poliharmdnicos
¢(r) = r*log(r).

Quando aplicadas a um espago vetorial ||.|]| : V — [0,00] a funcdo
¢ = ((||t — ¢||) é denominada como um kernel radial centrado em c.

Uma fungdo radial e seu kernel radial sao denominadas como fung¢des radiais
de base se, para qualquer conjunto de nés {tx}}_;, os kernels ((t1),((t2),...,((t,) forem

linearmente independentes e a matriz definida por

C(lltr = tall) Itz = tall) - C(l[tn = al])
C(lltr = tall) - CCllt2 = t2ll) - C([[tn = tal])

Clltr = tall) €Itz = 2all) - CUltn =2l ],

for ndo singular.
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Para uma defini¢do formal de thin plate splines admita uma fung¢io radial ()
na forma (GREEN; SILVERMAN; 1994)
¢(r) = Lr2 log r* r > 0;
167 ’
¢(r) =0 r=0 (3.5)

e considere ¢; como j fungdes que geram o espago d-dimensional de todos os polindmios de
grau menor que m e, dessa forma, uma base para representar qualquer ponto t(x,y) em R>
pode ser composta por trés fungdes ¢ (x,y) = 1, ¢o(z,y) = x e ¢3(x,y) = y que permitem
expressar qualquer ponto como uma combinagdo linear de seus valores.

Define-se a matriz T'(3 ,) com elementos ¢ z) = ¢; (t;,) em que ty, € 0 k-ésimo

ponto com coordenadas (zy, yx) na forma

e expressa-se a norma euclidiana do vetor t como ||¢||? = ¢T¢t.
Uma funcdo g(t) € um thin plate spline sobre o conjunto de pontos

t(x1,91), - - s tn(Tn, Yn) em R? se, € somente se, for expressa na forma

3

9(t) = >0 (It = ll) + D a;65(0), (3.6)

J=1

em que ¢;(t) correspondem a fungdes que geram R? e ((||t — t;||) sdo as fungdes radiais
avaliadas nas distancias euclidianas entre um ponto qualquer ¢ € os demais pontos observados
t; (pontos de controle), ponderadas por d; para modelar as nao linearidades nao ajustadas pelas
funcdes ¢.

Uma interpretacdo menos formal é que os coeficientes (a1, as, a3) definem o
plano que melhor aproxima quaisquer pontos (x,y) dos pontos de controle (x;,y;) e a funcdo
radial aplicada as distancias euclidianas (||(z,y) — (x;, ¥;)||), ponderadas por ¢;, expressam o
afastamento de um ponto qualquer a todos os pontos de controle.

Para a estimac@o dos vetores coluna d = 41, ...,9, € @ = ay, as, as, define-se

a matriz E, ,) com elementos
Eqz = (It = 1), (3.7)

e E( ;) = 0, tal como exposta em (3.5)).

Impondo-se as igualdades

=1 i=1 =1
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equivalente a se escrever matricialmente 7" = 0, segue-se (GREEN; SILVERMAN] 1994)
Zécut—tu +Zak¢k = (BE§+T"a);,

equivalente ao sistema matricial

tr=tll o i =tll T oo ow| [a]  [z]
Cltw —tall oo Clltn = tall 1 @0 yu| |6, _ | #n
1 1 0 0 0 ax
x1 T, 0 0 0 az
Y1 Yn 0 O 0 _CL3_ LV
E | T"| |6 z
. = , (3.9)
T | O a o

em que Fy jy = C(||(z5,4:) — (x5,9;)|]), a i-ésima linha de T' é (1, z;,y;), 0 é uma matriz de
zeros com dimensdo 3 X 3, o € um vetor de zeros com dimensao 3 X 1 e z € um vetor coluna
dos valores estimados 21, . .., z,.

As condi¢des impostas asseguram o crescimento quase linear do thin plate
spline a medida que a norma cres¢a e também asseguram que o sistema linear a ser solucionado
tenha nimero de equagdes igual ao nimero de incégnitas, independentemente do nimero de
pontos de controle.

Para a estimac@o da mais suave das fungdes tal que y; = ¢g(t;) para
¢ = 1,...,n torna-se necessdrio, antes, definir um funcional para penalizagdo.

Para os suavizadores unidimensionais o funcional foi definido baseado na
medida das oscilacdes da funcdo suavizadora em termos do quadrado integrado de sua
segunda derivada. Na situacdo bidimensional, por analogia, o conceito serd o de quantificar
o “empenamento” de uma superficie pela defini¢do de um funcional Jiy(g).

O funcional Jy)(g) mede as ondulagdes de g (sua curvatura no espaco) e
escrito em termos das coordenadas de um ponto em R? pode ser expresso como (GREEN;
SILVERMAN; 1994):

o= [ [ |2 2 () + (58) o

Segundo |Green e Silverman (1994), Jj (g) serd finito e o quadrado das

segundas derivadas de g integrdveis em R? se, € somente se, g(t) for um thin plate spline

natural. Se ¢(t) é um thin plate spline natural, entdo por (3.7) e (3.8) segue-se

J[Q](g) = 5TE5
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Observa-se que o funcional Jjy(g) possui uma interpretacdo pratica. Ele
quantifica a energia necessdria para se empenar uma chapa fina e eldstica quando se tenta
lhe dar conformacdo de uma fungdo g. Quanto maior a curvatura necessdria para acomodar
grandes flutuacdes locais de g , maior serd a energia requerida nesse processo (GREEN;
SILVERMAN, 1994) e assim, dependendo da rigidez mecanica dessa chapa, o resultado podera
oscilar entre uma superficie plana (uma chapa muito rigida, mantendo a analogia explicada) ou
uma superficie bastante irregular seguindo as vari¢des de g (uma chapa mecanicamente muito
flexivel).

Assim, a estimagao de g € realizada pela minimizacao da soma dos quadrados

dos residuos penalizados

1 [y — g(t))* + A + /§/T [(%)2 +2 (Qi’ng) + (%)1 dxdy,

ly; — g(ti)]Q + Aj(9).

NE

SQR(g, \) =

(2

hE

=1

(3.10)

Observa-se em que, se A = 0, ndo serd imposta nenhuma penaliza¢io
e, em termos da analogia mecanica estabelecida, a chapa serd muito flexivel e se empenara de
modo a se aproximar de uma interpolagdo dos pontos y;. Para A = w (w # 0) uma penalizagio
serd imposta e, ainda sob a mesma analogia, a chapa serd um pouco mais rigida e exibird uma
curvatura menos oscilante, deixando de interpolar todos os pontos e exibindo uma tendéncia
geral das observagdes.

O sistema matricial expresso em (3.9) apresenta solugdo tnica, considerando
que a matriz composta por E, T' e 0, de dimensdes (n + 3) x (n + 3), € de posto completo (ndo
singular) (GREEN; SILVERMAN, |1994)).

Assim, o thin plate spline expresso por (3.6) que minimiza a soma de

quadrados penalizados em (3.10) pode ser expresso como
gt) = (Y —E§ —TTa)"(Y — E6 — T a) + \6"ES.

Green e Silverman| (1994) demonstraram que as estimativas 5 e a sob um

pardmetro de suavizacdo fixo A sdo tnicas e obtidas pela resoluc¢do do sistema matricial

I_E2+)\E | ETT_I | H - [E] .

[ TE | TTTJ T

N

a

A dificuldade inerente a resolu¢do desse sistema € o custo computacional
envolvido, visto que fungdes suavizadoras estimadas com essa base tém tantos parametros

desconhecidos, quanto observacdes ou, estritamente, seu nimero de combinagdes Unicas.
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3.4.5 Thin plate regression splines

Wood| (2003) propds uma elegante solugdo para se reduzir a complexidade da
estimagdo imposta pelo uso de tantas funcdes na base ao demonstrar que, pela decomposi¢cdo
da base integral do thin-plate spline ao tomar apenas k autovetores com k maiores autovalores
e com estes criar uma base truncada para o suavizador desejado (low rank smoother), o espago
vetorial gerado conseguia preservar muito da base original com dimensionalidade bastante
menor (WOOD, 2017). A implementacdo computacional dos thin plate regression splines

encontra-se disponivel na biblioteca mgcv (WOOD, |2022) escrita em R (R Core Team) 2021]).

3.4.6 Splines de produto tensor

Thin plate splines sdo invariantes sob rotacdo e translacdo e essa é uma
propriedade desejdvel ao modelar uma func¢do suavizadora que tenha coordenadas geogréficas
como covaridveis (especificamente neste contexto, esta propriedade € usualmente denominada
isotropia).

Todavia, existem diversas outras situagdes nas quais as variaveis usadas como
argumentos na fun¢do suavizadora sao medidas em diferentes unidades como, por exemplo,
nas situacdes com coordenadas espaciais e temporais e nessas a importancia relativa implicita
da suavidade no tempo (medido em horas) versus suavidade no espaco (medido em metros)
serd muito diferente de uma outra situacdo na qual as unidades de medida forem anos-luz e
nanossegundos (WOOD), 2017).

O produto tensor de familias unidimensionais de suavizadores € uma outra
abordagem destinada a gerar fungdes suavizadoras em espacos de maior dimensdo e as
referéncias inciais a splines assim construidas remontam a De Boor (2001)).

Para fins de simplificagdo considere uma area retangular 7' x U em R? em
que T e U sdo intervalos em R.

Dadas duas fungdes suavizadoras unidimensionais f e g definidas em
TeU:{f;,:51=12,....,c1}e{gj, : j2=1,2,..., g2} respectivamente, tais que f : " — R
e g : U = 'R, o produto tensor de splines é o conjunto de todas as combinagdes lineares geradas
sistematicamente a partir do produto tensor de todas as combinagdes lineares possiveis de
fungdes suavizadoras unidimensionais e resulta em funcdes suavizadoras de espacos de maior
dimensdo (GREEN; SILVERMAN; 1994), representado por

q1 q2 q1 q2
ff,g(t7 u) = Z 67“ Z 5Tj1 fj1 ® Z €329, = Z Z ajfj1 ® Gjs (5
; =1 =1 =1 o=1

em que o indice j denota o par (j1, j2) € as ¢1¢2 fungdes f;, ® g;, sdo linearmente independentes
e formam uma base para G. O produto tensor de f por g é definido como a operagdo f ® ¢ :
T x U — 'R definida por

(f®@g)(t,u) = f(t)g(u),


https://cran.r-project.org/web/packages/mgcv/index.html
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em que ® € o operador do produto Kronecker.
Para o desenvolvimento de uma fungdo suavizadora a partir de trés outras

fungdes suavizadoras de distintas varidveis, estimadas a partir de distintas bases como

Zazaz fz Z5zdl ;€ fv Zﬂkbk

em que «;, 0y, Oy sdo os parametros e a;(x), d;(z), br(v) sdo as fungdes de suas bases, considere
converter f,(x) em uma fungdo suavizadora baseada em z e 2.

Para tanto, € necessario que f, varie suavemente com z, o que € conseguido
permitindo-se que seu parametro «; varie suavemente com z. Expressando-o em termos das

combinacdes lineares da base usada para gerar 2 tem-se
L

Q; = E 5ildl(2)
=1

e a fung@o convertida nessa etapa passa a ser expressa por

for(2,2) = Zz%dl Jai(z). (3.11)

=1 [=1

Na sequéncia, uma fun¢do suavizadora de z, z e v pode ser criada permitindo
que f,. varie suavemente com v e, de modo andlogo, isso € feito permitindo-se que os
pardmetros de f, . variem suavemente com v. Expressando-a na forma semelhante a (3.11))

(WOOD, 2016) tem-se
I L K

oo, 2,0) = Bubr(v)di(2)ai(x). (3.12)

1=1 I=1 k=1

Wood (2017) demonstra que para qualquer observacao z, z € v em particular
ha uma unica relacdo entre a matriz de delineamento B da funcdo suavizadora f,,, € as
matrizes de delineamento das fun¢des suavizadoras marginais B,, B, e B, avaliadas na mesma

observacao

B;=B, ©®B. ©B,,

em que ® é o produto Kronecker das bases marginais pela i-ésima linha.

Escrevendo-se o vetor dos coeficientes Bar  na ordem:
B" = (Bii1, Buizs - - - Buiks Bran, Bizz, - - - Bk, Bror) (com LLK sendo as dimensdes
de cada uma das bases), para qualquer observacdo z, z e v, a matriz B pode ser gerada e ird
mapear os parimetros [ aos valores avaliados da funcdo nesses valores.

Definida a fungdo suavizadora como em (3.12), um funcional que quantifique
sua variabilidade (wiggliness) pode ser derivado a partir dos funcionais das fun¢cdes marginais

das quais foi derivada.
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Considere fy.,(%) € fyjz0(v) como fungdes suavizadoras apenas de = e v,
quando se mantém constantes z e v, x € v, respectivamente. Assim, o funcional desejado pode

ser expresso na forma basica
Jig(f) = )\x/ Jo(folzv)dzdv —i—/\z/ I fopao)dadv + )\U/ Jo(fojez)dadz,  (3.13)

em que A. sd@o os parametros de suavizacdo que mediam o equilibrio entre interpolagcdo e
suavizagdo nas diferentes direcdes, permitindo que a penalizagcdo seja invariante com relacao
a escala das covaridveis.

Wood| (2017) estende o desenvolvimento do funcional exposto em (3.13))
a partir dos funcionais das func¢des marginais de suavizagdo expressos em suas formas
quadraticas. Mais detalhes em (EILERS; MARX| [2003), (CURRIE; REGUERA; EILERS,
2004) e (REGUERA, 2021)) .
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3.5 MODELOS ADITIVOS

Embora conceitualmente simples e bastante uteis por possibilitar descrever as
relacdes entre uma varidvel e um conjunto de covariaveis e também permitir realizar inferéncias
sobre as contribui¢des de cada uma delas, os Modelos de Regressdo Linear, muitas vezes,
mostram-se inaplicdveis a diversas situacdes reais. Uma alternativa € a utilizacdo de Modelos
Aditivos que apresentam como caracteristica relacionada a sua interpretacdo, que o efeito na
resposta devido a uma das covaridveis - mantidas todas as demais fixas - ndo depende dessas.

Admita-se um conjunto de observacdes y; com ¢ = 1,...,n, de uma varidvel
resposta explicada por um conjunto de p covaridveis {x;1, ..., z;,}. Modelos Aditivos sdo, de
certo modo, uma generalizagdo dos Modelos Lineares e assim, um modelo ndo paramétrico

pode ser definido por

Y = f(X1,...,X,) +e

c
p

E[Y|(X)] = CY"‘Z fi(zs) + &4, (3.14)
j=1
em que « € o intercepto comum (em estd implicito que E(f;(X;)) = 0 de modo que
exista apenas um intercepto); ¢; o erro aleatdrio tal que ¢; N (0,0%) e f;(x;;) sdo fun¢des
suavizadoras univariadas nao conhecidas para cada uma das covariaveis.
Considere a seguir a situagdo mais simples com duas covaridveis (x,v) tal

como y; = a + f1(z;) + fo(v;), em que cada fungdo suavizadora pode ser expressa na forma
k‘l k2
fr=> obi(x) e fo =Y ),
j=1 j=1

em que 0; sdo os coeficientes desconhecidos das fun¢des de base b;(x) definidas, usando-se
uma sequéncia de k; nds z; equidistantes uns dos outros sobre a faixa de valores assumidos
pela varidvel x e 7; sdo os coeficientes desconhecidos das fungdes de base c;(v) definidas,
usando-se uma sequéncia de k; nds v; equidistantes uns dos outros sobre a faixa de valores
assumidos pela variavel v.

Escrevendo-se vetorialmente f; e f, e definindo-se as matrizes X; e X

composta pelos valores avaliados de cada uma das fungdes de base nos valores observados,

na forma
bi(x1) ... by (1) c(xy) . Cgy()
X, — bi(xa) ... b;ﬂ.(@) X, — 1 ($2) - ckz.(@) |
bi(xn) ... b () c(xn) oo cpy(Tp)

(nvkl) (nakQ)
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os vetores d € 7 como

01 B!
0= ” ;Y = 7.2 ,
L Th2d (1, 1

segue que f; = X 0e f, = Xo7.
Definindo-se a matriz D das diferencas de ordem d = 2 entre duas bases

adjacentes como descrito por Reguera (2021)) na forma

1 -2 1 0
1

(j_27j)
as penalizagdes para cada uma das duas fungdes podem ser escritas como uma forma quadratica
(WOOD, 2017)
0"DI'D.s = 6" G, 6;
e

' D} Doy = v Gy,

em que G| = D{Dl e Gy = Dng.

A incorporacdo de fungdes suavizadoras em modelos aditivos envolve a
imposicao de restricdes de identificabilidade pela impossibilidade de se estimar um intercepto
para cada uma delas d e vv. O modo mais conveniente é reparametrizando as fun¢des de modo

que se tornem ortogonais em relacdo ao intercepto (WOOD), 2017):

Zfl(wz) =0;e Zfz(vz) =0,
i=1 i=1 (3.15)

em que (3.15)) sdo equivalentes a 17X 6 = 17f, = 0e 17Xy = 17f, = 0. As versdes
reparametrizadas (restritas) de f e X e D (por conseguinte) ao final assumem a forma
Xl = X1 -1 ]_T X1 (1/n),
e

X,=X,-117 X, (Yn),

fl:X15:X15—11TX15(1/n):X15—1c:f1—01;
€

fo=Xoy =Xy =117 Xoy (Yn) = Xy —1c=fy— 0,
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com os escalares ¢; = 17X 18 (1/n) € ¢ = 17 X5 (1/n). Com as bases restritas jd definidas é

possivel expressar o modelo como
y=XB+e, (3.16)

emque X = (1, X, X5)e 8= (a, 8" ,~47).
A estimagdo do vetor B em (3.16) ¢ promovida pela minimizacdo da

expressdo da soma de quadrados penalizada (para \; e A, fixos)
ly — X8I + MBTG18 + XB" GaB,

e uma estimativa para 3 serd dada por

= (XTX + /\1G1 + /\QGQ)_IXTy;
Hy,

B
B
em que H ¢é a matriz de projecao

H=(X"X + MG + \Gy) ' XT.
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3.6 MODELOS ADITIVOS GENERALIZADOS (GAM)

Em meados da década de 1980, [Hastie e Tibshirani| (1986)) introduziram uma
classe de modelos na qual estendem uma colecdo de modelos baseados na verossimilhanga a
outros, mediante a substitui¢do do preditor linear ) | 3;X; por um preditor aditivo ) _ s,(X;),
isto €, uma soma de funcdes suavizadores ndao paramétricas que se mostrassem uteis para revelar
efeitos nao lineares das covaridveis e a denominaram Modelos Generalizados Aditivos (GAM:
Generalized Additive Models).

Modelos Aditivos Generalizados incorporam a estrutura dos modelos aditivos
a pressuposicdo de que a resposta observada segue alguma distribui¢do de probabilidade
pertencente a familia exponencial, permitindo, assim, a inclus@o de um termo paramétrico na
estrutura do modelo e possibilitando sua estimacdo conjunta pela maximizacio do logaritmo
da fun¢do de verossimilhanca (WOOD, |2017). Se a varidvel resposta pode ser modelada por
uma das distribuicdes pertencente a familia exponencial mas apresenta alguma relag@o entre sua
média e variancia, é possivel a realizacdo de inferéncias pela quase-verossimilhanca (WOOD,
2008).

N3ao obstante essa classe de modelos permita uma especificagdo bem mais
flexivel da relacdo de dependéncia da resposta com as covaridveis, tal flexibilidade e
conveniéncia vém incorporar dois novos problemas tedricos: como representar e determinar
quao suaves sdo as fungdes suavizadoras (STASINOPOULOS et al.| 2017).

Um modelo generalizado aditivo semiparamétrico pode ser expresso na forma
(WOOD, 2017):

g(pi) = Ay + fi(wn) + fo(we) + fa(@si, Tas) + - -,
g(pi) = Airy + Z Filws), v ™ E (i 0), (3.17)

em que Y € a varidvel resposta; £(u,¢) denota uma distribui¢do pertencente a familia
exponencial com vetor de médias p e pardmetro de dispersdo ¢; A; é a i-ésima linha da
matriz de delineamento para qualquer termo estritamente paramétrico do modelo e < o vetor
de pardmetros correspondentes a matriz de delineamento e f; sdo funcdes suavizadoras ndo
paramétricas pertencentes ao espaco infinito-dimensional das funcdes duplamente continuas e
diferencidveis e duplamente integraveis aplicadas as covaridveis ;.

Cada uma das func¢des suavizadoras definidas em € expressa como uma

combinagdo linear de () bases conhecidas b;,(z;;) por (;, pardmetros a serem estimados

Qj
Fi(wji) = Bigbia(wji)-
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Assim, cada uma das fungdes suavizadoras f; terd associadas matrizes de delineamento e de
penalizacdo especificas, X il e SV respectivamente e, se bj, € a g-ésima fungio da base de f;,
entdo Xi[;] = bjq(x)-

De modo andlogo a estimacdo dos parametros do modelo aditivo, restri¢coes
para identificabilidade da mesma forma que em (3.I5) deverdo ser aplicadas para que o
intercepto de cada uma das funcdes suavizadoras nao se confunda com o intercepto da parte
paramétrica em A.

Definindo XY como a matriz de delineamento para f;, apds a
reparametrizacdo ela pode ser acrescida como colunas a matriz de delineamento da parte

paramétrica A, criando-se uma matriz de delineamento global para o modelo na forma

X =(A:x0.xB. )

O vetor 3 de coeficientes da matriz de delineamento global contém os pardmetros v e, em
sequéncia, os coeficientes de cada uma das funcdes suavizadoras.

O termo de penalizagdo global € expresso na forma

> AB"S;B,
j

em que A; sdo os pardmetros de suavizagdo arbitrados que regulam a qualidade do ajuste
versus a suavidade final do modelo e S; € uma matriz composta pelas matrizes de penaliza¢do
reparametrizadas de cada fungdo suavizadora f; adicionadas diagonalmente, tendo zero nas
suas outras entradas.

Com essa reparametriza¢do o modelo (3.17)) assume a estrutura de um Modelo

Linear Generalizado expresso na forma:

g(m) = XiB, v ~ € (i, 9).

Ao se estipular a priori um grande niimero de fun¢des de bases para cada uma
das funcdes suavizadoras, a estimacdo de 3 pela simples minimizacdo dos desvios acarretard
em um ‘“‘sobreajustamento” e, por esta razao, os Modelos Aditivos Generalizados sdo estimados
definindo-se D(8) = 2{lja: — (B)}, em que lq, € o valor do logaritmo da fungdo de
verossimilhan¢a do modelo saturado.

Minimizando-se os desvios penalizados (WOOD, 2008) tem-se que

~

B = arg.ming | D(B) + Z \BTS;B8|

0 que equivale a maximizar o logaritmo da fun¢do de verossimilhanga penalizada para um valor

fixo de ), isto €

1
p(B) = 1(B) — % > ABTSyB.
j
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3.7 MODELOS ADITIVOS GENERALIZADOS PARA LOCACAO, ESCALA E FORMA

3.7.1 Introducao

No XVI Workshop Internacional de Modelagem Estatistica, promovido pela
Sociedade de Modelagem Estatistica (SMS Statistical Modelling Society) e realizado na
Dinamarca em 2001, Robert A. Rigby e Dimitrius Mikis Stasinopoulos apresentaram como
contribui¢do o projeto GAMLSS: uma abordagem flexivel para modelagem estatistica (The
GAMLSS project: a flexible approach to statistical modelling). Essa nova classe de modelos,
que poucos anos mais tarde (RIGBY; STASINOPOULOS, 2005)) seria formalmente introduzida,
viria a permitir que também a variabilidade e a forma da distribui¢do da varidvel resposta fossem
modeladas de modo explicito a partir das covaridveis, superando uma peculiaridade de modelos
de outras classes como Modelos Lineares Generalizados e Modelos Aditivos Generalizados, em
que apenas a média p era modelada diretamente e a variabilidade da resposta Var(y) = ¢V (u)
dependia de modo implicito de uma fun¢do de varidncia sobre ;. e de uma constante (pardmetro
de dispersao ¢) (STASINOPOULOS et al.,[2017).

Os GAMLSS de Rigby e Stasinoplous (e outros que vieram a compor
a equipe: GAMLSS Team) enquadram-se na técnica que veio a ser denominada como
regressdo da distribuicdo (distributional regression) por possibilitar que cada pardmetro de
uma distribuicdo potencialmente complexa assumida para a resposta possa ser estruturado
na forma de um preditor aditivo composto por fun¢des paramétricas e/ou semiparamétricas
(fungdes suavizadoras) e/ou efeitos aleatdrios estimadas a partir de subconjuntos de covariaveis
particulares para cada um dos parametros (KLEIN et al., 2015).

A estrutura computacional para modelagem dessa classe estatistica de
modelos encontra-se implementada em uma série de bibliotecas escritas em linguagem R e

disponiveis em: The Comprehensive R Archive Network.

3.7.2 Definicao

Sejay = (y1,...,yn)" o vetor das observacdes realizadas de uma varidvel
resposta com funcdo densidade de probabilidade f(y|@) e vetor paramétrico 6 = (64, ...,6,),
em que as observagdes y; parai = (1, ..., n) sdo independentes e condicionais a 6%, com fungfo
densidade de probabilidade f(y;|0") e vetor paramétrico 8" = (6;1,...,0;,)" relacionado as
varidveis explicativas e a efeitos aleatdrios.

Ao se considerar uma distribuicdo de probabilidade com quatro parametros
para modelar uma varidvel resposta Y, um GAMLSS semiparamétrico pode ser expresso como

ind A e . . .
Y X D(u,o,v,T) e cada pardmetro distribucional estimado por um preditor especifico


https://www.gamlss.com/the-team/
https://cran.r-project.org/
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m = gi(p) = X018 + sul@n) + - + s1, (T1g);
My = 92(0) = XoBy + s21(®21) + -+ + 525, (T21,);
M3 = g3(V) = X383 + s31(®31) + -+ + 5355 (T35);
My = 94(T) = XuBy + su(®a) + -+ + 545, (Tas,)

' (3.18)

em que D(p, o, v, 7) é a distribui¢do adotada para a varidvel resposta Y; g1(.), 92(.), 93(.), 94(.)
sdo as fungdes de ligacdo dos parametros da distribui¢io aos preditores lineares 7;, 12, 73, N4
(i, o, v e T respectivamente); X1, X o, X3, X4 sdo as matrizes de delineamento incorporando,
de modo aditivo, termos lineares a parte paramétrica do modelo; 3, 35, 35, 3, sdo os vetores
dos coeficientes lineares da parte paramétrica do modelo e, parak = 1,2,3,4ej = 1,2, ..., Jx,
sk;(xk;) sdo fungdes suavizadoras nio conhecidas das varidveis explanatdrias x; incorporadas
aditivamente a cada preditor dos pardmetros da distribui¢ao escolhida para o modelo.

Cada fungdo suavizadora sy;(xy;) pode ser escrita na forma s(x) = Z~ em
que Z ¢é a matriz formada pelas fungdes da base da funcdo suavizadora e v € o vetor dos
coeficientes a serem estimados e sujeitos a uma penalizacdo expressa na forma quadritica
AMyTG~ em que \ é o pardmetro de suavizacdo, G é a matriz de penalizacdo conhecida que
pode ser expressa na forma G = D” D e D é uma matriz de diferengas, em geral, de ordem
d = 2 (REGUERA| 2021).

Sob essa reformulagdo, o modelo expresso em (3.18) pode ser generalizado

para

m =g1(k) = X161+ Zu(vu) + + Ziy (V)

My = g2(0) = XoBs + Zoi (V1) + - +Z2J2(’72J2)a

N3 = g3(V) = XaBs + Za1(vs1) + -+ Z3s, (V3,);

Ny = 94(T) = XuBy+ Zus(va1) + -+ Zag,(Vas,) (3.19)

_ T AT AT AT\ x R .

em que 3 = (B81,085,05,0,) sdo os vetores dos pardmetros dos efeitos fixos e
Y= (VYo YT Vo1 Y2+ s Yogas Vi1 Ya2s + -2 Yagys Yars Vizs - - -+ Vig,) $30 08

coeficientes dos efeitos aleatorios.

Assim, (3.19) pode ser escrito, de modo equivalente, como
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Ji
n = g1(p) = X168, + Z Z a7

Jj=1
Jo

My = g2(0) = X283, + Z Z 27 jo;

J=1

J3
N3 = gs(v) = X385 + Z Z 373

j=1
Ja
Mi=04(1) = XuBs+ > Zjvju-
J=1 (3.20)
Denotando como ¢(+), para k = 1,. .., p, uma fungdo monotonica de ligacao

conhecida que relaciona o k-ésimo parametro @, as covaridveis e efeitos aleatérios por meio de

uma estrutura aditiva, o GAMLSS expresso em (3.20) pode ser expresso em sua forma mais

sintética
Jk
ge(0k) =My = XB+ Y Zi v, (3:21)
j=1
em que 0, = (01, ..., 0,)" é o vetor referente ao k-ésimo pardmetro da distribui¢io adotada

pela varidvel Y vinculados ao vetor 7;, (seu preditor linear aditivo) de igual dimensdo sob a
func¢do de ligagdo gi(.).

Os termos X3, compdem a estrutura paramétrica do preditor aditivo em
que X, € a matriz de delineamento conhecida das covaridveis consideradas, com dimensao
n X J,; eBr= Bik,-.-, B gl k)T o correspondente vetor de parametros dos efeitos fixos a serem
estimado.

Os termos Z 7y, compdem a estrutura de efeitos aleatorios do preditor
aditivo formada por Jj, termos, em que Zj;, € a j-ésima matriz de delineamento conhecida e
fixa de dimensdo n X g € v, = (Yiky - - -»Yk) " sdo vetores de varidveis aleatorias que
podem ser combinados (empilhados) em um tnico vetor 7, associado a uma tinica matriz Z )
(expandida em colunas).

Se, para todos os parametros da distribuicdo adotada para a varidvel resposta
(k=1,...,p), nd3o ha nenhum termo de efeito aleatério (.J, = 0) o modelo fica reduzido

a sua forma estritamente paramétrica dada por

Caso Zj;, = Iy, sendo I, € uma matriz identidade n x n e vj, = hj, = ;i (2 ;i) para todas
as combinagdes j e k em (3.21)), entdo o GAMLSS assume sua forma semiparamétrica (efeitos

fixos e aleatorios)
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Jk

ge(0k) =My = X By, + > hjilasn),

j=1

em que h;,(.) é uma fungdo ndo conhecida da varidvel explicativa X;; @;; sdo vetores

explanatérios de comprimento n considerados como conhecidos e h;, = h;,(x;i) é um vetor

da fungdo hj;(.) avaliadaem xj;, paraj =1,.... Jyek=1,...,p.
Assim, um GAMLSS anunciado como M = {D,G,T,A} é tal que D é a
distribuicdo da varidvel resposta; G sdo as fungdes de ligacdo dos preditores: ¢(.), ..., g4(.);

T sao os termos considerados nos preditores dos parametros distribucionais e A sdo os
hiperparametros das fun¢des consideradas no modelo.

Os dois primeiros parametros distribucionais 6; e 6, representam medidas de
locagdo e variabilidade da distribui¢ao (usualmente 1 e o) e os demais parametros 65 e 64, caso

existam, definem aspectos relacionados a sua forma (usualmente simetria e curtose).

3.7.3 Familia de distribuicoes GAMLSS e funcoes de ligacao

Na estrutura de um GAMLSS a fungdo densidade (ou probabilidade) da
varidvel resposta Y f(y|@) é intencionalmente apresentada de modo genérico. A dnica
exigéncia do algoritmo de estimac@o é que f(y|@) e sua primeira derivada com relagdo a cada

um dos parametros 0 sejam possiveis de estimac¢ao numérica (STASINOPOULOS et al., 2017).

3.7.3.1 Distribuicao Box&Cox “t” (BCT)

As transformagdes de varidveis propostas por Box&Cox (BOX; COX. [1964)
produzem uma nova familia de distribuicdes Normais de poténcias truncadas a qual pertencem
a propria distribui¢cdo Normal e a log-Normal.

A distribuicdo BCT proposta por Rigby e Stasinopoulos (2006) € uma
generalizacdo da familia de distribuigcdes Normais Box&Cox para as situacdes nas quais a
modelagem tanto da assimetria quanto do excesso de curtose (distribuicdes assimétricas e
leptociirticas) torna-se necessdria.

Seja Y uma varidvel aleatéria continua (y > 0) que segue uma distribuicao
BCT denotada por BCT(u, 0, v, 7) e definida por meio da varidvel aleatdria transformada Z

dada por
ﬁ[(%)y—l} se v #0
Z =< ou (3.23)
Llog (%) se v =0,
comp > 0,0 >0e—00 < v < oo.

A varidvel aleatdria transformada Z segue uma distribuicao truncada “t” com

7 > 0 graus de liberdade e a fungdo da varidvel Y serd dada por (RIGBY et al., 2020)
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v fr(2)

) (ﬁ) , (3.24)

fY(y|;ua0-7 v, 7_) =

em que fr(t) e Fr(t) sdo, respectivamente, as fun¢des densidade e de distribui¢do acumulada

de uma varidvel aleatéria 7' ~ ¢[0, 1] ;) (distribuigdo “t” padronizada), dadas por

_ (t+1) (t+1)

K

1
272

F (l (t+1) . 3. z2)

5,75 13> T

FT(Z) = % + ZF[(T-i-l)/z} X F(1/2>F(T/2)T2 )

em que z € dado por (3.23)), 2/ € a fungdo hipergeométrica e I'(+) e B(-) sdo, respectivamente,

as fungdes gama e beta.

A Tabela 3.1 resume as caracteristicas da distribui¢do Box&Cox “t” (BCT)
e a Figura [3.6 ilustra os diversos perfis assumidos pela curva de densidade da distribui¢do
Box&Cox “t” (BCT), sob diferentes valores paramétricos arbitradosE]

A distribuicdo de probabilidade Box&Cox “t” original (BCTo) também tem
sua func¢do densidade dada por (3.24) e difere da distribui¢do BCT apenas pela fungdo de ligagdo
default adotada para seu parametro de locacdo ;1 (mediana) na implementacao computacional:

func¢do logaritmo na primeira e identidade nessa ultima.

2A guisa de complementacdo, est4 disponibilizada na secio BCTo no repositério GitHub do autor em: € uma
funcdo que permite a visualizac¢do do perfil assumido pela curva de densidade da distribuicao Box&Cox “t” (BCT)
para valores dos parametros livremente arbitrados pelo usudrio.


https://github.com/fjrcosta/Mestrado_PGMAC

Figura 3.6: Variacoes na curva da densidade da distribuicdo Box&Cox “t” (BCT)

Parametros arbitrados: Parametros arbitrados:
0.100 1 0.100
H=50 n=50
0g=0.1 g=2
o 00754 v=0 o 00754 V13
=} =]
g =3 % =3
% 0.0501 ‘% 0.0501
j = =
a a
0.025 1 0.025
0.000 1 0.000 1
0 50 100 150 0 50 100
Valores Valores
Parametros arbitrados: Parametros arbitrados:
0.100 1 0.100
o 00754 o 00754
e} o
S S
% 0.0501 ‘% 0.0501
c c
a a
0.0254 0.0254
0.000 1 0.000 1
0 50 100 150 0 50 100
Valores Valores
Parametros arbitrados: Parametros arbitrados:
0.100 1 0.100
n=50
0=0.1
o 00754 o 00754 V=2
T =]
8 ks 1=0.2
‘% 0.0501 ‘% 0.0501
=4 =4
a a
0.0254 0.0254
0.000 1 0.000 1
0 50 100 150 0 50 100
Valores Valores

Fonte: Préprio autor
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Tabela 3.1: Distribui¢do BCT

Faixa de valores

9% QT

0<y<oo
0<p<oo
0<o<oo
—00 <V <00
O0<71T< 00

0.(7_12)0,50

Medidas da distribui¢ao
média
mediana
moda
variancia
coef. associado a curtose (graus de liberdade)
coef. associado a assimetria (transf. pot. pelo parametro \)
coef. de variacdo

func¢do geratriz de momentos
FDP

FCP

inversa da FCP (y,,)

Funcdes
xﬁ;%f(i(?,) sendo T" ~ t. = TF[0,1],
Fr(z) sendoT ~ t. e z é dado por (3.23)
(1 + at(w))% se v # 0
peltenl sev =0
comty,, = Fr'(p)eT ~t,

Fonte: Adaptado de |Rigby et al.|(2020)
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3.7.4 Preditor

Diferentemente dos modelos classicos de regressdao linear, GAMLSS
permitem modelar os vdrios pardmetros da distribuic@o tedrica adotada por meio de varidveis
explanatdrias, usualmente denominadas como termos em um GAMLSS.

Os termos sdo incorporados aditivamente a cada uma das duas estruturas
que compdem os preditores lineares 7, dos parametros distribucionais de um GAMLSS
sob variadas formas funcionais, como mostrado na Figura e, portanto, o efeito conjunto
dos termos em um preditor linear relativo a um parametro especifico da distribuicdo da varidvel

resposta serd a soma dos efeitos individuais de cada um desses termos:
* paramétrica;

— lineares: polindmios, polindmios fracionarios, polindmios por partes, B-splines; ou,

— ndo lineares.
* ndo paramétrica (fungdes suavizadoras):

— penalizadas: P-splines, splines cuibicos, produto tensor, thin plate splines, campos

aleatérios gaussianos Markovianos;

— outras: regressdao local (LOESS/LOWESS), redes neurais, drvores de decisdo e

splines de regressdo adaptativa multivariada.

¢ efeitos aleatorios.

Torna-se  importante  destacar haver na  biblioteca gamlss.add
(STASINOPOULOS et al., 2020) fungdes que permitem a inclusdo dos termos sob variadas
formas ndo paramétricas, como a funcdo de interface ga() a qual permite a utilizacdo de
todas as func¢des suavizadoras existentes na biblioteca mgcv (WOOD), 2022)), assim como as
fungdes nn() para a biblioteca nnet (RIPLEY; VENABLES| 2022) e tr() para a biblioteca rpart
(THERNEAU; ATKINSON; RIPLEY| [2022), todas escritas em (R Core Team, [2021)).


https://cran.r-project.org/web/packages/gamlss.add/index.html
https://rdrr.io/cran/gamlss.add/man/ga.html
https://cran.r-project.org/web/packages/mgcv/index.html
 https://rdrr.io/cran/gamlss.add/man/nn.html
https://cran.r-project.org/web/packages/nnet/index.html
https://rdrr.io/cran/gamlss.add/man/tr.html
https://cran.r-project.org/web/packages/rpart/index.html
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Figura 3.7: Fung¢des disponiveis na implementagdo computacional para a incorporagdo dos

termos nos preditores dos parametros

TERMOS
ADITIVOS

PARAMETRICOS SUAVIZADORES

NAO

LINEARES LINEARES

PENALIZADOS

POLINOMIOS

POLINOMIOS
FRACIONADOS

SPLINES
CUBICOS

POLINOMIOS
EM PARTES

PRODUTO
TENSOR

THIN PLATE
SPLINES

EFEITOS
ALEATORIOS

OUTROS

REDES
NEURAIS

ARVORES
DE
DECISAO

Fonte: Adaptado de |Stasinopoulos et al.[(2017)

3.7.5 Ajuste

O ajuste de um GAMLSS, tal como apresentado em (3.20), requer que sejam

estimados:

* os parimetros dos efeitos fixos: 3 = (8%, 35, 3%, BL);

* coeficientes dos efeitos aleatorios:

_ T T T T T T T
Y= ('7117~--7’71J17'721a---a'72J27'7317---a73J37'Y417---

* 0s parametros de suavizagdo:
_ (2T T T T T T T
A= (Al AL A A, A Ay, A

419 ¢+ -

? 72:]4);

L AL)-

Admita que os fy,;j em || sejam independentes e tenham distribui¢ao
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e~ N0, [Gry (A)]Y), (3.25)

em que [Gy;(Ag;)]”! € a inversa generalizada da matriz simétrica Gy;(Ay;) de dimensdes
Qkj X qr; a qual, talvez, dependa do vetor de pardmetros Ay;. Se Gy;(Ax;) ¢ uma matriz
singular, entdo ~;; € entendido como tendo uma fun¢do densidade imprépria proporcional a
exp(377 Gij(Ax;)v). Uma importante situacdo relativa a (3.23)) é quando Gyj(Arj) = Aij G
e G;; € uma matriz conhecida para todo k, j (STASINOPOULOS et al., [2017).

Sob a premissa de que as observacdes sejam independentes, um GAMLSS
estritamente paramétrico como (3.22)) é estimado pela maximizagdo do logaritmo de sua fungao
de verossimilhanga (STASINOPOULOS et al., 2017)

l<0> = Z log f(yz|,uu 04, Vi, Ti)7 (326)
=1

ao passo que um modelo ndo paramétrico como (3.20), pela maximizagdo do logaritmo de sua

func¢do de verossimilhanga penalizada

4 Ji
1
L(0,X) = 10) = 5 D> M7y Gy

k=1 j=1

em que [(0) é o logaritmo da func¢do de verossimilhanca (3.26); G}; ¢ uma matriz de
penalizagdo simétrica de dimensdes gi; X gi; definida para o modelo (3.20) cuja inversa
generalizada € a matriz de variancias e covariancias dos efeitos aleatorios v;

Stasinopoulos et al.| (2017) apresentam dois algoritmos para o ajuste de um
GAMLSS:

* RS: uma versdo generalizada da originalmente proposta por Rigby e Stasinopoulos
(1996a) e Rigby e Stasinopoulos (1996b) para o ajuste de Modelos Aditivos
Generalizados para Média e Dispersdo, geralmente mais estavel e, na maior parte das

situacdes, mais rapida;
* CG: uma generalizacio do algoritmo proposto por Cole e Green| (1992).

Rigby e Stasinopoulos| (2005) demonstram que, nos modelos estritamente
paramétricos, os algoritmos retornam estimativas de maxima verossimilhanga (EMV) para 3
ao passo que, nos modelos ndo paramétricos, sdo obtidas as estimativas maximas a posteriori
de B e ~ para valores fixos de A. Os ciclos externo, interno e de retroajuste dos algoritmos

citados encontram-se ilustrados na Figura [3.8)).
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Figura 3.8: Esquema geral dos ciclos dos algoritmos de ajuste de um GAMLSS

Ciclo externo: ajusta o modelo para cada um dos
parametros distribucionais e verifica se houve

convergéncia da deviance global

Ciclo interno (GL/M): dada a estimativa do
parametro distribucional, calcula ou atualiza o
valor corrente da variavel de trabalho e os
pesos, e verifica se houve convergéncia
da deviance global

Algoritmo modificado de retroajuste: dadas as
estimativas, utiliza:
i. 0 método dos minimos quadrados ponderados
para atualizar os valores dos ,3, S;
ii. 0 métodos dos minimos quadrados ponderados
penalizados para atualizar os suavizadores e verifica
se houve convergéncia das estimativas

AN 4

Fonte: Adaptado de Thomas|(2017)

3.7.5.1 Comparacao de modelos

O critério de convergéncia adota como métrica o desvio global que, nos
GAMLSS, é definido de um modo ligeiramente diferente do que nos Modelos Lineares
Generalizados (STASINOPOULOS et al.,[2017)

Dgamrss = —2 10g(£c)>

em que ic ¢ a funcdo de verossimilhanga estimada do modelo em estudo € D¢ 471,55 doravante
serd denominada apenas por desvio global (GDEV).

Dois GAMLSS paramétricos aninhados M, e M, com desvios globais
GDEVy, GDEV; e graus de liberdade dos residuos df., e df.; respectivamente, podem
ser comparados pelo teste da razdo de verossimilhancgas generalizado (TRVG), dado por
A = GDEVy — GDEV; o qual, se certas condigoes de regularidade sdo atendidas, segue uma
distribuicdo X7y 4 -

A comparagdo entre dois GAMLSS quaisquer pelo Critério de Informacgdo de

Akaike (AIC) assume a expressao

GAIC, = —210g(f)c) + (k x df),

em que df sdo os graus de liberdade efetivos do modelo proposto (i.e. o numero efetivo de
parametros) e x é¢ uma penalizacdo aplicada para cada grau de liberdade utilizado tal que, com
k = 2, a medida resultante serd a do Critério de Informacdo de Akaike (AIC) e tomando-se
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k = log(n) a medida serd a do Critério de Informacdo Bayesiano (BIC). A escolha entre
dois modelos ajustados que possuam GAIC ligeiramente diferentes, suscita divida sobre a
significancia associada a diferenca existente entre os valores daquela métrica.

Os testes propostos por Vuong (1989) e [Clarke| (2007) sdo baseados na
razdo de verossimilhanca para uma selecdo de modelos baseados no critério de informagao
de Kullback-Leibler e podem ser utilizados para a comparacdo de dois modelos ndo
necessariamente aninhados. Esses testes encontram-se implementados computacionalmente na
fun¢ao VC.test() da biblioteca gamlss (STASINOPOULOS et al., 2022).

A estatistica do teste de Vuong segue assintoticamente uma distribuicdo
Normal padrdo e a hipdtese nula € de que ndo ha diferenca estatisticamente significante entre
os dois modelos.

A estatistica do teste de Clarke segue assintoticamente uma distribuicao
binomial com parametro 0,5 e, se ndo ha diferenca estatisticamente significativa entre os
dois modelos, as razdes de log-verossimilhanca das observacdes devem ser distribuidas
uniformemente em torno de zero e cerca de metade das razdes deve ser maior que zero.

Stasinopoulos et al.| (2017) mencionam outros modos de se promover a
escolha de modelos, como pela divisdo do conjunto de dados em dois subconjuntos: treinamento
e teste. Os modelos s@o entdo novamente estimados usando o conjunto de dados destinado ao
treinamento e, em seguida, t€ém sua capacidade preditiva aferida por alguma métrica quando
aplicados na estimagdo dos dados do conjunto destinado a teste. A subdivisdo pode se dar uma
Unica vez, no inicio do procedimento, quando entdo se arbitram as proporcdes dos dados que
irdo compor cada um dos dois subconjuntos (frequentemente escolhem-se propor¢des como 80
% para treinamento e 20 % para teste).

Ja no procedimento conhecido como validacdo cruzada (k-fold cross
validation), o parametro k, que se refere ao nimero de subconjuntos que serdo gerados
aleatoriamente a partir do conjunto original dos dados, € arbitrado (frequentemente adota-se
k = 10). Para cada um dos k-grupos, o modelo é estimado sobre os dados formados pelos
grupos restantes e avaliado sobre o grupo destacado para teste, assinalando-se alguma métrica
ao resultado dessa etapa. Tal processo € repetido para todos os k-grupos e, ao final, um resumo
dos valores da métrica adotada em cada uma das avaliacdes pode ser apresentado para andlise
da performance geral do modelo. E um método bastante popular porque além de ser de facil
compreensdo, geralmente resulta em uma estimativa menos tendenciosa ou menos otimista da
capacidade do modelo do que outros métodos como o mencionado no paragrafo anterior.

Ha também na implementacdo computacional dos GAMLSS a fun¢do Rsq()
que calcula um pseudo coeficiente de determinacdo (R?). O coeficiente de determinacdo
estd bem estabelecido na andlise de modelos cldssicos de regressdo e sua definicdo como a
propor¢do da variabilidade explicada pelo modelo de regressao a torna tutil como uma medida

de sucesso em se predizer a varidvel resposta a partir de um conjunto de covaridveis explicativas.


https://search.r-project.org/CRAN/refmans/gamlss/html/VC.test.html
https://rdrr.io/cran/gamlss/man/Rsq.html
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Nagelkerke| (1991) apresenta uma definicio do R? para modelos mais gerais ligeiramente
diferente daquela proposta por (COX; SNELL, |1989).

ool oo - {2

A~ A

em que /() = log L(B)el(0) =log L(0) sdo, respectivamente, os logaritmos das func¢des de

verossimilhanga para o modelo ajustado e nulo.

3.7.6 Inferéncia

Stasinopoulos et al.|(2017) apresentam uma lista de questdes inferenciais que

podem ser suscitadas pelo pesquisador:

sobre valores de parametros da distribuicdo da resposta estimados como constantes;
* coeficientes dos termos paramétricos presentes nos preditores do modelo;
 fungdes suavizadoras: seu perfil, erros padriao e parametros de suavizacao associados;

* predi¢do de valores futuros dos parametros u, o, v e 7 da distribui¢do da resposta para

novas observagoes;
* predicdo da distribuicdo assumida para uma resposta futura;

* selecdo de modelos.

As estimativas 6 dos parametros de um GAMLSS sdo obtidas pela
maximizac¢do do logaritmo da func¢do de verossimilhanca (penalizada, quando na presenca
de fungdes suavizadoras). Assim, espera-se que para um modelo validado por uma criteriosa
andlise diagnéstica dos residuos, elas apresentem propriedades (COX; HINKLEY) [1974| apud
STASINOPOULOS et al., 2017) que assegurem que inferéncias realizadas com estes resultados

possam ter um nivel de significancia associado corretamente dimensionado.

3.7.6.1 Intervalos de confianca baseados em erros padrao robustos (Huber sandwich)

O método usual de estimacdo dos erros padrao de um coeficiente é expresso

por
1

var(f) = (XTX) " XTQXx (XTX) ", (3.27)

em que X € a matriz de delineamento e = o*1,,.
Sob a suspeita de que a relacdo funcional adotada para a variancia nao é

a correta (como a presenca de heterocedasticidade ou autocorrelagcdo serial nos residuos em



75

um Modelo Linear), os erros padrdo robustos propostos por Huber (1967) e White (1980)
substituem o nudcleo da expressﬁoﬂ 1} e, em geral, resultam em estimativas mais confidveis

e, geralmente, mostram-se superiores aos estimados convencionalmente .

3.7.6.2 Inferéncias baseadas em bootstrapping

O bootstrap € uma técnica estatistica que se vale da capacidade computacional
de conduzir um processo intensivo de reamostragem e recalculo, com o propdsito de extrair
informacdes sobre alguma caracteristica da distribui¢cdo de uma amostra original finita, ou dos
parametros estimados por um modelo ajustado sobre essa. Um dos propdsitos da teoria do
bootstrap é produzir bons intervalos de confianca automaticamente (EFRON; TIBSHIRANI,
1993). Admita para tanto uma estatistica de interesse s(x) como ilustrado na Figura

Figura 3.9: Esquema geral de um processo de bootstrap

Replicagbes
do boostrap ik

Amostra
disponivel |-

Tty Amostras
do boostrap

Fonte: Adaptado de |[Efron e Tibshirani (1993)

A construcdo de um intervalo de confianga exposto de modo esquematico
na Figura para s(x) pode ser feito a partir do desvio padrdo do processo de bootstrap
realizado sobre a amostra finita © = (z1,...,x,) pela geracdo de B amostras de tamanho n
(com reposi¢do) da amostra original & (as amostras do bootstrap) e o célculo da estatistica s(x)

de interesse em cada uma delas (as replicagdes do bootstrap)

3A expressdo (3.27) é frequentemente denotada como um sandwich pois apresenta estruturas idénticas lado-a-
lado de seu interior (meat)



s(zp)
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em que s(.) = Y1, 7. Valores tipicos sugeridos para B situam-se na faixa de 50 a 200

(EFRON; TIBSHIRANI, |1993).

Figura 3.10: Algoritmo de um processo de bootstrap para estimagdo do desvio padrao

0 = s(x)
Distribuicao Amostras Replicagbes
empirica do boostrap do boostrap
e 2
w g —> 6 (1) =s(x}) T
/
> @ > 0 (2) = s(x3)

ooo |

T = (z17~-~7zn)
F.(8) ¢

A B
”ZB ={>0

onde:

Fonte: Adaptado de |[Efron e Tibshirani (1993)

[6,-6" ()
B-1

Um intervalo de confianca de uma estatistica de interesse 0 estimada pode ser

aproximado a partir de seu desvio padrdo ¢ e do valor da estatistica “t” de Student para (n — 1)

graus de liberdade, em que n € o tamanho da amostra processada. Esse intervalo é derivado da

pressuposicao de que a distribuicdo de uma estatistica T € tal que

T:MNN(O,U, n— oo,

Q

que pode ser aproximada para pequenas amostras por

(6-96)

g

T =

~ tn—l;

que resulta no intervalo de confianga dado por

(3.28)
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A~ ~

1C =10 = tn-1),0-0)0, 0 = Ln-1);(0)9]-

)

Figura 3.11: Relacdo entre a estrutura real dos dados e a estrutura do bootstrap

Mundo real Bootstrap
Modelo Modelo
probabilistico e probabilistico ITEEHES el
. observados ’ bootstrap
desconhecido estimado
P—x=(z1,...,2,) P—)w*:(m{,...,m;‘;)
{ 1
6= s(a:) é* — s(a:*)
Estatistica de interesse Replicagdes do bootstrap

Fonte: Adaptado de |[Efron e Tibshirani (1993)

Um intervalo de confianca “t” de bootstrap (EFRON; TIBSHIRANI, [1993)
pode ser construido sem a necessidade de se verificar a pressuposigdo assumida em (3.28) uma
vez que a distribuicdo de T passa a ser estimada diretamente dos dados como mostra a Figura

Para cada uma das B amostras bootstrap @, . . . , @’ calcula-se 0*(b) = s(x})
(o valor § para a b-ésima amostra bootstrap) e seu desvio padriio 6*(b). Assim a estatistica T*(b)

¢ tal que

O valor de T*(b) correspondente ao a-ésimo percentil determina o valor £ tal que

{T°(b) <t}
e

a,

e o intervalo de confianga serd dado por

A ~

IC{ = [9 - t(l_a)&;é - Z?(a)CAT].

Intervalos de confianca podem ser estabelecidos diretamente com base nos
percentis da distribui¢do das replica¢des do bootstrap.

Em uma situacdo ideal de bootstrap na qual o nimero de amostras do
bootstrap B — oo fica assegurado que o uso de percentis da distribuicdo de 6 para

determinacdo de um intervalo de confianga para # se verifica e assim, definindo-se G como
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a distribuicdo acumulada das replica¢des do bootstrap 6*, o intervalo percentil estabelecido por
ae(l—a)de G serd (EFRON; TIBSHIRANI, [1993)

~ A ~ A

Oing: Osup] = [G7H(0), GTH(1 = a)].

Como, por defini¢do, G~!(ar) = 6* (o a-percentil da distribui¢do bootstrap),

o intervalo anterior pode ser expresso como
[Oin s Osup] = [05, 01—

Para andlises que envolvam modelos de regressao (sejam lineares ou nao) ha
dois modos de se aplicar a técnica de bootstrap e a escolha por um ou outro procedimento ird

depender dos pressupostos estabelecidos pela natureza do modelo envolvido:

* reamostrando os residuos gerados pelo modelo; ou,

* reamostrando os pares: resposta e o vetor de covaridveis associadas.

Efron e Tibshirani (1993) afirmam que, em geral, o bootstrap sobre os pares € menos sensivel
as hipdteses assumidas pelo modelo de regressdo do que o bootstrap sobre os residuos.

Especificamente para os GAMLSS, Stasinopoulos et al. (2017) propdem trés
modos de se aplicar a técnica de bootstrap assim nominados: paramétrico; semiparamétrico e
nao paramétrico.

Considere M, como um GAMLSS ajustado, no qual a distribui¢do estimada
¢ dada por D(y|@, 0,0, T), com y sendo o vetor da varidvel resposta observada e fi, &, I 0s
vetores das estimativas dos pardmetros dessa distribuicdo. Se y for o vetor das estimativas
realizadas com o modelo M, pode-se definir r como o vetor dos residuos quantilicos
Normalizados (r = ®~!(u), com u = F(y|f1, 6,7, 7)). Denotando a amostra original como
Dyq e por Dy a b-ésima amostra bootstrap de D, teremos associado a esta tltima um vetor das
repostas observadas yy, e das estimativas yy, .

O processo paramétrico de bootstrap fica definido como sendo a reestimacao
do modelo M com base na b-ésima amostra Dy, bootstrap com as respostas yp; dadas pela
operagdo s(.), definida pela fungéo geratriz aleatéria D, de ndmeros da distribui¢do D adotada

para a resposta y sob os parametros fi, o, U estimados por M tal que
Yli = Dr(fliy 04,05, 7;)).

O modelo My, referente a b-ésima amostra bootstrap, pode entdo ser
estimado, e qualquer métrica de interesse ser levantada.

O processo nao paramétrico de bootstrap é definido como sendo a reestimacgdo
do modelo M com base na b-ésima amostra Dy bootstrap, obtida de modo aleatério e com

reposi¢do sobre a amostra original, [y possibilitando a geragdo do modelo My,.
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Ja no processo semiparamétrico de bootstrap, tal como definido por
Stasinopoulos et al. (2017), calcula as probabilidades associadas aos residuos quantilicos
Normalizados ry); da b-ésima amostra bootstrap via fungdo de distribui¢do acumulada da
distribuigdo Normal (up; = q)(r[b]i)). Os quantis associados da distribuicdo adotada pela

resposta tornam-se as respostas y;); simuladas da b-ésima amostra bootstrap
—1/~ A A A A
ypi = F (Uil fiis 04, 05, 75).

O modelo ./\/l[b}, referente a b-ésima amostra bootstrap, pode entdo ser

estimado, e qualquer métrica de interesse ser levantada.

3.7.7 Diagnéstico

E certo que todo o processo de investigacio de provaveis modelos pode ser
facilitado pelo uso de fun¢des embutidas nas mais variadas implementagdes computacionais
disponiveis que automatizam, de algum modo, a busca do melhor subconjunto de covaridveis
adotando alguma métrica para comparagdo, coma a funcgado stepGAIC() da biblioteca gamlss,
por exemplo. Todavia, a acdo discriciondria do pesquisador na andlise individual dos efeitos de
cada termo e na forma como sdo incorporados aos preditores do modelo ainda estd um tanto

longe de ser, de todo, suplantada.

3.7.7.1 Residuos quantilicos (aleatorizados) Normalizados

Residuos nada mais sdo do que as diferengas entre os valores estimados por
um modelo e os valores observados. Diferentes constru¢des buscam transformar essa diferenga
tentando incorporar boas propriedades para tornar mais robusta sua utilizacio no diagnéstico do
modelo (frequentemente para estabilizar a variancia ou induzir simetria na sua distribuicdo, a
fim de garantir sua comparabilidade e possibilitar a detec¢ao de valores discrepantes) resultando

em vérios tipos de residuos, sendo os mais comuns:

simples (ordindrios);

de Pearson;

de Pearson “estudentizados” internamente;
* componentes do desvio;

* componentes do desvio “estudentizados” internamente.

O diagnéstico de um GAMLSS ¢ feito, fundamentalmente, pela andlise dos
residuos quantilicos (aleatorizados) Normalizados (STASINOPOULOS et al., [2017).
Residuos quantilicos (aleatorizados) possuem a caracteristica muito atraente

de que, independentemente da distribuicdo adotada para a varidvel resposta, os verdadeiros


https://search.r-project.org/CRAN/refmans/gamlss/html/stepGAIC.html
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residuos sempre terdo uma distribuicdo Normal padronizada quando o modelo proposto estiver
bem ajustado. Sa@o obtidos invertendo-se a distribuicao ajustada para cada valor de resposta e
determinando-se o quantil Normal padriao equivalente (DUNN; SMITH,|1996).

Admita que a F'(y|0) seja a fungdo de distribui¢do acumulada de uma varidvel
aleatdria Y. Se Y € continua, o Teorema da Inversa da Funcdo de Distribuicdo assegura que
U; = F(y;|0;) é uniformemente distribuida no intervalo [0, 1]. Assim, o residuo quantilico
Normalizado de um GAMLSS estimado é dado por

T;]:(I)il <F<y1|éz>> izl,...,n,

em que ® () & a funciio quantilica da distribui¢do Normal padronizada; F'(y|6) é a funcio de
distribuicdo estimada e éi = (fu;, 04, Uy, %i)T sdo as estimativas dos parametros do modelo.

Os residuos quantilicos Normalizados sdo calculados de maneira diferente
se Y € uma variavel aleatoria discreta. Neste caso a varidvel Y € transformada em uma nova
varidvel aleatéria U, com distribui¢do uniforme no intervalo (u1, us), € um valor observado y;

serd mapeado para um valor u; compreendido entre

uy; = Fly; — 1]6:);
Ui = F(yz|éz)

Nesse intervalo, u; € aleatoriamente escolhido e o residuo quantilico Normalizado dado por

-1

Considerando que a verificagdo dos pressupostos de um modelo pela
Normalidade de seus residuos estd bem estabelecida na literatura, os residuos quantilicos
Normalizados permitem uma maneira de verificar a adequacdo de um GAMLSS ajustado por

meio de técnicas graficas bem familiares:

* residuos versus valores ajustados do parametro y;

* residuos versus alguma ordem de coleta, varidvel explicativa especifica considerada no

modelo ou ainda alguma varidvel ndo incluida no modelo;

a densidade dos residuos;

gréfico de probabilidade dos quantis da distribuicdo Normal padronizada;

Se os parametros do modelo proposto foram consistentemente estimados,

entdo r¢ ~ N(0, 1), aproximadamente simétrica e mesoctirtica.
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3.7.7.2 Worm plot dos residuos quantilicos Normalizados

Worm plots (literalmente graficos de “minhoca”) foram introduzidos por|Van
Buuren e Fredriks (2001) como uma ferramenta gréfica auxiliar no diagndstico de residuos para
andlise de um modelo estatistico. Consistem em um gréfico de probabilidade quantil-quantil do
qual foi removida a tendéncia.

Um grafico dos quantis tedricos da distribui¢cdo Normal padronizada versus os
quantis amostrais dos residuos sem tendéncia difere do grafico usual por apresentar uma linha
horizontal que passa pela origem, representando os quantis unitdrios teéricos que se esperaria
observar, se os dados fossem exatamente Normais.

A dispersdao de pontos representa os residuos ordenados. A magnitude e a
direcdo do desvio dos quantis observados e tedricos € calculada subtraindo-se o quantil esperado
do quantil observado e encontra-se assinalada no eixo vertical. Desse modo, se um ponto estiver
abaixo da linha de tendéncia no grafico quantil-quantil tradicional, ele aparecerd acima da linha
horizontal no grafico sem tendéncia, posto o residuo observado ser superior ao esperado. De
modo acessdrio, podem ser acrescentadas faixas que delimitem um intervalo de confianca,
construidas sob determinado nivel de significancia.

Situacdes em que se observa uma grande quantidade de pontos situados fora
das bandas de confianca ou que o perfil da dispersdo mostre algum padrao sistemdtico de
afastamento da linha horizontal, indicam que a distribui¢do ajustada ou os termos considerados
no ajuste do modelo sdo inadequados para explicar a varidvel resposta sob andlise. Pontos
isolados que se situem muito afastados das faixas de confianca devem ser atenciosamente
analisados sob a suspeita de serem outliers.

Depreende-se assim que, se a média dos residuos quantilicos estd muito alta,
o preditor do parametro da locag¢do da distribuicao adotada deve ser mais flexivel, o que pode
ser obtido pela inclusdo de outros termos ou pela reconsideracdo sob outra forma dos termos
presentes.

Van Buuren e Fredriks| (2001) propuseram quantificar alguns aspectos basicos
do worm plot ajustando um polinémio ctibico Y = g+ 51 X + o X2+ 33 X3 (emque Y e X©
representam os vetores das observagdes e dos quantis observados) aos dos pontos do grafico. O
perfil assumido por essa curva ajustada sugere variadas inadequagdes no modelo e associaram
os valores absolutos dos coeficientes estimados Bo, Bl, Bg e 5’3, os termos constante, linear,
quadratico e cubico do ajuste polinomial promovido aos pontos do worm plot, respectivamente
como desajustamentos do modelo na estimacao da locagdo, variabilidade, simetria e curtose em
relacdo ao modelo tedrico adotado. Como valores limite, em mddulo, sugeriram 0,10; 0,10;
0,05 e 0,03.

A Figura m ilustra, com uma linha vermelha, o polindmio cibico em cada
uma das situagdes nas quais o ajuste do modelo ndo se mostra adequado e o Quadro [3.1]

apresenta um diagndstico para cada uma dessas possiveis situagdes.
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Figura 3.12: Padrdes sistematicos de afastamento dos residuos quantilicos da linha horizontal
de referéncia em um worm plot
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Fonte: Adaptado de |Stasinopoulos et al.|(2017)



83

Quadro 3.1: Interpretag@o dos varios padroes sistematicos de afastamento da linha horizontal
da curva ajustada de um worm plot mostrados na Figura [3.12]

Perfil Situagdo Residuos quantilicos | Diagnéstico do ajuste do modelo
intercepto acima da origem média muito alta a locacdo ajustada estd baixa
abaixo da origem média muito baixa a locagdo ajustada estd alta
inclinagdo positiva variancia muito alta | a escala ajustada é muita baixa
negativa variancia muito baixa | a escala ajustada é muito alta
, . . . . .. o coef. de assimetria ajustado é
pardbola concavidade p/cima assimetria positiva . .
muito baixo
. . . . . o coef. de assimetria ajustado €
concavidade p/baixo assimetria negativa .
muito alto
e . as caudas da distribuicdo ajustada
curva em “S” | extrem. esq. para baixo | leptocurtose ~ .
sdo muito leves
. . as caudas da distribuicdo ajustada
extrem. esq. para cima | platicurtose ~ .
sdo muito pesadas

Fonte: Adaptado de Stasinopoulos et al. (2017)




84

3.7.7.3 Estatisticas Q e Z dos residuos quantilicos (aleatorizados) Normalizados

A Normalidade dos residuos pode também ser analisada por meio das
estatisticas Q e Z (STASINOPOULOS et al.,[2017). Para tanto considere que uma determinada
varidvel explicativa continua, presente no modelo, seja subdividida em G grupos e que
{rgi,i=1,...,n;} sejam os residuos do g-ésimo grupo formado, tendo média 7, e desvio
padrdo sy parag =1,...,G.

As estatisticas Zg1, Zgo, Zy3 € Zgq podem ser calculadas e utilizadas para
se verificar se os residuos do g-ésimo grupo possuem média populacional 0, variancia 1,
distribui¢do simétrica (coeficiente de assimetria igual a 0) e mesocurtica (coeficiente de curtose
igual a 3); ou seja, se possuem uma distribuicdo Normal padronizada.

As duas primeiras sdo dadas por (ROYSTON; WRIGHT, 2000)

1
Zg1 = NgTg

€

2
sq — 1~ s, )]

2 1
{Gn, 9

Zgg -

D’Agostino, Belanger e D’Agostino Jr.| (1990) derivaram as duas ultimas
Z(+/by) e Z(bs) (respectivamente pelas expressdes [13] e [19] nas péginas do citado trabalho)
que juntas formam a estatistica &> de D’ Agostino para um teste de hip6teses unilateral conjunto

quanto a assimetria e ao excesso de curtose pela medida
K* = 22 (/b)) + Z°(ba),

em que \/b; e by sdo as estimativas amostrais de /3 € 3, propostas por (PEARSON, |1895)

como

Vo =5

3/2
my

sendo my, = X(Xi=X)*/p,

A estatistica Q € assim expressa como
G
2 .
Q=Y Z5j=123/4
g=1

Royston e Wright (2000) discorrem que a distribui¢ao da estatistica Q para um
teste de hipoteses sob a premissa de que os verdadeiros residuos provém de uma distribui¢ao

Normal é
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Q1 ~ X%G—dfu);

2 .
Q2 ~ X(G— (dfo;rl)))

Q3 ~ X{c—ar)

€

Q4 ~ X%G_dpr

em que df,, df, df, e df sdo os graus de liberdade dos preditores dos parametros da distribui¢ao
adotada para a resposta. Valores significantes das estatisticas ()1, ()2, ()3 € ()4 seriam indicativos
de inadequacgdes nos preditores de y, o, v € 7 do modelo ajustado, contorndveis possivelmente
pelo aumento dos graus de liberdade das funcdes suavizadoras consideradas em cada um desses
preditores.

Uma representacdo grafica que mostre as estatisticas Z92j,
um dos g grupos e colunas (estatistica Z; associada, facilita a visualizagdo da contribui¢io dada

em linhas para cada

por cada grupo a estatistica ()}, sugerindo quais grupos da varidvel ndo estdo bem ajustados)
(STASINOPOULOS et al.2017).
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4 MATERIAIS E METODOS

4.1 MATERIAIS

O conjunto de dados utilizado nesse trabalho pertence a base de informagdes
imobilidrias de uso profissional do autor e é composto por 746 informacdes imobilidrias
referentes a terrenos localizados no perimetro urbano - efetivamente transacionados ou
simplesmente ofertados a mercado - coletadas no periodo compreendido entre maio de 1995
e mar¢o de 2021 no municipio de Londrina, cuja localiza¢do geografica estd ilustrada na Figura
4.1l

Destacamos, preliminarmente, que alguns elementos pertencentes ao
conjunto de dados foram suprimidos em razdo de se referirem a terrenos com uma area total
muito grande, superior a 50.000 m? e, por essa razdo, dificilmente poderiam ser caracterizados
como lote urbano. Assim, a amostra efetivamente utilizada € composta por 730 elementos.

Os dados analisados podem ser obtidos na secdo Dados no repositério
GitHub do autor em: €) e, no Apéndice C.1 do fasciculo complementar disponivel na se¢do
Apéndices no mesmo repositdrio, estdo disponibilizadas informac¢des complementares acerca

da colonizagao, historia e desenvolvimento de Londrina.


https://github.com/fjrcosta/Mestrado_PGMAC
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4.1.1 Natureza da informacao obtida

Informagdes sobre dados imobilidrios meramente ofertados ao mercado sdao
abundantes e podem ser facilmente reunidas por diversos meios de pesquisa. Consulta
direta ao anunciante, proprietdrio ou empresa imobilidria cujo nome € ostentado nas placas
tradicionalmente afixadas nos terrenos. Busca em antdncios publicados na midia impressa ou em
dominios virtuais mantidos por empresas imobilidrias junto a rede mundial de computadores,
nos quais pode-se realizar a pesquisa sob varios critérios como, por exemplo, estado, cidade,
bairro de localiza¢do, dimensao.

Por outro lado e, de modo totalmente diverso da anterior, informacdes
sobre transacOes efetivamente realizadas sdo obtidas apenas por meio de diligente trabalho
investigativo junto as partes diretamente envolvidas em uma negociagdo realizada: comprador e
vendedor (ou intermediador). O simples levantamento de informagdes arquivadas em Cartorio
de Registros Imobilidrios, por serem meras transcri¢des de escrituras publicas lavradas sob a
vontade das partes envolvidas, nem sempre refletem (por motivos que ndo pertencem ao escopo
desse trabalho) os reais termos acordados na negociacdo e modelos estimados com esses dados

nem sempre sdo uteis para o propdsito de se avaliar o valor de mercado (ZYGA,[2017).

4.1.2 Descricao

Cada um dos elementos da amostra se encontra identificado tanto em termos
cadastrais, quanto por suas carateristicas estruturais fisicas, temporais, espaciais € econdomicas.
O Quadro[d.T|apresenta a identificac@o cadastral associada a cada informagao coletada. Estando
os dados disponiveis para acesso publico no repositério ja informado, por razdes de sigilo,
as colunas que apresentam informacdes sobre o nome e telefone dos informantes foram

suprimidas. A Figura[d.2]ilustra a disposigdo espacial de cada elemento da amostra.

Quadro 4.1: Informagdes cadastrais dos elementos pesquisados

Abreviatura Descricao

REF identificacdo unica do elemento amostral no banco de dados
FONTE origem da informacao

DIVULGACAO veiculo de divulgacao da informacgao

INF responsavel pela informacgdo (empresa ou pessoa fisica)
TEL telefone do responsavel pela informagao

ENDERECO nome e informagdes complementares do logradouro
BAIRRO nome do bairro

SETOR identificacdo do setor censitario (IBGE censo 2010)

Fonte: Préprio autor

Na Engenharia de Avaliacdes, mais especificamente para o caso da tipologia

em estudo, a modelagem geralmente é promovida usando-se o valor unitario, simples quociente
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Figura 4.2: Mapa municipal de Londrina com a localiza¢do de cada elemento amostral em
Londrina (coordenadas 23,3197S;51,1662W)
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Fonte dos dados: Préprio autor (imagem de base: Stamen Maps 2021)

do valor total informado pela 4rea total do terreno. Assim, nesse trabalho, tem-se como varidvel
resposta o valor unitdrio e os seguintes atributos de natureza estrutural, espacial, econdmica e
temporal:

* Valor: varidvel quantitativa continua, expressa em R$ (Reais) e que corresponde ao pre¢o

pedido (ou valor transacionado) do elemento amostral;

e Area: varidvel quantitativa continua, medida em m? (metros quadrados) e que

corresponde a drea do elemento amostral;
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 Valor unitdrio: varidvel quantitativa continua, expressa em R$/m? e resultante do

quociente do valor pela drea do elemento amostral;

» Data: varidvel quantitativa discreta, admitida continua e que corresponde ao nimero de
dias transcorridos entre a data de referéncia inicial adotada (01/01/1970=1) e a data na

qual a informacao do elemento amostral (Valor) foi obtida;

* Renda: varidvel quantitativa continua, medida em R$ (Reais) e que corresponde a renda
familiar média do setor censitdrio onde o elemento amostral se situa. Para dados com
data anterior a 01/01/2010 foram usadas as informacdes do Censo de 2000 e para aqueles

em data posterior a 31/12/2009, as informacdes do Censo 2010;

* Relevo: varidvel qualitativa que corresponde ao relevo do elemento amostral pesquisado
para um referencial posicionado defronte a ele, no logradouro. Esse fator assume os

seguintes niveis: plano (1), aclive (2) ou declive (3);

» Natureza: varidvel qualitativa que corresponde a natureza econdmica da varidvel VALOR

do elemento amostral. Esse fator assume os seguintes niveis: oferta (1) ou transacao (2);

* Pavimentacdo: varidvel qualitativa que corresponde ao tipo de pavimentacdo existente
defronte ao elemento amostral. Esse fator assume os seguintes niveis: outra (1) ou pav.
asfaltica (2);

* Implantacdo: varidvel qualitativa que corresponde ao tipo de implantacdo do elemento
amostral, se lote isolado ou na forma condominial, pertencente a um empreendimento
dotado de uma estrutura de amenidades para seus moradores. Esse fator assume os

seguintes niveis: lote isolado (1) ou condominio (2);

» Coordenada geografica X de localizacdo: varidvel quantitativa continua, medida em m
(metro) e que correspondente a coordenada métrica longitudinal (UTM SAD69/EPSG

29192) da localizagdo do elemento amostral;

* Coordenada geografica Y de localizacdo: varidvel quantitativa continua, medida em
m (metro) e que correspondente a coordenada métrica latitudinal (UTM SADG69/EPSG

29192) da localizacdo do elemento amostral.

4.1.3 Georreferenciamento

Os dados de natureza espacial podem ser geograficamente identificados em
relacdo a posicdo que ocupam por meio de suas coordenadas, num processo denominado
georreferenciamento. O georreferenciamento identifica qualquer ponto localizado na superficie
terrestre por meio de suas coordenadas expressas sob um sistema de referéncia. Nesse trabalho

os dados encontram-se georreferenciados na projecdo Universal Transversa de Mercator
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(UTM). Por utilizar o metro (m) como medida, esse sistema também é conhecido como sistema
de coordenadas planas ou métricas. Detalhes complementares podem ser obtidos no Apéndice

C.2 do fasciculo complementar disponivel na secio Apéndices no repositério GitHub do autor

em: ©).

4.1.4 Arquivos digitais de informacoes espaciais

Arquivos digitais com a extensdo shp foram desenvolvidos e padronizados
pela empresa ESRI: Environmental Systems Research Institute, Inc. como uma especificacao
aberta para interoperabilidade de dados entre seu préprio software de mapeamento e
outros. Apresentam informacgdes geoespaciais de dados em formato vetorial e possibilitam
a manipulacdo desses dados em sistemas de informagdes geograficas (GIS: Graphical

information system).

4.1.5 Setores censitarios

Como ja afirmado anteriormente, o propdsito dessa dissertacdo € o da
estimagdo dos parametros de um Modelo Hedonico de Regressdo Espacotemporal baseado
na classe dos Modelos Aditivos Generalizados para Locagdo, Escala e Forma (GAMLSS) que
contemple, de modo conjunto, a variabilidade espacial e temporal presente na varidvel resposta e
dentre as variaveis explicativas pesquisadas encontra-se a “RENDA”. As informacdes relativas a
essa varidvel, referentes aos censos de 2000 e 2010, sdo acessiveis a partir dos arquivos digitais
dos setores censitdarios de Londrina e planilhas de dados agregados, ambos disponibilizados
pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) em IBGE: agregados dos setores
censitarios (censo 2000); IBGE: agregados dos setores censitarios do Parana (censo 2010) e
IBGE: documentacao dos setores censitarios (censo 2010). Detalhes complementares podem
ser obtidos no Apéndice C.3 do fasciculo complementar disponivel na secdo Apéndices no
repositério GitHub do autor em: €).

Ao leitor mais atento, ndo deve escapar que essa varidvel encontra-se
relacionada tanto a localiza¢do quanto ao tempo. Todavia, os valores dessa varidvel resultam
da tabulagdo dos dados coletados nos censos realizados apenas em 2000 e 2010, posto ndo ter
ocorrido, por razdes de saude publica, o censo programado para 2020|'} Assim, a incorporagdo
dessa varidvel ao modelo resultaria na introdu¢@o de distor¢cdes ndo sé de natureza temporal
por estar restrita a periodos especificos, como também espacial, por admitir como homogénea

a renda nos setores censitdrios. Por essa razdo, o modelo proposto nao se vale dessa varidvel.

4.2 RECURSOS COMPUTACIONAIS UTILIZADOS

Os célculos computacionais requeridos nos procedimentos a seguir descritos

foram realizados por meio de diversas bibliotecas escritas em R. O software R foi criado por

!Para compreensdo da pandemia mundial de 2020 acessar Organizagdo Mundial da Satdde.


https://github.com/fjrcosta/Mestrado_PGMAC
https://ftp.ibge.gov.br/Censos/Censo_Demografico_2000/Dados_do_Universo/Agregado_por_Setores_Censitarios/Agregado_de_setores_2000_PR.zip
https://ftp.ibge.gov.br/Censos/Censo_Demografico_2000/Dados_do_Universo/Agregado_por_Setores_Censitarios/Agregado_de_setores_2000_PR.zip
https://ftp.ibge.gov.br/Censos/Censo_Demografico_2010/Resultados_do_Universo/Agregados_por_Setores_Censitarios/PR_20171016.zip
https://ftp.ibge.gov.br/Censos/Censo_Demografico_2010/Resultados_do_Universo/Agregados_por_Setores_Censitarios/Documentacao_Agregado_dos_Setores_20180416.zip
https://github.com/fjrcosta/Mestrado_PGMAC
https://www.who.int/emergencies/diseases/novel-coronavirus-2019
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Ross Thaka e Robert entleman na Universidade de Auckland, Nova Zelandia e atualmente é
mantido e desenvolvido por R Core Team| (2021)).

De modo complementar a biblioteca principal gamlss, a biblioteca gamlss.add
com rotinas suplementares foi necessaria. Essa biblioteca fornece uma interface para a fungdo
gam() da biblioteca mgcv na qual muitos suavizadores encontram-se implementados. O c6digo

da programacao realizada pode ser acessado na se¢do Cdodigos no repositério GitHub do autor

em: ©).

4.3 ROTEIRO GERAL DA ANALISE

Como exposto nas se¢des anteriores, na implementacado computacional dos
GAMLSS (e bibliotecas auxiliares) varias funcdes nao lineares podem ser empregadas na

suavizagdo dos termos incorporados ao modelo de modo ndo paramétrico:

curvas LOESS (CLEVELAND (1979);

* splines cubicos (GREEN; SILVERMAN, |1994);

bases de splines (basis splines) (SCHOENBERG, 1945);

* splines penalizados (EILERS; MARX] 1996);

thin plate splines (DUCHON, |1977);

e tensor product splines (DE BOOR| 2001).

Qualquer varidvel pode ser aditivamente incorporada sob a forma de efeitos aleatérios de modo
conjunto, a outras, considerados parametricamente, em cada um dos preditores lineares dos
parametros da distribuicdo adotada para o modelo ().

A distribuicdo para a varidvel resposta Y pode ser escolhida a partir de uma
ampla gama de distribui¢des discretas e continuas disponiveis na implementagdo computacional
dos GAMLSS, incluindo distribui¢cdes altamente assimétricas, leptocurticas ou platicurticas
(STASINOPOULOS et al., 2017).

A Figura[4.3]ilustra de modo esquematico o roteiro geral da andlise realizada.


https://cran.r-project.org/web/packages/gamlss/index.html
https://cran.r-project.org/web/packages/gamlss.add/index.html
https://www.rdocumentation.org/packages/mgcv/versions/1.8-38/topics/gam
https://cran.r-project.org/web/packages/mgcv/index.html
https://github.com/fjrcosta/Mestrado_PGMAC
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Figura 4.3: Fluxograma da analise
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Fonte: Préprio autor

4.4 DESCRICAO DAS VARIAVEIS INCORPORADAS COMO TERMOS NOS PREDITORES DO
MODELO

O Quadro @ apresenta, resumidamente, a terminologia adotada para

denominagdo das varidveis, bem como algumas de suas caracteristicas.
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4.5 METODOS

4.5.1 Escolha da distribuicio e funcoes de ligacao

Conforme apresentado no Quadro 4.2] a faixa de valores assumidos pela
varidvel resposta “UNIT” (R} ) restringe o leque para escolha de uma das distribui¢Ges tedricas
(D) e a implementagdo computacional oferece algumas funcdes na biblioteca gamlss para

auxiliar essa escolha:

e fitDist(): esta funcdo ajusta todas as distribuicdes paramétricas implementadas nesta
classe de modelos especificadas em um de seus argumentos a um tnico vetor de dados
(a variavel resposta sem covaridveis). A distribui¢do marginal final pode ser selecionada

pelo GAIC que, para k = 2, retorna o AIC;

* chooseDist() : esta fun¢do ajusta todas as distribui¢cdes paramétricas implementadas nesta
classe de modelos, especificadas em um de seus argumentos, a um determinado GAMLSS
ajustado. A distribui¢do condicional pode ser selecionada pelo GAIC que, para Kk = 2,

retorna o AIC.

Enquanto a fun¢do fitDist() retorna as distribui¢des tedricas que melhor representam a
resposta de modo ndo condicional as demais covaridveis, a funcdo chooseDist() parte de um
modelo ajustado sob uma distribui¢ao tedrica com a inclusdo de covaridveis preliminarmente
arbitradas para retornar a distribuicdo que melhor represente a resposta condicionada aos termos
considerados, especificado a priori a faixa de valores possiveis para a resposta.

Para esta ultima simulagdo, o modelo protétipo considerado foi proposto sob
a distribuicdo Normal para a resposta e os seguintes termos considerados para a estimagao dos
preditores dos dois pardmetros (/; = p e 6, = 0): “AT”; “NATUREZA”; “IMPLANTACAQO”;
“RELEVO”; “PAVIMENTACAO”; “UTM_X", “UTM_Y” e “DATA”. Os resultados obtidos

para a métrica adotada na comparagdo estdo expostos na Tabela[d.1].

Tabela 4.1: Estatisticas das distribui¢des tedricas melhor ajustadas a varidvel resposta

Funcao Distribuicao tedrica AIC
. Beta generalizada tipo 2
fitDist() (GB2) 9.262,295
~ Box&Cox “t” (BCTo) 9.264,840
chooseDist() Box&Cox“t” (BCTo) 8.581,155
Beta generalizada tipo 2
(GB2) 8.650,552

Fonte: Proprio autor

As Figuras e 4.5 mostram as duas distribuigdes tedricas consideradas
sobrepostas ao histograma da varidvel resposta (a rigor a distribui¢do marginal da varidvel

resposta).


https://rdrr.io/cran/gamlss/man/fitDist.html
https://search.r-project.org/CRAN/refmans/gamlss/html/fitDist.html
https://rdrr.io/cran/gamlss/man/fitDist.html
https://search.r-project.org/CRAN/refmans/gamlss/html/fitDist.html
https://rdrr.io/cran/gamlss/man/fitDist.html
https://search.r-project.org/CRAN/refmans/gamlss/html/fitDist.html
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Figura 4.4: Distribui¢do marginal da resposta sob a distribui¢do tedrica Box&Cox “t” (BCTo)
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Fonte: Préprio autor

Figura 4.5: Distribuicao marginal da resposta sob a distribui¢do Beta generalizada tipo 2 (GB2)
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No processo de refinamento dos diversos modelos propostos, os resultados
dos ajustes intermedidrios, medidos sob o GAIC e verificados liminarmente pelo worm-plot

mostraram-se sempre favordveis a distribuicdo BCTo, razao pela qual a escolha recaiu sobre
essa distribuicdo tedrica para a resposta.
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A distribui¢do D = BC'To, adotada para o modelo, permite que ndo apenas a
estimagdo dos parametros da locacdo (mediana) e variabilidade (coef. de variacdo aproximado)
(0, = p e O3 = o, respectivamente) sejam modelados, como também sua forma no que tange a
sua assimetria e curtose (3 = v e 6, = 7), como apresentado na Tabela

As fungdes de ligacdo adotadas para os quatro preditores dos parametros

distribucionais do modelo tal que Y’ n D(p, o, v, T) estdo indicadas em ||

M = g1(w) = log(p);
Ny = g2(0) = log(o);

ny = gs(v) = (v);
My = ga(7) = log(7), 4.1)
e, posto a funcdo de ligacdo g; adotada no preditor linear 1; do pardmetro p ser a fungdo

logaritmo, na implementag¢do computacional esta variante recebe a denominacdo “0” de original
(BCTo).

4.5.2 Incorporacao de variaveis nos preditores dos parametros distribucionais

Para a incorporacdo das varidveis explicativas como termos nos quatro

preditores aditivos dos parametros da distribui¢do tedrica, adotou-se o seguinte critério:

* varidveis qualitativas: incorporadas como fatores;

* varidveis quantitativas: incorporadas por meio de funcdes suavizadoras estimadas sobre

bases apropriadas.

Desse modo, os fatores “RELEVO”, “NATUREZA”, “PAVIMENTACAO”
e “IMPLANTACAQO” - quando presentes em um preditor de algum dos pardmetros
distribucionais - indicam diretamente a alteracdo sofrida por esse parametro na presenca ou
auséncia (ou no nivel assumido pelo fator).

A varidvel “AREA” e o efeito principal da varidvel, admitida como
quantitativa continua, “DATA” - quando presentes em um preditor de algum dos pardmetros
distribucionais - serdo incorporadas ao modelo por meio das fungdes suavizadoras Si; € Sko
estimadas sobre um espago vetorial gerado por uma base de funcdes apropriadas e que estdao
sujeitas, ou ndo, a uma penalizacdo nos coeficientes dessa base, a fim de controlar o grau final
de suavizacdo evitando assim o “sobreajustamento” da fun¢do a varidvel.

Varidveis explicativas podem ser incorporadas sob a forma de funcdes
suavizadoras (penalizadas ou ndo) como termos nos preditores dos parametros distribucionais
de um GAMLSS de modo direto ou indireto.

O modo direto se da pela inclusdo, sob a forma da funcdo suavizadora
escolhida, diretamente nas estruturas especificadas para os preditores dos pardmetros

distribucionais definidas na férmula especificada na funcao |gamlss() da biblioteca gamlss.


https://www.rdocumentation.org/packages/gamlss/versions/5.3-2/topics/gamlss 
https://cran.r-project.org/web/packages/gamlss/index.html
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Ja no modo indireto, a varidvel a ser incorporada sob a forma de uma funcao
suavizadora na estrutura dos preditores dos parametros distribucionais € especificada antes, tal
como se faz em um modelo GAM, por meio das funcdes s() ou e te()/ti() diretamente na estrutura
definida na férmula especificada na fun¢do gam() da biblioteca mgcv. S6 entdo ela € incluida
como termo na estrutura das férmulas dos preditores dos parametros distribucionais de um
GAMLSS envolvida (wrapped) pela funcao |ga(), a qual estende o uso das func¢des suavizadoras
implementadas na biblioteca mgcv para os da classe dos GAMLSS (STASINOPOULOS et al.,
2017).

Para a situacdo em estudo as fungdes suavizadoras unidimensionais

consideradas na implementagdo computacional dos GAMLSS (biblioteca gamlss) foram:
* pb() : baseada em P-splines;
* (cs()|: baseada em splines cuibicos penalizados;
* bs(): baseada em B-splines.

As funcdes s() e te()/ti() da biblioteca mgcv exigem a especificacdo de uma

base por meio do argumento bs() na fungdo gam(~ s(...bs()...)):

* thin plate regression splines: bs=“tp” (base default);

’

* splines cubicos naturais (Natural cubic regression splines): bs=“cr” com os nds da

funcao posicionados nos quantis; ou,

* B-splines: bs=“bs” com os nds da funcdo igualmente espacados (para splines penalizados
a posicdo exata ndo € relevante desde que seja fornecida uma base de dimensdo
razoavelmente grande, o argumento “k” das fungdes, e a distribuicdo dos nds propicie

uma boa cobertura),

dentre diversas outras bases disponiveis para circunstancias especificas.

Em termos gerais, os thin plate regression splines tendem a fornecer um
melhor desempenho quanto ao erro quadriatico médio (EQM) sendo seguidos dos splines
cubicos com penalidades baseadas em derivadas, embora computacionalmente sejam mais
lentos para se configurar do que as outras bases.

A funcdo ti() da biblioteca mgcv (quando utilizada para se estimar uma fungao
suavizadora unidimensional) apresenta os mesmos resultados que a func¢do s() se as funcdes de
base adotadas forem splines cubicos naturais (bs="cr") e suas dimensdes k£ forem as mesmas .

Por outro lado, se as funcdes de base escolhidas forem thin plate regression
splines, mas ainda mantendo uma mesma dimensdo k, a funclo ti() s6 apresentard os
mesmos resultados que a fungéo s() se ndo for feita a reparametrizacdo Normal (Normal
parametrization) (WOOD), [2017)), o que pode ser obtido por meio do argumento interno
ti(...,.np=FALSE,...).


https://www.rdocumentation.org/packages/mgcv/versions/1.8-36/topics/s
https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/mgcv/html/te.html
https://www.rdocumentation.org/packages/mgcv/versions/1.8-36/topics/gam
https://www.rdocumentation.org/packages/gamlss.add/versions/5.1-6/topics/ga
https://rdrr.io/cran/gamlss/man/ps.html
https://rdrr.io/cran/gamlss/man/cs.html
https://rdrr.io/cran/gamlss/man/ps.html
https://www.rdocumentation.org/packages/mgcv/versions/1.8-36/topics/s
https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/mgcv/html/te.html
https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/mgcv/html/te.html
https://www.rdocumentation.org/packages/mgcv/versions/1.8-36/topics/s
https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/mgcv/html/te.html
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A variabilidade de natureza puramente espacial - quando presente em um
preditor de algum dos pardmetros distribucionais - serd incorporada ao modelo por meio de
uma fun¢do suavizadora (sy3) estimada sobre o espago vetorial gerado pelo produto tensor dos
espacos gerados pelas funcdes que formam as bases marginais apropriadas (thin plate regression
splines) para cada uma das varidveis “UTM_X" e “UTM_Y” e sujeitas a penalizacOes marginais
individuais. A funcdo s() também permite a constru¢do de uma superficie de suavizagcdo com
a diferenca, em relagdo a funcao ti(), que adota uma penalizagdo Unica para as bases marginais
(isotropismo). A escolha da introducdo da variabilidade espacial, somente sob a forma da
interacao entre as varidveis “UTM_X" e “UTM_Y”, resulta da conformacao espacial observada
na cidade - que ndo privilegia um dos eixos cartesianos em detrimento do outro - tal que a
variabilidade espacial deve considerar as coordenadas de modo conjunto.

Por fim, a variabilidade espacial e temporal conjunta - quando presente em
um preditor de algum dos pardmetros distribucionais - serd incorporada ao modelo por meio
de um funcdo suavizadora (si4) estimada sobre o espago vetorial gerado pelo produto tensor
do espaco gerado das fungdes de bases dos thin plate regression splines sobre as varidveis
“UTM_X” e “UTM_X", pelo espaco gerado pelas fungdes de base do cubic regression splines
sobre a varidvel “DATA”, estando tanto o primeiro, quanto o segundo espaco vetorial citados,
sujeitos a penalizag¢des individuais na estimacao dos splines de produto tensor.

Fungdes suavizadoras bidimensionais sdo incorporadas a estrutura de um
modelo GAM por meio da funcio t1() tendo igual parametrizacdo para as bases marginais em seu
argumento bs(): ga(~ ti(...,bs = “tp”,...),...) (WOOD)2017) as quais (indiretamente) podem,
entdo, ser incluidas nas estruturas das férmulas dos preditores do parametros distribucionais de
um GAMLSS definidas na funcio gamlss() por meio da fungdo |ga().

Fungdes suavizadoras multidimensionais sdo incorporadas a estrutura de um
GAM por meio da funcdo ti() com uma especificacdo adicional no argumento d(): ga(~
ti(...,bs = c(“tp”, “cr”),d = (2,1),...)) para indicar que o suavizador multidimensional final
serd estimado pelo produto tensor de uma base bidimensional, por uma base unidimensional
(WOOD, 2017) as quais, indiretamente, podem entdo ser incluidas nas estruturas das férmulas
dos preditores dos pardmetros distribucionais de um GAMLSS por meio da fun¢do ga().

Assim, as estimativas dos parametros distribucionais serdo dadas por seus

preditores lineares que assumem as seguintes estruturas gerais aditivas no modelo maximal
exposto em (4.2)).


https://www.rdocumentation.org/packages/mgcv/versions/1.8-36/topics/s
https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/mgcv/html/te.html
https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/mgcv/html/te.html
https://www.rdocumentation.org/packages/gamlss.add/versions/5.1-6/topics/ga
https://stat.ethz.ch/R-manual/R-devel/library/mgcv/html/te.html
https://www.rdocumentation.org/packages/gamlss.add/versions/5.1-6/topics/ga
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log(ft) =10 + $11(AT) + s12(DATA) + $13(UTM_X,UTM_Y) + $14(UTM_X,UTM_Y; DATA)
f11(se RELEVO="“Aclive”) + [12(se RELEVO=“Declive”)+
313 (se NATUREZA="“Transacdo”)+
14 (se PAVIMENTACAO= “Pav. asfiltica” )+
15 (se IMPLANTACAO=“Condominio”)
log(6) =20 + S21(AT) + S22(DATA) + S23(UTM_X,UTM_Y) + S94(UTM_X,UTM_Y; DATA)
Ba1 (se RELEVO="Aclive”) + [322(se RELEVO="Declive”)+
323 (se NATUREZA="“Transacdo”)+
394 (se PAVIMENTACAO="Pav. asfdltica”)+
Pas5(se IMPLANTACAO= “Condominio”)
U =[50 + S31(AT) + S32(DATA) + $33(UTM_X,UTM_Y) + s34(UTM_X,UTM_Y; DATA)
Ba1(se RELEVO="Aclive”) + [332(se RELEVO="Declive”)+
633
Bsa

(35 (se IMPLANTACAO= “Condominio )

se NATUREZA="“Transagdo” )+

se PAVIMENTACAO=“Pav. asfdltica ”) +

(
(
(
(

log(7) =0 + S41(AT) + S42(DATA) + $43(UTM_X,UTM_Y ) + S44(UTM_X,UTM_Y; DATA)

41 (se RELEVO="Aclive”) 4 [342(se RELEVO=*“Declive”)+

(
Bas3 (se NATUREZA="“Transagdo ) +
P44 (se PAVIMENTACAO=“Pav. asfdltica”)+
(

45 (se IMPLANTACAO=“Condominio™)
“4.2)

4.5.3 Geracao de imagens

Admitindo-se como fronteiras amostrais a drea delimitada pelo perimetro
urbano da cidade de Londrina e o intervalo temporal dos dados, o modelo proposto possibilita
ndo apenas a estimacdo do valor unitirio mediano em qualquer referéncia espacial ou
temporal desejada, como também permite a geracdo de uma superficie de valor que represente
graficamente a variacdo do valor unitdrio mediano em toda a extensdo da drea do estudo, para
uma determinada data arbitrada, bastando que seja estabelecida uma situacdo paradigma das
caracteristicas do imével a ser estimado (drea total, relevo, implantacao, natureza da informacgado
e data de referéncia) e essa estimacao seja replicada em cada localizacdo definida em um grid
reticulado de localizagdes espaciais que, no estudo foi definido com um espacamento entre
pontos de 50 m em cada direcao cartesiana.

A producdo de imagens e animacdes, em duas ou trés dimensdes, que

espelhem a variabilidade do valor mediano no perimetro urbano de Londrina referente a
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um periodo temporal especifico ou a um intervalo entre datas, pode ser realizada pelas
fungdes disponiveis em variadas bibliotecas como ggplot2 (ORCID et al., 2021); plotKML
(HENGL et al., 2021); tmap (TENNEKES et al. [2022); mapview (APPELHANS et al.,
2021); mapdeck (COOLEY) 2020); maps (BECKER et al., 2021)); maptools (BIVAND et
al., 2022); inlabru (LINDGREN et al., 2022); spaceTime (PEBESMA et al., 2022); spData
(BIVAND et al., 2021); plotGoogleMaps (KILIBARDA; SEKULIC| 2015) e sp (PEBESMA
et al., 2021),sob variados formatos de apresentacdo (jpeg, html, kml, mp4, m4v), muitas das
quais demandando a transformacdo do objeto que contém a informagdo para outras classes
como SpatialPixelsDataFrame ou um simples dataframe (para tanto valendo-se de bibliotecas
auxiliares como ; geobr (PEREIRA; GONCALVES| 2022); sf (PEBESMA et al., 2022);
spatialEco (EVANS; MURPHY; RAM, 2021); GISTools (BRUNSDON; CHEN, 2014); geoR
(JR et al.} 2020); raster (HIIMANS et al., [2022))).

Por fim destaca-se que, com o propoésito unico de facilitar a visualizagdo das
variagdes do valor unitdrio mediano entre imagens geradas em periodos distintos, a resposta
foi transformada pela aplicacdo da fun¢do logaritmo, a qual tornou a variacdo cromatica
observada nas imagens mais pronunciada, quando diversos periodos temporais S0 expostos

simultaneamente.
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Depreende-se da informagdo trazida pela Tabela [5.1] que a varidvel resposta

“UNIT” apresenta uma distribuicao com forte assimetria a direita e seu histograma, ilustrado na

Figura[5.1] revela também uma forma leptocirtica tendo como referéncia a distribuicdo Normal

(simétrica e mesocurtica).

Figura 5.1: Distribuicdo marginal da resposta sob a distribuicdo Normal (NO)
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Tabela 5.1: Medidas resumo das varidveis quantitativas incorporadas como termos nos

preditores do modelo

Varidvel | Valor 1° Quartil | Mediana | A°F 3 Quartil | YA Coef. | Coef.
(sigla) minimo médio maximo assimetria | curtose
UNIT 5,00 68,13 119,60 260,29 263,79 3.348,21 | 4,28 23,89
AT 157,00 289,20 377,00 1.621,60 | 607,00 43.088,00 | 5,06 31,85
DATA™ | 9.279 12.053 12.889 13.341 14.722 18.697 0,79 2,87
UTM_X | 477.200 481.292 483.240 483.218 485.020 489.853 0,05 2,26
UTM_Y | 7.410.324 | 7.419.294 | 7.421.505 | 7.421.978 | 7.424.869 | 7.429.181 | 0,08 2,35

(1) 29/05/1995; 01/01/2003; 16/04/2005; 28/07/2006; 10/06/2010; 11/03/0021

Fonte: Préprio autor

De forma complementar, os graficos de dispersao mostrados nas Figuras [5.2]

tornam claro que a relagdo da resposta “UNIT” condicionada as varidveis “AT” e “DATA” ndo
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é linear. Observa-se na Figura[5.2](b) que o padréo de crescimento do valor unitério observado
intensifica-se com o progredir do tempo.

Com o propdsito de aclarar a relagdo da varidvel resposta “UNIT”
condicionada a varidvel “AT”, ndo muito definido na Figura[5.2](a), na Figura[5.3|investiga-se o
padrao das mudancas sob duas transformacgdes diferentes da varidvel explanatdria, igualmente

ndo lineares.

Figura 5.2: Dispersdo da varidvel resposta
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Fonte: Préprio autor
Figura 5.3: Dispersdo da varidvel resposta
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Fonte: Préprio autor

As frequéncias observadas nos dados amostrais relativas aos niveis
assumidos pelos fatores “NATUREZA” e “IMPLANTACAO” sdo mostradas na Figura [5.4]
e “PAVIMENTACAO” e “RELEVO” na Figura [5.5] Tais verifica¢des visam assegurar um

equilibrio amostral para os variados niveis assumidos por esses fatores.
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Figura 5.4: Frequéncias observadas na amostra dos niveis dos fatores “NATUREZA” e
“IMPLANTACAO”
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Fonte: Préprio autor

Figura 5.5: Frequéncias observadas na amostra dos niveis dos faores “PAVIMENTACAO” e
“RELEVO”
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Fonte: Proprio autor

A variabilidade observada na Figura [5.6 da varidvel resposta “UNIT”
relacionada aos niveis dos fatores “NATUREZA” e “IMPLANTACAQ” expde, na primeira
qualificacdo (a), que os precos (anunciados) sdo propostos de modo muito subjetivo quando
comparado aos valores efetivamente transacionados. Na segunda qualificacdo (b) a menor
variabilidade da resposta observada para a implantacdo em condominio resulta de uma certa
homogeneidade relacionada as amenidades existentes sob esse tipo de implantacdo e também
evidencia uma certa independéncia da localizacdo espacial do elemento. Assim pode-se
entender que, para o adquirente, se o terreno estd inserido em uma estrutura de condominio

fechado, entdo a localizag¢ao desse empreendimento ja ndo lhe € tio relevante.
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Figura 5.6: Box-plot da varidvel resposta em relagdo aos niveis dos fatores “NATUREZA” e
“IMPLANTACAO”
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Fonte: Préprio autor

A variabilidade da varidvel resposta “UNIT” relacionada aos niveis dos
fatores “PAVIMENTACAO” e “RELEVO” € exposta na Figura A menor variabilidade
na primeira situacdo (a) resulta da reduzida quantidade de elementos ainda ndo dotados de
pavimentacdo asféltica e, provavelmente situados em locais muito assemelhados entre si,

quando comparados a outra situacao.

Figura 5.7: Box-plot da variavel resposta em relagdo aos niveis dos fatores
“PAVIMENTACAO” e “RELEVO”
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Fonte: Préprio autor

5.2 MODELO PROPOSTO

O GAMLSS proposto assumiu a estrutura mostrada em (5.1)).
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log(j1) =4,53 + s11(AT) + s12(DATA) + s15(UTM_X, UTM_Y')
+ s14(UTM_X,UTM_Y; DATA) — 0, 11(se “RELEVO"=Aclive)
— 0, 06(se RELEVO="“Declive”) — 0, 21(se NATUREZA="“Transagdo”)
+ 0, 37(se PAVIMENTACAO="Pav. asfdltica”) + 0, 75(se IMPLANTACAO="“Condominio”)
log(5) = — 1,23 + 591 (AT) + s92(DATA) 4 so5(UTM_X, UTM_Y')
D =—0,94+ 53, (AT) + $55( DAT A) + 535(UTM_X,UTM_Y)
log(7) =0, 65 + s41(AT)

(5.1)
O Quadro [5.1] expde a parametrizacdo das fungdes computacionais usadas

para os variados suavizadores e a Tabela[5.2]apresenta algumas métricas associadas ao modelo.

Quadro 5.1: Parametrizagdo das fun¢des computacionais

Suavizador Parametrizacio da funcio computacional

S11 (AT), 5921 (AT)7 531 (AT)/ S41 (AT) tl(AT, bs:“cr”)

S12 (.D‘/4TVJ4)7 599 (DATA), Sdg(DATA) tl(DATA, bS=“CI'”)

s13(UTM_X, UTM_Y),s03(UTM_X,UTM_Y)| it(UTM_X, UTM_Y, bs= “tp”, d=2)
su(UTM_X,UTM_Y; DATA) ti(UTM_X, UTM_Y, DATA, bs=c(“tp”, “cr”),d =c(2, 1))

Fonte: Préprio autor

Tabela 5.2: Informacdes sobre algumas métricas do modelo proposto

Métrica Valor
Deviance global 7618,53
AIC 7869,96
BIC 8447,38
Pseudo R? (Cox&Snell) 0,894
Graus de liberdade do ajuste 125,72
Graus de liberdade dos residuos 604,28
Numero e observacoes 730

Fonte: Proprio autor

5.2.1 Efeitos dos termos incorporados ao preditor do primeiro parametro da distribuicao
(61: mediana)

Os efeitos exercidos pelos fatores “IMPLANTACAO” e “NATUREZA” sobre
o preditor linear da mediana distribucional (1; = log(/1)), exibidos na Figura (a) , confirmam
que terrenos implantados dentro de uma instalacdo condominial (b), dotada de alguma infra-
estrutura de amenidades, apresentam um valor unitdrio mediano superior aquele que se situam

isolados nas ruas. Também se valida a pritica comum de se anunciar terrenos por valores
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unitdrios artificialmente superiores comparados aos valores pelos quais serdo efetivamente
transacionados conforme exibido na Figura [5.§] (b). Ambos os resultados sdo coerentes com

0 que se observa no mercado imobilidrio.

Figura 5.8: Efeitos dos fatores “IMPLANTACAO” e “NATUREZA” sobre a mediana
distribucional (incorporados parametricamente ao seu preditor linear)
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Os efeitos exercidos pelos fatores “PAVIMENTACAQO” e “RELEVOQO” sobre o
preditor linear da mediana distribucional (; = log(1)), exibidos na Figura (a), confirmam
que terrenos com sua frente principal voltada para um logradouro com pavimentacao asféltica
possuem um valor unitdrio mediano superior € que os terrenos planos sdo mais valorizados.
Ambos os resultados sdo coerentes com o que se observa no mercado.

A guisa de informacdo complementar, acreditamos que a pequena variagio
dos efeitos exercidos pelos niveis “DECLIVE” e “ACLIVE” no grifico da Figura [5.9] (b)
decorre da situacdo pratica, algumas vezes até favordvel, para terrenos em declive quando suas
dimensdes favorecem seu aproveitamento para incorporacdo imobilidria. Nesses casos tal relevo
resulta em uma economia construtiva como se verifica, por exemplo, na construcdo de edificios,
pela reducdo de custos associados a escavacgdo e protecao de encostas. Por outro lado, terrenos
em aclive com dimensdes coerentes a constru¢do isolada facilitam a instalacdo da garagem no
nivel inferior e da parte residencial em um plano mais elevado.

Sob um ponto de vista macroscopico, em geral, o valor unitdrio mediano
de um terreno € inversamente relacionado a sua drea: terrenos com reduzidas dimensoes
apresentam um valor unitdrio superior aos de terrenos com grandes areas. Tal fato decorre
do fendmeno de natureza econdmica observado quando qualquer produto € oferecido sob
diferentes quantidades e, por tal variagdo, atingem diferentes mercados consumidores. Isso
pode ser ilustrado valendo-se de uma comparacao simples e, para tanto, considere uma regiao
qualquer dentro de uma cidade. Admita nessa regido a existéncia de dois terrenos contiguos,

mas, todavia, com 4dreas bastante distintas: um deles com uma 4rea total muito superior ao outro.
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Figura 5.9: Efeitos dos fatores “PAVIMENTACAO” e “RELEVO” sobre a mediana
distribucional (incorporados parametricamente ao seu preditor linear)
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Quando oferecidos ao mercado, o que ird se verificar é que os valores unitdrios de cada um
desses dois imdveis, calculados apds sua negociacao efetiva, serdo diferentes. Mesmo tendo as
mesmas caracteristicas intrinsecas e extrinsecas e tendo sido negociados em uma mesma época
o valor unitdrio mediano do terreno com drea menor serd superior ao do outro.

O efeito exercido pela varidvel “AT”, por meio da funcdo de suavizagdo
estimada, sobre o preditor linear da mediana distribucional (1, = log(j1)), exibido na Figura
[5.10] (a), revela algumas sutilezas que merecem consideracdes de ordem microscdpica, por
assim dizer.

Observa-se que o efeito exercido pela dimensao do imével no valor unitario
mediano tenha um primeiro valor maximo para a drea minima (125,00 m?) permitida pela
legislacdo (Lei n° 6.766 de 19/12/1979) para um lote urbano resultante do parcelamento de
outro, com drea maior. Esse efeito progressivamente se reduz até uma drea aproximada de
250 m? (sem efeito). Verifica-se a partir dessa dimensdo, até uma 4rea aproximada de 400
m?, que o efeito passa a ser de reducdo no valor unitdrio mediano. A partir desse valor de
area total observa-se que o efeito da dimensdo de um terreno volta a ser de incremento no seu
valor unitdrio mediano, atingindo um novo valor mdximo para terrenos com uma area total
aproximada de 3.000 m?,

Depreende-se, em linhas gerais, que o efeito da drea total no valor unitario
mediano seja maximo tanto para terrenos com a drea total minima permitida pela legislagao,
invariavelmente destinados a edificacdes de padrdo construtivo bastante modesto, quanto para
terrenos com drea total aproximada de 3.000 m?, aparentemente, a dimensdo mais procurada

para a realizagao de incorporagdes imobilidrias.
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O efeito exercido pela varidvel “DATA”, por meio da fun¢ao de suavizagao
estimada, sobre o preditor linear da mediana distribucional (1, = log(j1)), exibido na Figura
[5.10] (b), revela um comportamento bastante interessante ao longo do periodo estudado.

Em grande parte desse periodo observa-se que o efeito sobre a resposta é
sempre crescente e também que - em maio de 2008 - houve uma intensificacdo pela alteracao
em sua taxa. Ja a partir de novembro de 2013, verifica-se uma desaceleracdo desse efeito -
ainda incremental - com o progredir do tempo, muito provavelmente associada a fatos relevantes

ocorridos na economia nacional naquela data.

Figura 5.10: Efeitos das varidveis “AT” e “DATA” sobre a mediana distribucional
(incorporadas ao seu preditor linear sob a forma de fun¢des suavizadoras unidimensionais)
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Fonte: Préprio autor

As Figuras [5.11] (a) e (b) ilustram o efeito exercido pela localizagdo, por
meio da fungdo de suavizacdo estimada, sobre o preditor linear da mediana distribucional
(m = log(1)).

A Figura [5.17] ilustra o efeito exercido pela interagdo da localizagdo do
elemento e a data de referéncia, por meio da funcdo de suavizacio estimada, sobre o preditor

linear da mediana distribucional (7, = log(1)).

5.2.2 Efeitos dos termos incorporados ao preditor do segundo parametro da distribuicao
(63: coeficiente de variacao)

Os efeitos exercidos pelas varidveis “AT” e “DATA” incorporadas ao preditor

do segundo pardmetro distribucional ( 77, = log(5)) sob a forma de fung¢des suavizadoras podem
ser visualmente verificados nas Figuras e
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Figura 5.11: Efeito conjunto das varidveis “UTM_X" e “UTM_Y” na mediana distribucional
(incorporadas ao seu preditor linear sob a forma de uma funcao suavizadora bidimensional):
efeito puramente espacial da localizacdo
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Figura 5.12: Efeito conjunto das varidveis “UTM_X", “UTM_Y” e “DATA” na mediana
distribucional (incorporadas ao seu preditor linear sob a forma de uma fungao suavizadora
multidimensional): efeito espagotemporal das coordenadas mostradas (UTM) e a data da
informagdo, edf=50,95
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Figura 5.13: Efeitos das varidveis “AT” e “DATA” sobre o coeficiente de variacao da
distribui¢do (incorporadas ao seu preditor linear sob a forma de func¢des suavizadoras
unidimensionais)
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Figura 5.14: Efeito conjunto das varidveis “UTM_X" e “UTM_Y" no coeficiente de variacao
da distribuicao (incorporadas ao seu preditor linear sob a forma de uma func¢do suavizadora
bidimensional): efeito puramente espacial da localizagdao
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5.2.3 Efeitos dos termos incorporados ao preditor do terceiro parametro da distribuicao
(03: coeficiente proxy da assimetria)

Os efeitos exercidos pelas varidveis “AT” e “DATA” incorporadas ao preditor
do terceiro pardmetro distribucional ( 73 = log(7)) sob a forma de fun¢des suavizadoras podem
ser visualmente verificados nas Figuras [5.15] e [5.16] Na Figura [5.15] (b) observa-se que a
penalizacdo aplicada ao suavizador estimado com a varidvel “DATA” resultou em uma relagdo
linear (edf=1). As restri¢des de identificabilidade de soma zero (3.15]) impostas a um suavizador
implicam que, se a fun¢do estimada for linear, entdo o intervalo de confianca deve desaparecer
no ponto zero (WOOD, [2017).

Figura 5.15: Efeitos das varidveis “AT” e “DATA” sobre o coeficiente proxy da assimetria da
distribui¢do (incorporadas ao seu preditor linear sob a forma de func¢des suavizadoras
unidimensionais)
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Fonte: Préprio autor

5.2.4 Efeitos dos termos incorporados ao preditor do quarto parametro da distribuicao

(64: coeficiente proxy da curtose)

O efeito exercido pela varidvel“AT” incorporada ao preditor do quarto
parAmetro distribucional ( 7, = log(7)) sob a forma de uma funcdo suavizadora pode ser
visualmente verificado na Figura

Os graus de liberdade efetivos indicados nas Figuras [5.10] 5.11} [5.12] [5.13]
[5.14] 5.13] [5.16] e [5.17] confirmam a ndo linearidade das relagdes pois, em seu processo de

estimagdo, a penalizacdo imposta nunca foi de tal ordem que o perfil final assumido pela fun¢do

suavizada fosse linear e, consequentemente, seu efeito constante para qualquer valor da variavel.
A guisa de informacdo, tais efeitos podem ser extraidos da funcdo predictAll() da biblioteca
principal da implementagdo dos GAMLSS (predictAll()) com o argumento fype="terms", que

retorna o efeito aditivo de cada um dos termos de cada um dos preditores.


https://www.rdocumentation.org/packages/gamlss/versions/5.3-2/topics/predict.gamlss
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Figura 5.16: Efeito conjunto das varidveis “UTM_X" e “UTM_Y” no coeficiente proxy da
assimetria da distribui¢do (incorporadas ao seu preditor linear sob a forma de uma funcao
suavizadora bidimensional): efeito puramente espacial da localizacdo
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Figura 5.17: Efeito da varidvel “AT” sobre o coeficiente proxy da curtose da distribui¢cdo
(incorporada ao seu preditor linear sob a forma de uma fun¢do suavizadora unidimensional)
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5.2.5 Analise diagnéstica do modelo proposto
5.2.5.1 Worm plot dos residuos quantilicos

O padrio exibido na Figura[5.18|do worm plot dos residuos quantilicos sugere
um bom ajustamento do modelo proposto e os coeficientes estimados do polindmio cibico
ajustado: Y = 30 + BlX + BQX 24 BgX 3 podem ser observados na Tabela e cotejados
aos valores limite (em mdédulo) sugeridos por|Van Buuren e Fredriks (2001): 0,10; 0,10; 0,05 e
0,03.

De modo complementar, sdo apresentados nas Tabelas[5.4] [5.5] [5.6, 5.7 [5.8]
[5.9] e [5.10] os coeficientes estimados dos polindmios cibicos ajustados para quatro intervalos
de valores assumidos pelas varidveis “AT”, “DATA”, pelos niveis assumidos pelos fatores
“RELEVO”, “PAVIMENTACAQO”, “NATUREZA”, “IMPLANTACAOQO?” e, por fim, pelos niveis
assumidos pelo fator “NATUREZA” conjuntamente aos quatro intervalos de valores assumidos
pela varidvel “AT”, com o propdsito e se investigar o ajustamento conjunto do fator que reflete
o deségio aplicado sobre um valor relativo a um imével meramente ofertado ao mercado sob

varias dimensodes de sua area total.

Figura 5.18: Worm plot do modelo proposto
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Fonte: Préprio autor
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Tabela 5.3: Coeficientes dos polindmios cibicos ajustados sobre os worm plots

Coeficientes

o B B

Ps

Valores ajustados | -0,0283 | 0,02198 | 0,00369

-0,00585

Fonte: Préprio autor

Tabela 5.4: Coeficientes dos polindmios cubicos ajustados sobre os worm plots parciais em

cada intervalo de valores da variavel “AT”

Intervalo considerado (m?) 5o o5 B B3
(156,995;289,005) -0,1203 | -0,0543 | 0,0216 | 0,0100
(289,995,377,005) 0,1154 | 0,0263 | 0,0027 | -0,0078
(376,995;608,005) -0,1144 | -0,0124 | -0,0091 | 0,0009
(607,995;43.088,025) 0,0182 | 0,0914 | -0,0064 | -0,0195

Fonte: Préprio autor

Tabela 5.5: Coeficientes dos polindmios cubicos ajustados sobre os worm plots parciais em
cada intervalo de valores da varidvel “DATA”

Intervalo considerado Bo 1531 B B3
28/05/1995 a 01/01/2003 | -0,0307 | 0,0271 | -0,0002 | -0,0148
31/12/2002 a 01/04/2005 | 0,0654 | -0,0473 | -0,0451 | -0,0067
30/04/2005 a 23/04/2010 | -0,0794 | 0,0012 | 0,0071 | -0,0149
22/04/2010 a 11/03/2021 | -0,0281 | 0,1100 | 0,0275 | 0,0027

Fonte: Préprio autor

Tabela 5.6: Coeficientes dos polindmios cubicos ajustados sobre os worm plots parciais em

cada nivel do fator “RELEVO”

Nivel considerado Bo ot 5o B3
Plano 0,0132 | -0,0072 | 0,0197 | -0,0020
Aclive -0,1159 | 0,1039 | 0,0176 | -0,0199
Declive -0,0932 | 0,0525 | -0,0400 | -0,0125

Fonte: Préprio autor

Tabela 5.7: Coeficientes dos polindmios cubicos ajustados sobre os worm plots parciais em

cada nivel do fator “PAVIMENTACAQO”

Nivel considerado 5o Ioht 5o 53
Outra -0,0524 | -0,3161 | 0,0053 | 0,1291
Pav. asfiltica 0,0108 | 0,0225 | -0,0035 | -0,0072

Fonte: Préprio autor
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Tabela 5.8: Coeficientes dos polindmios cubicos ajustados sobre os worm plots parciais em

cada nivel do fator “NATUREZA”

Nivel considerado 5o 51 (o B3
Oferta -0,0254 | 0,0086 | 0,0080 | -0,0063
Transacdo -0,0516 | 0,0893 | -0,0130 | -0,0025

Fonte: Préprio autor

Tabela 5.9: Coeficientes dos polindmios cubicos ajustados sobre os worm plots parciais em
cada nivel do fator “IMPLANTACAO”

Nivel considerado 5o 1531 B B3
Isolada -0,0187 | 0,0284 | 0,0006 | -0,0058
Condominio -0,1540 | -0,0517 | 0,0528 | -0,0095

Fonte: Proprio autor

Tabela 5.10: Coeficientes dos polindmios ctibicos ajustados sobre os worm plots conjuntos de
cada intervalo de valores da varidvel “AT” e nivel do fator “NATUREZA”

Coeficientes

Bo

b

Bz

B3

Nivel considerado

Intervalo considerado (m?)

(156,995;289,005) | (289,995;377,005)| (376,995;608,005)| (607,995;43.088,025)
-0,1523 -0,0593 0,0640 0,0041
Oferta 0,1213 0,0113 -0,0118 -0,0116
-0,1042 -0,0248 -0,0006 0,0006
0,0252 0,0802 -0,0093 -0,0156
-0,0418 0,0104 -0,0923 0,0087
Transacio 0,1024 0,1630 0,0661 -0,0083
-0,2219 0,0630 -0,0587 0,0144
-0,0541 0,1988 0,0371 -0,0610

Fonte: Préprio autor

5.2.5.2 Graficos de probabilidade dos residuos quantilicos

Na Figura pode-se investigar a Normalidade dos residuos quantilicos
por meio dos graficos half Normal plot com envelope simulado e de probabilidade quantil-
quantil e, na Tabela [5.11] algumas medidas descritivas sdo apresentadas. Os padrdes visuais
de distribuicdo e os valores descritivos apresentados para os residuos ndo nos permitem afirmar

que destoem do padrao assumido por residuos com uma distribui¢cdo Normal padrdo.



Figura 5.19: Gréficos de probabilidade Normal dos residuos quantilicos
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Tabela 5.11: Medidas descritivas dos residuos quantilicos do modelo proposto

Medida Valor
Média -0,0246
Variancia 1,011
Coeficiente de assimetria 0,0167
Coeficiente de curtose 2,8664
Coeficiente de correlacdo de Filliben | 0,9991

Fonte: Préprio autor

5.2.5.3 Estatisticas Z

Os resultados de uma andlise complementar da Normalidade dos residuos

quantilicos pelos valores da estatistica Z, para cada uma das varidveis continuas, estdo expostos
nas representacdes graficas das Figuras e Nelas a magnitude dos circulos mostrados
¢ proporcional ao valor calculado da estatistica Z; em um dos grupos g; e as cores indicam

seu sinal (vermelho para negativo e azul para positivo). Valores superiores a |2| recebem um

destaque pela inser¢ao de um quadrado como meio de destaque.

O aspecto visual indicado pela alternancia das cores, bem como a magnitude

dos circulos em cada um dos 10 grupos das estatisticas Z calculados para cada varidvel, nao nos

permitem dizer que destoem em muito do padrdao assumido por residuos com uma distribui¢dao

Normal padrao.
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Figura 5.20: Representacao grafica dos valores da estatistica Z em cada faixa definida para as
variaveis “AT” e “DATA”
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Figura 5.21: Representacdo grafica dos valores da estatistica Z em cada faixa definida para as

variaveis “UTM_X" e “UTM_Y”
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5.2.6 Inferéncias sobre coeficientes estimados

Os intervalos de confiangca de Wald, baseados nos erros-padrao robustos
com 95 % confianga, para os coeficientes dos termos considerados de forma paramétrica no
preditor da mediana da distribuicdo da resposta (1, = log(/t)) do modelo proposto (os fatores
“se NATUREZA: Transacao”, “se IMPLANTACAO: Condominio”, “se RELEVO: Aclive”,
“se RELEVO: Declive” e “se PAVIMENTACAO: Pav. asfdltica”), assim como intercepto
estimado, sdao apresentados e comparados aos intervalos de confianga construidos segundo
as trés propostas de bootstrap apresentadas por [Stasinopoulos et al.| (2017) (paramétrico,

semiparamétrico e ndao paramétrico, sob 100 replicacdes).

As Figuras [5.22] [5.23] [5.24] [5.25] [5.26] e [5.27] ilustram a distribui¢do das
estimativas bootstrap e as Tabelas[5.12] [5.13] [5.14, [5.15] [5.16]e [5.17] apresentam as estimativas

(B) e as estimativas bootstrap (5*) obtidas. Os limites para o intervalo de confianca de 95 %

foram estabelecidos a partir dos quantis 0,025 e 0,975 dos afastamentos §; medidos entre a
estimativa do parametro sob anélise (B) e cada uma das 100 estimativas bootstrap (B*) tais que
oy = B — B, b=1,..., B (ORLOFF; BLOOM, 2014). Assim, os limites inferior e superior

do intervalo de confianga assumem os valores [B — 52*1,Q /220,025) B + 62; /2:07975)].
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Figura 5.22: Histogramas das estimativas bootstrap do intercepto do modelo proposto
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Tabela 5.12: Limites do intervalo de confianga para as estimativas do intercepto do modelo

proposto
Tipo Limite inferior Estimativas Limite superior
Intervalos de Wald sob erros-padréo robustos B(Q/QZO’O%) =4,51| B=4,53 | Bli—ap=0,975) = 4,55
bootstrap ndo paramétrico - _ .

* . Sk B*ai :4,33 ﬁ*:4736 ﬁ*,af - :4793
5(&/2:07025) = _07 20 5 5(170/2201975) - 07 40 ( /2*07025) (1 /270,970)
bootstrap semiparamétrico - _ .

" . B o =4,29 | f*=4,54 | B _.._ = 4,83
Ofaso=0,025) = —0524 3 0(1 _ajp—g 975 = 0,30 (o/2=0,025) (1=2/2=0,975)
bootstrap paramétrico - - -

B(a/2:07025) =444 fr=4,79 6(14/2:0,975) = 4,94

Eka 2=0,025) — —0,092; 6251—0 9=0,975) 0,41

Fonte: Préprio autor
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Figura 5.23: Histogramas das estimativas bootstrap do coeficiente do fator: “NATUREZA” (se

transacao)
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Tabela 5.13: Limites do intervalo de confianca para as estimativas do coeficiente do fator:

“NATUREZA” (se transagdo)

Tipo

Limite inferior

Limite superior

Intervalos de Wald sob erros-padrdo robustos
bootstrap ndo paramétrico

(5@/2:0,025) =—0,08, 5?14/2:0,975) = 0,16)
bootstrap semiparamétrico

(5&/2:0,0250 =—0,09, 56_(,/2:0,975) = 017)
bootstrap paramétrico

(5@ 2=0,025) — —0,08, 5?141 2=0,975) — 0,08)

Bajz=0,025) = —0,23
B(*Q/Q:O,OQS) =—0,29

ﬁ(*n/2=o,o25> =—0,30

B(*u/zzo,o%) =—-0,29

Estimativas
£ =—0,21
f* = —0,17
B* = —0,16
B* = —0,24

B(1—a2=0,975) = —0,19
BZI—Q/2:O,975) = —0,05

ﬁa—a/z:o,g?s) = —0,04

ﬁ?lfu/2:0,975) =-0,13

Fonte: Préprio autor



Figura 5.24: Histogramas das estimativas bootstrap do coeficiente do fator:

“IMPLANTACAOQO” (se condominio)
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Fonte: Préprio autor

Tabela 5.14: Limites do intervalo de confianca para as estimativas do coeficiente do fator:

“IMPLANTACAOQO” (se condominio)

05
Estimativas obtidas

(¢) Bootstrap paramétrico

Tipo A Limite inferior Estimativas Limite superior

Intervalos de Wald sob erros-padrdo robustos | S(a—0025 = 0,72 | 8=0,75 | B1—aj—0,975 = 0,79
o e 20| 2008 | B
oy =0 | 5200 | By -
l()éozstjztzz];;))"ialilgtrizo’ 52*1_0 E— BZL/QZU,O%) =0,60 | f*=0,71 351,0/2:0_975) =0,96

Fonte: Préprio autor
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Figura 5.25: Histogramas das estimativas bootstrap do coeficiente do fator: “RELEVO” (se

aclive)

P~

nsidade

\

//

/
/
/

nsidade

02
Estimativas obtidas

(a) Bootstrap ndo paramétrico

k ,

2 01
Estimativas obtidas

(b) Bootstrap semiparamétrico

Fonte: Préprio autor

000
Estimativas obtidas

(¢) Bootstrap paramétrico

Tabela 5.15: Limites do intervalo de confianca para as estimativas do coeficiente do fator:

“RELEVO” (se aclive)

Tipo

Limite inferior

Limite superior

Intervalos de Wald sob erros-padrdo robustos
bootstrap ndo paramétrico

(5@/2:0,025) =-0,19, 5?14/2:0,975) =0,14)
bootstrap semiparamétrico

(5@/2:0,025) =—0,18, 5?1—0/2:0,975) =0,13)
bootstrap paramétrico

(5@ 2=0,025) — 0,08, 5?14 2=0,975) 0,10)

Bajz=0,025) = —0,14
B(*Q/Q:O,OQS) =—0,30

ﬁ(*n/2=o,o25> =—0,29

B(*u/zzo,o%) =-0,19

Estimativas
f=—0,11
p* = —0,12
B = —0,12
B* = —0,16

B(1—a2=0,975) = —0,08

5?14/2:0,975) =0,03

5(*14/2:0,975) = 0,02

ﬁ?lfu/2:0,975) =—0,01

Fonte: Préprio autor
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Figura 5.26: Histogramas das estimativas bootstrap do coeficiente do fator: “RELEVO” (se

declive)
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Tabela 5.16: Limites do intervalo de confianca para as estimativas do coeficiente do fator:

“RELEVO” (se declive)

Tipo Limite inferior Estimativas Limite superior
Intervalos de Wald sob erros-padrdo robustos | B(a/s—0,025) = —0,08 | 3= —0,06 | B1_ap—0,075) = —0,04
?%j;:tZiis?t Iia(r)iirlrllefr;%(ia/‘zzo,97s) =0,07) B(Z/Q:oms) =-0,20 | 3* = 0,09 3?170/2:07975) =0,01
i et o 02| 7008 | S -
bootstrap paramétrico B(z/?:w%) — 0,14 B* — 011 367(!/2:0,975) 0,02

(Ofasm0025) = =008, 0y aj_pg75) = 0,08)

Fonte: Préprio autor
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Figura 5.27: Histogramas das estimativas bootstrap do coeficiente do fator:

“PAVIMENTACAO” (se asféltica)
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Tabela 5.17: Limites do intervalo de confianca para as estimativas do coeficiente do fator:

“PAVIMENTACAQO” (se asfaltica)

Tipo

Limite inferior

Limite superior

Intervalos de Wald sob erros-padrdo robustos
bootstrap ndo paramétrico

(521/2:0,025) =—0,37, 5?1%/2:0,975) =0,27)
bootstrap semiparamétrico

(5@/2:0,025) =—0,27, 6?1#/2:0,975) =0,3D)
bootstrap paramétrico

(522 2—0025) = — 0,14, 66—0 2=0975) = 05 14)

B(a/z:o,o%) =0,35

BTa/z:0,0%) =0
5@/2:0,025) =0,10

522/2:0,025) =0,23

Estimativas
65 =0,37
B* = 0,61
B* =0,42
B*=0,41

B(1—a2=0,975) = 0,39

6?170/2:0,975) = 0,64

B(*l—a/Q:O,Q?S) = 0,68

52‘1,%:0,975) = 0,51

Fonte: Préprio autor
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5.2.7 Autocorrelacao espacotemporal nos residuos simples

Admitindo-se que as estruturas paramétrica e ndo paramétrica consideradas
para modelar a variabilidade espacial e temporal no modelo proposto tenham sido
adequadamente incorporadas aos preditores dos parametros distribucionais e bem ajustadas,
espera-se que os residuos simples desse modelo ndo exibam nenhum padrdo de autocorrelagdo
espacial e, ou, temporal. Tal verificacdo pode ser realizada pela construcao do semivariograma
empirico. A ausé€ncia de padrdes que sugiram qualquer associag¢do dos valores da semivariancia
com a localizacdo espacial e o tempo assegura que os residuos sido independentes. [Winkle,
Zammit-Mangion e Cressie| (2019) expdem, de modo didatico, a construgdo dos objetos
computacionais necessarios a estimagao do variograma experimental por meio das bibliotecas
spacetime e sp, implementadas em R.

Ao contrario da correlacdo e da covariancia, a semivaridncia ¢ uma medida
de dissimilaridade dos valores W; e W; de duas observagdes espacialmente distantes ~ m e

temporalmente afastadas u dias, dada por (5.2).

. 1
Py = 50— > AW (si,ts) — W(sj, 1)}, (5.2)
2N(hw) N(hu)

em que N, € o niimero de pares de observagoes distantes espacialmente » m e temporalmente
u dias.

Residuos autocorrelacionados espacotemporalmente exibem valores de
semivariancia crescentes com o aumento da distancia espacial ou o afastamento temporal
entre eles, diferentemente do padrdo observado nas Figuras [5.28] e [5.29] que expdem a
semivariancia calculada entre pares de observacdes espacial ou temporalmente adjacentes

seguindo 0s seguintes parametros:

* a médxima distancia espacial entre duas observacdes consideradas para o cdlculo da

semivariancia € de 2000 m;

* 0 maximo afastamento temporal entre duas observagdes para o cédlculo da semivariancia
é de 120 dias.

5.2.8 Coeficiente de determinaciao generalizado

A Figura [5.30] ilustra a relagdo entre os valores estimados pelo modelo e os
observados. O coeficiente de determinagdo generalizado R* do modelo proposto, tal como
proposto por Nagelkerke (1991f] ¢é de 0,894.

10 coeficiente de determinacdo assim especificado é ligeiramente diferente do proposto por Cook e Weisberg
(1982).


https://cran.r-project.org/web/packages/spacetime/spacetime.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/sp/vignettes/intro_sp.pdf
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Figura 5.28: Variograma espacotemporal dos residuos simples do modelo proposto
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Figura 5.29: Variograma espacotemporal dos residuos simples do modelo proposto
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Figura 5.30: Valores estimados versus observados
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5.2.9 Superficies de valor

A situacdo paradigma do imdvel a ser estimado, de modo reiterado, em cada
localizacdo espacial definida no grid criado, necessdria a geracdo de superficies de valor sob
diferentes tempos de referéncia foi assim estabelecida:

drea total de 377 m? (a mediana da varidvel);

* relevo plano;

* que a resposta média se refira a uma transagdo efetivamente concluida;
* esteja situado defronte a uma via com pavimentagao asfaltica;

* esteja implantado de modo isolado;

* datas de referéncia: jul. 2000; jul. 2021 e também de jan. 2000 a jul.2021 em intervalos
temporais de 6 meses.

As superficies geradas e apresentadas na Figura[5.31]expdem a variabilidade
do valor unitirio mediano para um terreno, estimado sob a situacdo paradigma antes
estabelecida, em dois periodos temporais distintos: jul. 2000 e jul. 2021.

Uma representagdo alternativa pode ser observada na Figura [5.32] pela
justaposi¢do das mesmas superficies a uma imagem de satélite da cidade de Londrina, visando

facilitar a identificacdo das regides geograficas da drea do estudo.
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Figura 5.34: Variacdo proporcional relativa entre o valor unitdrio mediano na drea delimitada
pelo perimetro urbano de Londrina entre as datas de jul. 2000 e jul. 2021 (sob a situagdo
definida como paradigma)
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Fonte: Préprio autor

5.2.10 Variabilidade espacotemporal

A Figura [5.34] ilustra a variac@o relativa entre os valores unitdrios medianos
estimados para jul. 2021 e os de jul. 2000 na drea delimitada pelo perimetro urbano de Londrina,
corroborando a afirmacao feita na parte inicial desse trabalho que diferentes regides de uma

cidade se valorizam (ou desvalorizam) de modos distintos ao longo do tempo .

5.2.11 Transformacio da variavel “AT”

Com o propésito de melhor investigar o perfil do efeito da variavel “AT”
exibido na Figura[5.10} ajustam-se dois outros modelos que, embora possuam idéntica estrutura
que a do modelo proposto, a varidvel “AT” estd transformada pela aplicacdo da fungdo logaritmo
e de uma transformacdo de poténcia ao ser incorporada na estrutura do preditor do primeiro

parametro da distribuigao.
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Os worm plots exibidos na Figura exibem um perfil tdo semelhante,
quanto indicativo de bom ajuste, ao do modelo proposto.

Figura 5.35: Worm plots de modelos com estrutura idéntica a do modelo proposto, mas sob
variadas transformacdes da varidvel “AT”
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(a) Varidvel transformada: log(AT) (b) Variavel transformada: v AT

Préprio autor

Os perfis do efeito da varidvel “AT” exibidos na Figura [5.36] considerada
sob essas duas transformagdes, no preditor da mediana distribucional ainda mostram o mesmo
comportamento que o perfil exibido na Figura[5.10] um ponto de inflexdo para uma drea total
aproximada de 400 m? e dois m4dximos (um para as menores 4reas totais da amostra e outro para

uma drea aproximada de 3.000 m?).

Figura 5.36: Efeitos da varidvel “AT” sob variadas transformacdes, sobre a mediana
distribucional (incorporadas ao seu preditor linear sob a forma de fun¢ao suavizadora
unidimensional)
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Préprio autor

Algumas métricas levantadas para os dois novos modelos e exibidas na Tabela

[5.18] mostram valores ligeiramente mais favordveis em relagdo ao modelo proposto, como
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exposto na Tabela Todavia, tais diferencas ndo sao estatisticamente significativas para se
estabelecer distingdo entre os trés modelos como apresentado nos Quadros [5.2]e[5.3] De modo
complementar, no Teste de Clarke entre o modelo proposto e aquele que apresentava a varidvel
“AT” sob uma transformac¢do de poténcia, o resultado pendeu favoravelmente para o modelo

proposto razdo pela qual o mantivemos.

Tabela 5.18: Informagdes sobre algumas métricas dos modelos sob variadas transformacoes da
variavel “AT”

Métrica Modelo sob | Modelo sob
log(AT) VAT
Deviance global 7566,32 7556,74
AIC 7829,76 7828,83
Pseudo R? (Cox&Snell) 0,901 0,903

Fonte: Préprio autor

Quadro 5.2: Diferencas estatisticamente significativas pelo Teste de Voung (o = 0, 05)

Modelos Modelo proposto | Modelo sob log(AT') | Modelo sob \/(AT)
(1) (2) (3)

?i[;)delo proposto B} indiferente indiferente

?;I;delo sob log (AT) indiferente - indiferente

?;I;)delo sob /(AT) indiferente indiferente -

Fonte: Préprio autor

Quadro 5.3: Diferencas estatisticamente significativas pelo Teste de Clarke (o = 0, 05)

Modelos Modelo proposto | Modelo sob log(AT') | Modelo sob /(AT
(1) ) 3)

?f;delo proposto - indiferente preferivel (1)

?;I)Odelo sob log (AT) indiferente - preferivel (2)

?;1)0‘1610 500 /(AT) | icterivel (1) | preferfvel (2) -

Fonte: Préprio autor
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6 CONCLUSAO

A metodologia empregada na modelagem mostrou-se adequada para o
propoésito que se desejava, estimar os valores unitdrios medianos de terrenos urbanos, sob uma
situacdo paradigma pré-estabelecida, para qualquer localizacdo na drea estudada e data dentro
dos horizontes temporais da amostra.

As estruturas empregadas para a modelagem da variabilidade espacial,
temporal e espacotemporal propiciaram estimativas cujos residuos brutos ndo apresentaram
padrdes sistematicos de autocorrelagdo espacial e temporal.

As variadas representacdes graficas e animacgdes visuais geradas com as
estimativas produzidas com o modelo ilustram que as alteracdes, sejam valorizacdo ou
desvalorizacdo, ndo podem ser admitidas como espacialmente uniformes ao longo da escala
temporal, tal como foi afirmado na parte inicial desse trabalho.

Os valores unitdrios medianos estimados pelo modelo podem também ser
incorporados na forma de uma varidvel que busque explicar a variabilidade espagotemporal
em Modelos Hedonicos de Regressdo de outras tipologias de imoéveis tais como casas,
apartamentos, lojas, galpdes, uma vez que a localizacdo de um imével € uma varidvel comum a

todas elas.
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