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reconstrucdo para equacao viscoelastica. 2010. 106f. Dissertagcdo (Mestrado em
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RESUMO

Neste trabalho obtivemos a eontrolabilidade exata na fronteira para equacao viscoeldstica por
meio do Método da Unicidade de Hilbert. Para isto estudamos a existéncia, unicidade e
regularidade de solugdes forte, fraca e ultra fraca. A partir dos resultados de eontrolabilidade
foi estabelecida a formula de reconstru¢do para a for¢a externa do tipo Alt)f(x) onde
f € L*(0, L) ¢ desconhecida.

Palavras-chave: Analise matematica. Equag¢des diferenciais parciais. Equagoes
viscoelasticas. Problemas inversos (Equacdes diferenciais) Galerkin, Métodos de.



PERALTA, Vinicius Aratjo. Controlabilidade exata na fronteira e formula de
reconstrucdo para equacao viscoelastica. 2010. 106f. Dissertagcdo (Mestrado em
Matematica aplicada e computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2010.

ABSTRACT

In this work we obtained the exact boundary controllability for viscoelastic equation through
the Hilbert Uniqueness' Method. In order this, we studied the existence, uniqueness and
regularity of strong, weak and ultra weak solutions. From the results of controllability it was
established a reconstruction's formula for the external force of kind Alt)f(x) where
f e L*(0, L) is unknown.

Keywords: Mathematical analysis. Partial differential equations. Viscoelastic equations.
Inverse problems (Differential equations) Galerkin methods.



LISTA DE NOTACOES

0 Subconjunto aberto do RB®

supp (u) Suporte da aneao w

Q) Espaco das funcoes continnas sobre £

™€) Espaco das funcoes diferencidaveis em £ ate a ordem m

C5e () Espaco das funcoes infinitamente diferencidvels com suporte compacto e 02
D= Operador derivada de ordem o, o wn molti-indice

D) Coujunto de Tnnches testes sobre £

D) Coujunto das distribnicoes sobre 02

| - Valor absoluto

Lr(11) Espaco das funcoes u 1 Q@ — R com |ul? integrivel a Lebesgoe

L=(() Espaco das ineoes essencialmente lmitadas e €

% Norma no espago V

(s )y Produto interno no espaco Vox V

() Produto interno em L2(Q) x L2(0)

L .(Q) Espaco das funcoes uw: Q@ — B com u € LYK), VK C Q. K compacto
s hersan continna

Wmr((]) Espaco das funeoes u € LP(Q) tais que D%u € LP(Q2) para todo |a] € m
H™(12) Fspaco das funcies u € L2(Q) tais que D% € L) para todo |al < m

Wy P () Fecho de D(82) em W™P(L2)

W, ™ () Espaco dual topologico de WFHP(€2)
H—™{81) Espaco dual topologico de HF*(82)
() Produto interno eim H&

{5 ) Produto mterno de doalidade
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INTRODUCAO

Um material ¢é dito elastico se ao sofrer uma tensao, ele retoma sua forma e
volume originais quando a tensdo ¢ cessada. Um material ¢ dito viscoso, quando as
deformacdes sofridas por G1G. por meio de uma tensdo de cisalhamento, sdo irreversiveis.
Assim as Equacdes Viscoelésticas descrevem a propagacdo de ondas em materiais que
apresentam tanto um comportamento eldstico quanto viscoso, ou seja, a tensdo em qualquer
instante, depende da deformacdo sofrida pelo material nos instantes passados. No caso
unidimensional, se considerarmos uma barra de comprimento L em repouso no plano-u.T.

cujas extremidades estdo fixas, constituida por um material viscoelastico, a equagdo que

descreve a posi¢ao U — u(x.t) de um ponto ' da barra, no instante t ap6s uma tensao lhe

ser aplicada, ¢ dado por

e (T, 1) — U (2, ) + g % vupe(z,t) = Fx,t) em |0, L[x]0,T]

u(0,t) = u(L,t) =0 el 10,7 (0.1)

w(x,0) = up(x), wlx,0)=wu(x) e111 10, L]

8
G * Upe (T, 1) = / gt — s)ug,(x.s)ds
Jo ¢ chamado termo de memoéria e F é a

onde
forca externa.

O trabalho pioneiro em viscoelasticidade linear foi dado por Dafermos [1].
Intimeros trabalhos se seguiram nos quais foram consideradas ndo linearidades locais e nao
locais. Dentre eles citamos [2], [3] e [4]. No contexto de problemas de transmissdo em um
material formado por duas componentes, sendo uma elastica e outra viscoelastica temos o0s
trabalho de J. E. M. Rivera e H. P. Oquendo em [5].

O objetivo deste trabalho ¢ estudar a eontrolabilidade exata na fronteira para

o problema (0.1) com dados iniciais uplr) = uy(r) =0 e forca

externa F'(r.t) = A(f)f(x), onde A € CYO.T] com A(0) #0¢ fe LA0.L) é uma
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fungdo desconhecida para a qual deseja-se obter seus coeficientes de Fourier a partir da

solugdo u = u(x,t) de (0.1). Nisto consiste obter a Formula de reconstrugio para f.

Diversos autores estudaram problemas de eontrolabilidade exata na fronteira
para equacdo de ondas, dentre eles destacamos Jacques Louis Lions em [6] e Vilmos
Komornik em [7]. Em [8], M. M. Cavalcanti, V. N. D. Cavalcanti, A. Rocha e J. A. Soriano
estabeleceram a eontrolabilidade exata na fronteira para uma equagao viscoelastica com termo
de pressao.

Com referéncia a Formula de Reconstrugdo citamos os trabalhos de G.
Bruckner e M. Yamamoto em [9] ¢ M. Yamamoto em [10], onde empregaram resultados de
eontrolabilidade para obter a formula de reconstru¢do para forga externa de problemas
hiperbolicos. Destacamos também o trabalho de J. E. M. Rivera e H. F. Sare, [11], no qual foi
estabelecida a Formula de Reconstrugdo para a forga externa de um sistema Timoshenko.

O trabalho foi organizado em trés capitulos. Apresentamos no primeiro
capitulo as defini¢cdes e resultados padrdes necessarios para o desenvolvimento do trabalho.
No segundo capitulo garantimos a existéncia, unicidade e regularidade de solucdes fortes,
fracas e ultra fracas para equagdes viscoeldsticas, que sdo essenciais para se estabelecer os
resultados de eontrolabilidade. Por fim, no terceiro capitulo empregamos o Método da
Unicidade de Hilbert para estabelecermos a eontrolabilidade exata na fronteira para a equagao

viscoelastica, e assim obtermos a formula de reconstrug¢do para a forga externa.
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CAPITULO 1 - PRELIMINARES

Introduzimos neste capitulo as defini¢cdes, notagdes e resultados que serdo

utilizados ao longo de todo o texto.

1.1 ESPACOS FUNCIONAIS

Nesta se¢do apresentaremos os espacos funcionais e a no¢ao de derivada no

sentido das distribui¢des. Para isso, considere Q um subconjunto aberto do E™.

1.1.1 Espaco das Funcdes Testes

Seja u : {1} — [ uma aplicagdo. Denomina-se suporte de u em Q o fecho do conjunto

{x € (L ulx) # 0} ¢ representa-se por supp (U), ou seja,

supp (u) = {x € Qu(xz) # 0}

o TR . ~ y .
Denotaremos por T (£2) o espago vetorial de todas as fungdes numéricas
em Q que sdo innitamente diferencidveis em (2 e que possuem suporte compacto. Dizemos
A . ~ — oo Y ~ — s = B
que uma sequéncia de funcdes {tw boem C C3E(02) ¢ convergente para a fungdo ¢ © C5o(2)

se as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

i)  existe I\ C £ compacto, tal que supp (¢ — @) C K para todo v;
ii) para cada o = (o1,..., an) € N ox = (z1,...,5,) € R", a2 sequéneia
{D%n toen De if K, onde D* d
n fvel converge para [ uniformemente em K, onde D representa o operador

derivagdo de ordem o definido por

D o m

D® — com ol = E o
CE] Sy £ ’ ] o
O Ozy .. . Oan i1
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O espagco C5°(f1) com esta nogdo de convergéncia é denominado espago

das funcdes testes e sera representado por D{{1).

1.1.2 Distribuicoes

Define-se distribui¢do sobre Q a toda forma linear T sobre T{{!) que ¢
continua no sentido da convergéncia definida sobre T’({l). O conjunto de todas as
distribuigdes sobre Q é um espago vetorial, o qual representa-se D'(£2). Neste espaco vetorial
diz-se que uma sucessdo [(Iu)vem v D'(€1) converge para T € D'((1), quando a
sequéncia numérica ( (1. @) Jueri converge para (1. @) em R, paratodap o & D(Q).

Considere uma distribuigdo T sobre Q e a = ™ A derivada de ordem o de
T, é a forma linear [)*T definida por

(D°T, ) = (—1)* (T, D™y}, ¥y € D(Q).

d*T

Quando a @ € M ¢ & € & denotarem os *Tcomo dx™ Verifica-se

que D*T ¢ uma distribuigdo sobre Q, e que a aplicagdo
DeDy — D0
T — DT
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D'({1). Isto significa que se

Im T, =T em D(Q), entio lim DT, = D*T e D'(Q).

P —0 A— OO

1.1.3 Os espacos LP(£2)

Representaremos por LP(fl). 1 < p <= o0, o espago das fungdes mensurdveis

u o 0 — B, tais que |u|" ¢ integravel a Lebesgue sobre Q, e por L™({}) o espaco das
q g g p p
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<,

fungdes mensuréaveis u : 2 — [ tal que existe uma eonstante ¢ = 0 com |u(z)| = ¢ quase
sempre em Q. Os espacos L7'({}) munido da norma

. Fl
ul|Leia) = (/ |u(z) P .rf.r) . para l < p < 0o,
S0

| w||lL=(m = inf{c; |u(z)| < c quase sempre em €2},

sdo espagos de Banach. Em particular, o espaco Lj[ﬂ], cuja norma provém do produto

interno

(u,v) = / u(x)v(x)de
JIT

¢ um espago de Hilbert.

Denotaremos por Li..(f2) o espago das fungdes u : 2 — R tais que
u € LYK) para todo compacto K de Q.

Seja E um espaco vetorial e considere E' e E" o espaco dual e bidual de E

respectivamente. Defina para cada v € E' a aplicagdo

vt B — R

f— wlf) = flv).

A aplicagdo v ¢ um elemento de E".
Chamamos de imersao canonica aplicagio J : ' — E" definida por
J:E — E"
U .

Para maiores detalhes veja a se¢do I11.4 em [14].
Definicdo 1.1.1. Seja X um espago de Banach X e J a imersdo canbnica de X em X".
Dizemos que X é reflexivo quando J(.X') = X".
Definigdo 1.1.2. Um espaco normado X é dito separavel se ele contém um subconjunto

enumeravel e denso.

Em [12], Teorema 2.21 Corolario 2.40 respectivamente, € provado que
i) L7(£1] ¢ separavel para todo 1 < p < +o¢;

i)  LP(£1] ¢ reflexivo paratodo 1 < p < +oo. .
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Definicdo 1.1.3 (Imersdo continua). Sejam X e ¥}~ espacos de Hilbert, com X subespaco
de ¥". Dizemos que .X esta continuamente imerso em %, e denotaremos por X < Y, se

existe uma constante positiva C tal que

ully < C lul|y

paratodo u € .X.,

Além dos resultados acima, temos que
i)  D(f1) ¢ denso em LF(f2) e D(f2) — L*({l) paratodo | = p < +00;
i) SeQé¢l =p=<g=+o0entio L(L2) — LP(11)

Veja a prova em [12] p. 28 e p. 31 respectivamente.

1.1.4 Espagos de Sobolev

Seja Q um aberto do E". 1 = p < 50 ¢ m um inteiro nio negativo. Representa-se por
W™#((1] o espagco vetorial de todas as fungdes u € LP(f1) tais que para todo
lo| = m. Dey pertence a L7(£2).

Para cada € W™ (1] define-se a norma de u por

7
2| wrme ) = ( E [ |Dr‘z¢£:.:.'}|pcf.e') , para l < p < oo,
|

o|<m """

||l wrm ey = Z sup ess | D%u(x)|.

|| = zell

Os espacos normados W"™?(Q) sdo espacos de Banaeh, e sio denominados
espacos de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o espaco W™*(Q) é um espaco de Hilbert,
representado por H"(Q), com o produto interno dado por

(u, ) gminy = Z (D%u, D)oy, Yu, v, € H™(L1),

|| =m
e ¢ denominado espaco de Sobolev de ordem m. Quando m = 0. H"({1) identifica-se com

L2().



17

Define-se o espagco W (£2) como sendo o fecho de D(£2) em W™#(()).
Quando Q ¢ limitado em alguma dire¢io x: dv R™ e 1 < p < o¢, entio a norma em

Wi"*(£2) dada por

1

P
ull e o) = (Z / D""u[.r]|1"d;r) ,

|e|=mm i

é equivalente a norma induzida por W™¥(£1] veja Corolario 3 em [25] . Representa-se por

W=m4({1) o dual topoldgico de WP (Q ,onde 1 < p < oceqé o conjugado de p, isto é,

1 1

P q Por H ™€) denota-se o dual topolégico de Hg"(£2).
1.1.5 Espagos Funcionais a Valores Vetoriais

Considere X um espaco de Banach e T um numero real positivo. Denotaremos por
D(0,T; X) o espago das fungdes vetoriais # : (0.T) — X infinitamente diferenciaveis com
suporte compacto em (0,T). Dizemos que . — @ em D(0. 717 X)se

i)  existe K < (0,7) compacto, tal que supp (¢ — @) C K| para todo v;

d* d*

i)  paracada ke, g (t) = Wﬂl‘“ em X uniformemente em t € (0, T)..

O espago das aplicagdes lineares e continuas de D(0.7T) em X sera
denotado por D'(0, T X'). Neste espaco dizemos que uma sucessdo (S )pen € D'(0. T X
converge para © € D'(0, T X) quando (5..¢) — (S.9) em X. Vo € D(0,T).
Denotaremos por L7(0,7: X ). 1 < p < o0 0 espaco de Banaeh das fungdes u : (0. 1) — X,

tais que U é mensuravel e ||u(f)||x pertenga a LP(0. T'). Em LP(0, T X} defini-se a norma

T r
||l Loy = (/ |lu() | dt) . para 1 < p < 00,
<1

|l = or.x) = inf{e ; [Ju(t)]x < c quase sempre em (0,T)}.
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Quando P =2t X ¢ um espaco de Hilbert, entio L?f[LTl X) ¢ um

espaco de Hilbert munido com o produto interno

.
(u, v)r200,1x) = / (u(t),v(t))x dt.
Jo

O dual topologieo de L¥(0, T3 X ) ¢ 0 espago L7(0,T: X"}, sendo X' o dual topoldgieo de X
e q o conjugado de p.
Seja. m um inteiro ndo negativo.  Representaremos  por

Wm0, T: X). 1 < p < 00 o espago de Banach

Wm0, T; X) = {u e [P0, T; X);u?) € LP(0,T: X), 0 < j < m},

onde "' representa a j-ésima derivada no sentido das distribui¢des vetoriais, com a norma

e ;!
||!L Wmr0TX) = (Z ”m|lip[[;_r;3{1) -

=0
Quando p = 2 ¢ X ¢é um espago de Hilbert, o espago Wm2(0,T:X) ¢

denotado por H™ (0.7 X'}, que é um espago de Hilbert com o produto interno

(U, v)gmpprx) = eru:'j-“ v paoxy-
_:I'=[:|
Defini-se Hi" (0,77 X) como o completamento de D(0,7; X) com respeito a norma
H™(0,7: X). O dual topolédgieo de H (0,175 X) sera representado por H (0,1 X").

Representaremos por CU[0.T]: X) o espaco das funcdes eontinuas  : [0, 7] — X, tais

que |lu(t)||x pertenga a ([0, 77 ), que juntamente com a norma

ul|cogorx) = Joax l|lult)]|x.

M

¢ um espaco de Banaeh. Denotaremos por ¢( 0.T]; X) o espaco de Banaeh das fungdes

|d*u .

T ——
P ) x pertenca a C'([0,7]) para todo k. 0 < k < m Em

u: [0,T] — X tais que

C™([0,T7: X) defini-se a norma
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d™u

dtlr:

| dt

lCo(oT:X)

[|u C™0,TX) = ”||t"11'|j[:n_'r'|:_\:| T

CO([D.T];X)

1.2 RESULTADOS AUXILIARES

Nesta secdo enunciaremos os resultados necessarios ao nosso trabalho, cujas
demonstragdes podem ser encontradas nas referéncias citadas.

Proposicao 1.2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espago vetorial munido do

produto interno (., .). Entdo, da dos u. v € H, temos que

(. 0)] < [lull ol

onde || - [|P=(-.-)..

Prova: Ver Lema 3.2-1 em [13].

1 1
ST
Proposicdo 1.2.2 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p.g < o0 tal que ¥ 4 € a,
b> 0. Entéo
a? B
ab < —+ —.
P q

Prova: Ver Teorema IV.6 em [14].

Proposicdo 1.2.3 (Desigualdade de Hdlder). Sejam u & L¥({}) e » & L)) com 1 <

p=oo,e—+—=1_ . .
P q Entd 0 ue = L(12), e temos a desigualdade

[|H[.t‘]?'[.t‘] dr < ||u|lreqoy||v|| Lay-
Jo

Prova: Ver Teorema IV.6 em [14].

Proposicao 1.2.4 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Q seja um aberto limitado de

", . Entdo paratodo 1 = p < o<, existe uma constante ©y., tal que
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lullery < coll Vullzoy,  Vu € Wa(Q).

Prova: Ver Teorema 5.6.1 em [15].

Observacao 1.2.5. A desigualdade de Poincaré também é valida para fun¢des que se anulam

em apenas uma parte da fronteira (! e também para as funcGes que tem média nula, isto &,

1
med(1) /ﬂ. wide =0

Lema 1.2.6 (Gronwall). Sejam ¢ € L=(0,T) e # € LY(0.T) taisque 5 = 0. ¢ = D¢

K = 0 uma constante. Se
f
dlt) < K+ | 3(s)d(s)ds
Jo

enido tem-se
B(t) < KeloFla)
paraiodo t E [0, T].
Prova: Ver Apéndice B em [16].
Lema 1.2.7. Sejame L'(0.T: ) tal que m = 0 paratodo ¢ |0.7] eseja a = 0 uma

constante real. Suponha que g € L™(0,T"). g = 0 em |0, T'[ verificando

i
g (t) < a® 42 [ m(s)g(s)ds
1

para todo ¢ €]0, T'|.Entgo:

i
g(t) < a+ [ m(s) ds.
<1

Prova: Ver Lema 1 em [17].

Lema 1.2.8 (Du Bois Raymond). Seja Q um subconjunto aberto do B™ e seja * € L, ()

tal que

/ u(x)e(z)de =0, Y e D),
2

entdo u = 0 quase sempre em Q.
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Prova: Ver Proposicao 1.3.1 em [25].

m

Proposicdo 1.2.9. Sejam Q um aberto limita do de B™ e u € W'#({2) com p > n. Entdo

existe uma constante C > 0 tal que

ul| ey < Cllullwremy,
isto 6, WHe(02) — L>=(01).

Prova: Ver [15].

Proposicdo 1.2.10 (Imersdo de Sobolev). Seja Q um subconjunto abe rio do ™. Entdo
H™(€)) — f__"["[ﬁ]_ HE M T ; + k.

Prova: Ver [19].
Proposicdo 1.2.11. Seja (tn)nen C L (£2). 1 < p < 400, tal que un — u e Ly, (£1).

entdo u, — u cm (1),

Prova: Ver Exemplo 3 pag. 13 em [25].

Definigdo 1.2.12. Seja E um espago de Banach e considere (s )ncr uma sucessdo sobre E.

Dizemos que = converge fraco para .. e denotamos &» — . em E, quando
{f,zn) — (f.x}, paratodo f € E' onde (f.x} = f(x) é o valor do funcional f no ponto

I.

Proposicdo 1.2.13. Seja (€5 Jnem uma sequéncia num espaco de Banach reflexivo E. Ent&o se

verifica:
i) T, = x em E, se, ¢ somenie se, (f,x,) — (f,z). Vfe E"
it) Se xp — x em E. entdao o, = x em E.
.'..'..'.,-' S Iy — &I £ E. entio |.I.'n |;.: ¢ firnifoda o |.-!'||;.: =4 lim iIlf| .t'”| fol

iv) S¢ Ty — T em E f.'a - f emn E', entdo "I:f'i“'!-”:' - "I:-f I'}

Prova: Ver Proposicao IIL.5 em [14].
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Definigdo 1.2.14. Seja (fn)nen uma sequéncia sobre E. Dizemos que f,. converge fraco

3 ¥ i i A —_
estrela para f e denotamos fn — f em E', quando (fn. ) — (f,x}, paratodox € E. .

Proposicdo 1.2.15. Seja (fn)nen uma sequéncia em E'. Entdo se verifica:

i) fa = fem E, se, ¢ somente se, -!:f,t..t':' — ’f II} Vre E.
it) Se fo— f em E', entio f, = f em E'.
i) Se fo A fem B entio || fal|lge € imitada e || f]|e < Uminf || fa]| e

_ . % _ . .
iv) Se fo—=fem B ex, — xemE entao (fy,x,) — {(f, ).

L]

Prova: Ver Proposi¢do II1.12 em [14].

Teorema 1.2.16. Seja E um espaco de Banach reflexivo e seja [£nlnct  uma sequéncia

limitada em E. Entéo, existem uma subsequéncia (ny Jeer ¢ © € E tajs @n, — .

Prova: Ver Corolario I11.27 em [14].

Teorema 1.2.17. Seja E um espaco de Banach separavel e seja (fu)ner uma sequéncia

_ e . . _ oy =
limitada em E'. Entdo existem uma subs equéncia ( fu, Jeen ¢ f € E tais que fre — f-

Prova: Ver Corolario I11.26 em [14].

Lema 1.2.18 (LemadeKim). Denotemos por (") uma sequéncia de fungdes satisfazendo
w® Bow e L0, T; H3 (),
u:‘ —wy em L0, T; H'(Q)),
quando k — oo, para # < (3. Entdo, temos que

w* — w em C([0,T); H™(Q2)),
paratodo © < 5.
Prova: Ver [20].

A seguir apresentaremos as defini¢des, resultados e notacdes necessarias

para o desenvolvimento dos capitulos seguintes.
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Definigdo 1.2.19 (Convolug¢do). Sejam u e v funcBes a valores reais definidas no ™. Defini-

se a convolucéo de u e v, que denotada por u * v, como sendo
(uxv)(x) = [ u(x — s)v(s)ds.
JER

Lema 1.2.20. Para quaisquer g.h € C*(IR) é verdadeira a seguinte identidade

‘
2g=*h) k' = g'0Oh — g(t)|k|* — {Ti lg;Dh — (/ q {!T.‘i) |h|?:|
L S0

onde

(gOdh)(t) = / gt —s)|h(t) — h(s) 2 ds.

S0

2

t
) . gllh — ([ _-.}-EJT.‘:') |h
Prova: Basta diferenciar a expressao Jo

Definicdo 1.2.21 (Ponto de Lebesgue). Seja »  L'(0,T'). Dizemos que s [0, 7] é um
ponto de Lebesgue de v. se para h = 0 tal que |s — h,s + h[C]0.T[. implica

1 ath
lim — [ v(e)de = v(s).
h—0 ‘HF J a—h ) o

Observagdo 1.2.22. Se v e v € L'(0.T), entdo quase todo ponto /0.7 sdo pontos de
Lebesgue. Veja Teorema 6 do Apéndice E em [16].

Definigdo 1.2.23 (Semicontinuidade). Diz-se que um funcional .J : H — E definido sobre
um espaco normado H, é semicontinuo inferiormente com relacdo a convergéncia fraca se

r, —  implica

liminf J(z,) = J(x).

n—oc
Definigdo 1.2.24 (Imersdo compacta). Sejam X eY espacos de Hilbert onde X é sub-espaco
de Y. Se para toda sequéncia (Un).cr limitada em X, podemos extrair uma sub-sequéncia de
(Uni Jpewe que converge forte em Y, dizemos que a imersdo de X em Y é compacta e
denotamos por X = Y.

Teorema 1.2.25 (Aubin-Lions). Sejam Bo. B. B; espagos de Banach, sendo By ¢ B

reflexivos e tais que
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B(] —r?- B — B].
Definindo

W={vel™0,T;By) : v L (0,T; By)}

onde 1 < pp. p1 < +o0 ¢ 0<T < +00 Entdo, W munido da norma

||1'||w = ||‘-’||;.Puln.'f':,r;u;. T ||‘-’r||,r.P:ln.'r:,r;.;. ’

é um espaco de Banach e a imersdo de Wem L™ (0.1 I3) é compacta.

Prova: Ver Teorema 5.11.2 em [15].
Lema 1.2.26 (Lions). Seja (), uma sequéncia de funges pert encentes a L7 (£2]0,T7)
com 1 = p < oo, Se

(i) vy — v quase sempre em Qx]0,T][;
(ii) ||vnllprq) < c para todo n € N:

entdo (u.) converge fraco em L¥(()}).

Prova: Ver Teorema 3.9.2 em [15].

Lema 1.2.27 (Temam). Seja X um espago de Banach com dual X', u e g duas func@es de

L' (a, b, X'). Entdo sdo equivalentes as afirmacdes:

fi) u é primitiva de g
f
u(t) = & +f g(s)ds, ¥te [a,b], £eX.
1]

(i) Para cade ¢ € D(a,b) lem-se

b b
[u[f}e:f{t}dt=—[g[fjé[f}cii‘.

i

fiti) Para cada n e X',
d

% (u,n) = {g,n) em Da,b).
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Se u satisfaz () — (171, em particular, u é igual quase sempre a uma fungdo continua de [a,
bl em X
Prova: Ver Lema 1.1 pag. 250 em [21].

Proposicao 1.2.28 (Boehner). Se X e Y sdo espacos de Banach, tal que T": X — ¥ é um

operador linear limitado e u : {2 — X é uma fungéo n-integravel, entdo Tu: {1 — X é u-

integravel e

T | wudp = [Tr:d;:.
Ay

S

Em particular

<.t‘. / u d;:> = / (w,u) dp Ve e X'
JAE S

Prova: Ver Teorema 8 no Apéndice E em [16]
Teorema 1.2.29 (Representacdo de Riesz). Seja Q um aberto do [&™ e seja T um operador

linear limitado definido sobre  LP({l). Entdo existe uma funcdo u em

L2(81). 1/p+1/g = 1. tal que

T(v) = (u,v) Vo€ LP(Q).

Prova: Ver Teorema 3.6.1 em [15].

Teorema 1.2.30 (Lax-Milgram). Seja b: H x H — & uma forma bilinear, continua e

coerciva. Entdo para cada ¢ € H', existe um Gnico u» € H tal que
blu,v) = {d,v) Yv € H.
Além disto, se b é simétrica, entdo u é caracterizado pela propriedade

1 . 1., .
ue H ¢ =blu,u)— (d,u) =min{ =blv,v) — {d,v) ;.
2 | verl | 2 |

Prova: Ver Corolario V.8 em [14].

Teorema 1.2.31 (Fubini). Suponha F* € L' (1 x ().
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Entdo para quase todo = € {1;.

F(r,) € LY

i [ Flo,y)dy € LY (0Q4).
Ji,

Do mesmo mode, para quase todo v < (1a.

F(-,y) € LY [ F(z,y)ds € L)
1y

Prova: Ver Teorema IV.4 em [14].

Definicdo 1.2.32 (Equagdo de Volterra). Dadas as funcdes fl(x) e G(x.t) chama-se

equacao de Volterra de segundo tipo, uma equacéo da forma

t
;{t}zf[f]—)\[ G(t,s)pls)ds (1.1)
o
em que ¢ é uma fungdo incégnita e 4 é um parametro real.

Teorema 1.2.33. A equacdo integral de Volterra (1.1), onde o nucleo G e a funcéo f
pertencem a L2(0, T, possui uma Gnica solugio v € L*(0.T'), E esta solucdo é dada pela
formula

t

wlt) = flt) =X [ Rit.s;A)f(s)ds

0

onde o nucleo resolvente [i(t, s; A) é dado pela série de nlcleos iterados

R(t,s;A) ==Y NGt s).

=0

gue converge quase sempre, onde
t
Gilt,s) =Gt s), Gupi1 = [ Git,o)Gulo,s)de pura v =1,2,...
Além disto, o nucleo resolvente satisfaz a equacao integral
t
Glt,s) = —R(t,s;\)+ A [ R(t,o; \)G(o, ) ds.

Prova: Ver Secao 1.5 em [23].



Observacdo 1.2.34. Para toda ¥ € L*(0,T), existe uma tnica solugdo ¢ para a equacao

wlt) — [ glt — s)p(s)ds = 8(t)
0

de modo que
t
elt) =0(t) — [ hit —o)8(o) do
o
onde
h(t—o)=> (=1)"galt — o)
n=1
com

¢
gil(t) = gl(t), gnii(t —7) = / gnlo —7)do  para n = 1

Além disso, g e h estdo relacionadas da seguinte forma

i
glt) = —h(t)+ / g(t — o)h(o) do. (1.2)

S0

Basta tomar (+(f,s) = g(f — s)no Teorema 1.2.33.

27
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CAPITULO 2 - SOLUCAO FORTE, FRACA E ULTRA FRACA

Neste capitulo garantiremos a existéncia, unicidade e regularidade de

solugdes para o seguinte problema

t
| ylo,t) — gy (1) + [ gt — s)ype(z,s)ds = f(x,t) em 0, L[x]0, T
f Jo
y(0,4) =0, y(L,t)=0 em 0,7 (2.1)
ylr,0) =wyolx), welz,0) =yi(x) P11 10, L.

onde 9 € C*[0, +00 ¢ tal que 9 * 0. +oc[—]0, +00[ ¢ verifica as seguintes condig¢des

—Cig< g < —Cag (2.2)
O
Gy =1— [ g(s)ds =0 (2.3)
S0
0<g" < Cayg (2.4)

onde C'1. T2 v C'y sdo constantes positivas.

Dependendo da regularidade dos dados %o. 1 e f obteremos a solug@o forte,
fraca ou ultra fraca para o problema (2.1), que serdo definidas nas proximas se¢des.

Os resultados deste capitulo serdo essenciais para o desenvolvimento do
proximo capitulo onde serd aplicado o Método da Unicidade de Hilbert para estabelecer a

controlabilidade exata de fronteira.

2.1 SOLUCAO FORTE PARA EQUACAO VISCOELASTICA

Nesta secdo mostraremos a existéncia, unicidade e regularidade de solugdo

forte do problema (2.1) que ¢ obtida quando ¥a € HZ(0,L) N H(0,L). w1 € Hj(0,L)¢

fe LY0, L: H}(0, L)) Tniciamos esta seciio com a seguinte definicio.
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Definigao 2.1.1 (Solugdo Forte). Uma fungdo v:10. L[x]0.T[— R ¢ dita solucdo forte para

o0 problema (2.1) se

y € L=(0,T; H*(0, L)n H}(0, L)) (2.5)

w € L=(0,T; H}(0, L)) (2.6)

ye € L0, T L*(0, L)) (2.7)

Uit — Yez T 0 % Yze = [ g5 em |0, L[x]0, T (2.8)
y(x,0) =wyolx) ¢ wlx,0)=wy(x) (2.9)

Teorema 2.1.2. Se w0 € H*(0,L) N HG(0.L), w1 € Hi(0,L) ¢ f € L'(0,T; HY(0, L)),

entdo existe uma Unica solucéo forte para o problema (2.1).

Prova: Para mostrar a existéncia utilizaremos o Método de Galerkin. Para isto tomemos

(wy )ven ¢ (Au)ven: os respectivos autovetores e autovalores do problema espectral
((wj,v)) = Aj(wj,v) para todo v € Hy(0, L) (2.10]

onde ((., .)) e (., .) denotam os produtos internos em H3(0,L) ¢ em L*(0.L) respectivamente,

e seja Vin = [wiwa....,wy] o subespago de H(0,L) M HI(0,L) gerado pelos m-
primeiros autovetores ww. ¥ = 1,2, ..., m.
O problema aproximado consiste em determinar a existéncia de uma

solugdo ¥ € Vin de modo que paratodo J = l.....m

L L L t L
[ Yy wy dx + [ Yy Wi g dT — [ [ gt — syl (x, s)w;j dsde = [ fwidz  (2.11)
ol < L0 S0 <0

com dados iniciais
y"(x,0)=yg'(x) ¢ y'(x.0) =y{"(z)
onde
ult =y em  H2(0,L)n H(0, L),

yi" =y em  Hy(0,L),
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y"(0,t) =0=9y"(L,t}) em ]0,T.
Como ¥™ € Vi, observamos que
y" =Y ha (2.12)

onde F; = h;(t). Substituindo (2.12) em (2.11) temos

L m [ m
/. Z h:-"wt-u-'j dr + f Z hiu'f.z-u'ji‘z dr
0 it 0 =1
L m L
— (t—s shuy (x)w; () dsdx =f fw. dr
fﬂ f Z Jwi 2 (T)w; () | fu,

isto &,
;?HR%HEENWWH—EJ wmfﬂhﬂﬂﬂﬁ=m%}
ou scja,
i: R (wi, w;) + iha ((ws, w;)) — Z:: ((wi,w;)) g + hs = (f,w;) (2.13)
para J € {1.2,....m}.

Tomando as matrizes
a = (Qij)mxm, vom ay = (w;w;)

b = (bi;)mxm: vom by = ((w;,w;))
¢ = (cij)mx1, com ¢ =(f,wy)

ha(t) (g * h1)(t)
H{t) = |, G@) = '
hm(f} Q * h (f}

podemos reescrever (2.13) em termos matriciais da seguinte forma
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aH"(t)+bH(t)—b(g=H)(t) = c(t) (2.14)
com condig¢des iniciais
ha(0) hi(0)
Hy=H(0) = Y H, = H'{[]} =
by (0) h, (0)

Pelo Método do Resolvente de Volteira, veja [24], obtemos a existéncia de
solucdo local em t para a equagdo (2.14), e consequentemente temos a existéncia de solucao

para o problema aproximado (2.11).

Etapa 1: Primeira Estimativa a Priori

Para estender esta solugdo para todo [0.+0¢) ¢ suficiente mostrar que a

solugdo aproximada permanece limitada para qualquer m € [ e qualquer t €|0,T[. Para

isto multipliquemos (2.11) por hi(t) e somandode i =1 a m temos:

L L
fyil'y!”rf:r—f y;”.r;iﬁff-r—f (g% vy ) yip dz = [fr;i"f (2.15)
J0 0 0

Pelo Lema 1.2.20 temos que substituindo (2.16) em (2.15) segue que

1 1 1d *
(g+u) vz = 59007 — s9(®) v - 5T l.@rDy;” - (_ﬂ gfiﬂ) Vr 2} (2.16)

substituindo (2.16) em (2.15) segue que

f!T J‘ /.f- m |2 + 11“_] m |2 I:l i i 1 /\L -'D m i
— | = i 1 - T ar| — — { i i
l.’!Tt 2 Jo ;t J‘I:r' g Jr "J g ..ar_'r

+= f g(t) |y fi’!—[ fyi" dz,
2 Jo

£
Bt)=1 —f gls)ds.
onde 0
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Considere o funcional energia

L
E(t,y™) = /ﬂ ™ + BT | + g0yl de.

Entdo de (2.17) temos

L L
Bty f g0y det [ a@lrPde=2 [ furde
dt 0 Jo

Integrando de 0 a t segue que
E(t,y™) — [ / g0y m!ﬁ[ [ ()5 2 deds = E(0,y }+z[ [ fyr deds

Observando que

2(f(s),uels)) < 2 ||f('~5}||L2|:n L) ||yt{'~5]'||Lﬂ{n.L]
= 2\/”}( ||L2{D L)\/”f ”L?[{I-:L} e (-, S}”LE[D:Lj

2
< |If(,s) ||Lﬂ{n.L] + [ f(-. ) ”LE{D.L} ”ytf'-.S}HLQ(D:L}

e g'(t) = 0 entdo

T i
E(ty™) < E(O.4™)+ [ 1£Co9)ll oy ds + f 1£ 29z N sl dieds

< B+ [ WG st [ 1769 Bls.o™)ds

Aplicando a desigualdade de Gronwall temos
T . N
E[f,ym} £ (E[[I,ym} + / ||f[ S}||L2|:D.L]| ds) E:.I|-|:| ||f[-13}||r_2|;0:r_}
0

ou seja,

T
m 2 m 2 m 2 m |2
[l (-, t”'L?{U,L]—'—”y: (") t}“Lz(D,L;. <C (”14'1 ”Lﬂ{i}:L} + ||yﬂ::||L2{n,L] + /ﬂ. I£(-, 5]”,[,9(0:1,} ds) .

Como Yt — yp em HH0, L) H?*(0, L), y7* — yy em Hj(0, L) e
fe LY0,T; Hi(0,L)) temos que
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(1" Ve @ limitada em L™ (0,T; L2(0, L})

(2.18)

(Y e € limitada e L>(0,T, L0, L)). (2.10)

Etapa 2: Segunda Estimativa a Priori

Com a primeira estimativa, obtivemos limitacdo para as sequéncias
. . , . ~ Tt Y T
Ui Jmen © (U2 Jmen- Nosso objetivo agora € obter limitacdo para (Ui men © (V22 ) men

Multiplicando (2.11) por Aj e usando 2.10 temos

((wig»w;)) + (W wiz)) — (g * 7 wiz)) = ((f,w;)) . (2.20)
Multiplicando (2.20) por R;(t) ¢ somando de 7 = ! @ m temos

(v w )+ (v i) — (g *wy ) = ((fLw))

ou seja
I-’ .{4’ .{4’ I-’
f Ysex Uiz AT + / Upe Wige 0T — / (g * Ui Uiy, dx =fD fryiy dx. (2.21)
1] 10 ]

Do Lema 1.2.20 temos que

1 1 1d ‘
moy Mmoo fD mo_ ot m (2 _ - y™ — ds m |2 ) (229
(9 * Yzz) ¥tz = 59 Uz — S0l 17 52t lg Y (fu g ‘-) IyHI]

Substituindo (2.22) em (2.21) obtemos

l L
2 4L B0y ? + gly™ d —_f Ty™ d.
Mi [f ™2 + B(t)|y™ | + gOy™ L] 3 ), 9 d
l L
—fD o(t) |y ? dex = f Fuy™ d.

Denotando por

L
B?) = [ WP + B + a0 do
temos

d’ L L . L
—E(t, y7) —f gOy™ dr + [ g(s)|yn]? de = 2 / fruiz dz.
dt 0 0 Jo

Integrando de 0 a t temos
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t L i L i L

E(t,y) — E(0,y7) —[ [ g Oy fi'-rff-f-+f / g(s)|um? ﬂ’»ﬁﬂfs=2/ / fruty deds
L0 S0 o J0 00 S0

(2.23)

ou seja,
t oL
B(tyr) < BQu)+2 [ [ fapdeds
o o
T ¢ )
< E0,y")+ /U 1 £2(-: $)l 20,1,y ds +_/{; [ £z (s $)l 2o py 1wz (s $)ll L2 ry dzds
T t
< E(0,y) + /U | £=(-, SH'L?{D:L} ds +_/{; ||f:('a5}||L2(U:L] E(s,y; )ds.
Da desigualdade de Gronwall segue que

T T
E(t,y) < elo Vetlhzon & (E O+ [ 16z ‘f*"‘) |
J0

Como f € L' (0. T Hj(0, L)) segue em particular que existe ' > 0 tal que

m 2 m 2
Ny (- t}”;ﬁ(n.u + |y (-, f}HLE{U:L] S

2
c (Hyi’LHig{M} o5zl 2 0.y f: XS ds) (2.24)
ede ui" — woem H*(0.L) N H}(0,L)e ¥7" — yiem Hj(0, L) temos que
(e lmitads e L (0,73 120,1). 22
(U @ limitada e L (0.3 1(0, 1)) a28)

Como L™= (0,T;L3(0,L)) = (L'(0,T;L30,L)))" ¢ L'(0.T:L30.L))

l{kyp}peﬁ cle (ym}meﬁ e '_;;l ? ?

¢ separavel, existe uma subsequéncia em

L= (0,T; L*(0, L)) tal que

¢ =y em L®(0,T;L20,L)),
w2 g em Lo(0,T;LA0, L)),
g 27 em L®(0,T;L2(0,1)),
g 5T em L (0,T;L2(0,L)).
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Observando que L7 (0.T; L*(0,L)) — L*(0,T;L*0,L)) = 12(Q)
— D'(()), das convergéncias acimas segue que

v —y em DY(Q),

yy =~y em D(Q),
v —=7 em DY(Q),
e, —7 em DYQ).

d

Usando o fato que o operador derivagao dt & continuo em P'((2] entdo

d d ,
Ey“‘ — oy o D'(Q)

e pela unicidade do limite temos que U = ¥Ys- De modo analogo concluimos que

g Sy em L®(0,T;L%0,1)), (2.27)
vt Sy em L= (0,T;L*0,L)), (2.28)
v =y, em L= (0,T:L%0,L1)), (2.29)
vy = yme em L (0,T:L2(0,L)). (2.30)

Etapa 3: Passa gerri ao limite

De (2.28) segue que

. .
f(m“{t}.w[t}] dt—>[ (ve(t).w(t)) dt,  Ywe L' (0,T;L2(0,L)).
0 J0

Tomando w = vl onde ve Hy(0,L) — L*0,L) e
8 eD0,T)— LY0,T), entdo

. .
f (2 (t), v) O(t) dt — / (we(t), v) B(2) dt.
S0 S0

Portanto (1} (£), ) — (y,(t),v) em T'(0.T). para todo v € Hj(0. L). Consequentemente
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4 (4 (t),v) — 4 (ye(t),v) em D'(0,T), Yo e HJ0,L)
dt dt
ou seja,
(v (t).v) = (we(t),v) em D'(0,T), Yo € Hy(0,L). (2.31)

De modo analogo, de (2.30) temos que ¥rx = Yrz em L (0, T; L2(0, L)).

Assim para w = vl com v H&[U, L:I' — LE{D LJ e
# € D(0,T) — L'(0,T), temos que

T e

LOgO fyﬁz[t}:« 1*':' — (?fﬁ:[ﬂn T-"-J em DI{D TJI, para todo ¥ £ Hd |:U1 L;' .
Observe que, por meio da integracao por partes tem-se que

(w2 (t),v) = —((v*(t),v)).

Assim obtemos
(")) = ((y(t),v)) em D0, T), Vv e Hy(0,L). (2.32)

Verifiquemos agora a convergéncia do termo da convolugdo em (2.20). De

(2.25) e (2.26) temos, respectivamente, que
Ure € L7 (0,73 L3(0, L)) — L? (0,T; L*(0, L))

yer € L (0,75 L7(0, L)) — L* (0,75 L*(0, L)) .

Como Hi(0,L) = L*(0,L) = L*(0, L), segue do Teorema de Aubin-

Lions que existe uma subsequéncia ¥z Jueri 1" (42" Jmer tal que
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Y — yp cm L’ ([I'._ T: LE(EI, L]I} = LE(Q}-.

isto &, Y= — Y= quase sempre em (.

Sendo assim temos que 9 * ¥%» — § * Y= quase sempre pois
¢ —
gryL(z,t) —g#yelz, t) = f glt —s)(Vhlz,s) —yz(z,5)) ds — 0 g.s.
0

Note que 9 * Yz ) uew 6 limitada em  L* (Q), pois
2

(g* ) (w02 = /ﬂ ot — )z, 5) ds

£ t
< [latt=oPds [P ds
DT GT
< [ latt=s)Pds [l ds
[1] S
)
< q[|ﬁmﬂfﬁ
+ 0

Logo

e entdo

-

9 2 2 . .

(g *v2) (- t)llL2g0ry < 1 [} [0z (- s)z2ory ds = er lluzllpzg) = er K < oc.
Com isto temos

)
[ o). 0ls0.) dt < orKT.
| :

<C.C=0(T)

Portanto lg + yﬁHLz@] , ou seja (9*¥") ¢ limitada em

L*(Q). . Assim pelo Lema de Lions tem-se que 9 * ¥s — 9 * Uz em L*(()), ou seja,

(g* v, w) — (g *yz,w), Yw € L](Q}

Em particular para w = v, onde v € Hj(0.L)e # € D(0.T), temos
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T T
[ (ax @000 dt— [ (gxualt),n) 00t)de
Jo Jo
Portanto obtemos

((g+v*(t),v)) = ((g*y(t),v)) em D(0,T), Ve Hi(0,L). (2.33)

Multiplicando (2.11) por #€D(0,T) tomando m = pe integrando de 0 a

T temos

)
fl:yﬁl:fhwj}ﬂ{f}dt f (@) J}wf}mf (g (). w,)) B(t) dt
0

(2.34]
/ (F(8),w,) 0(2) dt

fazendo p* — ©C obtemos de (2.31), (2.32) e (2.33) a seguinte identidade
-

T T
[ a0, 00t~ [ (w0 60 de+ [ (o ult), ) 0t
0 40 T <0
= [ 0w 000)

para todo 7 € ..

Por ser (% ),cr uma base H?(0, L)N H (0, L), temos que (2.35) ¢ valido

para qualquer ' € H?(0, L) n Hy (0, L], ou seja,

T -
t H i W a dat — * w 9 d
[ 2 (We(8),w) 6(t) t+[ ff_fl-fftl' )) 6(t) dt /ﬂ ((g*y(t),w))6(t) dt
= [ g, we
0
para todo € D(0.T).

Integrando por partes temos

T

T T
—f rytrtLurJﬁt(t}df—f (yﬂ(ﬂ.w}ﬁ'{t}dwrf (9 * Yza (£), w) B(1) dt
S 0 e S0
=/; (f(t),w)B(t)dt

Em particular, para @ € D(0, L) ¢ # € D(0.T) segue que
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T L T L T L T L
— [ / ywtly dodt — f / YprWH dadt + / f g * Ypowh dedt = [ [ fwt drdt,
Jo Jo o Jo Jo Jo JooJo

tomando ¢* = wfl podemos reescrever a equagdo anterior como

— (e, ) = — [ Yty dodt = f Yzl dodt — f q * Ypot) drdt + [ fidedt Vi € D(Q)
JQ Q Q S

ou seja,
'::y!t- ﬁl-'} = / [y_rz' — g% Yrr + f}' ﬁl-' d-Ldf'- I?fﬁl-' = D(QJ
S Q
Como
Yz € L™ (0,71 L7(0, L)) = L' (0,T; L*(0, L)) .
g* yer € L (0,T; L*(0, L)) — L' (0,T; L*(0, L)),
fel'(0,T;H}(0,L)) — L' (0,T; L*(0, L)),
entdo Y _g*yr1+f = L] [(]~T~ szﬂ»- L”‘ Logo Yyt = Ypr — F*VYzy

+f € LN(0.T;L*(0, L) ou seja, wee identifica-se como uma fungio de L'(0,T: L*(0, L))

que ainda representaremos por et Logo
Q

Assim, pelo Lema de Du Bois Raymond Vit — Yex T 0% Uzz

— f=0qs em Q.
Etapa 4: Unicidade

Para provar a unicidade, suponhamos que y e y sejam duas solu¢des do

problema (2.1). Assim, Y=y—y¢ solugdo de
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Yo=Y +gxY, =0 qgsem |0, L[x]0, T,
Y(0,6) =Y(L, ) =0  em 10,77, (2.36)
Y(z,0) =Y (z,0) =0 e 10, L.

Multiplicando (2.36); por Yie L> (0, T H r;]l (0,L))e integrando,

obtemos

I L 'F
[ }’}J;rf;r—/ };ﬁ;+/ (g% Yop) Yy dr = 0.
J10 Ji JO

Consequentemente

d ..
—E(t.Y) =<0,
dt (t.Y) <

Integrando de () & £ < T'. obtemos

E(t,Y)< E(0,Y) =0

ou seja, Yi=0eY:; =0 quase sempre em ]U* L[x]”‘- T[' o que implica Y = cte quase

sempre em ]U~ L[x ](]'._ T[- Usando que Y (0, t) =Y (L, t) = 0 segue que Y (x, t) = 0 quase

sempre em ]U~ L[X ][}-. T[- Portanto y =y quase sempre em ]U~ L[X ][}*- T['

0 que conclui a
demonstragao.

O proximo resultado esta relacionado com a solugdo forte do problema
(2.1).
Teorema 2.1.3 (Inequagdo de Energia). Se ¥ — y(z,1) ¢ uma solugéo forte do problema
(2.1), entdo vale a seguinte inequacéo de energia
2 . 2
Yt (-, ﬂ”;.i{[]:;‘] + Bo [| Yz (-, ﬂ“;.ﬂ{[]:;‘] .
5 5 t J J (2,37
< ”H'Lr”;,ﬂm,;,] + || 90,22 2oL T 2 / (fr(s), yre(s)) ds.
(0.L) ( Jo

Prova: Procedendo de modo analogo a segunda estimativa a priori, € usando (2.10) temos
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9 .. 2
Nyze (5 Oz20.0) + B() vz Dl L2 0,n) + 90Yrs

) t
= ||y??r||i2(u‘m + ||y3?ﬂ'||i2(u__;_} + 21/; {f‘—"["'}ay::["” ds.

Observando que Bo< B(t) <1 temos

9 9
lyzt (- )220,y + Bo lyzz (- D)l 20,0

o t
S A i R RO P

tomando m = p e multiplicando (2.38) por uma fun¢do degrau ¢>0em]0,TT ¢

integrando de 0 a T temos
.-P D] .-P ]
[ 000y SO+ i [ O )

T 5 T 4 T L
g_[ﬂ Hyiir}lggm__,‘}gmdf+_[ﬂ 9622 ;_gm__;_},g{t}dwz_[ﬂ gm_[ﬂ (f(s), yu(s)) dsdt
(2.39)

Usando a semicontinuidade inferior da norma com respeito a convergéncia

fraca, obtemos

T T
[ e Ol 0t < Timint [ 0y O 240
0 ’ S0

T T
| a0y O dt < limint [ a0y €OV (241

Tomando o limite inferior em ambos os lados de (2.39), considerando (2.40)
e (2.41) e observando que

liminfu + lim inf v < lim inf(u + v)

segue que

/ﬂ Nyae 1) o () i+ o /0 1Y () 220y C(8) it <

T T T t
< [ sl €O+ [ lonarliaony €Ot +2 [ [ (). pa(s)) (1) dsct
(2.42)
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Observe que os integrandos sao LI(O,T). Se & E]U._ T[- considere a funcao
degrau  Calt) = C(t) sobre |5 — s +h[C]0.T] ¢ zero no complementar.

. . 1
Substituindo (] por Gh Lf} em (2.42), dividindo ambos os lados por 2k e tomando o limite

quando /i — () obtemos da Observagio 1.2.22

t
2 E : 2 . 2 2 . :
||3;"rz{'-.ﬂ||1,2{[},1.]+.l3i{] ||yrr{'ef)||1;3[{]:;.) = ||3;"1.r||;_2{[}:;‘]+||.§"D.Ir||:_2{[}:;_)+2 /D (f2(5), yz(s)) ds.

pois ((t) = 0. |
Como consequéncia temos o seguinte corolario.

Coroléario 2.1.4. Se y = y(x, t) € uma solucéo forte de (2.1) entdo
||y (-, 3‘-3'“;_-2{{1.;_; + |y (-, f)”:.?m.:.; <C (||E-’1J||.r.'2|:{]_.r.; + ||y[}~ﬂ||:.'3{{]:.rd) + Hf”lﬂ({].T:H[]]({].L}))

para todo t € [0, T).

Prova: Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade do Teorema 2.1.3

observando que (@ + b}g = 2{_{1-2 + bg]‘ < 2(a + b}g,para a,b = 0 temos

9 L
(Hyn{'-. ﬂ“;ﬂﬂ{[}:;d) T/ o ”yrr{': t}”LQE[LLJ) < a’+2 [ 2 ”fr['-s]'”;‘?(n‘;,} ”yrf[\ 3}”;‘2(&;‘) ds
J0

onde & — V2 (”yLIHLQKDJ_J + ”y{]:rrHLzm_L})-

Usando o Lema 1.2.7 segue que

Iy Olize.y + VB ez, Dlizony < V2 (||y1:r||f.2[[l.1.} + ||y[}:rr||;,3{{].1.})
L

Tomando € = min{l, v/} e €' =2/c segue a tese. |

Coroléario 2.1.5. Se ¥ = ¥(*.t) ¢ yma solucdo forte de (2.1) entdo

2 2 r 2 2 2
lyzel-s )20,y + (s D)2y < C (||y1.x||,r.ﬂ.;n,;.;. + w02zl 2o r) + ||f||,r.l(n.'r;n,:gm.;.}}) :

Prova: Elevando ao quadrado ambos membros da desigualdade do Corolario 2.1.4 e usando a

desigualdade (a +b)* < 2(a® +b*) < 2(a + b)* conclui-se a demonstrago. |

Corolario 2.1.6. Se ¥ = ylx.t) é solugdo forte de (2.1) entdo
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2 r 2 2 2
[(¥zr = 9% Uz ) )| 210y < C (”yl-r”f.ﬂ.;u,;.;. + |Y0azllp2 00y + ”f”f.l{li].'f':h‘.;hﬂ.f.}}) :

Prova: Observe que

|[.i'-_|"_rr — g .Ur:r.,l'{f' f”j £ 2 |.§"_r:r.{ifa f}|j +2 |.'-T * .i':":l'..z'[f--"r';lll:-l

t
/ gt — 8)ype(x, 5)ds

0

< 2|yaelr, )] + 2

‘ ¢
< 2|yzels, f}|-‘JI + 2[ g|(t —s)|ds / |.;,rﬂ._l.’\-._.*:','Il-'J ds
1] Rl

T
< 2|Yge(a, f}lj+?ﬁ'[ |yez (-, 8)|” ds
[1]

- T :
onde i = Jrn lg(t — ~‘-*'}|') ds. Integrando em [0, L] e usando o Teorema de Fubini obtemos
9 9 T <2
||"r.y1-:r. — g% Yz ) f,:'”;‘ﬂ.lr.;]_;_] dr < 2 ||.U1':r.|:'~”||;;l.[q}.,r.} + 2 [} ”.i':".rx['-. -"'J”;‘zlq}.;‘} ds.

Usando o Corolario 2.1.5 conclui-se a demostracao. |
2.1.1 Regularidade da Solugao Forte

Agora, demonstraremos que a solucao forte dada pelo Teorema 2.1.2 ¢
continua e diferencidvel com respeito a variavel temporal conforme o préoximo Teorema.

Teorema 2.1.7. Se y = y(x,t) € uma solucdo forte para (2.1), entdo

y € C" ([0,T]; H*(0, L) N Hy(0,L)) nC* ([0, T]; Hy(0, L)) .

Prova: Mostraremos que sequéncia (v Jueri determinada por (2.11) ¢ uma sequéncia de

Cauchy em
C° ([0,T]; Hy(0,L) N H*(0, L)) n C" ([0, T]; Hy (0, L)) .

Temos que (2.11) é valido param = p e paraVv> ponde . € M isto é
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(b wy) + (W2 wie) — (g * b, wy,) = (fowy) (2.43)

(wies ws) + (Yo wyz) — (9 * vz, wiz) = (fiw;) . (2.44)
Subtraindo (2.44) de (2.43) obtemos
(e — v ws) + (4 — v wiz) — (9% (4 — ), wyz) = 0. (2.45)
Multiplicando (2.45) por Aj e usando a propriedade do problema espectral,
de modo analogo a segunda estimativa a priori, segue de (2.24)

llve — v nnlm.f.;."‘||.!f“ — .UU||;;E:.ru_f.]r'mn'l.ru:].,r,] < () (I yr — vy HioLy T lvo — wpl H,:Eln.f.;.rur?lﬂ.f.}) .

Como {UELE?@ o (¥ Juer sdo convergentes para Uo € Hy (0, LynH*(0, L)
e uyi € Hj(0,L) respectivamente entdo, ¥ Jucw é uma sequéncia de Cauchy em
CO([0, T H (0, L)yn H*(0, L)) e (v Juew ¢ uma sequéncia de Cauchy em
C? ([0, T1; Hg (0, L”, o que implica existem @ e ¥’ tais que

v — ¢ em C([0,T]; Hj(0,L)n H*0,L)) C L™ (0,T; Hy(0, L) n H*(0, L))

vt — ¢ em CY([0,T]; Hy(0,L)) € L>=(0,T; H(0,L)).

Da unicidade dos limites segue que ¥ = ¥ © ¥ = Ut

Portanto ¥ € C* ([0, T7; H} (0, L) N H*(0,L))nC ([0, T); H}(0.L)). m

2.2 SOLUCAO FRACA PARA EQUACAO VISCOELASTICA

Na se¢@o anterior obtivemos a existéncia de solucdo forte para o problema
(2.1). Nesta se¢do garantiremos a existéncia de solu¢do para o mesmo problema, porém com
dados iniciais menos regulares. Iniciaremos com a defini¢cdo de solucdo fraca, e em seguida
demonstraremos a existéncia desta solugcdo usando argumentos de densidade, bem como sua

regularidade e unicidade.
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Definicdo 2.2.1 (Solugdo Fraca). Uma fungdo ¥ :10. T[x]0, L[— R ¢ dita solugo fraca para

o0 problema (2.1) se

y € L™ (0,T; Hy(0, L)) (2.46)
v € L™ (0,T; L*(0, L)) (2.47)
ye € L' (0,T; H(0, L)) (2.18)
4 (ye,v) + ((y,v)) + ((g *y,v)) = (f.v) (2.49)

dit
no sentido de P'(0,T'), paratoda v € H; (0., L).

Yit — Yoz + g *yee = f € L' (0,T; HY(0, L)) (2.50)
y(r,0) =yolz) ¢ wlx,0) =yilx). (2.51)

Teorema 2.2.2. Se yo € HI(0,L). 1 € LY0,L) e f & L'(0.T:L*(0.L)). entdo (2.1)
admite uma solucéo fraca.

Prova: A existéncia de solugdo fraca do problema (2.1) serad obtida a partir de aproximagdes

por solugdes fortes, para isto considere para ¥o. 1 e f as seguintes aproximagdes

€ HY0,L)n HY(0,L) tal que " — wo em HY(0, L), (2.52)
y* € Hy(0,L) tal que o — y1 em L*(0,L), 2.53)
fmec? ([0, T7F; Calo, L]) talque f™— f em L (0.T; L0, L)). (2.54)

Para os dados ¥ ¥i" v f™ temos que para cada m & [N existe
solugdo forte y™ :[0, L[x|0,T[— R para (2.1), conforme a Defini¢do 2.1.1, satisfazendo

(2.5)-(2.9), isto é, existe ¥ tal que
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y™ e L™ (0,T; H*(0,L) N H(0, L)), (2.55)
"€ L% (0.1, H0.) 250

i € L' (0,T,L*(0, L)), (2.57)

Yt — Yrx T G9* U =f" qs em Q) (2.58)
Y@ 0) =) e y(0) = (). (2.39)

Agora determinaremos estimativas para (4™ Jmer: de modo que o limite
seja a solugdo fraca de (2.1). Multiplicando (2.58) por ¥ & L*(0,T;Hy(0,L)) ¢ integrando

por partes em ]0, L[, temos para cada €l0, T a seguinte identidade

L L L L
[ Yy (v dr + [ yy (t)ve dr — [ g*yy (g de = T (t)vde (2.60)
J0 J0 S 0

tomando v = u;"(t) em (2.60) temos

L L L L
fﬂ oy () (t) d + [D y ()l (¢) da — fﬂ gy OO de = [ (o) da

ou seja
d L L
EE(t-.y’“J—/; gOyy (t) ffar+[u g(t) |y (t)] dz = f o)y (t) der.

Integrando de 0 a t temos

i L
E(t,y") < E0,y™) + 2 / / ™ (s)y"(s) deds (2.61)
J00 S0

ou seja,
T t
E(t,y™) < EQ0,y™) + [D 1™ ()20 ds + /ﬂ 17™() a0,y Es, y™)ds.

Da desigualdade Gronwall temos

2 2
”y?(tmfﬁgﬂ,f,]'l'ﬁﬂ ”y:t(tjnbﬂ{i}.b} (”yl ”I 2(0,L) + Hy ||; 2(0,L) f ||fm(3;'||f 2(0,L) )
(2.62)
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para todo  €]0, T
Tendo em vista que Yo — ¥0 em Hi(0,L). ¥ — ¥1 em L*(0,L) ¢

f™ — fem L'(0,T; L*[0, L]). conclui-se de (2.62) que
y™ € L= (0,T; Hj(0, L)),

y" € L= (0,T;L*0,L)).
Logo existem subsequéneias (" Jnen de (V™ )men tais que
y* 2y em L™ ([1_ T: H& (0, L}} . (2.6
v =y em L (0,T;L*0,L)). (2.G4)
De (2.64) temos que
(v w) = (yw), YweL'(0,T;L%0,L)).
O que implica
T T
[ (yy w) dt — [ (e, w) dt, Yw e L’ (EI,T; LE[EI, L}) :
Jo Jo

Como Hi(0.L) = L*0.L). D(0.T) — L'(0.T). tomando w — v

onde v € H}(0,L)e # € D(0.T) entio
T T
f (g7 (2),v) B(t) dt — [ (we(t),v)0(t)dt,  ¥ve L*(0,L),¥8 € D(0,T),
] 410

ouseja, (Wi (1) v) = (w(t),v) em D'(0.T). para toda v € Hy(0, L)

Portanto,
d d i o AR
o (yi(t),v) — o (ye(t),v) em D(0,T),¥ve Hy(0,L). (2.65)
De (2.63) temos que y* Sy em

L (0,T; Hy(0, L)) ~ [L' (0, T; H'(0, L]}]i- o0 que implica que

(y",w) — {y,w), VYweL'(0,T;H'0,L)).
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Usando os fatos de que Hy(0, L) = L*(0,L) — H7'(0,L)

D(0,T) = L'0,T), tomando em particular w = vf) com v € Hy(0,L)e # € D(0.T)

temos
T T
/ (y"(t),v) B(t) dt — f (y(t),v) B(t) di
J0 0
e integrando por partes segue que

T T
[ (@@.enowa— [ (o, ow
Jo Jo

Portanto,

((y™(t),v)) = ((y(t),v)) em D(0,T), Vv e H;(0, L). (2.66)

De (2.54) temos que J' — f em L'(0.T:L*0,L}). Para todo

v € H(0,L) e paratodo # € D(0,T) obtemos

T T T
‘f (f7(t),v) B(t) di _f (f(t),v)0(t)dt] < f |(f* — f,v) B(t)| dt
0 0 0

)
= [V1um=rolee)]

.
< ¢ [ 1™ — Fllya o] dt
<0
TE— O

= ol 1" = Fflooriren — 0

isto é,
T T
[ {f“[f],trjﬁ[i]dfﬁ/ (f(t),v)0(t)dt. (2.67)
WS 0
Portanto,
(F (), v) = (f(t),v) em D0, T), Yo e HI(0,L). (2.68)

Multiplicando (2.60) por # € D0, T ¢ integrando de 0 a T, e tomando m =

n temos
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T T ;
fﬂ%“”?[”*“}ﬂ{”d“ﬁ/ﬂ f(;{”{t}-v}llﬂff}dt—_/u (g% 4" (), v)) B(¢) dt
=/D (f*(¢),v) B(t) dt

[2.69)

fazendo n — oCem (2.69), e observando as convergéncias (2.65), (2.66) e (2.68), obtemos

%{y:{ﬂ- v) + ((y(t),v)) — ((g = u(t),v)) = (f(t),v) (2.70)

em D'(0,T) paratodo v < Hj(0, L).
Para mostrar que Uit © LY(0,T; HY0.L)). tomemos m — 400 em

(2.69) e integrando por partes com respeito a variavel espacial temos

T T
[ @080 bt~ [ )0y b
_F 1] v
+ [ (o wnnlt) b 0t = [ (5(0,0) 000

0

pois f € L' (0,T;L?(0,L)) — L' (0, T; H-'(0,L)).

Considere agora

G(t) = yea(t) + g * yue(t) + f(£) € H1(0,L).

Usando (2.71) segue que

]
=]
]

T T
= / (ye,v) B, dt = [ (G, v)fdt Yo e HHO,L), ¢ 6eD0,T). (2.72)
] i

Da Proposicao 1.2.28, obtemos

T T
<—f ye by dt,w> = <f GE dt 1-'> Yo e Hé (0, L) [2.73)
0 H-1xH} 0 H-1xH}
ou seja,
T T
Jo 0

Assim temos que w; (7 pertencem a LY (0, T;HY0,L)) e satisfazem
(2.74). Segue do Lema de Temam que
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t
y(t) =€+ / G(s)ds, ¢e HY0,L)
Jo
ey € CU([0,T]: H- (0, L)), e além disto tem-se

% (ye,m) = (G.m) em D(0,T), ¥y € Hy(0, L).
De (2.74) segue que
(yu, 0) = (G, )
o que implica que yy E L' (0,T; H(0,L)) e yx = 0 em L* (0,T; H(0,L)), ou seja

Y — y1-1-+§*y11- - f o L] (D T1H_1I:D~L}) [_j?”]j

Mostraremos que y(x,0) = yo(z) e ytlx,0) =y (x).
De (2.63) e (2.64) segue que

T T
f(y”{t}._tr}ﬂ"[f]df—}f (y(t),v)#(t)dt V8 e L*0.T),ve L*0,L), (2.76)
0 0

T T
/ {yF(th}E’ff}df—}f (we(t),v)B(t)dt V8 e L*0,T),ve L*(0,L). (277
i 0

A

Tomando em particular, para f € C([0,T]) tal que A(T)=0c H(0)=1
em (2.76) e (2.77) temos

T d (y"(t),v) B(t)] dt T d (t),v)0(t)] dt Yv e L0, L
| Fleomowia— [ Ziwo.ow e we oL

isto &,

(y™(T),v)8(T) — (y"(0),v)8(0) — (y(T),v)B(T)— (y(0),v)A(0) Yve L*(0,L).
Da escolha de #segue que

(y™(0),v) — (y(0),v) (2.78)

para todo ¥ = L*(o, L}, (em particular para ¥ © Hg(0, L))
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Por outro lado, de (2.52) temos, ¥"(#,0) = y"(0) — wo(x) em L*(0, L),
o que implica ¥"(:r,0) — yo(:r) em L*(0,L). Disto e de (2.78), segue da unicidade do
limite que ¥(x.0) = yg(x).

Mostraremos que vi(r,0) = wlr) De fato, por (2.64) sabemos que

ye € L>(0,T; L*(0, L)) = L' (0,T; L*(0, L) e por (2.75) temos que

ye € L' (0, T H-H(0, L)). Assim, pelo Lema de Kim temos  que
y, € CU([0,T]; H'{(0, L)).

Seja & > 0 e considere

—L4+1 s 0Kt
Hg{tjl= 0

Note que #5 € H'(0.T) pois

. ;
[ 8s(t)* dt < f 12dt =6 < oo
o

S0

T , & 5 & 1 1
fﬂ 105 () fsf=fﬂ 10:(2)] d‘t=/ﬂ dt == < oo

uma vez que

—}T s D=t<4
85(t) =
0 S0 E{fﬁiT

Multiplicando a equagdo (2.60) por #; e integrando emt de 0 a T obtemos
- - -
[ (yi (), v) Bs(t) dt + f (gl (t), ve) B5(t) dt — / ((g*y™(t),v))Bs(t)dt =
] 0 S0

)
=[ (F™(t), v) O5(2) dt
S0

para todo v € Hi(0. L),

Integrando por partes temos
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__ . .,
(9 (t), v) s (t)]5 —[} (y;" (2), v) B5(¢ dt+/ (v (t), ve) Os(t) di—

0

[{g*y‘“{f ) Bs(t) dt = [{f‘“{t} ) B5(t) dt

ou seja,

— (u*(0), v / F(t),v) cit‘—l—f (2 (t), v, ) B5(t) dt—

(2.79)
5 |
—f ((g=y™(t),v))8s(t)dt =f (f™(t),v) B5(t) dt.
0 0
para todo v = H{}{D LJ
Tomando m = n e de (2.53) temos ¥1 — ¥1 em L%(0, L), ou seja

(v7.v) — (y.v)  Yoe L*0,L).
Como i = u/'(0) € H(0,L) € L*(0. L) temos em particular que
(y(0),v) — (yy,v) Vv € HI(0, L).

Sendo assim, em (2.79) temos para todo ¥ = Hg(0.L)

]

] &
—[y1,trj+%./ﬂ (e, v) n’f—i—./n (y=(t),ve) B5(t fff—/ﬂ ((g*yl(t),v))bs(t)dt

&
=f<<:+ ) 05(¢) dt
0o

e tomando 4 — 0 concluimos que para toda v € HI(0,L) tem-se (y1,v) = (:(0),v).
Portanto, ui = y¢(0}).

O proximo resultado € acerca da regularidade da solugdo fraca.

Teorema 2.2.3 (Regularidade da Solugio Fraca). Se ¥ = wlx.t) é solucéo fraca de (2.1)
entao

y € C” ([0,T]: Hy(0,L)) nC* ([0,T); L*(0, L)) . (2.80)

Prova: Seja (™) rmew a sequéncia de aproximagdes por solucdes fortes, entdo de (2.55) e de

(2.56) temos pelo Lema de Kim que

y™ € C ([0, T]; H(0. L)) (2.81)
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Por outro lado de (2.56) e de (2.57) temos pelo Lema de Kim que
yit € C([0,T]; L*(0, L)), isto é,

y™ € C° ([0,T]; L*(0,L)) . (2.82)

Tomando as sequéncias de solugdo fortes (aproximadas), para m > n, temos
Uip — Ype T O* U = [T (2.83)

Yt — Ype + 9 % Ype = [ (2.81)

subtraindo (2.84) de (2.83) temos

"=y )y — "~y ) tagx (" — "), = — T (2.85)
Multiplicando (2.85) por v € L*(0.T: Hj(0.L)) e integrando em ]0.L]

segue que

(vir — i o)+ (W™ —y™v))+ ((g* (W™ —3").v)) = (M = f"v).

Tomando em particular v=y" —y € L= (0,T; Hy(0, L),

C L* (0. L; Hj (0, L)) obtemos
2 2
(™ = wE) O 2oy + Bo 1w — w2) (2 E)llEa ) <
T
2 2
S ¢ (”yiﬂ - y?”fﬁ{i}_L} + ||y331' - yEIHLﬂ{D_L] + -£ ”(fm - fn}[ t}”LE(U,Lj df) .

Seja /3y = min{1, Gy}, entdo

2 2
Nu = v 2oy + vz — vzl <
T
2 2
< Cl (”y;ﬁ - y?”[,im_b:, + “yIT:: - yaTHLQ{'I}.L} +-£ ||{fm - fnjlli ””Lﬂ{ﬂ.b] df)

onde C1 = C/f.
Usando as convergéncias (2.52)-(2.54) concluimos que

2 me, f—00
nlg;lfagj%- (" — w) (s t;'”LQLD,Lj — 0,

2 T, i — 3
Zax Iz — w2 ) t)llzaory — O,
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ou seja, (U™ ) mere € uma sequéncia de Cauchy em CO([0,T]; H(0, L)) e (¥")spen é uma

sequencia de Cauchy em ' "([0.T]; L*(0,L)). 0 que implica

y" — ¢ em C°([0.T]; Hj(0.L)) € L™ (0,T; Hy(0. L))

yt — ¢ em CU([0,T);L*(0,L)) < L™= (0,T; L*(0,L)) .

Da unicidade dos limites segue que ¥ = ¥ © ¥ = Ui,

Portanto y € C° ([0, T); HL(0. L)) nC* ([0, T]; L*(0. L)). [ |

Agora vamos estabelecer a inequacgao de energia associada a solu¢do fraca.

Teorema 2.2.4. Se ¥ = ylx,t) é uma solugdo fraca de (2.1) entdo temos a seguinte

inequacao de energia
2 2 2 2 :
[l (-, ) | Z2go,) + Bo ||.U':‘-f§'||?:nl.;n,.r.;. < llnllzer) + ||.UU||H,:|-."I}.L} +2 £ (f(s),we(s)) ds

para todo t €]0, 7.

Prova: Seja (¥ )men a sequéncia de solucdes fortes como no Teorema 2.2.2. Entdo de (2.61)

tomando m = p temos:

,!'Lff (s 8)[2ag0.0) + BE) 19 () Zagony
< [ﬂ 2 + [of | da + 2 [ﬂ (f4(s). 4 (s)) ds.

[2.86]

Multiplicando (2.86) por uma funcio degrau ¢ = U em ]0,T[ e integrando

de 0 a T temos

) ) |
[ 1Ol O+ By [ 1O, <O <
(1] ' o 0
) et lron S
[ 1k sy ctrd + [ ||!ﬂ‘f,x||}.?m.;.~,.§liﬂdf+‘2£ c«zc}[ﬂ (£4(s), i (s) ddt
] ' S0 ! . .
|

(2.87)
Usando a semicontinuidade inferior da norma com respeito a convergéncia

fraca, obtemos
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; ;
[ e -+ £)173(0,2 S () dt < lim inf f I (- ) 1730, S (8) (2.88)
Jo ' —2 g '

. 2 ; ?
[ ”3':".1-(" f”l,r,'l{(]_,r,] 'ﬂf,‘-’ dt = lii'll inf / ”yﬁ[ t;'”;.ﬂfi],f.] C{t} dt. (2.89)
Jo —== '

Tomando o limite inferior em ambos os lados de (2.87), e observando que
liminfu + liminf v < lim inf(u + v)

segue de (2.88), (2.87) e (2.68)

. -
[ [|are(-. 1) ”ii{u_;,}. C(t)dt + By [ |-, t}”iﬂ[(]_f,] C(t)dt <
0 ' S

) ) o
< [ MnlBaon @i+ [ lmaliagnc@dir2 [ [ (fucwdsa 200)
40 : S0 ° 0040

Observe que os integrandos em (2.90) sdo L'(0,T). Se s €]0.T'[. considere
a funcdo degrau Cin(t) =C(f) sobre |s —h,s+h[C]0.T|[ ¢ zero no complementar.
Substituindo ¢(#) por Ck(f) em (2.90), dividindo ambos os lados por ﬁ e tomando o limite
quando h — 0 obtemos, para t €]0. 7. em virtude de ((t) =0
||?Jf('-fJ||i-1{0.!.}+.ﬁn ||?»‘:-.('~fJ||-}J.2L0.;.} < |lw ||-,_:.2lo.;.}+||3'=“0.:-.||i-1{0.f.}+9 I[; (f(s),we(s)) ds. L

Temos os seguinte corolarios

Corolério 2.2.5. Se y = y(x,t) € uma solucdo fraca de (2.1), entdo temos a seguinte inequacao

lwel-s )l 2oy + Nl D)l gpor) < € (||?ﬁ’1||f.2.;w.;. +lwoll 0.0y + ||f||;_lm.'r;f.ﬂ{ﬂ.;.};.)

em [0, T].

Prova: Tomando a desigualdade do Teorema 2.2.4 e observando que

(a+b)? < 2(a®*+b*) < 2(a + E’J'-'J, para a.b = 0. temos
2
(||?J=|:‘- 2y + llw=l- t:'”;.ﬂ[t],f.])

2

9 £
<2 (||y1 200y + ||yn_:.-_||;,-:m_;,}) T 2[0 201 FCy8)l 2o,y (s $)ll 20,z ds.

Usando o Lema 1.2.7 segue que
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t
Nueles )l 2go,ry + Nw=ls D)l 2oy V2 (”!:"1 lz20.0) + ||-‘:"ﬂ-=||f.'1.:ﬂ.;.]) +2 £ I $)lzaony ds

-
= « (”U] ||f,2[[:l_[,'| + ||y[:l,:|-.||;_'2_lrﬂ_;.1l_ +[ ||fl:"‘;;l||f,9|'t],f‘] d") a
: ’ 0 )

Corolario 2.2.6. Se ¥ = yl:r. 1) é uma solucéo fraca de (2.1) entdo

2 2 2 2 2
||i’f=':'-”||;;1-rn.;,] + ||Es’{‘~ﬂ||,r;g.;n,;,; <C (||H1||,r,'1.rt]_;,] + ||Hﬂ||n,:§[n_;,;. + ||f||,r,1|;n,'r:;,2.;[n,.r,;.}) :

Prova: Elevando ao quadrado ambos membros da desigualdade do Corolario 2.2.5 obtemos

2

3
2, 2
(||.i.-’t"\'-ﬂ||f.210.;.} + ||.':"{'-ﬂ||h‘ul-.‘<].!.]) <C (||.L’1||f.-1-ro.;.] + ||Lf0||nnlm.f.;. + ||f||;.1.;ﬂ.'r:;.ﬂ.;n.;.;.}) ‘

Usando a desigualdade a’+ 8 < (a+b)? < 2(a® + ) temos que existe

uma constante C>0 tal que
2 2 ) 2 2 2
llwe (-, )2,y + Nul- t]'”n,:gu}_;,} <C (||?J1||,r,2.;[u,;. + ||.Uﬂ||nul.rn_f.] + ||f||f,lm.‘r;,r.'!-rn.;.};.) |

Corolario 2.2.7. Se wo € Hi(0.L). w1 € L*(0.L) ¢ f & L'(0,T: L0, L)), entdo (2.1)

possui uma Unica solucéo fraca.

Prova: A existéncia de solu¢do fraca foi estabelecida no Teorema 2.2.2. Considere y © ¥

duas solugdes fracas para o problema (2.1). Sendo assim ¥ = ¥ — ¥ ¢ solugdo fraca para o

seguinte problema

Yie —Yee +g# Yo =0 em |0, L[x]0,T][
Y(0,t)=Y(L,t)=0 em 10,77
Yz, 0) =Y (z.0) =0 cm 10, L]

Assim do Teorema 2.2.4 temos
- 9 - @
1Y:(-, ﬂ”f.?l[:u!.;. + |} (‘~fJ||H.:,’[[:IJ.J < 0.

Portanto Y = 0 quase sempre em ]0,L[x]0,T[, ou seja, y = y quase sempre

em |0, L[x]0,T]. [
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2.2.1 Regularidade Escondida

Nesta se¢do estabeleceremos o comportamento da solugdo fraca na fronteira
do dominio, mais precisamente, iremos estabelecer a regularidade escondida que sera dada na

Proposicao 2.2.10.

Lema 2.2.8. Se ¥ = wlwit) & yma solucdo forte de (2.1) entdo a seguinte identidade €

verdadeira

1 T . L . 1T o .
;f Wye — g *y:)(0, )" dt = f g (ny=)ly dr+ 5T / f we|” + |y=|” dodt —
< J0 0 B S 0
1 T L | i L o
- I g * Y U, drdl — q (Ve * Yz )| dT +
S0 JD S0
T L T L
+ f / quig’ * Yy, dedt 4+ g(0) f / qU Yy drdt +
0 J0 -]
1 T L , T L
+ rf / I.f;*yml‘ff-“ff—f / faly: — g * y,) dedt
"'L o S0 o J0

onde [0,L] = R, g(x) = ”"E‘r‘.

Prova: Multiplicando (2.1) por (%= — @ * Ux) ¢ integrando em ]0. L[]0, T temos

T L T L
/ / Yeeq(yz — g * yx ) dadt — [ / (Yzz — G * Yrz )q(yz — g * Yz ) dodt =
JO00 40 J00 S0
I Ia

2

T L
= [ f falyz — g * y. ) dudt.
S0 0

(2.01]

Note que

L T L T
Iy = / / Yl didr — [ [ Y Gq * Y, dtdr. (2.92)
SO0 S0 JO0 W0

Aplicando integracao por partes na varidvel t no primeiro termo do lado

direito de |1 temos
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/ [ Y11 QY drdt
o Jo

ou seja,
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L

T
[(ytqyz}lg _f Y gzt dt} da
(1]

L T d 5
-/U -/D (Eh}ﬂ )qd;rdt

. L L 2
/ [(|yt|EQJiU - / Iytl‘qzdw:} dt
[ (|yi df-l— [ [ | qe dacdt
Jo

]

(vequs)|g do —

(Yequ=) |§ dr —

L
T
(yequz)|y d —

hhhh

(00| = t~.:|||—- 0| =

T L L
[ [ yuqyzdw:df=f (yeays)|y d¢+—f / ly,|* dadt. (2.93)
J00J0 0

De modo anéalogo temos

L T
f / Yeeqq * Y, didx
0o J0

ou, seja,

L T
[ / Y G * Yy dide
J00 00

L T
= f [[LIWQ xu)lo — / veq(g * yr)e df] d
(1] ]

L L T
= f q (yg *ye)|y doz — [ / Ysq(g * Yz )¢ didx
ﬂL ~UL-|:IT
= fﬂ q (yeg = ey dr — /.; /U yeq(g * yz + g(0)yz) didz

L . L T
= / q (g * yz )|y dor — [ / yeqqg * iy, didr
(1] J0Jd0

L T
+g(0) f [ queye dtdx
0o JO
L
= / g (veg * v} dL—jf / yqq * vy, dtdr
] [qu

+g(0) / / que Yz didr.

Substituindo (2.93) e (2.94) em (2.92) obtemos
L 1 7 L
T 45 2 T 5
I, =f (veqws)|” dH_f [ ) af-ﬂff—[ ¢ (g + o) ! dot
0 2L Jo Jo Jo

L T L T
+ / [ y,qqg * y, ditdr — g(0) / / QU didx.
o Jo J0 ]
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Por outro lado

Iz—/ f Yrz — G * Yz )Yz — g * Y ) dxdt = [ / I Yy — g % yg|* dadt

e aplicando integragdo por partes na variavel :robtemos

4
[/ — |y — g *y, | dedt = [l (vr — g * )" L} [qzlyr—.;r*yrl‘d-f dt
S0

= —/ 1;1Df}—q»cy,{]t}jl dt
2/

1 T pL
__Lf / Yz — g * yo|* didt.
o <0

Logo

T - T L
1
[ [(y, —g=* *,;JI}[(LE‘Jl2 dt — — / [ |y — g * ;,r1|2 dxdt. (2.95)
Jo 2L Jo Jo

Assim, substituindo II e I, em (291) e isolando o termo

o] =

1 7 .
ry [ Hy: —g = ?;I}[(ijl" dzr.
<

temos a identidade desejada.

Defina o funcional

2 2
E(t,y) = [l t}“;.z[n.;.;. + [lu(-, ¢1'||;;,:1]w.f.}'

Lema 2.2.9. Se v = ylx,t) é solucdo fraca (ou forte) de (2.1) entdo existe uma constante C >

0 que depende de T icd que as seguintes desigualdades

llg * y=(- ”;-1”}‘“ = CDII]a_X E(t, y) [2.96]

Iy — g = yz)(- t}||; 100 S C 1’11&.\ Elt,y). (2.97)

sdo verdadeiras para todo t € [0, T7.



60

Prova: Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

9% el ) = ‘f ot — Tyl 7) d ' [mu—ﬂ d~/|yz,r, ir

< [ o ( ,E,T}| dr.
Jo

Integrando sobre [0, L] segue que

L L T T L
[ g * yplw, t))* da < I{[ f |yp(z, 7)|? drdax = K[ [ lye(z, 7)|* dad.
L S0 0 J0OJO

Logo

.
2 - 2 5 0K}
lg * ye (- E)ll2i0r) < K fﬂ oz (5 )20,z 47 CDH{IE::'% E(t,y) (2.08)

g T
onde € = KT ¢ K = [; |g(t - 7)[* d. portanto segue (2.96).

Por outro lado, temos
2 2 2
(e —g*u )z t)]” < |ye(z.t)]” +2|ya(z, )] |g * vz, t)| + g % wa(z, 1)
2 2
< 2ye(z, t)|” + 2|9 * ez, 2)|

t i
2|yru,t}|2+2[ |g{t—s)|2dsf o, s)[? ds
i o

A

A

-
2 |y, (x, t))* + 2K [ ly (-, 5)|° ds.
S0

Integrando em [0, L] temos
2 r ]
I(y= — 9% ¥2) (s )220,y 4% < 2llwe (s D)l 20 1y + 2K fﬂ lye (-, $) I 2o ) ds
isto €
”(yﬁ! Q*y::} }”fgl,pf:l Cﬂ%lﬂ% Slr\f y;l

onde a constante C ¢ escolhida de tal forma que

C>21+KT) ¢ C maxE(ty)> 1, (2.99)

0<t<T
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e assim segue (2.97). L
Proposicdo 2.2.10. Se ¥ = ¥(x,t) é solugo forte de (2.1) entdo existe uma constante C > 0
que depende de T tal que

|lu=(0,-) — g * y(0 ||L,g”}jr x{f'mm}gt‘y}

Prova: Estimaremos cada termo da identidade do Lema 2.2.8.

max |g(x)| <1

Note que max fO=r<L e usando o Corolario 2.2.6 obtemos
L ; L
f (weqyz)lp dz = f q (vey=)lg dr < (v, u=)lg <2 sup |(ye, ve)|
0 J0 0T
. 2.100)
< 2lwels Dllpagoy v (Ol 2oy (2-100)

2
< wel t)llpaor, + lu=(- ﬂ”f 0L) S 012&:;% £t ),

1 T e , 1T , ,
E/u [ﬂ lye|* + |y |* dzdt < E[ e o )70,z + Noie (s )70 it

Eﬂﬂlﬂl E(t,y)

[2.101)

A

T L
gfﬂ]/ / Yeqyy dr < D}f que, yz)| dt
J00J0

< g D}f Nwe (s )l 2o,y Nuz (s EMl p2go ry (21091
ENEY
EI} '
= [la7¢( ”j'l.rq};* + |y (- f}”ITFUI] di
< Ii }

LT max £(t,y).
5 [ max (t,u)

Usando a desigualdade (2.96) do Lema 2.2.9 juntamente com o Corolario

2.2.6 segue



T L
—/ [ g * Yy drdt <
J00J0

AT

)

L
T
[ g (yeg * Yz )|y dr <
S

A

<

<

T
f (g% o )| dt
(1]

T
fﬂ ”g ¥ yz'["i t}”Li[D,L} ”y::{':«ﬂ”Lﬂ{D:L} di

e 2 2
Efu g * yz(-s t)|L2g0,z) + lu=(. t)llLogory dt

1
ECU%%EH,M..

T
(Yo g * )y <2 sup (e, 9 * ys)|

O=t=T
2 llyel-s )Ml 2o,z Nlg * vy )l L20.n,y
2 2
||!u’t('.~f]||Lﬂ{n:L} + [lg * v, t}HLE(U,L]

C' max &(t.y),
Jnax (t,7).

e usando a hipotese (2.2) segue que

T L
/ / quig * yr dadt
L0000

T
f (que, g’ * y=)| dt
0o

<

< Jy 94 Ol 19" 92 Ol

< % fD e (- )| 20,0y + 19 * wecs )20
< C'Dl:%li%t?[t_y}.

De (2.97) temos

T L
- [ f falye — g *y.)dedt <
oS0 0

T L
[ [ Flye — g% ya)dadt
L0000

T
< [D (F, (9o — g )| e

i

= ”f”;f_,i{{r:T;Lﬂ{U:L]} \/Cﬂl}‘;lfg{? Et,y).

Da escolha de C em (2.99) conclui-se que

T L
— 1/; fD faly, — g =y, )dedt < Cﬂﬁxy E(t,y).

Portanto de (2.100) - (2.106) temos que ¢ valida a desigualdade (2.2.10).
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(2.103)

(2.101)

(2.105)

T
[D 1l 2o,z yz — g% w2) (-, E) 2o ny dt

(2.106)
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Teorema 2.2.11 (Regularidade Escondida). Se y = y(x,t) € uma solucéo fraca (2.1) entdo

(yr —g*u:)(0,-) € L*0,T) (2.107)

f 2
y(0,1) — [ gt — s)y.(0,s)ds) dt <C (E{D. y) + ||f||J':ij_.f.:f‘gm_“;l) . (2.108)
o )

r

Prova: Seja S o conjunto das solugdes fortes de (2.1) e seja W o conjunto das solugdes fracas

de (2.1) munido com a norma ||| - ||| dada por

9 -
lwlll” = sup &(t,y)
0T

Temos que ScCWeS ¢ denso em W. De fato, dados
yo € Hj(0,L). y; € L*(0, L) e fe L'(0,T;L30,L)), seja

Uy — Yo, yr —wm ¢ " — f. (2.109)

Para cada ™ € M. seja y" = y"(x, 1)

a solucdo do problema (2.1)
correspondente aos dados iniciais uy- vt e f "e seja ¥ = ylr.t] a solugdo do sistema (2.1)
correspondente aos dados iniciais ¥o. ¥1 ¢ f ou seja temos que ¥" €5 vy € W.

Deste modo ¥™ — u é uma solugdo fraca do problema

(W =)y = W =¥ t9* (W — Yz = " — f em ]0,L[x]0,T]
(¥" —y)(0,2) =0 = (y" —y)(L, 1) e 10,77
(¥™ — y)(x,0) = yg(z) — volx) rin 10, L[
(y" — y)elz.0) = 7 () — w1 (x) e 10, L]

Aplicando o Corolario 2.2.6 segue que

2 2
It — ) 20y + 1™ — 9) GO oy

2 2 2
<C (”H? — W ||f.2[0.f.} +llvo — ?!D”Hdm_f.] +f" = f”f.’u:ﬂ.'f':f-ﬂiDJ-J.‘-) '
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ou seja,

2
L1(0,T:L2(0,L) ;.)

2 2 2
ly" —wll" < C (”1-";t — Yillz20,) + llvg — ?Jn”,r;,g,[ﬂ.f,} + = f

e tomando n — oo segue que ||| — ¥l|| — O

Defina

v:S — L*0,T)

y — Yy =y —g*y)0,)

e observe que y ¢ continua com respeito a norma -1l pois, da Proposicao 2.2.10 temos

@ - v 2
Ivull ooz < C sup E(t,y) =C|[y]l".
=T

R

Como vy ¢ linear e continua, pelo Teorema de Hahn-Banach, y admite uma

extensdo continua, 7 - W — L7(0, T}, assim para todo y = W, existe (4"),.-» € S tal que

.
Dm y" =y logo

0

2 T
Lo = H"I' lim yn

Ti— O

7y o.r
L2(0.T)

= 1im [y e r
Tim vyl 2oy

= lim [[y2(0.-) — g+ 47 (0. ) 720 -
Usando a Proposicao 2.2.10 e o Corolario 2.2.6 temos que

ly™(0,-) — g *y2(0,-)

2 e v | o . 2
on S C 2 Ehy") < C [MD‘ v+ L’m.'r:fﬁm.m.‘-]

assim de 2.109 temos

2 - 2
ror < Clim (E[U,y”}+IIf"||,r,1m_-r;mm.,u];)

2
£ C (S[U,IJJ' + ||f||,rfl[n_'r;;,i[ﬂ.;,}])

7y

0 que completa a demonstracao do teorema. L
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2.3 SOLUCAO ULTRA FRACA PARA EQUACAO VISCOELASTICA

Considere o seguinte problema de valor inicial e de contorno nao-

homogéneo
Zy — Zpp + G * Zpp =0 em |0, L[x]0, T
z(0,t) = v(t), 2(L,t) =10 11 10, T (2.110)
z(x,0) = zp(x), z(x,0) = 21(x) em 10, L.

Nesta secdo estamos interessados em obter solugdo de (2.110). Iniciaremos
com a definicdo do que se entende por solucdo de (2.110) e estabeleceremos a existéncia e

unicidade bem como sua regularidade.
Multiplicando (2.110); por & = #(x.t). e integrando por partes

formalmente sobre |0, L[*]0, T temos

L T
[ 2, Tz, T) — 2y ()0, 0) — 2(z, T (z, T') + zo( )8, 0) + / z(x, t)By(z, t) dt dx
Jo Jo

T L
- f 2 (L. )0( L, 1)~z (0, £)0(0,8)—2(L, )8 (L. £)+2(0, £)02(0, £)+ / (0, )0z, 1) dedt
0 S

T t
+ [ / g(t — s) [zz(L, s)8(L,t) — 2.(0,5)0(0,¢) — z(L, t)8,(L,t)] dsdt
J00J00

-{-’
0

T t
-I--[ﬂ .fD g(t — s) [:m,f}ﬁ'z{ﬂ, t) + f z(x, 5)0ze(x, t) L'E.E] dsdt =0

ou seja,

L T L T t
/ / z [ — Ore) dtdz + [ / / gt — s)z(z, 8)0px(x, t) dsdide =
J00 0 SO0 W
L

L L L
—f z(z, T)0(x, T) d.r+f 21(x)@(x, 0) d.r+f z(z, T8 (z,T) d.f—/ zo(x )0 (x, 0) dz+
(1] 1] L[] S0
T T T T
-I—/ :I{L._t}ﬁ[L,f]df—/ z(0,£)8(0,t) dt—/ z(L,t)0.(L, t) dt+f z(0,8)8.(0,t) dt—
o+ 0 0 S 1]
T t T i
—f f glt —s)z(L,s)0( L, t) dsdt + / [ glt — s)z.(0,5)0(0,t) dsdt+
1] 0 JO SO

T t T pt
+ [ / gt — s)z(L, s)8.(L, t) dsdt — / f gt — s)z(0, 5)8.(0, ) dsdt.
SO0 W0 S 0



66

Como ndo temos informacdes sobre z(x, 1) z(x,T) e =z.(x 1),

escolhamos #(x. T) = 0. B(x.T) = 0 ¢ B(0.t) = O(L.t) = 0 para t €|0.T][. e usando

as condi¢des iniciais e de contorno sobre <. e da inversdo da ordem de integracao,

.f; Jr[: dsdt = Jru fg dtds , temos

L T L T T
/ / z [H“ - E'H] ditdr + / f / gt — s)z(z, 5)0rz(x, t) didsde =
J0 0 0 0 s

L L
+ f z(x)f(x, 0) dr — / zp(x )b (x,0) da
0 J0
- S—
- [ v(t)d.(0,¢) dt — / /. gt — s)v(s)(0,t) dids.
S0 S0 e

Renomeando as variaveis, t por S e vice versa (na convolu¢io) obtemos

/ / z(x,t) [H“ x,t) — 0. (x, t}+f gls —t)0,.(x, s) Ei‘.-i| ditdr =
L L T T
- / ;:][.f}ﬂ[.txﬂ}d;r:—/ zp(x )b, 0) ci.t‘-i—/ v(t) (E?I[(Lf] — / gls —1)0.(0,s) cis) dt
Jo Jo Jo Ji

sendo assim podemos colocar a seguinte igualdade

-
<z(.t‘,f}. Oy, t) — Bop(x, t) + / gls —t)f .(z, s) fa_'s> =
Ji
-
= (z1(x), 8(x,0)) — {zo0(x), Ot(x,0)) + <1' t),0:(0,t) — f gls — f]ﬂI(U,s]ds>
!

(2.111)

onde (.-} denota diferentes pares de dualidade.

Considere

.

-
Oz, t) — O, ) +f gls — t)0pe(x, s)ds = fla, i)
¢
juntamente com as condigdes iniciais e de contorno sobre 0
#(0,t) =8(L,t)=0

Oz, T) =0z, T) =0.
Do Teorema 222 e do Corolario 2.2.7, segue que se

f € LY0,T: L*(0, L)) o seguinte problema admite uma tnica solugdo fraca
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T .
Ope(x, t) — Opz(, t) —|—f g(s — t)0rz(z,5)ds = f(z,t) em |0, L[x]0, T
‘ .
0(0,¢) = B(L, 1) =0 em 10,7 (2.112)
Bz, T)=0, B,(c,T)=0 i |0, L.

De fato, se fe LY0,T,L*(0,L)), considerando a mudanca de variaveis
T — t no lugar de t, obteremos

T

Oz, T —t) — O, (x, T — ) + / gls =T+ )0, ., T —T +5s)ds = j?{ur, T —t).
J1r
Fazendo ¢ =T —5s entio ds=—dos, e para s=1 —1t temos
og=1T—-T+1t=t para s =T temos o = 0. ¢ além disto s — T" = —. no termo integral

temos

~

O (i, T — ) — Opa (0, T — 1) — [ﬂg{f — 0 )pr (2, T — ) du = f(x, T —t).
Tomando 7. t) = #(x. T — t) segue que:
ne(x,t) = —6i(x, T — 1),
Mee(x,t) = Oul(x, T — 1),
Nex (T, 1) = Ope(x, T — 1),
flxt) = f(=, T - t),

e assim obteremos o seguinte problema equivalente

t
Neel T, t) — Nex( 2, ) + [ gt — s)nee(z, 8)ds = f(x,t) em [0, L{x]|0, T
J10

n(x,0) =0z, T)=0 e 10, L[ (31131
ez, 0) = —0;(x,T) =0 e 10, L[
n(0,t) =n(L,t) =0 1 10,7

uma vez que (0. T — ) =0(L.T —t) =0.

O problema (2.113) admite uma unica solucdo fraca, logo o mesmo ocorre

. T
para o problema (2.112). Defina o produto Q‘-*fh[tj'=.r: gls —t)h(s)ds onde
h e LY0,T).
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Do Teorema 2.2.3, Corolario 2.2.5 ¢ Teorema 2.2.11 segue que a solucio 6

do problema (2.112) satisfaz

# e C”([0,T], Hy(0, L)) nC* ([0,T], L*(0, L)), (2.114)
16ell L= 0.7 02(0,L0) T ”EI”L”‘-{i}.'f':fi‘,:,l[lll.f.j} < Cllifllr oz, o (2.116)
18:(0,-) — 9 ® 8:(0, )| 2oy € C NIl 20,1200, - (2.117)

Como consequéncia de (2.114) temos que 61 € L*0,L) o

th € Hg(0, L) Disto e de (2.115) devemos tomar

e lX0,L), =zeHY0,L) ¢ wvell*0.7) (2.118)

para que faca sentido o lado esquerdo da equacdo (2.111).

Motivado pela expressao (2.111) e por (2.118), concluimos que para cada
conjunto {z0.z1.v} € L*(0,L) x H'(0.L) x L*(0.T), estd bem definido o funcional
S sobre L'(0,T,L*(0, L)) dado por:

(S, £) = — (20,0(0)) + (21, 0(0)) + (v(t). 6.(0,8) — g  6.(0, 1)) (2.110)
para toda solugdo 9 de (2.112), onde denotamos por ?(0) ¢ #:(0) as fungdes #(-.0) ¢ B(-,0

respectivamente.

Das estimativas (2.114)- (2.117), obtemos de (2.119)
HS' fH = ”:D”LQ[Q_L} ”'E?!(D:'”LQ[GJ.; + ”:1”;:-1[0,!.; ||H{D;'||H,§,[G.L} +

+ il 20y 162(0,2) — g ® 82(0, )| 20 )
<C (”30”;.9{0.;.] + 21l g-1q0,0) + ||1’||;.ﬂ.;ﬂ.'f'}) ||f||;.l[u_'f';;.ﬂ[u.f.}] :
Portanto, o funcional linear S : L'(0,T;L*(0,L)) — B definido por

(2.119) ¢ continuo, ou seja, S pertence a L (0.7 L*(0, L)), que é o dual topologico de
LY(0,T; L*(0,L)). Além disto,

ISl Lo 2oy < € (HCD“LE[G.L} tllztllg -1 + ||?-'||;.Q[D.TJ) ' (2.120)
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Definicdo 2.3.1 (Solugdo ultra fraca). Dado {20, z1.v} € L0, L)< H-1(0, L) x L*(0,T),

definimos solugdo ultra fraca do problema (2.110), uma fun¢do z € L (0, T, L*(0, L)) que

satisfaz a condicéo

- ;
[ [ 2f dedt = — (20, 0:(0)) + {21,0(0)) + [ u(t) (82(0,1) — g ® 6.(0,-)) dt
000 410

paratoda f € L' (0,T; L*(0, L)). onde & é a solucdo do problema adjunto (2.112).

Teorema 2.3.2 (Existéncia e Unicidade). Existe uma unica solugdo ultra fraca = = z(x, t)

para o problema ndo homogéneo (2.110). E além disto, z satisfaz
[E Lo (0T L2(0,L)) <C ( 3D||,r_-2;'u.;_; + |21 H-YoLy T ||f'||,r_-2;'n.'r;|) 1

onde C é uma constante que depende somente de T > 0.

Prova: De (2.119) e (2.120) segue pelo Teorema Representagdo de Riesz que existe

=€ L= (0,T; L*(0, L)) tal que
-
(z, fYy = (S5, f) = — (20, 0:(0)) + (21,0(0)) + / v(t) (B:(0,1) — g&@ 6:(0,)) di.
Jo

Agora se z v = sdo solugdes ultra fraca de (2.110) entdo

T pL
[ / (z —2) fdoedt =0
Ja Jo

para todo f € LY(0,T; L*0,L)).

Portanto, do Lema de Du Bois Raymond segue que
z=zqgsem 0,0 x (0,7, W

Agora estabeleceremos a regularidade da solucdo ultra fraca, para isto
provaremos inicialmente o seguinte lema.
Lema 2.3.3. Existe uma Unica solu¢do fraca = = =zlx.f) do problema (2.110) com

z0 € H}O,L). z; € L*(0,L) e v € HF(0,T).

z € C"([0,T]; Hy (0, L)) n C* ([0, T]; L*(0, L))

e =também é solucéo ultra fraca.
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Prova: Seja © € Hi (0,T: H*(0,L)) tal que ©(0.t) = v(t) ¢ #(L.t) = 0. Da regularidade
de & temos que  Uu©UU.. pertencem a L7(0,T;L*(0,L)) e ainda

gHiy, € 1.2 (0,7 LE[D, L)) pois
2 ¢ ¢ !
< (f lg(t — 5}|2d5) ([ |bez (i, 8) |2 ds) < k/. [i22(, 5)| ds
0 0 o

-
onde ¥ = fu lg(t — s)* ds. ds Integrando sobre 0, L] = [0,T] temos

[
0

T T T
) 2 . 2 .12 o
/; g * Vaz(E) | 720 1y dE < K /ﬂl /:} |02z (E)Ipago ) dtdt < Tk |[Dzz]7aiq) < o0

Considere o seguinte problema

Uy — Upp + JF Upy = —Vyy + Vpp — g# Uy e |0, L[x]0, T
u(0,t) =0=u(L,t) el 10,T] (2.121)
ulx,0) = zo(x), wlz,0) = 21(x) 11 10, L.

Decorre dos Teoremas 2.2.2 e 2.2.3 e do Corolario 2.2.7, que o problema

(2.121) admite uma unica solugao fraca u tal que
ue C"([0,T]; Hy(0, L)) nC* ([0, T]; L*(0, L))

e satisfaz

%(uh ) + ((u, ) — ((g *u, ) = (—Vst + Vze — G * Ve, V) Vi € Hy(0, L)

no sentido de P'(0,7) ou seja

%[uf + i, ¥) + ((u+0,¢)) — ((g*(u+0),¢)) =0 Ve Hy(0,L)

no sentido de P'(0, T],

Observe que
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(u+v)(0,#) =u(0,t) +v(0,t) =04+ v(0,1) = v(t),

(w+0)(L,t) =u(l,t)+o(L,t)=0+0(L,t) =0,
(u+ 9)(x,0) = u(x,0) + 0(x,0) = z5(x) + 0 = zg(x),
(w4 v)e(x,0) = we(x,0) + ve(x, 0) = z1(x) + 0 = z1(x).
Portanto =z =wu+wv ¢é solu¢gdo fraca do problema (2.110) e
consequentemente
2z C"([0,T]; Hy(0,L)) nC* ([0, T]; L*(0, L)) .

Mostraremos que = = u + © também ¢é uma solugdo ultra fraca para

2.110).
Considere feL'(0,T;L*0,L) o seja (f")nem com
fre L'(0,T; Hi(0, L)) tal que
f*—f em L'(0,T;L*0,L)).

Considere os problemas

o —0n +g=dl = f" e |0, L[]0, T
g"(0,t) =8 (L,t) =0 1 10, T (2.122)
0z, T) =0, (z,T)=0 em ][I'._ L[
e
Etf_g1'1+§*gz: =f i ]D'-L[K]D T[
(0,t) =8(L,t) =0 11 10,7 (2.123)
Bz, T)=0, Bz, T)=0 em 10, L.

Como f™e L'(0,T;HI0,L)) segue que (2.122) admite, para cada

n € [, uma tnica solucio forte #" tal que

g" € C* ([0,T]; H*(0, L) n Hy(0, L)) n C* ([0, T]; Hy(0, L)) .

Como f € L' (0.7 L*0,L)) segue que (2.123) admite uma unica solugao
fraca 6.
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Note que a diferenga ™ — ! ¢ solugio fraca de

(0" — )y — (0" — O)pp+g» (" —0) = f* — f
(6" — 0)(0,£) =0 = (8" — B)(L, 1) (2.124)
(6" — 0)(x,T) = 0= (6" — 0)(z,T)

Tomando 1" — ¢ em lugar de t, usando o Corolario 2.2.6 com ¥ = #" — ¥

temos
167 (T — ) = 6, T = )|y + 10" T — ) =0, T — )31 0.y
SCNfF T —1) = f(.T - )20y -

(2.125)
Do Teorema 2.2.11 segue que
1620, ) = 0(0,)) — 9 ® (62 — 6.) (0, )220y < CIF" (). —F D2y, (2:126)
paratodo € 0.7 Tomando ¢ = T em (2.125) e somando com (2.126)
167 = 6) (- O)llza(0.c) + 16" = 8) (- Oy 0.0y +
+11(67 — 82) (0,-) — g @ (67 — 02) (0, -)[z20.m)

;
<C /D £ 8) = £ Bl ooy dE-

De f* — f em L' (0.7 L*(0, L)) obtemos

6°(-,0) = #(-,0) em H(0,L), (2.127)
gr(-.0) — 6,(-,0) em L*0,L), (2.128)
(0" —g@8™)(0,)) — (f: —g@®8:)(0,-) em L*0,T). (2.120)

Note que z ¢ solucgdo fraca de (2.110) com dados iniciais

z € Hy(0.L). z € L*(0,L) e v € H3(0,T). entdo = possui regularidade da solugio fraca,

isto é,
2z € C"([0,T]; Hy(0,L)) n C* ([0, T]; L*(0, L))

Logo 7., € CU([0,T]: H7'(0,L)) e portanto “tt— Zzx T 9% 2z

e CU[0,T]; H'0,L)) ¢ assim faz sentido a composicio (zy — Zpy + G % Zy, 07
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Fazendo a integragdo por partes e utilizando o mesmo argumento para obter a solucao ultra

fraca, temos

T L T
[ [ zf" dodt = — (20,07 (-, 0)) + (z1,6"(-,0)) _[ v(t) (0" —g&® &%) (0,t)dt
o J0 0

tomando n — ~c e observando as convergéncia obtidas em (2.127) - (2.129), concluimos que

z ¢ solugdo ultra fraca para (2.110). n

Proposicdo 2.3.4. Se z = z(x.t) é solucdo ultra fraca de (2.110) com dados iniciais

zp€ L*(0,L). z1 € H'(0,L) ¢ v € L*(0,T) entsio z € C° ([0, T]; L*(0, L)).

Prova: Dados =o€ L*(0,L). z; € HY0,L) ¢ wve L2(0,T). existem sequéncias
(28 ) newe em Ha(0,L). (27) e em L2(0, L) ¢ (v")new em HE(0.T) tais que
zZy — 20 P11 L*(0, L),
zy — 21 1 H-'0,L),
vt — v el L*0,7T).
Considere o problema
G- mtgesdn=0  on J0,L[x]0.T]
20, t) =v™(t), =z"(L,t)=0 11 10,7 (2,130
2*x,0) = zg(z), zP(x,0) = 2(x) em 10, L.

n

Pelo Lema 2.3.3 temos que para cada n € I existe =™ solugdo ultra fraca

de (2.130). Portanto =" — z também ¢é solugdo ultra fraca de (2.110) com dados iniciais

T

2 — 20 € LA0,L). 2 — =z € HY0. L) e v* — v e L*(0,T). Do Teorema 2.3.2 temos

[|=" — :”L"*-[D.'I':L'J-.‘-I}.L}j <C (”35]' - 3<1||;.ﬂ|;u.f.;. + |21 — =1 ”H-J[UJ.] + [0 — i‘||;.-1.rn.'f';|)

e tomando 1 — 20 concluimos que

2 — o LT (U._'T; LQ(D._ L}) .

Além disto, como =" € C? ([0, T]; L*(0, L)) que ¢ um espaco de Banach,

temos que
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ze C°([0,T]; L*(0, L)) .
|

O préximo passo ¢ mostrar que = € C" ([0, T]: H='(0,L)). Para tanto

consideremos o espago
Wy (0,T:L*0,L)) = {v; v,v, € L' (0, T; L*(0, L)) ¢ v(0) = v(T) =0},
que ¢ um espago de Banaeh com respeito a norma
||1"||u-'ul~’.;n,‘r:;.i.;u,;.;.} = ||1-‘t||;.Jm.'f';f.ﬂ{ﬂ.;.];. :
O espago dual de Wy (0,T;L%(0,L))  sers denotado por
W-L=(0,T; L*0, L)).

Lema 2.3.5. Se = é uma solucdo ultra fraca de (2.110) com dados iniciais zo € L*(0. L).

neH ' ewve L0,T) entao z € W1 (0. T L*(0. L)),

Prova: Se =z ¢ uma solugdo ultra fraca, entio = € L™ (0,T:L*(0,L)). em particular
z € L*(Q). o que implica que 2z € H~' (0, T: L*(0, L)).

Seja f € Wi'(0.T:L*0.L)) e considere a sequéncia de funcdes
(™) pers em Hy (0,73 L*(0, L)) tal que

o= f oem W (0,T; L0, L)).
Fazendo a composi¢do de Z: com ™ temos

)
ol = = [ c.a)

I{ze, ) < ||3||,r.~==-m.'r;f.ﬂ|;n,;.]} ”féﬂ||Ll[i}.'f';!.'1{1}.!._‘.-j

= | 3||,r.~~m.'r;;.ﬂ.;n,,r.]_1. | f* ||u-'.;i-‘m.'r:f.?{n.;.];. :
Tomando = — o< temos

{ze. £l < ||3||,r.m.;n;r;;.ﬂ.;u,;.;.} ||f||u-::§-1[u.'f';f.ﬂ{u.;.};. ]
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ou seja,
”:f”H-'-L'-L[U.'I':Lﬂ[DJ.j_‘.- < ||f'f||;.~~{4}.T:Lﬂm.;.];. :

e assim z € W1 (0,T; L*(0,L)). i

Observacio 2.36. Seja / € Wo' (0.T:L*0,L)). Do Lema 2.35 e da definicdo de

solugéo ultra fraca temos

T L
(ze, ) = — [ f zfpdedt = (z,0:(0)) — (z1,8(0))
Jo Jo .

+ / vy —g*0.)(0,1)dt
S0
onde &¢é solucdo do problema adjunto
.
Oulx, t) — 0, (z,t)+ / g(s — )0, (z,s)ds = fi(z, t) em |0,L[x]0,T|
ey
0(0,¢) =O(L,t) =0 em 10,7 2.132)
N, T) =0z, T)=0 e 10, L.

A seguir, mostraremos que a solucdo do problema adjunto (2.132) satisfaz

os dois proximos lemas:

Lema 2.3.7. A solugdo # = #(x. 1] de (2.132) satisfaz a inequagio

18-, 0}l pago,r) + ||'9':;'-UH|H,:J]{D.L} <C ||f||,r.1(D,T:nulm.;.”

paratoda f € Wy (0,T; HL(0,L))..

Prova: Tomando 7" — ¢ no lugar de t em (2.132), ¢ considerando 7(x.t) = #(x, T —t) ¢

-

flx,t) = fle, T —t) teremos que problema (2.132) ¢ equivalente ao problema

t
Tet — Ner + [ g(t — 8)0ee(x, 8} ds = fi(x,t) em |0, L[x]0,T]
Jo

n(0,t) =n(L,t) =0 1 10, T (2.133)
n(x,0) =n(x,0)=0 eI 10, L[.
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Como f € Wil (0,T; H(0,L)) entio fi € L' (0,T:H}(0.L)) e o
problema (2.133) admite uma tnica solugdo forte 77 = (. t). que também é uma solugdo

fraca.
Assim do Corolario 2.2.5 temos que para todo t € 0,T] ¢ o feto de
LY(0.T; HH0. L)) — L' (0.T: (0, L)) temos

||""|i'!{‘~f]||f.ﬂ{+}_;.} + ||Tf{'1f}||;;5{n_;,] < {?”JFHLJ[01-;-:”&“}_;‘}]- (2.134)
e
”JF”M[D,'I':H,:‘,{U.L]'J = ||f||,r.l{u.‘r';n,jl[u.;.}}~ (2.135)
Note que
e (> Ml zao,y + Nl Oll g o.2) < ClUF Nl (0rmpo,y): (2.136)

Tomando em particular t = 1" em (2.136) temos

”Tn{'*IT:]”L'J{,D.L} + ||T_|I‘I::I1ITJ||!;I]1||:|‘L] E\.._-:- C”f”}"j['cl‘j.f;d{l:lf.]:l' [2]:37:

Portanto, de (x,t) =8z, T — 1) concluimos

18: (- 0}l L2,z + 190, Ol g0y < € ||f||,r.t{u_'r;n.jl[u.;.;.} :

Lema 2.3.8. .1 solucdo # = #(x. 1) de (2.132) satisfaz a inequac&o

162(0, -) — g @ 8(0, ‘]||;.9{0.'f'; <C ||f||,r.l{1}.'f':nnl[n.f.;}
paratoda f€ W' (0,T; H}(0,L)).

Prova: Aplicando o Lema 2.2.8 para a solugdo forte n = n(x, t) de (2.133) temos



77

1 [ : L
5/ n2(0,1) — g+ 0=(0, 1) dt = / q(f?f?:r:}lc. d,.:+ [ lme|* + |ne|* dizdt—
Jo

- L/ /.g'*mmd»fdi fq[?:rfq*nﬂlﬂ dr+
+ / [ qmeg’ * ne dedt + g(0) [ f gne1ie dodt+
+ OL/ [ g % 72 d,rdf—[ f Frqne dodt+
+ [ [ fag +m, dedt,

- Vamos estimar cada um dos termos da identidade anterior.

(2.138)

x— L
a(z) = —7

onde

Em vista de (2.133); temos que

L _ L
/ g (men:)o f@'vf=f qnie(@, T)ne(z, T) doe = (-, T), qme (-, T')) .
A0 0

Da desigualdade de Cauchy-Scliwarz e de (2.137) temos

#M

L _
[ﬂ gl de < |- T, qns(- T)))

|j « %
< Clim( Dl e Dl 2oy (2.130)

2
< C‘||f||L: (0:HS(0.L))

Como n ¢ também uma solucgdo fraca de (2.133) segue de (2.136)

T , ) -.
5p ), [ I + el dode < Ol flsoon) (2.140)
Usando (2.136) temos

I.I' I
g * n.(-, t}llligm} = / / g(t — s)n.(x, s)ds
1] 0

< f; (I[;Q[i—s}i d.s) (/DIIHT[-._S}Fds) dt
< C.[:f; |72 (-, 5| ds dt

T
_1
< C [D -2 9)] 20

= C”f”u(ﬂ,?';_;ru’{{r.f;}j' (2.141)

2
dt




78

De (2.136) e (2.141) temos

1

T T
1
—— [ (g %Nz, me) dt < T [ |l * n=(-. f:'”fﬁ{n_m 7= tj'”LE(D.LJ di
0 +Jo '

L. (2.142)

1 2
< ICT ”f”Ll[D.T;HD’u;D,L;} :

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz juntamente com o Lema 2.3.7 o

(2.141) temos

(ne(-T)gqg*n(-.T))| < |[m ['-.T}||LE|;D,L;. lgg * n (-, TJ'”LELEI,L]
s °C ||??t{'~T]||L2[+}_L} [EES/HE TJ'”LE.;G,L] (2.143)
< c|lf:(-,0)] 2 (0,L) ”f”Ll{ﬂ.T;HDL[D.L}}

2
< C ||f||LJ[ﬂ,T;HE{{ﬂ.L]] :
Por outro lado, de (2.141) com g' no lugar de g e (2.141) obtemos
T T
f (e, g9’ * n:) dt - < Gf (- ””LEQU.L] lg" * e ) 20,0 :
0 0 ’ (2.144)

2
< C ||f||,{;J (0.1:HL(0,L)) »

T T
Q('D}[ﬂ (1, qn=) dt - < ﬂH{D}_[ﬂ ||??i':'ffj'||f,ﬂ.;n,f,] ||T?zf'~t]'||;,2|;u,L;. dt

9
< C ||f||f,l(U.T:H.;.l (0.L)) °

Aplicando a integracdo por partes na variavel t e observando que

fe I-ﬁ%‘l (0,7 Hy(0,L)) temos
T oL 1 T _
[ [ hanedede= [ [ fandodt <C [ 17Ol el de
Jo Jo Jo Jo 0
Do Corolario 2.1.4 e de (2.135) segue que

T L T
—/ﬂ /ﬂ frane dzdt < C-'/D ||f|:‘.~f]||ff.:,l[D.L}”f”LJ[U,T;H.;{{G.L_‘.-] dt

2 P
ﬁ:__ {:'”fHL:'(D,T';ffuj{ﬂ.f.-]]' [_:'] l-J.

Finalmente vamos estimar o ultimo termo de (2.138). Para isto, integrando

por partes em [0,T] temos
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T L
f / fiqg * ne dadt = g * T )¢ dtdx
[
g *n, + g(0)n,) dtdr (2.116)

LY T L T
= —/ [ fag' * ne dxdt —g(ﬂjf f fane dtdx.
JO00J0 o Jo

De (2.141), com 4 no lugar de 4. obtemos

-,
“hy f 7

; T
_ [ (f-. g’ *T:rr) dt < [ £ Ol 202y lgg” * me (-, )l 22go.n) dE
1, Jo,.
P Ij 7
< [ﬂ £ Cs )l 2.y I F s (o.103 0,1 ) B2 s
2
< ClAL ormo.n)

e de (2.145)

T T
~50) [ (Fin) dt < a0) [ UFCOllas IOl

T
o 148"
S C||f||L’I10.T;.H.:’,{1}.L}]|j:: £ (- Dlle2go,z) di [2.118]

2
< C ||f||L’(G.T;.H5{0.L}]| :
Substituindo (2.147) ¢ (2.148) em (2.146) segue que
T pL .
[ [ fiag = me dwdt < CF 1o vy o) (2.119)
Jo Jo :
Substituindo (2.139) - (2.149) em (2.138) segue que

.
2 2
/; n=(0,t) — g *72(0,¢)[" df < C ||f||;,l{u_?';ng,m.f;;.} :

Agora tomando 1" — t em lugar de t na desigualdade anterior temos
2
2
dt < c ||f||bl(ﬂ.T:H,:,l{D.ij :

T—t
N0, T —t) — j}' g(T" —1t — s)n.(0, s)ds

[

b =

Efetuando a mudanca de varidveis ™ =1 — s no termo convolucio segue

que

;
n=(0,T — ) — [ glr —t)n=(0, T — 7) JT‘ dt < c ||f||il{ﬂ.T;Hé[D.L}}
S

1 /T
3

e como Mx.t) =0(x, T —1) entao
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0..(0, t}—[ g(r = 1)0.(0,t)dr| dt < | fI7s(ormony) -
t 3(0.L)

r

Proposicdo 2.3.9. Se = = z(x.f) ¢ solucdo ultra fraca de (2.110) com dados iniciais

zp € L*(0,L), zy € HY0,L) ¢ ve L*0,T) entao

O que conclui a prova do lema. |

7€ CY(0,T;H- (0, L)) .
Prova: Seja fe I"i""n]'] (0,T:H;j(0,L)). De (2.131) e dos Lemas 2.3.7 ¢ 2.3.8 obtemos

[{ze. fl < C (||3<1||;.ﬂ.;u,;.;. + 21l 10y + ||'*f'||;.f=.;u,'r]) I (o2 0.8y) - (2.150]

Note que Wy (0,T; H5(0,L)) ¢ denso em L'(0,T:HZ(0.L)) (veja

[12]), sendo assim a desigualdade (2.150) ¢ valida para fe L' (0,T; Hy(0, L)), Portanto

2 e L™ (0,T;H(0,L))

e além disso
ztll Lo mr-100.Ly) < € (HED”Lim.L} + [lz1llg-10.n) + ||'*-'||L'1{0.T;.) : (2.151)

. ~ . Tl ~
Agora consideremos uma sequéncia (2" )nen de solugdes fracas para o
problema

.n

“ft ::_r +'|? * ::_r = {j
2™0,8) = v™(t), 2*(L,t)=0 (2.152)

2™(x,0) = z5(x), =zf(x,0) = 2F(x)

que aproxima z, isto &, (20 )nen em HG(0, L), (21 )nen em LAH0,L) ¢ ("")cw em
H3(0.T) de modo que

o — 29 em L0, L),

2t — 2y em  HYO,L),
v — v em  L*0,T).

Do Lema 2.3.3 temos que =™ — = também ¢ uma solu¢do ultra fraca para
(2.152), e por (2.151) obtemos



81

l|=¢ — Ct||,r.m.;n,'r:n—1.;tu.];. <C (”33 - 30”;.2[0_;.} + |l=1 — ;51”;:—1[[3.;.;. + [lv" — T'IHLE[D,'JT'}) :

Assim tomando n — 00 segue que

zp =z em L™ {(]'__T; H_]{EI'. LJ} .

Como =" ¢ solugdo fraca, do Lema 2.3.3 temos

2p € C° ([0, T]; L*(0, L)) — C° ([0,T]; H~'(0, L))

o que implica z, € C" ([0, T]; H-'(0, L)). -
Das Proposigoes 2.3.4 € 2.3.9 temos o seguinte resultado

Teorema 2.3.10 (Regularidade da Solugdo Ultra Fraca). A solucéo ultra fraca z de (2.110)

tem regularidade

2 € C°([0,T]; L*(0, L)) n €' ([0,T]; H'(0, L))

e satisfaz a estimativa

||"f”,r.-rm.'f';;.ﬂ.;ﬂ,f.]} + ||;ff||,r.=mm_'r;n-1.;[:-,1.;.} <C (HCGH;;J{@_;,} + ||31||,r;—1m_;,} + ||1’||,r,-1{0_-;-;.) .
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CAPITULO 3- CONTROLE E FORMULA DE RECONSTRUCAO

Neste capitulo obteremos a controlabilidade exata de fronteira para o
problema (2.1), e a partir dos resultados de controlabilidade obteremos a formula de
reconstru¢ao da for¢a externa.

Um sistema ¢ dito exatamente controlavel na fronteira quando para um dado

T = 0. existe um fung¢io o, chamada controle, de modo que atuando na fronteira do sistema,

faz com que a solugdo © = ulx.t) satisfaca a condi¢do de u(x,T) = u,(x,T) = 0. 0 que
¢ equivalente dizer que o sistema fica em repouso no instante final T.

Iniciaremos este capitulo demonstrando um resultado que serd usado para
estabelecer a controlabilidade exata de fronteira da equacdo viscoelastica, e depois utilizando

0 Método da Unicidade de Hilbert (HUM) para obter a controlabilidade.

3.1 DESIGUALDADE INVERSA

O Teorema 2.2.11 da Se¢do 2.2 afirma que se ¥ = ylxr,f) é uma solugdo

fraca de (2.1) entdo ¢ verdadeira a seguinte desigualdade

que ¢ chamada de Desigualdade Direta.

y- (0, 1) — [ glt — s)y=(0, s) -ff-‘:'E dt < C (||.Ul||i2.:[;._,r_;| + .*ﬁ]”ff:!,;n.f.: Ll ”J{”i'|[Z|.'f':f_'3|||.f.:|) '

O que faremos nesta secdo ¢ mostrar a validade da Desigualdade Inversa

para um caso particular conforme é enunciado no préximo teorema.
Teorema 3.1.1. Para todo 7" = 2[. e para toda solucédo fraca v = w(x.t) de (2.1) com f

identicamente nula, e se g satisfaz as hipoteses (2.2) - (2.4) com 9(0) < . onde e é

suficientemente pequeno, entdo temos a seguinte desigualdade

. . 5
vill 2oy + lwolluzorn) < € [_ y=(0,1) — /] g(t — s)y=(0, ) ds| dt.

Prova: Do Teorema 2.2.3 temos que o problema (2.1) admite uma unica solugdo fraca

y = ylr, t). tal que
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y € C (0,T: Hi(0, L)) N C* (0,T; L(0, L))

para {yo,y1} € HI(0, L) = L*(0,L). Logo, da Observagio 1.2.34, existe uma Gnica solugio
¢ da equacdo de Volterra

t
ple.t) =y(e.t) = [ alt—su(z.s)ds (3.1)
Jo
onde ¢ ¢ dada por
t
ylo, t) = (o, t) — [ hit — s)plx, s)ds, (3.2)
Jo

e g, h estdo relacionadas conforme (1.2).

De (3.2) temos

;
yilx,t) = ez, t) — j; R'(t — s)plx, s)ds + h(0)p(x, t)

t
Y, 1) = pul(r,t) — /U. h'(t — s)p(x, s)ds + h'(0)p(x, t) + h(0)pe(x, t).

De (3.1) temos

iff'r:rli-ﬂ-. t} — yTI{J-:'. t;' - £ g{t - S]yIII:-E'u 5} ds
elx,0) = yl(x,0) =yolx)

e de (1.2) segue que

wilx, 0) = yi(z) + g(0)yo(x).

Tomemos entdo o seguinte problema

wulz,t) — Peelx, t) = flx,t) e |0, L[x]0, T
w(0,t) =y(0,£) =0, (L,t)=y(L,t)=0 cm 10,7 [3.5)
o(0:0) = gole), @(@.0) = @ie)  em  J0.L[
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flz, ) = [a 't — s)plx, s)ds — K'(0)p(x, t) — h(0)pe(x, t). (3.1

A solugio ¢ do problema (3.3) pode ser reescrita como ¥ = ¥ + ¢. onde

@ © C sdo solugdes Gnicas dos problemas
'ﬁffli*c'- t} - 5.'::11'::[-51 t;' =0 1l ]D .[.[X]D T[
P(0,t) = 3(L,t) =0 e 10, 7] (3.5)
Pz, 0) =yolx), @elx,0)=yi(xz)+ g(0)yolx) cm lo, L[

Culx,t) — Gop(x,t) = f(x,t) em )0, L[x]0,T]|
C(0,t)=C(L.t)=0 e1n 10, T (3.6
C(x,0) = §(x,0) =0 11 |0, L.

¢ ¢ = ©+{. Conforme as Desigualdades Direta e Inversa para equacdo de ondas, provadas

na pag. 128 em [17], para T" = 2[. existem constante positivas Co. Cy v Cs tais que

Cl (||ﬁ5'1‘.~":'}||ng.;n_f,] + ||‘.5"'f':‘.~[']||1ﬁ[4}.1,}) < [l@=(0, '}”LE{D.T}

i (3.7)
<@ (186 0 llmyo.c) + 18Oz

16200, ) 200y < C2 Il o z2ony) - 3.8)

Por outro lado, de (3.4) temos

£ tllpagory < 1RO Mlsoel-  E) 2o ) + IR (O)] o (- E)ll 2o (3.9)
i BRI

+£WW—ﬂWthuﬁi

De (1.2) temos
h(0) = —g(0) (3.0

K(0) = g(0)? — ¢'(0) < 2 + Cie. (3.11)



pois da hipotese sobre g, temos que g(0) <c.

Mudando a ordem da convolugao e derivando (1.2) duas vezes temos

h'(t) = —4"(t) — [ glo)h"(t — o) da + K'(0)g(t) + h(0)g'(t).

De (3.10), (3.11) e da hipétese (2.4) de que 9~ = Ca2g temos
i
K"(8)] < ‘—g"{t} — g(t) (9(0)* — g(0)) — g'(t)g(0) — [D g(o)h"(t — o) do

t
< glt) (C3+£'1:+52+C15}+f glo) |Rh"(t — o)| do.
. . Iy

—
C(e)

Integrando em [0,T] temos

f07-|h”[t}| dt < Clg) /[;. g(t}dt+f fg{g}|h”(f_g|dgdf
< Clg) [ t}df+f / (o) |h"(t)| do dt

S0

< G(cj/ﬁm t}df+/[;x‘ a;dg[ K" (2)| dt,

ou seja,

oo T oo
(1—/; g(.:rjd.:r)/u |h”(fj|dtgr::?[:}/; g(t)dt

4

Logo da hipotese (2.2) e do fato de g(0} < £ temos

to Cle) [= i
fﬂ |h" ()| dt < ?/U. gl(t)dt < =C(2).

De (3.9) - (3.12) concluimos que

T T T
[ 156Dy e < WO [ oDy e+ KO [ ooy

T [
+ [ﬂ [ﬂ 1" (t = )| o)l 20z, dsdt

T T
2 /; le(-s ) |2z dt + (Cr + ) /:} (s )l L2go,ry dt

;
+EC[C}[} s D)l 20,1y dt

85

(3.12°
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ou seja,
T T
/:} [l 2o py dE < 2C(e) /n (||$5‘tf'~¢}||L2.;D,L) + ||'F['efl'||L2(n,L]) dt.
Usando a inequagao de energia do Corolario 2.2.5 temos

)
16Dy dt < CEOT (o + Inllgons)

ou equivalentemente

-

[D £ (> )| 2go, 1y 9t < €C ()T (||y1 +9(0)voll 20y + ||1-I'D||,rrg|.;n,L]) : (3.13)
Assim de (3.8) e (3.13) segue que

”Q-IU:I* '}||L2[D,T] g ":C (Hyl + gtﬂ}yﬂ”LEED,L] + ”yﬂ”ffé{ﬂ.lr}) - []] lj

Temos que ¥(*.1) = @z, ) + ([, 1] assim

=0, Ml 20y 2 [182(0: )l 20y — 1€(0, Ml 20y -
Usando (3.7) e (3.14) na tltima desigualdade temos

o2 Mzzory > Co(lwllgany + s + aOuwollaory)

—eC (||111 + Q{DJ'FD”LEU}.L} + ||?=fD||,rr,§ (G,L])
isto &
ll=(0, ';'”L?(CI,T} 2 (Cy —eC) ({1 — CpE) ||1-"D||HD1.;D,L) + ||y1||L2.;D,L]|) :

Tomando = = 0  suficientemente pequeno de modo que

l—lf'-p: }D['éD_EC }Dtemos

lls2=(0, ‘]||Lﬂ{u_T} =C (”Lh”;rgm.u + ||l-l'1||L2[+}.L}) :
Portanto de (3.1) segue que

lw=(0,-) = g * u=(0, M 20y 2 € (”yﬂ”;r,g.;u.L;. + ||¥1||L2.;D,L;.) ;
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e elevando ao quadrado em ambos o lados e usando o fato de que (@ + b)? = a® + b para

a,b = 0 concluimos a demonstragdo do teorema. [ |
3.2 CONTROLABILIDADE EXATA DE FRONTEIRA

O problema de controlabilidade exata na fronteira consiste em dado T > 0
determinar um espago de Hilbert H. de modo que para todo par de condig¢des iniciais
{uo.u1 } € H. existe um controle a pertencente a um espago dito espaco de controle, tal que
a condigdo de equilibrio, (., T') = u,(x,T) =0 em ]0, L[, seja satisfeita para u = ulz, )
solucao do problema.

Nesta secdo estabeleceremos a controlabilidade exata de fronteira para o

seguinte problema homogéneo:
i
| uy(r, t) — wp (x, t) + [ gt — s)ug(x,8)ds =0 em |0, L[x]0,T]
| Jo ]
uw(0,¢) = alt),  u(L,t) =0 em 10,7 (519
ulx,0) = uplx), uglx,0) = uy(x) o) ][]. L[.
o qual ¢ resumido pelo teorema a seguir.
Teorema 3.2.1. Dado um par de condicdes iniciais {uo.u1} € L*(0.L) x H-1(0, L),
existe o € L*(0,T') tal que a solugio u = u(x,t) de (3.15) satisfaz
u(z,T) = w(x, T) =0 1 10, L
paraT > 2L.
Prova: Utilizamos o Método da Unicidade de Hilbert para estabelecer o resultado. Considere
o seguinte problema, que é também chamado problema regular
t
Dy, t) — by, t) + [ gt — s)dpo(z,8)ds =0 em |0, L[x]0,T]|
Jo

6(0.8) =0,  &(L.t) =0 e 0. 7] (3.16)

od(x, 0) = do(x), @[z, 0) = oq(x) o 10, L]

onde 1do. ¢} € D(0, L) x D(0, L).
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Do Teorema 2.1.2 temos que o problema (3.16) admiteuma tnica solugdo
forte @ = @(x.t). ¢ do Teorema 2.1.7 segue que

de C"([0,T]; H*(0, L) n Hy(0,L)) n C* ([0, T]: Hy(0, L)) .

Além disso, pelo Teorema 2.2.11 temos que

(b —g* ) (0,-) € L*0,T).

Com base na solugdo ¢ = ¢§(x,f] do problema regular (3.16),

formularemos o seguinte problema adjunto

Uy(z,t) — Yez(z,t) + g B Vpe(z,8) =0  em |0, L[x]0, T
(0, t) = (¢ —g* &) (0,8), Y(L,t)=0 em 10, 7] (4517
Uz, T) =y, T) =0 e 10, L.

Tomando 7T — ¢ em lugar de t no problema (3.17) e fazendo

w(x,t) = (x, T — t) obtemos o seguinte problema equivalente a (3.17)

:

wylx, t) — weelx, t) + / git — o)we(z,0)do =10 em |0, L[]0, T

g .

w(0,t) = ¢, (0,8) — [ gloc —t)d2(0,0)do, w(L,t)=0 em [0, 7] 4.18)
Ji

w(z,0) =0 = w(x,0) el 0, L[

onde @.(0.t) = ¢,(0,T —t). Do Teorema 2.3.2, temos que o problema (3.18) admite uma

unica solu¢do ultra fraca, e do Teorema 2.3.10 que
e C”([0,T]; L*(0, L)) nC* ([0, T]: H'(0, L)) .

A partir da solugdo ' = 1(:r, ) de (3.17), definimos a aplicagio

A: D(0,L)xD(0,L) — H'Y0,L)x= L*0,L)
{0, @1} = Mo, &1} = {—1(0),4(0)}

(3.19]

onde Uyls) =yl s) v (s) = s) com s [0. 7.

Multiplicando ambos os lados da equagdo (3.17); por @ = @{x, 1) solugdo

de (3.16) e integrando em [0, L[<]0, TT. obtemos
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T L T pL T el
f [ Vs ch drdt — / f Urpr @ dxdt + / / G@® Uy (x, t)o(x, t) dodt = 0. (3.20]
o 0 S0 0 410 0

Temos que

d | . .
I (e, @) = (Yu, @) + (s, D) -

Integrando sobre ]0,T[ temos
T L T
(W (T), 8(T)) — (1e(0), $(0)) = [ [ buddrdt + / (e )t
Jo Jo Jo
e pela condicdo (3.17); temos

T L T
f f Upddodt = — (1,(0). do) — [ (¢, ) dt. (3.21)
S0 0 S0

Integrando por partes a integral do lado direito de (3.21) segue que
T T L
) S0 W0
Substituindo (3.22) em (3.21) obtemos
T pL T L
f f Y dedt = — (3 (0), do) + (L(0), 1) + / f Wiy dxdt. (3.23)
o Jo Jo Jo

Agora integrando por partes e usando (3.16), temos

T L T L
/ / Upeodedt = — f / by do dit
JoJA0 0 Jo
T L
= _f [L'QIGJ - / 1'-L'I'ﬁ-‘:':rr d»’{| dt.
0 S

De ¥(L.t) =0 segue que

T L T T L
f [ o ddt = f B(0, ), (0, £) dt + f [ bb,., drdt. (3.24)
o J0 (1] o J0

Integrando por partes duas vezes na varidvel . tem-se
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T L T T T
/ / [ gls — t) e, s)d(x, t) dsdxdt = / f gls — t)(0, s)de(0, 1) dsdt
JoooJo Jy T L T S0

+ / / [ gls — t)(z, s) e (x, t) dsdzdt.
0000 S

[3.25)

Mudando a ordem de integracdo na varidvel temporal em (3.25) e

substituindo (3.23), (3.24) e (3.25) em (3.20) segue que

— (1 (0), o) + (L(0), 1) + [ / (Qu — Qpr + [ gt — 5) ez, ﬁjdﬁ) W drdt =

f (UI 0.1) — f gt — s)d=(0, s) ds) (0, ) dt
0 0

e usando (3.16)i e (3.17), temos

2
dt. [3.26]

T t
— (4e(0), do) + (¥(0),01) = [ ¢2(0,%) — / g(t — s)o=(0,s) ds
S0 10

Considerando o lado esquerdo da igualdade (3.26) como o produto interno

entre 1—%i(0),0(0)} ¢ {do, @1} segue que
{(Mdo, o1} {do, d1}) = — (Wel0), do} + (2(0), ¢1)

T t
il 0

Definamos em (0, L) = D(0. L) a seguinte forma quadratica

T 3 1_.-'-2
{0, &1}l = (/ dt) (3.28)
J0

que é uma semi-norma em D(0. L) =« D(0, L).

2 (3.27)
dt.

t
@, (0,1) — f gt — s)@.(0,5)ds
0

Em virtude do Teorema 3.1.1, temos que se {0, d1}lr = 0 entzo
@0 = @1 = U portanto || - ||+ é uma norma em D(0, L) x D(0, L).
Motivado pela norma || - ||r definimos em (0, L) = D(0, L) o seguinte

produto interno
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({do, o1} {01} =

r : : (3.29)
[ (-::JIUL t) — [ glt — s)d, (0, 5) n:i.i.c) (l:_rl:ﬂ._ t) — [ glt — =)0, .3}&.*;) dt
0 0 0

onde ¢ = Clx,t) ¢ solu¢do do problema (3.16) com dados iniciais {0, G} pertencentes a
D(0, L) x D(0, L).
Comparando (3.27) e (3.29) temos

(Mo, &1}, {0, 1)) = ({do. d1}, {0, G g s
e usando a desigualdade Cauchy-Scliwarz segue que
(Mo, 1}, {G0. G} < [[{do, &1}l e ({0, Ci}Hl -
Donde concluimos que a forma bilinear, b, definida a partir A
{{@"Jtl- é1}, {:;“ﬂ.,<;'1}} — (A{do, é1}, {Co. C1}) (3.30)
é continuaem D(0, L) = D0, L.
Seja F o completamento de D(0, L) x D(0, L) com respeito a norma || * |[#

dada em (3.28). Assim do Teorema 2.2.11 temos que Hg(0,L) x L*(0,L) — F. ¢ do

Teorema 3.1.1 segue que F — H;(0, L) x L*(0, L). portanto
F = H}(0,L) x L*(0, L).

A forma bilinear b possui uma extensdo por continuidade ao fecho F, que
continuaremos denotando com a mesma letra.
Note que b é uma forma bilinear continua em F, ¢ além disto b também ¢

coerciva. De fato
b({do, o1} {0, d1}) = (Mo, 1}, {do, 1 }) = ﬁr (6= — g+ ¢2)(0,1)* dt,
pelo Teorema 3.1.1 temos que existe uma constante C > 0 tal que
b ({0, ¢1}, {0, d1}) = C|{ o, 1} mso.L)xr200.1)-

Logo, pelo Lema de Lax-Milgram, para cada {mo. i} € F'. existe uma

tnica {®0. @1} € F tal que

(Mo, &1} 460, CiJ) = Umosmi b Ao, G Hprr
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para toda {Co. G} € F equivalentemente, para todo {mo.m} e F' existe um anico par

{d0, 01} € F. tal que

Mo, 1} = {mo, m}.
Portanto A : ' — F" é um isomorfismo.
Tomando H = L*(0. L) = H ' (0. L) e {uo, u1} € H. existe um tnico par
{0, di} € F tal que
Mdo, &1} = {—ur, up}
e decorre de (3.19) que

W(0)=ug ¢ Uy(0) = uy.

Substituindo em (3.18) as condi¢gdes iniciais pelas condi¢des finais,

w(x, T) = ug(x) ¢ wilr,T)=ui(r) temos o seguinte problema

t
wilx, 1) — wee(x, 1) + [ glt — 0)wre(x,0)do =0 em |0, L[x]0, T
S
.f. |
wmﬂ=éﬁuy—fgw—ﬂ¢uﬂmm w(L,t)=0 em  10,T] (4.31)
o
w(z,T) =ug(x), welz,T)=uq(x) el 10, L.

.
L) = .-HI 0.#) — — 4 'Il-g- 0. i
Assim tomando o controle a(t) = ¢:(0,%) [ glo —t)¢:(0,0) do

para (3.15), com dados iniciais {uo.ur} € H. temos que w=w(r,t) e u=u(rt) sdo

solucdes ultra fracas do mesmo  problema. Além  disto, temos que
w(w,t) = w(e, T —t) = o(x,t) paratodo (x.1) € [0, L] x [0.T]. 10g0 por (3.17); temos

u(z,T) = w(x,0) =Y(z,T) =0

wy(z, T) = —wy(x,0) = y(x, T) = 0.
O que mostra a controlabilidade exata na fronteira de (3.15). [

Corolario 3.2.2. Se wg € L*(0.L) existe & € L*(0.T) tal que w = w(x.t) é a Gnica

solucdo do problema de controle
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Wi — Wee + G & Wee =0 e |0, L[x]0, T
w(0.t) =a(t), w(lt)=0 em [0, T 3 39)
w(x, T) = wy(x,T) =0 £ 10, L
w(x,0) =wy(x), ¢ wlx,0)=0 em 10, L.

Prova: Considere o isomorfismo A : F' — F" obtido no Teorema 3.2.1. Assim, dado
{wp, 0} € H. existe um tnico {@n. @1} € I tal que
Moo, ¢} = {0, wn} = {—x(0), (0)} (3.33)

onde ¥ = w(r. 1) ¢ a tnica solugdo ultra fraca do problema (3.17).
Portanto para a(t) = (¢, —g=*¢,)(0.1) temos que w = 1’ ¢ de (3.33)

segue (3.32)4

3.3 FORMULA DE RECONSTRUCAO

Nesta se¢do obteremos a formula de reconstrugdo da forca externa associada
ao problema (2.1). Inicialmente, observamos que para um par de condi¢des iniciais
{ug, 0} € L¥0,L) x H 10, L) existe um tunico controle a « & L2(0.T) tal que a
solugdo u = ulx,t) de (3.15) satisfaz o Teorema 3.2.1. Sendo assim temos a seguinte
definicao.

Definicédo 3.3.1. Seja n 0 operador linear dado por
Im: L*0.L) — L%*0.7)
i — Fa

onde un = uolx) ¢ o = a(f) s3o0 dados pelo Teorema 3.2.1.

O operador IT ¢ limitado em virtude da desiguladade (2.108) do Teorema
2.2.11.

Por outro lado consideremos a equagao de Volteira de segundo tipo
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.
A[{J]H’{t]—/ (A(s =) (s)+ A(s—1)0(s)) ds = nlt) 224)
gt IS

g0y = 0.

Para cada 1 € L*(0,T) o problema (3.34) admite uma tnica solugio

# = H'(0.T) de modo que

”E‘I”H'{ﬂ_'f'] <C ”3'3'”;.'1{1].'1"]
conforme [10]. Com isto temos a seguinte defini¢ao.

Definicdo 3.3.2. Seja & o operador limitado dado por

d: L0, T) — HY0,T)

1 - f
onde 6¢ solugdo de (3.34).

Definiremos também o operador X : L2(0,T") — H'(0,T") dado por
t
Kw(t) = [ Alt — s)w(s)ds. (3.35]
Jo

e assim temos o seguinte lema.

Lema 3.3.3. Existem uma constante C > 0 tal que
v—1 - \ - )
O || Kuwf oY) S ||”-'||;.f’|;u.'f'] < C||Kuwf HY{0T1) -

para toda w € L*(0,T).

Prova: Veja Teorema 1 em [10].
Observe que se K™ :Img(K)cC H'(0.T)— L*0.T) ¢ o operador
adjunto de K. entdo

.
(K*8) (t) = AM0)&'(t) + / (N(E—t) (&) + A —1)0()) d¢
oA

Portanto pela Defini¢cdo 3.3.2, temos verdadeira a seguinte igualdade
(K*'®)n=mn5 ande n e LQ[U.T}. (3.36)

Considere o problema
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it — fipe + g * iz =0  em 0, L[x]0,T]
a(0,6) =0, a(L,#)=0 em 0,7 (3.37)
i(x,0) =0, wx,0)= flz) cm 10, L]
onde f € L*(0,L). Do Teorema 2.1.2 temos a existéncia e unicidade da solugdo forte
= ulr,t)de (3.37). Assim, temos o seguinte resultado.
Lema 3.34. Se f € L*(0,L) ¢ A € C'0,T] de modo que A(0) # 0 entdo a funcéo

ulx.t) = Kz, t) é solugdo fraca do problema

Uy — Upr + g * e = A(t) f(x) em |0, L[x]0,T]
w(0,8) =0, u(L,)=0 em  ]0,T] (3.38)
w(r,0) =0, wulz,0)=0 em |0, L.

Prova: Temos que u{z,t) = Ki(x, t] deste modo

w(z,t) = Kiy(z,t) (3.30)
(. t) = Kiigy(r.t) + A(t)f(z) (3.10)
Uy (1,8) = Kiiga(z, 1) (3.41)
g ¥t (r,t) = K(g*ite)(z,t). (3.42)

De (3.39)-(3.42) e de (3.37); temos que (3.38), ¢ satisfeita pois

Uy — Upy + g* Uz, = K\{ﬂi! — ﬁ'.1'_1' + q* &:rl+}‘[t}f[-LJ - }‘{t}f{‘l’)

"
=0

Além disto temos

u(z,0) = Kua(x,0) =0,

w(xr,0) = Kz, 0) =0,

e de (3.37), obtemos

u(0,8) = Ka(0,t) =0,

u(L,t) = Kua(L,t)=0.

Portanto o lema esta demonstrado. |
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No proximo resultado demonstraremos que a forga externa f é limitada por

t
u, (0, 1) — [ gt — s)u,(0,s)ds

uma norma conveniente de Jo e vice-versa.

Teorema 3.35. Se A € C'[0.T] ¢ tal que A0) # 0. ¢ f € L*(0,L). entdo existem

constantes positivas Cy ¢ C5 tais que

C;

=
HY(0T)

ug(0,4) — [ glt — s)u.(0, s)ds
0

t
g (0, 1) — £ gt — s)uz(0, s) ds

a
112202, < Co

HY(0,T)
Prova: Do Teorema 2.2.11 e do Teorema 3.1.1 temos que existem constantes C 1 =0 e

Cy = 0 g1 que para a solugdo u = (., ] de (3.37) vale as seguintes desigualdades

i

T t
ffl/ i, (0,) — [ g(t — )i (0, s)ds| dt <
L 0 T S0 ' 2 [3 13
/ |f ()] .:i.f-a;(i‘._,[ &I[{J__f}—[ g(t — s)ii (0, s)ds| dt.
J0 0 L1]

Além disso

i ;
e (x, ) = t_;—i / Als)ulz, t — s)ds = / Als)ig(x,t — s)ds = K(g)(x, t)
L0 J

(g% us) (x,t) = (g = (Ki)) (x,t) = (g (M) (x, 1) = K(g * ) (x, 1),
isto é,
K, —g=*t,)(xt) =(u, —g#u,)(x,t). [5.4)

Do Lema 3.3.3, temos que existe constantes positivas 'y ¢ Cy tais que

Cr:? [[(ur — g = g ) (0, '}||,r;1..r4}jf';. = ||{&I — g * 1) (0, 'J'”Lﬂ[l:],'f'} = Cr't ”l:”'l' — g *uz)(0, 'J||H’[':]~T.1-' :
[3.45)

Combinando (3.45) e (3.43), concluimos a demonstra¢do do teorema.

Estabeleceremos agora a férmula de reconstrucao para os coeficientes de

-
ug(0,1) — [ glt — s)u.(0, s)ds.
0

Fourier de f a partir de

Lema 3.3.6. Seja u = u(x, 1) solucdo de (3.37) e w = w(x, 1) solucdo de (3.32), entdo
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T L
[ o) =g+ 00t = [ wn(o)f@)do.
S i

Prova: Multiplicando (3.32) por i e integrando por partes em |0, L[>]0. T temos

T L T L T L
[ f Wyt daodt — f [ Wt dodt + f [ q ® Wyt dodt = 0. (3105
Jo Jo o JooJo o Jo Jo )
It I I

Integrando por partes 1 temos

L T L _ T
L = f f with dida = [ l{wlﬁ}lg - f Wity di] d
o Jo J0 v 0
L ) T
= —/ [[wﬁt}g —/. Wik fit] dx
S J O
L L T
= / ‘I_L‘ﬂ(..[,]lf[if] dx + [ f Wik dtfi-{:«
0 J00 40

L L T
I = / wo(x) fz) de + [ [ wily dtdr. (3.47)
[1] J00J0

Em /2 temos

T L
I, = / [u )|y — [ w ﬁ,zd.c] dt
S0
_ [ (wiia) [E — [ Wiker dzdt
= [ a(t) e (0, 1) di-l—f [ Wikpy dardt. (3.48)

Em 15 temos

T L T L
= — [ [ g & welly dodt = — / (g & w}|é’ - [ ez ® w drdt
Jo Jo 0 Jo

T T L
= / u.(0,t)g @® a(t) dt + [ [ g & Wilyy drdt.
S0 J00 0

isto é,

Agora mudando a ordem de integragao temos

T t T L i
I =/ cr{f}[ g[i—s]ﬁrm,s]dsdf+f / wiz,t) / gt — 5 )pe(x, s) dsdadt. [3.49)
1] S0 o J0 J0
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Substituindo (3.47) - (3.49) em (3.46) temos

/f (z)f(x) dx +/ / wily drdt — / a(t)ii, (0, t}cif—f [ Wik, drdt +
f n(t}/ (t — s)ii, (0, s}dsdt-i—f f wa, t}f — )iy, s) dsdxdt =0,

ou seja,
T pL f
[ f w (&“ — Upr + / gt — 8)tze(x, 5) cfs;) dxdt +
Jo Jo Jo

L T t
/ wylz) flx) dz — [ a(t) (ﬁr_{ll t) — / gt — s)u,(0, s) cis) df =0
Jo Jo Jo

e usando (3.37); na equacao anterior concluimos a demonstragdo do lema. [

Agora defina, para todo - = (), L.} a sequéncia
£.(x) i==sen (?) . [3.50)

Usando a Defini¢do 3.3.1, tome “n da forma

an = T1(&) € L*0,T). (3.51
Teorema 3.3.7. Seja &, = (@ (I1(£,,)]). Entdo
Fo = ((1r — g+ 1) (0,4),0,) 1 0.2
¢ 0 n-ésimo coeficiente de Founer de f, onde u é solucéo de (2.1).
Prova: Como = = Ku onde u é solugdo de (3.37), entdo de (3.44) e (3.36) temos
((ur — g u)(0,-). On)ypoye = (Kl — g+ 0,)(0,-), @ (I(&0))) g1 0.2
= (it — g %) (0, ), K*® (T1(€,))) aorr e

= ((#, —g=* i) (0, )s H{‘En}}j}[n_'}"]ﬂ

= (e — g * 1 )(0, ), an () )jz20 2 -

isto &,
.
((uz = g+ u )0, ), 00) 10192 = [ (i, — g *ii,) (0, 1), () dt. (3.52)
S0

Tomando wy, = wy(x,t) solugdes do problema de controle (3.32) eom

dado inicial no lugar de n. e aplicando o Lema 3.3.6 em (3.52) temos



L
[':HI —g= 71.1']({]1 '}1 E_}R:]_H Lo )2 = /I:: &n{.LJf[t} dr.

O que conclui a demonstragao.

99
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho estudamos a existéncia, unicidade e regularidade de solugdes
fortes, fracas e ultra fracas para uma equagao viscoelastica.

Para garantir a existéncia de solucao forte e fraca, consideramos o problema
ndo homogéneo com condi¢des de Dirichlet e aplicamos o Método de Galerkin. A solugdo
fraca, foi obtida por meio de aproximacdes de solugdes fortes. No estudo de solucdo ultra
fraca, utilizamos o método de transposi¢do para um problema homogéneo com condi¢do de
contorno nao homogénea, e dados iniciais menos regulares que nos dois casos precedentes.

Empregando o M¢étodo da Unicidade de Hilbert, demonstramos a
controlabilidade exata na fronteira para equacdo viscoeldstica. Este resultados de
controlabilidade, em conjunto com resultados de M. Yamamoto [10], permitiram obter os

coeficientes de Fourier da forga externa que era o principal objetivo deste trabalho.
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