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ABSTRACT

We research the regularized vacuum energy for a massive scalar field on Casimir cavity
that is inside two parallel plates that are moving in a circular equatorial orbit in the
neighborhood of Kerr spacetime. We find this energy for massless and massive case and
we see that in the ZAMO limit the energy return to the Casimir in flat space for the
massless field. We generalized the Sorge paper due to we find the Casimir energy for a
massive scalar field and taking the limit m — 0 we returning to the Sorge result [22].
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1 INTRODUCAO

O efeito Casimir toma o nome do fisico holandés H. Casimir que, em 1948 Publicou
um documento chamado attraction of two neutral metallic plates, na Academia de Cién-
cias dos Paises Baixos [1]. Neste artigo, Casimir baseou seus argumentos na quantizagao
do campo eletromagnético e mostrou que existe uma forga atrativa entre duas placas con-
dutoras neutras no vacuo impondo as condicoes de fronteira tipo Dirichlet para o campo
dentro da cavidade. A introdugdo destas placas (fronteiras) altera o espectro inicial da
energia do ponto zero ou energia do vacuo [24], portanto, é necessario definir a energia de

Casimir do vacuo como segue
EL(0) = En(0T) — Eo(0), (L1)

onde JI' representa as condicoés de contorno especificas do problema ou modelo em con-
sideragao, e o segundo termo na equagao (1.1) é a energia usual do vacuo. Esta equagao é
uma simples substracao de dois infinitos, ou seja, para obter uma expressao finita, é neces-
sario adicionar um método de regularizacao para obter uma interpretacao fisica, portanto,
a energia fisica de Casimir é a equagao acima mais um método de regularizacao. Tendo
j& uma expressao regularizada da energia é ficil encontrar a forca de Casimir que tem
um alcance de 0.3 — 0.6 nm, dai o efeito Casimir é uma pequena forga atrativa que surge
das flutuagoes quanticas do vacuo entre duas placas condutoras neutras paralelas que sao
muito proximas, no contexto da fisica de particulas, o efeito Casimir para bdsons tem
uma forga atrativa e para fermions e repulsiva [12], e para a supersimetria nao ha efeito
de Casimir porque, para cada bdson, existe um fermién de forma que essas duas contri-
buigoes cancelem o efeito Casimir. Isso significa que, se existir a supersimetria, deve ser
uma simetria quebrada. Desde o aparecimento do trabalho pioneiro de H. B. G. Casimir
[1] uma extensa literatura sobre o assunto foi publicada, da qual citamos somente aquelas
mais diretamente encaminhadas na nossa linha de estudos. Diversos trabalhos teéricos
estendendo o conceito da energia de Casimir [11, 12], e diversas aplicagoes considerando
diferentes condi¢oes de contorno planas, curvas, condi¢oes de contorno mixtas, espacos
com singularidades cOnicas, espagos com curvaturas positivas e negativas, como também
o desenvolvimento de experimentos comprovando a existéncia do efeito cuja origem esta
nas flutuagoes quanticas do vacuo e desta forma proporcionando, além da comprovacgao

experimental per se [13, 14, 15].

Neste trabalho calculamos em detalhes a densidade de energia de Casimir para um campo
massivo no interior de uma cavidade retangular que estd orbitando uma fonte de campo
gravitacional com massa M e velocidade angular constante, no plano equatorial. Para
performar este calculo a solugao aproximada e normalizadas da equacao de Klein-Gordon

para o campo escalar massivo e sem massa no interior da cavidade. Apresenta-se também
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um calculo detalhado na métrica de Kerr na representagao nao-coordenadas (Vierbeins)
para o calculo da quadrivelocidade, volume invariante e hipersuperficie tipo tempo, normal
ao volume invariante. Todos necessarios para o calculo da densidade de energia de Casimir
no interior da cavidade retangular e para obter uma solug¢ao que nao tenha problemas de

evolucao.

As solugoes normalizadas sao utilizadas para o calculo do valor invariante da densidade
de energia, valor esperado do tensor de enegia-momento, no vacuo, para um observador
proprio. A densidade de energia do vacuo, no interior da cavidade, a qual obviamente é
uma quantidade infinita, necessita de significado fisico. Para isto é necessario regularizar
este resultado a fim de se obter um valor finito para a densidade de energia de Casimir, para
isto obta-se por utilizar o método de regularizagao via fungao zeta de Riemann[11], dado
que é o unico método livre de (quase todas) ambiguidades em espagos curvos [6, 11, 12].

Na sequéncia obtém-se a densidade de energia do campo escalar sem massa e com massa.

Um dos objetivos deste trabalho foi o calculo detalhado da densidade de energia de Casimir
no interior de uma cavidade retangular, entretanto o principal objetivo e resultado foi a
analise da influéncia da massa na densidade de energia de Casimir, ou seja, a massa pode-
se ver como um regulador infra-vermelho para massas muito grandes, os resultados bem

como as futuras perstectivas sao discutidos no capitulo 5.
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2 O EFEITO CASIMIR NO ESPACO-TEMPO PLANO

Neste capitulo cdlculamos a energia de Casimir no espago-tempo plano usando como
método de regularizacao a funcao zeta de Riemann. Existem diversos métodos de regu-
larizacao equivalentes em espagos planos de se obter a densidade de energia do vacuo
correspondente ao efeito de Casimir. Em particular utilizaremos o método da funcao zeta
devido a que este é valido em espacos curvos. O efeito Casimir é um das mais simples e
interessantes manifestacoes da estrutura do vacuo em teoria quantica de campos, foi pri-
meiramente demonstrado por Casimir e verificado experimentalmente que a densidade de
energia do vacuo entre duas placas condutoras, paralelas e neutras de extensao infinita é
diferente de zero quando a energia do vacuo na auséncia das placas é nula. Em outras pa-
lavras o efeito é devido as condig¢oes de fronteira impostas sobre a configuracao do vacuo.
Foi verificado também que a mudanga nas condigoes de contorno, diferentes condi¢oes de
fronteira, altera a forga associada ao efeito Casimir de atrativa para repulsiva [17] sendo
o caso mais simples o de uma esfera. Entretanto estas previsoes sao tedricas devido a que
a realizacao de experimentos para a verificagbes destes comportamentos é extremamente

dificil devido a realizagao dessa condicao de fronteira.

2.1 A energia de Casimir no espagco de Minkowski

Primeiro encontramos a energia Casimir em espaco plano para encontra-la mais
tarde em um espago curvo. O ponto principal aqui é considerar a Lagrangeana do campo
escalar real e sua respectiva equagao de movimento que resolvemos impondo as condi¢oes
de fronteira tipo Dirichlet e depois procedemos a quantiza-lo. Depois disso, consideramos
o tensor energia-momentum para este campo e calcular a sua densidade Hamiltoniana por
meio da defini¢cao do campo ¢ e o momento conjugado m como operadores. A Lagrangeana

para um campo escalar real possui a seguinte forma [19]
1 2 2
L= 5(0upd"p —m¢%). (2.1)

A equacao de Euler-Lagrange para esta Lagrangiana fornece a equacao de Klein-Gordon!

para o campo () como segue
O () + me(r) =0, (2.2

O objetivo é encontrar a solugao para o campo e depois encontrar o tensor energia-

momento que nos fornece a informagao sobre a energia do sistema. O correspondente

L O=9,0"
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tensor de energia-momento para o campo escalar (2.1) é

oL
a(auSO)

1
= 0"p0"p — 5" (9"P0ap — m*?).

o =

0"p— gL
(2.3)

Tendo o tensor energia-momento podemos encontrar a densidade de energia dada pela

componente temporal do tensor energia-momento, ou seja,

1
00 =H =7* - 5(80‘@%@ —m?p?),
2.4)
1, ,  m? (

se nos integramos esta densidade de energia eq (2.4), obtemos a Hamiltoniana do sistema

que é dada por

H= /d3x 6%, (2.5)
Para encontrar a solu¢do da equagao de Klein-Gordon eq (2.2), podemos reescrevé-la
como?
(05 — V2 +m*)p =0, (2.6)
que admite solucao da forma
o(z) = Ae™”, (2.7)

Se substituimos a eq (2.7) na equagdo de Klein-Gordon eq (2.6), obtemos a seguinte

condicao

ap — ()* +m* =0, =

2
af = £4/(a;)? — m2,
nestas circunstancias, podemos reescrever o campo (2.7) como

o(r) = Ae*V (03)?=m?t g —aa’ (2.8)

De modo que para obter a solugao completa do campo, é necessario impor a condigao de

contorno tipo Dirichlet por causa de que as placas sao neutras.

2 here we use signature —2 and h=c=1
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2.2 Condicoes de contorno tipo Dirichlet para o Campo Escalar

Antes de discutir as condigoes de contorno de Dirichlet, vamos primeiro apresentar
O caso periodico, e depois estender a idéia a condi¢ao de contorno de Dirichlet. Impondo

a condic¢ao periddica na varidvel z do campo eq (2.8) obtemos

o(x,y,z,t) = p(x+ L,y,2,t), condicao de periorididade,
Aei\/mtefazxfayyfazz _ Aei\/mtefaz(x+lz)fayyfazz7

_ T
eozav:eoz(m—i-L):>

e_axL 2nm

zléaz:zkx:Tz.

Para obter solugoes consistentes é necessario definir,
a¥ — 1k, o — kP,

Isso implica a seguinte forma para o campo escalar (2.8)

2nmY2 4 12 1 L2 2 .
(I) — e:tz\/( 72+ k2 +k24+m tezkm

©@n )
. (2.9)
_ e—zwnt 61(%):}0 ez(kyy—&-kzz)’
onde
2nm\ 2 N )
Wp = (L) + kI + k2 +m?, (2.10)

E a frequéncia do campo sujeita a condigao periodica. Se considerarmos agora as condigoes

de contorno tipo Dirichlet em (2.9), isto é,
o(r =0,y,2,t) = p(x = L,y,z,t) =0, condicao de Dirichlet, (2.11)

Obtemos a seguinte solugao

@n() = sin {(T) x] e~wnt gilkyythez) (2.12)
onde k, = nmw/L, entdo a frequéncia (2.10) pode ser reescrita como
nm\ 2
Wy, = \/<L> + k2 + k2 +m?. (2.13)

Esta ¢é a frequéncia do campo quando considera-se as condi¢oes de Dirichlet. Precisamos
da equagdo de campo normalizada eq (2.12), por isso é necessario considerar condigdes de

ortogonalidade do campo [9], para esta solucao cosideremos as seguintes propriedades

|k
Z/ez%rmfm)x dr = 6mn7

0

/sin(nx) sin(mx) dx = /cos(nm) cos(mx) dxr = Ty, (2.14)

—Tr

sin(nz) cos(mz)dr =0, Vn,m, € Z.

O\h A
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Ao realizar a seguinte mudanca de variavel

r— = %m, = dr — %dm, (2.15)

Pode-se reescrever a eq de ortogonalidade (2.14) como

L L
. (nT . (mT B nm mm
{sm (Lx> sin (Lx> dr = /Lcos ( 7 x) cos( 7 ) dx = Lbyy,. (2.16)

Enquanto as variaveis continuas, usamos a representacao da funcao delta de Dirac dada

por
(o] d4p . »
6(4)(17> = / WQPM . (217)

A solugao (2.12) em uma base discreta ¢ dada por
on(z,y,2,1) Z A, sin K 17 >x} emwnt gilkyythaz) (2.18)

Impondo a normalizagdo encontramos que A, = /2/L. Os fatores 1/27 que serdo intro-
duzidos posteriormente, decorrem da definicdo da funcao delta, portanto a solucao geral
da equagao de Klein-Gordon (2.18) pode ser escrita como uma expansao na base da fun-

¢ao Sen numa integragdo nos momentos (veja quantizagao do campo escalar na referéncia

[19])
2 1 & d?k (mr )
X sin
- \/; or i) Vo (2.19)
X [an(k) e (kyy+kz2) emnit g qf () e (hyythe2) ezwnkt:| 7

Onde a, (k) e af (k) sdo os operadores de criagio e destrui¢do que satisfazem determina-
das regras de comutagao [19]. Uma notagdo mais adequada para o campo escalar pode

construida definindo-se as fungoes

2 . /nm
un(z) = \/;sm (Lx> )
L
/un(:c) U () dx = Opm,
0
L1 o kyy+hs2) p—wnt _

o vV 2wk 21 2wk

kra = kox' — kyy — k.2,

(2.20)

fr(x) =

Desta forma a expressao para o campo ¢(x) é

= 3 [ o (8) ulo) + a0 5] o), (2.21)
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Para obter a Hamiltoniana usando a eq (2.5), nés podemos usar a eq (2.4) na seguinte

forma
L, 1 o, M
7—[—27r +2|Vg0| + 5 ¢
H=Hr+ Hyp + Hy, (2.22)
H=[da o+ [ d Hep+ [ o H,.
onde,
L, 2 m®
HW = §7T s va :|V§0‘ s ?‘[@ :7@ s (223)
assim,
3, Lo 3 2 5 m?
Hﬂz/dxiﬁ, He, = [ & |Vy]?, H@:/deSO. (2.24)

O célculo detalhado desta Hamiltoniana é apresentado no apéndice (A). Obtendo a se-

guinte energia de vacuo

(0| H |0) = Z/d% 5@ (0)wn (k),

L, L.
o 27’

(2.25)
632(0) = 0P (k — k) —

onde L, and L, sao as dimensoes correspondentes as componentes transversais do mo-
mento, ou seja k,, k.. A expressao (2.25) obviamente é divergente. Para obter uma solugao
regular da energia do vacuo, procedemos usar alguma técnica matematica de modo a obter

um resultado regular para esta energia.

2.3 Regularizacao da Energia do Vacuo

Para calcularmos a integral no espago de momentos (nimero de ondas) que aparece

na Eq (2.25), usamos a seguinte formula

/dDrf 2 /der Lf(r), (2.26)

r(3)

onde r = Vaizi i = 1,...D. Utilizando este resultado na energia do vacuo (2.25) teremos
=)Y [ @k calk

_ 1 L%LZ > [ \/ (””) + K24 K2+ m2, (2.27)
— ;L;/ﬁ zn:/ooo dkp kr \/(Tff + k2 4+ m2,

1LL

(01 H |0) =
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A integracao na variavel kr pode ser efetuada diretamente via mudanca de varidvel,
entretanto o resultado fornece um valor infinito para a energia. Para regularizar este

infinito adotamos o seguinte procedimento: calculamos a integral

0o e\ 2 —s/2
7 :/ dler ey [<L> R —|—m21 , (2.28)
0
A qual retorna a eq (2.27) quando s = —1. Fazemos a substituigao
u= <m>2+k‘2 +m?
L g ’ (2.29)
du = 2 ky dk,
obtendo
1 foo 1 —s/2+1 0 —s/2+1
Z:f/ duw=? = = | lim — _[u( ) ,
2 Juo) 2 [umoo —s/2+1 —s/2+ 1
L[ [w(O)] 2]
=—|-—— Rs>2
2[ st | YR (2.30)
) e () ]
T2 s/2—1 B s—2
e com isto a “energia do vacuo” sera
2 1—-s/2
0|H|0)=¢& 1LL KL) +m2} 2.31
O/ 110) = £(5) = -1, L. Y e — (2.31)
Considere o campo escalar com massa nula, m = 0, neste caso teremos
1 L,L nm\ 2] 2
-k
(5) A7t s — 2 zn: [ L 7
1 L,L, i (mr)Q_S
drs—2 =\ L ’ (2.32)
1 LyLz T\27° & —(s—2)
T 4rs—2 L) nz::ln ’
1 L,L, [m\*°*
= — = —92).
A s —2 (L) (s=2)

Esta expressao, Eq. (2.32), ndo é de fato a energia do vicuo que tentamos calcular. Isto
porque para recuperarmos a expressao da energia do vacuo, é necessario fazermos nesta
equacao s = —1, entretanto esta expressao nao esta definida para este valor de s conforme
a Eq. (2.30). Para isto fazemos a continuagao analitica da fungao zeta [11] e utilizamos o
apéndice (B) para calcularmos
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Utilizando este resultado na Eq. (2.32) teremos

1 /L, L m\3 1 2
E(-1)=E L:<y2)<>:—LLZ 92.34
(1) = Ec(L) 4r\ =3 J\L/) 120 VEE1440 13 (2.34)

que é a energia do vacuo para o campo escalar de massa nula sujeito a condicoes de

fronteira de Dirichilet. Podemos calcular a densidade de energia, dada por

1 w2

— Eo(l) = ———
L,L. L c(l) 144014

(2.35)

que é a densidade de energia do vacuo para o campo escalar nado massivo. Podemos ver
que esta energia é a metade da energia para o campo eletromagnético, isto é devido aos
dois graus de liberdade do campo eletromagnético, isto é, a energia de Casimir para o

campo eletromagnético é dada por

2 w2

elec
[)=—2-~ ___ " 2.36
eo™(L) 144004~ 72014 (2.36)

Se nds calculamos a forga de Casimir para o campo escalar eq (2.35), dada por Fpo =
—%EC, encontramos a pressao o forga por unidade de superficie como segue
FC ™ 2 1

Po = - 2.37
©T L,L. 480 L% (2.37)

onde a sinal negativo indica que a pressao e causada por uma forca atrativa. A ideia
proxima e explorar a solucao da equacao de Klein-Gordon em espacos mais gerales devido
a que desta maneira podemos encontrar um analogo da energia de Casimir mas em espagos
curvos, especificamente estudaremos a solugdo da equagao no espaco de Kerr, por isto e

necessario introducir algumas propriedades importantes no proximo capitulo.
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3 O ESPACO-TEMPO DE KERR E EQUACAO DE KLEIN-
GORDON EM ESPACOS CURVOS

O espago-tempo de Kerr é uma solucao da equacao de campo de Einstein para
R =0, ou seja, ¢ uma solucao de vacuo. Esta solugao representa um objeto gravitacional
macigo rotativo. Nosso objetivo é encontrar a energia Casimir nas vizinhangas desta fonte
rotativa, mas primeiro ¢ necessario estudar algumas propriedades da solucao Kerr antes

de construir a expressao correta para a energia do vacuo.

3.1 O espaco de Kerr

Consideremos um espaco curvo especifico tal como o espago de Kerr, o qual possui

a seguiente métrica nas coordenadas de Boyer-Lindquist [2] com signatura —2, é dada por

AM 5 Asin? 6
arshﬁ@dﬂho—;&dr2——2d02———j%?—fd¢{ (3.1)

2Mr
dt?
5) it

onde a = J/M ¢é o momento angular por unidade de massa e

ds?® = (1 —

Y=r?+a’cos’d, A=r’+a®—2Mr, A= (*+d>)X+2Mra’sin?0.  (3.2)

O tensor métrico g, é dado pela equagao (C.1) no apéndice (C). Assumimos que as placas
estao se movendo numa Orbita circular (r = const) e no plano equatorial (0 = 7/2) com

velocidade angular Q2 = dp/dt. Com estas condicoes a eq (3.2) toma a forma
Y=1r% A=r*+a*-2Mr, A= (r*+ad*)r*+2Mrd* (3.3)

e a métrica (3.1) transforma-se de acordo a

2M
d32 = (1 — 7’) dt2 +

AM A
amw—ﬁm? (3.4)

a quadrivelocidade é definida como u* = dx*/dT onde T é o tempo proprio, ou seja,
o tempo medido por um observador inercial. Se 7 é o tempo proprio, entao podemos
parametrizar com o arco de longitude ds, com isto pode-se escrever a quadrivelocidade

como
dz*

o
ut = —.
ds

Usando o resultado obtido na eq (3.4) e o fato que as placas estao se movimentando numa

(3.5)

orbita equatorial circular com velocidade €2 obtemos
u = C(Q2)(1,0,0,9), (3.6)

onde C'(Q2) é especificado na Eq (C.12).



22

3.2 Referencial Préprio

Nosso objetivo é estudar a energia de Casimir do campo escalar dentro de uma
cavidade retangular rotando ao redor de um corpo de massa M, numa 6rbita circular
movimentandose no plano equatorial. A ideia entdo é introduzir um dado sistema de
coordenadas fixo na cavidade, ou em outras palavras, um sistema que esta-se comovi-

mentando com a cavidade como mostra a figura, dado também que a caixa é retangular

Figura 1 — Cavidade com campo escalar orbitando uma fonte gravitacional girante.

Fonte: Autor.

torna-se adequado a utilizacdo de coordenadas cartesianas no referencial préprio. Consi-

derando a origem do sistema em uma das placas, teremos entao as seguintes coordenadas

(3.7)

"= — Ot
Nestas condigoes o tensor métrico nas novas coordenadas é calculado via

ox® OxP
=g, 3.8
g/,Ll/ ax/“ ax/ug ,87 ( )
os elementos nao nulos sao
g:&t = 072<Q)7
gzlfgo’ - gSOQO(Q - wd)u

Grr = Grrs Gy = s Goo = Joo-
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Tendo esses novos elementos, podemos reescrever a eq métrica (3.4) usando eq (3.9) no
referencial proprio como
2 2 A / / Tz 12 2 30/ A 2
ds” = C2(Q)dt +2 5 (wa — Q)dt'dy" — Ad rdf — > —dp”. (3.10)
Dado que a cavidade é retangular, podemos usar coordenadas cartesianas (z,y,z) no
referencial proprio eq (3.10) como dx = rdy’, dy = —rdf’, dz = dr’, dt = dt’ e obter a

métrica em termos dessas cordenadas cartesianas, isto é g, tal que

R _ A A r?
ds? = C2(Q)dt?* + QE(wd — Q)dtdr — ﬁdﬁ —dy* — Ksz, (3.11)
onde podemos ver que neste novo sistema de coordenadas o tensor métrico §,, possui
determinante det(g,,) = —1, dai a métrica inversa g* é
Ay wa-2)% 00
—Q)A —ZC2Q) 0 0
g = | e Wiz —KCHOQ) (3.12)
0 0 -1 0
0 0 0 -5

=
Neste ponto, é necesséario especificar que a distancia entre as placas, figura (1) é muito
pequena em comparacao com as dimensoes das placas, este fato é de importancia devido
a que na secao (3.4) nos tomamos a aproximacao do campo gravitacional (§,, =~ const)
dentro da cavidade, isto garante a linearidade do campo gravitacional no sentido de obter
uma solucdo de onda plana para o campo dentro da cavidade. E necessério introduzir o

andlogo da equagao de Klein-Gordon (2.2) mas agora no espago-tempo curvo de Kerr.

3.3 O Campo Escalar no Espaco Curvo

Considere um espaco-tempo de dimensao arbitraria D = d 4+ 1 com assinatura
métrica (—,+ - - - +) [20][21]. A acdo funcional para O campo escalar real num espago

curvo é dada por

S = / "o\ /lgl5 [0 0,000 — (m? +€R) ], (3.13)
dal a equac¢do de movimento sera
1
(O+m?+€R)p =0, O=——0,/lglg"0,. (3.14)
V0al

Onde £ é uma constante de acoplamento entre O campo escalar e curvatura. Para O caso
¢ = 0 é denominado acoplamento minimo, mas no nosso caso R = 0, portanto nao temos
acoplamento minimo. Também podemos comprovar que quando m = 0 existe invariancia
conforme [21] para a acdo (3.13). Nosso objetivo agora é encontrar a solu¢do para um
campo escalar sem massa no espago-tempo Kerr, portanto é necessario resolver eq (3.14)

submetida a condig¢oes de contorno tipo Dirichlet.
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3.4 Modos Normais do Campo Escalar nao Massivo

Consideremos que O campo escalar estd confinado dentro das placas e além as
placas estao orbitando um objeto massivo de massa M como mostra a figura (1), O nosso
objetivo e solucionar a equagao de Klein-Gordon no espago de Kerr eq (3.14) para um
campo escalar nao massivo m = (. Para isto consideramos a aproximagao §,, =~ const

dentro da cavidade. Com estas consideragoes a eq (3.14) fica
guya,uaul/} = 0. (315)

Esta equacao pode ser resolvida usando O método de separacao de variaveis apresentado

no apéndice (D). A solu¢ao para O campo dentro da cavidade é
w(% Yy, z, t) = Nn eizwnt ez(knyrkzz) efzﬁnx sin (T.f) , (316)

onde N,, ¢ uma constante de normalizagao que foi calculada na se¢ao (3.4.1). As frequén-

cias proprias sao dadas por

r nm\2 A A 1/2
Wp = \/ZTQ(Q) l<L> + ﬁCQ(Q) (ks + 7,2/{33>‘| )
bn:wnC’Z(Q),
(3.17)
_ [y LA ey (1 2]
_\/Z[(L> + S0 <ky+r2kz>] ,
b, A

Bn r3 (wd - Q)u

onde os detalhes do calculos sdo feitos no apéndice (D.13). As frequéncias (3.17) dependem
da velocidade angular do objeto massivo wy e a velocidade angular da cavidade €2, a quél
¢ valida para radios fora do horizonte da fonte massiva, ou seja (r > ry), veja [22] para
mais detalhes. Para obter uma solu¢do normalizada da equagao (3.16) é nessesario usar O
produto interno da solucao de Klein-Gordon em espagos curvos a quél é feita na préxima

secao.

3.4.1 Normalizagao das solugoes

Para a normalizacao das solugoes 1, da equacao de Klein-Gordon, podemos tomar

O produto escalar definido por [21]

(i) =1 [ 1O, = ul0,05)] Vs ndS. (3.18)

O problema neste produto é a escolha da superficie S para nao ter problemas de causali-
dade. Para isto nos escolhemos uma superficie tipo espaco, portanto a métrica induzida na

superficie é dada por gs = —§/goo, n** é um vetor tipo tempo dirigido ao futuro ortogonal



a S [22]. Dai dS = dxdydz, veja O apéndice (E) para mais detalhes

1 /A [A
7"\/;’ \/;(wd - Q)a 070

veja eq (E.15), com isto a condigao de ortogonalidade fornece

nt =

—

<¢n> wm) = 5(2)<EJ-,n - kJ—,m)(san
cuja constante de normalizagao é

1 1 /A
2 _ LA -3
N = (2m)%Lw, T AO ().
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. Desta forma obtemos

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Com isto temos determinada completamente a solugao para o campo escalar (3.16), pro-

cedeemos entdo a calcular a densidade Hamiltoniana andloga a (2.4) para assim calcular o

estado de vacuo do sistema. Devido a problemas no estado de vacuo do sistema, usamos a

funcao ¢ de Riemann como método de regularizagao, como fizemos para o espago plano no

capitulo (2), desta forma encontramos uma expressao regular para a energia de Casimir.
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4 TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO NO ESPACO DE
KERR E A ENERGIA DE CASIMIR

Estabelecemos aqui a relagao entre os capitulos (2) e (3), isto é, neste capitulo cal-
culamos a energia de Casimir para um campo massivo e nao massivo dentro da cavidade
de Casimir, veja figura (1). Para o caso massivo é necessario introduzir a continuagao ana-
litica da funcao zeta Epstein-Hurwitz e também damos argumentos fisicos para desprezar

alguns termos sem significancia fisica.

4.1 Densidade Hamiltoniana para o nosso sistema

Agora, procedemos a encontrar o tensor energia momento do sistema em conside-
ragao. Tendo nossa solugdo para o campo (3.16) onde a constante de normalizacao N,, é
dada por (3.21), podemos calcular a densidade Hamiltoniana, isto é, a componente tem-
poral do tensor de energia momento analogo a (2.3). Portanto, o tensor energia momento

para O campo escalar nao massivo é dado por

1
Oo0 = 0oty — 5900 (9" 0utbnd¥r) (4.1)

onde ¥, e ¥ sdo especificados na equacao (3.16). Se calcularmos a densidade Hamilto-

niana eq (4.1) (veja o apéndice (F para mais detalhes) encontramos a seguinte expressao

1
Ooo = iN,% []:n sin? <n£Tx) + G, cos® (n;x)] , (4.2)
onde
2, Wn (9 2
w2 r? fnm\?2 (43)
G (R
TR A ( L )

Tendo calculado a densidade Hamiltoniana, nosso passo a seguir ¢ calcular a energia de

Casimir. Desenvolvemos esses argumentos na préxima secao.
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4.2 Calculo da energia de Casimir no espaco-tempo de Kerr

A densidade de energia do vacuo para o campo escalar dentro da cavidade medida

pelo observador de comovimento 4 na Eq (3.6), é [22]
(Evac) = / drdydz\/gsi"a” (0|T,,|0) (4.4)

onde V, = [, dzdydz,/gs é o volume proéprio da cavidade medido pelo observador de

comovimento, e gg € a métrica induzida na superficie.

(Evac) = ¢ l(;Q) OL dx Z/d2/€T oo (tn, V1), (4.5)

substituindo eq (4.2) na eq (4.5) tornou-se
C2(Q)

L 1 nmw nmw
. 27, L2 ) 2
(Evac) = L / dx E /d kr 2Nn [.T—n sin (L ) + G, cos (L a:)
L nmw nmw
2, 2 .9
/d N /0 dx {.Fnsm <L >+gncos <L :)3)},

C*(Q)

(4.6)

<5vac> =

2
CimZ/d% N2[F, + Gl

(4.7)

introduzindo a constante de normalizacao dada pela eq (3.21), obtemos

) = s [ty (%;Lwl\/fwfﬂ*f] Fo+Gal,
oo L 1& > [ L1746,
A e 2 e (ke 2 2]
Agora, pode-se usar a eq (F.11) para simplificar a eq (4.8)

A 2
Fut Gu=u? +<k2 k§>+wr(m> ,

b b2 A

_ 2 wn 2, A, WZ TQ(T”T)z
_wn—i— - Q(Q (l{? + k) 912/6'4 )

)
— O (4 i) + C @) (”5)2 , (49)
— Wt C4<Q)7Z [(”L”)Q + C%Q)fg (kj + ﬁlfﬂ ,

w2 see (D.13)
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E obter o valor médio da energia de Casimir dado por

1
<€fuac> = A A Z d2kT - 2“’7{7
4 2n)’LrV A% / Wi (4.10)

(vac) = = Ly Zz/d% wn (k).

Se olhamos a forma explicita de (4.10), podemos verificar que corresponde a uma quan-
tidade divergente. Portanto, para obter uma energia regular, usamos a funcao zeta de
Riemann (B) para obter uma expressao finita da energia. Desta forma na préxima se¢ao
nés calcularmos a energia regularizada de Casimir fazendo uso desta ferramenta matema-

tica.

4.3 Regularizacao da densidade de Energia

A energia de densidade que aparece em (4.10) é divergente na soma sobre n e na
integral. Para calcular um valor finito para a energia do vacuo consideramos a extensao

da integral para s dimensoes e a continuagao analitica da soma para isso, seja

1/2
r? nw /

> / Plrw, = / Pk C7HQ) [ACJ(Q) <L>2+k§+ﬁk§] : (4.11)

nos realizamos a seguinte mudanca de variavel para simplificar os calculos, ou seja

]%y = k?J’
~ A
k, = £l€z, then;
R o 3 o (4.12)
k2 = k; + kg, kp = dk,dk., therefore,
Php = dk,dk, = ——dk,dk, = —— d®kr,
T Y \/Z Y \/Z T

substituindo a eq (4.12) na eq (4.11)

7,2

> [ e, = \/rz > [ #kecie) [Acm) (TZT)2 4 /2;%] " (4.13)

o primeiro passo é usar a formula dada na equagao (2.26), portanto Plr = 2nkydkr, desta
forma tomando s6 os numeros de onda positivos, entao d? /;}T = %fl;Td/;T =d? l;;T = gl;;le;:T.

Outro ponto importante é que em vez de calcular (4.13) nés calcularmos a seguinte integral

—s/2
r2 /

To(s) = \/rzg > [ Frdizci@) [Acm) (Tf)2 4 /2;%] , (4.14)
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que torna-se em (4.13) para o caso quando s = —1, portanto
r? nt\? -
-0 @(T) +R
du = 2];/’T dii'T,
u—s/2+1 —s/2+1
I.(s) = 77TC / duu™? =7 {ulggo 511 (u(O))2 e
ey (71(1))
= \/KTFC (Q) s if Rs >2,
9 1—-s/2
, mo@) ()]
= —n1C(Q) ,
VA s/2—1
TQ _9 1 8/2
o 50T <m>2‘5
;In(s) = /A"’ () s/2—1 En: L
r .2 '178/2
~C7(Q) 2-s 0
_ " ovyla J T (2—s)
VAW <L> 2
ro 11—s/2
LC_Q(Q) 2—5 00
(DL . E ~(s-2)
vare T (L) 2n
[ 2 072(9) 1-s/2 (416)
_ T o) | LA
= AT O T— (T) -2l
~3/2

= —r o-lmfio_;(/gg)' (5) ¢

m™r

2. T() = ~goaacaa) v

n

onde ((s) é a fungdo zeta de Riemann, veja o apéndice (B) para mais detalhes. Se nds
agora, substituimos (4.16) na Eq (4.10), obtemos a energia Casimir regularizada no espago

Kerr, que é dada por

(Evac) lreg = (0_12(9) (27?1)2L71“\/§) <_180AZ;Z4(Q)L3>

w23 A
(€vac) lreg = — 27405 A
1440A2LAC3(Q) V A

Aqui L é apenas o comprimento da coordenada, ou seja, nao fisico. A fim de ter uma

(4.17)

descricao fisica da energia usamos o comprimento proprio da cavidade L, [4], isto é

L,= C(Q)@L, (4.18)

b r



desta forma, se nés substituimos a eq (4.18) na eq (4.19) obtemos

w23 A
<5vac> |reg - - . 1 E7
1440A2 (C( &’5)) C5(9)

2 A
__1440Lg\/ﬁc (©),

7 [ A [Ar A? A\
~ 14400\ A l A (1_A7"4<Q_wd) )] ’

2 A2
SRR b T
1440L l Art

<5vac> |reg -

(O wd)ﬂ " :
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(4.19)

esta é a energia do vacuo de Casimir regularizada em termos da comprimento préprio da

cavidade. Para o caso do observador sem momento angular (ZAMO do inglés zero angular

momentum observer) tem-se 2 = wy, a energia Casimir no espago Kerr toma a forma da

energia Casimir no espago plano (2.35). Este resultado é de acordo com o trabalho de

Sorge [22] que é uma extensao da energia Casimir em espaco plano. Podemos argumentar

aqui que a dindmica imposta pelo espago-tempo Kerr é que, neste caso, a energia eq (4.19)

depende das velocidades angulares das placas e do objeto massivo. Agora podemos fazer

a seguinte pergunta. Como mudamos nossa energia se considerarmos agora um campo

escalar massivo?. No proximo capitulo encontramos uma expressao para a energia de um

campo escalar massivo. Para este caso, procederemos do mesmo modo que fizemos até

agora.
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5 ENERGIA DE CASIMIR PARA O CAMPO ESCALAR
MASSIVO NO ESPACO DE KERR

Permitimos estudar agora nesta secao o caso massivo no contexto de Kerr, a fim
de Generalizar o trabalho feito por Sorge. A sutileza aqui é a introdugao da continuagao

analitica da funcao zeta de Epstein-Hurwitz que aparece pelo termo de massa do campo.

5.1 A equacao de Klein-Gordon e regularizacao da energia de

Casimir

Nosso objetivo neste capitulo é calcular a energia de Casimir no espaco-tempo de
Kerr para um campo escalar massivo localizado entre duas placas paralelas. Tomando
a equagao de Klein-Gordon (3.14) com a aproximacao §,, =~ const dentro da cavidade,

obtemos

(glwauau + m2)¢ = Oa (5.1)

Um célculo semelhante foi feito no Apéndice (D). Se vocé proceder da mesma maneira

neste apéndice, quando incluimos a massa m, achamos que a freqiiéncia é agora

wn(k) = \/TZC‘Q(Q)J (”;)2 + TAQCQ(Q) (k; + ﬁkg + m2>. (5.2)

A energia de Casimir pode ser calculada considerando a diferenga entre a energia do vacuo
com as condic¢oes de contorno impostas ao sistema e a energia do vacuo sem condicao de

contorno, ou seja,
Ecas = gvac(r) - Efuac(o)a (53>
onde I representa as condi¢oes de contorno especificadas no problema. Para o nosso caso,

o valor médio da energia de Casimir com condigbes de contorno, andlogamente a (4.10),

torna-se

(Evae(T) = C_;Q) (2;)2 Li\/f > [ e (k). (5.4)

Essa energia é divergente na soma e integral, por isso é necessario introduzir algum método

matematico para encontrar uma energia regular. Nés consideramos primeiro o seguinte

1/2
’1“2 nm /

3 / Phpw, (k) =3 / Ll C1(Q) l CQ) (L)2+k§+f2k§+m2 (5.5)
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fazendo a seguinte mudanca de variavel, temos
k, =k,

k, = @kz, then;
r

/%% = l%; + /::3, Phyp = d/%ydlz:z, therefore,
Phy = dk,dk, = ——dk,dk, = —— dFr,
T Y \/Z Y \/Z T

substituindo esses resultados na equacgao (5.5), obtemos

oo &k - 2% O~} Tj -2 nr\? | 5o 2 2

) / ronlk) = = / Php CY(Q) lAc Q) ( L) +kT+m] 5.7
a qual é divergente. Para regularizar esta quantidade, procedemos da seguinte forma: O
primeiro passo é usar (2.26) na integral sobre o niimero de onda kr, veja a secdo anterior

para mais detalhes e, depois, usamos a funcao zeta de Riemann para regularizar a soma

na eq (5.7). Portanto, seguindo nossa discussao, obtemos

nm\2

; / d*krw, (k) = \/TZ;T ; / ke dkr C71(Q) [ZC‘Q(Q) <L> + k2 + mQ] 1/2, (5.8)

por simplicidade definamos a seguinte funcao

rom . r? nm\2 - /2
T(s)= T / i Q) —29<) 2 +m? .
(s) ﬂ@ kr dkr C ()[AC (@) (=) +k+m (5.9)
que torna-se a (5.8) para o caso s = —1. Neste ponto podemos fazer a seguinte mudanga

de variavel

2 2
_ o2 nr 2 2
_AC (Q)<L> + k7 +m?,

du = Q%T d%T,
%) —s/2+1 —s/241
Z,(s) = —WC / duu™** =7 | lim _ (o) ,
N (1(0)) I
= \/ZTFC (Q) o2l if Rs > 2,
. . 9 1-s/2
i
VN s/2—1 7

i
YLl = @)Y pa— ,
1-s/2

gl g ) g

:l 1-s/2




35

onde

0= YAL oy (5.12)

rom
Para realizar a soma eq (5.11), usamos a fungao “Epstein-Hurwitz”[24], que tém a forma

s —1
Z(la) =Y (n*+a?) Rel>1/2, (5.13)
n=1
Comparando com nosso resultado, e usando a continuagao analitica [24] em eq (5.13)

torna-se

1 2_s ﬁ S 3 e s_3
Z(s/2—1,a) = —5@ + 205 3T (3 — 1) lF (2 — 2) +4n;1(n7roz)2 2 K%_%(eroz) :

(5.14)

onde K, é a func¢do de Bessel modificada. Portanto, nossa energia em (5.4) produz
c!
vae(l')) = I s—— ’
D) = S o A STl
3/2

-1 Tr ~072(Q T\
-2 2(9) (27r1)2L7“\/ZAC I(Q)[A—za(/z)} <L> Z(=3/2.0), 1)

w2r3 A
T T 12A205(Q) LA \/XZ (=3/2,).

A forma explicita da energia do vacuo com condigbes de contorno usando eq (5.14) é,

w23 A
EueD)) = ~rzcayii | &

(5.16)

n=1

usando os resultados de Elizalde [24] encontramos o valor médio da densidade de energia
de Casimir (5.3), dada por

<€cas> = <5vac(r)> - <5vac(o)>
B w23 \/Z 1
- _12A2LC5(Q) A L3
+
< \/ALC(9)

2 )
X <r 5:: nra) 2K _o( 2nm)ﬂ

r’ fl J(M )Z VAT(=2)
R Byl ] — 2<¢Zc<mm)3p(_3)

2 r

1 <\/ZLC(Q>m>3

(5.17)
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Sabemos que o efeito Casimir depende do parametro regulador L, portanto, os termos
independentes de L nao tém significado fisico, o termo I'(—2) que é acompanhado de L
fornece uma energia infinita que esta relacionada com a energia do vacuo sem condigoes
de contorno, portanto, este termo é removido devido a pertencer aos modos zero sobre a
integral dos momentos. Portanto, simplificando a expressao em (5.17) e usando o fato de

que I'(—3/2) = 4,/7/3, obtemos energia fisicamente relevante

(Ecas) = 8A2L4C’5 \/72 (nm) 2Ky (2nma). (5.18)

A equagdo (5.18) é a expressdo correta para a energia de um campo escalar massivo
dentro de uma cavidade orbitando um objeto massivo que pode ser descrito pela métrica
de Kerr, podemos ver que isso tem uma forma similar da equacao do caso nao massivo
(4.17) multiplicada por um fator corretivo que depende da massa. N6s podemos tomar
o limite para m — 0. Desta forma podemos expandir K,(z) para pequenos argumentos,

veja [26] para mais detalhes, a energia na eq (5.18) torna-se

1 2nma 2
. B 2 91
};Lno@cas)_ 8A2L4C’5 \/72(71”) 042F(2)< 5 ) )
B w23 4
~ T16ALACH(Q) \F Z" ’
7’3 (
_ 4 5.19)
1672 A2LAC5(Q) &C(@’
o [W‘*
1672 A2 C5(Q) || A 90°
I
T 1440A2L4C5(Q) V A

esta é a mesma expressao para o caso do campo escalar ndo massivo eq (4.17), se colo-

carmos eq (5.19) em termos do comprimento préprio eq (4.18), obtemos

' 2 A2 , 1/2
i o) = gz [1 - - ] | (5.20)
esta é a mesma energia para o campo escalar nao massivo confinado na cavidade de
Casimir a qual esta rotanto ao redor de uma fonte gravitacional. Se nds associamos a
massa com o comprimento, ou seja m = Iy, veja o apéndice ( G) para mais detalhes,
entdo para o limite m — 0 temos [y — 0o, se nés trocamos m por [y na equacao (5.18)
obtemos o mesmo resultado obtido na equacao (5.20) tomando o limite [y — oo, desta
forma m é um regulador infravermelho devido a que leva em conta longo comprimentos
de onda, isto é equivalente a ter baixas energias. Dai a eq (5.20) é valida para baixas

energias.
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Agora, nés levamos o limite de massa grande, isto é, usando o comportamento assintotico

da funcao Bessel para grandes argumentos. Isto é,

A {€eas) = = A2L4C5 \FZ(””)_ZAEI},OO‘QK2(2WO‘)7
2

/ 15
— -2 li o —2nma (1 e . ) )
8A2L4C’5 Z n) o 4nae + 16nma *

(5.21)

Como resultado desta expressao observa-se que a densidade de energia de Casimir tende a
anular-se fortemente devido & dependéncia da energia na exponencial decrescente e=277,
Se nds associamos a massa com o comprimento, ou seja m = lo_l, na eq (5.18), entao para
o limite m — oo tem-se [y — 0, desta forma L/l >> 1 portanto na eq (5.18) temos
(€cas) — 0, Para esse caso, o comprimento tipico de Casimir L é muito maior do que o
Tamanho tipico associado a massa do campo [y, o que significa que, experimentalmente,
nao poderiamos medir esse efeito sob este limite, ou, em outras palavras, sabemos que
o efeito Casimir é um efeito quantico, portanto, m grande implica uma massa classica,
ou seja, as escalas de L e [y estdo desacopladas no sentido de que diferentes escalas de
comprimento nao podem afetar-se, por isso o efeito Casimir nao existe nesse limite.Para
campos muitos massivos e o mais importante, vé-se da equagao a impossibilidade de alterar
a natureza do campo de atrativo para repulsivo como uma consequéncia do aumento da

massa do campo escalar. Considerando-se o comportamento assintotico da funcao de

Bessel especial de orden v, dada pela equagao

7r 4% —1
K ~y—e Pl —m— . 22
v(2) 5,¢ ( + y + ) , 2= 00 (5.22)

No artigo de Elizalde [24] v esta relacionada com a dimensao do problema, se tomamos
o caso geral para v qualquer, a tnica possibilidade de mudar a forca de sinal de atrativa

para repulsiva é no termo 4v? — 1 o que nao faz sentido para dimensoes inteiras do espago

42—
16n

consequentemente nao acontecendo uma inversao do smal da energia e portanto mantendo

e mesmo que esta condi¢ao seja satisfeita, o termos sera muito pequeno frente a 1,

a natureza da forca de Casimir atrativa.
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6 CONCLUSOES

Uma andlise detalhada da influéncia da geometria do campo gravitacional (mé-
trica de Kerr) na densidade da energia de Casimir no interior de uma cavidade retangular
orbitando o plano equatorial de uma fonte de campo gravitacional com massa M e velo-
cidade angular , foi feita na Ref. [22]. Neste trabalho generalizamos o trabalho de Sorge
considerando o caso massivo. Como resultado da Eq. (5.21) observa-se que a densidade
de energia de Casimir tende a anular-se fortemente devido a dependéncia na exponencial
decrescente, para campos muitos massivos o que é coerente com o fato que neste caso, as
flutuagodes no vacuo tendem a desaparecer, o qual é equivalente a desacoplar as escalas
nesse limite. Vé- se também desta equacgao, a impossibilidade de alterar a natureza do
campo de atrativo para repulsivo como uma consequéncia do aumento da massa do campo
escalar, pelo menos para as condi¢oes de contorno impostas, neste problema.

Um estudo detalhado deste fendmeno no presente contexto é um problema rico tanto do

ponto de vista tedrico quanto experimental.

e No contexto Tedrico deve ser estudado cuidadosamente o problema da singularidade
cOnica que mesmo nao se inserindo no contexto do problema atual é de interesse
tedrico quando trata-se da quantizagdo de campos em espacos que exibam essa

singularidade. [25].

e A solucao exata da equacdo de Kein-Gordon na métrica de Kerr é conhecida. [27]
e portanto uma comparacao da solucao exata com a aproximada que foi discutida

neste trabalho é pertinente.






41

REFERENCIAS

[1] H. B. G. Casimir. On the attraction between two perfectly conducting
plates. Kon. Ned. Akad. Wetensch. Proc. 100N3-4 (1997) 61-63.

[2] S. Chandrasekhar. The Mathematical Theory of Black Holes. Oxford
University Press. 1983.

[3] Pietro Giuseppe Fré. Gravity, a Geometrical Course VOL II. Springer. 2013.

[4] L. D. Landau. E. M. Lifshitz. THE CLASSICAL THEORY OF FIELDS.
Pergamon 1975.

[5] Pierre Ramond. Field Theory A Modern Primer. Frontiers in Physics; 51-198]1.

6] S. W. Gibbons, S. W. Hawking, Action integrals and partition functions in
quantum gravity, Phys. Rev. D15 (1997).

[7] V. Mukhanov and S. Winitzki. Introduction to quantum effects in gravity.
Cambridge University press 2007.

[8] Philip. M. Morse. Herman. Feshbach. Methods of Theoretical Physics.
McGRAW-HILL, 1953.

9] K. T. Tang. Mathematical Methods for Engineers and Scientists I. Springer.
[10] W. Greiner. J. Reinhardt K. Field quantization. Springer.

[11] E. Elizalde. et al., Zeta Regularization Techniques with Applications. World
Scientific Publishing Company, 1994.

[12] E. Elizalde, Ten physical applications of spectral zeta functions, Vol. 855,
2012.

[13] S. Lamoreaux Demonstration of the Casimir Force in the 06 to 06um
Range. Phys. Rev 78 (1997).

[14] G. C. G. Bressi, Measurement of the casimir force between parallel metallic
surfaces, Phys. Rev. Lett 88 (2002) 041804.

[15] Z. M. J. Zou, Casimir forces on a silicon micromechanical chip, Nature
Communications 4 (2013) 1845.

[16] A. A. Bytsenko. et al., Quantum Fields and Extended Objects in Space-
Times with Constant Curvature Spatial Section. Physics Reports 266 ( 1996)
1-126.



42

[17] Gunter Plunien. et al., The Casimir Effect.Physics Reports 134 (1986) 87—193.

[18] K. T. Tang. Mathematical Methods for Engineers and Scientists III.
Springer.

[19] Ashok. Das. Lectures on Quantum Field Theory. World Scientific 2008.

[20] T. Jacobson. Introduction to quantum fields in curved spacetime and the
Hawking effect. Class. Quant. Grav. Lectures (2005) 39.

[21] N. D. Birrell. P. C. W. Davies. Quantum Fields in Curved Space. Cambridge
University Press 1982.

[22] F. Sorge. Casimir energy in Kerr space-time. Phys Rev D 90 (2014).

[23] Oyvind. GrOn. Sighj@rn. Hervik Einstein’s General Theory of Relativity.
Springer (2007).

[24] E. Elizalde. et al. Expressions for the zeta-function regularized Casimir
energy. J. Math. Phys. 30 (5), (1989).

[25] S. Hawking. G. F. R. Ellis. The Large Scale Structure of Space-Time.
Cambridge University Press 1973.

[26] M. Abramowitz. And A. Stegun. Handbook of mathematical functions.
National Bureau of Standars 1972.

[27] L. H. Ford. Quantization of a scalar field in the Kerr spacetime. Phys. Rev.
D12 (1975).



Apéndices






45

APENDICE A - HAMILTONIANO PARA A ENERGIA DE
CASIMIR EM ESPACO PLANO

A idéia é encontrar as expressoes que aparecem na eq (2.24) a partir da eq (2.23)
para obter o Hamiltoniano H da equagao (2.5). Nés sabemos que m = ¢(z), entao deri-

vando a eq (2.19) obtemos

e Calculating H

= i = an(k) fil@) + al (k) £ (@)] () wn (K), (A1)

Ho= 3 135 [ [ i) + 200 ) ]
X lz Z_l/dzl —ay filz) +al fl*(x)} U () wml‘| ;
_ _; ;L / Bk &L [~an filr) + aly fi ()]
X [—aml filz)+al fl*(x)] U () U (T) Wi Wit - (A.2)
H, = —; Z/d% /dzk d?l [_ank fr(@) + aly f,;“(x)}

X [—aml fiz) + ainl fl*(:c)} U () U (T) Wi Wi

13 [dedyds [ @k @ [ fi@) + oy fi )]
X [—aml filz) + ajnl fl*(x)} U () U () Wik Wi

a funcao fi(z) sé depende das varidveis (t,y, z), entdo a integral sob x fica na fungao

un(z), veja eq (2.20), portanto

H, = —; %/dy dz /d% Pl [~ fil@) + aly fi(2)]

X {—aml filx) + afnl fz*(w)} WnkWml /OL dx wp () um (),

S
= —;En:/dydz /dzk d?l |:_ank fi(@) + afy f;(x)}

X [—anz filz) +al, fz*(x)] WrkWn,
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Considere uma das expressoes, e focando somente na integracao espacial, teremos

1 1
d2 — Wkt —wwnt /d w(ky+ly)y /d wkz+12)z
/ v fil@) filz) = (27? ank> (2# 2wnl> c ‘ ve e ’

1 1
= —wnkt ot 9 §(k, 4+ 1,) 2w 8 (ks + 1,
(27n/2wnk) (2#\/2(,0”5) c c ™ O(ky + 1y) 2m Ok + 12),

_ 1 1 ot
B (\/2wnk> <\/2wnl> ‘ c o(ky +1,) (ks +12),

(A4)

a integracao sobre os momentos ¢ nula devido a que k;, [; estdo em coordenadas esféricas,

ou seja, noés integramos sobre 0 < k; < 0o entao a funcao delta ¢é valida quando &, = —[,

e k, = —I, o que fornhece valores negativos para k e [, desta forma temos

Z/ Pl dlag(Kan(l) [ B fiulw) fie Z/ dk dk:/ dl,, dla, (K)an (1)

1 1 ot ot
S B IR wnkt p=wnit §(L 1V §(k. £ 1) —
X<m><m>e Ot L) O ) =0

O mesmo acontecerd com o termo proporcional a afa’. Os termos nao nulos sdo os termos

(A.5)

cruzados, fornecendo
1
= =33 [dydz [ @ ' [~anfil) aly fi (@) = aly i@ fi@)] wawn (A6)
Novamente calculando

1 —w w w(ky— ks —1.)2
/dydsz 2) i (x) = (27r 2w k) <2Wm> it gt /dye(ky L)y /dze(kz )z,

) ettt om o (ky — 1y) 2m Ok — L2),

(27r 2wnk> 2 2wnl

1
- “renkterontt 5k, —1,) 6(k, — 1,
(o) ()¢ By = fy) Ok =),
(A.7)
substituindo eq (A.7) na eq (A.6)
l$~ [ > Pt
H. = 3 Z/o dkydkz/o dl,dl, {ank a,; + ankanl} WnkWni
><< ! )( ! )e"w"kte“’"lt5(k 1) 6(k. — L)
2w, 2w, v R
V2w ) \ V2w (AS)

_ 1 i / 2k [an(k) al (k) + a,t(k)an(k)] wnz(k) :

/ @k [an (k) al, (k) + al,(k)an (k)] wa (k).
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[ J HVga

A préxima contribuicao é do gradiente do campo, por isto calculamos
Vo)l = 3 [k o) VAl) + 0} 0) V£ (0)] )
+ ; [ @k [an(k) fil@) + al (k) i (@)] Vua ()
fazendo as derivadas na eq (2.20)

Vfi(x) = ok, + ki) fr(2),
Vii(x) = =k, + ki) fr (),

Vu,(z) = \/EHL7T COoS (7?3:) = n%gn(x), (A.10)

gu(x) = \E - <”L7Tx>

Vo(x lZ/CF Ak fre — nkfk} 1(ky + k2)un (2 +Z/d k ankfk"i_ankfk} In( )]

[ /d2 amlfl—amlfl] 1(ly + 1) um(z +Z/dk‘ a’mlfl+a'mlfl:| Im (T )]
(A.11)

Vol = S [ [k [ounfi = alafi] iy + BJun(o) + [ @ i+ alu ] Eon)]

n,m=1

| [ P ot = abaf7 ol + Lun(@) + [ @k [anfi+ abuf] Fom(@)

(A.12)

usamos a eq (2.22) Hy, = [d’z|Ve(x)|* integramos sob x e usamos as condigoes de
ortogonalidade (2.14) and (2.15) olhando que os termos cruzados u,g,, na eq (A.12) sdo

nulos, e n =m
1 2
Hy, = 5 [ dyd:|Vip(a)®
1 (o]
=y / dydz / 2 / P e i — b fi] [anfi — alyf7] [=(ky + )0, + 1))
n=1

1 & 2
+ o> [dydz [k [ @ aw i+ alfi] [onfi+ alufy] (”;)
n=1

(A.13)
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os termos proporcionais a aa e a' a’ sdo nulos quando integramos nas varidveis y, z eq

(A.4), s6 os termos cruzados sao nao nulos na eq (A.7)

1 o0
-5 Z /ko/dQZ [_ankajzl - ajmkanl} [_(ky + kz)(ly + lz)]
=1

1 1 it ot
X < X/QW> ( \/Ml) e 5(ky — 1,) (k. — 1.)

A o (A.14)
+ 2;1/052/{/&[ |ankaly + al ] (L)
1 1 —zwnktezwnlt - o
X <\/2wnk> <\/2wnz> € O(ky —1,)0(k, — L),
/d2 an(k)al (k) + al (k)a (k;)] wnl(k) [(T)Q + k2 + kQ] : (A.15)

usando um procedimento similar podemos calcular o termo massivo H, na eq (2.24)

m2

/ A2k [an(K)al (k) + a (k)a (k)] NGl (A.16)
substituindo as equagoes (A.15), (A.16) e eq (A.8) em eq (2.22) temos
/d2 an(k)al (k) + af (k)a (k;)] wn (k) + w:Ek:) + wnl(k;) [(T)Q + kj + k2H ,

= 1] [0 81609+ Rgant] |enth) + l<m>2+k§ " +m2] ,

= i / d*k :an(k)ail(k) —i—ail(k)an(k): 2wn (k)

_ ; [ &k [an()al (k) + af,(R)an (k)] k),

(A.17)
usamos as relagoes de comutagao dos operadores ¢ e 7 [19]
x.t),7(y,t)] =1 (x —y),
[p(e, 1), m(y, 1)] (- y) (A18)
[o(e, 1), 0(y,t)] = [w(x,t), w(y,1)] = 0,
e a condicao da ortogonalidade da base
o[ A fiw, ) fu, ) = 8k — k),
(A.19)

[ & fila )0 fiolw,t) =0,

onde
oAb alt)
a(t) o b(t) = a(t)w i b(t),




fornecendo
a(t) = z/d% Fr(@, 1) 9y ol 1)
Também usamos a relacoes de comutacao dos operadores a and af
. 3., p a9 3 ’
[a(k), o (k)] = z/d 2 f1 (@, 1) 8y fuo(a.t) = 8k — k'),
la(k), a(k")] = |a'(k),a! (K)] =0,

com isto a Hamiltoniana eq (A.17) fica
1
==X / @2k [2a],(K)an (k) + 6 (0)] walk),
calculamos a energia do vacuo

(0 H |0) = Z/kocS wa(k),

L, L.

(2) — 5@ _ Zy =z
63 (0) = 6P (k — k) — 7L =,
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(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

onde L, and L, sao os comprimentos que correspondem &s componentes transversais do

momento, ou seja ky, k., que é a expressao em eq (2.25).
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APENDICE B - TOPICOS DE FUNCOES ESPECIAIS

B.1 A funcao Gama

B.1.1 Definicao da funcao gama

A funcao I'(z) pode ser definida por uma das seguintes expressoes
00 1 1\1% 1
F(Z) = / e—ttz—ldt = / |:10g (t):| dt, Re(z> > O, (B].)
0 0

n!n?

I'(z) = iMoo S mGroG)

z

= lim,, Z(1+z)(1+néz)‘..(1+%)7 (B2)
z —1
— I (1) (14 2) 7
1
_ — z To0 z\ ,—z/n
) = zeV* [0, (1 + n) e , (B.3)
onde

m o]
v = lim <Z — —log m> = 0.5772156649 - -- (B.4)

m oo n:ln

denota a constante de Euler-Mascheroni constant. A definigao (B.1) foi usada por Euler,
mais a eq (B.2) é uma notacao um pouco diferente usada por Gauss e eq (B.3) usada por
Weierstrass. Fazendo a mudanga de variavel na eq (B.1) t — st (onde s é um nimero

positivo real) temos

[(z) =s* /OO dte*'t*71 Re(z) > 0. (B.5)
0

Pode-se mostrar que esta férmula é valida para valores complexos de s, para um caminho

de integracdo ao longo da reta que vai da origem até oo e®. Desta forma, temos

['(z) = SZ/O

Esta equagdo ¢ valida para arg(s) + § = £57 se 0 < Re(z) < 1. De (B.2) e (B.3) vemos

ooetd

dtes't+*~1  — (;ﬂ' + 5) <arg(s) < (;W - 5) , Re(z) > 0. (B.6)

que a fungao gama é analitica, e suas unicas singularidades sao z = 0, —1, —2, ..., portanto

re) = [ Ldtettl 4 [t = i)+ QL) (B.7)

sendo Q(z) uma fungao integral. Expandindo e™* em série de poténcia e integrando termo

a termo

0

Pz) =Y (-1)"[nl(z+n)]". (B.8)

n=0
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Desta forma segue que (—1)"/n! é o residuo de I'(z) no pélo simples z = —n, (n =
0,1,2,...). Mostraremos que as expressoes (B.1), (B.2), e (B.3) representam a mesma
fungdo. Para um inteiro positivo n e Re(z) > 0, repetidas integragoes por partes conduzem

a
n!ln?

z+1)(z+2)---(z+n)’

/n(l —t/n)"t*dt =
0 z

de forma que, pelo teorema de Tannery

n 00 |nz
li 1—¢ ”tz‘ldt:/ —tEl g — i e
no Jo ( /n) o © nt00 2(z4+1)(z+2)---(2+n)

deste modo (B.1) é equivalente a (B.2). A equacao (B.3) pode ser obtida da (B.2)

1 1
——— = lim Z(1+Z) (1—|—Z> (1_|_Z> e*ZlOgn)
2 n

F(Z) n—00
ou
1 . _ 1 _1 z _z Z(1+l+----+;)
—— = lim {z(l—l—z)ez(l%—z)e 22...<1+>en6 2 n—logn/ | |
['(z) nooo 2 n
e, finalmente
1 Yz lo_o[ <1 + Z) —Z/TL
— = ze —Je .
['(2) i} n

Se e parte real de z é negativa, e n + 1 > Re(—z) > n, (n = 0,1,2,---) T'(2) pode ser
representada por uma integral, devida a Cauchy Saalschiitz (Whittaker-Watson, 1927, p.
243),

I'(z) = /OOO [et — mZi:O (_ngm] t#7ldt, —(n+1) < Re(z) < —n. (B.9)

B.1.2 Equagoes funcionais satisfeitas pela fungao I'(z)

Integrando (B.1) por partes

['(z) = i/ooo e trdt = iF(l + 2),
['(1+2) =2I'(2), (B.10)

e, desse modo, se n é um inteiro positivo

IF(z4+n)=z2(z+1)(z+2)--- (2 +n—1I(2), (B.11)

de modo que
F(l;(f)n) = (z=1)(z—2) - (¢ —n) = FUICzmED. (B.12)
Llz+n) = (~1)"2(z = 1) - (2 —nt 1) = GETEH) (B.13)



93

como,
r(1):/ et = 1,
0
temos
I'n+1)=1-2-3---n=nl,
de (B.3)
00 22 -1
D) (—2) = —22 1-=
A =— 1 (1-5)
e como

sinfrs) == 11 (1- %)

n=1

(Bromwich, 1947, P. 249) we have

[(2)[(—2) = —7z * cse(nz), (B.14)

de forma que
['(2)[(1 — 2) = mese(mz), (B.15)
I <; + z> r (; — z) = msec(mz). (B.16)

de (B.14) e (B.11)

Fn+2)ln—-2) 7=z "1_[1<1_z2>7 m=12--n—1. (B.17)

[(n — 1)!]2 ~ sin(7z) it

de (B.16), (B.11) e (B.12) obtemos

F<n+%+z)F(n+%—z) 1 n 472
1\1? ~ cos(nz 1 [1 C(2m— 2] ' (B-18)
T (nt ) SR LY RCTEY
De (B.15) e (B.10), com z = 1/2, segue que
r (;) —9 /OOO e dy = /7. (B.19)

Agora provaremos a férmula de multiplicacdo de Gauss e Legrende
m- 1 T 1 1
IIr (z + ) = (2m)z™ Vm2""™ 0 (mz), m=2,3,4,- - (B.20)
r=0 m

de (B.2) definimos

m—1
Hiz)=1]]T <z + r) = lim p™* 3D (p)m N (B.21)

n—oo

onde

N =mz(mz+1)--- (mz+mn)(mz+mn +1) - (mz +mn +m — 1)m "0+,
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como
['(mz) = gglo(mn)mz(mn)‘[mz(mz +1) - (mz +mn)] !,
temos r |
e P([T(n;) = lim n2 ™) (mp, — Di(n!)™™m ™" = T (B.22)

E evidente que K é independente de z, e pode ser calculado, por exemplo, fazendo-se
z =1/m em (B.22), desse modo

o - (3) -r (e (2)-- (75 o
[ (R=)

Multiplicando-se as duas tltimas equagoes e usando (B.15)

ou

m—1
_ . [T
mirm ! = K2 H sin <) ,
m

r=1

de forma que
K? =m(2n)™ 1. (B.23)

Uma vez que K, conforme (B.22), é certamente positivo (B.21), (B.22) e (B.23) provam
(B.20). O caso m = 2 na eq (B.20) é a férmula de duplicagdo de Legendre

I(22) = 22 3T(2)T <z + ;) . (B.24)

B.2 A funcao zeta

B.2.1 A funcao zeta de Riemann

Uma vez que i =1+x+2*+ -+ quando |z| < 1. Para todo niimero primo
p(p#1),
1 1 1
=14+t
1 — F ps P S

Podemos multiplicar esta equacao para todos os nimeros primos, lembre-se de que todo

numero primo n pode ser colocado como um produto de seus fatores primos, portanto,

1;[1_1;5:];[<1+;8+;25+-~>,
=(1+254+ 2 4+ )1 +35+ 3+ )
X (14574 () 4-)x--- (B.25)
=1427°4+3°+47°+5°+(2-3)°+---

MO-p) =3

p n=1

E, S>1,
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do lado direito podemos definir a funcao zeta de Riemann dada por
=> n"*, seC, Re(s)>1. (B.26)

Esta série converge apenas se Re(s) > 1, porém a representacao integral fazendo a mu-

danca de varidvel ¢ — na, n € N na eq (B.1)

-1

C(s) = F(ls)/ooo dt;_l, (B.27)

mostra que (B.27) pode ser prolongada analiticamente [8], e que, em s = 1, possui um
polo simples com residuo 1. O prolongamento analitico é feito atravéz da separacao da
integral em [j e [, e utilizando-se
L — - %tk N 1 o Bktk—l
et—1 =k et — 1 ! ’

(B.28)

onde By sao os numeros de Bernoulli. Fazendo-se a primeira integral termo a termo para

(s # 1), e usando (B.28)
! 1 s—1
/ dt 5t +

et — 1’

1o 57!
dt —t"’ ps—1 —/ dt——
T(s / Z * F(s) 1 et — 17
1 o
dtth s 4 / Q-
F(s Z / et —1’

(B.29)

:r(ls)l;?od”k+s_2+F(ls)/1 t;_l
00 k+s—2+1 1 00 s—1
:F(ls)kz:lek;—is—Q—i—l T : / dtfr
1 & B
C(S>:F(s)k§fk+s—1 /dt 1
quando
s——m+e meN, F(—nlz—i—e) — (—1)™mle(1 + O(6))

Uma vez que a integral restante é sempre finita, o segundo termo desaparece quando
€ — oo0. Como ocorre para a série, o polo que surge com o termo k = m + 1 é equilibrado
com o zero da expansao acima, conduzindo ao limite finito
lim ¢(—m + €) = (—1)m%. (B.30)
e—0 m—+1

Podemos agora obter alguns valores particulares

1
¢(—2n) =0, (B.31)
C(l_Qn):_ 2”) n_172737
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A série de Laurent de ((s) em torno de s = 1 (devido a Stieltjes) é

1
C=-"7 +y (s —1) + (s = 1)+

1
- B.32)
e (log v)* 1 1 (
=t |35 08— s
outra consequéncia de (B.31) é a equacao funcional (férmula de reflexao)
quz%%%m<?>n1—@q1—@, (B.33)

que também pode ser escrita como

r(i) = F<1;S> (1 — s). (B.34)

Uma outra férmula muito utilizada e a férmula de duplicagao da func¢ao zeta de Riemann

21)2n

2 :—1”+1( By, =1,2,3,--- B.35

C( n) ( ) 2(2n)' 2n, n 5 Ly Dy ( )
Os zeros de ( em s = —2, —4, —06, - - -, s40 0s Unicos zeros reais. Além desses, ( ndo possui

zeros fora da faixa 0 < Re(s) < 1, mas existem infinitos zeros complexos dentro dela.

Pode-se mostrar que

b

C(s) = ¢ I [(1 . 8) e;] (B.36)

2<S - 1)F (% + 1) p complex zerosof ¢ p
onde
v
b=log2r —1— —.
0og T 5

De todas as propriedades da fungao zeta, estabelecidas, sem demonstracao, por Riemann,
apenas uma ainda espera por uma prova definitiva, chamada conjetura de Riemann, ela

afirma que todos os zeros complexos de ((s) possuem parte real igual a %

2 ()™,

converge para Re s > £, onde p(n) ¢ a fun¢do de the Mébius’s [11] que é definida para
neN-—{0}

(=17, if ma=ayz=---=aqa,=1,
W) =1, pin) = (B.37)
0, de outra forma

No(T) > AT log T,
2rN(T) =TlogT — (1 +log2m)T + O(log T, (B.38)

l—0o 1
N(o,T) = O(T*== (log T)?), 5 <0<l o fizo,
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P(z) = O ?logz), for x — oo,
(@)= O 1oga), f .
P(z) = O(z2™),
C(s,v) =Y (n+v)™* Re(s)>1, v#0,-1,-2,-,
n=0
1 0o —tv
((s,v) = F(s)/o dtts_ll o Re(s) > 1, Re(v) > 0. (B.40)
1
O+ ew) ==~ () + O(),
C(Oa l/) =5 Y
B.41)
Bm+1(V) (
— N
¢(=m,v) a1 ME
B.2.2 A funcao zeta de Hurwitz
A funcao zeta de Hurwitz ou zeta geralizada é definida, pela equacao
((s,v)=> (n+v)® v#0,-1,-2,--. (B.42)
n=0
Ela satisfaz a equacgao funcional
m—1
7(871/) = V(Sam_‘_V) + Z(n—i_y)iS? m = 172737' toe (B43)
n=0

Como Re(s) > 1 e Re(v) > 0, portanto podemos fazer a continuagao analitica, fazendo a
mudanga t — t' = (n + v)t, e z = s na fungao gama (B.1) temos

T(s)¢(s,v) = /0°° ts_lle_et—t — /01 dx fy_; [log (;)]81, Re(s) > 1, Re(v) > 0.
(B.44)

considerando [ dtt*~ e (1 —e*)~! tomada ao longo do contorno de um setor circular,

centrado na origem, temos a representagao mais geral

—vt

L(s)C(s,v) = /Oooew dtt*~*

o 16_“ . X (B.45)
Re(s) > 1, —57 <p< o™ = (27T —|—B> <arg(v) < 57~ B.

com o auxilio da férmula da soma plana [11], obtemos

1-s

o) =~ + ——h sin s axctan ()] ar 41, Re(w)>0.  (B.46)

s S — (y2 4 tg)%s e2mt—1 ?

Considerando a fungdo de Hurwitz (B.44) vemos que possui apenas uma singularidade

(um polo simples com residuo igual a 1) na regido finita do plano s
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B.3 A funcao zeta de Epstein

A funcao de Epstein p-dimensional, denotamos por

o 2o

onde g; e h; sdo nimeros reais , Re(a) > 1. Z,, é associada a forma quadrética u(z) =

a127 + apr3 + - - - 4 apzl. A fungio é definida como segue

g1 - 9p 2 91— 5%
Z, =Y +g) 4+ +
? (hl hp) (o ) ez 1+ 91) ol + )’ (B.48)

x exp [2mi(nihy + - - - + nphy)]
o simbolo de soma indica que os termos que satisfazem a condigao (ny,---,n,) = —(—g1, --
-, —gp) devem ser omitidos se todos os ¢;s forem inteiros. A func¢ao Z,(g, E) pode ser esten-
dida analiticamente para Re(«) < 1. A seguinte equacao funcional fornece a continuagao

analitica de Z,(g, fz) como definida pelo lado direito da equagao (B.48)

o L b [{ip(l—a
Z e I (a, u) = (det a)_27r_2(1_2“)w
T\ by L (5pa) (B.49)
hi ok .
x exp [—2mi(grh1 + - - + gphy)] Z, ( gl ; ) (1 —Q, U) 5
—g o =gy

onde a forma quadrética v ¢ dada por v(z) = a;'af 4 a3 a3 + - - - + a, P22, Z,(a.u) uma
funcao inteira no plano complexo «a, exceto para o caso em que todos os h; sao inteiros.

Neste caso Z,(c.u) possui um pélo simples em o = —1.

0 g . (B.50)
Z1 | o (a u) = Z (n®)"z2 :Zn = 2((a),
0 nez/o n
ﬁzE:O,u—aix?,z—l, D
o (B.51)

0
71 <_, (a u) = Z (amf + a2’ﬂ§ +-+ apn?))iT
0 nezr /0
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APENDICE C - ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE A

SOLUCAO DE KERR

1— 2Mr 0 0 21\%&7‘ SinQ I
B 0 = 0 0
G = 0 0 - 0 ’
2]\éar st 0 0 0 —Aszi)n29
cujo determinante é
g = —>%sin’#,
1
det(¢g") = ———-—
et(g") 32 sin“ 6
A métrica inversa é portanto
g® 0 g%
5 0 ¢t 0 0
(giu ) 22 Y
0 0 g 0
930 0 0 933
onde
A 2Mar
o0 _ £ 30 _ 03
g AE? g g AE Y
A 1
n__2 2»_ 1
g - E? g Z’
23 2Mr 1 A — a%sin? 6
Asin?6 AX sin? 0
O comprimento do arco eq (3.4) é
2M AM A
ds:\/<1—> “o- S0z ar
r r
onde t = 7 é o tempo préprio, de modo que
“oor(, 2MN | AM A 17 (da i
u”zdiz (1_> aQ-*QQ di;())O?di
ds r r J dt dt
oMY\  AM A 72
_ (1—) aQ——QQ (1,0,0,9)
I r r ]
- 2M\  4M A —1/2
o(Q) = (1—>+ Y- o T
I r r r? |
- ) —1/2
= _933Q + 240382 + 900]

)

(C.1)

(C.6)

Outra forma para obter a mesma expressao em (C.6) é apenas considerando a condigao,

utu, = 1 isto significa que a quadri-velocidade é um vetor tipo-tempo.
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C.1 Condicoes para a velocidade angular (2

Na equagao (C.6) observamos que deve ser satisfeito algumas condigoes para ser

um real constante, isso é

o3

933Q2 + 290382 + goo > 0, = Qyp = —"— £

g33

seja

_ Y03
Wqg = — ;

g33

(EEEE
g33 g33

(C.8)

E denominado como velocidade angular de arrastamento, ¢ a velocidade angular da fonte

rotativa.

333 933 A A?
AM?a?r*  rA(r —2M)
T A2 + A2 ,
1
= {4M2a27’2 —2MAr + T2A] ,
33) 1

2
r(r —2M AM?*a*r?>  r(r—2M r(r —2M
<%>_%:%+( ) L ) goo _ )

S A

= — {4M2a2r2 —2M((r* + a®)r* + 2Mra®)r

A2
+r2((r? 4 a®)r? + 2M7’a2)} :
1
=5 {
+ri(r® 4+ a?) + 2Mr3a2] :

a1 — AMPaS — 2M P (r? + a?)

=5 [—2M7® — 2M7%87 + (1 + 0®) + 27737,
= 2 [ (7 + e 20r)]

(3.3) A

B

substituindo este resultado na eq (C.7) obtemos

2
Q:I: :de:t%\/Z,

(C.9)

(C.10)



Retornando ao calculo de C(€2) em (C.6)

r r

(1—2M)+4M“Q—‘é92——14 [92—
T
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(C.12)
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APENDICE D - SOLUCAO DA EQUACAO DE
KLEIN-GORDON NO ESPACO DE KERR

Para resolver (3.15), precisamos da métrica inversa (3.12), entdo, substituindo

(3.12) na (3.15) obtemos a seguinte equagao diferencial

A 9 24 2 2 A 2
) 00 1 0 21, 0 .1

= 2 4= O == — 02O ——
noe A Yy T a¢ Wan Tz e

Consideramos a seguinte soluc¢ao na forma de separacao de variaveis

U, y.2,8) = X(@)Y W) Z()T(), (D:2)
Que nos da
A 1d*T 2A 1 dxdl r* _,,, 1dx 1d&*Y A1d*Z
AT e T Vv T AY D T vaE T ezae 0 (P

podemos fazer a seguinte escolha

1 d*T
T = T = T
1 d*Y
Y dg? =k, —Y(y) = Yoe'tnt (D.4)
1d*Z
R 2(2) = T
2

substituindo na (D.3) obtemos

x| dx
— pr— D-
ad:c2+bd:1:+cx 0, (D.5)
onde

A

A

b= 20 (g — Q)

= 2w 1 (Wi ; (D.6)

A A
_ 2 2 2
C_[wM_ky_ﬂkZ]’

que admite solucao da forma

onde

_ wA(wg — Q) 1AC?(Q) { B Ar e, 2 12 20
CT T se Q) S W@ —wa) | + (O W TR ek
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Podemos simplificar esta equagao introduzindo C~2(Q2) em (C.12) para obter

o = A=) | ACHQ) (7"2 [oﬂ —0(Q) (er T ﬁkﬁﬂ ) "

r3C—2(92) r2 A (D)
_ _wA(wg = Q) L, <AC4(Q) [aﬂ _ o) <k;2 ) Ak2>Dl/Q
r3C—2(Q) r2 L ’

Portanto, substituindo esta tltima equagao em (D.7) obtemos

wA(wg—Q)

walwg—=2) 2 act@) w2_C*2(Q) k2+Ak§ T —2\/ Act(@) wQ—C*Z(Q) k2+Ak§ .
X(l‘) = Xoe_ r3C—2(Q) Cl e \/( 2 [ ( Y2 )]) + 02 e ( 2 [ ( v T2 )])

Y

(D.10)

impondo condigbes de contorno tipo Dirichlet (2.11) temos
x(0) = x(L) =0, — C = —C, (D.11)

mas, pela condicao x(L) = 0, entao

A o oz (k2 + 2a2) | ) = o, (D.12)
(357 e (i 20)

desta equagao, obtemos as frequéncias do campo confinado na cavidade orbitando a fonte

gravitacional

r

_ 72 nm\? A A
w=w, = =0 (Q)\l (L) + ) (k; + T2k2> (D.13)
Entao, a solugao completa de (D.1) é dada por

P = N, e~wnt kuythsz) g=tbnz iy (n;:c) ; (D.14)

Onde N,, é uma constante de normalizagao que é calculada no apéndice (E)

b, A

by = wy, C*(Q)

(D.15)
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APENDICE E - FORMALISMO DE TETRADAS

As coordenadas de tétradas também denominadas Vierbein (4-dimensional) da
métrica (3.11)

T'2

A A
22 _ =2 2 2 2 2
ds§® = C*(Q)dt” — 2r3 (Q — wy)dtdz — r4d$ —dy* — —dz". (E.1)

A base no formalismo tétradas sdo 1-formas, mas no segundo termo desta métrica con-
tém um termo cruzado, devemos tentar completar o quadrado neste termo e encontrar
uma forma quadratica para isso, desta forma eliminamos o termo cruzado. Escolhendo o
segundo e o terceiro termo produz

)
A A o
A\ 2 A\ 2
_Bda® — adtdr = —f <de 4 ydr + () _ () )
2 2 (E.2)
v 2 (7)2
= — d — — —
b l( o 2) 2
A 2 7,2
--3 [(dz + 7(Q = wa)dt)? = 1%(Q — wy)?dt’]
A A
=~ (do +r(Q- wa)dt)? + Q- wa)2di?.
Substituindo na métrica obtemos
22 -2 , A 2, A 2 7,2 2 17 o
ds® = C™3 () dt” — — (dx +1(Q — wa)dt)” + —(Q — wa) dt” — dy” — Zdz ,
r r
-2 A 2\ 2 A 2 o T,
_ (c () + 22— wa) ) 4 — 5 (dr + (0 — wpdt)? - dy? - Td? (EB3)
r r
A A r?
22,2 2 2 2 2
ds* =r Zdt - (dx 4+ r(2 — wq)dt)” — dy* — Zdz :
Introduzindo os vetores coframe ou vetores bases [2], obtemos
d82 — nabeaeb — (61)2 o (62)2 . (63)2 . (64)2,
1 2 2 2 3 2 4 2
e, dz")” — (e, dx")” — (e dx")” — (e, dx")",
erdt + eydr + eydy + erdz)(efdt + eydr + eydy + eLdz) (B4

= (
= (
— (ejdt + eidx + ebdy + e2dz) (e dt + e2dx + e dy + e2dz)
— (efdt + eldx + e)dy + eXdz)(e}dt + e)dx + e} dy + e3dz)
(e )(e )

rdt + etdr + eédy + eldz)(efdt + etdr + eédy + eldz
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comparando (E.4) com (E.3) tem-se

VA A
2 2 _ 2 _ 2 _
et*T(Q—Wd% %*ﬁy eyfezfoa (E.5)
el =0, e2 =0, egzl, e? =0,
4 _ 4 a_ T
e, =0, ¢e,=0,¢ =0, ez——A,
as tétradas sao
A
rv4 ﬁ 0 0
VAQ —wy) Y0 0
%) = T T , E.6
() S (E6)
0 0 ﬁ
e as bases coframe sao e = e} dz"
A
L=y [=dt
e =/t
VA VA
2 _
e = T(Q — wd)dt + TTCZI’, (E7)
ed=dy
4 T.
et = ——=dz,
VA
Utilizando estas bases constroi-se o volume forma
dV =e' ne2 AP A et (E.8)
A A d
dV = ry|=dt A vA [(Q —wa)dt + 2| Ady A ——dz,
A r r VA (E.9)
dV =dt Ndx ANdy N dz,
que concorda com o fato que
detley] = 1. (E.10)
portanto pode-se construir as seguintes hipersuperfisies
1
dS, = —Eapea’ N €€ A e, (E.11)

3!

em particular para uma superficie tipo espaco teremos
dSt =e? ned Ael,
VA

dx r

A 1 /A
= \/X(Q—wd)dt/\dy/\dz+ r\/gdx/\dy/\dz,
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que define as seguintes duas superficies

e superficie tipo espago na dire¢do de um vetor tipo tempo

1 /A
dS} = dx ANdy N dz,— nt = ( A,0,0,0) (E.13)
r

e Superficie nula na direcao do vetor nulo

A A
dS! = dy A dt A dz, — n¥ = (0, —\/2(9 - wd),0,0) = (07 \/7<wd - Q>70’0>

(E.14)

>

Pode-se considerar entao o vetor

nt = (i\/i, \/f(wd —Q),0, O) (E.15)

mas sabemos qué

C2Q) (wg—4% 0 0
. (wa—Q)5 -5 0 0
, = r r E.16
9u 0 0 1 0 ( )
0 0 0 -
portanto
Ny = Gun” (E.17)
dsta forma tem-se
o A, A 2\/X1 A
m= o = 3 |00+ 50w = 5 [ 1
(E.18)

o_ﬁl AL (A
=N AT Al VA T
o A [A A [A

entdo ao invés de usar (E.15) podemos usar s6
1 /A

F=1-1-+,0,0,0 E.20

n (7’ A? Y Y ) ( )

n,nt =1 (E.21)

onde

Entao n#* é um vetor tipo tempo. Uma hipesuperficie N’ é chamada de tipo espaco, se o
vetor NV, é normal em cada ponto x € N. E é tipo tempo se, g(N,, N,) > 0 com assinatura
(+7 T T _)1

1

se a assinatura é (—,+, +, +) entdo o vetor é tipo tempo se g(N;, N,) < 0.
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E.1 Calculo da integral de Superficie

a ideia é calcular a integral de superficie que aparece no produto de Klein-Gordon
eq (3.18)

() = [ (@), = 0u(D,07)] /35 n"dS, (B.22)
usamos o vetor unitario (E.15) e o seguinte determinante da métrica induzida [23]
C2(Q) —Q-wy)sx 0 0
(G) = —(Q—wy) & —4 0 0
) = 0 0 -1 0
0 0 0o -z

9 =1=gugs — Grzgs1 + 0gs2 + 0gs3

como o vetor esta na direcao do tempo, entao qualquer vetor em uma outra diregao é

ortogonal ao este vetor, portanto dxdt = 0, desta forma tem-se
. N n 1 2
g:l:gtth:gS:;:C ().
tt

usamos também a solugao do campo escalar (3.16) dada por

_ _ . nim
¢n = N,e wnt ez(kyy-‘,-kzz)e 1Bnx sin <ZL‘> 7
L

_ . nm
¢: _ Nnezwnt e z(kyy—l—kzz)ezﬂn:c sin (CE’) )
L

b — (i\/f, \/E(wd —q),0, o) | (E.24)

Pela eq (E.24) vemos que a integral de superficie nas componentes n? = n® = 0 é nula,

(E.23)

e o vetor unitario (E.15)

portanto o produto interno (E.22) s6 contribui em n® and n!. Desta forma calcularmos

as seguintes derivadas

307% = _anwm
Doy, = wnthy,,
Oty = —1Bnthy + Npe~wntetkvythsz) o=tine (ﬂg) cos (n;x> ; (E-25)
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escrevendo (E.22) da forma

(Yn, ¥m) = (Lo + Tn), (E.26)

onde

) . Al
T, = /S (=100, — (1 )0l O(Q)\/Zrdxdyd’z’ (E.27)
Al

- C(mﬁr[—@(wn +w)l /S bt dadydsz,

usando (E.23) e separando as integrais em x,y, z obtemos

Al L nm mm
— I Z(Wm_wn) Z(ﬂm_ﬂn) 3 o
Ty = C(Q)y —r[ 1wy, + W) | N N /0 dre sin ( 7 x) sin ( 7 :L‘)

L
> Omn

X /OO dy e'Fv=ky)y /Oo dz e'F=k2)z

270 (ky —Fyy) 2o (k. —k.)

= —1(wn + wm)C(Q)\/fiNnNme““’m“’”)gémn%ré(ky — k) 2md(k, — K.),

- wm)G(Q)\/fié’(zwyNnNmel(wmwn> md(ky — k) (ks — k).

(E.28)

comparando com (3.20) a qual é a condi¢ao de ortogonalidade dos modos, tem-se

Al
To = —wy, C’(Q)\/;rL(Qw)Q N2, (E.29)

7 :/ H_Zﬁnwn + Nne—zwntel(kyy-i-kzZ)e—lﬁnﬂc (m> COS (7”L7T$>] ¢:n
S L L

! ! A
—y, |:Zﬁm¢:n + N,,emtekyythsz) gifime (T) cos (Tﬂ;)” C(Q)\/Z(wd — Q)dzdydz,
(E.30)

esta integral contém termos cruzados de sin(nm) cos(mm) que sao zero pela condigdo de

ortogonalidade, portanto, esta integral é reduzida a

A
I, = /S[_Zﬁnﬂ)nl/}:n - Zﬂmqﬁnw:@]C(Q) \/;(Wd - Q)da:dydz

A

= OO 5 wa = Q) (=180 — 1Bn) [ Gty dadyd

(E.31)

A integral que aparece em (E.31) foi calculada acima, é

L
/ Y, dedydz = NnNmeZ(“m‘“")g(Qw)Q Omm (ke — kL)) (k. — k), (E.32)
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Substituindo em (E.31), obtemos

I, = —’LBHO(Q)\/E(QM —Q)(27)?L N2, (E.33)

substituindo (E.33) e (E.29) na eq (E.26)

I

(V) = [—mn cm)\/fimﬂ)? N2 - zﬂnom)ﬁ(wd —Q)(2m)*L N

A Al
= C(@))| S Ln)* N ﬁ - Bo(wq — Q)} - C(m\/;L(zwf N2 [wn + Bn(wa — Q)]
(E.34)
Br, € dado em (3.17) por
b, A
BTL - T’3 (Wd - Q>7
by = wy, C%(9),
= w, C*(2 A Q
ﬁn—wn ( )ﬁ(wd_ )7
A
[wn + 70n(wg — Q)] = wp, + wy C’Q(Q)ﬁ(wd - Q)% (E.35)
A
= w, C*(Q) [02(9) + ﬁ(wd — Q)Q} ;
Ar? A A
_ 2 arr Al S A o
—n C(0) |2~ Slor=0F + 7
Ar?
_ 2
= w, C*(Q) I
desta modo substituindo em (E.36)
B Al 5 Ao o WAT? .36
(Vs Ym) = C(Q)\/;TL(%) Nown C*(Q) =, (E.36)
portanto a constante de normalizagao é dada por
1 1 [A
N:= "\ [2073(Q), (E.37)

" @2 Lw,r VA

que concorda com (3.21).
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APENDICE F - CALCULO DE TENSOR
ENERGIA-MOMENTO NO ESPACO DE KERR

_ _ . (nm
Py = Nye ot erlbvythez) g=ibne oipy <L$) ;

\ (F.1)
w; _ Nnezwnt e—z(kyy+kzz)€7,ﬁnx sin <Lx> )
a(]wn = _anwm
Doy, = wnn,
by = =18, 00 + Npe e Ukyythsz) o=1hnz < [jr) cos (n[jrx> ,
* * wnt ,—1(kyy+kz2) 10nx nl nj )
Oy =18, + Npe™'e e < 7 ) cos ( 7% (F.2)
a2wn = Zkywna
821/}:; = _Zky¢;7
831/}71 - Zkzqvbm

Ostp,, = =1k,

calculando o segundo termo da direita em (4.1)

@W ;L¢nau¢; - Aoyao¢nay¢: + glyaﬂﬁnaﬂ/ﬁ; + §2V82¢nau¢;; + g?}ya?)d)nauqb:;' (F3)

0 0
3 B0t = G000 dot’ + gmampnaw:; + Y7000l + 970003

_ Tszwnw + (Wd _ Q)(_an¢n) [Zﬁnw;: + Nnezwntefz(kyy+kzz)€z,3nx

nm nm
(L) Cos (LJE)
B ;4A 2¢nw + A (Wd _ ) [wnﬁn%ﬂﬂ — w, N (n[jr) sin <TZT:E> COS <n;j$>} .
(F.4)
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0 0
9 a0, = G001 0005, + G 0101 + Q)Z N YnOaty, + 9)”{ a0ty

A
= S (wa = Q) [~ + Ny rort ol
T

2
mTY o (1 0o
x ( Z ) cos ( Z x)] (ont) = SO =Bt
+ N, et et kyythzz) o —1fnz <n[jr) cos (Tlgrp)} X (F.5)
nmw

[Zﬁnw; + Nnezwnte—l(kyy+kzz)€zﬂnx (L> oS <'n,7‘rx>

A . 9 (MTY .
= T—A(wd - Q) |:Wn5n1/)n¢n + w, N <L> sin

2

(
B %C—Q(Q) lﬂg¢n¢; + N? (TZT)Z cos® (me)] :

0 0 0
3 0B = P00 + G0, + G000 + 0P O Os
= (ki) (—1ky ) (F.6)
— k2

0 0 0
3 030n 00" = PS5O + P05, + P00 + 50Oy
A .
= _ﬁ(lkzwnx_”fzwn) (F7)

A "

substituindo (F.4), (F.5), (F.6), (F.7) em (F.3), obtemos

A A nm nm nmw
AUV * T 2 * e o *x 2 (v . ren e
" 0,0, 0,07, T2Awn@/}n¢n + TA(wd ) [wnﬁn¢n¢n w, N ( 7 ) sin ( 7 a:) cos < 7 xﬂ

A . o (M . (nT nm

+ E(Wd - Q) {wnwnwn + w, N}, (L) sin (Lx) cos (Lxﬂ

2

e [ﬁz%wz 32 (M) cos (T*’”)]

r



A
guya/ﬂvz]nauw; 1/Jnl/) + 7(wd - )wnﬁndjnd];
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2AYn rA
A o (MTN nm
— E(Wd — Q)ww, N, 7 sin( 7« ) cos (Lx)
A ., A o (NI . nm
+ E(Wd — Q)w, Bnthnthr + E(Wd — Q)w, N, 7 s ) cos (Lx)
2 2
o2 20 2 (T 2 (T
AC (Q) lﬁnwnwn + N; ( 7 ) cos ( 7 x)]
A
r
A A s 2 s A %
- [TzAwn + QTK(wd - Q)wnﬂn - XC (Q)Bn - ky - ﬁkz %ﬂﬂn
2 2
_ o2 2 (T 2 (T
AC (Q)N”<L> oS (Lx)
(F.9)

Substituindo eq (F.9), eq (F.2) em (4.1), obtem-se

6)OO =w %@ﬁ _1 Q) (AMV uwn udj )

AT A

]

2
= wiwn :; 20 2 ([w + 27 wd - )wnﬁn - 2072(Q>5721 -

Usando o fato que

o= = ) by = waCA(O)
T =079),
portanto
2rAA(wd — Q)wnfBn 2;2(%; — Q)w, bnf (wg — Q)
= 2;2(%; — Q)w, wnCng)A(wd - Q)
2A2

A
2 2 *

(F.10)

(F.11)

(F.12)



4

e
2 2 2
2 2 T~ bpA(wg — Q)
Lo = oo (A=)
2 2420, 1 _ O\2
A r (F.13)
C2(Q) w20 () A% (wg — Q)2
= S 7
A2 2, 22
= 4A(wd — Q) w;, C=().

usando este resultado na densidade Hamiltoniana em (F.10) torna-se

[kj + Ak‘gl Uy, * +AC 2(Q)N? (T) cos? <Lx>>
A
= Wity + 5 <W721¢n¢;; l—Mc_Q(Q) TN (wg — Q)Q]

A * (1= o nm\ 2 nmw
R e RN Ca R )
(F.14)

Substituindo a forma explicita de C'(2) da eq (C.12), e usando a equacao (F.14), obtem-se

L (F.15)
substituindo eq (F.15) em eq (F.14) tem-se
oozwiibnl/)Z‘F;(w ¢n [ 1+7‘W_7 d_ ]
A * . (F.16)
+ [kf, k?] I C2(Q) + AC HQ)N? ( 7 ) cos? (Lac)> ,
ou
2

R R [ ﬁ/ﬁ] UniCH) + AC Nz (") cost ().

gttt |1+ 2| i) + 5 0@ () o ()
2wn¢n¢n+2[ky+r2kz U C7(Q )+2AC HQ)N? 7 ) cost (o)

(F.17)
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Usando (F.11) podemos apresentar a equagao (F.17) na forma
1 w A 1 2 w2 nm\? nm
- 0 89 o 5 o ) o (3

A
17“ w nm\ 2 nm
2 2) | N2 T : n 2( ) 2( )
"+bn (l{;y k)] sin? T 2Ab2 N, 7 ) eos (7))

1
Boo = iN,f [Fn sin? <n[jr$> + G, cos® ( ]

I
—_
&
[N
&
3

onde

, (F.19)
) .






APENDICE G - ANALISE DIMENSIONAL

Em unidades naturais [h] = [¢] = 1, portanto
[El=M, L=T
mas sabemos que a a¢ao é definida como
S = [ dt Lisgrangians  [5] = [E)T],
Para obter a acao sem dimensodes [S] = 1 entao
(Bl =T""1'=L"
Para a densidade Lagrangeana, tem-se
s=[at [@aL = [dtac,
1

[Llagrangian] o [E]

£ = Hlegrengiend _ 120 — — (B

onde L é a densidade Lagrangeana. Isto mostra que
06040 — m?] =25 [67) = [BY),
[0°] =[E*)L? = [EY][(B)7")’] = [E?], [¢] = [E] = M.

As dimensoes das fungoes ortogonais e do campo sao

1 1/2
[u] Tz (B,
[f] =LY =[BT
o)=L =B

As dimensoes de h sdo as mesmas dimensoes da agao (G.2)

E=hf,
[E] = [MIf];
[h] = [E][T],

Lembre-se de que as unidades da frequéncia sao 7.

7

(G.4)

(G.6)



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	introdução
	O efeito Casimir no espaço-tempo plano
	A energia de Casimir no espaço de Minkowski
	Condições de contorno tipo Dirichlet para o Campo Escalar
	Regularização da Energia do Vácuo

	O espaço-tempo de Kerr e equação de Klein-Gordon em espaços curvos
	O espaço de Kerr
	Referencial Próprio
	O Campo Escalar no Espaço Curvo
	Modos Normais do Campo Escalar não Massivo
	Normalização das soluções


	Tensor de Energia-momento no Espaço de Kerr e a energia de Casimir
	Densidade Hamiltoniana para o nosso sistema
	Cálculo da energia de Casimir no espaço-tempo de Kerr
	Regularização da densidade de Energia

	Energia de Casimir para O campo escalar Massivo no espaço de Kerr
	A equação de Klein-Gordon e regularização da energia de Casimir

	Conclusões
	Referências
	Apêndices
	Hamiltoniano para a energia de Casimir em espaço plano
	topicos de funções especiais
	A função Gama
	Definição da função gama
	Equações funcionais satisfeitas pela função (z) 

	A função zeta
	A função zeta de Riemann
	A função zeta de Hurwitz 

	A função zeta de Epstein

	ALGUMAS OBSERVAÇÕES SOBRE a SOLUÇÃO de KERR
	Condições para a velocidade angular 

	Solução da equação de Klein-Gordon no espaço de Kerr
	formalismo de tétradas
	Cálculo da integral de Superfície

	Cálculo de tensor energia-momento no espaço de Kerr
	análise dimensional




