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RESUMO

M¢étodos numéricos tornaram-se ferramentas indispensaveis na determinacdo de solugdes
apro- ximadas de equac¢des diferenciais parciais ndo lineares (EDP’s), uma vez que muitas das
solu- ¢des analiticas encontradas na literatura envolvem simplificagdes e descartam as nao
linearidades presentes nas equacdes. Dentro deste cenario, o método de diferenciais finitas
(MDF) ¢ usado para gerar solugdes de EDP’s bidimensionais, em particular, a equagdo de
Burgers, a equacdo de convecgdo-difusdo, sistemas acoplados de equacdes de Burgers e
sistema de equagdes de Navier- Stokes. O esquema resultante das discretizagdes das equagdes
pelo MDF resulta em um sistema semi-implicito de equagdes ndo lineares. Como uma
alternativa para evitar a necessidade da reso- lucdo de um sistema nao linear, sera aplicada
uma técnica numérica no qual lineariza-se os termos convectivos do sistema, obtendo um
sistema implicito linearizado. A linearizacdao do sistema ¢ realizada aplicando a expansao da
série de Taylor. Verificou-se que o esquema linearizado, quando comparado com solucdes
analiticas e analise de erros, mostrou-se satisfatorio.

Palavras-chave: Diferengas Finitas. Equacdo de Burgers. Equagdo de Convecgdo-Difusio.
Equacdes de Navier-Stokes. Linearizacdo. Analise de erros.
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ABSTRACT

Numerical methods have become indispensable tools in determine some approximated
solutions of nonlinear partial differential equations (PDE). Since many of the analytical
solutions were founded in the literature in which involve simplification and do not use
linearities in these equations. So, the finite-difference methods (FDM) is used to generate the
two-dimensional EDP solutions, in particular way, a Burgers’ equation, a convection-diffusion
equation, coupled systems of Burgers equations and a Navier-Stokes equations. The resulting
difference scheme of the discrepancies from the FDM equations results in a semi-implicit
system of non-linear equations. As an alter- native to avoid the need for the resolution of a
non-linear system, a numerical technique will be applied without linearization of the
convective terms of the system to obtain an implicit linearized system. A linearization of the
system is performed by applying an expansion of the Taylor series. It was verified that the
linearized difference scheme, when compared with analytical solutions and error analysis
studies, was satisfied.

Keywords:Finite Differences. Burgers equation. Convection-Diffusion Equation. Navier-
Stokes equations. Linearization. Error analysis.
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1 INTRODUCAO

Modelos matematicos envolvendo equacdes diferenciais parciais (EDP’s) estao
presentes em quase todas as dreas da engenharia e da fisica. Durante muito tempo, varias técnicas
analiticas cléssicas, como por exemplo, método da decomposi¢do de Adomian, método de iteragao
variacional, método da decomposicao de Laplace, a transformac¢ido de Hopf-Cole, entre outros,
vem sendo aplicadas com sucesso para a obtencdo de solucdes destas equacgdes [1, 2, 3, 4, 5, 6].
No entanto, para problemas descritos por EDP’s ndo lineares muitas das técnicas ndo sio aplicé-
veis, sendo capazes de resolver somente problemas aplicados a modelos que apresentam estruturas
matematicas mais simples. Assim, com o desenvolvimento cientifico surgiu a necessidade de se
obter métodos que englobassem procedimentos numéricos e analiticos para obtencdo de solugdes
de problemas mais realisticos. Esses métodos tornaram-se uma ferramenta indispensdvel na deter-
minacao de solu¢des aproximadas, ja que as solucdes analiticas encontradas na literatura envolvem
simplificagdes e, muitas vezes, descartam a ndo linearidades das equacdes [7].

Para encontrar uma solu¢ao numérica para a equacgdo diferencial parcial € neces-
sario fazer uma aproximagdo numérica das derivadas por meio de uma metodologia matematica
(discretizacdo) que possa ser operacionalizada pelos computadores, esse processo reduz o pro-
blema continuo, com um ndmero infinito de pontos, em um problema discreto com um nimero
finito de pontos. Existem alguns métodos utilizados com este fim, dentre os quais pode-se ci-
tar: método de volumes finitos (MVF), método de elementos finitos (MEF), método de diferencas
finitas (MDF) entre outros [8].

No método de volumes finitos (MVF), o dominio da solucdo é dividido em um
ndmero finito de volumes de controle (VC) continuos, e a equagdo da conservagao na forma inte-
gral é aplicada a cada volume de controle. No centro do VC encontra-se um nd, no qual é calculado
os valores das varidveis, enquanto que os valores nas superficies dos VC sdo obtidos por interpo-
lacdo em fungdo dos nds. Desta forma, obtém-se uma equacao algébrica para cada VC, no qual
aparecem os valores das varidveis no né e nos nés vizinhos. O método pode ser aplicado em qual-
quer tipo de malha, estruturada ou nao estruturada. A malha define apenas as fronteiras do volume
de controle e ndo necessita estar relacionada com um sistema de coordenadas [9].

O método de elementos finitos (MEF) é semelhante ao de volumes finitos, o
dominio continuo € dividido em um conjunto de pequenas regides de formato simples, chamadas
de elementos finitos, o que permite converté-lo em um dominio discreto, no entanto as equagdes
sdo multiplicadas por uma fun¢do peso antes de serem integradas sobre todo o dominio. A solu¢ao
¢ aproximada, por exemplo, por uma funcdo linear, com os elementos de uma maneira que garanta
a continuidade da solucdo através das fronteiras dos elementos. Esta aproximac¢do € substituida
na integral da lei de conservacdo e as equagdes a serem resolvidas sdo derivadas requerendo que
a derivacdo da integral relativo ao valor de cada né seja zero, isto corresponde em selecionar a

melhor solu¢do dentro do conjunto de funcdes permitidas. Assim o resultado € um conjunto de
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equacgdes algébricas ndo lineares. O método pode ser aplicado em geometrias mais complexas
[9, 10].

No método de diferencas finitas (MDF), o ponto de partida € a conservacdo da
equacgdo na forma diferencial. Se cria uma malha sobre o dominio de solu¢do, e em cada né da
malha a equagdo é aproximada substituindo as derivadas parciais por aproximacgdes em termos de
valores das funcdes nos nés da malha. Essas aproximacdes sdo obtidas a partir da expansdo da
série de Taylor. Com as substitui¢des das derivadas parciais pelas aproximagdes das derivadas
na equacao diferencial, obtém-se um sistema de equacdes algébricas, chamadas de equacdes de
diferencas finitas [11].

As aproximacdes das derivadas usando diferencas finitas € um dos métodos mais
simples para resolver equagdes diferenciais. Ao longo das ultimas décadas, avancos t€ém sido
obtidos em relagdo a precisdo, convergéncia e estabilidade desse método [12].

Virias técnicas numéricas baseadas em diferencas finitas tém sido desenvolvidas
para a obten¢do da solucdo de equacdes diferenciais parciais de todos os tipos. Por exemplo, para
a solucdo de equagdes elipticas, destaque para os métodos iterativos de Gauss-Seidel, os métodos
das relaxacgdes sucessivas, o0 método implicito da direcdo alternada (Alternating Direction Implicit
Method), e o método direto com Eliminacdo de Gauss. Para as equagdes parabdlicas, usa-se os
métodos explicitos centrais com avango no tempo, o de Richardson e o de Dufort-Frankel, além
dos métodos implicitos de Crank-Nicolson, o de Laasonen, e o método 3. Por vez para as equagdes
hiperbdlicas tem-se o método explicito com diferenca progressiva no tempo e no espago, o método
de Lax, e o de Lax-Wendroff, bem como os implicitos [12].

Baseados nesses métodos e seus derivados muitos pesquisadores t€ém desenvol-
vido estudos na busca da solu¢do numérica de equagdes diferenciais e suas aplicagdes. A seguir
uma breve revisdo bibliogréfica dos ultimos anos sobre a resolu¢do da equacio de conveccao-
difusdo, da equacdo de Burgers e de Navier-Stokes.

Li, Chen e Liu (2006) elaboraram um método implicito de direcdo alternada
de sexta ordem de acuricia aplicado as equacdes parabdlicas bidimensionais e tridimensionais.
Mostraram a estabilidade do método usando problema de difusao linear com condi¢des de contorno
periddicas [13].

You (2006) aplicou um método implicito de dire¢do alternada de alta ordem para
obtencdo de solucdes das equacdes de convecgao-difusao transientes. Usando as aproximagdes de
Padé de quarta ordem para as derivadas espaciais, obtiveram uma precisdao de quarta ordem com
propriedade de alta resolucdo no espago, enquanto que a precisdo de segunda ordem foi mantida
no tempo. O método apresentado € incondicionalmente estavel, produzindo melhores solugdes que
o método implicito da direcdo alternada de segunda ordem [14].

No trabalho de Tian e Ge (2007) € aplicado um método implicito de direcao al-
ternada exponencial de alta ordem para a resolu¢cdo de problemas de conveccao-difusao bidimen-
sionais, usando o método de implicito de Crank-Nicolson para discretizacdo do termo temporal e

um esquema de diferencas finitas exponencial de quarta ordem para a discretizacdo espacial. Por
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meio da andlise de Fourier (ou Von Neumann) verificou-se que o método € incondicionalmente
estavel [15].

Em seus estudos Youg et al. (2008) demonstraram a eficicia de um método
Euleriano-Lagrangeano para obter solu¢des das equagdes de Burgers 2D, comparando os resulta-
dos numéricos obtidos com outras soluc¢des analiticas e numéricas [16].

Em seu trabalho Qin (2010) apresentou um novo esquema implicito de dire¢ao
alternada para solu¢do de equagdes parabdlicas tridimensionais com condi¢des de contornos nao
homogenéneas. O esquema propde uma aproximagao de quarta ordem no espaco e de segunda
ordem no tempo, permitindo uma economia no custo computacional. Verificou-se que o esquema
¢ incondicionalmente estdvel por analise de Fourier [17].

Liao (2010) desenvolveu um novo método de diferencas finitas compacto de
quarta ordem para resolver o sistema de equacdes de Burgers bidimensionais. O método basea-se
na transformacdo bidimensional de Hopf-Cole que transforma o sistema de equacdes de Burgers
bidimensional em uma equacdo linear térmica. Assim, a equacdo linear € resolvida por um es-
quema implicito compacto de quarta ordem. Os resultados numéricos demonstraram a efici€éncia e
a precisiao do método [18].

Ma e Ge (2010) expandiram o método de diferencas finitas usado para calcular
solugdes de equagdes convecgao-difusao 1D e 2D, proposto por Sun e Zhang (2004), para obter
solucdo da equagdo tridimensional. O método ¢ um derivado do método implicito da dire¢ao
alternada baseado em diferencas finitas de quarta ordem e também na técnica de extrapolacdo
de Richardson. Os resultados numéricos apresentados comprovaram a validade do método, em
comporagdo com resultados obtidos por meio de outros esquemas encontrados na literatura [19].

Tian (2011) desenvolveu um método implicito de direcdo alternada de alta ordem
para resolucao de problemas de convecgao-difusdo bidimensionais. O método € de segunda ordem
no tempo e de quarta ordem no espago. Por meio da analise de Fourier foi verificado que o método
¢ incondicionalmente estdvel. Embora o método tenha sido proposto para problemas de conveccao-
difusdo, também pode ser aplicado em caso de difusdo pura ou conveccao pura [20].

Para obter a solucdo numérica do sistema acoplado da equagdo de Burgers 2D,
Srivastava e Tamsir (2011), utilizou o método de diferenca finitas, no caso o método implicito de
Crank-Nicolson. Ao aplicar o método, foi gerado um sistema de equagdes ndo lineares para cada
passo de tempo, para linearizar o sistema € aplicado o método de Newton. O esquema proposto
mostrou-se incondicionalmente estavel [21].

Fernandes e Fairweather (2012) desenvolveram um método implicito de dire¢ao
alternada para resoluc¢ao de equacdes bidimensionais de rea¢ao-difusdao baseado na extrapolacao de
Crank-Nicolson, nomeado de orthogonal spline collocation method, sua eficicia foi verificada em
solugcdes de exemplos conhecidos e as comparacdes foram feitas com outras técnicas disponiveis
na literatura [22].

Atualmente, o método de diferencas finitas de alta ordem t€m se mostrado uma

ferramenta muito utilizada por autores para resolver a equacdo de convec¢do-difusdo ndo linear.
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Com isso, Liao (2012) propds uma técnica de diferencas finitas de quarta ordem para solucao de
equacgdo de convecc¢ao-difusdo transiente. Tal técnica transforma a equacdo de conveccao-difusao
em uma equacdo de reagdo-difusdo, a qual € resolvida por um método de alta ordem compacto.
Essa técnica € considera condicionalmente estdvel e tem precisdo de quarta ordem no tempo e no
espaco [23].

Ladeia (2012), aplicou uma formulag@o semi-discreta, em que a varidvel tempo-
ral € discretizada utilizando métodos implicitos multi-estdgios e na varidvel espacial método de
elementos finitos, para obtengao de solu¢des numéricas das equagdes 1D de conveccao-difusao-
reacdo e de Burgers. No trabalho considera os métodos implicitos multi-estdgios de segunda
ordem, 717, e de quarta ordem R5,, na discretizagdo da varidvel temporal, na varidvel espacial
utiliza-se trés formula¢des do método de elemetos finitos: minimos quadrados (MEFMQ), Ga-
lenkin (MEFG) e stremline-upwind Petrov-Galerkin (SUPG). Verificou-se que o método implicito
multi-estdgio de quarta ordem, Ry quando adicionado aos MEFMQ, MEFF e SUPG aumenta a
regido de convergéncia das solu¢des numéricas das equagdes [24, 25].

Souza (2013) utilizou o método de elementos finitos para realizar a discretizacao
das equagdes de Navier-Stokes, e para linearizar os termos convectivos estudou-se dois métodos:
o do ponto fixo e o método de Newton. Ainda comparou trés métodos para discretizagdo do termo
temporal das equagdes, Euler implicito, Crank-Nicolson e o método 6 de passo fracionado [26].

Romao (2013) apresentou um esquema de diferencas centrais de sexta ordem
para a discretizacdo dos termos espaciais juntamente com o método de Crank-Nicolson para o
termo transiente da equacdo de Burgers 1D. O método proposto mostrou-se eficiente, com facil
implementagdo e de baixo custo computacional [27].

No seu trabalho Medeiros (2013), utilizou o método de diferenca finitas para
aproximacdo dos termos temporal, convectivo e difusivo da equacido de Burgers 1D e 2D. Para
estudar a solu¢do numérica das equacdes de Burgers, usou aproximagio progressiva e central
nos termos temporal e difusivo, respectivamente, no termo convectivo foi feita uma discretizacao
pelo método upwind de alta ordem utilizando o esquema ADBQUICKEST. O equema explicito
mostrou-se eficiente quando comparado com solucdes analiticas [28].

Em seu trabalho Campos (2014) implementou um método de diferencas finitas
de alta ordem para obter a solucdo de problemas bi e tridimensionais convectivo-difusivo transien-
tes. Para os problemas nao lineares, no caso a equacao de Burgers bi e tridimensionais foi usado o
método de Newton para a lineariza¢do dos termos convectivos [12].

Azevedo (2016) desenvolveu um esquema aproximativo ndo linear de alta resolu-
¢do para o tratamento dos termos convectivos das equacoes de Navier-Stokes, para isso discretizou-
se as equagdes utilizando o método de diferenca finitas, e o dominio foi discretizado por intermédio
de malhas do tipo deslocada, escritas no sistema de coordenadas generalizadas. Para a aproxima-
¢ao dos termos convectivos, optou-se pelo esquema upwind de alta resolugao CUBISTA (Conver-
gent and Universally Bounded Interpolation Scheme for the Treatment of Advection). As solugdes
aproximadas obtidas foram avaliadas em cada ponto de interesse do dominio computacional e
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comparadas com dados disponiveis na literatura [29].

Dentro deste cendrio, o método de diferencas finitas (MDF) € usado neste tra-
balho para gerar solugdes de equacdes diferenciais parciais (EDP’s) bidimensionais, em particular
a equacao de Burgers, a equagdo de conveccao-difusdo, sistemas acoplados de equagdes de Bur-
gers e de Navier-Stokes. Por simplicidade e organizagcdo do trabalho as mesmas sao dividas em
ordem de regime trasiente e permanente. Para a obtencdo das solu¢des das equacdes utiliza-se
diferenca regressiva no termo temporal (para o caso transiente), diferenca central nos termos di-
fusivos e diferenca central ponderada nos termos convectivos das equacdes. O esquema obtido,
resultante das discretizacdes das equagdes em regime transiente, preserva a ndo linearidade no
termo convectivo gerando um sistema semi-implicito de equacdes ndo lineares. Para evitar a ne-
cessidade da resolucdo do sistema nao linear de equagdes, em cada passo do tempo, serd aplicada
uma técnica numérica no qual lineariza-se os termos convectivos do sistema, transformando-o em
um sistema implicito linearizado. A linearizagdo do sistema € realizada aplicando a expansdo da
série de Taylor, método de Richtmyer’s [11, 30]. Quanto ao esquema resultante das discretiza-
coes das equacdes em regime permanente, este resulta em um sistema implicito ndo linear, que
para contornar a ndo linearidade e também solucionar o problema de instabilidade, lineariza-se
os termos convectivos aplicando a expansao da série de Taylor e utiliza-se uma média nos termos
de valores entre alguns dos estdgios. Os resultados numéricos obtidos serdo comparados com as
solugcdes analiticas encontradas na literatura e uma andlise do erro nas normas L; e L, também
serd realizada.

Desta forma, este trabalho encontra-se dividido em 5 capitulos. No capitulo 2
apresentam-se as equagdes estudadas: equacdo de Burgers 2D, sistemas acoplados de equacdes de
Burgers 2D e de Navier-Stokes e a equacdo de convec¢do-difusdo 2D. No capitulo 3 mostra-se a
formalizagdo do método de diferencas finitas e do erro nas normas L; € Lo. No capitulo 4 faz-
se a discretizac@o das equacdes descritas no capitulo 2. No capitulo 5 apresenta-se os resultados
numéricos das equacdes estudadas, avaliando o método de linerizagdo utilizado na discretizacao
do termo ndo linear das equagdes. Por fim, no capitulo 6 t€m-se as consideragdes finais deste
trabalho.
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2 FORMULACAO MATEMATICA

Nesse capitulo apresenta-se as EDP’s a serem estudadas neste trabalho, sendo,
a equacdo de Burgers 2D, a equacdo de conveccao-difusdo 2D e sistemas acoplados de equagdes
de Burgers 2D e de Navier-Stokes. Por simplicidade as mesmas, serdo apresentadas em ordem
de regime transiente e permanente. Apresenta-se também, as condi¢des iniciais para 0s casos nao
estaciondrios e as condi¢des de fronteiras associadas as EDP’s abordadas. Observa-se que todas as

equagdes apresentadas possuem solucao analitica encontradas na literatura.

2.1 EQUACOES EM REGIME TRANSIENTE

2.1.1 Equacao de Burgers 2D

Considere a equacgao

U+ Uty + Uty — U (Ugy + Uyy) =0, 2.1
com condi¢do inicial
u(z,y,0) = uo(z,y), (v,y) €, (2.2)
e condicdes de fronteiras,
U($07?/at = Tl Zo,Y,
U(.fljf, y,t) = T,

) (20, y,1)
) (zf,y,t)
z,90,t) = Ts(z,y0,)
) (@,yr,1)

= Ty(x,ys,t), t>0,(z,y) €0, (2.3)

em que u = u(z,y,t) é acomponente da velocidade a ser determinada, sendo ¢ a variavel temporal,
x e y as varidveis espaciais, com ug em {2 e 7; na 02, ¢ = 1,2,...,4, sdo fungdes dadas em
pontos especificos, sendo Q = {(z,y)/z0 < x < xf,y0 <y < ys} o dominio de interesse e OS2

. . . . . . UoLo
a fronteira, v o coeficiente de viscosidade cinemadtica do fluido, dado por v = 7o onde U,
e

e L, representam as escalas de velocidade e comprimento caracteristico, respectivamente, Re o
ntimero de Reynolds [21]. Neste trabalho a unidade de medida adotada para Uy e Lo sdo m/s e m,

respectivamente.

2.1.2 Sistema Acoplado de Equacoes de Burgers 2D

Um modelo simplificado das equacdes de Navier-Stokes, sem os termos do gra-

diente de pressdo, porém, com os mesmos efeitos ndo lineares convectivos e dissipativos, é dado
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pelo sistema acoplado de equagdes de Burgers 2D, definido por

{ Ut + Uy + Uuy — VUV (Uzz + Uyy) =0 (24)

U+ uvy + vy — U (Vgy + vyy) = 0,

onde u = u(x,y,t) e v = v(x,y,t) representam as componentes da velocidade as serem determi-
nadas nas direcdes das coordenadas x e y. No sistema (2.4) é considerado a condi¢@o de potencial

simétrico u, = v,, tal que a solugdo analitica possa ser obtida via a transformagdo de Holf-Cole
[28].

As condig¢des iniciais para (2.4) sdo dadas por

U(;U,y,O) = UO(.T,y>, (25)
U(%?J;O) = UO(x7y>7 (%y)EQa

e as condi¢des de fronteiras,

w(zo,y,t) = Ti(zo,y,t)

w(zy,y,t) = Doy y,t)

u(w,yo,t) = T3(x,y0,1)

u(z,yp,t) = Tulz,yz,t)

v(xg,y,t) = Ts(xo,y,t)

v(zy,y,t) = To(zy,y,t)

v(z,yo,t) = Tr(x,y0,t) (2.6)
v(z,yp,t) = Ts(z,yst), t>0,(z,y) € 0,

sendo ¢ a varidvel temporal, = e y as varidveis espaciais, v o coeficiente de viscosidade cinematica
do fluido e as fungdes em pontos especificos dadas por ug, vopem 2 e T; em €2, comi = 1,2,...,8,

onde Q = {(z,y)/x0 < x < zf,yo <y < ys} é o dominio de interesse e IS € a fronteira.

2.1.3 Sistema de Equacoes de Navier-Stokes 2D

As equagodes de Navier-Stokes sdo utilizados para modelar escoamentos de flui-
dos, que dependendo da caracteristica do fluido e do escoamento as mesmas podem ser simplifica-
das, facilitando a obten¢do da solu¢@o numérica [31].

Para descri¢do de escoamento de fluido incompressivel, no caso bidimensional,

as equacdes de Navier-Stokes sdo definidas por,

{ ut+uuz+vuy+px—l/(um+uyy):fl 2.7)

U+ vy + 00y + Py — U (Vg + Uyy) = fo
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com a equac¢ao da continuidade
Uy + v, =0, (2.8)

em que u(x,y,t) e v(z,y,t) descrevem as componentes da velocidades nas dire¢des das coorde-
nadas x e y, respectivamente, sendo f1 = fi(z,y,t) e fo = fo(x,y,t) termos fontes [32].

As condicdes iniciais para (2.7) sdo dadas por

U(.T,y,O) = 'LL()(CC,Z/>, (29)
v(z,y,0) = wvl(x,y), x,y€

e as condi¢des de fronteiras,

u(ro,y,t) = Ti(xo,y,1)

u(zp,y,t) = Ta(zy,y,t)

u(z,yo, t) = T3(x,v0,1)

w(@,yp,t) = Tulz,yp,t)

v(wo,y,t) = T5(xo,y,t)

v(zgy,t) = Te(wg,y,t)

v(z,y0,t) = Tr(x,yo,t) (2.10)
v(z,yp,t) = Tg(x,yp,t) t>0,

em que ¢ representa a varidvel temporal, x e y as varidveis espaciais, v o coeficiente de viscosidade
cinemaitica do fluido e p = p(z,y,t) o termo de pressdo, as fun¢des em pontos especificos dadas
porug, voem Qe T;em 08, i =1,2,...,8 emque Q= {(z,y)/z0 <z <xp,y0 <y <ys}éo
dominio de interesse e 0€) € a fronteira.

2.2 EQUACOES EM REGIME PERMANETE

2.2.1 Equacao de Conveccao-Difusao 2D

A equacdo de convecgao-difusido em regime permanente € dada por,
Uy + vy — K (Ugy + tyy) = f, (2.11)

com condi¢des de fronteiras

u(ro,y) = Fi(zo,y)
u(zp,y) = Fy(wg,y)
u(z,yo) = Fs(z,yo)
u(z,y;) = Fi(z,yr), (2,y) €0, (2.12)
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em que u = u(z,y) e f = f(x,y) sdo fungdes das varidveis independentes = e y, v = v(y) e
4

sao fun¢oes dadas em pontos especificos, em que 2 = {(z,y)/xo <z <xp,yo <y <ys}éo

K = K(z) sao funcdes de apenas uma das varidveis independentes, F; em 02, comi = 1,2, ...

? )

dominio de interesse e 0f) € a fronteira [33].

2.2.2 Sistema Acoplado de Equacées de Burgers 2D em Regime Permanente

O sistema acoplado de equacdes de Burgers 2D com propriedades constantes,

em regime permanente € definida por,

u? VU 2 — V(Ugy + Uyy) =0
{ (;u—;_x(—i- 35 j—_]]?)y — y((vm :vyzy)): B .13)
com condi¢des de fronteiras,
u(zo,y) = Fi(zo,y)
u(zyy) = F(zy,y)
w(z,yo) = Fi(z, o)
u(z,yr) = Fulz,yy)
v(zo,y) = Fs(xo,y)
v(zp,y) = Fo(zy,y)
v(z,y0) = Fr(w,90) (2.14)
v(z,yr) = Fs(x,yg), (x,y) € 09,

sendo que p = p(x,y, Re) é termo da pressdo, conhecida analiticamente, u = u(z,y) e v = v(z,y)
sdo as componentes da velocidades nas dire¢des coordenadas x e y, respectivamente, F; em 0f),
comi = 1,2,...,8 sdo fungdes em pontos especificos, B = B(x,y, Re) é um termo fonte, e

Q={(z,y)/xo <z <zf,y0 <y < ys} éodominio de interesse e IS é a fronteira [34, 35, 36] .
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3 FUNDAMENTOS TEORICOS

A proposta deste trabalho encontra-se na andlise de um método numérico utili-
zado para resolver as EDP’s apresentadas no capitulo 2. Nos préximos capitulos ilustrada-se as
solugdes analiticas, as condigdes iniciais para os casos nao estaciondrios e as condi¢des de frontei-
ras, assim como um procedimento numérico das solucdes aproximadas. Neste capitulo apresenta-

se alguns tépicos que servirdo de base tedrica para o bom desenvolvimento do trabalho.

3.1 METODO DE DIFERENCAS FINITAS

Para resolver equacdes diferenciais parciais por meio de métodos numéricos,
primeiramente € preciso discretizar a regido onde se procura a solugdo. Para realizar a discretizacao
define-se uma malha, que € um conjunto finitos de pontos pertencentes ao dominio, chamados nds
da malha [37].

Uma malha unidimensional uniforme, isto é, um malha com espagamentos iguais

para cada subintervalo representado por J,, encontra-se ilustrada na figura 3.1.

,\

X1, e X-6, X X+6, e X+16,

Figura 3.1: Malha computacional unidimensional.
Fonte: Autor.

A figura 3.2 representa uma malha cartesiana num plano zy subdividido em re-
tangulos iguais de lados ¢, e J,, onde qualquer ponto P de coordenada (x, y) fica representado na
malha por (i, j) e os pontos vizinhos a esse sdo representados por (i =1, j + 1), com i e j inteiros.
Os valores de 0, e 9, sdo espagamentos da malha em x e y, respectivamente. Se J,, e 0, sdo iguais,
a malha € dita uniforme. Usaremos neste trabalho apenas malhas uniformes, porém toda teoria
poderia ser desenvolvida para malhas uniformes por dire¢do, onde , = kd,,, ou ainda, em malhas

ndo uniformes onde ¢, e d, tem espacamentos diferentes em suas direcdes.
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Yy

(i,j+1)

P
(i-1,) (ij)  [(ir1)

(ij-1) 1

'Y
A

Figura 3.2: Malha bidimensional uniforme.
Fonte: Adaptado de [28].

O método de diferencas finitas € utilizado para obter a aproximagdo da solugao
da equagao diferencial parcial, onde a ideia basica do método consiste na discretizagdo do dominio
e na substitui¢do das derivadas presentes na equagdo diferencial por aproximacdes, transformando
a resolucdo da equacgdo diferencial em um conjunto de equagdes algébricas. A ferramenta mate-
maética para os cdlculos das aproximacdes das derivadas € a férmula da expansao de série de Taylor
que relaciona valores da fungdo e suas derivadas num ponto x, com os valores dessa mesma funcao
numa vizinhanca do ponto z [38].

Seja u = u(x,t) uma fungdo continua de duas varidveis independentes x e t, e

que possua derivadas continuas, entdo € possivel expandi-la em série de Taylor da seguinte ma-

neira,
2 3
uw(x + 0y, t) = u(z, t) + (0,)ug(z,t) + (5; Uy (T, 1) + (6;) Ugge (T, 1) + ... (3.1)
) (6,)2 (6,)°
u(x — 0y, t) = ul(x,t) — (0)u(z,t) + ; Uz (T, 1) — gl Uz (T, 1) + ... (3.2)

Nas equagdes (3.1) e (3.2), desprezando-se os termos de ordem superior a ()
obtém-se duas aproximagdes para a derivada primeira de v em relagdo a =,
_u(r+ 0, t) —u(z,t)
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t) — u(z — 0y, t
g, 1) ~ wa,?) Z(x ). (3.4)
A equacio (3.3) é chamada diferenca finita progressiva (ou avangada), cujo erro de truncamento

(ET) ¢ dado por

51 (690)2

enquanto a equacao (3.4) € conhecida por diferenca finita regressiva (ou atrasada), em que o erro

de truncamento se da por

2

De outra forma, fazendo a subtragdo da equagdo (3.1) com a (3.2), tem-se

u(x 4 0z, t) — u(x — 04, 1)

2(Z,1) = 3.7
uq (2, 1) 2. 3.7
denominada diferenca finita centrada para a primeira derivada de v em z, cujo ET é

_ (6)° (6:)* (82

Por outro lado, somando (3.1) e (3.2) tem-se uma aproximacao para a derivada

segunda de v em relagdo a x

u(x + 0z, ) — 2u(x,t) + u(x — 6, )

U (7, 1) & OO , (3.9)
denominada por diferenca finita centrada para a segunda derivada, em que o erro de truncamento
se d4 por,

_ (0)° (R
ET = m Uggar (T, 1) + ... = O(07). (3.10)

De modo anédlogo, obtém-se aproximacdes para derivadas nas varidveis t e y.

3.2 ERRO NA NORMA [ E L,

Para uma andlise quantitativa sobre o comportamento do método utilizado, os
resultados serdo avaliados por meio das normas L; e L. Apresenta-se entdo as defini¢des de erro
nas normas L e L.

Considerando o erro relativo por Ej,, com h = J,, defini-se as normas L; e Lo

do erro relativo, respectivamente por [28, 30]

N-1

1
1Bl = 5= >

=0

Ujanalitica — WUs,numérica
, (3.11)

Uj analitica
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HEh,H2 \/Zz 0 |Uz analitica — U numerlca|27 (312)

z 0 |uz anahtlca|

em que N € o nimero de pontos da malha.
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4 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

Neste capitulo mostra-se as discretizacdes das EDP’s descritas no capitulo 2.
Observando que as EDP’s abordadas referem-se a equacdes em regime transiente e permanente, o
processo de discretizacdo nas equagdes diferenciais € obtido usando diferenga regressiva no termo
temporal (para o caso transiente), diferenca central ponderada nos termos espaciais de primeira
ordem e diferenca central nos termos espaciais de segunda ordem.

O esquema resultante das discretizagdes das equacdes em regime transiente re-
sulta em um sistema explicito na varidvel temporal e implicito ndo linear nas varidveis espaciais,
no nivel de tempo k + 1, ocasionando a resolucdo de um sistema semi-implicito de equacgdes
ndo lineares. Para evitar a necessidade da resolug@o do sistema nao linear de equagdes, em cada
passo do tempo, serd aplicada uma técnica numérica no qual lineariza-se os termos convectivos
do sistema, transformando-o em um sistema implicito linearizado na varidvel temporal. Quanto
ao esquema resultante das discretizacdes das equagdes em regime permanente, este resulta em um
sistema implicito ndo linear envolvendo os nds de posicoes j — 1, 7 e j + 1. Desta forma o mesmo
procedimento, quanto a lineariza¢do € empregado, porém, utiliza-se uma média nos termos de

valores dos estdgios 7 — 1 e j 4+ 1, como opg¢ao para solucionar o problema de instabilidade [38].

4.1 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES EM REGIME TRASIENTE

4.1.1 Discretizacao da Equacao de Burgers 2D

A equacdo de Burgers bidimensional definida em (2.1), pode ser reescrita na
forma conservativa, . .
uy + §u§ + §u2 — V(U + Uyy) = 0. (4.1)
Os termos da equagdo (4.1) sdo discretizados no ponto (¢, j) no nivel de tempo & + 1. O termo
temporal u; é aproximado por diferenca regressiva, dado por

k+1 &

bt o Do~ g 42
(Ut)m 5, 4.2)

Nos termos convectivos ndo lineares da primeira derivada da equacgdo (4.1),
1 . .
CONV (uu) = - (u2 + u;), aplica-se o método de relaxacdo padrdo, standard relaxation method,

baseado em (u2)*™! = f(u2)**! + (1 — 6)(u2)*, onde x representa a primeira derivada de u em
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relacdo a z ou y, com 0 < ¢ < 1. Na sequéncia aplica-se diferenca central [11], resultando em

CONV (uu)Fs! = [(ui)’-““Jr(UZ)ﬁ?l]

Z?J

k+1+(1 0)(u2)E] + 5 [0W2)E + (1= 0)(u)f]

k:+1 k+1 u2)k 2\k 1
9< 1+lj )in 1;) 4 (1-0) ( >i+1,j2; (u )il,j)

I
N~ NI RN
lﬁ

1 2)hHL_ (y2) Wk — () \]
“ o ’Lj+1 'Lj 1 1_0 1,7+1 i,j—1
T3 ( * 23,
1
= 15, ‘9( fj—rllg ( f+11])+ —0)((u )erl] <u2)§71,j)]
1

s [0((W?)i T — (W) ) + (L= 0) (W), — (W®)F, )] (43)

Enfim nos termos difusivos da equacdo (4.1), utilizam-se diferencas centrais,

k+1 k-‘rl k+1 k+1 k+1 k+1
(1)) (1, )1 2 Vit — 2w U L Wi 2uij -+ Ui @.4)
Uzz )5 Uyy)ij = 52 52 : :
z Yy

Substituindo as discretizagoes (4.2)-(4.4) na equagdo (4.1) obtemos,

wtt —uf; 1 2\ k41 2\ k+1 2k 2Nk
Ja—td + 15, [0((u )ii—l,j — (u )zj_lj) + (1 =0)((u )z‘+1,j — (u )i—l,j)]
1
+ 5[9(@2)%11 — (W) + (=0 (W) — (u®)F )]
y
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
— v (umg —2ui U 4 g T ui ;g 1) =0, (45
(5% (55

ou na forma agrupada,

(l n 2v . 2_1/> K1 Q(Uz)ﬁij _ V“ﬁf,j _ 0(u? )fjll,j _ Vufjll,j
o 02§92 44, 92 40, 02
n 9(“2>§g+‘+11 B Vufgtll B 0(u’ )fj—ll B V“ﬁj’—ll B ug;
49, (52 40, (52 O¢
n (1- ‘9)((u2);€+1,j - (U2)§—1,j) 4 (1—=0)((u )z g1 <u2)§,j—1> —0 (4.6)
40, 40, ’

parai =1..M,—1ej=1.M,—1ek =0..M,;, com erro de truncamento de ordem um em d,,
e de ordem dois em &, e d,, , ou seja, O(0;) + O(0%, 7).

O esquema resultante da discretizagdo da equacdo (4.1), dada em (4.6), exige
o cdlculo de u nos nds de posigdes (i + 1,7), (i,7) e (i,j = 1), como pode ser visto na figura

4.1, resultando em um sistema explicito na varidvel temporal e implicito ndo linear nas varidveis
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espaciais, ocasionando a resolu¢do de um sistema semi-implicito de equagdes ndo lineares em cada

passo de tempo, para gerar a solu¢do numérica.
Nivel de tenipo k+1
/ ) )

L
Nivel de tempo k

Figura 4.1: Esténcil da equacgao (4.6), destacando a relagao explicita na varidvel temporal e impli-
cita nas variaveis espaciais.
Fonte: Autor.

Como alternativa para evitar a necessidade da resolu¢do do sistema nao linear de
equagdes em cada passo de tempo, linearizam-se os termos convectivos no nivel do tempo £k + 1,

aplicando a expansao da série de Taylor [11], ou seja,

NE+L 2k i
(u )z] = (u )zg + 5t7 +...
8uf-
= ()] +2uf ;6 atd +... 4.7)
bl k.
usando o fato de (u)}; = % (diferenca progressiva),
t
(Wit = (W)l + 2u) Uy, (4.8)
onde U; ; = uf " — uf,. De maneira andloga obtém-se,

(U2)§i11,j = (U2)§+1,j + Quf-f—l,jUi-i-l,ja 4.9)
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(Uz)fjf,j = (u?)r 1; T 2ul_ 1;Uim14 (4.10)

()it = () + 2uf Uiy, 4.11)

()it = (WP)F )+ 2uf, Uy, (4.12)
em que Uy, = ufjllJ —ufyy s Uiy = uf*b —uf Uiy = ufﬁl —uf o, Uiy =
uf}rll — Uy

Substituindo as equagdes (4.8)-(4.12) em (4.3) e fazendo manipulagdes algébri-

cas, 0s termos convectivos tornam-se da forma,

, 1
CONV Lin(uu)lT' = " 200,y ;Ui — 20wy ;Ui + (0 — ()i ;] (4.13)
+ E [20uﬁj+1Ui,j+l 9 zj 1U1] 1+ ( )Zj—i-l (UQ)i-C’j_J .
v

Assim substituindo os termos convectivos linearizados (4.13) em (4.5), obtém-se

Ui,
(5_: + 45 [2‘9“z+1 ]Ui+1J 29u7, 1]Uifl,j + (“2)§+1,j - (uz)f—l,j]
1
+ 46 [20’&1 ]+1Ui7j+1 9 Uy 5 1UZ.7 1+ ( )z J+1 (u2)§,j—1]
y
v
- sy, = 20t i) —§< wiih = 2wt Fuih) =0, (414)

T

agora considerando as equagdes,

Uﬁij = U1, + ufﬂ,j’

wliy = Uiy + Uiy

ufjl = U+ u”,

ufﬁl = Uijn +ui,j+17

witly = Upjoa +ufyy, (4.15)

e fazendo mais algumas manipulacdes algébricas em (4.14), tem-se

Uy, 1
(5_; T2, 9“z+1 Uity — 2, 9% 1Vicng + 4, ()i = @)ir)
1 1 1
+ %QUQHIUW“ 25y9 i-1Uig1+ 3 46, ()50 = (Wi )
14
-5 (Ui + Ufﬂ,j —2Ui; — 2“5]‘ Uiy + ui—lvj)
_ Z(U.. Fug iy — 22U —2ul, + Uiy +uf;_,) = 0. (4.16)
52 P41 il i,j—1 1,7—1 ’
Y

Por fim, agrupando os termos semelhantes de (4.16), obtém-se um sistema im-
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plicito linearizado em fungio de U; ;, dado por

1 . v 1 2v 2v IR v
x xT x Yy T xT
i <i9uk 1 K) Uiy — (iguk _ K) Usivy = b (W), — WE )
ij—1 ij— ij+1 ij+l = i+1,j i—1,j
20, "7 o7 20, T ) 46, +h J
1 v
- 4_5y ((UQ)f,j-&-l - (UQ)f,j—J + ﬁ(uf—kl,j - 2“53‘ + u?—l,j)
v
+ ﬁ(ufﬁ1 —2uj; +ul ). (4.17)
Yy
Assim, o procedimento de linearizacdo por série de Taylor, utilizado transfor-
mou o sistema semi-implicito de equagdes nao lineares em fungdo de u; ;, equagdo (4.5), em um
sistema implicito linearizado em fun¢@o de U ;, equagdo (4.17), com as equagoes (4.15) retornam
os valores da fun¢ao wu.
Uma visualizag¢do do processo de lineariza¢do pode ser verificada na figura 4.2,

onde a solugdo numérica do sistema implicito serd obtida via 0 método de Gauss-Seidel.

Nivel de tempo k+1

f S S )
[/ /

Nivel de tempo k

Figura 4.2: Esténcil da equacdo (4.17), ilustrando o sistema implicito de equacdes lineares em
fungdo de U ;.
Fonte: Autor.
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4.1.2 Discretizacao do Sistema Acoplado de Equacées de Burgers 2D

O sistema acoplado de equagdes de Burgers 2D, apresentados em (2.4), para o
proposito deste trabalho, satisfaz a condi¢do de potencial simétrico [18], dada por u, = v, assim,

reescrevendo-o na forma conservativa, tem-se

1 1
g + §u§ + 5@,5 — U (Uge + 1yy) = 0, (4.18)
1, 1,
v + 5”1/ + §vy — U (Vgg +1yy) =0, (4.19)
1
emque v = —.
€

O método de diferencas finitas € utilizado para discretizar as equagdes (4.18) e
(4.19), que por simplicidade e organizagdo do trabaho, serfio apresentas separadamente.

Para a discretizacdo da equagdo (4.18), a derivada temporal é aproximada por
diferenca regressiva e as derivadas espaciais do termo difusivo por diferencas centrais, como des-
critas respectivamente nas equagdes (4.2) e (4.4). Enquanto que, os termos convectivos, definidos
por CONV (uv) = §(u§ + v?) de (4.18), sdo discretizados utilizando um procedimento similar ao

apresentado na equacdo (4.3), resultando em,

1

CONV (uv)jit = 0 [0((u?)i; = W) ) + (1= 0) (W) — ()i )]
1
+ 15 [9((U2>f—tll,j - (U2>§j11,j) +(1— ‘9)(<U2)§+1,j - (UZ);CA,J’)] . (4.20)

Deste modo, substituindo as equagdes (4.2), (4.4) e (4.20) em (4.18), tem-se

M L - ) + (1 0, — ()]

+ % [0((w?)ife,; — W)E) + (= 0) (V) — (V)i )]

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
Uiy — 2w s u g — 2w g
. V( i+1,5 (;; i—1,j + J+1 65] »J 1) — 0’ (421)
x y
ou na forma agrupada,
(l + v + 2—V> . O(u?)iy _ vu, _ 0()i, _ v
S 02 02) W 49, 02 49, 02
T Y T T
n 9(U2)§:11,j B o( 2)§j11,j B V“fﬂl B V“fj—11 B Ui]
46, 46, 52 52 Ot
y y
(1- 9)((U2)f+1,j - (u2)§—1,j) (1- 9)((U2)f+1,j - ("UQ)f—l,j) o
+ 15 + I =0, (4.22)

parai=1,.. .M, —1,7=1,..,M,—1ek =0, ..., M;, com erro de truncamento de ordem um
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em &, e de ordem dois em 4, e 0, ou seja, O(d;) + O(9%, ;).

Observa-se que a discretizacdo da equagdo (4.18), dada em (4.22), exige o cal-
culo de u nos nés de posigdes (i +1,7), (i,75) e (i,7 £ 1), e de v nos nds de posigdes (7 + 1, j),
como pode ser visto na figura 4.3, resultando na resolu¢do do sistema semi-implicito de equacoes

ndo lineares.

Nivel de tempo k+1

Nivel de tempo k /
pontos de u

R VA —
[ ] )y ]

Figura 4.3: Esténcil da equacdo (4.22), destacando a relagdo explicita na varidvel temporal e im-
plicita nas varidveis espaciais.
Fonte: Autor.

Com o uso da técnica iterativa apresentada na subsecdo 4.1.1, linearizam-se os
termos convectivos, no nivel de tempo k + 1, aplicando a expansdo da série de Taylor, como

descritas nas equacdes (4.8)-(4.12). Similarmente, obtém-se as equagdes,

(Uz)fjrrll,j = (UZ)?H,]‘ + 21}’?—}—1,3’%4—1,]” (4.23)

(U2)§j11,j = (U2)§71,j + Qvffl,j‘/i—l,ja (4.24)

(W) =2 (00 + 2084 Viga, (4.25)

(W)F = (V)F, + 20, Vi, (4.26)

(vz)ﬁjl = (vz)ﬁj + QUﬁjVi,j, 4.27)

onde Vi ; = vfjﬁj—vfﬂﬁj, Vi = Ufjf,j—vf—l,j’ Vijr = Uz;r—il_vzk,j-i-l, Vij—1 = vﬁj—ll_vﬁj—l’
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k—l—l k
Vij= Vi~ i

A partir das equagdes (4.9), (4.10), (4.23) e (4.24) e com algumas manipulacdes

algébricas em (4.20), os termos convectivos linearizados sdo descritos por

. 1
CONV Lin(uv)i7" = 46, [20ui 1 ;Uisrg — 20uiy ;Uinry + ()i — (0?)iy;](4.28)
1
+ 15 [ZQUHUVHAJ 20vF 1;Vie1, (U2)f+1,j - <U2)ffl,j}'

Substituindo (4.28) em (4.21), obtém-se

Ui ; 1
5: + 45 [29Uz+1 JUz'+13 29% 1]Ui—1,j + (u2>f+1,j - (UQ)?LI,_]']

1
+ 15 [29vz+lj\/z+1j 20v; 1,7 Vi1, (U2>f+1,j_(v2>ffl,j]

1% 1%

E+1 o k+1 E+1 Yy k41 k:+1 k+1 0\ _

T 5 (widh; — 2ui)" +uiy) 52 (uithy —2ui Tt +uftl) =0, (429
X

Agora, utilizando as equagoes (4.15) e fazendo mais manipulagdes algébricas em (4.29) tem-se,

1 k

Ui, 1
5: + §x6u1+1]Ui+l,j 5 ‘9“1 1]Ui71,j + 4—590 ((UQ)HLJ' - <u2)§—1,j)
1 1
+ §$9U2+1 ]Vz+1,j 2, ‘%z 1]‘/;71,j + 4_51 ((Uz)fﬂ,j - (U2)f—l,j)
v
_ E(UH—IJ + uf+1,j - 2Uz',j — QUf’] + UZ'_Lj + Ui-il’j)
v
- Ui+ Wiy — 22U —2ul + U1 +uf; ) = 0. (4.30)
Yy

Por fim, reagrupando os termos semelhantes em (4.30), tem-se a equacao discre-

tizada de (4.18), gerando um sistema implicito linearizado, dado por

v 1 v 2u v
( 2, euz 1,5 ﬁ) Uiij + (5_25 + 3 52 52) UZJ + (25 euH—l] ﬁ) UiJrlJ

xT

1 v 1
+ 0 Viery — Vi Vieny) — 5 (Uijsr + Uijo1) = ——— (W) — W)y )
20, 52 1,

1 v
TR ((Ug)f+1,j - (UQ)f—l,j) +ﬁ(“?+1g 2“ +Uz 15)

T

v
+ ﬁ( i,j+1 2u +uz] 1) (4.3
Y

Uma visualizag¢do do processo de lineariza¢do obtido em (4.31) pode ser visto na
figura 4.4.
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Nivel de tempo k+1

Nivel de tempo k

pontos de u
pontos de v

Figura 4.4: Esténcil da equacao (4.31), ilustrando o sistema implicito linearizado.
Fonte: Autor.

Com as devidas adaptacdes, obtém-se a discretizacdo da equagdo (4.19) do sis-
tema de equacdes de Burgers 2D, onde considera as discretizagdes do termo da derivada temporal

e das derivadas espaciais dos termos difusivos da seguinte maneira

E+1 &

v vE.
k41l A iy i,j
(v)i] = — (4.32)
k+1 o k+1 k+1 k+1 o k+1 k+1
(02e)EH 4 (v )k+1gvi+1,j 205 H UL, Vigen T 2050 U (4.33)
xx)ij yylig 52 52 ) ’
x Yy

1
A discretizagdo do termo convectivo de (4.19), CONV (vu) = 5(1@ + US)’ ¢ dada por

CONV(”“)?,;I = 4%5?4 [9«“2)5;21 - (“2)fj—11) + (1 - 0)((“2)ij+1 - (u2)i‘€,j—1)]
+ i [9(@2)5;%1 - (U2)5ﬁ1) + (1 - 9)((02)%“ - (Uz)ﬁj—l)} . (4.34)
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Utilizando as aproximagdes (4.32)-(4.34) na equacgdo (4.19) tem-se,

virt = f 1 2 k+1 k41 Nk N
% + 15 [9((u )i,;—-&-l — (u )J—l) + (1= 0)((u )i,j—l—l — (u )i,j—l)]
Y
1
b T — D) + (1= (02 - (7))
y
k41 k41 | kt1 k1 k1 | ktl
Uigry — 20 Tl Vi — 2 i
— v ( I + (55 =0, (4.35)
ou ainda,
<l L 2_”) . O(u?)igin  O(?)ifn vty vl
5, "oz T az) 15, 19, 52 52
R L
1, 1, 52 25,
(L=0) () — (W)Fm) (L= ()0 — W)F0)
+ + = 0. (4.36)
16, 16,

Similarmente a discretizacdo de (4.18), a discretizacao de (4.19), apresentada em
(4.36), exige o calculo de v nos nds de posi¢des (i £+ 1,7), (i,7) e (¢,j £ 1), e de u nos nds de
posicdes (i, j & 1), conforme pode ser visto na figura 4.5, ocasionando na resolu¢do de um sistema
semi-implicito de equagdes ndo lineares.

Assim, aplicando a expansdo de Taylor, como apresentadas em (4.11), (4.12),

(4.25) e (4.26), linearizam-se os termos convectivos de (4.25), resultando em

CONV Lin(vu)i T = % 20w ;1 U jn — 20uf; Us iy + (u®)f 50 — (W), ](4.37)
+ % [26vij+1‘/i,j+1 - 29@5%1%]'*1 + (U2)§j+1 - (UZ)f,jq] :
Substituindo (4.37) em (4.35),
Vi 1 k k 2\k 2\k
5, + 4_5;/ (26%,3‘+1Uz‘,j+1 - 2‘9ui,j—1Ui7j—1 + (u )i,j—i—l — (u )i,j—l)
+ 4%11 (29/‘}§j+1‘/;,j+1 - 29“5;'71‘/@1*1 + (UQ)f,jJrl - (’02)%71)
© Bkl -l - B Gl -2 ) =0 @
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Nivel de tempo k+1

Nivel de tenipo k /

pontos de v
/ / // / / ———————————— pontos de u

Figura 4.5: Esténcil da equacdo (4.36), destacando a relagdo explicita na varidvel temporal e im-
plicita nas varidveis espaciais.
Fonte: Autor.

Tomando as equagdes,

Ufj_ll,j = Vip+ vf—&-l,p

vty = Vi ol

Ufjl = Vij+ Uf’j,

Ui = Vigr TV (4.39)
v = Vit ol

A partir das equagdes (4.39) e com algumas manipulagdes algébricas em (4.38)

tem-se,
Vi Lok Lk 1 2)k 2k
O + Q_(Syeuz‘,jﬂUi,jJrl - 2_51,9%4—1[]2‘,1'—1 t 4_52, ((“ )m+1 —(u )iJ*1)
1 1 1
+ 50 Vign — 500 Vg + ((UQ);C 1 (Uz)f'—l)
25y JHLT 8T 25y J J 45y Al 7
v k k k
82 (Vierg + 03, — 2Vig — 2085 + Vierg + 0y )

14

55 (Vi 00 = 2Vi5 = 2005 4+ Viga + i) = 0. (4.40)
y
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Organizando os termos de (4.40), finalmente obtém-se a equacgdo discretizada de (4.19) que gera

um sistema implicito linearizado dado por,

1 v 1 2v 2v v
(—2—%011;;_1 B ﬁ) Vgt <5 52 52) Vis <25 Pt = ﬁ) Viin
Y

y
1 v 1
+ ge(uﬁjﬂ[fiﬁl w4 Uijo1) — 52 —Vigr; +Vier)) = 1 (W) — W), )
Y T Y
1 v
T ()50 = (0%)i) + 5—2(Uf+1,j = 2ui + Vi)
Y T
v
Yy
Pode-se observar, na figura 4.6, o processo de linearizagdo obtido na equagdo
(4.41).

[/ ]
i,j+1) / /
/

(i,]) (i+1,]) /

i

Nivel de tenipo k

pontos de v

pontos deu

Figura 4.6: Esténcil da equacdo (4.41), ilustrando o sistema implicito linear.
Fonte: Autor.

Portanto o processo de linearizacdo por série de Taylor transformou o sistema
semi-implicito acoplado de equacdes ndo lineares em funcdo de u; ; € de v;;, dado em (4.22) e
(4.36), em sistemas acoplados implicitos linearizados em fung¢do de U, ; e de V; ;, dado por (4.31)
e (4.41), respectivamente. A solugdo do sistema de equagdes implicito seréd via o método de Gauss-

Seidel, e na sequéncia, utiliza-se as relagdes necessarias para voltar as varidveis originais u € v.
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4.1.3 Discretizacao do Sistema de Equacoes de Navier-Stokes 2D

Para a proposta abordada neste trabalho, temos que o sistema de equagdo (2.7),

satisfaz a condi¢do u, = —v,, podendo reescrevé-lo na seguinte maneira
Lo 1,
Ut + Euz - E’Um + Pz —V (uxx + uyy) = f17 (442)
Lo 1,
v = S + 5% + Py — V (Ve + Vyy) = fo (4.43)
em que !
ue v = —.
d Re

As discretizacOes das equacdes (4.42) e (4.43) também sdo realizadas aplicando
o método de diferencas finitas, em que as derivadas sdo aproximadas em um ponto (i, j) no nivel
de tempo k£ + 1.

Observa-se que os termos temporal e difusivos das equagdes (4.42) e (4.43) sao
similares aos termos das equagdes (4.18) e (4.19), respectivamente. Assim as discretizacOes desses
termos s@o as mesmas realizadas para o sistema de equacdes de Burgers 2D na subsecdo 4.1.2.
Desta forma, a derivada temporal das duas equacdes sdo aproximados por diferenca regressiva,
conforme as equagdes (4.2) e (4.32), respectivamente. Os termos difusivos de ambas equagOes
sdo aproximados utilizando diferencas centrais, dadas pelas equagdes (4.4) e (4.33). E os termos
convectivos CONV (uv) = %ui - %vi e CONV (vu) = —%uj - %vg das equagdes (4.42) e (4.43),

respectivamente, sao discretizados utilizando diferencas centrais ponderadas, dadas por

CONV (uwv)it = 0 [O((W)i; — (W®)it) + (1= 0)(u*)Fy — (u*)iy)]
1
TR [9((02)1?111,]' - (Uz)?jll,j) +(1 - 9)((U2)§+17j - (’U2)§—1,j)] (4.44)
e
1
CONV)tS =~ [ — ()5 + (0= ()1 — W),
y

1
+ 15, [9((1}2)fﬁ1 - (U2)fj—11) + (1 - ‘9)((U2)ﬁj+1 - (Uz)ﬁj—l)] . (4.45)
y

Deste modo, substituindo as equacgdes (4.2), (4.4) e (4.44) em (4.42), tem-se

up ! — uf 1 2\ k41 2\k+1 21k 2\k
W + 15 [9((u )i—tl,j — (u ):1]) + (1= 0)((u )i+1,j — (u )2‘71,]‘)}
1

T [9((1’2)?111,]' - (U2)§j11,j) +(1 - 8)((7]2)211,3' - (02)f—1,j)} + (p:c)fj—l

xT
k+1 o k+1 k+1 k+1 o k+1 k+1
Wiy = 25wy Wiy —2u5 Fugiy
— v + =(f)i;
52 52 5]
x Y

(4.46)
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e analogamente substituindo (4.32), (4.33), e (4.45) em (4.43),

Uk'!'l — fuk, 1

~ 5 g BT = @) + (1= (W) = ()0)
’ 4_§y [9((U2)fj+11 - (UQ)f,;rEl) + (1= 9)((712)?,#1 - (UQ)ﬁj—l)] + (py)fjl

E4+1 k+1 k+1 E+1 k+1 k+1
Uidiy — 20yt ol Vi — 200 v k1
- Vv (f2)

5 52

(4.47)

parai=1..M, —1lej=1..M,—1ek = 0...M;, com erro de truncamento de ordem um em d,,
e de ordem dois em §, e 9, , ou seja, O(0) + O(d2, ;).

Com as discretizacdes das equacdes (4.42) e (4.43) a partir de (4.45) e (4.47),
obtém-se um sistema semi-implicito acoplado de equagdes nao lineares em fungdo de u e v, assim
para linearizar os termos convectivos no nivel de tempo k + 1, serd usado a técnica aplicada na
secdo 4.1.2, ou seja, conforme as equagdes (4.8)-(4.12) e (4.23)-(4.27), resultando em termos

convectivos na forma linearizada,

CONV Lin(uv){ " = . (200l Uiiry — 20wl Uiiay + (u)f 5 — (u?)h ]
1
T4 [Zevwl szHJ 29'01 13szlJ + (U2)i‘€+1,j - (U )z 1]} (4.43)
e
. 1
CONV Lin(vu); I (20, 1 Ui jir — 20us,_Usjoq + (W)f 0 — (W)
y
1
Ty 2Ol Vige = 2800 Vigo 4 (00— (0)] - (449)

Agora substituindo (4.48) em (4.46) e (4.49) em (4.47) temos,

Ui,
(Stj + 45 [29uz+1]Ui+1] 29“2 1]Ui*1,j + (u2>f+1,j - (u2)§—1,j]
1
- 45 [2‘%%1]%“] 2‘9vz 1;szl,j + (U2)§+1,j - (U2>f—1,j} + (Pm)f;rl
v v
= o (i = 2y ) — o (i - 2u ) = ()i (4.50)
z y
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(&}
V;J 1 k k 2Nk 2\ k
FARTS (20 ;1 Ui jyr — 20uy ;Ui joa + (u?)F 0 — (u?)f; )
)
1
+ E (zevﬁjﬂvi,jﬂ — 200} Vij— 1Vw 1 +< )szrl (7}2)?,3'71) + (py)fjl
Yy
1% 1%
= g ey = 20 b et) = g (e = 200 o) = (R @D

Utilizando as equagdes (4.15) e (4.39) e fazendo algumas manipulagdes algébri-
cas em (4.50) e (4.51), tem-se

Uij L 1 2\k 2\k

(5: + EQUHMUHLJ (5 euz 13Ui—1,j + 4_(59: ((U )z‘+1,j —(u )i—l,j)
1 1

Eevfﬂ,j’vﬁl] 2, ‘%z 1Vie1i — 40, ((Uz)f—&-l,j - ("Uz)f—lu‘)

1%
k k
— Uiy +uby; — 20 = 2u); + Uiy j +uf )

5:E
- 5—V5<Ui,j+1 by — 20y — 2l Upgoa + by ) + (005 = ()5 4.52)
(]
% - %%euij-&-lUi,j-i-l + 22@/9 ii1Uij—1— 43524 ((W?)f ;0 — (W)
+ 15 evuﬂvmﬂ - %%ﬁjﬂfi,jl + 4%11 ((UQ)f,jﬂ - (Uz)f,jq)
- 5_]/3 (Virrg + vy — 2Vig — 20 + Vieag + 0y )
- 5% (Vigin + 0y = 2VE = 208 4 Vi g 408, ) + (p)EH = (f2)FH1.4.53)

Por fim, reagrupando os termos semelhantes de (4.53) e (4.54), obtém-se o sis-
tema de equacOes de Navier-Stokes discretizado, gerando o sistema implicito linearizado, dado

por

v 1 21/ 2v v
( 2. Gul 1 5—2> Ui—l,j+(5 52 5 )Uz]+( 5 QUHM ﬁ) Uit
v 1
6_2<Ui,j+1 +Uijo1) = 1, ((U2)§+1,j - (Uz)f—m)

Y

+ 25 9( Vi 1]V 17— 7€€+1,j‘/;;+17j) -

1 v
+ 1. ((U2>f+l,j - (Uz)ffl,j) + 5_2(U§+1] 2“ ;T uy 15)

xT

1%
5—Z<uf,j+1 2uf +uf ) — (pa)E T+ (f)E T (4.54)
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1 k v 1 2v 2U 1 By U
<—2—6y97}i7j—1 - ﬁ) ‘/Lj—l + ((S_t + ? + ?) ‘/i,j + (2—5y911i7j+1 — 5—2) V;,j-i-l
Yy T Y

Y

1 v 1
+ ﬁG(Uﬁj,lUi,j,l —uf 1 Uij1) — s (Virg + Vi) = = ()i — (W)
Yy x )
1 v
T ((Uz)ﬁj-i-l - (U2)§,j—1> + ﬁ(”fﬂ,j - 2”57 + 05—1,]‘)
Yy x
14
+ 5—5@53“ — 20+ vk, ) — () + (f)E (4.55)

Observe que o sistema de equacdes resultante, dado por (4.54) e (4.55), refere-
se a um sistema implicito acoplado, porém linearizado. A resolucdo do sistema em cada passo

iterativo sera pelo método de Gauss-Seidel.

4.2 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES EM REGIME PERMANENTE

4.2.1 Discretizaciao da Equacao de Conveccao-Difusao

Reescrevendo a equacao de convecgao-difusao definida em (2.11), na forma con-
servativa, tem-se
%(UQ)QC + vy — K(ugy + uyy) = f. (4.56)
Discretizando as derivadas em um ponto (4, 7). Aplica-se nos termos convectivos um procedi-
mento similar ao apresentado na subsecdo 4.1.1, em relagdo ao método de relaxacao padrdo, sendo
udtuel = gyateal 4 (1 — §)us™, em que X representa a primeira derivada de u em relagdo a = ou

y,com 0 < @ < 1 [33], os indices atual e ant referem-se aos estdgios nos niveis atual e anterior,

respectivamente, como ilustrado na figura 4.7.

1 ant U atual
1/ /

7 T 7
/?p14+1y/

(i+1,j+1) /
l',“t._-‘l.-r.‘z.'.-r."/ (I—l,f) _ (H-LFJ' //
IS ATS¥EY (i, h#l_‘lﬂ/
Figura 4.7: Representacdo das localizagdo de u2™® e ua™.

Fonte: Autor.

Deste modo, os termos convectivos da primeira derivada, (4.56), definido por
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Lo
CONV (uu,_vuy,) = §(u )z + vu,, tornam-se

(u2)ij + v (uy)i;

(O(u?)iy + (1= 0)(uF)ij1) +v; (O(uy)ig + (1= 0)(uy)i1;) -
4.57)

CONV (uu,_vuy);; =

N =N =

Utilizando diferenga central no termo ndo linear u2 e no termo u, de (4.57),

G(U?H,j - U?A,j) + (1 - 9)(“?“,]'4 - U?A,jfl)

2)ij & 4.58
e
O(w;je1 — wij—1) + (1 — 0) (i1 j+1 — Wie1,j-1)

(uy)ig = = : % =, (4.59)

tem-se que o termo convectivo da equagdo (4.56) fica discretizado da seguinte maneira

CONV (utty_vuy)i; — 0(“12+1,j - u%—u) + (14; ‘9)(uzz+1,j—1 - u?—1,j—1)
. <9(uz‘,j+1 — Uij-1) + (12; 0)(ui-1,j+1 — uz‘—l,j—l)) . (4.60)
y

Os termos difusivos da equagdo (4.56) sdo discretizados utilizando diferengas

centrais, resultando em

Uiprj — 2Wij + Wisrj | Ui — 2Uij + Uija
(UMC)M + (Uyy)i,j 2 2 :
52 52

Il

(4.61)

Substituindo (4.60) e (4.61) em (4.56), tem-se a equacdo de convec¢ao-difusdao

discretizada, dada por

9(”?—1—17]‘ - U?—Lj) + (1 - 9)(U§+1,g‘—1 - U$—1,j—1)

46,
<9(Ui,j+1 — 1) + (1 —0) (w541 — Ui—la‘—l))
+ v
2,
el — 2 U il — 2w g
_ K (u SERELR iy, Ui ot + i 1) =0, (462)
T Yy
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ou ainda, com os termos agrupados

2 2
<2Ki 2K’i) €U¢+1,j Qui—l,j Kiuip1;  Kiuioyy
=) i _

2 g 15, 48, 82 &
25, o02) 25, 62) 40,
0 (1 = 0) (w141 — Ui1j-1)
’ ’ — fij =0, 4.63
parai=1,..., M, —1ej=1,...,M, — 1, com erro de truncamento de ordem dois em J, € J,,
ou seja, O(02,0,).

Observa-se que a discretizacdo da equagdo (4.56), dada em (4.63), exige o cdl-
culo de u nos nés de posi¢des (i + 1,5), (¢,7), (4,7 £ 1) e (i £1,j = 1), como pode ser visto
na figura 4.8, ocasionando na resolu¢do de um sistema implicito ndo linear para gerar a solucao

numérica.

A

(i,j+1) (i+1,f+1)/

[(i+1.) O Expansao de Taylor

(i) / @ Média
(i,j-1) (1'+I,j—1)/

Figura 4.8: Esténcil da equacdo (4.63), ilustrando o sistema implicito linearizado, em destaque
encontram-se os nds nas posicoes onde a expansao de Taylor (circulo) e a média (quadrado) serdo
aplicados.

Fonte: Autor.

Seguindo o mesmo padrio desenvolvido para as EDP’s em regime estaciondrio,

porém como alternativa para evitar a necessidade de resolu¢do do sistema nao linear, nas posi¢oes

2

7 em (4.62), lineariza-se os termos convectivos, uf 1 €U aplicando a expansdo da série de

J Z_lvj’
Taylor, resultando em,
2 _2
Uiy j = Ujyq -1+ 2uiv1j-1(Wit1j — Uiv1j-1), (4.64)
ui | = u? + 2wy o1 (U1 j — Uim1j-1) (4.65)
i—1,5 — Yi—1,j-1 1—1,7—1\Ui—-1,5 1—1,j-1)- :

Além da linearizacdo, no termo u; ;1 de (4.59) utiliza-se uma média nos termos

de valores dos estagios j — 1 e j + 1, como opg¢do para solucionar o problema de instabilidade do
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Ui 1 + U1

) , tem-se que

método. Desta forma, considerando a média dada por u; ; =
Us j+1 = 2ui,j — Ujj—1- (466)

Assim, usando as equagdes (4.64)-(4.66) em (4.60), e fazendo algumas manipulacdes algébricas,

obtemos o termo convectivo linearizado com média, dado por

Ujeui,j euiJrl,jfluiJrl,j _ euifl,jfluifl,j _ 'Ujeui,jfl

CONV MedLin(uu,_vuy);; =

5y 2(5 2593 5?/
N (29 — 1) Ui g1 n ( 29) Uity i1 B Uj(l — 9>Uz’—1,j—1
Uj(l — Q)ui,l j+1
yaey 4.
5 (4.67)

Agora, substituindo (4.67) em (4.62) e fazendo mais algumas manipulacdes al-
gébricas obtém-se a equagdo (4.56) na forma discretizada com termo convectivo linearizado com

média, dado por

Qui_Lj_l K ’Uj@ QKZ QKZ 9@6,‘4_1’]’_1 Kz
(‘z—ax 5) 1]*(&7* 2 T )t (T, ) e

bv; K, K; Uj(l - 9)%41,;'71 Uj(l - Q)Uifl,jﬂ
( 5, + 52 ) Ui, j—1 (55 Ui, j+1 2, + 26,
1 0 0 1
—+ (E — 2—51:> U?+17j_1 + (E - E) U;_ 1,5—1 ij = U. (468)

A equacdo (4.68), encontra-se linearizada nas posi¢des ¢ € j, resultando em sis-

tema implicito de equagdes a ser resolvido, em cada passo iterativo pelo método de Gauss-Seidel.

4.2.2 Discretizacao do Sistema Acoplado de Equacoes de Burgers 2D em Regime Permanente

Considera-se o sistema acoplado de equacdes de Burgers em regime permanente
dado por
uZ + (vu)y + Pr — V(Uge + Uyy) =0 (4.69)

(V) + v 4 Py — V(Vsg + vyy) = B (4.70)

As discretizagdes das equagdes (4.69) e (4.70) serdo realizadas em um ponto (4, j). Nos termos
convectivos ndo lineares CONV (uu,_vu,) = ul + (vu), e CONV (vuy_vv,) = (vu), + v;
das equacgdes (4.69) e (4.70), respectivamente, utiliza-se o procedimento apresentado na subse-
¢d0 4.2.1, sendo w2t = Gydtal 4 (1 — 0)ul™, em que x representa a derivada primeira de u € de

v em relacdo a z ou y, com 0 < # < 1. Desta maneira, os termos convectivos de (4.69) e (4.70),
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tornam-se

CONV (uuy_vuy)i; = ul+ (vu), 4.71)

CONYV (vuy_vvy); (vu), + vf, 4.72)

=0 ((Uu)w)” +(1-90) ((UU)I)i,j—l + Q(UZ)Z’J +(1- 9)@2)1'—171"

Y

Utilizando diferenga central nos termos v, v e nos termos (vu), e (vu),, das
equagoes (4.71) e (4.72), respectivamente, tem-se

(uz)ig = 5 , (4.73)
02, —v2. )+ (1 —-0)v>, ., —v:, .
(US)zJ ~ ( 2,j+1 Z,j*l) ( 5 )( i—1,5+1 i—1,7 1)7 (474)
y
0(vi ij+1 — Vij—1U; j— 1 —0)(vie1 i—1,j+1 — Vi—1,j—1Ui—1,5—
(vu),)ij = (Vi jp1Uija1 — Vigatij1) + ( 25)(” Lj+1Ui—1,541 — Vi—1,j-1Ui—1,5 1);(4.75)
Yy
((UU)I)” _ e(viJrl,juiJrl,j - UiijUiij) + (1 - 9)<Ui+1,jflui+1,jfl - Uifl,jfluifl,jfl) .(4.76)

20,

Desta forma, substituindo (4.73) e (4.75) em (4.71), o termo convectivo de (4.69),
fica discretizado da seguinte maneira,

1
CONV (uug_vuy)ij = g(e(u?-&-l,j - u?—l,j) +(1- 9)(u22+1,j—1 - u?—l,j—l))
1

T%(@(Ui,j+1ui,j+1 — Vij-1Uij-1)

(1 - 0)(Ui—1,j+1uz‘—1,j+1 - Ui—l,j—lui—l,j—l))' 4.77)

Similarmente, substituindo (4.74) e (4.76) em (4.72), o termo convectivo de (4.70), fica discreti-
zado por,

1
CON‘/(UUm_UUy)z’,j = i(e(vizﬁﬁrl - U?,jq) +(1— 9)(%271,%1 - %271,]‘—1))
Y
1
+ ﬁ(ﬂ%ﬂ,juiﬂ,j — Uifl,juifl,j)

+ (1 - 9)(Ui+1,j—lui+1,j—1 - Ui—l,j—lui—l,j—l))- (4.78)
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Os termos difusivos da equacdo (4.69), sao discretizados utilizando diferengas

centrais, como apresentado em (4.61), e da equacgdo (4.70) de forma similar, resultando em

~ Vil — 20i Vi1 Vi — 205 + Vi

(Um)i,j + (Uyy)i,j 52 52
x Yy

(4.79)

Lembrando que as fungdes p(z,y) e B(z,y) da equagdo (2.13) sdo conhecidas,
logo as mesmas sdo avaliadas nos pontos (7, j), deste modo, substituindo (4.61) e (4.77) em (4.69),

(4.78) e (4.79) em (4.70), obtém-se o sistema de equagdes de Burgers 2D em regime permanente
discretizado

9(U12+1,j - u?—l,j) +(1— 9)(U?+1,j—1 ~ u?—lu’—l)

20,
(Vi j1ti j+1 — Vij—1ij—1) + (1 — 0)(Vic1 j41%i—1 41 — Vi1 j—1Wi—1 j—
+ ( J+1 %, 5+1 J—1%, 1) ( )( 1,5+1 1,5+1 1,5-1 1,7 1) + (pz)m
20,
— v (uiﬂ’j — 2iy T Uim1y + Uiy = Ui + uM_l) =0, (4.80)
92 63
e
O0(v7 1 —vi5_1) + (L= 0) (07 o — iy ;1)
20,
e(vz‘+1,jui+1,j - Ui—l,jui—l,j) + (1 - ‘9)(Ui+1,j—lui+1,j—1 - Ui—l,j—lui—l,j—l)
20,
Vig1j — 2055+ Vic1; | Uiy — 2055 + 00
- v < — s 5 )~ B =0 (4.81)
x Yy
ou ainda, com os termos agrupados
QUZ‘ j—1 14 ) (21/ 2V) (01)1 j+1 14 )
—— e S | Uijat | 5t Wit | e — 5 ) Wi
( 20, 55 92 (55 20, 55
B 9%271,3' VUi QU?H,J‘ VUit (0 — 1)“?7“71 B (1= 0)vi_1 j_1ui—1 1
20, 92 20, 92 20, 20,
(1—- 9)U22+1 -1 (1—0)vi4 GH1Ui—1 541
+ : + : . + (p2)i; =0, (4.82)
20, 20, !

Oui—1; v n 2v n 2v n Ouir1,; v
26, o2) W \ezaz) M 26, o02) "M

2 2 2
. ‘%z‘,j—l PV evi,jﬂ _ PUij+1 (9 - 1)%—1,;‘—1 (1 - 9>Ui—l,j—lvi—1,j—1

20, 52 20, 52 20, B 20,

(1—0)v2, . 1 —0)vig1j—1Uit1 -
" - 1,j+1 I ( ) '1'21(75] 1Ui+1,5-1 4 (py%j — B;; =0, (4.83)
Y X
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parai=1,..., M, —1ej=1,...,M, — 1, com erro de truncamento de ordem dois em J, € J,,
ou seja, 0(53, 57).

Verifica-se que o processo de discretizacdo do sistema (2.13) exige o célculo do
produto dos termos das fung¢des u e v, no né de posigdo (i, j + 1), para a resolugdo do sistema ndo
linear obtido em (4.82), e do né de posi¢do (i + 1, j) para a resolugdo do sistema ndo linear obtido

em (4.83), como ilustrado na figura 4.9a-b, respectivamente.

A A
(i,j+1) (i+1,f+1)/ /(z‘—lﬁl) /+1) ﬂﬂ +7/

Mi+1, I) (i-1,f

/ /
/ﬂ; 1)/ / (i-1,j-1) /’(’f i-1) (1‘+I,j—1)/

©Expansdo de Taylor @ Média

Figura 4.9: Esténcil das equagdes (4.82) e (4.83), ilustrando o esquema implicito linearizado onde,
destaca-se as posi¢Oes onde a expansdo de Taylor (circulo) e média (quadrado) serdo aplicadas: (a)
referente a equacdo (4.82); (b) referente a equacgao (4.83).

Fonte: Autor.

Desta forma, lineariza-se os termos convectivos aplicando a expansdo da série
de Taylor, como descrito em (4.64)-(4.65) e (4.84)-(4.87),

Vi jUij = Vi1 Wiyt Vi1 (Ui — o1 f) + w1 (Vi — Vie1j); (4.84)
2 2

Vij+1 = Vim1j+1 + 2Uifl,j+1(vi,j+l - Uifl,j+1>; (4.85)
2 2

Vi1 = Vi1 T 20151 (Vi1 — Ve 1), (4.86)

WiVig = Ui j—1Vij-1 + i1 (Vg = Vijo1) + vijo1(uij — wij1). (4.87)

Além disso, nos termos v; j11U; j+1 € Uiy1,;Vit1,5, S30 consideradas as médias,

como op¢do para solucionar a instabilidade do método, Desta maneira, as médias sdo dadas por,

Vi jr1Wijp1 + Vij—1Uij—1

Vi, jUij = 5 ; (4.88)
Vig1,jUit1,j T Vio1,jUi—1,

Ui, jVij = ; (4.89)

2
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resultando, respectivamente em
Vi1t = 205U = Vi1 tijo; (4.90)

Vi1, Ui = 2Ui Vi — Vie1,jUi-1 - (4.91)

Assim substituindo (4.64),(4.65), (4.84) e (4.90) em (4.77), e de modo andlogo
(4.85)-(4.87) e (4.91) em (4.78) obtém-se os termos convectivos das equacdes (4.69) e (4.70) line-

arizado com média dados por

CONV MedLin(uu,_vu,) = 2—3%(29ui+17j_1ui+17j — 2007,y ;g — 20Uy j Ui
+ 29U3_17j_1 + U?+1,j—1 + U?—l,j—l)
+ 2L5y<—6u1'7j_]_(/0i_1’j+1 + Vi1,j-1) + 2005 Ui j
— v i1 OV U
Ov; j—1 (w1 j—1 + Ui—1,j41) (4.92)

+ (1 - 9)(Ui—1,j+1ui—1,j+1 - Ui—l,j—lui—Lj—l))-

e
. 1 2
C'ONVMedLm(vux_vvy) = 5(29%—13—4—1%,-&-1 - 29”1_173'_1 - 2‘9Ui—1,j—lvi,j—1
y
2 2 2
20071 ;4 + Uil ju — Uz’fl,jfl)
1
+ o (FOvie (Uimroa + i go1) + 20U i
xr
— OVt Ui T OV U1
— Oui1;(Vic1 -1 + Vig1-1)
+ (1= 0) (Vi1 jo1Uit1j-1 — Vim1j—1Uim1,4-1))- (4.93)

Portanto substituindo (4.92), (4.93) em (4.80) e (4.81), respectivamente, obtemos
o sistema acoplado de equacgdes de Burgers 2D em regime permanente dado em (2.13), na sua

forma discretizada com termos convectivos linearizados com média, dado por

Hui,u,l v 2v 2v 9’[}1',1’]'+1 eui+17j,1 v
_T—5—2 Ui—l,j+ g‘l'é_g‘f“T U@j‘f‘ T_ﬁ Ui41,5

T T

91),‘_1 j—1 14 Q’Ui_l j+1 Vg 541 0 1 2
— I o T g - — 2 - o i,
2 e, )T TR 5, 20,)

L 0\ , Victg-1 | icigo1  Bvigo

b L Vislgn Ovi_1 1 Ovija

5, 2, 5, 2, ) Wi—1,j41 + (Pa)ij ( )
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—0’01‘,1 j—1 14 ) <2V 2v Guiﬂ j1> 9’01',1 +1 v
_— - Vi, j—1 + | =+ = —_— %% + | —+ = Vi j+1
Qui,lyj,l v 0ui+17j,1 VU415 0 1 9
* ( 2%, 2 25, )UYW e T\§, 2, ) e
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Observe que o sistema de equagdes resultante, dado por (4.94) e (4.95), refere-se

a um sistema implicito acoplado porém linearizado nas posi¢des i € j. A resolucdo do sistema em

cada passo iterativo serd pelo método de Gauss-Seidel.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta os resultados das simulagdes numéricas das EDP’s obti-
dos pelos esquemas apresentados no Capitulo 4, em conjunto com as especificas condi¢des iniciais
e de fronteiras. Também faz-se uma andlise qualitativa, comparando as solucdes numéricas e ana-
liticas e analisando os erros utilizando as normas L; ¢ Lo do erro relativo, dados em (3.11) e
(3.12).

5.1 RESULTADOS NUMERICOS DAS EQUACOES EM REGIME TRANSIENTE

Nesta secao avalia a precisdao do esquema implicito linearizado considerando a
equacdo de Burgers 2D e os sistemas acoplados de equacdes de Burgers 2D e de Navier-Stokes, em
regime transiente, comparando qualitativamente os resultados com solucdes analiticas conhecidas

na literatura.

5.1.1 Teste 1: Equacao de Burgers 2D

A solugdo analitica da equacdo de Burgers 2D, definida em (2.1), com condi¢ao

inicial .
) 70 = ) ] E 0;1, 5.1
e condicdes de fronteiras
1
Oa t) = —
R (e e=)y
1
U(l,y,t) = (1 +exp(2—i-231//—t))a
1
0,t) = 5.2
B () 2
1
u(z,1,t) = — t>0,

para v = 1/ Re, obtida a partir da transformacdo de Hopf-Cole, [40], é dada por

1
(1+ ea:p(%l{,_t))'

Para analisar resultados do esquema implicito linearizado, apresentado na equa-

u(z,y,t) = (5.3)

¢do (4.17), considera-se o dominio em 0 < z,y < 1, adotando ¢, = ¢, = 0.025, equivalente a
M, = M, = 40, v = 0.01, 6; = 0.005 ou M; = 200, um tempo final de simulacdo ¢ = 1 e uma
tolerncia de 1073 para resolver o sistema iterativo de Gauss Seidel.
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Na Tabela 5.1, apresenta-se os resultados da solugdo numérica de u(x,y,t = 1),
para diferentes valores de #, de acordo com a equagado discretizada (4.17) e da solucdo analitica

(5.3), em conjunto com as condi¢des (5.1) e (5.2), para alguns valores de x e y = 0.5.

Tabela 5.1: Solug¢des numérica e analitica de u(x,y,t), parat = 1

Sol. Numérica Sol. Analitica
X #=0.1 0=0.3 0 =0.5 #=0.8 0 =1.0
0.15 1 1 1 1 1 1
0.3 1 1 1 1 1 0.99998
0.45 1.0259 1.0132 1.0013 0.98505 0.97512 0.97069
0.6 0.024431 0.026499 0.028751 0.03250 0.035264 0.017986

0.75 5.0502e-005 5.4988e-005  5.9918e-005  6.8231e-005 7.4447e-005 1.013e-005
0.9 1.0374e-007 1.1201e-007  1.2103e-007  1.3607e-007 1.4721e-007  5.6028e-009

Observa-se na Tabela 5.1, que os valores de ¢ ndo geraram grandes variagdes
entre as solugdes numéricas. Assim, considerando ¢ = 0.5 ilustra-se na figura 5.1, as solucdes

numérica e analitica da equagdo (2.1) com as condicdes (5.1) e (5.2).

a) Solucao Analitica b) Solucao Numérica

Figura 5.1: Solucdes da equacdo de Burgers 2D, para M, = M, = 40, v = 0.01, M, = 200 e
t = 1: (a) Solugdo Analitica e (b) Solu¢do Numérica.

Verifica-se que as solugdes apresentadas na figura 5.1 sdo praticamente as mes-
mas. No entanto, para uma melhor compreensao do resultado numérico ilustrado, realiza-se um
corte na solucdo em y = 0.5 e y = 0.9, avalia-se os resultados considerando as malhas para
M, = M, = 40 e 80 e mantém os valores para os demais parimetros, que podem ser observados
na figura 5.2.
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Figura 5.2: Solucdes da Equagdo de Burgers 2D com M; = 200, § = 0.5 et = 1: (a) corte em
y = 0.5; (b) corte em y = 0.9, para M, = M, = 40; (c) corte em y = 0.5; (d) corte em y = 0.9,

para M, = M, = 80.

Nota-se na figura 5.2a-b, para o qual foi utilizado M, = M, = 40, uma pe-

quena oscilacdo na solucdo numérica, que com o refinamento da malha, figura 5.2c-d, os resulta-

dos tornaram-se mais precisos, diminuindo as oscilagdes. Estes resultados ficam mais evidentes

quando avaliados considerando as linhas de contorno das solugdes, ilustrados na figura 5.3, no qual

foi incluido a solugdo para M, = M, = 160.
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Figura 5.3: Linhas de contorno das solucdes da equagdo de Burgers 2D: (a) Solucdo analitica, (b-d)
Solugdes numéricas para M, = M, = 40, 80 e 160, respectivamente, M; = 200.

Assim, por meio das linhas de contorno, foi possivel realizar um acompanha-
mento rigoroso sobre o comportamento do esquema implicito linearizado, devido ao fato da so-
lucdo analitica ser conhecida, onde constatou que com o refinamento da malha os resultados
tornaram-se mais precisos, contornando as oscilagdes na solu¢do numérica, figura 5.3. Outro pa-
rametro importante, para resultados mais precisos, refere-se ao refinamento do tempo, observou-
se que para os resultados apresentados na figura 5.3d, refinando o tempo, isto é considerando
M; = 400, as linhas de contorno da solu¢do numérica tornam-se similares as linhas de contorno da
solucdo analitica. Porém, tanto o refinamento no espaco quanto no tempo levam a um custo com-
putacional alto. Desta forma, optou-se por avaliar as normas L; e Ly do erro relativo considerando
diferentes malhas, isto é, M, = M, = 20, 40, 80 e 160, M; = 200.
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Figura 5.4: Grifico do erro para diferentes malhas: (a) erro na norma L, ao refinar a malha; (b)
erro na norma L4 ao refinar a malha.

Conforme o esperado verifica-se que os resultados numéricos melhoram quando
o nimero das particdes é aumentado, figura 5.4, gerando erros de ordem 1072 nas normas L; e Lo,

para os diferentes tipos de malhas, resultados que podem ser confirmados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Erro de aproximacao para diferentes malhas.

M, = M, £l £l
20 0.00087726 | 0.00207730
40 0.00034351 | 0.00095964
80 4.5034e-005 | 0.00065668
160 | 9.8453¢-006 | 0.00031478

Pelas figuras 5.1-5.4, pode-se concluir que o esquema implicito linearizado per-
mitiu obter uma solug¢io numérica préxima a solucdo analitica, com erros da ordem de 1073 se-
gundo as normas L; e Lo.

Ainda, como uma outra alternativa para avaliar o método apresentado neste tra-
balho, compara-se qualitativamente os resultados dos erros na norma Ly do esquema implicito li-
nearizado com um esquema upwind de alta ordem explicito [28]. O esquema obtido por Medeiros
(2013) utiliza aproximagdo progressiva e central nos termos temporal e difusivo, respectivamente,
e no termo convectivo uma discretizagdo pelo método upwind utilizando o esquema ADBQUIC-
KEST.

Os resultados dos erros na norma Lo, para 0 < ¢t < 1, M, = M, = 40, M, =
200, v = 0.01, entre os esquemas implicito linearizado e upwind de alta ordem explicito, [28],

encontram-se apresentados na figura 5.5.
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Figura 5.5: Comparacdo qualitativa dos resultados dos erros na norma L, entre 0s esquemas im-
plicito linearizado, linha pontilhada, e o esquema ADBQUICKEST, linha sélida.

Observa-se, na figura 5.5 que o esquema implicito linearizado quando compa-
rado com o esquema ADBQUICKEST apresentou erros menores, desta forma pode-se afirmar
que os resultados obtidos pelo mesmo sdo melhores. Também, é importante ressaltar que a im-
plementacdo do esquema implicito linearizado, via Gauss Seidel, apesar de um grande nimero
de manipulacdes algébricas, é mais simples do que do sistema explicito resultante do esquema
ADBQUICKEST apresentado por Medeiros (2013).

Avaliado o esquema implicito linearizado para a equacio de Burgues 2D, faz-se,
entdo uma andlise de forma similar para os sistemas acoplados de equacdes de Burgues 2D e de

Navier-Stokes.

5.1.2 Teste 2: Sistema Acoplado de Equacoes de Burgers 2D

O sistema acoplado de equacdes de Burgers 2D, definido em (2.4), com as con-

di¢des iniciais

: ) —dvmcos(2mx)sen(my) (5.4)
u(x = .
'Y 2 + sen(2rz)sen(my)

v(z,y,0) = —2vmsen(2nz)cos(ry) 0<zr<leO0<y<l,

2 + sen(2mx)sen(mwy)
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e as condicoes de fronteiras

u(0,y,t) = —2vwrexp(—5rivt)sen(my),

u(l,y,t) = —2vmexp(—sr’vt)sen(ry),

u(z,0,t) = 0,

u(z,1,t) = 0,

v(0,y,8) = 0,

v(l,y,t) = 0, (5.5)
v(x,0,t) = —vmexp(—5rivt)sen(2rx),

v(x,1,t) = vrexp(—5rvt)sen(2nz), t >0,

tem solucdo analitica, utilizando a transformacao de Hopf-Cole, dada por [28, 41]

2 —5m2 2
Wz t) = —2 mexp(—bmvt)cos(2mx)sen(my) | 5.6)
2 4 exp(—bm2vt)sen(2mx)sen(my)

mexp(—5m?vt)sen(2mx)cos(my)

v yt) = 2 + exp(—5m2ut)sen(2rx)sen(my)”

Considerando o dominio em 0 < z,y < 1, 0, = J, = 0.0125, equivalente a
M, = M, = 80, v = 0.001, §; = 0.005 ou M; = 200, um tempo final de simulagdo ¢ = 1, e uma
tolerancia de 10~ para resolver o sistema iterativo de Gauss Seidel, comparam-se os resultados do
esquema implicito linearizado para o sistema de equacdes de Burgers 2D, apresentado em (4.31) e
(4.41), com a respectiva solucdo analitica de u(z, y,t) e de v(x, y, t), equagdes (5.6).

As Tabelas 5.3 e 5.4, apresentam os resultados das solugdes numéricas de u(x, y, t)
ev(z,y,t), parat = 1, para diferentes valores de 0, e das solugdes analiticas, em conjunto com as

condigdes (5.4) e (5.5), para alguns valores de x e y = 0.5.

Tabela 5.3: Solugdes numérica e analitica de u(x,y,t), t =1

Sol. Numérica de u Sol. Analitica de u
X #=0.1 0=0.3 0=0.5 0=0.8 #=1.0
0.15 -0.002536 -0.002536 -0.002536 -0.002536 -0.002536 -0.002536
0.30 0.0012716  0.0012716 0.0012716 0.0012716  0.0012716 0.0012716
0.45 0.0049554  0.0049554 0.0049554 0.0049554  0.0049554 0.0049453
0.60 0.0067110  0.0067110 0.0067110 0.0067110  0.0067110 0.0067105
0.75 -6.29¢-013  -6.37e-013 -6.46¢-013 -6.58¢-013  -6.65e-013 2.09e-018

0.90 -0.0067111 -0.0067111 -0.0067111 -0.0067111  -0.0067111 -0.0067105
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Tabela 5.4: Solugdes numérica e analitica de v(z, y,t), t = 1

Sol. Numérica de v Sol. Analitica de v

X 0=0.1 0=0.3 0=05 0=038 0=10
0.15 -6.858e-005 -6.858e-005 -6.858e-005 -6.858e-005 -6.858e-005 -6.859¢-005
0.30  -7.688e-005 -7.688e-005 -7.688e-005 -7.688e-005 -7.688e-005 -7.688e-005
0.45 -3.162e-005 -3.162e-005 -3.162e-005 -3.162e-005  -3.162e-005 -3.163e-005
0.60  9.576e-005  9.577e-005 9.577e-005 9.577e-005  9.577e-005 9.577e-005
0.75 0.00022391  0.00022391 0.00022391 0.00022391  0.00022391 0.00022386
0.90 9.576e-005  9.577e-005 9.577e-005 9.577e-005  9.577e-005 9.577e-005

Observa-se nas Tabelas 5.3 e 5.4, que independente do valor de 6, todas as so-
lucdes numéricas se aproximaram da solucdo analitica, tais resultados podem ser confirmados

utilizando as normas L; e L, do erro relativo, apresentado na Tabela 5.5.

Tabela 5.5: Norma do erro L; e L, para diferentes valores de 6, com ¢, = d,, = 0.0125.

Norma do erro ||E||, Norma do erro || E||,

0 u(z,y,t) v(z,y,t) u(z,y,t) v(z,y,t)
0.1 1.7464e-006 6.0129¢-007 0.00019323 7.4139¢-005
0.3 1.7588e-006 5.5844e-007 0.00019488 7.6186e-005
0.5 1.7961e-006 4.2988e-007 0.00019967 8.2158e-005
0.8 1.8333¢-006 3.0133e-007 0.00020422 8.7916e-005
1.0 1.8581e-006 2.1563e-007 0.00020714 9.1655¢-005

Considerando 8 = 0.5, e em concordancia com os resultados das Tabelas 5.3 e
5.4, ilustra-se na figura 5.6 as solu¢des numérica e analitica do sistema (2.4) para M, = M, = 80,
M; =200,v =0.00let=1.
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Figura 5.6: Superficies das solug¢bes para o sistema acoplado (2.4) com M, = M, = 80, M, =
200, v = 0.001, e t = 1: (a) Solugdo Analitica de u; (b) Solu¢cdo Numérica de u; (c) Solugao
Analitica de v; (d) Solu¢ao Numérica de v.

A partir dos resultados apresentados na figura 5.6 pode-se concluir que o es-
quema implicito linearizado gera solucdes numéricas similares as solu¢des analiticas, tais resulta-
dos podem ser confirmados na figura 5.7, onde ilustra comparacdes entre as solugdes, na direcdo
x com cortes para y = 0.5 e 0.9, figura 5.7a-c e na dire¢do y com cortes para x = 0.5 e 0.9, figura
5.7b-d.
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Figura 5.7: Solugdes analitica e numérica de u(z,y) para: (a) y = 0.5ey = 09et = 1; (b)
r=05ex=0.9et=1. Solugdes analitica e numérica de v(x,y) para: (c)y = 0.5ey=09e
t=1,(dx=05ex=09et=1.

Para o sistema em estudo, comparou-se as linhas de correntes dos resultados
numérico e analitico, considerando os pardmetros M, = M, = 80, M; = 200, v = 0.001 e t = 1,
tais resultados encontram-se ilustrados na figura 5.8.

Pela comparagdo das figuras 5.8a e figura 5.8b percebe-se que as linhas de cor-
rentes sao coerentes, no qual, pode-se esperar que o esquema implicito linearizado, resultante da

discretizagdo do sistema de equagdes de Burguers 2D, conseguiu reproduzir a solucdo analitica.
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Figura 5.8: Linhas de correntes das solucdes para M, = M, = 80 e M, = 200: (a) Solucdo
analitica; (b) Solu¢ao numérica.

Agora, na figura 5.9, pode-se analisar os valores dos erros nas normas L; € Lo

ocorridos para as solugdes de u e de v, considerando malhas com M, = M, = 20, 40, 80 e 160,
M, =200,vr=0.001,0 =05et =1,

2.9}
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Figura 5.9: Graficos dos erros para diferentes malhas: (a) erros na norma L, para u e v; (b) erros
na norma L, para u e v.
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Como esperado, o erro diminui conforme o refinamento da malha, resultando

erros relativo da ordem 107° na norma L; e 1073 na norma L, para u e v como observado na

figura 5.9 e na Tabela 5.6.

Tabela 5.6: Normas do erro L; e Ly para u e v para diferentes malhas e § = 1.0

Norma do erro || E|

Norma do erro || E|],

M, = M, u(z,y) v(z,y) u(z,y) v(z,y)
20 2.5478e-005 1.2751e-005 0.00128630 0.00074684
40 6.5035e-006 2.9745e-006 0.00026134 0.00022428
80 1.7961e-006 4.2988e-007 0.00019967 8.2158e-005
160 1.1222e-006 8.3992e-008 0.00015774 5.2127e-005

5.1.3 Teste 3: Sistema de Equacoes de Navier-Stokes 2D

Nesta subsec¢do, investiga-se as solugdes numéricas para o sistema de equacdes
de Navier-Stokes, a fim de compara-las com a solucdo analitica obtida na literatura [32].

Considere a equagdo de Navier-Stokes, definida em (2.7), em que a solug@o ana-
litica é dada por [32],

u(z,y,t) = —cos(rx)sen(my)e (5.7)

v(x,y,t) = sen(nx)cos(my)e > (5.8)

As condi¢des iniciais e de contornos sao obtidas a partir da solucdo analitica. O

termo de pressao e os termos fontes sao dados por,

p(z,y,t) = —i[cos(%rx) + cos(2my)]e (5.9
fi(x,y,t) = 2(1 — vr?)cos(mx)sen(my)e (5.10)
fo(z,y,t) = 2(=1 + vr?)sen(mx)cos(my)e > (5.11)

Para uma analise dos resultados do esquema implicito linearizado das equacdes
de Navier-Stokes, apresentadas em (4.54) e (4.55) considerou-se o dominio em 0 < z,y < 1,
adotando 4, = ¢, = 0.0125, equivalente a M, = M, = 80, v = 0.0002, §; = 0.0001 ou
M, = 10000, um tempo final de simulag¢do ¢ = 1, e uma tolerancia de 10~3 para resolver o sistema
iterativo de Gauss Seidel.

Nas Tabelas 5.7 e 5.8 apresentam os resultados das solu¢cdes numéricas e anali-
tica da equacdo (2.7), para t = 1, considerando diferentes valores para 6, para alguns valores de x

ey = 0.5.



Tabela 5.7: Solug¢des numérica e analitica de u(x, y,t), parat = 1.

Sol. Numérica de u

Sol. Analitica de u

X 0=0.1 0 =0.3 0 =0.5 =08 6=10

0.15 -0.12063 -0.12064 -0.12066 -0.12068 -0.12070 -0.12049

0.30  -0.07957 -0.07958 -0.07959 -0.07961  -0.07962 -0.07948

045 -0.02117 -0.02118 -0.02118 -0.02118 -0.02118 -0.02115

0.60 0.04183  0.04183 0.04184 0.04185  0.04185 0.04178

0.75 0.09573  0.09574 0.09575 0.09577  0.09578 0.09562

0.90 0.12875  0.12877 0.12878 0.12881  0.12882 0.12861

Tabela 5.8: Solugdes numérica e analitica de v(z,y,t), parat = 1.
Sol. Numérica de v Sol. Analitica de v

X 0=0.1 0=0.3 0=0.5 0=0.8 0=1.0
0.15 0.002285 0.0022819 0.0022747 0.002264 0.002259 0.0024122
0.30 0.004113 0.0041041 0.0040921 0.004074  0.004062 0.0042985
0.45 0.005034 0.0050167 0.0050019 0.004979  0.004965 0.0052478
0.60 0.004844 0.0048297 0.0048154 0.004794  0.004779 0.0050532
0.75 0.003593 0.0035817 0.0035701 0.003552  0.003540 0.0037570
0.90 0.001540 0.0015330 0.0015252 0.001512  0.001503 0.0016419
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Observa-se nas Tabelas 5.7 € 5.8 que todas as solu¢des numéricas se aproxima-

ram da soluc¢do analitica, independente do valor de 6. Assim tomando 6 = 0.8, Mz = My = 80,

M, = 10000 e v = 0.0002 encontra-se ilustrados na figura 5.10 as solu¢cdes numérica e analitica

da equacao (2.7).

Pelos resultados apresentados na figura 5.10 pode-se concluir que o método uti-

lizado neste trabalho, onde aplicou-se lineariza¢do nos termos convectivos, gerou solugdes numé-

ricas similares as solugcdes analiticas, tais resultados podem ser confirmado na figura 5.11 em que

ilustra comparacdes entre as solucdes, na dire¢do x com cortes para y = 0.5 e 0.9, figura 5.11a-ce

na dire¢c@o y com cortes para z = 0.5 e 0.9, figura 5.11b-d.
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a) Solucao Analitica u b) Solucao Numérica u

¢) Solucao Analitica v d) Solucao Numérica v

Wiy )

Figura 5.10: Superficie das solucdes para equagdo (2.7) com Mx = My = 80, M; = 10000,
v =0.0002 e t = 1: (a) Solucdo Analitica de u; (b) Solu¢cdo Numérica de u; (c) Solugcdo Analitica
de v; (d) Solucao Numérica de v.

A fim de analisar os valores dos erros nas normas L; e Lo, discretizou-se o
dominio em M, = M, = 20, 40, 80 e 160 elementos com M; = 10000, 6 = 0.8 et = 1.
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b) corte x =0.5ex=0.9

—— SalNum x=0.5
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Figura 5.11: Solugdes analitica e numérica de u(z,y) para: (a) y = 0.5ey = 09et = 1; (b)
r=05ex=09et=1. Solugdes analitica e numérica de v(z,y) para: (c)y =0.5ey=09e
t=1(dx=0bex=09et=1.

Conforme esperado verifica-se diminui¢do do erro quando aumenta-se 0 nimero

de elementos na malha, tal resultado pode ser confirmado na figura 5.12 e na Tabela 5.9.

Tabela 5.9: Normas do erro L, e L, para u e v para diferentes malhas.

Norma do erro ||E||,

Norma do erro ||E||,

M, = M, u(z, y) v(z,y) u(z, y) vz, y)
20 0.00715580 0.00442290 0.1359600 0.084034
40 0.00075401 0.00046589 0.4002960 0.018170
80 6.4440e-005 3.9300e-005 0.0050909 0.003105
160 5.0190e-006 3.4500e-006 0.0007980 0.000548
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Figura 5.12: Graficos dos erros: (a) erros na norma L, ao refinar a malha; (b) erros na norma Lo

ao refinar a malha.

ng
08¢
07k
DGE
= 0.5¢
04¢
0.3F
02¢

01

Também comparou-se as linhas de correntes dos resultados numérico e analitico,
considerando M, = M, = 80, figura 5.13.
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Figura 5.13: Linhas de correntes para M, = M, = 80 : (a) Solucdo analitica; (b) Solucdo

numérica.

Pela comparacdo das figuras 5.13a-b nota-se que as linhas de correntes sio co-

erentes, de modo que o esquema implicito linearizado consiga reproduzir a soluc¢ao analitica das

equagdes de Navier-Stokes. Ainda analisou-se os erros das linhas de correntes nas normas L e
L, considerando malhas com M, = M, = 20, 40, 80 e 160, Tabela 5.10.
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Tabela 5.10: Erro de aproximagao

M, =M, | |El, £l
20 0.0058053 | 0.110300
40 0.0006103 | 0.023803
80 5.187¢-005 | 0.004098
160 [ 4.234e-006 | 0.000673

Verificou-se a diminuicdo do erro quando aumenta-se o nimero de particoes,
gerando erro de ordem 1075 na norma L, e de ordem 10~* na norma L, resultado visto na figura
5.14 e Tabela 5.10.

a) Erro Norma L, b) Erro Norma L,
3
x10
6 . 012,
5t 04l b - Norma L2
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— | —
g al 2 006}
5 5
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1t 002} -
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0020 20 B0 80 100 120 140 160
Mx=My Mx=My

Figura 5.14: Gréficos dos erros das linhas de correntes: (a) erro na Norma Lq; (b) erro na Norma
Lo.

Dos resultados apresentados, verificou-se que o esquema implicito linearizado
resultante das discretizagdes das equacdes em regime transiente reproduziu solucdes numéricas
similares as solucdes analiticas. Para avaliar o procedimento de linearizagao com a média, sera
considerado a equagdo de convecgdo-difusdo 2D e o sistema acoplado de Burgers 2D em regime

permanente.

5.2 RESULTADOS NUMERICOS DAS EQUACOES EM REGIME PERMANENTE

Esta secdo € dedicada ao estudo da equagdo de convecgao-difusdo 2D e do sis-
tema acoplado de Burgers 2D em regime permanente, comparando qualitativamente os resultados

com solugdes analiticas conhecidas na literatura.
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Para analisar os resultados do esquema implicito, descrito no Capitulo 4, apre-

sentado em (4.68), serd considerado a equacdo de convecgdo-difusdo 2D, definida em (2.11), con-

di¢des de fronteiras,

cuja solugdo analitica € dada por,

u(0,y) 0;
u(l,y) y;
u(z,0) 0;
u(z, 1) x.
u(z,y) = 2*y°,

sendo K (z) = 2%, v(y) = ye f(x,y) = 223(y* — x) [33].
Considerando o dominio 0 < z,y < 1, com 9§, = d, = 0.025, ou equivalente,

(5.12)

(5.13)

M, = M, = 40, e uma tolerancia tol = 10~8 para resolver o sistema iterativo de Gauss Seidel,

compara-se os resultados do esquema de linearizacdo com média para a equacdo de conveccao-

difusdo 2D, apresentado em (4.68), com a solucdo analitica. Na Tabela 5.11 apresenta as solugdes

numéricas e analitica, para alguns valores de z e y = 0.5, e diferentes valores para 6, sendo
6 =0.1,0.3,0.5,0.8e 1.0,

Tabela 5.11: Solug¢des numérica e analitica de u(x, y), para alguns valores de x e y = 0.5

Sol. Numérica

Sol. Analitica

X 0=0.1 0=03 0=05 0 =028 0=1.0
0.15 6.8974e-003 6.5151e-003  6.1526e-003  5.6430e-003  5.3245e-003  5.0766e-003
0.30 2.3373e-002 2.2783e-002  2.2208e-002  2.1372e-002  2.0830e-002  2.0306e-002
045 4.9373e-002 4.8692e-002  4.8023e-002  4.7038e-002 4.6394e-002  4.5689e-002
0.60 8.4878e-002 8.4221e-002  8.3572e-002  8.2611e-002  8.1980e-002  8.1225e-002
0.75 1.2987e-001 1.2935e-001  1.2883e-001  1.2807e-001 1.2756e-001  1.2691e-001
090 1.8424e-001 1.8398e-001 1.8373e-001 1.8335e-001  1.8310e-001  1.8276e-001

Verifica-se que os valores mais proximos da solug@o analitica u(z,y), Tabela

5.11, sdo obtidos para § = 1.0, tais resultados podem ser confirmados utilizando as normas L, e

Lo, como apresentado na Tabela 5.12.



Tabela 5.12: Erro de aproximagao

0 JEl, [ET

0.1 | 2.5824e-004 | 2.8576e-004
0.3 | 2.0711e-004 | 2.2918e-004
0.5 | 1.5665e-004 | 1.7335e-004
0.8 | 8.2182e-005 | 9.0941e-005
1.0 | 3.3333e-005 | 3.6886¢e-005
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Concordando com os resultados apresentados nas Tabelas 5.11 e 5.12, ilustra-se
na figura 5.15 as solucdes analitica e numérica, para M, = M, = 40 e ¢ = 1.0, assim como
comparagOes entre as solu¢des emy = 0.5e y = 0.9.

a) Solucao Analitica b) Solucao Numérica

o :::::-:3:::::‘: . A :

c)cortey=05ey =009

—+— Sol Num y=0.5
—— SolNumy=09
Sol Analitica

Figura 5.15: Solugdo da equagdo de convecgdo-difusdo com M, = M, = 40 e 0 = 1.0: (a)
Solugdo Analitica; (b) Solucdo Numérica; (c) corteem y = 0.5e y = 0.9.

Para uma andlise detalhada sobre o método utilizado, avalia-se na figura 5.16 as
norma L, e Ly, para M, = M, = 10,20,40,80e 160 e 6 = 1.0.

Pode-se verificar que as normas do erro torna-se menor com o refinamento da
malha, resultando erro de ordem 10~ a 10~ para L; e de ordem 10~2 a 10~7 para Lo, resultado

confirmado na figura 5.16a-b e na Tabela 5.13

Tabela 5.13: Erro de aproximacdo nas normas L e L, para diferentes malhas

M, =My | |IE], £l
10 0.00021352 | 0.0019217
20 1.389¢-005 | 0.0002640
40 9.457e-007 | 3.688-005
80 6.607e-008 | 5.219e-006
160 4.727e-009 | 7.517e-007
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Figura 5.16: (a) erro na norma L; ao refinar a malha; (b) erro na norma L, ao refinar a malha.

5.2.2 Teste 5: Sistema Acoplado de Equacoes de Burgers 2D em Regime Permanente

Seja o sistema de equagdes de Burgers 2D no regime permanente definido em

(2.13), com as condic¢des de fronteiras

u(0,y) = 0,

u(l,y) = 0,

u(z,0) = 0,

u(z,1) = 16(2* —22° + 2?),

v(0,y) = 0,

o(l,y) = 0, (5.14)
v(z,0) = 0,

v(z,1) = 0.

O sistema descrito em (2.13) com as condi¢des (5.14) refere-se ao problema da
cavidade quadrada, em que a tampa movimenta-se na direcao x com velocidade conhecida e um
termo fonte B(z,y, Re), com Reynolds unitario, atuando sobre o escoamento [34].

Os termos p e B sdo definidos por

B(]},y,Re) = _g

oo [24F () + 2/ (2)g" (y) + ["(2)g(y)] = 64[Fa(2)G1 (y) — 9(v)g' (v) F1 ()],

p(x,y, Re) = %[F ()" (y) + f'(2)d (y)] + 64F2(2)[9(y)g" (y) — (¢'(y))?] (5.16)
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onde,
F(z) = /f )d;
Fi(z) = (:v)—[f’(:v)]z;
Fy(z) = /f () (5.17)
Gily) = "’(y)—g’(y)g"(y)~

em que f(x) e g(y) sdo funcdes diferencidveis nas varidveis x e y respectivamente [34, 35, 36].
Em particular para este problema as fungdes f(z) e g(y) sdo dadas por f(z) = 2* — 223 + 2% e
9(y) =y* =y

As solugdes analiticas u(x, y) e v(z, y) do sistema (2.13) sdo dadas por

u(z,y) = 8(z* — 22° + %) (4y* — 2y), (5.18)

v(x,y) = —8(4x — 6272 4 22) (v* — ?). (5.19)

Para uma analise dos resultados das solucdes discretizadas, apresentadas em
(4.94) e (4.95), considerou o dominio em 0 < z,y < 1, com 0, = J, = 0.025, equivalente a
M, = M, = 40, v = 1 e condi¢Oes de fronteiras dadas em (5.14), e uma tolerancia de tol = 1078
para a convergéncia de Gauss-Seidel.

Nas Tabelas 5.14 e 5.15 apresenta as solu¢des numéricas e analitica do sistema
dado em (2.13), para alguns valores de x e y = 0.5, com § = 0.1,0.3,0.5,0.8 ¢ 1.0.

Tabela 5.14: Solug¢oes numérica e analitica de u(x, y), para alguns valores de x e y = 0.5

Sol. Numérica de u Sol. Analitica de u
X #=0.1 0=0.3 #=0.5 0=0.8 0=1.0
0.15 -6.7891e-002 -6.7871e-002 -6.7852e-002 -6.7823e-002  -6.7804e-002 -6.7797e-002
0.30 -1.8411e-001 -1.8403e-001 -1.8395¢-001 -1.8383e-001  -1.8375e-001 -1.8392¢-001
0.45 -2.5578e-001 -2.5572e-001 -2.5567e-001 -2.5558e-001 -2.5553e-001 -2.5547e-001
0.60 -2.4062e-001 -2.4064e-001 -2.4066e-001 -2.4069e-001  -2.4071e-001 -2.4022e-001
0.75 -1.4700e-001 -1.4703e-001 -1.4705e-001 -1.4710e-001  -1.4712e-001 -1.4662e-001

0.90 -3.3975e-002 -3.3964e-002 -3.3954e-002 -3.3938e-002  -3.3927e-002 -3.3781e-002




Tabela 5.15: Solugdes numérica e analitica de v(z, y), para alguns valoresde x e y = 0.5
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Sol. Numérica de v

Sol. Analitica de v

X 0=0.1 0=0.3 0=05 0 =028 0=1.0
0.15  2.4965e-001  2.4964e-001 2.4963e-001 2.4961e-001  2.4960e-001 2.4950e-001
0.30  2.3449e-001  2.3465e-001 2.3481e-001 2.3506e-001  2.3522e-001 2.3482e-001
045 6.8959-002  6.9078e-002 6.9198e-002 6.9378e-002  6.9499¢-002 6.9188e-002
0.60 -1.3395e-001 -1.3401e-001 -1.3407e-001 -1.3417e-001  -1.3423e-001 -1.3418e-001
0.75 -2.6192e-001 -2.6198e-001 -2.6203e-001 -2.6212e-001  -2.6218e-001 -2.6208e-001
0.90 -2.0151e-001 -2.0143e-001 -2.0135e-001 -2.0124e-001  -2.0116e-001 -2.0128e-001

Verifica-se nas Tabelas 5.14 e 5.15 que os valores das solu¢des numéricas, tanto

de u(z,y) quanto de v(x,y) encontram-se proximos dos valores das solu¢des analiticas, indepen-

dente dos valores de #. Ainda, utilizando as normas de erros L e Ly, pode-se confirmar tais

resultados, como ilustrados na Tabela 5.16.

Tabela 5.16: Norma do erro L, e L, para diferentes valores de 0, 6, = J,, = 0.025.

Norma do erro ||E||,

Norma do erro ||E||,

6 u(z,y) o(@,9) u(,y) o(@,9)

0.1 0.00018128 7.0751e-005 0.012122 2.4303e-005
0.3 0.00013302 4.9099e-005 0.008895 1.6865e-005
0.5 8.4622e-005 2.7452e-005 0.005658 9.4297e-006
0.8 1.1748e-005 5.0065e-006 0.000785 1.7198e-006
1.0 3.7016e-005 2.6638e-005 0.002475 9.1499¢-006

A partir dos resultados da Tabela 5.16, verifica-se que a ordem do erro para a as

normas avaliadas sao satisfatorias. Assim, em concordancia com os resultados apresentados nas

Tabelas 5.14-5.16, ilustra-se na figura 5.17 as solugdes analiticas e numéricas do sistema (2.13),

para ¢ = 0.5 com M, = M, = 40.

Da figura 5.17 pode-se concluir que o método implicito utilizado neste trabalho,

onde aplicou-se lineariza¢cdo com média nos termos convectivos, gerou solu¢des numéricas simi-

lares as solucgdes analiticas, tais resultados podem ser confirmados na figura 5.18, onde ilustra-se

comparacdes entre as solucdes, na dire¢do = com cortes para y = 0.5 e 0.9, figura 5.18a-c e na

dire¢do y com cortes para x = 0.5 e 0.9, figura 5.18b-d.



74

a) Solucao Analitica u b) Solucao Numérica u

¢) Solucao Analitica v d) Solucao Numérica v

Figura 5.17: Superficies das solugdes para o sistema acoplado (2.13) com M, = M, = 40 e
6 = 0.5: (a) Solucdo Analitica de u; (b) Solucdo Numérica de u; (c) Solucdo Analitica de v; (d)
Solucdo Numérica de v.

Para uma andlise mais detalhada sobre o método utilizado, avalia-se na figura
5.19 as norma L, e L, para M, = M, = 10,20,40,80 e 160 e 0 = 0.5.
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Figura 5.18: Solugdes analitica e numérica de u(z,y) para: (a) y = 0.5ey = 0.9; (b) z = 0.5

e z = 0.9. Solugdes analitica e numérica de v(x,y) para: (c)y = 05ey =0.9;(d)x =05e

z =0.9.

Pode-se verificar nas figuras 5.19b-c e na Tabela 5.17, que as normas dos erros

tornam-se menores com o refinamento da malha.

Tabela 5.17: Normas do erro L, e L para u e v para diferentes malhas e com 6 = 0.5

Norma do erro || E||,

Norma do erro || E||,,

M, = My u(x,y) v(x,y) u(a:,y) ’U(Ivy)
10 0.00111760 0.00034084 0.01020 0.00035855
20 0.00031146 0.00010238 0.00862 6.4391e-005
40 8.4622e-005 2.7452e-005 0.00565 9.4297e-006
80 2.2398e-005 7.2498e-006 0.00328 1.3011e-006
160 5.7883e-006 1.8827¢-006 0.00177 1.7333e-007
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b) Erro Norma L,
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Figura 5.19: (a) erros de u e v na norma L, ao refinar a malha; (b) erros de u € v na norma L5 ao

refinar a malha.

Para o sistema em estudo, também comparou-se as linhas de correntes dos re-

sultados numérico e analitico, tomando M, = M, = 40, tais resultado encontram-se na figura

5.20.

a) Solucao Analitica
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b) Solucao Numérica

Figura 5.20: Linhas de correntes das solugdes para M, = M, = 40: (a) Solugdo Analitica; (b)

Solugdo Numérica.

Pela comparagdo das figuras 5.20a-b nota-se que as linhas de correntes sdo coe-

rentes, no qual pode-se concluir que o esquema implicito linearizado com média, conseguiu repro-

duzir a solugdo analitica.
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6 CONCLUSAO

A proposta deste trabalho foi analisar o método de linearizacdo aplicado nos
termos convectivos em algumas EDP’s bidimensionais muito estudadas pela comunidade cientifica
especializada. A técnica de linearizacdo foi primeiramente avaliada na solu¢do das equagdes em
regime transiente como a equac¢do de Burgers 2D e nos sistemas acoplados de equagdes de Burgers
2D e de Navier-Stokes, com condi¢des iniciais e de fronteiras especificas. Na sequéncia, aplicou-
se a técnica nas equacdes em regime permanente, como a equagdo de convec¢do-difusdo 2D e no
sistema acoplado de equacdes de Burgers 2D.

Para a obtengdo das solug¢des das equagdes estudadas, foi utilizado o método
de diferencgas finitas, onde usou diferenca regressiva no termo temporal, para o caso transiente,
diferenca central nos termos difusivos e diferenca central ponderada, método de relaxacdo padrao-
standard relaxation method, nos termos convectivos. O esquema obtido, resultante das discre-
tizacdes das equacdes em regime transiente, geraram sistemas semi-implicitos de equacdes ndo
lineares. Aplicada a técnica numérica de lineariza¢do nos termos convectivos do sistema, o resul-
tado foi um sistema implicito linearizado. Quanto ao esquema resultante das discretiza¢des das
equagdes em regime permanente, este resultou em um sistema implicito nao linear. Similarmente,
este esquema foi linearizado usando a expansdo da série de Taylor, porém, foi observado que para
alguns dos valores de 6, 0 < 6 < 1, o método resultante era instdvel, assim para solucionar o
problema de instabilidade, foi utilizado uma média nos termos de valores entre alguns dos esté-
gios. Desta forma, constatou-se, em todos os testes realizados, que a discretizagdo dos termos
convectivos usando o método de relaxacdo padrao, nao resultaram solu¢cdes com grandes altera-
coes, ao variar os valores de #, ou seja, que independente do valor de # as solugdes numéricas se
aproximaram das solucdes analiticas.

No capitulo 5, os primeiros testes analisados referem-se as equacoes em regime
transiente, onde no teste 1, em que, aplica-se o método de linearizacdo na equagdo de Burgers
2D, notou que a solucao numérica apresentou pequenas oscilacdes, ao considerar uma malha com
M, = M, = 40, para v = 0.01, porém, os resultados tornaram-se mais precisos com o refinamento
da malha, diminuindo desta forma as oscilagdes. Ainda, foi possivel realizar um acompanhamento
rigoroso sobre o comportamento do esquema implicito linearizado, por meio da solucdo dada
pelas linhas de contorno, devido ao fato da solucdo analitica ser conhecida, onde constatou-se, de
forma mais evidente, que com o refinamento da malha os resultados tornaram-se mais precisos,
diminuindo as oscilagcdes na solu¢do numérica. Para uma andlise mais detalhada avaliou-se os
erros nas normas L; e Lo para diferentes tipos de malha, gerando erro de ordem 10~3 em ambas
normas, para uma tolerncia da 10™3 para resolver o sistema iterativo de Gauss-Seidel. Com
isto, pode-se afirmar que o esquema implicito linearizado reproduziu solu¢do numérica similar a
solugdo analitica. Ainda, foi comparado qualitativamente os resultados dos erros na norma Ly do

esquema implicito linearizado com o esquema upwind de alta ordem explicito [28], verificou-se
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que os erros apresentados sdo menores ao usar o esquema implicito linearizado, para valores baixos
de coeficiente de viscosidade cinematica do fluido, v.

No teste 2, o sistema acoplado de equagdes de Burgers 2D foi analisado quanti-
tativamente, comparando os resultados numéricos e analiticos de u(z, y,t) e v(x,y,t), onde con-
siderou v = 0.001. Verificou que o erro nas normas L; e L, foram da ordem de 1075 e 1073,
respectivamente. Constatou, ainda por meio das linhas de correntes que o esquema implicito line-
arizado conseguiu reproduzir as solugdes analiticas de u e v, para valores baixos de coeficiente de
viscosidade cinemdtica do fluido.

No teste 3, considerou o sistema de equagdes de Navier-Stokes, com termo de
pressdo e termos fontes conhecidos, avaliou o efeito da solu¢do numérica para v = 0.0002, a fim
de comparar os resultados com a solucao analitica obtida em [32]. Foi constatado que o esquema
implicito linearizado gerou solugdes numéricas similares as solugdes analiticas, com erros cada
vez menores ao considerar malhas mais refinadas. Ainda, através de uma andlise de erros relativos
das linhas de correntes nas normas L; € Lo, considerando malhas M, = M, = 20, 40, 80 e
160, obteve-se erros da ordem 10~° na norma L; e 104 na norma L,, o que garante a eficdcia do
método utilizado. Verificou-se também, que o resultado obtido neste teste reproduziu de maneira
mais precisa, com menos oscilacdes, que os resultados apresentados em [32].

No teste 4, em que aplica-se o0 método de linearizacdo com média nos termos
convectivos da equacdo de convecgdo-difusdo 2D em regime permanente, notou-se os valores das
solucdes numéricas ficaram mais préximos da solucdo analitica, para § = 1.0, porém para os
demais valores de 6 o erro na nomas L; e Lo, ficam entre 10~* e 10~2, onde considerou com
M, = M, = 40, concluindo que o esquema gerou solu¢io numérica similar a solugdo analitica.
Além disso, verificou-se que a norma do erro torna-se menor com o refinamento da malha.

Dentro deste contexto, no teste 5, avaliou-se o método de linearizagdo com média
para a solu¢do do sistema de equagdes de Burgers 2D em regime permanente, considerando v = 1,
pois para este valor foi possivel avaliar os resultados, quantitativamente, quando comparados com
a solug@o analitica de u(z, y) e v(x, y). Como nos demais testes avaliados, para o sistema, também
foi confirmado que as normas dos erros tornaram menores com o refinamento da malha, gerando
erro maximo de ordem 1073 para as normas L; e L,. Também, as linhas de correntes obtidas
numericamente sao coerentes com as das solucdes analitica.

Conclui-se, entido, com os testes realizados, a eficiéncia do método de lineari-
zacdo dos termos convectivos das equagdes estudadas, para estimar as solu¢cdes numéricas, pois
verificou-se que as solucdes obtidas com a aplicacdo do mesmo sdo boas aproximacdes para as
solucdes analiticas e solu¢des encontrados na literatura. De modo o método de linearizagdo torna-
se uma importante ferramenta matemaética para obtencdo de solu¢des aproximadas de EDP’s nao
lineares.

A pesquisa descrita neste trabalho pode ser incrementada de varias maneiras.

Entre os temas que podem ser considerados para trabalhos futuros, elencamos os seguintes:

1. Aplicar o método de linearizacao descrito no trabalho para obten¢do de solu¢des de equacdes
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tridimensionais.

2. Simular os problemas em regides nao regulares, utilizando coordenadas generalizadas em

sua discretizacao.
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