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DAMAZIO, Paulo Fernando Mercadante. Introduc¢ao aos Métodos de Estabilidade e Aplica-
coes em Equacoes Diferenciais. 2023. 136. Dissertagdo (Mestrado em Matemdtica Aplicada
e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2023.

RESUMO

O objetivo deste trabalho € introduzir e desenvolver a teoria de estabilidade e seu estudo via o
método de Liapunov. Para isto, o texto iniciard com conceitos bdsicos de Equacdes Diferenci-
ais Ordindrias (EDO’s) e alguns resultados como Existéncia e Unicidade de solucdo. Posteri-
ormente, contemplard as defini¢des classicas de estabilidade (uniforme e assintdtica). Ainda,
abordard o funcional de Liapunov e os resultados que o relacionam com o comportamento da
solu¢cdo de EDQO’s. Por fim, estes resultados serdo aplicados em problemas pertencentes a outras
areas de estudo (Biologia, Fisica, ...) que sdo descritos por EDO’s.

Palavras-chave: Equacdo Diferencial Ordindria. Estabilidade. Liapunov.



DAMAZIO, Paulo Fernando Mercadante. Introduction to Stability Methods and Applicati-
ons in Differential Equations. 2023. 136. Dissertacdo (Mestrado em Matemdtica Aplicada e
Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2023.

ABSTRACT

The objective of this work is to introduce and develop the theory of stability and its study th-
rough Lyapunov’s method. To achieve this, the text will begin with basic concepts of Ordinary
Differential Equations (ODEs) and some results such as Existence and Uniqueness of solutions.
Subsequently, it will cover the classical definitions of stability (uniform and asymptotic). Addi-
tionally, it will address the Lyapunov functional and the results that relate it to the behavior of
solutions of ODEs. Finally, these results will be applied to problems belonging to other areas
of study (Biology, Physics, ...) which are described by ODEs.

Keywords: Ordinary Differential Equation. Stability. Liapunov
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INTRODUCAO

As equacdes diferenciais t€ém sido uma ferramenta fundamental na modelagem ma-
temdtica de fendmenos fisicos, bioldgicos, econdmicos e sociais. A solucdo dessas equacodes
permite prever o comportamento de sistemas dinamicos ao longo do tempo, o que € crucial para
a compreensao e o controle de muitos processos naturais e artificiais. No entanto, nem sempre
€ possivel encontrar solugdes analiticas para as equacdes diferenciais, € mesmo quando isso €
possivel, muitas vezes € dificil analisar a estabilidade das solucdes encontradas.

A teoria da estabilidade do movimento ganhou importancia crescente nas ultimas
décadas, como ¢ evidente pelo grande nimero de publicagcdes sobre o assunto. Uma parte con-
siderdvel deste trabalho diz respeito a problemas préticos, especialmente problemas da area de
controle e problemas concretos de engenharia foram os que primeiro deram o impulso decisivo
para a expansdo e desenvolvimento moderno da teoria da estabilidade.

A palavra “estabilidade” tem origem na mecénica onde caracteriza o equilibrio de
um corpo rigido. O equilibrio é chamado de estdvel se o corpo retorna a sua posi¢do original,
tendo sido “perturbado” por ser ligeiramente movido de sua posi¢do de repouso. Se o corpo
ap6s um leve deslocamento tende para uma nova posi¢do, seu equilibrio € chamado de instdvel.
Se um ponto do corpo rigido, por exemplo, de um péndulo composto, é fixo e o corpo esta
sujeito a gravidade, pode-se fornecer um critério geométrico bem conhecido para a estabilidade
de seu equilibrio: € estdvel se o ponto fixo estiver acima do centro de gravidade e instdvel se
o ponto fixo encontra-se abaixo do centro de gravidade. Se o centro de gravidade e o ponto de
suspensao (ponto de apoio) coincidirem temos o caso limite de um equilibrio neutro. O corpo
ndo retorna a sua posi¢ao anterior, mas um deslocamento arbitrariamente pequeno faz com que
ele permaneca "arbitrariamente préximo"de sua posicao original.

Uma abordagem para estudar a estabilidade de solu¢des de equacgdes diferenciais
¢ o método de Liapunov, o qual consiste em encontrar uma fun¢do escalar e verificar que esta
satisfaz hipoteses como ser definida positiva e mostrar que € ndo crescente (decrescente) ao
longo do tempo. Se isso for verdade, entdo a solugcdo do sistema € estdvel (assintoticamente
estavel), isto €, qualquer perturbacao inicial tende a desaparecer ao longo do tempo e o sistema
se aproxima de um estado de equilibrio.

Nesta dissertacdo, investiga-se a anélise de estabilidade das solug¢des de equagdes
diferenciais via método de Liapunov, ainda que a solucdo seja desconhecida. Para ilustrar os
resultados, aplica-se o método em alguns exemplos cldssicos de sistemas dindmicos, incluindo
o péndulo simples, o sistema de Lorentz e espécies em competicao.

No decorrer do texto, muitos resultados importantes de Algebra Linear e Anélise
mostraram-se extremamente uteis e, por vezes, indispensaveis nos quais recorremos as seguintes
referéncias: [2], [4], [5], [9], [11], [12], [13], [14].

No Capitulo 1, apresenta-se uma revisdo sobre equacdes diferenciais, e pontua-se

pontos como Existéncia e Unicidade de solucdo, aproximacdes sucessivas e dependéncia con-
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tinua. O desenvolvimento deste capitulo insere o leitor no contexto do trabalho e nas notacdes
utilizada de modo que recorremos aos seguintes textos [1], [3], [6], [7], [8], [15].

O Capitulo 2 introduz-se sistemas lineares de equagdes diferenciais e resultados
quanto aos autdnomos e aos com coeficientes constantes.

No Capitulo 3, inicia-se uma abordagem mais aprofundada sobre a estabilidade
clédssica, enquanto o Capitulo 4 aborda o funcional de Liapunov e suas relagdes com a estabili-
dade.

No Capitulo 5, apresentam-se aplicagdes em dreas diversas, como as ja menciona-
das, e também em um problema econdmico.

Por fim, conclui-se sobre a importancia do método de Liapunov.
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1 PRELIMINARES

Defini¢ao 1.1. Sejam I C R um intervalo e D C R™"! um conjunto aberto e conexo (dominio).
Tomados um niimero real t € I e v € R™, temos que os elementos de D sdo da forma (t,z) €
I x R". Se supormos que f é uma fungdo continua com dominio D C R""! e contradominio
R™ ou seja, f : D — R", temos que uma equacdo da forma

dx(t)
(2 0) Ly

é chamada equacdo diferencial ordindria (EDO), e podemos denotd-la por

i = f(t,z), (1.2)
dx(t)
dt

Definicao 1.2. Se existir uma fungdo continuamente diferencidvel ¢(t) definida em algum in-

sendo © =

tervalo real aberto I de tal modo que, parat € I, valer que

(o) eD
3t) = (¢, 6(1),

diremos que ¢(t) € solu¢do da equagdo diferencial (1.1) em 1.

(1.3)

A funcdo f em (1.1) é chamada de campo vetorial em D, pois toma o vetor (¢, z) €
R"*! e leva no vetor & € R".

Se analisarmos geometricamente, para o caso particular R?, (1.1) prescreve uma
inclinagdo f(t,z(t)) em cada ponto (¢t,z) € D. E uma solugio ¢(t), com ¢ € I, é uma fungdo
cujo grafico (conjunto de todos os pontos (¢, ¢(t))) tem a inclinagdo f(t, ¢(¢)) em cada ponto
t € I. Em outras palavras, uma solugdo ¢(¢) é uma curva cuja dire¢do em cada ponto ¢ € [

coincide com a direcao do campo vetorial.

Figura 1.1: Inclinagdo f (o, ¢(to)) da solu¢@o ¢(t) no ponto ¢ty € I.
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Definicao 1.3. Uma equagdo diferencial da forma

&= f(x), (1.4)

que ndo inclui a varidvel independente t no lado direito da igualdade, é chamada de equagdo

diferencial autébnoma ou independente do tempo.

Geometricamente, as solugdes ¢(t) de (1.2) ou (1.4) podem ser representadas como
curvas no z-espago com ¢t como parametro da curva. Esta curva é chamada de caminho. Em ou-
tras palavras, os caminhos sdo as projecdes dos graficos em algum hiperplano com ¢ constante.

O espaco das varidveis z que contém os caminhos é chamado espaco fase de (1.4).

Definicdo 1.4. Fixado (to,z9) € D, um problema de valor inicial para (1.1) consiste em en-
contrar um intervalo I que contém ty e uma solugcdo ¢(t) de (1.1) que satisfaz ¢(to) = xq. Este

problema é denotado por

L= 1
©=ft,z), tel (1.5)
x(to) = xo.

Aqui, chamamos ty de ponto inicial ou tempo inicial e xy de valor inicial. E o ponto
(to, o) € chamado condicdo inicial. Geometricamente, (1.5) significa que procuramos por uma

solugcdo que passa pelo ponto (g, o).

Lema 1.5. Se a funcdo f(t,x) é continua, entdo o problema de valor inicial © = f(t,z),

x(tg) = o, t € I, € equivalente a equagdo da integral de Volterra

¢
x(t) = xo +/f(s,x)ds, tel (1.6)
to

Demonstracdo. Assuma que f(t,x) estd bem definida e é continua em algum dominio D com

t € I eque (ty,z9) € D. Da continuidade de f, sabemos que a integral existe. Integrando (1.2)

¢ ¢
/s&dSZ/f(s,:c)ds,
to to

com limites tq € ¢, isto €,

e obtemos que

x(t) — x(ty) = /f(s,:v)ds,

sendo assim, como x(ty) = x da condi¢do inicial, segue que a equagdo da integral de Volterra

é
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¢
x(t) = xo +/f(s,x)ds, tel (1.7)
to

Note que z(t) em (1.7) é uma solugdo para o problema de valor inicial em (1.5),
uma vez que x(t) é continuamente diferencidvel e satisfaz (1.5) em algum intervalo aberto
I que contém t,. Reciprocamente, lembre do Teorema Fundamental do Calculo (TFC), que

garante que, se f é continua, entdo € integravel com F'(t) = f(t), em que

F(t) = / f(s)ds.

Sendo assim, para qualquer fungio continuamente diferencidvel z(¢) da forma (1.7),
colocando t = t;, obtemos z(tg) = xo. Além disso, sabemos que, derivando (1.7), obtemos

& = f(t,x) e, portanto, (1.7) fornece um problema de valor inicial. [

Exemplo 1. Considere a equagdo diferencial
T = a, (1.8)

na qual & € R. Como f(t,z) = ax segue que o campo vetorial depende apenas da varidvel x.

Integrando (1.8), obtemos uma solucio da forma
P(t) = ce™, t € R, (1.9)

em que ¢ € um nimero real arbitrdrio. Note que (1.9) é continuamente diferencidvel parat € R

e satisfaz (1.8), pois

i = ¢(t) = ace® = ad(t) = ax. (1.10)

Para termos um problema de valor inicial em (1.8), € necessdrio especificar um
ponto t, e um valor correspondente z(tg). No caso, suponhamos que to = 0 e z(0) = 1, e

escrevemos o problema de valor inicial como

T = Qax
(1.11)
z(0) =1
e temos que 1 = ¢(0) = c e a solug@o do problema de valor inicial é
o(t) = 1™, t € R, (1.12)

Se considerarmos o caso particular quando ¢ > 0 e a > 0, (1.8) pode ser usada

para denotar juros instantaneos ganhos por uma quantidade x de délares. Sua solu¢c@o em (1.9)
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denota o valor atual de uma soma de capital ¢ com juros compostos instantaneos. Neste caso
em particular, o problema de valor inicial (1.11) especifica tanto o interesse instantaneo ganho
por z ddlares quanto a quantidade inicial de capital. A sua solucdo em (1.12) rende, no tempo ¢,
o valor total de $1 ganhando juros compostos instantaneamente por t periodos. Desta forma, o 1
em (1.12) denota o valor inicial investido. Para entender melhor esta ideia, vejamos o seguinte

exemplo:

Exemplo 2. Suponha que uma quantia em dinheiro é depositada em um banco ou fundo que
paga juros em uma taxa anual . O valor S(t) do investimento em qualquer instante ¢ depende
da frequéncia com o qual os juros sdo compostos, bem como a taxa de juros. As institui¢oes
financeiras tém vdrias politicas relativas a composi¢ao: alguns compostos mensais, semanais,
e até diariamente. Se assumirmos que a composi¢do ocorre continuamente, entdo podemos

configurar um problema de valor inicial simples que descreve o crescimento do investimento.

A taxa de variacdo do valor do investimento é a e esta quantia € igual a taxa de
acumulagdo de juros, que € a taxa de juros r vezes o valor atual do investimento S(¢). Desta

forma,
ds

dt
¢ a equacdo diferencial do problema. Suponha que sabemos o valor deste investimento em

rS (1.13)

algum instante particular, isto &,
S(0) = Sp. (1.14)

A solugdo para o problema de valor inicial (1.13), (1.14) fornece um equilibrio S(t)
da conta em qualquer instante .

Resolvendo este problema de valor inicial, temos que

dsS ds

In(S) = tr + k, k constante = S = el **

S =ckert = S =ce,
e aplicando a condi¢@o inicial, temos Sy = S(0) = ¢, logo a solugdo do problema é da forma
S(t) = Spe™ (1.15)

e isto nos mostra que uma conta bancaria com juros compostos continuamente cresce expo-
nencialmente. Iremos comparar os resultados deste modelo continuo com o caso em que a
composi¢do ocorre em intervalos de tempo finitos. Se os juros forem compostos uma vez por
ano, entao em t anos,

S(t) = So(1+ 7). (1.16)
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De maneira geral, se os juros forem compostos n vezes por ano, temos que
r\nt
S@%:&(1+—) . (1.17)
n

E podemos observar de (1.15) e (1.17), que

n—oo

nt
mn&(1+£>::&aﬁ (1.18)

O mesmo modelo também se aplica a investimentos mais gerais em que os dividen-
dos e, talvez, ganhos de capital também possam se acumular, assim como o juros. Desta forma,
utilizaremos 7 para nos referir a taxa de retorno.

Retornando ao caso da composi¢ao continua, vamos supor que podem ocorrer, tam-
bém, depdsitos ou retiradas. Se assumirmos que estes ocorrem a uma taxa constante k (k

positivo para depdsitos e negativo para retiradas), entdo a equacao (1.13) € reescrita como

dS
o _ k
p rS +k,
e, na forma padrao,
dsS
— = =k. 1.1
o rS (1.19)

Multiplicando os termos da igualdade (1.19) por e, aplicando a propriedade da

derivada do produto e integrando, nesta ordem, temos que

d
—Se_” —rSe " = ke "
dt
= 95ty = pe
dt
k —rt
= Se =" t¢
r

k
= S =cet - =,
r

Portanto, a equacgao (1.19) tem como solucgao geral

k
S(t) =ce™ — -
(t) = ce” - =,

k

com c uma constante arbitrdria. Para satisfazer a condi¢do inicial, precisa-se que ¢ = Sy + —,
r

logo uma solucao para o problema de valor inicial (1.19), (1.14) é

S(t) = Spe™ + ;(ert - 1), (1.20)

sendo o primeiro termo a parte de S(t) que ocorre devido ao retorno acumulado no valor inicial
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Sp, enquanto o segundo termo ¢é a parte que ocorre devido ao depdsito ou taxa de retirada k.

Agora, perceba que manter o problema na sua forma geral, isto é, ndo especificar
os valores Sy, r e k, € vantajoso, pois a solu¢do em (1.20) permite comparar resultados de
diferentes programas de investimentos ou diferentes taxas de retorno.

Para exemplificar, suponha que uma pessoa de 25 anos passa a investir R$ 2.000, 00
por ano (k = 2.000) de maneira continua em uma conta com taxa de retorno de 8%, isto é,
r = 0,08. Desta forma, temos que Sy = 0 e, com 65 anos (40 anos apds), seu balango serd,
pela férmula (1.20),

S(40) = 25.000(e*? — 1) = R$588.313, 00.

E interessante notar que o valor total investido foi R$80.000, 00, ou seja, o restante
R$508.313, 00 é resultado do retorno de acimulo de investimento. Note ainda que o saldo apds
40 anos € sensivel a taxa pois, se tivermos r = 0,075, S(40) = R$508.948, 00, enquanto que,
se tivermos = 0,085, S(40) = R$681.508, 00, e isto se dd ao fato de estarmos trabalhando
com uma fun¢do exponencial.

Mas € importante lembrar que estes valores ocorrem devido a suposi¢des que foram
feitas para este modelo. Primeiramente, assumimos que o retorno € composto continuamente
e que o capital adicional € investido continuamente, o que nio ¢ verdade em uma situacdo
financeira real. Também assumimos que a taxa de retorno r € constante para todo o periodo
envolvido, porém € provavel que flutue consideravelmente. Sendo assim, ndo € possivel prever
o que ird acontecer de maneira totalmente segura, a férmula em (1.20) apenas determina o efeito
aproximado.

Para melhorar a precisdao do nosso problema e da nossa solucao, podemos considerar
r e k em (1.19) como fungdes de ¢, e ndo constantes, mas, neste caso, a solucdo pode ser bem

mais complicada do que a obtida em (1.20).

Exemplo 3. Consideremos a equagao diferencial

i =2 (1.21)

Neste caso, f(t, ) = x2, ou seja, a equagdo € autdbnoma. Assumindo que x # 0,

x . . ~ s -z
temos que — = 1. Integrando esta ultima igualdade em relacdo a varidvel ¢, temos
x

/ (%) it — / it (1.22)

1

Disto, obtemos que —x~" = t+¢, em que c é uma constante real ndo nula arbitraria.

Ou seja, nossa solugdo tem o formato

1

P(t) = i (1.23)

1
com ¢(0) = ——. Note que, para ¢ > 0, temos que (1.23) é solugdo de (1.21) para t € (—c, 00),
c
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pois € continuamente diferencidvel neste intervalo e

1

b= g(t) =

Se assumirmos que ¢ < 0, temos que (1.23) é solucdo de (1.21) parat € (—oo, —¢)

. Para o caso ¢ = 0, (1.23) ndo é uma soluc@o do problema para t € R, pois ¢(t) = —7 nao é
continuamente diferencidvel na reta. Ainda, para ¢ = 0, ¢(t) é descontinua e ndo se classifica
como solugdo. No entanto, podemos dizer que ¢(t) = —7 é solucao de (1.21) parat > 0. Este
exemplo ilustra que, embora f (¢, z) = z? seja continua em toda a reta, a solugfo esta restrita a
um subconjunto da reta que depende do valor da constante c. Esta observacao nos sugere que a
existéncia de uma solucdo é uma propriedade local. E para exemplificar um problema de valor

inicial, consideremos

(1.25)
z(0) = —1
1 1 .
Ora, temos que —1 = ¢(0) = —— = —1 = ——, ou seja, ¢ = 1 e temos que a
c c
solucdo do problema (1.25) é
ol1) = (126
14t '
parat € (—1,00) e ¢ = 1. Se mudarmos o problema de valor inicial para
io= (1.27)
z(0) = 1 '
a solugdo se torna
o(t) = ! (1.28)
1=t '

parat € (—oo,1)ec=—1.
Isto ilustra que mudar os valores iniciais pode afetar o intervalo de existéncia de

solucdo.

Nos dois exemplos, a continuidade de f (¢, x) em (1.8) e (1.21) nos permite integrar
para encontrar a solucao da equacgdo diferencial. Em geral, a fim de estabelecer a existéncia de
solugdes, o método geralmente utilizado consiste em substituir a equagdo diferencial por uma

equagdo integral, como no Lema 1.5

1.1 EXISTENCIA

Consideremos a equagdo diferencial de primeira ordem
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i = f(t,z) (1.29)

na qual f é uma fungdo continua f : D C R? — R. Os préximos resultados serdo analisados
para o caso de equagdes diferenciais de primeira ordem, o que ndo gera prejuizos, uma vez
que os teoremas e as demonstra¢des podem ser generalizadas substituindo os valores absolutos
pelas normas dos vetores.

Em muitas aplica¢des econdmicas, f(¢,z) ndo é explicitada. E mesmo quando &,
h4 uma grande chance de ndo conseguirmos resolver explicitamente. E com isso, € importante
se perguntar como sabemos que (1.29) tem uma solucdo e que ela € unica. E para respon-
der, teremos um teorema que garante existéncia e unicidade de uma tnica fun¢cdo com certas
propriedades que a qualifica como uma solucdo, sem ser necessdrio expliciti-la.

Agora, note que assumir que f € continua € de extrema importancia, pois se tiver-

mos o caso em que f é de Dirichlet e ndo é Riemann integravel, como

1, se ¢ é racional
(1.30)

0, set € irracional,
ndo existe chance de se encontrar uma solugdo ¢(t) que satisfaz (1.29).

Ainda, assumir que f € continua nao é suficiente para garantir existéncia de solucgio
em qualquer local do dominio, como vimos no Exemplo 3. Sendo assim, qualquer teorema de
existéncia € local. Um teorema de existéncia em todo o espaco pode ser obtido adicionando
condicdes em f.

Com o intuito de realizar a andlise de existéncia, seguiremos dois passos. Primeiro,
vamos mostrar que uma solu¢do aproximada de (1.29) existe, e posteriormente, mostrar que
existe uma sequéncia de solucdes aproximadas que converge para uma solug¢dao. Desta forma,
estamos verificando a existéncia de solucdo sem explicita-la.

Para o primeiro passo, vejamos algumas defini¢cdes e teoremas que serdo necessa-
rios. Mas antes, relembremos que assumimos f (¢, x) continua no dominio D C R?, em que um

elemento de D é da forma (¢, z) com ¢ em um intervalo /.

Definicdo 1.6. Uma solugdo c-aproximada ¢(t) da EDO i = f(t,x) em (1.29) em um intervalo

I é uma fungdo continua que satisfaz:
(1) (t,o(t)) € D, parat € I;

(2) ¢ é continuamente diferencidvel, exceto em um conjunto finito de pontos S C I, em que ¢
pode ter descontinuidade simples. Chamamos de descontinuidade simples em um ponto
quando os limites laterais a direita e a esquerda de ¢ existem e sdo finitos, mas nao

equivalentes;

3) |6 — f(t,¢(t)| <& parat e I\S.
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O préximo lema mostra que existe uma solugdo e-aproximada para o problema de

valor inicial

T = f(t,l‘),

x(tg) = wo.

(1.31)
Lema 1.7. Escolha dois niimeros a e b reais e positivos quaisquer e seja R o retangulo

R={(t,z): |t —to] <aelr— x| <D}

Suponha que f(t,x) é continua no retdngulo R e seja € > 0 dado. Entdo existe
uma solugdo e-aproximada ¢(t) em algum intervalo I que satisfaz o problema de valor inicial
em (1.31).

Demonstracdo. Como supomos f continua no retdngulo R, podemos assumir que f € limitada

em R, sendo assim, seja

b
M =max|f(t,z)|, para (t,z) € R edefinaa = min{a,M}.

Ainda, como R é fechado e limitado, temos que R é compacto, logo a funcio f
continua em R é, na verdade, uniformemente continua, ou seja, dado ¢ > 0, existe um &y > 0,

que depende apenas de ¢, de tal modo que

(t,I),(S,y) € Ru |t_8’ §607|x_y| §50:> |f(t,$)—f(8,y)| Sg'

Agora, escolha uma parti¢do para o intervalo [t, to + o] da forma

o<t <...<tlp,=1+«

de tal modo que

0,
max ’tk — tk—ll S min {50, MO}

e podemos construir uma solug@o e-aproximada no intervalo [ty, o + «], que consiste em um
numero finito de segmentos de reta unidos nas extremidades (denominado poligono de Euler) e

limitados entre as retas

Para os pontos e valor inicial (to, zo), construa uma reta com inclinagdo f (o, xo)

até interceptar a reta t = t;. Posteriormente, construa outra reta iniciada no ponto (¢, ;)
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com inclinagdo f (¢, ;) até interceptar a reta t = t5. Repetindo este processo finitas vezes, o
caminho resultante ¢(¢) ird de encontro com a reta ¢ = ¢;, + «. Este caminho estard entre as
retas em (1.32) pela definicéo de « e pelo fato de f(t,z) < M. Desta forma, ¢(t) é a solugdo
e-aproximada desejada e, além disso, a construcdo especifica o intervalo de existéncia, que €
[t —to] < a.

Note que, para t = ty, as retas em (1.32) equivalem a z = =z, ou seja, ambas
passam pelo ponto (%o, zo) € 0 caminho construido se inicia neste ponto. Ainda, temos que no

ponto £y + «, as retas sdo dadas por
r=x0+ Maex=1z9y— Ma,
sendo f(t,z) < M no retdngulo R e & = min {a, M}’ ou seja, para o = a, temos

r=x9+Maex =xy— Ma

b

e para o = a temos

r=x9+bexr=umx9—b.

Desta forma a solugdo e-aproximada ¢(t) construida acima estd entre as retas. Logo,
(t,0(t)) € R. Além disso, a derivada de ¢(t) em relagdo a ¢ é constante em todos os pontos,
exceto nos finitos n pontos que determinam a parti¢ao, logo é continuamente diferencidvel, a
menos de um nimero finito de pontos.

Por fim, tomemos ¢ = min{a, b, do} € um ponto ¢ em uma parti¢do (¢;,¢;11), segue
que |t —t;| < 9, e além disso, |p(t;) — ¢(t)| = |x; — &(t)| < I, pois a distincia das retas neste

ponto é menor que & e sabemos que ¢(t;) = f(t;, ;). Com isso,
t—til <de|p(t) —zi| <0 = [f(ti, zi) — f(£, ()] <e.

Logo,
|o(t:) — f(t, (1)) < e.
O
Antes demonstrar o Teorema de Existéncia de Cauchy!-Peano® que veremos a se-

guir, enunciaremos uma definicdo e um resultado, os quais serdo importantes no desenvolvi-

mento da demonstragao.

! Augustin-Louis Cauchy foi um matematico francés (1789-1857) considerado um dos mais importantes mate-
maticos do século XIX e é amplamente conhecido por suas contribui¢des para as teorias das fungdes complexas,
dos ntimeros complexos, das séries, das equagdes diferenciais e da andlise.

2Giovanni Peano (1858-1932) foi um matematico conhecido por suas contribui¢des para a 16gica matemética,
a teoria da linguistica e a matemadtica elementar.
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Observagdo 1. A solugdo e-aproximada construida na demonstra¢do do Lema 1.7 € lipschitzi-
ana pois, se tomarmos s, t € (t;_1,t;) temos que ¢(t) e ¢(s) estdo sobre uma mesma reta e vale
a igualdade ¢(t) — ¢(s) = M(t — s). Ainda se tomarmos t € (t;_1,t;) e s € (t;,t;11), temos
que

|0(t) — o(s)] < |¢(t) — o(E:)| + [d(ti) — d(s)] < Mt — ;] + M[t; — 5.

Em ambas desigualdades, utilizamos M devido ao fato da inclinacdo da reta ser
dadapor fe f(t,z) < M. E M|t — t;| + M|t; — s| = M (|t — t;| + |t; — s|]) = M(—t +t; +
(—=t;+s)) = M(s—t),umavezquet < t; < s. E concluimos que

|9(t) — ¢(s)| < M|t — s].

Se tomarmos os pontos ¢ e s em particoes da forma (t;,t,+1) e (£;,t;4+1), com i
suficientemente menor do que j, a demonstracdo € analoga. Portanto, a solu¢do e-aproximada

¢ lipschitziana.

Definicao 1.8. Seja E um conjunto de fungoes f : X — R, todas definidas no mesmo dominio
X C R. Dado xy € R, diremos que o conjunto F é equicontinuo no ponto x, quando, dado

e > 0, existe 6 > 0 tal que
reX, |x—xo| <d=|f(x)— f(xo)| < € qualquer que seja f € E.

Lema 1.9 (Ascoli). Seja F' uma familia de funcées limitadas e equicontinuas em todo ponto
de um intervalo I. Entdo toda sequéncia {f,} de funcdes em F contém uma subsequéncia

uniformemente convergente em todo subintervalo compacto de I.
Demonstracdo. Ver Lima, E. L. [10]. O

Teorema 1.10 (Teorema de Existéncia de Cauchy-Peano®). Se f (¢, x) é uma fungdo continua no
retdngulo R = {(t,z) : |t —to| < ae|r — x| < b}, entdo existe uma solugdo continuamente

diferencidvel ¢(t) no intervalo |t — to| < « que soluciona o problema de valor inicial

T = f(t,x)

(1.33)
ZL’(to) = Xop-

Demonstragdo. Vamos construir uma sequéncia de solucdes s-aproximadas e mostrar que estas
solugdes convergem para uma solucdo de (1.33). Seja {,}, n = 1,2,..., uma sequéncia de

nimeros reais positivos monétona decrescente de tal modo que ¢,, — 0 quando n — oo.

3Este teorema foi desenvolvido pelo matematico francés Augustin-Louis Cauchy e posteriormente aperfeicoado
pelo matematico italiano Giovanni Peano. Este teorema é importante porque fornece uma maneira de encontrar
solucdes para equacdes diferenciais em muitas aplicacdes préticas, incluindo a fisica, a engenharia, a economia,
entre outras. Além disso, o teorema de Cauchy-Peano é um dos pilares da teoria da existéncia e unicidade das
solugdes para equagdes diferenciais.
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Para cada n, o Lema 1.7, garante existéncia de solugdes &,,-aproximadas, denotadas
por ¢y, para o problema (1.33) em |t — ¢y| < « tal que ¢, (tg) = xo. Vamos verificar que esta

sequéncia € equicontinua. De fato, pela construgado de ¢,,, temos que
|Pn(t) — dn(s)] < M|t — s, (1.34)

parate sem [ty,to + «f. Aplicando s = t, em (1.34) e usando o fato de ¢,, ser lipschitziana

como evidenciado na Observacgao 1, temos

b

[#n(t) = dnlto)| < Mt —to| < M7 = b. (1.35)
Sendo assim, temos que
|¢n(t)| S |¢n(t) - ¢n(t0)| + |¢n(t0)| S |¢n(t0)| + b= |J70| + b7 (136)

ou seja, a sequéncia {¢, } € uniformemente limitada.

Desta forma, a sequéncia {¢, } é uma sequéncia de solugdes ¢, -aproximadas que é
equicontinua e uniformemente limitada em um intervalo limitado [ty —«, ty+«]. Segue do Lema
1.9 que existe uma subsequéncia {¢,, }, k = 1,2, ... de {¢,} que converge uniformemente em
[to — v, to + o] para uma func@o limite denotada por ¢. Ainda, como cada ¢,, ¢ continua, temos
que ¢ € continua.

Para verificar que ¢ é solucdo de (1.33), seja

An(t) = { ¢n(t) — f(t, ¢n(t)), quando b, existe;

0, caso contrario,

e escrevendo a solucdo ¢, -aproximada na forma de equacao integral, tendo em mente o Lema

1.5, temos que
6,(8) = onlta) + [ du(s)is

= 2o+ /[f(s, Pn(s)) + én(s) — f(s, on(s))lds

to
t

- / (5, 6u(5)) + An(5))ds

:xo+/tf(s,¢n(s))d$+/tAn(s)ds,
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ou seja,
t

t
bn(t) = o + /f(s,¢n(s))ds+ /An(s)ds. (1.37)
to to
Escolha uma subsequéncia {¢,, } de (1.37). Como f € uniformemente continua em
R e ¢, — ¢ quando k — oo uniformemente em [ty — «, tg + «, segue que, neste mesmo
intervalo,
k — oo = f(t, én,(t)) = f(t, ¢(t)) uniformemente.

Ainda, pela defini¢do de A,,(¢) pela Defini¢do 1.6, item 3 com ¢ € [tg — a, to + a,

temos
t

¢
/An(s)ds < /|An(s)|ds < z—:n/ds <en(t—to) < ena,
to

to

t

to

e ¢, — 0, ou seja, tomando limite em (1.37), obtemos que

o(t) = zo + /f(S, o(s))ds.

Portanto, ¢(t) é solugdo de (1.33). O

1.2 CONTINUACAO DE SOLUCAO

Definicio 1.11. Seja ¢(t), t € I, uma solucdo de (1.33). Se 1 (t) também é uma solugdo de
(1.33) em um intervalo J que contém I propriamente e, ainda, ¢(t) = (t) para todo t € I,
entdo 1 é uma continuagdo de ¢. E diremos que J é extensdo de 1. Caso ndo exista 1), diremos

que ¢(t) € solucdo definida maximamente e I é dito intervalo maximal de existéncia.

Exemplo 4. No Exemplo 3, vimos que a solu¢@o para o problema de valor inicial

Tr=x

z(0) =1
¢ da forma .

) = —

no intervalo / = (—oo, 1). Esta solug@o é definida maximamente e / é maximal, pois note que

parat = 1, ¢(¢) ndo é limitada, ou seja, néo é possivel estendé-la para o intervalo J = (—oo, 1].

Definicao 1.12. Dado um intervalo finito (a,b) da reta e t € (a,b), denotamos por

t — a®t  para expressar que t se aproxima de a pela direita;

(1.38)
t — b~ para expressar que t se aproxima de b pela esquerda.
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Para uma fungdo ¢(t), t € (a,b), denotamos

lim ¢(t) = @(at);
tra® (1.39)
lim ¢(t) = (b7).

Lema 1.13 (Critério de Convergéncia de Cauchy para fungdes). Seja X C R, a um ponto de

acumulacdo de X e f : X — R. O limite Pm f(z) existe se, e somente se, dado ¢ > 0
—a

arbitrdrio, existe 6 > 0 tal que x,y € X, 0 < |z —a| < 6,0 < |y — a| < ¢ implica que

1f(z) = fly)] <e

Teorema 1.14. Seja f(t, ) continua e limitada em um dominio D C R2% Se ¢(t) é uma
solugdo de (1.33) em um intervalo (a,b), entdo os limites ¢(a™t) e ¢(b™) existem. Além disso,
se (b,¢(b™)) € D, podemos estender ¢ para a direita de b. Analogamente, se (a,¢(a™’)) € D,

podemos estender ¢ para a esquerda de a.

Demonstrag¢do. Vamos verificar que ¢(b~) existe e, para isso, utilizemos a equagdo de Volterra

ww=m+/f@¢@Ma

parat,ty € (a,b). Sea < u < v < b, entdo

u

\ww—¢WM=xwg/ﬂamwwwﬂm—/f@¢@m8

to

Desta forma,
|9(v) = d(u)| < Mlu — v, (1.40)

em que |f| < M < oco. Ainda, se u e v se aproximam de b pela esquerda, entdo, resulta que

é(u) — ¢(v) — 0. Pelo Critério de Convergéncia de Cauchy para fung¢des, Lema 1.13, segue
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que
lim (1) = 9(b7) < oc.
Analogamente, podemos mostrar que ¢(a™) existe. Suponha agora que (b, p(b™)) €
D e defina

B o(t), se te(a,b),
Vit = { o(b”), se t=b.

Desta forma, 1 (t) é uma continuagdo de ¢(¢) em (a, b]. Mais ainda, se supormos
que (b, ¢(b~)) é uma condigao inicial, podemos estender ¢ pois, pelo Teorema 1.10, existe uma
solugdo x(t) parat € [b,b+ (], f > 0 de tal modo que x(b) = ¢(b~). Definindo

e(t):{W)’ se ¢ € (a,],
x(t), se tebb+4],

vejaque 0(t), t € (a,b+ (], é uma continuagdo de ¢ (¢), t € (a, b). O

1.3 UNICIDADE

Em quaisquer aplicacdes (em particular, nas econdmicas) como modelos dinAmicos
descritos por equagdes diferenciais, é importante saber quando a solu¢ao de um problema é
tinica e, para isso, é necessdrio impor condi¢des sobre f(t,z) pois, apenas continuidade ndo

garante unicidade de solu¢cdo como veremos no seguinte exemplo:

Exemplo 5. Suponha f(t,z) = 3x5 continua. Considere o problema de valor iniciar
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temos que z(t) = 0 para todo ¢t € R é uma solugéo (trivial). Se = # 0, entdo

= :c’%dx = 3dt

:>/x§d:c:3/dt

= 325 =3t + k

I

3 = —
3
1

=x3 =1t+c

=z =(t+c)

Ou seja, z(t) = (t + ¢)*. Defina, para ¢ > 0, ¢, por

oult) = 0, t € (—o0,(
(t—1c)3, te(c,00).

Desta forma, ¢.(t) é solu¢do do problema para todo ¢ real e, como ¢ é uma constante

positiva arbitraria, este problema possui infinitas solucgdes.

Quando um modelo dindmico apresenta mais de uma solucao, este passa a nao ser
aplicavel, pois torna-se dificil decidir qual solu¢do representa melhor o modelo, o que nos leva
a buscar restricdes que garantem a unicidade de solucdo. Analisando o problema no Exemplo
5, percebe-se que 8_f ndo existe para x = 0. Na verdade, como f(t,x) = 313, segue que

x
0
—f = Qx_%
Ox
¢ ilimitado quando x — 0. Com o intuito de resolver esta questao e obter unicidade de solugdo,

introduziremos alguns conceitos e resultados com o intuito de enunciar e demonstrar teorema

que garantird a unicidade de solucao.

Definicao 1.15. Seja f(t,x) definida em um dominio D do plano (t,z) e suponha que exista
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uma constante positiva k tal que, para todo (t,x) e (t,y) em D,

[f(t,x) = f(ty)] < ko —yl. (1.41)

Dizemos que f satisfaz a condicdo de Lipschitz* com respeito a x e k é chamada

constante de Lipschitz.

Lema 1.16. Se f(t,x) é continua no retdngulo
R={(t,x): |t —to| <aelr—xo < b}

0
com a e b positivos e, além disso, se —— existe e é continua no retdngulo R, entdo f satisfaz a

ox
condigdo de Lipschitz.

Demonstragdo. Como a derivada parcial € continua no retangulo 12 e R € fechado e limitado,

0 . . .
segue que —f ¢ limitada, ou seja, para algum k positivo e (¢, x) em R, temos que

ox
of(t,x)

ox

0
Ainda, da continuidade de —f em R, segue que

ox
ft.a) - ft) = [ 5Lt wyu
Yy
Tomando médulo, obtemos

F(t.x) — f(t.y)] = / %(t,u)du

g

of

O

“Rudolf Lipschitz foi um matematico alemio do século XIX, conhecido por suas contribuicdes a andlise, geo-
metria, teoria de séries e equacdes diferenciais.
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Exemplo 6. Dado o problema de valor inicial

no retangulo
R={(t,2): |f| <lela| <1},

vamos verificar que f(t, ) = tx? satisfaz a condi¢do de Lipschitz.
De fato, note que

‘M — ‘th’ <2,
Ox

e, com isso, segue do Lema 1.16 satisfaz a condicdo de Lipschitz em R com k = 2 a constante

de Lipschitz.

Exemplo 7. Dado o problema de valor inicial

no retangulo
R={(t,z): [t| <lelx| <1},

temos que f(t,x) = 323 ndo satisfaz a condi¢do de Lipschitz, pois para z > 0, temos que

‘f(t,.’l?) — f(t,O)’ — 31% =3~
|x — 0] x

W=

3 ..
e, quando x — 0, temos que — € ilimitado.
xz

w|

0
Lema 1.17. Se f(t,z) é continuaem R = {(t,z) : [t —to| < ael|r—xo| <b}e 8_f existe e é
T

ox

limitada em R com < k, em que k é uma constante positiva, entdo [ satisfaz a condigdo

de Lipschitz.

Demonstracdo. Pelo Teorema do Valor Médio, para ¢ fixado e u € (x,y), temos

(t,) ~ £(t.) = 5Lt e — )

Tomando mddulo, obtemos

t.0) = ) = G0 = )] < K=
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Se substituirmos R por um dominio D fechado, € necessério impor que D é convexo

para, desta forma, garantir que v € D e permitir o uso do Teorema do Valor Médio.

Exemplo 8. Se uma funcéo f(t, ) satisfaz a condi¢do de Lipschitz, ndo se pode garantir que

—f existe. Vejamos, para
ox
ft,x) =t%a|

em R = {(t,z): |[t| < 1le|x| <1}, temos que

£t ) = fty)| =

2l = £lyl| = (al — ) < |lal = lyl| < lo =yl

Ou seja, f satisfaz a condi¢do de Lipschitz e £ = 1 € a constante de Lipschitz.

0 . .
Porém, note que a—f(t, 0) ndo existe, qualquer que seja t # 0.
x
Desta forma, temos finalmente, o seguinte resultado:
. of . . .
Teorema 1.18. Seja f e Iz continuas no retangulo R definido por
x
R={(t,x); [t —to| <ael|r—xo| <b}

com a e b positivos. Defina

b
M = t = mi — .
max |f(t,z)| e mln{a, M}
Entdo, o problema de valor inicial

T = f(t,x)

(1.42)
Z’(to) = 29
possui uma tinica solugdo para t € [ty to + al.

Demonstracdo. Como f € continua, segue do Teorema 1.10 que o problema de valor inicial

(1.42) possui pelo menos uma solugdo. Suponha que ¢(t) e 1)(t) sdo duas solugdes do problema

e vamos mostrar que ¢(t) = 1(t) para t € [ty,to + «| quando 92 ¢ continua. Sendo ¢ e v
x

solugdes, o Lema 1.5 afirma que podemos expressa-los por

ww=m+/3@¢@mS

Y(t) =z + /f(s,@/z(s))ds.
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Denote L = max |——
T

e 1(t) (utilizaremos o Lema 1.16 ou, com o mesmo objetivo, para cada s dado fixo, o Teorema

para t e z no retdngulo R e vejamos a diferenca entre ¢(t)

do Valor Médio na segunda varidvel):

t t

6(6) (0] = |ro+ [ S(s0ods —an— [ fs.0(5)ds

to to

VAN
S
=
o
VA

< /W s)|ds.

Com isto, temos que

y<L/w (5)]ds (1.43)

e, para verificar que esta desigualdade implica que ¢(t) = 1 (t), defina

/w (5)\ds.

Substituindo U (t) em (1.43), obtemos

o _ |<L/w 9)lds = LU().
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Desta forma,

Ainda, U(ty) = 0 pela defini¢do de U, sendo assim, U (t) = 0, e com isso,
0 <|o(t) — o) < LU)=0

e, portanto, ¢(t) = ¥(t). O

Portanto, as condi¢cdes do Teorema 1.18 sdo suficientes para implicar que f satisfaz

a condi¢do de Lipschitz.

Observagdo 2. Se uma fungdo f(¢, x) satisfaz a condi¢do de Lipschitz com respeito a x, entdo
para cada ¢, f(¢,x) é uniformemente continua em x. A reciproca € falsa, isto é, a fungdo ser
uniformemente continua ndo implica que satisfaca a condicao de Lipschitz.

De fato, seja ¢ > 0 dado. Como a fungdo satisfaz a condi¢do de Lipschitz, segue

que existe £ > 0 tal que
|f<t7$) - f(tay)’ < k’$ - y’

Tome § = % e suponha que |x — y| < 4, sendo assim,
£

Para verificar que reciproca ndo € vélida, temos como exemplo a fungdo f(¢,z) =
Vx,0 <z <1, a qual é uniformemente continua, mas ndo satisfaz a condi¢do de Lipschitz.

Com efeito, temos que f é continua e seu dominio é compacto, sendo assim, f é



35

uniformemente continua. Por outro lado,

‘f(taw)_f(tay)’:|\/__\/g|: 1
|z —y |z —y NCESNG

1

e ———— ¢ ilimitado para valores suficientemente pequenos de z e y.
VI + /Y

1.4 APROXIMACOES SUCESSIVAS

Definicao 1.19. Seja o problema de valor inicial

T =f(t,x
f(t@) (1.44)
.T(t()) = 2o
com f continua no retdngulo
R={(t,z): |t —to] <aelr—xo <b} (1.45)

e a e b positivos. Da continuidade de f no retdngulo R, segue que f ¢ limitada. Sendo assim,

b

seja |f(t,x)] < M em R edefina = min\ a, AR Para o problema de valor inicial (1.44), as

aproximagoes sucessivas (iteracoes de Picard) sdo funcdes ¢g, @1, . . . definidas recursivamente

como .

o(t) = o

‘ (1.46)
burt) = o+ / £(5, duls))ds

\ to

paran =0,1,2,... et € [ty — a, g + .

Com esta definicdo, o seguinte resultado verificard que as aproximacdes sucessivas

convergem uniformemente para uma tnica solugdo de (1.44).

Teorema 1.20. Seja f(t, x) continua que satisfaz a condi¢do de Lipschitz no retangulo R dado
b
em (1.45). Seja M uma cota superior para |f(t,x)| e « = minJ a, M} Entdo as aproxi-

magdes sucessivas ¢, (t), n = 0,1, ... (definidas em (1.46)) existem, sdo funcdes continuas em
|t —to| < a e convergem uniformemente para a solugdo tinica ¢(t) do problema de valor inicial
em (1.44).

Demonstra¢do. Vamos provar o resultado no intervalo [tg,ty + a]. A demonstragdo para o
intervalo [ty — «,ty] é andloga. Primeiramente, vejamos que ¢, (1) existe em [to,to + o e é

continuamente diferencidvel. De fato, ¢y(t) = z € constante e é continuamente diferencidvel.
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Se supormos que as mesmas condi¢des valem para ¢, (t), entdo f(¢, ¢, (t)) estd bem definida
e é continua em [ty,ty + a. Desta forma, ¢, 1(¢) dada em (1.46) existe e é continuamente
diferencidvel em [to, tp + «. Por indugdo, segue que ¢, (t), paran = 0,1,... existem e sdo

fun¢des continuas em [to, ty + «. Ainda, de (1.46) e da limita¢do de f(¢, x), segue que

|Pnr1(t) — do(t)] = |Pnsa(t) — 20

< M(t—to)
< Ma.
Desta forma,
|y (t) — 20| < Mav. (1.47)

Agora, iremos verificar que ¢, (t) converge uniformemente em [t,to + a. Para

isto, mostraremos por inducdo que vale a seguinte desigualdade:

M Bt — to)" !
[ni1(8) = at)] < S0 7]

, parat € [to,to + a, (1.48)

onde k € a constante de Lipschitz.
De fato, o caso n = 0 ocorre devido a conclusdo obtida em (1.47). Suponha que

(1.48) € vélida paran > 1, isto &,

M k™ (t — to)"

|0n(t) = dn1(t)] < T ) (1.49)

e vamos mostrar que € vdlida para n + 1. Note que

t

buir(t) — dult) = / (5, 6n(s)) — F (5, bus(3))]ds,

to

sendo assim, como f satisfaz a condicdo de Lipschitz e pela hipétese de inducdo em (1.49),
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segue que

Gusa (1) — bu(t)] = / (5, 6u(s)) — F(5, s (5))]ds

< / (5, 6u(s)) — F(5, bur(s))]ds

< / 60(5) = G- (s)lds (120
M k,n+1 !
< ? ol /(S—to)nds

to

M ]{in+1(t _ to)nJrl
k (n+1)!

Desta forma, verificamos que (1.48) € vélida e, ainda, este resultado € usado para

concluir que os termos da série

> [pura(t) — ¢ult)] (1.51)
n=0

: . A M P
sao majorados por aqueles da série de poténcias para ?ek“_t‘)', logo (1.51) € uniformemente

convergente em [tg, to + «]. Com isto, a série

)+ Y (Susa(t) — ou(t))

é absolutamente e uniformemente convergente em [tg, to + ] e a soma parcial ¢, (t), em que

._\

n—

On(t) = do(t) + ) (dira(t) — ¢i(t))

7

I§
o

converge uniformemente para uma fungio continua ¢(t) em [to, to + .

Como f (¢, z) é uniformemente continua no retangulo R, segue que f (¢, ¢, (t)) con-
verge uniformemente para f(t, ¢(t)) quando n — oo, logo ¢(t) é uma solugio do problema em
(1.44). Fazendo n — oo em (1.46), obtemos

t

(1) :930+/f(8,¢(s))d3.

to



38

Finalmente, vamos verificar que a solucdo do problema de valor inicial dado em

(1.44) é tnico e, para isso, seja ¢(t) outra solugdo em |[to, o + o] e denote-a por

Y(t) = xo + /f(S,@b(s))ds.

Analogamente a inducéo verificada em (1.48), obtemos que

M kn-‘rl (t _ to)n+1

)= (0] < G (1.52)
parat € [ty,to +alen =0,1,2,.... Quando n — oo, sabemos que ¢,,(t) — ¢(t) uniforme-
mente e (1.52) fornece que |p(t) — ¥(t)] < 0, logo ¢(t) = ¥(t). O

Para ilustrar a constru¢do destas solugdes aproximadas, vejamos os seguintes exem-

plos:

Exemplo 9. Considere o problema de valor inicial

o qual € equivalente a equacao de Volterra
xz(t) =1+ /a:(s)ds
e ¢o(t) = xo = 1. Desta forma, temos

$(t) = zo+ | ¢o(s)ds = 1+ [ 1lds = 14+¢
f f

t (1.53)

Po(t) = xo—i-/gbl(s)ds = 1+/(1+s)ds = 1—|—t—|—5,
0
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De modo geral, temos

t t
n—1
On(t) = o+ /¢n_1(s)ds =1 +/ {1 +s5+...+ (ns_ o ds
0 0 (1.54)
t2 n
= Lttt
e, quando n — oo, temos que ¢, (t) — e’ e ¢(t) = €' € a solugdo desejada com ¢ real.
Exemplo 10. Considere o problema de valor inicial
T =tx
z(0) =1,
o qual é equivalente a equacao de Volterra
t
z(t) =1+ /sx(s)ds
0
e ¢o(t) = xo = 1. Desta forma, temos
t t
t2
¢1(t) = $0+/8¢0(S)d8 = 1—|—/3ds = 1_|_§
0 0
: . (1.55)
2 2 4
Pa(t) = x0+/s¢1(s)ds = 1+/s(1+5> ds = +§+ﬂ
0 0

De modo geral, temos

t

on(t) = wo+/sd)n1(s)ds
0
52 1 /s2\> 1 s2\"! (1.56)
= 1+/S 1+(5)+§(5> —f-...—i-(n_l)! (?) ]ds
0
AU AN 1 /2\"

t
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2 2
e, quando n — oo, temos que ¢, (t) — e e ¢(t) = e é a solucio desejada com ¢ real.

1.5 DEPENDENCIA CONTINUA

Suponhamos que f : D — R" seja continua em D C R™™! e que, para cada ponto

inicial (¢, zo), passe uma tdnica solu¢do ¢ = ¢(t, to, zo) do problema
(1.57)

definida em um intervalo maximal de existéncia I. Veremos que ¢ depende continuamente
e diferenciavelmente (se f for diferencidvel) das varidveis (¢,to,z9). E veremos também a
dependéncia em relagdo as varidveis (,to, o, A) das solu¢des de uma familia de equagdes do
tipo

&= f(t,\) .

I(to) = X,
em que A é um parametro num espaco euclidiano A de tal modo que, para cada A fixo, (1.58)
possui uma tnica solugdo ¢ = ¢(t, to, xo, A) definida no seu intervalo maximal de existéncia /.

Neste caso, f estd definida no aberto R x R™ x A.

Lema 1.21. Seja {¢,,} uma sequéncia equicontinua e uniformemente limitada de fungédes reais
e continuas num espaco métrico compacto X. Suponha que toda subsequéncia uniformemente

convergente de {¢,,} possua o mesmo limite ¢. Entdo {¢,} converge uniformemente para ¢.

Demonstracdo. Por absurdo, vamos supor que {¢, } ndo converge uniformemente para ¢. En-
tdo existe um € e uma subsequéncia { ¢, } tal que |¢,(t,/) — ¢(t,v)| > € para alguma sequéncia
{t} em X. Note que {¢, } é uniformemente limitada e equicontinua e, sendo X espaco mé-
trico compacto, segue que {¢,s} tem uma subsequéncia {¢,~} que converge uniformemente

para ¢, o que é um absurdo, pois | @, (t,) — ¢(t,)| > €, para todo n” O]

Proposicao 1.22. Seja f,, : D — R" uma sequéncia de funcées continuas com tal que f,,
converge uniformemente para fy em cada parte compacta de D. Seja (t,,, x,,) uma sequéncia

de pontos em D que converge para (ty, xo). Suponha que

T = fn(t,x)

(tm) = Tm

tem uma unica solucdo ¢,, definida maximamente no seu intervalo maximal de existéncia I,,.

Seja [a,b] C Iy. Entdo existe ng = ng(a, b) tal que, param > ng [a,b] C I, e ¢m|[a,b] — ¢0|[a’b]

uniformemente.
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Demonstracdo. Seja C' um compacto que contém o grafico de ¢y em [a, b]. Seja Dy C D um
outro compacto que contém C'. Existe n; tal que, param > ny, | f,| < M em Dy. Sendo assim,
existe o > 0 de tal forma que, para todo (t',21) € C,

T = f(t,x)

z(th)y =z', m>n
possui uma tnica solugfo definida em |t — t!| < « € seu gréfico estd contido em Dj.

Seja e = %. Existe ny > ny tal que, se m > ng, (ty, x,) € C e |ym — to| < e,
desta forma, ¢,,, m > no, estd bem definida em |t — | < ¢ pois, |t,,, — t| < a = 3¢ contém
|t —to] < e.

Vejamos que a familia F' = {¢y,|j—iy|<-, m > no} é uma sequéncia que satisfaz
as hipoteses do Lema 1.21. De fato, esta familia é uniformemente limitada e equicontinua
pois o grafico de ¢,, estd no compacto Dy, com |¢,(t)| = |fim(t, ¢m(t))| < M e, ainda, toda
subsequéncia ¢, uniformemente convergente em |t —¢y| < & converge para ¢, e, para verificar

este fato, basta mostrarmos que ¢ = lim ¢,,, € solucdo de

$' = f()(t, fL‘)

ZE(t0> = Xg-
Com efeito,

b (1) = T + / Fur (5, b (5)) ds

e fazendo m’ — oo, temos

P(t) = 2o + /fo(S, o(s))ds.

Pela unicidade de solugdes, segue que ¢ = ¢ em |t — ty| < e. Desta forma, segue
do Lema 1.21 que ¢,, converge uniformemente para ¢y em |t — to| < e.
Se tg + & < b, repetindo a construgdo para a sequéncia x,,, = ¢, (to + €), com

tm = to+e, obtemos que existe ng tal que, para m > ng, ¢,, estd bem definida em [to—e, to+2¢]

e converge uniformemente para ¢, neste intervalo. Repetindo esta construg¢ao finitas vezes com,

no maximo, etapas, concluimos que existe ng = ng(a, b) tal que, para m > ng, ¢, estd
£
bem definida em [a, b] (em outras palavras, [a,b] C I,,) e converge uniformemente para ¢, em

[a, b]. O

Teorema 1.23. Seja f continua no conjunto aberto Q2 C R xR"™ x A. Para cada (ty, o, ) € €,
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suponha que que o problema de valor inicial

(1.59
J](to) = X, )

{ T = folt,z,\)

com X fixo, possua uma tinica solu¢do ¢ = ¢(t, to, xg, \) definida no seu intervalo maximal de

existéncia (w_,w, ), wy = w4 (ty, xo, A). Entdo o conjunto
D= {(t, t(), Zo, /\) : (to, Zo, )\) eQlet e (w_(to, Zo, /\)7 W+(t0, Zo, )\))}

é aberto em R x ) e ¢ é continua em D.

Demonstracdo. Note primeiramente que as questdes de dependéncia em relagdo a (¢, to, xo, )
das solucdes de (1.58) podem ser reduzidas a questdes relativas as solucdes de (1.57), sem

parametros. E isto € verdade pois, substituindo (1.58) por

(1.60)
y(to) = o = (20, o),

{y = F(ty)

comy = (z,\) € R" x Ae F(t,y) = (f(t,z,);0). Desta forma, a solugdo de (1.60) pelo
ponto (to, yo) €
w(ta th ?JO) = (¢(t7 tU) Zo, >‘0)7 >\0)

e assim, as propriedades de continuidade e diferenciabilidade para ) também serdo validas para
0.

Desta forma, para provar o Teorema, basta prova-lo para equacdes da forma & =
f(t,x) com todas as suas solu¢des unicas. Na Proposi¢do 1.22, tomando f,, = f, temos que,
para todo (tg, xg) € 2, dado e > 0 e [a,b] C I(to,xo), existe uma vizinhanca Vi = Vy(to, zo)
tal que, para todo (t',2") € Vo, [a,b] C I(¥',2') e

(1, 2') — Bt to, x0)| < % para todo ¢ € [a, b].
Sendo assim, temos que

D'=|JI(toz)x (J Vo

toER (to@o)EQ

¢ aberto e D' = D, logo D € aberto. Ainda, como ¢(¢, to, z() € continua em ¢, temos que, para

. L. € . .
s suficientemente proximo de t, |¢(s, to, o) — &(t, to, xo)| < 5 © assim, podemos garantir a
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continuidade de ¢ em (¢, to, o) pois, para t € (a,b), temos que

‘¢(57t/7$,) - ¢(t7t07 l’o)’ S |¢<37t,7 iL‘l) - (b(Sath l’o)l + ‘(b(Sath :CO) - (b(t?tvaO)‘

]

Lema 1.24 (Gronwall®). Sejam u e v funcdes continuas ndo negativas em |a, b] tais que, para

a > 0,
¢

u(t) < a+ /U(s)u(s)ds, teab.

a

Entdo,
t

v(s)ds
u(t) < 046{

e, em particular, se o = 0, entdo u = (.

t
Demonstragdo. Se o > 0, podemos definir w(t) = o+ [ v(s)u(s)ds e, desta forma, w(a) =

(0%
e w(t) > a > 0. Pelo Teorema Fundamental do Cdlculo, w'(t) = v(t)u(t) < v(t)w(t).

Integrando entre a e ¢, temos que
W) <ot)w(t) = ') —ov(t)w(t) <0,
e sendo assim,

— [ v(s)ds (W' (t) — v(t)w(t)]

IN
o

e

t t
— [v(s)ds — [v(s)ds

= e W(t)—e

Com isto, segue que
d — tv s)ds
£<w(t)e [ ) <0.

STullio Gronwall foi um matemadtico finlandés do século XX conhecido por suas contribuicdes a teoria das
equagdes diferenciais, as quais t€m sido de grande importincia para o desenvolvimento da mesma.

Desta forma,




satisfazem

temos que

— tv(s)ds — av(s)d
w(t)e ! —w(a)e ! 0
Jo(s)d Jo(d
= w(t)e s w(a)e s
Jo(s)d
v(s)as
= w(t) < ea w(a)
[ o(s)d
= w(t) < aes
Finalmente,
/v(s)ds
u(t) <w(t) < aeaf )
Em particular, para o = 0,
[ o(s)d
0 < u(t) §aea“ S:O,

ou seja, u(t) = 0 para todo t > a.

Proposicao 1.25. Dado os problemas de valor inicial

{ T = f(t,l’)
I(to) = X

{ i = fta)
[L'(to) = Yo,

(L, o, xo) — Y(t, to, yo)| < 6k|t_t°'|$0 — Yol

t

o(t) — (t) = 20— o + / (5, 9(5)) — F(5,0(s))]ds

to
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com f uma fungdo que satisfaz a condicdo de Lipschitz e k a constante de Lipschitz de f. Desta
forma, parat € 1(ty,xo) N I(to,yo), as solucoes ¢(t) e 1(t) dos problemas, respectivamente,

Demonstragdo. Denotemos ¢(t) = ¢(t,ty,zo) € ¥(t) = ¥(t,to,y0). Entdo pelo Lema 1.5,



ev(t) = k.

o(t) = o~

vamente.
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|o(t) — o(t)] =

< Jao—yol + / Klg(s) — (s)|ds

to

Se t > ty, o resultado segue do Lema 1.24 para o = |z¢ — yol, u(t) = |p(t) — 1(t)|

Se t < ty, temos os problemas de valor inicial

{ i = —f(-t,2)
ClI(—to) = X

{ i = —f(-t,2)
x(—to) = Yo-

Como f ¢é lipschitziana, segue que ambos problemas possuem solu¢do. Definindo

t) e (t) = 1h(—t), vejamos que ¢(t) e ¥(t) sdo solucdes dos problemas, respecti-
De fato,
(@) = (¢(=1)) = ¢/ (=t)(~=1) = —f(~t, )
o(to) = d(—to) = o
Analogamente,

() = (1)) = ¢'(=t)(=1) = —f(~t,x)

Y(to) = ¥(—to) = Yo

Desta forma, temos —t > —t; e, pelo caso anterior,

[6(t) = o) = |o(=t) —v(=1)|

< PO g — g
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Portanto,
|6(t) — ()] < Pl — yo.

Observagdo 3. Se |f| < M, e ¢ é solugdo do problema de valor inicial

{ i = fta)
{E(to) = X,

entdo ¢ satisfaz a condicao de Lipschitz relativamente a ¢, pois, utilizando o Lema 1.5, temos

6(t) = 6(s)] = |wo+ / £, ¢(u))du — 70 — / £, B(u))du

IN

/tf(u, ¢(u))du

< / 1 1, d(w))

t
< M/du
< |t —s|M.

Lema 1.26. Seja f continua em (a,b) X K com K um aberto convexo de R". Se f admite

af(t
derivada parcial em relacdo a segunda varidvel, f(t,7) , continua em (a,b) X K, entdo
T
existe uma fungdo g : (a,b) x K x K — L(R™) continua tal que
af(t
1) g(t,z,z) = %, (t,7) € (a,b) x K;
T

(2) f(t,m2) — f(t,21) = g(t, 21, 02) (72 — 71).

Estamos utilizando L(R™) para denotar o espago de aplicagées lineares de R" em

R™, identificado com o espago de matrizes n X n, ou seja, R™.
Demonstracdo. Se definirmos x = x(0) = 0zo + (1 — 0)x1 e

1

g(t, 1, ) —/af(t’exﬁ(l_e)“)de,

ox

0
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of(t
a continuidade de g segue diretamente da continuidade de M Ainda,

ox

g(t,x,z) = /%d@ = %

0

Por fim, temos que

f(t, 1’2) — f(t,a:l) = (t, 9%2 + (]. — 6)1’1) d@

o — _
g

(x9 — x1)db

- /1 Of (. 022+ (1 — 0)z1)
N ox
0

dQ(ZEQ — J]l)

- /1 Df(t, 0y + (1 — 0)21)
N ox
0

= g(tal’l,@)(xz - 1’1).

O]
Teorema 1.27. Seja f continua no aberto Q@ C R x R" x A, com M continua em ().
Entdo, para cada X fixo, a solu¢do ¢ = ¢(t,t, xo, \) de o
T = f(t,z, )
{ z(ty) = o

0 0o(t,tg, xo, A
€ unica e admite derivada parcial 0_¢ Ainda, a aplicagdo (t,to, xo, \) — % é
Lo Lo
continua no seu dominio

D = {(t,to, %0, A) : (to, o, A) € Q,w_(to, 20, A) <t < w(to, T, A)}

0¢(t, tg, xg, A 0¢p
I(t) - % * € = T%(tatOJxO?A)
€ solugdo de
= J)x (161)
z(ty) = ey,

af(ta ¢(t7 tO? o, )‘)7 )‘)

com J(t) = J{t:to, 20, A) = =5 2 = N

,paratodo 1 < k < n.
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Demonstracdo. Sejam a_ < a, tais que w_(t1, 71, A1) < a_ < ay < wy(ty,x1, ). Pelo
Teorema 1.23, para (¢, xo, A) numa vizinhanga de (¢;,21,A;) e todo ¢t € [a_,a], temos que
o(t,to, o, ) estd bem definida e é continua.

Defina y;, = ¢(t, to, zo + hex, \) para um valor pequeno de h. Segue da Proposi¢do
1.22 que y;, — Yo uniformemente em [a_, a,| quando & — 0. Sendo assim, pelo Lema 1.26,

escrevemos d "
(?/h;—t?/o)() = ft,un(t),\) — f(t,m0(t),\)

= g(t,yo(t), yn(t), \)(yn(t) — vo(t)).

A existéncia de a—i (t,t0, Y0, A) é equivalente a existéncia do limite de x,(¢) quando
Yo
_ Yn— Yo

h—0ex, = . , para h # 0.

Mas perceba que zp, € solugdo da equagdo linear

{ i = J(t,h)x (162
X

(to) = ex
com J(t,h) = g(t,yo(t), yn(t), A), pois

whlte) = Yn ; yo(to)

yn(to) — yo(to)
h

xo + heF —
h

Ainda,
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= Yn — Yo '
& h

Y — Yo
h

¢/(t7 th Zo + hekv >\) - ¢/(t7 th Zo, )‘)
h

f(t;yh, )‘) — f(tvy(]?/\)
h

(Yn — yo)

= g9(t,Yn, Yo, \) .

= g(t> Yhs Yo, )‘>$h

Note que J(t, h) é continua para valores pequenos de h e

Of(t, d(ty, T, \), A
J(t,0) = g(t, yo, Yo, A) = fE%((Z;( 1?0 5’;)0 )\>) )

= J(t).

Como (1.62) tem solugdes tnicas, o Teorema 1.23 implica que }lllg(l) xp(t) existe e
equivale & x(t) = x(t), o qual é solugdo de (1.62) com h = 0, o que é equivalente a (1.61).

Vejamos agora que 8_y§ € continua em relacio a todas as suas variaveis e, para isto,
considere a familia de equagdes dependentes do pardmetro (¢, zo, A) dada por

{ T = J(t,tml’o,A)[E (163)

x(ty) = e

A fung¢do J(t,ty, xo, A)z é continua em (¢, to, o, A, ) no conjunto D x R" e (1.63)

tem solugdes tinicas para cada (¢, o, A) fixado. O Teorema 1.23 implica que a—i € continua em
Yo

todos os seus argumentos. Desta forma, ¢ € diferencidvel relativamente a y, e T ¢ continua
Lo
em D.
Analogamente, verifica-se que ¢ admite derivada parcial continua em relagdo a ;.

O
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

2.1 SISTEMAS LINEARES

Definicao 2.1. Considere o sistema linear de n equagoes diferenciais de primeira ordem

n

i'i = Zaij(t)xj + hl(t), 7= ]_,27 oo,y (21)

j=1
em que t € [a,b] e a;;(t) e h(t) sdo funcdes reais continuas com 1i,j variando de 1 até n.
Reescrevendo este somatorio de maneira mais explicita, temos

;

.i’l = CL11(t)I1 + alz(t)xz + ...+ aln(t)xn + hl(t>

Ztg = agl(t)l’l + CLQQ(t)JZQ + ...+ agn(t)l’n + hg(t)

T = ap1 ()21 + an2(t)z2 + ..o+ apn(t) s, + (1)

\

Desta forma, podemos utilizar a notagdo em matriz

T ajr(t) ap(t) ... a(t) x h(t)
i) _ 921 (t) a929 (t) o Qop (t) i) n hg (t)
T ap1(t) ana(t) ... apn(t) T hn(t)

Finalmente, podemos denotar

L1
L2
T = s
T
an(t) alz(t) e aln(t)

as (t) age(t) ... ag(t)

an1(t)  ana(t) ... apn(t)
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Desta forma, escrevemos o sistema linear dado em (2.1) da seguinte forma:

i = A(t)z + h(t). (2.2)

Se h(t) = 0 em (2.2), entdo o sistema é chamado linear homogéneo. Caso h(t) # 0,

entdo é chamado linear ndo homogéneo.

Teorema 2.2. Considere o problema de valor inicial com um sistema linear ndo homogéneo

T = A(t)z + h(t)
(2.3)
x(ty) = xo, paraty € |a, b

e suponha que A(t) e h(t) sdo continuas' para t € |a,b]. Entdo existe uma tnica solugdo

continuamente diferencidvel ¢(t) definida em todo intervalo |a, b] que satisfaz (2.3)

Serdo apresentadas duas demonstracOes para este resultado. A primeira utilizara
resultados ja provados, enquanto a segunda remete a mesma construcdo realizada na demons-

tracdo do Teorema 1.20 de Aproximagdes Sucessivas.

Demonstracdo 1. Se A(t) e h(t) forem continuas no retangulo

R={(t,z): t € [a,b]ex € R"},

segue do Teorema 1.10, com f(¢,z) = A(t)xz+h(t) continua, que existe uma solugdo em algum
intervalo contendo .
Ainda, como f(t,z) = A(t)x + h(t) é continua em R e R é compacto, temos que
f(t, z) é limitada. Segue do Teorema 1.14 que a solugdo existe para todo ¢ € [a, b].
Finalmente, note que
Of(t,z)  O0A(t)x + h(t)

or ox = A1),

e desta forma, f(¢,z) é continua e sua derivada parcial em x também. Segue do Teorema 1.18

que, se exite uma solucdo, ela € Unica. L]

'Entendemos que a matriz A(t) e o vetor coluna h(t) sdo continuos quando todas suas fun¢des componentes
forem continuas.
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Demonstracdo 2. Considere sequéncia de aplicagdes ¢; : [a, b] — R™ definida por

;

Po(t) = o

t 2.4)
¢i(t) = xo+ /[A(S)(ﬁi_l(s) + h(s)]ds, i € N.

\ to

Vamos verificar que, para todo intervalo compacto [p, q| C [a,b], a sequéncia ¢;

converge uniformemente em [p, ¢| para uma solugdo de (2.3). Para isto, considere

{ K = sup{[|A(s)]|: s € [p,ql}; (2.5)

¢ = sup{lga(s) — do(s)| : 5 € [p.al}.

Desta forma, temos as seguintes desigualdades, supondo sem perda de generalidade

quet > {o:
a(t) = én(6)] = | [ A(s)ign(s) — én())ds
< [IAGI- [61(5) - én(o)]ds
< Ke(t —to)

t

65(t) — du(t)] = / A($)[das) — d(s)]ds

to

A

S
@
=

[\

|
e
@
=

VAl

IA
—
=
=
Q
»
|
s
=
V2)

K?c(t — to)?
2! '
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Indutivamente, obtemos que

Kic

i1 (t) — &s(t)] < (t —to)",Vt € [p, q]

7!
e desta forma

||is1(t) — @i(t)|| = sup |pip1(t) — di(t)] < M

tep.q] i!

, 2 €N.
Agora perceba que a série

i [K(q—p)Jic
7!
=0
é convergente (ver Observagio 4). Logo, ¢; converge uniformemente, digamos para ¢, em [p, ¢|

pelo teste de Weierstrass (ver Observacdo 5). Desta forma, ¢ existe em [a, b], pois este intervalo

é unido de intervalos compactos [p, q] e, fazendo i — oo em (2.4), temos, para todo ¢ € [a, b],

t

o(t) = 70 + / [A(s)(s) + h(s))ds

to

e, derivando em ¢, obtemos

Ainda, temos que

to

o(to) = o + / [A(s)8(s) + h(s)]ds = o,

to

ou seja, ¢ € solugdo de (2.3).
Por fim, vejamos que ¢ € tnica e, para isso, suponhamos que v € uma outra solu¢cdo
de (2.3) em [a, b]. Entdo, para todo ¢ € [a, b],

t

$(t) = 20+ / [A(s)p(s) + h(s)]ds.

to
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Denotemos m = sup [¢(t) — ¢1(t)
te(a,b]

, entao

B(t) = bo(t)] = / A()[(5) — 1(s)]ds

< Km(t —to)
K?*m 9
() — 3(t)] < o (t —to)™.
Novamente por indu¢do, obtemos
K=im
t) —oi(t)| < t—to)"
)
i—1 )
I Gyt =t =0
Portanto, ¢ (t) = ¢(t). O

Observagdo 4. O teste da razdo afirma que, dada uma série > | a,, com

Qp+1
G,

lim =L
n—oo

com L um ndmero nio negativo, tem-se que

1) Se L < 1, entdo ) a, é absolutamente convergente;

2) Se L > 1, entdo Y a, é divergente;

3) Se L = 1, nada pode-se afirmar.

Desta forma, seja a série

= K"c(q — p)™
Z (q p))

n!
n=0
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obtida na demonstragdo do Teorema 2.2. Temos que

KnJrlc(q _ p)nJrl
(n+1)!

an+1

n—oo a,n

n!

KnJrlC(q _ p)nJrl n!

K(g —
_ i | Ela—p)

K _
_ i Kl@—p)

Ou seja, L = 0 < 1 e L é ndo negativo. Desta forma, pelo teste da razdo, a série é
absolutamente convergente e, portanto, convergente.
oo
Observagdo 5. O teste de Weierstrass afirma que uma série de fungdes > f; converge unifor-

k=0
memente em {2 C R se sdo satisfeitas as seguintes propriedades, com M; uma série numérica:

M || fillo < Mj;

(2) > M; é convergente.
i=0

Desta forma, seja f; = ¢;+1(t) — ¢;(t), em que ¢; é a sequéncia de aplicacdes

definida no Teorema 2.2. Temos que

| filla = [|@ix1(t) — &i(t)|] = sup |@ir1(t) — @i(t)] < M

telp.q) i!

= Mz’a

o0
e a Observacgio 4 prova que Y M; < oo. Sendo assim, aplicando o teste de Weierstrass,
i=0

obtemos que Y f; converge, ou seja, »  (¢;11(t) — ¢;(t)) converge.
k=0 k=0
Finalmente, note que podemos escrever

¢i(t) = ¢o(t) + (D1(t) = Po(t)) + ... + (¢i(t) = hia (1))

i

= do(t) + 2 (9;(t) = ¢5-1(1))

Jj=0
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i

Z<¢3+1 Z ¢j+1 t)) < 00,
7=0

J=0

logo a sequéncia de aplicacdes ¢; € convergente.

Exemplo 11. Dado problema de valor inicial de segunda ordem homogéneo

yt+ey+(1+ty =
y(1)
(1)

e denotando y = 1 € y = x5, temos

Ty =Y =22
Ty =1y =—€ey—(1+t)y=—eay— (1 +1t)x;

Reescrevendo em formato de matriz, segue que

T —(141t) —€ x| x9(1) 0 .

e note que a solucdo identicamente nula satisfaz (2.6) e, como as fun¢des na matriz sdo continuas

parat € (—o0, ), segue do Teorema 2.2 que esta solugdo € dnica.

2.2 RESULTADOS PARA SISTEMA HOMOGENEO

Definicao 2.3. Considerando o sistema homogéneo
T = A(t)z, (2.7)

dizemos que a matrizn X n ®(t) é solugdo fundamental se cada coluna satisfizer o problema
(2.7) e se det ®(t) # 0. Ainda, considerando um tempo inicial to, chamamos de matriz solu¢do
principal ®(t) a matriz solu¢do fundamental que satisfaz ®(ty) = I, com I a matriz identidade

de ordem n X n.

Com as notagoes A(t) = [a;;(t)] a matriz n x n em (2.7), ®(t) = [¢;;(t)] a matriz
solugdo (ou matriz solu¢do fundamental) de (2.7), X (¢) = [z;;(¢)] uma matriz n x n, com

1,7 =1,...,n em todos os casos, temos os seguintes resultados:

Teorema 2.4. Considere a equagdo diferencial matricial

X = A(t)X, t € [a,D]. (2.8)
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Se @ ¢ uma matriz solucdo fundamental de (2.7), entdo ® satisfaz (2.8) para t €
[a, b).

Demonstracdo. Como ® € solu¢ao fundamental de (2.7), segue que cada uma de suas colunas
satisfazem (2.7). Denotando cada coluna de ® por ¢y, ¢, . .., ¢,, entdo para t € [a,b], temos

que

b= (61, O] = [A1)1, ..., A)gn] = AB)[@1, -, da] = A(H)®.
O

Teorema 2.5. [Formula de Abel] Suponha que ® é uma matriz solugcdo de X = A(t)X, para
t € [a,b] efixe ty € [a,b]. Entdo

ftll’A(s)ds
det ®(t) = det D(t)efo : (2.9)

para todo t € [a,b.

Demonstragdo. Vamos provar para o caso n = 2. Para isso, veja que

%[det o(t)] = %(%1@522 — P12621)

= Q511¢22 + ¢11Q.522 - Q.S12¢21 - ¢12¢21

(Z'ﬁll ¢12

¢21 ¢22 $21 Q.522

+‘ ¢11 ¢12

an @11 + apger  an iz + a2
®a1 P22
b1 P12
a21011 + A22021  A21P12 + A22P22

No determinante

a11¢11 + a12021  a11¢12 + 12022
®21 022

podemos multiplicar a segunda linha por a2 e subtrair este resultado da primeira linha sem

alterar o determinante. Analogamente, no determinante

3%} P12
21911 + G201 A21P12 + 22022

Y

podemos multiplicar a primeira linha por as; e subtrair da segunda sem alterar o determinante.
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d
—[det <I>(t)] _ angi 1112 o1 P12
dt P21 P22 aaP21  A22P22
= ay;det ® + agy det O
= trA(t)det ().
Finalmente, temos que
d
a[det O(t)] —trA(t) det (t) = 0.
Utilizando fator integrante, temos que
—ftl‘A(s)ds d
e ' E[det O(t)] —trA(t) det (t)| = 0
— ftI'A(s)ds d - ftI'A(s)ds
e ' E[det O(t)] —e ' trA(t)det ®(t) = 0
d —ftl’A(s)ds
pr det ®(t)e ‘o =0
— fztI'A(s)ds — })tI'A(s)ds
det ®(t)e ‘o — det O(tg)e ‘o =0
—fttI'A(s)ds
det ®(t)e ‘o = det ®(ty)
fttI'A(s)ds
det ®(t) = det P(tg)e'o
[
Observacdo 6. A demonstracdo do Teorema 2.5 foi feita para o caso n = 2. O caso n-

dimensional é demonstrado de maneira andloga utilizando a férmula para determinantes de

matrizes de ordem n X n e fazendo as devidas adaptacdes.

Corolario 2.6. Suponha que ® é uma matriz solucdo de (2.8), entdo det ®(t) # 0 para todo

t € [a,b] ou det ®(t) = 0 para todo t € [a,b].
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Demonstragdo. Note na férmula de Abel dada em (2.9) que o determinante de ® em qualquer
t é caracterizado (multiplo) do determinante de ¢ no ponto ¢, e, como a exponencial nunca se

anula, segue o resultado. 0

Observagdo 7. No caso de fungdes f, g diferencidveis, vale a regra

(f9)' = fg+fg.

Da mesma forma, se tivermos duas matrizes A, B diferenciaveis, entdo vale a mesma
férmula, ou seja,
d d d
—[AB] = —[A|B+ A—I[B
e o célculo para verificar esta igualdade € direto. Este serd um recurso bastante utilizado na

demonstracdo dos préximos teoremas.

Teorema 2.7. Seja & uma matriz solucdo fundamental do problema dado em (2.7) e C' uma

matriz n X n constante com det C' # 0. Entdo ®C' é uma matriz solugcdo fundamental de (2.7).

Demonstragdo. De fato, note que

%[@C] — bC = [A(1)D]C = A(1)[@C]

e, desta forma, ®C' é uma matriz solugdo. Por fim, temos que det(®C') # 0, pois
det(PC) = det P det C' # 0.

]

Teorema 2.8. Suponha que ®(t) e V(t) sdo duas matrizes solugcdo fundamentais diferentes de
(2.7) para t € [a,b]. Entdo existe uma matriz C' de ordem n x n, constante com det C' # 0 tal
que

U =oC.

Demonstragdo. Por hipétese, det ®(t) # 0, pois € solugio fundamental. Logo, existe ®~1(¢),

paratodo t € [a,b] e ®®~! = I. Derivando esta igualdade, obtemos

d d

Z(@dY) = 1
dt( ) dt
dol+alet — g

dt

@iqﬂ — L.

dt
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Desta forma, temos a seguinte igualdade:

d .
Eq)_l = o 1pp! (2.10)

d
e, utilizando-a, provaremos que — (®~1¥) = (. De fato,

d

dt

dt

(1) = &1 4 (%@-1) v

= O TAM)T 4 (—D 1D U
= ALY — P IAL)PD W

= O TA)T — O LA

Portanto, @' U = (' e, finalmente,
U =oC,

com (' uma matriz constante de ordem n x n com det C' # 0.

Exemplo 12. Considere o sistema linear

ZI.,‘l = I
i? = —T2,
o qual pode ser escrito em forma de matriz como

Se tomarmos

temos que

w07

(2.11)

¢ uma matriz solugdo de (2.11), porém ndo é fundamental, pois det ®(¢) = 0 para todo ¢ € R.
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Por outro lado, se tomarmos

temos entao

et 0]
0 e_t_

uma matriz solugfo fundamental, pois cada coluna satisfaz o problema e det ®(t) = €® = 1 que

¢ diferente de 0 para todo t € R.

Definicao 2.9. Dada a equacdo em (2.7), em que x e & sdo vetores colunas de dimensdo n,

definimos equagdo adjunta como
—yA(t)

com y e y vetores linha também com dimensdo n.

= (2.12)

Teorema 2.10. Se ® é uma matriz solugdo fundamental de & = A(t)z, entdo ®~1 é matriz

solugdo fundamental de y = —yA(t).

Demonstragdo. Derivando a igualdade @' = T, temos o seguinte:

: d
PO+ d— (P!
+ dt( )

d

—0= —(d ) =—-0'pp".

dt

Mas como & é solucdo de © = A(t)z, segue que

%(@—1) = 000!
= —OA(t)PD!
= —OA(1)

e, portanto, ®~1 é matriz solu¢do fundamental da equacdo adjunta. [

Teorema 2.11. [Variagdo das Constantes] Se ® é uma matriz solugdo fundamental do sistema
linear homogéneo & = A(t)x, entdo toda solugcdo do sistema ndo homogéneo @ = A(t)x + h(t)

¢ dada por

para todo ty € R.

Demonstragdo. Seja ® uma matriz solu¢do fundamental do sistema linear homogéneo. Pelo

Teorema 2.7, a solugdo geral deste sistema pode ser escrita como

(2.13)
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com c um vetor constante arbitrario. Para resolver a equacido ndo homogénea, vamos reescrever

(2.13) com c uma funcao de ¢ (por isso o nome variagdo das constantes) e, desta forma, temos

o(t) = B(t)c(t) (2.14)
e, derivando, obtemos . .
o = Pc+ dPe
= Adc+ dc (2.15)
= A¢p+ Pc.

Comparando as equagdes em (2.2) e (2.15), temos que (2.15) satisfaz o sistema nao

homogéneo se ®¢ = h, logo ¢ = ®~1h. Desta forma,

c(t) —c(ty) = /@‘1(3)h(3)ds

to

o) = clto) + / B (s)h(s)ds

to

e segue de (2.14) que

¢(t) = D(t)c(t)
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2.3 SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

Definicao 2.12. Um problema da forma

T = Az + h(t)
(2.16)
l'(to) = Xy, to S [CL, b]
com A uma matriz constante n. X n com n* entradas e h(t) um vetor coluna de ordem n de

fungoes continuas é chamado sistema linear com coeficientes constantes. Um sistema neste

formato é importante para o estudo de dindmicas econémicas e andlise de estabilidade

Definicao 2.13. Dada uma matriz constante n X n A, definimos
et = EOO L (2.17)
N «nl 7 '

a qual é uma série convergente para todo A e t.

Teorema 2.14. Seja A uma matriz constante n X n e considere o sistema homogéneo

T = Az, (2.18)
entdo uma matriz solugdo fundamental ® é dada por
B(t) = (2.19)
e, dada a condigdo inicial x(ty) = x, a solugcdo é dada por
(2.20)

o(t) = eAt=t0) g0

Demonstragdo. Para verificar que ® € solugdo, basta mostrarmos que

d
%(eAt) _ AeAt



64

e, para isto, seja h > 0 para aplicar a definic@o de limite, ou seja,

d A(t+h) _ LAt
ety = mE——
dt h—0 h

Ah
_ 1 At [ € -1
= Jme ( h )

1 1
_ eAt{nm K_) (I+Ah+—A2h2+...—I)]}
h—0 h 21

Lo L a0
EA h—l—iAh —i—)}

= it [A—i— lim <

h—0

= Aet

E, para verificar que esta solucdo ® é fundamental, basta utilizarmos a férmula de

Abel dada em (2.9) para verificar que
det @(t) — det &4t = (det eAto)etrA(t*to) £ 0.

Por fim, dado valor inicial z(ty) = x¢, temos que ¢(t) = et~z & solucio pois,

analogamente,
d A eA(t_tO+h) — eA(t_tO)
= (pAt—to) — li
dt(e o) *o (hlg(l) h
Ah __ I
_ lim ACt—to) [ €
o [hlgtl)e h
1 1
= zoedt) L lim (=) (I +Ah+ =A%h>+ ... — 1
h—0 h 21
= gyAeAlt—to)
e, ainda,

¢<t0) = €A(t07t0)1‘0 = X2y-.

]

A

A expressdo para ' na Defini¢do 2.13 ndo € muito pratica. Vejamos uma outra

forma de calcular e“.
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Definicao 2.15. Dada A uma matriz constante n X n, expressamos

e = agl + a1 At + a A% + ...+ ap AV (2.21)
com ag, ay, . . ., 0,1 funcoes de t determinadas da seguinte forma: defina
r(\) = ag + e A+ apA? + .. ap AT (2.22)

e, para cada autovalor \; de At com multiplicidade 1, escreva

e =r(\) (2.23)
para encontrar os coeficientes ay, . . ., a,_1. Se a multiplicidade de \; for k com k > 1, escreva
o dr(\) . dPr()) o dR ()
)\Z _ . )\1 — . . )\’L —
e’ = 9\ , €7 = d)\2 ye..y € —W, (224)
com todas as derivadas aplicadas em \; para determinar ay, . . . , Gy, _1.

Exemplo 13. Para calcular e quando A = ( ) , precisamos determinar os autovalores de
At, os quais sdo dados da seguinte forma:

2t — A 0

N EC RV C R

e, desta forma, A = 2¢ é autovalor de multiplicidade 2. De (2.22), obtemos r(2t) = ag + a;2t.
Ainda, de (2.23), temos e* = agy + a;2t e, finalmente, de (2.24), temos e* = a;. Desta forma,

podemos determinar os valores de ag e a; em fungdo de ¢, pois a; = e* e
ag = e* — a2t = e* — e*'2t = e*(1 — 21).

Com os valores de ay e a; determinados em fun¢do de ¢, aplicamos (2.21) para
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encontramos o resultado desejado, isto €,

et = qol + a1 At
_ Qo 0 i (112t 0
0 on) 0 (112t
B et — 2ot + 22t 0
0 et — 2ot + 22t
B €2t 0
- 0 62t
= e*].

0
Exemplo 14. Para calcular ¢4 quando A = 0 3) , precisamos determinar os autovalores

de At, os quais sdo dados da seguinte forma:

2t — A 0
=2t =N (=3t—X) =0
0 3 ( ) )
e, desta forma, \; = 2t e Ay = —3t s@o autovalores de multiplicidade 1. De (2.22), obtemos

r(2t) = ag+ a2t

r(=3t) = ap+ a(—3t).
Ainda, de (2.23), temos

et = ag+ a2t

et = ag+a(=3t).

Desta forma, podemos determinar os valores de a( € a; em func¢ao de ¢, pois

1

e —e Bt =abt = a; = —(e* —e73);
5t
. 1 3 9 3
e 3t — ag + a(e% _ 6—375)(_315) =aqgp+ g<€—3t _ 621:) = qp= 56_3,5 1 56%'

Com os valores de ay e a; determinados em funcao de ¢, aplicamos (2.21) para



encontramos o resultado desejado, isto €,

el = qol + a1 At

. Qo 0 1 CL12t 0
L0 a 0 ai(—3t)

2 3 2t
- ge—gt + ge% + §<€2t o €—3t)

N O g —3t+§€2t

5¢ 5
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3t

. §< 2t €—3t)

9y}

Os Exemplos 13 e 14 indicam como calcular e, Aplicando Teorema 2.14, encon-

tramos uma soluc@o para o problema homogéneo & = Ax com condigdo inicial z(ty) = x, da

forma

O(t)zg = eAlt=to) g0

Além disso, se tivermos um sistema ndo homogéneo

{ i = Az+h(t)

ZE(to) = X9, by € [CL, b],

entdo a solucao € obtida aplicando o Teorema 2.11 e é da forma

t

B(t) = M) gy 4 / eAh(s)ds.

to
Exemplo 15. Dado o problema de valor inicial
T+2¢—-8r =

z(l) =
#(1) = 3,

(2.25)

denotemos r; = x € o = T, ou seja, temos T1 = & = Tg € g = T = —2T + 8x = —2x9 + 811

e escrevendo em formato de matriz, obtemos

(=2 5) () ()
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0
Neste formato, temos A = ( < 5 ) e calculando os autovalores de At, obtemos
—A t
= M H2aX-8* = 0,
8t =2t — A
donde segue que \; = 2t e Ay = —4t. Desta forma, temos

ezt = a0+a12t
e = ay+a(—4t)

1 1 .
e obtemos ag = §(2€2t +e M ea = &(e% — e~*). Sendo assim, temos

e = agl + a At

- ao 0 4 0 alt
0 Qo a18t a1<—2t)

1
5(26% + o4 (2t — e~4)

1
6

2(627: . €—4t)

8 1
6(6% — 5(2(3% ety — -

- ()

Finalmente, note que ¢y = 1 e aplicando (2.25), temos que

462t + 267415 62t _ €f4t
8621& _ 86_4t 2€2t + 46_4t

) 4e2(t=1) 4 9o—4(t=1)  g2(t=1) _ o—4(t=1) 9

P(t) = eAltt)gy = (6)

862(t71) _ 8674(1571) 262(t71) + 4674(1571) 3

1 1162(t_1)+6_4(t_1)
- (6) 9902(t-1) _ gp—4t-1) |-

Exemplo 16. Dado o problema

r+xr =1
x(m) =
r(m) = 2,

denotemos x; = x € 9 = T e escrevendo em formato de matriz, obtemos
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() (2)-0)

0
Neste formato, temos A = ( ) > e calculando os autovalores de At, obtemos
-\t
= N+t =0,
—t =
donde segue que \; = +it e Ay = —it. Desta forma, temos
et = ag+ ayit
e " = qy— aqit
1, I .
e obtemos ay = 3 (e"+e ™M ear = o (e — e™"). Pelas leis de Euler dadas por
i
e = cos(t) + isen(t)
e~ = cos(t) — isen(t),
sen(t)

temos que ag = cos(t) e a; = . Sendo assim, temos

et = qol + a At

o 0 0 alt
- +
0 Qo —alt O
_ cos(t) sen(t)
a —sen(t) cos(t) |
Finalmente, note que ¢y = 7 e aplicando (2.25), temos que
®<t>x0 = eA(t_tO)IO — COS(t - 7T) Sen(t — 7‘(’) 1
—sen(t —m) cos(t — ) 2

B < cos(t — m) + 2sen(t — ) >

—sen(t — ) + 2 cos(t — )



s B cos(t —s) sen(t—s) 0
HIhGs) = ( —sen(t —s) cos(t — s) > ( 1 )

_ ( sen(t — s) >
cos(t — s)

e
¢
¢ [ sen(t — s)ds
/eA(ts)h(S) — t(;t
o thOS(t — s)ds
0
B 1 — cos(t — )
B sen(t — ) '
Finalmente,

t
gb(t) — eA(tto)I0+/eA(t—s)h(s)dS

B cos(t — m) + 2sen(t — ) ) N < 1 — cos(t — ) )
B —sen(t — m) + 2cos(t — m) sen(t — )

B 1+ 2sen(t — )
B 2 cos(t — ) .

70
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3 UMA INTRODUCAO DOS METODOS DE ESTABILIDADE

3.1 INTRODUCAO

Para motivar as ideias que serdo apresentadas, retomemos o Exemplo 3 ja estudado
anteriormente e os conceitos vistos até o presente momento e, para isso, considere o problema
de valor inicial

T = a?
3.1
z(0) = ¢ ¢>0.
A continuidade de f(¢,7) = 2° garante a existéncia de uma solugio em algum

intervalo pelo Teorema 1.10. Ainda, integrando a primeira linha de (3.1) , temos

t t

/x‘%ds = /ds

—a M) 42 0) = ¢

e aplicando a segunda linha de (3.1), obtemos

1
')+~ =t
(t) +
1
e t) = ——t
t = -
1—ct
) = —
e podemos concluir que a solucio é da forma
c
t) = 3.2
olt) = T (32)
: . 9 o g
no intervalo (—oo, ¢). Além disso, como 9 2z € continua, segue que esta solucdo € unica

T
pelo Teorema 1.18. Também, o intervalo (—oo, ¢) € maximal e a solu¢@o ndo pode ser continu-
o Iy . A . .
ada para direita, uma vez que ¢ | — | ndo existe. Por fim, a dependéncia continua com respeito
c

ao dado inicial 2(0) = ¢ > 0 ocorre, pois ¢(t,0, c) € tnica e continua em todos os argumentos
do seu dominio.
Até aqui, nada de novo em relagdo ao que jé foi visto. Para aprofundar, seja [0, T']

um intervalo com 7' um numero real positivo e considere ¢ > 0 dado. Desta forma, fica o
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questionamento: pode ser colocada uma restri¢do no dado inicial 2(0) = ¢ de tal modo que
|6(£, 0, 0)| = |(2,0,¢)| < e? (3.3)

A equacdo (3.3) sugere que existe alguma forma de limitagdo para a solucao em seu
dominio [0,7]. Em outras palavras, (3.3) descreve quio préxima a soluc@o ¢(t, ¢y, zo) estd da

solucdo nula, isto é, ¢(t,0,0) = 0. Se analisarmos o problema de valor inicial

T = x? (3.4)
z(0) = 0, '

teremos que ¢(t) = ¢(t,0,0) = 0¢é solugdo de (3.4). Utilizando a solugdo nula como referéncia,
o questionamento € reformulado como: pode ser colocada uma restricdo no dado inicial de tal

modo que

|¢(t7 lo, xﬂ) - ¢(t7 07 O)' = ‘QS(t, 07 C) - ¢(t7 07 O)‘
= |o(t,0,c) — 0] <e? (3.5)

A equacdo (3.5) é motivada pelo interesse em conhecer o desvio de uma solugdo
da solugdo nula. A mudanca de ¢(t,0,0) para ¢(t,0,c) ocorre devido a mudanga no dado
inicial, para t = 0, de 0 para c. O objetivo desta anélise é determinar as consequéncias que uma
perturbacao nos dados iniciais acarreta em referéncia com a solucdo de equilibrio.

Para o problema de valor inicial em (3.1), a resposta ao questionamento é: para
T > 0ee > 0dados, existe um 6 = (&, 7") > 0 tal que, se ¢ < d, entdo (3.3) ocorre. Para este

caso, podemos estimar ¢ substituindo ¢ por ¢ e ¢ por 7" em (3.2) e, desta forma, temos

i <e
1—0T ’
logo
< —o (3.6)
o7 :
Para esta estimativa de d, temos que, se |c| < d, entdo

t,0 = <e, Vte|0,T]. 3.7
olt.0.0) = | | < e T 6)

De (3.6), percebemos que, conforme o intervalo [0, 7| aumenta quando 7" — oo,
temos que 0 se aproxima de 0 e isto implica que a continuidade da solucdo ¢(¢,0,c) ndo é
uniforme com respeito a ¢ no intervalo [0, 00).

Este cdlculo ilustra a importancia da dependéncia continua de solu¢des em dados
iniciais em um intervalo finito [0,7]. Enquanto tais informac¢des sdo tteis, devemos agora

perguntar o que acontece com a dependéncia continua de solugdes nos dados iniciais a medida
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que o intervalo € estendido para se tornar [0, c0).

Em muitas aplicacdes, a varidvel independente ¢ denota tempo, e o dominio apro-
priado para esta varidvel é [0, 00). A andlise da dependéncia continua de solugdes em dados
iniciais em um intervalo de tempo infinito é conhecida como anélise de estabilidade, a qual
descreve mais uma propriedade importante de equacdes diferenciais. A andlise realizada do

problema em (3.1) mostra que as propriedades de existéncia, unicidade e continuidade com res-

c
mas esta estabilidade falha em [0, 00). Na verdade, este problema de valor inicial ndo admite

peito aos dados iniciais ocorrem em um intervalo finito [0, 7'] que é subconjunto de (—oo, —) ,

solugdo no intervalo [0, c0) e, menos ainda, uma solugéo estdvel.

3.2 DEFINICOES

Relembremos que, dado o problema de valor inicial

{ i = fta) a8

Qf(to) = Xy

com f : [0,00) x R" — R™ uma fungdo que satisfaz as condi¢des dos Teoremas 1.10 (exis-
téncia), 1.18 (unicidade) e dependéncia continua de solu¢des em condig¢des iniciais. A solugdo
para o problema (3.8) é denotada por ¢(t, to, xo) ou por z(t,to, o). Com esta notagdo, temos
que

o(to, to, To) = To.

Definicao 3.1. Considere (3.8) com as condigdes inicias (0,c), (0,c2) € [0,00) X R™ Se ¢;
e ¢y estdo suficientemente proximos e ¢(t,0,c;1) e ¢(t,0,co) se “aproximam” quando t — oo,
temos o que chamamos de estabilidade. Por outro lado, se ¢(t,0,c1) e ¢(t,0, c2) se “afastam”

quando t — o0, temos o que chamamos de instabilidade.

Observacdo 8. Se definirmos

Yy = ¢<t7 07 Cl) - ¢(t7 07 C2)a (39)

entdo estudar a estabilidade de ¢(t,0,¢;) em relagdo a ¢(¢,0, ) é 0o mesmo que estudar a

estabilidade de y em relac@o a solug¢do nula. Ainda, se derivarmos (3.9), obtemos
O(t,0,¢1) = § + d(t,0, ). (3.10)

Como ¢(t,0,c;1) e ¢(t, 0, cy) sdo solugdes de (3.8), temos que

i (3.11)

{é(uo,cl) = f(t,6(1,0,¢1))
Qﬁ(t,O,Cg) = f<t7¢(t70702>>
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e, combinando (3.10) e (3.11), segue que

y = f(ta gb(t? 0: Cl)) - q.s(t7 07 02) = f(tv Yy + ¢(tv O, 02)) - f(t7 ¢(t7 07 62))
9(t, ). (3.12)

Desta forma, temos que y satisfaz o problema

{ y = g(ty), comg(t,0)=0
y(0) = ¢ —co

Porém, na maioria dos casos, o interessante ndo € estudar quao préximas duas so-
lucdes arbitrdrias estdo entre si, mas sim qudo proxima uma solu¢cdo permanece da solucdo de

equilibrio.

Definicao 3.2. Uma solugdo de equilibrio do problema (3.8) é uma solugcdo * que satisfaz a
igualdade
f(t,z) =0, Vt € [0,00). (3.13)

Observagdo 9. Refazendo a andlise de (3.9) até (3.12), percebe-se que ndo ha prejuizos ao
transladar a solu¢do de equilibrio Z para a solucdo nula e, por isso, algumas definicdes de
estabilidade sdo feitas com a solugdo nula de equilibrio, isto &,

= f(t,z), com f(t,0) = 0 paratodo ¢ € [0, c0), (3.14)

com f(t,z) : [0,00) x R" — R" tal que as condi¢des de existéncia, unicidade e dependéncia
continua sdo satisfeitas.

De fato, refazendo a andlise para este caso, dados os problemas

l’(to) = .’L'(to) =0

{ i = f(ta) e{ i = f(t ), com f(t,0) =0

0s quais possuem ¢(t, to, ¢1) e T como solugdes, respectivamente. Definindo y = ¢(t, to, ¢1)—7,
temos que
y o= étto,c1) —

— (b(t to, 1)

= f(t,o(t, to,c1))

= [ty+2)

= g(t,y)
e, ainda, ¢(¢,0) = 0 e y(ty) = c1.
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Definicio 3.3. A solugdo nula é chamada de estdvel no sentido de Liapunov'

se, para todo
e>0ety >0, existirum 6 = d(e,ty) > 0 tal que, se |xo| < J, entdo |Pp(t,ty,x0)| < ¢, para
todo t € [ty,00).

A solugdo nula é chamada de assintoticamente estdvel no sentido de Liapunov se
for estdvel e se ¢(t,ty, x9) — 0 quando t — oo. Em outras palavras, a solugdo nula é assin-
toticamente estdvel se for estdvel e se, para todo ty > 0, existir um 6 = 6(ty) > 0 tal que, se
|zo| < 6, entdo |p(t,ty,x0)| — 0 quando t — .

A solugdo nula é chamada de uniformemente estdvel se for estdvel e se § pode ser
escolhido sem depender de ty > 0. A solucdo nula é chamada de uniformemente assintotica-
mente estdvel se for uniformemente estdvel, se dy(to) da definicdo de assintoticamente estdvel
pode ser escolhido sem depender de ty > 0 e se, para todo n > 0, existir T'(n) > 0 tal que, se
|zo| < do, entdo |p(t,to, xo)| < n, parat > to+ T(n).

Por fim, a solu¢do nula é chamada de instdvel se ndo for estdvel.

Observacdo 10. A propriedade da solucdo nula sendo estdvel pode ser visualizada geometri-
camente pela figura a seguir considerando as solucdes de (3.14) como curvas em espaco de
dimensdo (n + 1). A desigualdade |z7| < ¢ define uma bola no hiperplano ¢ = ¢, e a desi-
gualdade |¢(t, 9, z0)| < € determina um cilindro de raio € sobre o eixo ¢. Escolhendo pontos
iniciais (tg, r¢) em uma bola suficientemente pequena, podemos “forcar” o gréfico da solugdo

a permanecer para ¢t > t, inteiramente dentro de um cilindro de raio ¢.

Espaco x

(to, o)

Figura 3.1: Interpretacdo geométrica da propriedade da solucao nula ser estavel

Exemplo 17. Para a equagdo & = 0, as solugdes sdo da forma x(t) = xo, com zp uma constante
arbitrdria. A solugdo nula € estavel para ¢ > 0, mas ndo € assintoticamente estivel. Ainda,

como as solucdes independem do tempo, segue que a solu¢ao nula é uniformemente estavel.

! Alexander Liapunov (1857-1918) foi um matemético russo conhecido por suas contribuigdes na teoria da
estabilidade de sistemas dindmicos. Ele também fez importantes contribuicdes a teoria da fungdo e ao calculo
diferencial.
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De fato, sejam ¢ > 0 e ty > 0 fixado. Tome § = ¢. Se |zo| < J, entdo
|z(t)| = |zo| < d =€, VE > 0.

E nio é assintoticamente estdvel pois, como a solugdo x(t) = x, é constante, entdo

|z(t)| — 0 se, e somente se, z(t) = 0, isto é, para zo # 0, |x(t)| = |zo| > 0, para todo ¢ > 0.

Exemplo 18. Para a equacdo © = z, as solugdes sdo da forma x(t) = xpe’, com zy uma
constante arbitrdria. A soluc@o nula € instdvel, pois fazendo xy — 0, ndo temos que zge’ se
aproxima de 0 em [0, c0).

De fato, seja e = 1. Para cada § > 0, tome z(y = 1 < ¢ para algum n € N. Além
disso, para t =ty + n, temos que "

1 1
[2(8)] = [zoe'| = aole! = et = —etin

Exemplo 19. Para a equagdo @ = A\r com A € R, as solugdes sdo da forma z(t) = xe,
com x( uma constante arbitraria. Se A = 0, a solu¢@o nula € estdvel e uniformemente estavel,
visto o Exemplo 17. Se A > 0, a solug@o nula ndo € estdvel, visto o Exemplo 18. Se A\ <
0, a solugdo nula € estdvel, assintoticamente estdvel, uniformemente estdvel e uniformemente
assintoticamente estavel.

De fato: os casos A = 0 e A > 0 ja foram vistos nos exemplos anteriores. Vejamos

ocaso A < 0. Sejam ¢ > 0 e ty > 0 fixado. Tome § = £. Temos, para |zy| < ¢, que
Uniformemente estavel: |z(t)| = |zoe| < deM < §=¢
Assintoticamente estavel: |z(t)| < xoe* — 0 quando t — oo.

Uniformemente assintoticamente estavel: Dado 7, tome A suficientemente grande tal que
A > tye xpeM <, parat > A. Assim, tomando T'(n) = A — tq > 0, temos

|wo| < 8 = |2(t)] = |zoe| < n, parat > A =T(n) + to.

T =y
j = —a

com as solugdes denotadas por z() e y(t), temos que

Exemplo 20. Dado o sistema

% [22(t) + y2(t)] = 2[z(t)z(t) +y(t)y(t)]
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2 e, assim,

Desta forma, para uma constante real positiva 7, temos x2(t) + y*(t) = r
as solugdes sdo circulos centrados na origem, os quais podem ser arbitrariamente pequenos pela
escolha de r, logo a 0 solucdo € estdvel, mas ndo € assintoticamente estdvel. Note ainda que
|(z(t),y(t))] = r > 0, ou seja, dado £ > 0, basta tomar r suficientemente pequeno com r < ¢,

sendo assim, |(z(t),y(t))| = r < &, 0 que mostra que, de fato, é estavel.

3.3 ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES

Para realizar o estudo sobre a andlise de estabilidade de equagdes diferenciais ordi-

ndrias, comeg¢aremos com equagdes lineares da forma

i = A(t)z, (3.15)

com A(t) uma matriz n X n continua, & e x vetores coluna de ordem n. Como A(t) é continua,
temos existéncia e unicidade de solugdo que satisfaz algum dado inicial. Ainda, perceba que
¢(t) = 0 € uma solugdo de equilibrio para (3.15) e, portanto, todas as defini¢oes de estabi-
lidade presentes na sec¢ao anterior, com referéncia a solucao nula, se aplica ao sistema linear
homogéneo.

Iniciaremos a andlise de estabilidade do sistema linear homogéneo pois sistemas
ndo lineares podem ser aproximados por lineares e, devido a isto, vamos introduzir o conceito de
linearizacdo, o qual estuda aproximacdes lineares de sistemas ndo lineares perto do equilibrio.

Para isto, considere = f(¢,z) com f : R"™! — R™ com pelo menos duas deriva-
das parciais continuas com respeito a varidvel x (isto € necessdrio para poder aplicar o Teorema
de Taylor na linearizagéo de & = f(t, x)).

Seja, para t € [0, 00), Z(t) uma solugdo de equilibrio de & = f(¢, x) e defina
z(t) = z(t) + z(t), (3.16)

isto é, uma translacdo de coordenadas utilizando Z(¢) como ponto de referéncia e definindo
z(t) = x(t) — z(t). Derivando z(t) com respeito ao tempo, lembrando que f(¢,Z) = 0 e

utilizando a equagao (3.16), segue que

2t) = a(t) —x(t) = f(t,=(t) — f(t,2(t) = f(t,2(t) + 2(2)). 3.17)

Note que a solugdo z(t) = 0 é uma solugdo de equilibrio do sistema z = f(¢,Z+ 2)
em (3.17) e que as propriedades da estabilidade da solucdo z(t) de & = f(t, x) sdo equivalentes
as propriedades de estabilidade da solugdo nula do sistema z = f(, T + 2).

Agora, vamos aproximar f(t, T + z) e, utilizando o Teorema de Taylor, escrevemos

of(t, x)

ft, 2+ 2) = f(t,7) + o

z+ h(t, 2). (3.18)
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Denote agora a matriz Jacobiana das parciais de primeira ordem por A(t), ou seja,
of(t,7)
——2 = A(t) com

pe (t) _ ) o
afl(t,ﬁ) (3f1(t,x)

811 (%n

Ofn(t, ) Ofn(t,T)

L Ony ox,
Utilizando (3.17), (3.18) e o fato de que f(¢,z) = 0, concluimos que

H(t) = A(t)z + h(t, 2), (3.19)

On(t,0)

com h(t,0) =0e

Taylor, podemos escrever z = f (¢, T + z) como a soma de um sistema linear e um sistema néo

|h(t, 2)|
2|

o mesmo comportamento de estabilidade que a soluc¢do nula do sistema linear z = A(t)z.

= 0. Portanto, utilizando a translacdo de varidveis e o Teorema de

linear residual. Como

— 0 para t fixado, espera-se que a soluc@o nula de (3.19) mostre

Resumindo, dado um sistema ndo linear © = f(¢, z) com uma solugdo de equilibrio
z(t), as propriedades de estabilidade de Z(¢) podem ser estudadas analisando as propriedades
de estabilidade da solucao nula do sistema nao linear em (3.19). Este sistema dado em (3.19)

consiste de um termo linear € um termo ndo linear com polindmios superiores de z. Se o

termo néo linear é pequeno comparado com |z|, uniformemente em ¢, entdo as propriedades de
estabilidade da solu¢do nula de (3.19) podem ser deduzidas das propriedades de estabilidade do
sistema linear z = A(t)z.

Analogamente, 0 mesmo procedimento de linearizacao pode ser aplicado para equa-
¢oes diferenciais autbnomas @ = f(x), em que f : R" — R” possui duas derivadas parciais
com respeito a z. Seja Z uma solugdo de equilibrio de & = f(x) e suponha que (3.17) ocorra.

Aplicando o Teorema de Taylor como em (3.18), escrevemos
f(@+z) = f(Z) + Az + h(z).

Nesta dltima equacdo, f(z) = 0, A é o Jacobiano das primeiras ordens parciais

avaliadas em 7, isto €,
[ 0fi(z) 0A(@) ]
0, oz,

ofux)  Oful®)
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h(z .
e % ¢ uma fun¢do continua de z que tende a 0 quando z — 0. Novamente, os sistemas
z
linearizados aproximados z = Az podem ser usados para deduzir, com certas condi¢des, as

propriedades de estabilidade da solucdo nula de
z=A(2) + h(z2). (3.20)

Teorema 3.4. Seja O(t) uma matriz solu¢do fundamental de (3.15). O sistema (3.15) é estdvel

para qualquer ty € R se, e somente se, existir uma constante positiva K = K (ty) tal que
|®(t)| < K, para todot > t. (3.21)

Demonstragcdo. Sejaty € R e suponha que |®(¢)| < K paratodo ¢t > ty. Vimos em (2.13) que
qualquer solugdo ¢(t) pode ser escrita na forma ¢(t) = ®(¢)c, com $(¢) uma matriz solugido
fundamental e ¢ um vetor constante arbitrdrio. Escolha ¢ = ®~1(¢y)x(ty) e escreva a solugdo

como
o(t) = ()2~ (to)(to)-

£
Dado € > 0, lha 0 = d(e,tg) < ————. A estabilidad is,
ado ¢ escolha (g,t0) KIo-1(0)] estabilidade ocorre pois, se
|zo| < d, entdo
6(t)] = [2(H)2 (to)xo| < |‘1>(t)||<1>*1(to)||ﬂfg|
< @M (to)ld < K[®THto)l ey = €

K[~ (to)]

Reciprocamente, suponha que a estabilidade ocorra, isto €, para cada ¢ > 0 e {,
existe d(g,ty) > 0 tal que, se |xg| < , entdo |®(¢)P ! (¢y)xo| < €. Sendo assim,

o) = |®()P tg)mod | < ed L. (3.22)
Utilizando (3.22), defina K = 0~ *|®(t,)] e, desta forma,

|D(t)D 1 (tg)] = sup |P()D (tg)wed | < ed .

‘xo‘<5

Portanto,
[B(1)] = [@(#)DT (1) P(t)| < ()P (t0)[|P(to)| < €67 |D(to)| = K.

]

Teorema 3.5. Seja O(t) uma matriz solucdo fundamental de (3.15) e seja f € R. O sistema

(3.15) € uniformemente estdvel para ty > [ se, e somente se, existir uma constante positiva
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K = K(p) tal que
|P(t)® ' (s)| < K paraty < s <t < c0. (3.23)

3

< —. Entao,
- K

Demonstra¢do. Assuma que (3.23) ocorra, seja ¢ > 0 dado e escolha § = §(¢)

para cada ty > 3, se |zo| < 0, temos que
6(t)] = | () (to)wo| < Klxo| <

e vale a estabilidade uniforme.
A reciproca é demonstrada de maneira andloga a demonstracdo do Teorema 3.4.
Vejamos, suponha que a estabilidade uniforme ocorra, isto €, para cada ¢ > 0 e tj, existe

d(e) > 0 tal que, se |xo| < d, entdo |®(¢)® 1 (tg)xg| < e. Sendo assim,
o) = | ()P tg)mod | < ed L. (3.24)
Utilizando (3.24), defina K = 0~ !|®(t,)] e, desta forma,

D) D (t)| = sup |D(£)D (to)zod | < 0.

|$0|<5

Portanto,
6(1)] = [@(£)D™ (t0)D(to)| < ()P (t0)[|D(to)| < €67 |@(to)| = K.

]

Teorema 3.6. Seja ®(t) uma matriz solugcdo fundamental de (3.15). O sistema (3.15) é assin-

toticamente estdvel para qualquer t, € R se, e somente se,
|D(t)| — 0 quando t — oo. (3.25)

Demonstrag¢do. Suponha que |®(t)| — 0 quando ¢t — oco. Entdo, para qualquer ¢, € R, existe
uma constante positiva K = K (ty) tal que |®(¢)| < K parat > t, e, pelo Teorema 3.4, segue a

estabilidade. Além disso, considere § = ————— tal que
@ 1(t)

o] <6 = |6t to,z0)] = [®(t)D (o)l
< R[S (to)[ ol
< [@(@)[@7(t0)[0

= [®(®)] =0,
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desta forma, |¢(t, ¢y, x9)| — 0 e ocorre a estabilidade assintética.
Reciprocamente, para todo to > 0, existe 6 = (o) > 0 tal que |zo| < § =
|6(t, to, xo)| — 0. E como |p(t,tg, mo)| = |P(t)P 1 (tg)x0|, segue que |®(t)DL(tg)xg| — 0,

ou seja, dado € > 0, existe A > 0 tal que

€d
2|®(to)|

t>A=|P)P (to)mo| <

Segue disto que |®(t) P~ (to)zod Y| < . Além disso,

2|®(to)]

. B -1 -1 ° c
(P2 ()] = sup [2(H (fo)eod | < g7 < HT

Finalmente,

£
D (to)]

[@(t)] = [@()27 (to)[|2(to)] < |[B(to)] = €

e |®(t)| — 0 quando t — oo. O

Teorema 3.7. Sejam ©(t) uma matriz solugdo fundamental de (3.15) e § € R. O sistema (3.15)
¢é uniformemente assintoticamente estdvel para ty > [ se, e somente se, for exponencialmente

assintoticamente estdvel, isto é, existem constantes K = K(5) > 0e a = a(f) > 0 tais que
1D(1)dY(s)| < Ke™ @t g < s <t < o0. (3.26)

Demonstracdo. Suponha que (3.26) ocorra. Segue disso que (3.23) ocorre e, pelo Teorema
3.5, ocorre a estabilidade uniforme. Agora, tome oy = 1 > 0 que ndo depende de ¢, e seja
|zo| < do = 1. Note que, para cada n > 0 tal que 0 < n < K, queremos mostrar que existe um
T'(n) > 0tal que

|6(t)] = |@() D (to)wo| < Ke =) |ag| <y (3.27)

seto > fet>ty+T(n).
Para que (3.27) ocorra, escolha T'() = —a~!In (%) Desta forma, para |zg| < dg
et >ty+ T(n), temos que

(1) = [P (to)wo| < |P(E)D T (to)]|a0] < Ke @t

E, ainda, parat > t; — o 'ln <%), temos que e~ *~%) < L ‘sendo assim,

A
K
6(1)] < Ke=0) < kL=

Reciprocamente, suponha que a solu¢do nula é uniformemente assintoticamente

estavel para t, > (. Entdo existe J > 0 tal que, para qualquer , 0 < 1 < Jy, existe
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T = T(n) > 0 tal que, pela defini¢do de uniformemente assintoticamente estdvel,

|o()]

|(I)(t)q>_1(t0)l’o| <n, t>t+ T

com ty > e |zg| < d. Sendo assim,

[P (t)2 (to)]

O(1)2~" (t) <

= sup
lzg|

;7 <1, toZﬁetZto—f—T

< =
0

Em particular, [®(t + T)® ()| < 1 parat > 3. Além disso, como a solu¢do nula

€ uniformemente estavel por hipétese, segue do Teorema 3.5 que existe uma constante positiva
M = M(p) tal que |® ()P !(s)] < M para B < s <t < c0.

lnz

_\%/

Seja o = —

e K = Me*T. Note que, para qualquer ¢t > t,, existe um

inteiro positivo k tal que kT <t — ty < (k + 1)T, sendo assim, temos finalmente que

D) (o)l < [R(E)DT (to + KT)||D(to + KT) D" (to)]
< M|®(to + kT)(to)|
< (L) [0t + 0= D7)~ ()
0
0 k
< M| =
- (50)
— Me—akT
—  Ke—alk+))T
S Ke_a(t_to)_
O]
Teorema 3.8. Suponha que:
1: & = A(t)x em (3.15) é uniformemente assintoticamente estdvel para ty > (3, B € R;
2: h:R x R" — R" € continua em (t, x);
3: para qualquer € > 0 existe 0 > 0 tal que
|h(t,z)| < e|z| comt € Rel|z| <. (3.28)

Entdo a solugdo nula de © = A(t)x + h(t,x) é uniformemente assintoticamente

estdvel para tq > (.
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Demonstra¢do. Como & = A(t)x é uniformemente assintoticamente estdvel, segue do Teorema

3.7 que existem constantes K = K (f) e a = a([) tais que
|D(1)dY(s)| < Ke™ @t < s <t < o0.

Ainda, do Teorema 2.11, qualquer solu¢do do sistema linear ndo homogéneo © =
A(t)z + h(t,x) é da forma

Escolha ¢ > 0 de tal modo que e K < « e seja o tal que (3.28) ocorra. Parat > ¢
tal que |o(t)| < 9, temos

t

|6(t)] < Ke 0" |g(to)| + / eKe 9| g(s)|ds.

to

Tomando z(t) = e*|p(t)], temos

z(t) < Kz(to) + /aKz(s)ds, t > 1.

to

Aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos

¢
[ eKds

2(t) < Kz(tg)eto
Desta forma,

¢
J eKds

[6(8)] = |2()e™!] < K|(to)[etoe"eh

= Klo(to) fea(to)eaK(t—to)e—at

— Kot
para qualquer valor t > ¢y com |¢(t)| < 6. Como a—eK > 0 pela escolha das constantes, temos

que |¢(t)| < d desde que |p(to)| < T Com estas condigdes, note ainda que e~ (@~sK)(t—t0) < 1,
Finalmente, vejamos que a solugdo nula ¢ uniformemente assintoticamente estavel.
Dado € > 0, tome § = % > (0. Com isto, se |p(ty)| < 6, entdo |p(t)| < Ko =Ee

a solucdo € uniformemente estdvel.
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1
Ainda, paraé = 1,6 = 174 e, se |o(to)| < J, entdo
|p(t)] < e~ (@FK)E=t) () quando t — oo

e, assim, ¢(t) — 0 e a solug@o é assintoticamente estével.
Por fim, dado n > 0, tome 7'(n) = , €, com isto, para 0 < n < Ky,
temos que
|6(to)| < do = |p(t)] < Kdpe™ @R <y

parat >ty + 1T'(n) e temos que a solug¢do é uniformemente assintoticamente estavel.
Portanto, a solu¢do nula de & = A(t)z + h(t, x) é uniformemente assintoticamente

estavel. O]

3.4 ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

Aqui, estudaremos um caso particular de (3.15), isto €, um sistema linear autbnomo
homogéneo da forma
T = Ax (3.29)

com A uma matriz constante n X n. Como se trata de um caso particular, os Teoremas 3.4 ao
3.7 se aplicam a este caso. Mas como estamos tomando A como constantes, novos resultados
podem ser obtidos. Ainda, note que z = 0 € uma solu¢do de equilibrio de (3.29) e veremos que

a estabilidade pode ser dada através dos autovalores de A.
Teorema 3.9. Temos que:

1) A solucdo nula de (3.29) é estdvel se todos os autovalores de A possuem a parte real ndo po-
sitiva e se todos os autovalores de A com parte real nula sdo zeros simples do polinémio

caracteristico de A.

2) A solucdo nula é assintoticamente estdvel se todos os autovalores de A possuem a parte real

negativa.
3) A solucdo nula é instdvel se pelo menos um autovalor de A possuir parte real positiva.

Demonstragdo.
Suponha que a matriz A em (3.29) estd na forma candnica de Jordan sem perda de

generalidade. Entdo a solucdo de (3.29) pode ser escrita como
o(t) = Pel/(t=to) p=1a. (3.30)

em que J estd definido em (A.8) do Apéndice A.
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Considere os blocos de Jordan Jy e J; com ¢ = 1,...s. Pela construgdo, se um
autovalor for simples, entdo estd em Jy. Sejam Aq,...,\; os elementos da diagonal de Jj.

Desta forma, observe que

eMt 0 0
0 e ... 0 k
Jot| _ — .
=1 —lrg%cz;laz,gl,

: : : —

0 0 et
ou seja,

le’0t| = |eV!| para algum j € {1,...,k}
e
leMt| = |etFeN||(cos(Im;) + isen(Im);))|
— etRe)\j.
Por outro lado, quanto aos outros blocos, temos que Re A\p.; < Ocomi=1,...,s.

Utilizando (A.17) do Apéndice A, temos que

|6J¢t

Re(\ el I
6t e(Akti) j;) F
Além disso, temos que
B(1)] = |P||e” ||| = |P| <m . |let|) P,
0<5<s
Em resumao, temos que:

a) |e’ot| = % paraalgum j € {1,...,k};

b) |eJit’ = ptRe(Arti) niz_jl .
Jj=0 7

o) [9(0)] = 1P (s o]} 17}
De posse dessas informagdes, provemos o Teorema:

1) De a), |e”t| = etfe) e, para t > 1, e!fe) < elollel) = K\ (1), ou seja,

‘€J0t| < etoRe(Aj) — K1(t0)- (3.31)

n;—1
Por outro lado, de b), chame F(t) = etffe(+i) 3™ &7 e, como Re(Agi) < 0, temos que
7=0
tlim F(t) = 0, ou seja, dado ¢ > 0, existe um A = A(tg) > to > O tal que se t > A,
—00

i
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entdo |F(t)| < . E, ainda, F'(t) é continua no compacto [ty, A], ou seja, é limitada em
[to, A]. Desta forma, para t > t,, temos que

le”] = F(t) < max{e, max F(t)} = Ky(to). (3.32)
te(to, Al
Desta forma,

e = max ("], "))
= max (Kl(to), Kg(to))
= K(to)

Finalmente,
[B(t)] = [Pl P
= |Plle/t || P
< |P|K|P|
= K(to)

Portanto, segue do Teorema 3.4 que a solugdo nula € estavel.
2) Paraalgum j € {1,...k}, temos que

Jot‘

le ol

= |etfeN)|| cos(Im(N;)) + isen(Im(N;))]

< etfey) 5 0 quando t — oco.

Por outro lado,

ou seja, |e”it

— 0 quando ¢ — oo.

Desta forma,

et = max (Je”*, e”*|) — 0 quando ¢ — co.
)8

Finalmente
|®(t)| = | P||e’**)|P~t| — 0 quando t — oo.
Portanto, segue do Teorema 3.6 que a solugdo nula € assintoticamente estivel.
3) Note que |e”!| = efc) — o0 se Re()\;) > O parai = 1,...,k. Ou ainda, |e’i*
n;—1
etfet) 7 — o0ose Re(Apyq) > Oparai =1,...,s.
j=0 "
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Desta forma,
le”"| = max (|e”'],|e”"]) — oo quando t — cc.
1<5<s

Finalmente,
|®(t)| = |P||e’/*")||P~'| — oo quando t — oo.

Portanto, segue do Teorema 3.4 que a solug@o nula € instavel.

]

Observagdo 11. Como (3.29) independe de ¢, temos que estabilidade implica em estabilidade
uniforme e, ainda, estabilidade assintética implica em estabilidade uniforme assintética

Além disso, vale a reciproca dos itens 1) e 2) no Teorema 3.9

Observagdo 12. Se considerarmos a equacgdo diferencial homogénea de ordem n dada por

2™ + a2+ 4 a4 apr =0 (3.33)
e definirmos o polindmio caracteristico por

pA) = A"+ ap A"+ )+ ao, (3.34)

teremos que as raizes de p(A\) = 0 (equagfo caracteristica de (3.33)) séo os autovalores da

matriz A do sistema & = Az associado a (3.33). De fato, tomando

rT = T
Ty = T
T, = q:(n—l),
temosque
l"l = T2
.I"Q = I3
R () R — - =
Tn T aogTy a1X2 e Ap—1Tp-

Escrevendo na forma # = Az, temos

. 0

x x

. 1 0

X2 X2
= 0

Ty Ty

—Qp —ai —az —az -+ —0ap-1
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Pelo Teorema 3.9, a anélise de estabilidade de & = Ax é realizada através do estudo
dos autovalores de A e como (3.33) e £ = Ax s@o equivalentes, € possivel mostrar por indugao
(Miller e Michel 1982, pag. 122) que det(A — A) = p(A). Ou seja, os autovalores obtidos com
o cdlculo de det(A] — A) = 0 sao as raizes do polindmio p(\). Vejamos para o caso n = 3.

De fato, temos a equacao diferencial
@) + agm@) + a1+ apxr =0
com seu polindmio caracteristico definido por
p(A) = A 4+ XNay + Aay + ag

e, tomando z; = T,Ty =T e€x3= a:(Q), temos

i’l = T2
jfz = X3
3 = 2B = —ax® — a1 — ayz.

Escrevendo na forma & = Az, obtemos que

i 0 1 0 T
{t'g = 0 0 1 o)
T3 —ap —a; —ap x3
Sendo assim,
A =1 0

det(AI—A) = det| 0 )\ -1
apg a1 a9+ A
= M4+ XNay + Aa; + ao,

Com isso, concluimos que det(A] — A) = p()\) e, portanto,

A é autovalor de A < det(AM — A) =0 < p(A) =0.

Desta forma, dado um problema da forma (3.33), ndo é necessdrio escrevé-lo como
sistema para calcular os autovalores, pois € suficiente determinar as raizes da equagdo caracte-

ristica p(A) = 0 e aplicar o Teorema 3.9 nas raizes.

Agora, considere o sistema

i = Az + h(z), (3.35)
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com A uma matriz n X n constante, & e x vetores colunas e h(z) um vetor coluna em que cada
elemento é uma fungdo de =. Assuma que h(0) = 0 e que h(z) << =.

Com A (0) = 0, obtemos que ¢(¢) = 0 é uma solugéo de equilibrio de (3.35). Vimos
que £ = Az € a equacdo linearizada de (3.35) e o Teorema 3.9 estabelece condi¢des para a

estabilidade ou instabilidade de # = Ax.

Teorema 3.10. Considere o sistema (3.35) com

uma fungdo continua e — 0 quando

( (z
i ] ]
xz — 0. Entdo,

(i) Se a solugdo nula de © = Ax é assintoticamente estdvel, entdo a solugdo nula de equilibrio

de (3.35) ¢ assintoticamente estdvel.

(ii) Se a solucdo nula de © = Ax € instdvel, entdo a solucdo nula de equilibrio de (3.35) é

instdvel.
Demonstragdo.

(i) Suponha que ® € a solugdo assintoticamente estavel de @ = Ax, entdo pela Observacio
11, ® é uniformemente assintoticamente estdvel. Além disso, h(z) é continua e, como
h(z)

lim ——= = 0, temos que
x—0 ‘x|

h
Ve >0, 30 >0: |x|<6:>‘%—0‘<5.

Ou seja, || < § = |h(x)| < |z|e e, pelo Teorema 3.8, a solugdo nula de (3.35) é

assintoticamente estavel.

(ii) A demonstracdo serd feita no Capitulo 4, pagina 96.
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4 METODOS AVANCADOS DE ESTABILIDADE

4.1 PRELIMINARES

Dado D C R™ abertocom 0 € De f : D — R" continuamente diferenciavel tal
que f(0) = 0, considere a equagdo diferencial autdnoma

i = f@) il
{l‘(to) = Xy ()

Como f € continuamente diferencidvel, entdo dado qualquer valor inicial, segue
dos Teoremas 1.10 e 1.18 que existe uma unica solu¢@o para o problema com este valor inicial.

Assuma que a solucd@o nula € a dnica solu¢do de equilibrio em D.

Definicao 4.1. Seja D C R" aberto contendo a origem. Uma funcdo escalar V : D — R

continua é:

* semi-definida positiva em D se V (z) > 0, para qualquer x € D;

» semi-definida negativa em D se —V for semi-definida positiva;

definida positiva em D se V(x) > 0O para0 # z € D e V(0) = 0;

definida negativa se —V for definida positiva.

indefinida se V(0) = 0 e se V assumir valores positivos e negativos em qualquer vizi-

nhanga da origem.

Lema 4.2. Se V ¢ definida positiva em D aberto, entdo existe uma vizinhanca U de 0 e uma
constante cq tal que qualquer curva continua da origem até a fronteira de U (OU ) intercepta o
conjunto C' = {x : V(z) = c} desde que 0 < ¢ < .

Demonstragdo. Como D é aberto, existe uma vizinhanga U de 0 aberta e limitada tal que U C
D. Seja

= min V(z).
© = v

Considere a curva continua

entdo a composta V o x : [a, b] — R é tal que

Voz(a) = V(0)=0
Vou(b) = V(x(®) >co
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Dado c tal que
V(z(a)) =0<c<c¢y <Voux(b),

segue do Teorema do Valor Médio na reta que existe ¢ty € (a,b) tal que V(z(ty)) = ¢, o que

implica que x(to) € C. O

Observacdo 13. Assuma que V' € definida positiva em D. Supondo que V' € continuamente

diferencidvel, temos que V' possui o gradiente

vvu):(av QK).

oxy " Oz,
Um conceito fundamental no método de Liapunov € a derivada temporal de V' ao

longo de solucdes da equacgdo diferencial autdnoma. Dada f como em (4.1), ou seja, para
ze D, f(z) = (fi(z),..., fu(z)), defina

V:D — R
t — V(@)=VV(z)-& = VV(z)- f(x)

= kil 8\8/;:) fr(z).

Lema 4.3. Denotando a solucdo de (4.1) por ¢(t,to, xo) = ¢(t) = x(t), entdo

d

—V (@ (t) = V(a(t))

Demonstragdo. Pela regra da cadeia, temos que

d d

%V(m(t)) - EV(m(t), To(t), ..., Tu(t))

= (Vo (8),. .., Vo, () (#1(2), ..., En(t)) (4.3)
= VV(x(t)a(t)
= V(x(1))
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Definicio 4.4. A funcdo V (x(t)) em (4.3) é chamada derivada de trajetéria ou derivada de

tempo ao longo de uma solugdo x(t).

Definicao 4.5. Uma funcdo definida positiva Vem D com 1% semi-definida negativa é chamada

fungdo de Liapunov.

4.2 ESTABILIDADE LOCAL E INSTABILIDADE DE SISTEMAS AUTONOMOS

Teorema 4.6 (Estabilidade de Liapunov para sistemas autdbnomos). Suponha que exista uma
fungdo definida positiva continuamente diferencidavel V. : D C R"™ — R, em que D é um
conjunto aberto contendo a origem e V(x) é semi-definida negativa para x € D. Entdo a

solugdo nula de & = f(x) em (4.1) € estdvel.

Demonstracdo. Da defini¢do de estabilidade, temos que provar que, dado e > O ety > 0, existe
um § > 0 tal que, se |x¢| < 0, entdo a solugdo x(¢) do problema & = f(x) satisfaz |z(t)| < €
para todo t > 0.
Seja ¢ > 0 dado de tal forma que a bola fechada B0, ] C D. Defina
Vo = min V().

|x|=¢

Da continuidade de V' e como V' (0) = 0 por ser definida positiva, temos que existe
0<0=0(V) <ctalque |[z—0] <= |V(z)—V(0)] < Vp,ouseja, |z| <= |V(x)] < V.

Como V € definida positiva, entdo |V (z)| = V (z) e segue que
lz] <d=V(x) <.

Suponha |zo| < 6. Da hipétese, V(z) < 0 por ser semi-definida negativa. Sendo
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assim,

= V(z(t)) < V(zg) < Vo

= V(x(t)) < Vo, ¥t > t.

Por fim, se supormos que |z(t)| = ¢, obtemos que V' (x(t)) = V,, um absurdo. E
se supormos que |z(t)| > ¢, entdo pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢, com ¢y < ¢, < t tal
que |z(tg)| = e e V(z(ty)) > Vo com ty > to, outro absurdo. Portanto, |z(t)| < e parat > g e

a solugdo nula € estavel. [

Teorema 4.7 (Estabilidade Assintética de Liapunov para sistemas autonomos). Suponha que
exista uma fungdo definida positiva continuamente diferencidvel V : D C R"™ — R", em que
D ¢é um conjunto aberto contendo a origem e V (x) é definida negativa para © € D. Entdo a

solugdo nula de & = f(x) em (4.1) é assintoticamente estdvel.

Demonstragdo. Da definicdo de estabilidade assintdtica, temos que provar que a solug¢do nula
é estdvel e que |z(t)| — 0 quando t — oc.

Por hipétese, sabemos que V é definida negativa em [, sendo assim, a estabilidade
da solu¢do nula decorre do Teorema (4.6) e temos que, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se
|zo| < 4, entdo |z(t)| < e.

Afirmacao 1: V(z(t)) — 0 quando t — oc.

De fato, como V' € positiva, entdo € limitada inferiormente e, como V é definida
negativa, entdo V' é decrescente, logo converge. Por absurdo, suponha que V' (z(t)) — V5 > 0
quando ¢t — oo, logo existe algum « > 0 tal que para |x — 0| < «, tem-se que |V (z) — V(0)| <
Vb, ou seja,

|z] < a=V(z) <.
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Considere 3 definido por

B = max [V(z(t))] <O0.

a<l|z|<e

Desta forma, para z(t) € {z : a < |z| < ¢}, perceba que

V) = Vi) <
= SVGew) < 8
N /t%V(m(s))dS < B(t—to)
= Vi(z(t)) < Vi(xo) + B(t —to),

para todo ¢ > t,. Finalmente, note que V' (z(ty)) estd fixado e 5 < 0, ou seja, tomando limite
com t — 0o, obtemos que V' (x(t)) < 0, o que contradiz a hipétese de que V' € definida positiva.
Portanto, V5 = 0 e V(z(t)) — 0 quando ¢t — oo e fica provada a afirmacio 1.
Afirmacdo 2: V(z(t)) — 0 quando t — oo implica que |x(t)| — 0 quando t — oo.
Com efeito, provando pela contra-positiva, suponha que |z(¢)| — y # 0, entdo
V(z(t)) = V(y) # 0, o que implica que V' (x(¢)) ndo converge pra 0, o que prova a afirmagao
2. O

Observagdo 14. As construgdes feitas por Liapunov nos dois tltimos teoremas também sao
validas se assumir que V' continua em D ao invés de continuamente diferenciavel, desde que V'

esteja definida em zy € D por

. 1
V(zo) = lim sup ~[V(2(to + h, to, 20)) = V(2 (to, o, 20))]-

Teorema 4.8. Sejam D C R"™ um conjunto aberto conexo contendo a origem e U um conjunto
aberto que contém a solugdo nula de equilibrio em seu fecho. Suponha que V' é continuamente
diferencidvel em D com V e 1% definidas positivas em D N U e, além disso, com V = 0 em
oU N D, isto é, na fronteira de U que estd contida em D. Entdo a solu¢do nula de & = f(x)

em (4.1) é instdvel.

Demonstracdo. Escolha um conjunto aberto e limitado Dy que contém a origem tal que Dy C
D. Dado ¢ > 0, escolha g € Dy N U com 0 < |zg| < 6. Como V é definida positiva, temos
que V' (xy) > 0. Defina

S={x: x € DyNU de tal modo que V' (z) > V(x0)}.
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ComoV =0em U e V > 0 em S, segue que OU N S = (). Note também que
0¢.S,pois V(0) =0e V(xg) >0=V(0). Além disso, note que S é fechado e limitado, logo
compacto. De fato:

S é fechado: Seja v € S, entdo existe uma sequéncia (z,,) C S tal que z, — z. Sendo
assim, temos que z,, € Do N U e V (z,,) > V(x), para qualquer n natural e, desta forma,
re (DyNU)=DyNUeV(x)= lim V(x,) > V(x). Portanto, x € S.
n—o0

S é limitado: Basta notar que S C Dy N U C Dy C Dy e Dy é limitado.

Defina

a = min V(z)

e note que a > 0, pois V() > 0, paratodoz € DNU e S C DNU, ou seja, V(x) > 0 para

todo z € S e como S é compacto e 0 ¢ S, temos que mig V(z) > 0.
TE

Seja z(t) a solu¢do do problema, entdo V (z(t)) > « para z(t) € S. Integrando,

temos

/ Uy (a(s)ds > a (4.4)
V(z(t)) > Vi(xg)+ at —to), 4.5)

para x(t) € S. Fazendo t — oo em (4.5), temos que V' (x(t)) se torna ilimitada, porém V' é
continua e S é compacto, o que implica que V' € limitada em qualquer = € S. Desta forma, x(t)
sai de Dy N U em algum instante. Como Dy N U é compacto e V é continua, entdo existe um
t; tal que x(t) sai de Dy N U no tempo ;. Seja z(t;) € (Do N U). Mas x(¢;) ndo pode estar
na parte da fronteira de U contida em D, pois V' = 0 em OU N D por hipétese. Sendo assim,
x(t1) estd na fronteira de Dy contida em U. Como z, foi tomado arbitrariamente préximo da
origem (0 < |zo| < J), temos entdo que a solucdo nula € instdvel, pois independentemente de
quao proximo ela inicie da origem, a solucdo sai de um conjunto limitado Dy em um tempo
finito. 0
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v=0sobre U N D

Figura 4.1: Fonte: Autoria prépria (2023). a solucio nula € instavel, pois sai de um conjunto
limitado Dy em um tempo finito ¢;.

Observacdo 15. Veremos a seguir sistemas lineares autbnomos com coeficientes constantes
com o objetivo de ilustrar um método para construir uma funcdo de Liapunov para este tipo de

problema.

Definicao 4.9. Dada uma matriz constante A de ordem n X n, considere o problema
T = Ax. (4.6)

Para aplicar os Teoremas 4.6, 4.7 e 4.8, é necessdrio obter uma fun¢do de Liapunov.

Seja B alguma matriz constante definida positiva de ordem n X n e defina
V(z) = 2" Bx. 4.7)

Calculando a derivada com respeito ao tempo, temos

d

Vi(z) = E(a:TBa:) = i"Bx 4+ 2" Bi = 2T (AT B + BA)x. (4.8)

No que segue, para 0s nossos propositos, enunciaremos os proximos dois lemas.

Lema 4.10. Seja ¢ > 0. Entdo para todo k > 0, 2‘/lirn e *'t* = 0. Ainda, para qualquer
—00
polinomio p(t), segue que e 'p(t) é limitado para t > 0.

Lema 4.11. Considerando A na forma canénica de Jordan com todos seus autovalores pos-

suindo parte real negativa, entdo existem constantes K e « tais que |eAt] < Ke ™,
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Lema 4.12. Seja A como em (4.6) com det A # 0. A equagdo matricial A'B + BA = —C
possui uma solucdo definida positiva B para toda matriz C' definida positiva se, e somente se,

todos os autovalores de A possuem parte real negativa.

Demonstracdo. Seja C' uma matriz definida positiva e suponha que B € uma solucdo definida
positiva. Desta forma, V() em (4.7) ¢ definida positiva e V() em (4.8) é definida negativa e,
pelo Teorema 4.7, a solucdo nula de # = Ax € assintoticamente estavel.

Reciprocamente, suponha que os autovalores de A possuam parte real negativa e

seja C' uma matriz definida positiva dada. Defina

B = / eATtCeAt gt (4.9)

0

Note que esta integral converge, pois os autovalores de A possuem parte real nega-
tiva, e pelo Lema 4.11, existem constantes K e « tais que |eAt] < Ke ™, parat > 0 e, desta
forma, B estd bem definido e, como C' é uma matriz definida positiva, entdo B também o é,

pois para cada vetor y € R" diferente de zero, temos

y"' By = /yTeATtCeAtydt = /(eAty)TC(eAty)dt > 0. (4.10)
0 0
Finalmente, temos que AT B + BA = —C, pois

ATB+ BA = AT/eATtC’eAtdt+/eATtC’eAtth
0 0

= /ATeATtCeAtdt—l—/eATtCeAtAdt

0 0

= / ATeMtCeM 4 et CeM Adt

0

(4.11)

o0

= /% [eATtCeAt} dt

0

ATt~ ar| =
= e tiCeM

t=0

= —C
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]

Observagdo 16. Com o Lema 4.12, segue que V' definida em (4.7) € definida positiva com 1%
em (4.8) semi-definida negativa e, pelo Teorema 4.6, a solucdo nula de (4.6) € estavel. Segue

da Observacdo 11 que os autovalores de A possuem parte real negativa.

Lema 4.13. Seja V,(x) um polinémio homogéneo (cada mondémio com coeficiente ndo nulo tem

o mesmo grau total) de grau p definido positivo e considere W continuo tal que W (x) = o(|z|P)

w
quando x — 0, isto é, |li‘m | (;) = 0. Desta forma, V (x) = V,(x) + W (x) é definido positivo
z|—=0 |T

em uma vizinhanga da origem.

Demonstracdo. Seja k = lrrllin V,(x). Note que k existe, pois a esfera é compacta e V,, é conti-
z|=1

nua. Ainda, £ > 0 por V,(x) ser definido positivo e, ainda, como V,(z) € homogéneo de grau

wm:%(m):%(m)wzww,

k
Por outro lado, das hipéteses sobre W, temos que dado ¢ = 5 > (), existe § =

p, segue que

para todo = # 0.

k
J (§> > 0 tal que, se |z| < d(¢), entdo

(W) _ k ko
e <5 = W (x)| < 2|:Jc| .
Ainda, tem-se
k k
V(@) = Vo(@) + W(a) 2 Vy(w) = [W(a)| = klal? = Slal? = S Jaf = lop.
Portanto, V' (x) é definida positiva em uma vizinhanga da origem. [

Vamos aplicar o método de Liapunov do Lema 4.12 na equagdo
& = Az + h(z) (4.12)

e provar o item (ii) do Teorema 3.10

Demonstrag¢do do Teorema 3.10, item (ii). Suponha que h(z) em (4.12) continuamente diferen-
cidvel em R” com h(0) =0 e 82_;0) = 0. Seja [ a matriz identidade que € definida positiva e
suponha que os autovalores de A ndo possuam parte real nula e que um autovalor de A pos-
sui parte real positiva. Assuma que A estd na forma candnica de Jordan com dois blocos

A; e As, de modo que os autovalores com parte real negativa estdo em A; e os autovalores
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com parte real positiva estdo em As. Aplicando o Lema 4.12 duas vezes, seja B; uma solu-
¢do definida positiva para AT B, + BjA; = —I e seja By uma solugdo definida positiva de
(—ALYBy + By(—Ajy) = —I. Defina a fungio de Liapunov

V(I) = —SL’{Bll’l + ngQxQ

comx = (r1,%3) e Ty € x5 possuindo as mesmas dimensdes de B e By, respectivamente. Desta

forma, segue que

V(z) = —iTBizy — 2T Byiy + i3 Bywy + 18 Byiy

= —(All’l + hl (m))Tlel — JI{Bl(All’l -+ hl (l’)) —+ (AQIQ + hg(I))TBQIQ
+ 21 Bo(Aswa + ha(z))

= —.%‘?(A?Bl + BlAl)xl + l’g(AgBQ + BQAQ)JIQ + 2ng2h2(.T) - 2${B1h1 (ZE)
= 2l +alay + W(a)

= zTe 4+ W(x),

W(x)

|z

com W (z) = 22% Byhy(z) — 22T Byhy () € note que — 0 quando = — 0, pois

W (z) —  Im 22 Bohy(z) — 22T Bihy(2)
|z|—0 |-T’2 |z|—0 ‘g[;|2

— lim —2$?Bl h1(l’) i 21’;32 hg(l‘)
el o) ] [ ]

fu(z)  ha(z)
S SOV N Tl € T
outro termo do produto € limitado, logo

Das hipdteses sobre £, tendem a zero quando x tende a zero. E o

im Wi(x) _ fim —227' By hy () N 221 By o ()

= 0.
2|0 |z[? jels0 x| || lz] ||

Pelo Lema 4.13, V(:z:) ¢ definida positiva em uma vizinhanga da solu¢@o nula de
(4.12).

Considerando U = V~1(0, 00), que é aberto, uma vez que V € continua, temos V e
V definidas positivas em U. Sejax € OU, entdo existe uma sequéncia (x,,) C U tal que x,, — «
e, desta forma, segue da continuidade de V' que V' (z) = 7}1_>rr010 V(z,) > 0ecomo z ¢ U, segue

que V(z) = 0, qualquer que seja x € JU. Portanto, sdo satisfeitas as condi¢des do Teorema
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4.8 e concluimos que a solucdo nula € instavel. [

4.3 ESTABILIDADE LOCAL PARA SISTEMAS NAO AUTONOMOS

Supondo f : [0,00) x R" — R™ continuamente diferencidvel, considere o sistema

ndo autdnomo

{ t o= flta) (4.13)

f(t,0) = 0
Definicao 4.14. Seja D um subconjunto aberto de R" que contenha a origem e V' : [0,00) X

D — R. Temos que:

V' é definida positiva se V for continua, V (t,0) = 0 para todo t > 0 e existir uma fun¢do
definida positiva W : D — R tal que V (t,z) > W (x), para todo (t,z) € [0,00) x D.

V' é semi-definida positiva se for continua, se V (t,0) = 0 para todot > 0 e se V (t,x) >
0, para todo (t,z) € [0,00) x D.

* V tem cota superior suficientemente pequena se for continua e se existir uma fun¢do
definida positiva U : D — R tal que |V (t,x)| < U(z), para todo (t,x) € [0,00) x D.

* Assumindo que V' é continuamente diferencidvel, definimos a derivada com respeito a t
ao longo da trajetoria em (4.13) como

Vit,z) = % +VV(t,z)f(t, ).

Teorema 4.15 (Estabilidade de Liapunov para sistemas ndo-autdnomos). Seja V' : [0,00) X

D — R definida positiva continuamente diferencidvel.
(i) Se V(t, x) < 0, entdo a solugdo nula de (4.13) é estdvel.

(ii) Se V' possuir uma cota superior suficientemente pequena e V(t, x) < 0, entdo a solugdo

nula de (4.13) é uniformemente estdvel.

(iii) Se V possuir uma cota superior suficientemente pequena e —V for definido positivo, entdo

a solugdo nula de (4.13) é uniformemente assintoticamente estdvel.
Demonstragdo.

(i) Como V ¢ definida positiva, entdo existe uma fungio definida positiva W tal que V' (¢, z) >
W (x) para todo (t,z) € [0,00) x D. Seja B = B(0,r) a bola de raio r centrada na
origem com 7 suficientemente pequeno de tal modo que B C D. Considere ) < e < re
defina &k = min W(z) > 0.

|z|=¢
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Como V € continua e V'(¢,0) = 0, entdo para todo ¢, > 0, existe 0 < § < ¢ tal que, se
|z — 0] <4, entdo |V (to, x) — V(ty,0)| < k, ou seja,

|z] < 6 = V(ty,x) < k.

Denotando a solugio por z(t), considere =, € B(0,0) e, como V (¢, z) < 0, entdo para

t > 1o, segue que
t

/ﬂﬁﬁgsgo
ds

to

= V(t,z(t) < V(t,w) < k.

Desta forma, se |z(t)| = ¢, temos V(t,z(t)) > W(x(t)) > k, um absurdo. E se
|z(t)| > €, pelo Teorema do valor Médio, existe ¢; com ¢y < t; < ¢ tal que |z(t;)| = e e
V(t;, z(t;)) > k com t; > to, um absurdo.

Portanto, |z ()| < e.

(i) Assumindo que V' possui uma cota superior suficientemente pequena, entdo existe uma
fun¢do definida positiva W1 (z) tal que V (¢, ) < Wj(x) para todo (t,z) € [0,00) X D.
Com ¢ e k definidos no item (i) e como W, € continua, existe § > 0 tal que se |z| < 0,
entdo W, (z) < k. Considere 2 € B(0,6) e, como V (¢, z) < 0, entdo para todo ¢ > to >
0, segue que
V(t,z(t)) < V(to,zo) < Wi(xg) < k.

Desta forma, analogamente ao item (i), temos que |z(¢)| < € e como ¢ ndo depende de ¢,

segue o resultado.

(iii) Considerando que —V' (¢, x) é definida positiva, entdo existe Ws(x) definida positiva tal
que —V (t,z) > Wy(z), ou seja, V (¢, 2) < —Wy(z), para (t,z) € [0,00) x D. Como a
solu¢d@o nula é uniformemente estivel, dado H > 0 ety > 0, existe r = r(H) > 0 tal
que, se |zg| < r, entdo |x(t)| < H paratodot > t,. H e r sdo tomados de tal modo que
B[0, H] C D.

Ainda, dado n > 0, existe 0 < §(n) < H tal que, se |zo| < d(n), entdo |z(t)| < n para

t >ty > 0. Em ambos os casos, r € d ndo dependem de ¢.
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Defina:
A = {zeQ:dn) <|z| <HJ

a = min W(x);

= i)
-7 = max—Wy(x) <0;
b —«

T(n) > 5

Afirmacao: Para todo |zg| < r, existe t € [to, to + T(n)] = I(to) tal que |z(t)| < o(n).

De fato, suponha por absurdo que existe |zo| < r com |z(t)| > §(n) para todo t € I(tp).
Em particular, teriamos x(¢) € A, para todo ¢t € (). Desta forma, temos que

V(t,x(t)) < =Wa(a(t)) < —v

to+T(n to+T'(n)

N T -

= V(to+T1),x(to +T(n))) — V(to, z0) < —T(n)

= V(to+T(n),x(to + T(n))) < V(to, 20) = 7T(n)

e note que V/(to, 7o) — YT'(n) < —~T'(n) + Wi(xo), logo

Vito+T(n),z(to+T(n)) < B—7T(n) <a,
pois T'(n) > 6770‘

Como W (zx) < V(t,z) para (t,z) € [0,00) x D, segue que o« < W (z) < V(¢,x) para
t € [0,00) ex € A, sendo assim, a < V(to + T'(n),z(to + T'(n))), 0 que é um absurdo

e, desta forma, fica provada a Afirmacao.

Logo, para todo |zo| < r, existe t; € I(to) tal que |z(t1)] < d(n). Ainda, note
que se |zo| < d(n), entdo |x(t,to,x0)| < n parat > to > 0 e, consequentemente,
|z (t, t1, x(t1,to, xo))| < mparat > ty. Mas x(t, t1, x(t1, o, x0)) = x(t, to, To), pois satis-
fazem o mesmo problema de valor inicial. Portanto, |z(t)| < nparat >ty +T1(n) > t;

e a solucdo nula é uniformemente assintoticamente estivel.
]

Teorema 4.16 (Instabilidade para sistemas nao-autdbnomos). Suponha que exista uma funcdo
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V :[0,00) x D — R continuamente diferencidvel tal que sdo satisfeitas as seguintes proprie-

dades:
(i) Existe uma fungdo definida positiva W tal que |V (t,z)| < W (x), ¥(t,x) € [0,00) x D.
(ii) Para toda vizinhanga U da origem, existem pontos x € U tais que V (t,x) > 0.
(iii) V ¢ definido positivo.
Entdo a solugdo nula de (4.13) é instdvel.

Demonstragdo. Seja r > 0 tal que B[0,r] C D. Dado 0 < ¢ < r, existe |zo| < € com
V(to,z9) > 0. Como W € continua, existe 0 < a < r tal que, se |z| < «, entdo W (z) <

V (%o, o). Denotemos a solugdo por z(t) e defina
A={x e B[0,r]; a < |z| <7}

Afirmacao: Para todo t > ty, v < |z(t)].

De fato, suponha por absurdo que exista um ¢ > t com |z(t) < «. Entdo
V(t,x(t)) < [V(t,2(t)] < W(z(t)) < V(to, zo),
ou seja,
V(t,z(t)) < V(to,z0), parat > t.
Mas, V (¢, z(t)) > 0, ou seja,

/V(s,x(s))ds > 0= V(t,z(t)) > V(to, x0),

to

o que € um absurdo e segue a afirmacao.
Suponha por absurdo que |z(t)| < r, para todo t > t, (z(t) € A). Como V é

definido positivo, existe W, tal que
V(t,z) > Wi(z)) > w >0,
Sendo assim, V(t, x(t)) > w paratodo t > t, e, integrando, temos

V(t,z(t)) > w(t —to) + V(to, z9) = 0.

Desta forma, temos

max W(z) > W(z(t) = V(L 2(t)) = w(t —to) + V(to, x0) — 00,
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o que € um absurdo.

Portanto, existe t; > ¢, tal que |x(t1)| > r. O

4.4 CAMPOS VETORIAIS, FLUXOS E CONJUNTOS LIMITES

Definiciio 4.17. Seja D C R™ aberto. Um campo vetorial de classe C*, 1 < k < oo, em D é

uma aplicagdo f : D — R" de classe C*. A esse campo associamos a equacdo diferencial
T = f(x). (4.14)

As solugoes desta equagdo sdo chamadas trajetorias ou curvas integrais de f.

Observagdo 17. A solugdo definida no intervalo maximal I, serd denotada por ¢(t,z), para
cada x € D. Ainda, note que ¢(0,z) = 0.

Figura 4.2: As solugdes ¢ sdo curvas integrais de f

Lema 4.18 (Propriedade de grupo). Sey = ¢(t,z) et € I, entdo I, = I, —t = {r—t:r € I}
e ¢(s,y) = ¢t + s,x) para todo s € I;

Defini¢do 4.19. Dado o conjunto U = {(t,x) : z € D, t € I} aberto em R"", a aplicagcdo
¢ : U — D chama-se o fluxo gerado por f.

Corolario 4.20. Seja f um campo vetorial C", r > 1 em D C R". Sex € De I, =
(w_(x),wi(x)) € tal que —o00 < w_(x) < wy(z) < oo, entdo ¢(t,x) tende a D quando
t — wi(x) (respectivamente, t — w_(x)), ou seja, para todo compacto K C D existe

e=¢e(K)>0tal que set € [wi(x) —e,wi(x)) entdo ¢(t,x) ¢ K.

Demonstragcdo. Suponha por absurdo que existe um compacto X C D e uma sequéncia t,, —
w(z) < oo tal que ¢(t,,x) € K para todo n. Como K é compacto, existe uma subsequéncia
tn, tal que ¢(t,,, ) — xo € K. Como U € aberto, existe 0 > 0 tal que B(0,0) x B(xg,0) C U.
Logo para ny, suficientemente grande temos ¢(t,, ,x) € B(zo,d) e portanto para s € B(0,J)
temos que ¢(s, p(t,, ,x)) estd bem definida e é igual a ¢(s+t,, , ), um absurdo, pois ¢, +s —
wi(z) + 5 > wi(x). O
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Corolério 4.21. Se D = R" e |f(z)| < ¢ para todo x € R, entdo I, = R para todo x € R".

Demonstracdo. Suponhamos que w, (x) < oo para algum z € R™. Como

[z = ¢(t, )| =

< ct < ewy(z),

/ (6s,0) ds

resulta que para todo ¢ € [0, w, (x)), ¢(t,x) € Bz, cw, ()], absurdo pelo coroldrio 4.20. [
Definicdo 4.22. O conjunto v(p) = {¢(t,p) : t € 1,} é chamado de drbita de f pelo ponto p.

Definicao 4.23. Sejam D C R"™ um subconjunto aberto e f : D — R"™ um campo vetorial de
classe C*, k > 1. Seja ¢(t) = &(t,p) a curva integral de f passando por p, definida no seu
intervalo mdximo I, = (w_(p), w4 (p)).

Se wy (p) = oo define-se
w(p) ={q € D :3(t,) comt, — o0 e P(t,,p) — q, quando n — cc}.
Analogamente, se w_(p) = —o0 temos
a(p) ={q € D :3(t,) comt, - —occ e ¢(t,,p) = q, quando n — co}.

Definicao 4.24. O conjunto w-limite de uma drbita 7y é o conjunto w(p), para qualquer p € .

A defini¢do de a-limite é andloga.

Observagdo 18. Sejam ¢(t) = ¢(t, p) a curva integral do campo f pelo ponto p e () = 1 (t, p)
a curva integral do campo — f pelo ponto p, entdo ¢ (t,p) = ¢(—t, p). Portanto o w-limite de
(t) é igual ao a-limite de ¢(t) e reciprocamente, o w-limite de ¢(t) é igual ao a-limite de ().

Em outras palavras, se considerarmos ¢(t, p) a solugdo de

e ¢ (t, p) solugdo de

temos que
wy(p) = {ge€ D: 3(t,) comt, — oo tal que (t,,p) — ¢}
= {qe D: 3(t,) com —t, - —ocotal que p(—t,,p) = q} = au(p).
Analogamente, temos
we(p) = {geD: 3(t,) comt, — oo tal que ¢(t,,p) = ¢}

= {¢e D: 3(t,) com —t, — —oo tal que Y(—t,,p) = ¢} = au(p).
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Logo para estudar as propriedades gerais desses conjuntos ndo hé perda de genera-

lidade em se restringir ao estudo do conjunto w-limite.

Teorema 4.25. Sejam f : D — R" um campo de classe C*, (k > 1) com D aberto e
vt(p) = {o(t,p) : t > 0} (respectivamente, v~ (p) = {¢(t,p) : t < 0}) a semi-érbita positiva
(respectivamente, a semi-orbita negativa) do campo f pelo ponto p. Se T (p) (respectivamente,

v~ (p)) estd contida num subconjunto compacto K C D, entdo:
a) w(p) # 0 (respectivamente, a(p));

b) w(p) é compacto (respectivamente, o(p));

¢) w(p) é invariante por f (respectivamente, o (p)).

d) w(p) € conexo (respectivamente, a(p)).

Demonstracdo. Pelaobservac@o 18, ndo hd perda de generalidade demonstrar apenas para w(p).

a) w(p) # 0.

Seja t,, = n € N. Por hipétese {¢(t,,)} € K. Logo existe uma subsequéncia {¢(t,, )}
que converge para um ponto g € K. Desse modo t,,, — oo e ¢(t,,, ) — ¢ quando k — oo,
ou seja ¢ € w(p) por defini¢do de w(p).

b) w(p) é compacto.

Primeiramente, note que w(p) C 7+(p) C K e como K é compacto, segue que w(p) é

limitado.

Vejamos agora que w(p) é fechado e, para isto, tome (¢,) € w(p) com ¢, — ¢ e va-

mos mostrar que ¢ € w(p). Para cada n € N fixado, existe (t@) com £ — o e

gb(tgg), p) — ¢n quando m — co. Em particular, definindo ¢,, := ¢}, , temos
1
|o(tn, p) — gn| < — quando n — oo.
n
Sendo assim,
lim ¢(tn,p) = lim [6(tn,p) = an + ] =0+q =1

Portanto, ¢ € w(p) e w(p) é fechado.

¢) w(p) é invariante por f.

Afirmacao: ¢ € w(p) = 7(q) C w(p).
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De fato, seja ¢ € w(p) e defina ¢ : I, — D tal que ¢)(t) = ¢(t,q). Sejaty € I,
e q1 := ¢(to,q) € v(¢q). Ainda, existe (¢,) tal que t,, — oo e ¢(t,,p) — ¢, quando

n — 00. Assim,

#(to,q) = ¢k, lim (L, p))
= lim o(to, ¢(tn, p))

= lim (b(tO + th)'
n—o0

E com S, =ty + t,, temos
Jim (S, p) = 6(to,a) = q1-

Portanto, ¢; € w(p) e v(q) C w(p).

d) w(p) é conexo.
Suponha por absurdo que w(p) = AU B com A e B ndo vazios, fechados e disjuntos.
Como A # (), existe uma sequéncia (¢) tal que t/, — oo e ¢(t/,p) — acoma € A.
Analogamente, como B # (), existe uma sequéncia (¢/) tal que ¢/, — oo e ¢(t!,p) — b

comb € B.

Defina d := d(A, B) > 0 (d estd bem definido, pois A e B sdo compactos e disjuntos) e

tome (¢,,) C (t,) U (t!) e, fixando n impar, considere que

(tn) < (t);
(tny1) C (f).

Desta forma, fazendo n — oo, obtemos

E note que t,, # t,,.1, caso contrario, terfamos um absurdo. Sem perda de generalidade,

suponha que t,, < ¢, 41 e, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢’ € (t,,t,1) tal

d
que d(o(th, A)) = 5 quando n — oo.

d
Além disso, existe ¢ € w(p) tal que ¢(t*,p) — ¢, ou seja, d(q, A) = 2 isto é, ¢ ¢ A.

Por outro lado,

d(q,B) > d(A,B) —d(q,A) =d — 3=

?

d_d
2
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isto é, ¢ ¢ B.

Ou seja, temos que g € w(p), mas ¢ ¢ AU B, um absurdo.
O

Corolario 4.26. Nas condigdes do teorema anterior, se p € w(q) entdo a curva integral de f,

pelo ponto p, estd definida para todo t € R.

Demonstra¢do. Como w(q) € invariante, entdo ¢(t,p) € w(q) para todo p € w(q). E como

w(q) é compacto, segue do Coroldrio 4.20 que w_ = —00 e w; = +00. ]

Defini¢iio 4.27. Seja [ : R" — R"™ de classe C" tal que f(0) = 0. A solugdo 0 € R" diz-se

globalmente estdvel quando for estdvel e tlim ¢(t) = 0 para toda solugdo ¢(t) de
—00

i = f(x). (4.15)

Teorema 4.28. Seja V' : R" — R wuma funcdo de Liapunov para (4.15) tal que o conjunto
{z € R" : V(x) = 0} ndo contém trajetéria inteira além de x(t) = 0. Suponha que para
cada ¢ > 0 dado exista R > 0 tal que |x| > R, implica V (x) > ¢, para todo © € R™. Nessas

condicoes a solucdo nula é globalmente estdvel.

Demonstracdo. Sejap € R" e ¢ > V(p). Por hipdtese existe R > 0 tal que |z| > R implica
V(z) > ¢, paratodo x € R". Como V é ndo-crescente segue que V(¢ (t,p)) < V(¢(0,p)) =
V (p) para todo ¢ > 0 em I,,. Logo ¢(t,p) € B[0, R] para todo ¢ > 0 em I, e pelo Corolario
4.20 resulta que ¢(t, p) estd definida para todo ¢ > 0. Desse modo,

{o(t,p): t >0} =~"(p) C B0, R]

e B[0, R] é compacto. Desta forma, segue do Teorema 4.25 que w(p) # 0 e w(p) é invariante

por f.
Vejamos que V' € constante em w(p). De fato, sejam a, b € w(p). Entdo

3 t, > oo talque ¢(tn,p) — a;
3t o0 talque ¢(t,p) — b

Ainda, da continuidade de V', segue que

V(a) = lm V(¢(t,,p) = lim V(é(t,p));

V() = lim V($(t.p) = lim V(6(t.p).

Desta forma, concluimos que V' (a) = V(b), para quaisquer a,b € w(p). Sendo
assim, V = 0 em w(p) e como {z € R" : V() = 0} ndo contém trajetéria inteira além de
z(t) = 0, segue que w(p) = {0}. O
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5 APLICACOES

5.1 O PROBLEMA NEOCLASSICO ECONOMICO

A teoria do crescimento neocldssico foi introduzida em 1956 por Robert Solow! e
Trevor Swan?. Vamos estudar a estabilidade da solugdo de equilibrio do modelo neocléssico de

crescimento econdmico utilizando as notagdes

= Tempo;

t
t) = Unidade de estoque de capital;

K (
L(t) = Unidade de forca de trabalho (méo de obra);
: d
K(t) = %K (t) = Investimento;
K(t
k(t) = % = Relacdo capital-trabalho;
Y (t) = F(K(t),L(t)) = Fungdo Producao;
0 <s<1 = Coeficiente de Poupanga;

sF(K(t),L(t)) = Poupanca.

Assumiremos por hip6tese que, dado uma constante positiva A\, entdo a fungao pro-

ducao satisfaz a seguinte igualdade:
AY (t) = AF(K(t), L(t)) = F(AK(t), AL(t)),

e dizemos que chamamos Y (¢) possui homogeneidade de grau 1. Assumindo esta homogenei-

dade e omitindo ¢, obtemos

Assuma que f(0) =0, f'(k) > 0, f"(k) <0, klim+ fl(k) =ce klim f'(k) =0.
—0 —00
Pelo Lema B.2, existe uma funcio f que satisfaz estas propriedades simultaneamente.

Equilibrio exige que o investimento seja igual a economia, ou seja,

K = sF(K, L).

'Robert Solow (1924-2019) é um economista americano amplamente reconhecido por suas contribui¢des para
a teoria do crescimento econdmico e para a macroeconomia. Ganhou o Prémio Nobel de Economia em 1987.

2Trevor Swan (1916-1989) foi um economista australiano conhecido por suas contribui¢des para a teoria ma-
croecondmica e especialmente para a teoria do crescimento econdmico.
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Suponha que o trabalho cres¢a exponencialmente conforme a fun¢ao dada por
L(t) = L(0)e™, L(0) >0, 0 <n < 1.

Aplicando a férmula da derivada da divisdo em k, obtemos que

i_d(K\ _ KL-LK

S dt\L) L2
K LK
L LL

sI(K,L)  nL(0)e™ K

L L(0)et L
K
= sF (f’ 1) —nk
= Sf(k) - nka
ou seja, temos a equagao
k= sf(k) — nk. (5.1)

Assuma por hipétese que 0 < L klim+ f'(k). Fazendo k = 0 em (5.1), segue do
S —0

Lema B.1 que existe uma tnica solugdo positiva de equilibrio de sf (k) — nk = 0, a qual serd

denotada por k*. Com a func¢do de Liapunov dada por

V(z) = %xz
ecomx = k — k*, temos
Viz) = zi
= zk
= z[sf(k) — nk]

= x[sf(x+k*) —n(z+ k)]

Aplicando o Lema B.3, o qual nos fornece f(y) < f(a)+ f'(a)(y—a) e substituindo

y por z + k* e a por k*, temos
fla+ k) < f(E7) + o f/(K7).

Sendo assim, segue que
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V(z) = z[sf(x+k*) —n(x+ k")

[sf(k*) + zsf'(k*) — n(z + k"))
zsf'(k*) + (s f(k*) — nk™) — na]
2?[sf'(k*) — n]

I IA
8 8

- o[

otk [, _f(k*)}
= Sy 1o -5
Note que xf?;k; > 0 e, pelo Lema B4, f'(k*) — fgz*) < 0, logo
ok [ )
V(z) < ) [f (k™) | < 0.

Desta forma, V ¢ definida negativa e, pelo Teorema 4.7, a solu¢do de equilibrio £*
¢ assintoticamente estdvel para £ em uma vizinhanca de £*. Mais ainda, k* € assintoticamente
estavel para £ > 0. Em outras palavras, a relacdo capital-trabalho tende a se estabilizar de

forma positiva ao longo do tempo.

5.2 A EQUACAO DE LORENTZ

Dentre as diversas aplicacdes da dinamica de fluidos, destaca-se um problema me-
teorolégico, o qual investiga o0 movimento de uma camada de fluido, como por exemplo, a
atmosfera terrestre, na qual a camada mais préxima ao solo € mais quente do que a camada
mais distante do solo. Caso a diferencga de temperatura for baixa, existe uma variagdo linear da
temperatura com a altitude, mas ndo um movimento significativo do fluido. Por outro lado, se
diferenca de temperatura for suficientemente grande, o ar quente sobe e desloca o ar frio que
estd por cima, o que resulta em um movimento. Para estudar este fendmeno, realizaremos uma
analise de um sistema auténomo ndo linear de terceira ordem proposto por E. N. Lorentz’, e

utilizaremos as seguintes notacoes:

= Intensidade do movimento do fluido;
Variacdo da temperatura na dire¢ao horizontal;
Variacdo da temperatura na direcdo vertical;

= Constante positiva que depende do material;

= Constante positiva que depende das propriedades geométricas do fluido;

i~ I = R S SN

= Constante positiva que é proporcional a diferenca de temperatura.

3Hendrik Lorentz foi um fisico holandés (1853-1928) amplamente reconhecido por suas contribuicdes 2 fisica
tedrica e experimental, especialmente na teoria da relatividade de Albert Einstein.
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Com as varidveis bem esclarecidas, considere o seguinte sistema:

T = a(—z+vy)
y = re—y—xz , 5.2)
z = —bz+uay

com a > b+ 1. Vejamos quais sdo os pontos de equilibrio deste sistema e, para isso, basta

resolver em z, y € z, o sistema linear a seguir:

ar —ay =
T — Yy — T2 =

—bz+ay =

Os trés pontos de equilibrio encontrados que satisfazem o sistema sdao P; = (0,0, 0),

= (Vb(r —1),/b(r—1),r —1) e Py = (—/b(r — 1), —\/b(r — 1),7 — 1).

Vamos analisar os casos em que 7 § ler > 1. Nocasor < 1, hd apenas um ponto

de equilibrio, o P; e, para analisa-lo, considere o sistema reescrito no formato

X = AX +h(X) (5.3)
T —a a 0 T 0
Y = r =1 0 y | +| —xz (5.4)
Z 0 0 -b z xy

e o funcional de Liapunov dado por

V. R3 — R
(r,y,2) — V(x,y,2) = 2>+ ay® + az’.

Note que V' > 0, pois a > 0. E além disso, temos

V(z,y,2) = 2+ 2ayy+ 2azz
= 2za(—z +vy) + 2ay(rz —y — x2) + 2a2(—bz + zy)
—22%a + 2zya + 2ayry — 2ay?® — 2axzy — 2abz? + 2axyz
= —2a(a? — (1 +r)zy + y*) — 2abz?.

Ainda, note que

T < 1
= r+1 < 2
= (r+1)2 < 4
= (r+D%W < 4y
= (r+1)2%y2*—4y> < 0.
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Desta forma, V (,y, 2) = —2a(z® — (1 +7)zy +y?) — 2abz? e temos que —2a < 0
e —2abz* < 0. Quanto ao termo z* — (1 +7)xy + y?, temos uma equagio do segundo grau em x
com coeficiente do termo 2 positivoe A = (r+1)%y*—4y? < 0, ousejaz*— (1+7)zy+y> > 0
e, com 1Sso,

V(z,y,z) <O.

Como V(x, y,z) < 0, do Teorema 4.7, segue que P; é assintoticamente estdvel para
X = AX.
Ainda, temos
h(X) (0, —zz, xy)

im = lim = (0,0,0),
(@,9,2)=(0,0,0) [(X)]|  (23.2)=(0,00) /22 + Y2 4 22 ( )

e segue do Teorema 3.10 que P; € assintoticamente estdvel para o problema (5.4).
Para analisar o caso em que r > 1, iremos verificar a seguinte afirmac¢do: Os pontos

P; e Pj5 sdo assintoticamente estaveis desde que

a+b+3

l<r<ri=a|——
r<r a<a—b—1

>,a>b—|—1.

De fato, vejamos o ponto P, pois P; € andlogo. Fazendo a mudanca de varidveis

u = x—+/b(r—1)
= y—/b(r—1)

w = z—(r—1),

temos o seguinte sistema:

—uw (5.5
w Vo(r —1) /b(r—1) —b w uv

<
Il
—
|
—
|
=
—~
3
|
[—
~—
<
_l_

Desta forma, temos que (0, 0, 0) € ponto de equilibrio de (5.5). Analisando os auto-

valores do problema linearizado, temos

—a— A a 0
1 1A =1 | = 0
Vo(r —1) +/b(r—1) —b—A

= f(A)=N+(a+b+ )N+ (a+7r)bA+2ab(r—1) = 0.

Para o casor = 1, temos f1(\) = A>+ (a+b+1)A\? + (a+1)bA = 0 e as rafzes sdo

A =0, = —be A3 = —a — 1. Ainda, como a > b+ 1, temos que estas raizes sio diferentes
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entre si, pois —a—1 < —a+1 < —b. Desta forma, segue do Teorema 3.9 que (0, 0, 0) é estdvel.
Vejamos agora qual o menor valor de »* > 1 para o qual f,- possui autovalor
com parte real nula. Sendo assim, o autovalor desejado é da forma wi, com w # 0, pois os

autovalores de f, sdo ndo nulos para qualquer r > 1. Resolvendo f,(wi) = 0, temos:
0 = fr(wi)
= 0 = —iw®—(a+b+1w?+ (a+r")biw+ 2ab(r* — 1)
e esta igualdade vale se, e somente se, valem as seguintes igualdades:

0 = —w+(a+r*)w (5.6)
0 = —(a+b+1)w?+2ab(r* —1). (5.7

De (5.6), temos que
w=w?+ (a+7r)b) =0 = w® = (a+1r")b.

E de (5.7), temos que

0 = —(a+b+1)w?+2ab(r* —1)
== 0 —(a+b+1)(a+71*)b+ 2ab(r* —1)
= 0 —a®b — ar*b — ab® — V’r* — ab — r*b + 2abr* — 2ab
— 0 = ab(—a —r*—b+2r*t —2 — 1) + b(—bT* . T*)
= 0 = —ala+b+3—7r")—(br*+r")
—= 0 = ala+b+3—7r")+ (br*+1r")
— 0 = ala+b+3)—r"(a—b—-1)
o = a(a—l—b—i—?))‘

(a—b—1)
ala+b+3)

Desta forma, temos r* = ¢ o menor valor para o qual f,- possui

(a—b—1)
autovalor com parte real nula.

Finalmente, denotando as raizes de f,.(\) por A], A} e A%, note que fi(A) e f.(A)
sdo polindmios monicos e, além disso, temos que

r—1

ou seja, sdo satisfeitas as hipoteses do Teorema B.6 e, reordenando os indices se necessdrio,
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temos que
)\q — )\1:0
Ny = Ay =—b
)\g — )\3:—0/—1,

quando r — 1.
Portanto, para 1 < r < r*, temos que os autovalores de f,.(\) sdo todos negativos,
logo, do Teorema 3.9, o ponto (0,0, 0) é assintoticamente estdvel para o problema linearizado,

€ como

. (0, —uw, uv)
lim
(u,v,w)—(0,0,0) \/u?Z + v2 4+ w?

segue do Teorema 3.10 que (0, 0, 0) é assintoticamente estdvel para o problema dado em (5.5).

=(0,0,0),

Voltando para o problema nas varidveis z, y € z €, como 0 problema original (5.4)
€ equivalente ao problema (5.5), segue que o ponto P € assintoticamente estavel para (5.4), o
que prova a afirmacao.

Concluindo, temos que para r < 1, o tnico ponto de equilibrio é P; e € assintotica-
mente estavel. E para 1 < r < r*, temos trés pontos de equilibrios e sdo todos assintoticamente

estaveis.

5.3 A EQUACAO DE KRASOVSKII
A equacdo de Krasovskii* tem o formato
T+ k(x*+ i)+ 1 =0, (5.8)

em que k& é uma func¢do limitada, localmente lipschitziana e assume-se que existe uma constante
¢ > 0 tal que ¢ < k(r), para todo r. A seguir, serdo ilustrados dois casos particulares antes de

analisarmos o caso geral.

5.3.1 Caso k identicamente nula

Na equacdo dada em (5.8), consideremos k£ = 0, ou seja, estudaremos a equagio
T+ x=0.
Considerando a mudanca x; = = € o = , temos que

.flz.j?:xg

rngv':—x:—xl

“*Nikolai Mikhaflovich Krasovskii foi um matematico e engenheiro russo (1912-1989) conhecido por suas con-
tribui¢des na teoria da estabilidade em dindmica, incluindo a teoria da estabilidade global e local de sistemas
dindmicos nao-lineares. Ele também fez importantes contribuicdes a teoria do controle e da optimizagao.
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e (0,0) é o tnico ponto de equilibrio do problema.
Facamos uma andlise via Liapunov e, para isto, consideremos o funcional dado por

2 2
T+ .
V(zy,29) = =+=—-2 > 0. Sendo assim, temos

V(xl,xg) = T1X1+ TaXo
= T1X2 — T2l

= 0.

Ou seja, temos que o funcional V' € definido positivo com V semidefinido negativo,
e segue do Teorema 4.6 que (0, 0) é estavel.

Além disso, sabe-se que a soluc@o deste problema com k& = 0 é da forma (cos(t), sen(t)),
e como |(cos(t),sen(t))] < 1 para todo ¢, segue da Definicdo 3.3 que (0, 0) é estdvel. Mas ndo

vale a estabilidade assintética, uma vez que ndo € satisfeita a igualdade

lim |(cos(t),sen(t))| = 0.

t—o00

5.3.2 Caso kigualal

Na equacao dada em (5.8), consideremos k = 1, ou seja, estudaremos a equacao
r+c+x=0.
Considerando a mudanca x; = = € 9 = &, temos que

Zlflzl": I

.fQ = r = —T—x = —To — I1

e (0,0) é o tnico ponto de equilibrio do problema.
Facamos uma andlise via Liapunov e, para isto, consideremos o funcional dado por

x? + 22
V(.I'l,ll?g) = ! 2

5 > (). Sendo assim, temos

V($1,$2) = T1Z1 + T2T2
= X1T9 + xo(—11 — X2)
= —:L'%

< 0.

Ou seja, temos que o funcional V' € definido positivo com V definido negativo, e

segue do Teorema 4.7 que (0, 0) é assintoticamente estavel.
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Além disso, sabe-se que a solug¢do deste problema com k& = 1 € da forma
t V3 t 3
o(t)=|[e 2cos (T) e 2sen <7> ,

e parat > 0, vale que |¢(t)] < 1 e segue da Defini¢do 3.3 que (0,0) é estdvel. Mais ainda,

como vale que

lim [6(1)] =0,

conclui-se também que (0, 0) € assintoticamente estavel.

5.3.3 Caso geral

Finalmente, vejamos o caso geral presente na equacao (5.8). Para isto, considere-

mos a mudancga de varidveis 1 = x € 5 = T € temos

i’lzi': i)

Ztg = r = —I—x = —To — 1

e (0,0) o tnico ponto de equilibrio do problema.
Facamos uma andlise via Liapunov considerando o funcional dado por

V (21, 12) = 2% + 25 + 03129, v > 0.

Vejamos que V' > 0 se 0 < v < 2. De fato, note que

V(l’l,ilfg) = .T%"—Jf%‘i‘?]l’lfﬂg
2 2 v ? 2 v? 2
= x]+ x5+ 2§x1x2 + T2 T T
voo\2 v?
= <:1c1 + 5:102) + (1 — Z) T3
e ainda )
v
1—— > 0
4
02
= 1 > — > 0
4
— < 02 4
— < v 2

Agora, vamos determinar V':
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Vi, z) = 2x1m0 4 2uo[—k(a? + 22)xy — 2] + 022 4+ vay [—k(2? + 22)xy — 4]

= 2i[v— 2k(2? + 23)] — va k(2? + 23) 39 — VX3
Com a igualdade dada por
V(xy,z0) = 22[v — 2k(2? + 22)] — vz k(2? + 22) s — va?, (5.9)
e considerando que existe uma constante ¢ > 0 tal que k(r) > ¢ para qualquer r, temos que
V(ry,ze) = a3fv—2k(2? + 22)] — v k(22 + a2)zy — va?
2
2

< z2(v — 2¢) — v 39 — VI3

e analisando como uma equac¢ado do segundo grau em z, temos que

A = vz + dvrd(v — 20)

= wvas(vc® + 4(v — 2c))

e para concluir que V <0, basta que
v +4(v—2c) < 0

8¢

= _—
c2+4

Finalmente, temos que V(ml, r3) < 0 paratodo (z1,72) € R? com0 < v < "
c
e, pelo Teorema 4.7, a solucdo nula € assintoticamente estiavel. A Figura 5.1 apresenta este fato.

5.4 ESPECIES EM COMPETICAO

Para esta situacdo, iremos supor que co-habitam duas espécies similares que com-
petem por comida em um ambiente fechado (neste caso, uma espécie nao caga a outra). Deno-
taremos a quantidade de cada espécie por x e y no instante ¢. E assumiremos que a populagao

de cada espécie, sem a presenca da outra, € dirigida pelas equagdes

T = x(e; —o17) (5.10)
y = yle2 —o2y), (5.11)
~ . ~ €1 &2 P
em que £; € €2 sdo as taxas de crescimento das duas populagdes e — e — sdo seus niveis de

5 01 02
saturacao.
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Figura 5.1: Fonte: Autoria propria (2023). O campo de dire¢cdes nos permite dizer que a
solucdo nula € assintoticamente estdvel

Porém, ao existir a presenca das duas espécies simultaneamente e surgir a disputa
por comida, uma espécie afetard as taxas de crescimento e os niveis de saturacdo da outra. Para
obter-se a equacdo que dirige a populacdo destas espécies na presenga uma da outra, iremos
acrescentar os termos —a; y na equacao (5.10) e —asx na equagdo (5.11), em que «; € a medida
do grau que a espécie y interfere na espécie x e as € as medida do grau em que a espécie x
interfere na espécie v.

Desta forma, temos o sistema de equacdes que modela o problema de espécies em

competi¢do dado por

T = x(e; —or— aqy) (5.12)
y = y(€2—02y—04233), (5.13)

em que as constantes sdo positivas € dependem das espécies que estdo sendo consideradas no
problema e as solu¢gdes que focaremos sdo as quais x € y sao nao negativos.
Vejamos um exemplo no qual podemos concluir a estabilidade assintética de um

ponto de equilibrio a partir de um funcional de Liapunov.
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Exemplo 21. Considere o sistema

T = z(l—xz—y)

(5.14)
= y(0.75 —y — 0.52)

do qual A = (0.5,0.5) é um ponto de equilibrio. Vejamos que este ponto A é assintoticamente
estavel.

Para isto, facamos a mudancga de varidveis = 0.5+wu e y = 0.5+ v para transladar
este ponto de equilibrio para a origem. Com esta substituicdo em (5.14), temos entdo o novo
sistema dado por

i = —0.5u—0.50 —u? — ww

5.15
= —0.25u — 0.50 — 0.5uv — v2. (5.1)

Considere o funcional dado por V(u,v) = u? + v?, o qual é definido positivo.

Vejamos que V (u, v) é definido negativo. De fato, temos que

Viu,v) = 2u(—0.5u— 0.50 — u® — uv) + 20(—0.25u — 0.50 — 0.5uv — v?)
= —[(uv*+ Lhuv 4+ v?) + (2u® + 2u?v + wv? + 20%)],

e, para que V(u, v) seja definida negativa, precisamos que
(u? + L.5uv + v*) + (2u® + 2u*v + wv? + 20°)

seja definido positivo. Reescrevendo u? + 1.5uv + v* = 0.25(u? 4+ v?) + 0.75(u + v)?, temos

que esta parcela € positiva, ou seja, precisamos que
a(u,v) = [2u® + 2u*v + wv? + 20°] < 0.25(u? + v?) 4+ 0.75(u + v)? (5.16)

em alguma vizinhanca de (u,v) = (0,0). Para verificar que vale a desigualdade em (5.16),

utilizaremos as coordenadas polares u = r cos(#) e v = rsen(f). Desta forma, temos que

a(u,v) = 713]2c0s*(0) + 2 cos?(0)sen(d) + cos(0)sen?(6) + 2sen(6)|
32| cos®(0)] + 2 cos?(0)|sen(6)| + | cos(0)|sen?(8) + 2|sen®(6)|]

<
< 7ri.

Finalmente, para satisfazer (5.16), basta termos que

1
r® < 0.25(u® +0?) =025 = r < T

1 .
ou seja, para r < % temos que V' (u,v) < 0 e segue do Teorema 4.7 que a origem ¢ assintoti-
camente estavel para o problema em (5.15).

Voltando para o problema nas varidveis x e y, € como o problema original (5.14) é
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equivalente ao problema (5.15), segue que o ponto A € assintoticamente estavel para (5.14). A

Figura 5.2 ilustra tal situagdo.

1.5
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Figura 5.2: Fonte: Autoria prépria (2023). Baseado no campo de dire¢des, temos que o ponto
de equilibrio A = (0.5, 0.5) atrai outras solugdes, portanto, assintoticamente estdvel

5.5 PENDULO

Neste exemplo, consideraremos um péndulo em que L é o comprimento da haste,
g € a aceleracdo da gravidade e 6 é o angulo formado entre a haste e o eixo vertical. Com as

varidveis definidas, temos que o movimento do péndulo é governado pela equacdo

0+ %sen(@) =0,

e, considerando = 6 e y = 6, obtemos o sistema correspondente dado por

(5.17)
y = —%sen(m).

Para este sistema, temos que todo ponto da forma A,, = (£nm,0) é ponto de equi-
librio de (5.17),comn = 0,1,2,3,... (noteque z = tnwey = = = 0).
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mg

Figura 5.3: Péndulo oscilando

Para o funcional que verificaremos ser de Liapunov, considere a equacao

1
V(z,y) =mgL(1 — cos(x)) + §mL2y2 (5.18)
e o dominio
m 7r
D:{(:c,y): —§<x<§eyER}. (5.19)

Desta forma, temos que V' é definido positivo em D. Vejamos que o ponto Ay =
(0,0) é estavel

De fato, com o funcional V' dado em (5.18), temos que

V(z,y) = mgLsen(x)i +mL*yy
= mgLsen(x)y + mL%y [—%sen(m)]

= mgLsen(xz)y — mgLsen(x)y = 0,
ou seja, V(m, y) é semi-definido negativo e segue do Teorema 4.6 que a solucgdo nula é estdvel.

5.6 UM CASO DA EQUACAO DE LIENARD

Na secdo 5.5, concluimos a estabilidade do problema, mas serd que ndo ha mais
o que fazer? Imagine um péndulo parado e de um toque resultando no movimento deste. E
intuitivo que este péndulo retorne a ficar parado na posicao inicial. Esta posi¢do, a qual foi
considerada como a origem na secao 5.5, foi verificada ser estdvel, mas esta ideia intuitiva nos
leva a esperar que a origem seja assintoticamente estavel. E de fato é. Para verificarmos isto,
vejamos um caso da Equacdo de Lienard e um novo funcional de Liapunov que nos permitira
concluir esta estabilidade assintética.

A equacio geral de Lienard é dada por

u+ c(u)u+ g(u) =0,
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Figura 5.4: Fonte: Autoria propria (2023). Baseado no campo de dire¢oes, temos que o ponto
de equilibrio A = (0, 0) & estdvel.

e estudaremos o caso no qual ¢(u) = 1, ou seja,
u+u+ g(u) =0. (5.20)
Ainda, g € uma func¢do continua que satisfaz as seguintes hipoteses:
(i) g(0) = 0;
(i) g(u) >0se0 <u<k;
(iii) g(u) <0se —k <u <0.

Vejamos que a origem € ponto de equilibrio de (5.20) e € estavel. Para isso, consi-

deremos x = u e y = 1 e temos o sistema

T =y
y = —y—gx)

Considerando ©# = 0 e y = 0, obtemos que (0,0) é ponto de equilibrio. Para

verificar a estabilidade vamos considerar

v
Vieg) =%+ [ ats)as
0
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T

o qual é definido positivo, pois V(0,0) = 0 e, se = > 0, entdo /g(s)ds > (e, sex < 0, entdo

Além disso, V é semi-definido negativo, pois

V("B>y) = Vez +Vyy

g(x)y +y(=y — g(x))
_y2

0.

IN

Portanto, segue do Teorema 4.6 que a solugado nula € estavel.

Para verificar a estabilidade assintética, o funcional que deve ser utilizado é

T
2

Vi) =+ Augla) + [ g(s)ds,

0

em que A é uma constante a ser escolhida. Para o caso do péndulo, g(z) = sen(z) e considera-

1 ) )
remos A = 3 ou seja, temos o funcional

2
V(z,y) = % + %sen(w) + 1 — cos(x). (5.21)
Para verificar que este funcional € definido positivo, utilizaremos a aproximag¢ao por

séries de poténcia com

z? ot
B I
cos(z) 5 +74!
3
x
sen(zr) = T —agr,

em que o e v dependem de z e 0 < «,y < 1. Note que foram utilizados sinais de igualdade nas
aproximacdes pois, como o objetivo € estudar o comportamento do péndulo préximo a origem
(0,0), os proximos termos da série (com graus maiores) nao interferirdo no resultado.

Vejamos que o funcional dado em (5.21) € definido positivo. De fato, temos pri-
meiramente que V' (0,0) = 0, e além disso, utilizando a mudanga de varidveis © = rcos(f) e

y = rsen(f), temos
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2

Viv,y) = % + %Sen(m) + 1 — cos(z)
- %2+%8en(m)+1—1+%2_7;_1
= o ;— v + %sen(x) - 7;—2
= V(rf) = %2 + Tse;(e)sen(r cos(0)) — %
= T—Z + ren®) {T cos(f) — ar? cos™ () _ yrt cos'(0)
2 2 6 24

2

- - {1 + sen(6) cos(6) — ar?sen(f) cos®(6) B v cos(6)

2 6 12
2 6) 3 Q 2 4 0
Fazendo B = arsen(0) cos” () + T cos( ) temos que
6 12
1 1 1 1
B< -4+ —=- —B>—=.
SetnTi1 T P
Desta forma, segue que
2
V(r,0) = 5 [1 + sen(f) cos(f) — B]
r2 [ sen(20) 1
S I I S At
- 2 | + 2 4}
r2 3 1
> |2 =
- 204 2
-8

2
Portanto, V' (r,6) > % e temos que V' (z,y) > 0.

Para verificarmos que V' é definido negativo, utilizaremos a aproximacao por séries

de poténcia do sen(z) ja apresentada e com
2
cos(z) =1— ﬁ%,

em que [ depende de x e 0 < [ < 1. Novamente, o sinal de igualdade é utilizado pois o
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foco € estudar o problema proximo a origem. Sendo assim, utilizando a mudanca de varidveis

x = rcos(f) ey = rsen(d), temos

em que

h(r,0)

[a(r, 0))|

Viz,y) = Vi + Vg

— gcos(x) + sen(x)] Y+ [y + senz(x)} [—y — sen(z)]
_ Yeos(x) sen’(z) ysen(w)
2 2 2 Y
2 2 3 3
i Il I O I PRl B
S 1t S B T B
=yt wy Bty ax’y N azt  o’2®
B 2 2 4 12 6 72
. T2
V(r,0) = —5 [1+ sen(d) cos(0) + h(r,0)],
15} « Q a?
= —r?sen?(0) cos?(0) — —r? cos®*(A)sen() — —r* cos*(0) + —r* cosb(6)
2 6 3 36
2
< r? {gserﬁ(e) cos?(6) + %0083(€)sen(—0) + %7“2 cos6(9)1
2|B o 2 & 3 _ 0‘_2 2 6
< r 5 sen (0) cos*(0) + 5 cos (0)sen(—0) + T (0)
- B2 2 @ <3 @ 5
< r? Ssen (0) cos*(0)| + g <o (B)sen(—0)| + 35" oS (0)
< r? E + =+ ~
= 1276 " 36
2 N rd
3 36

Como estamos avaliando o problema préximo a origem, note que

orz ot
im 2+~
e BT
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. . 1
ou seja, para r suficientemente pequeno, podemos afirmar que |h(r,0)| < 3 Consequente-

20
mente, temos que &y + h(r,0)| < 1 e vale o seguinte:

sen(26)

+ h(r,0) < 1

sen(26)

= 0 < 1+ +h(r,0) < 2

— 0 < 1+sen(f)cos(f)+h(r,0) < 2.

Finalmente,

. 2

V(r,0) = —%[1+sen(9)cos(9)+h(r,9)]<O

e, portanto, V(x, y) < 0 e segue do Teorema 4.7 que a solucdo nula é assintoticamente estavel.



128

CONCLUSAO

Em concluséo, a andlise de estabilidade de sistemas dindmicos € uma tarefa essen-
cial na teoria de equacdes diferenciais. Nesta dissertacdo, utilizou-se o método de Liapunov
para investigar a estabilidade de sistemas dinadmicos, obtendo resultados tedricos que permi-
tem avaliar a convergéncia ou divergéncia das solugdes para o equilibrio do sistema. Ainda,
demonstrou-se a aplicabilidade do método em diversos exemplos e em sistemas de uma ou
mais equagdes diferenciais.

Os resultados obtidos nesta dissertagdo mostram que o método de Liapunov € uma
ferramenta poderosa para a andlise de estabilidade de sistemas dindmicos. Os resultados ted-
ricos obtidos podem ser tteis e aplicados em diversas dreas, tais como controle de processos,
sistemas bioldgicos, mecanica, eletronica, entre outras.

Em suma, esta dissertacdo reuniu e organizou definicdes e teoremas, além de forma-
lizar algumas demonstracdes, o que contribui para o avanco da teoria de equagdes diferenciais
e da andlise de estabilidade de sistemas dinamicos, e pode servir como ponto de partida para

futuras pesquisas nesta area.
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A DECOMPOSICAO DE JORDAN

Considere o problema de valor inicial

r = Ax
(A.1)
.CE(to) = X
com A uma matriz constante n X n e seja P uma matriz nao singular real n x n. Considerando

a transformacdo = Py ou, similarmente, y = P~'x e derivando, obtemos

y = Pl%
= P lAx
= P 'APy (A.2)
= Jy
y(to) = P 'ap.

A solucdo da equacgdo (A.2) é

Y(t) = ey (ty) = e/t Py, (A.3)

Da transformacao x = Py e da equacdo (A.3), concluimos que a solug¢do de (A.1)

¢ dada por
t) = Piy(t
Pelt=to) p—1g,.

Assuma que A possua n autovalores distintos Aq, ..., A\, e escolha os autovetores
p1, - - -, Pn correspondentes, respectivamente. Denote por P a matriz que possui as colunas
como sendo o0s autovetores, ou seja, P = [py, pa, - . ., p,]. Entdo a matriz P! AP tem a forma

M O - 0
0 X -+ 0

=1 . . . : (A.5)
0 0 - X\,

e da definicdo de exponencial de matriz, obtemos
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Eo AT 0 0
o 0 S~ A 0
e]t — Z %Jmtm — mZ:O m)
m=0 T :
0 0 S A
i mzz:o mt ] (A.6)
[ Mt 0
0 eMt 0
|0 0 etnt

Substituindo a matriz dada em (A.6) na equacdo (A.4), obtemos finalmente que a
solucdo de (A.1) é

6)\1(’5*750) 0 .. 0
O ex\g(t—to) .
o(t) =P , . . . P~ tag. (A.7)
0 0 ... eMnlt—to)

Quando acontecer de a matriz A em (A.1) possuir autovalores repetidos, ndo é pos-
sivel afirmar que sempre se diagonalize A através da transformagao P. Porém, podemos obter
n vetores linearmente independentes py, . .., p, € uma matrizn X n P = [py, ..., p,] que trans-

forma A na forma candnica de Jordan com J = P71 AP em que

Jo 0 - 0
0 J, -~ 0
J=1 . . | (A.8)
0 0 - J,
Em (A.8), Jy é uma matriz diagonal com os elementos Ay, ..., A\; ndo necessaria-
mente distintos, ou seja,
N O - 0
0 Xy -+ 0
Jo = L ) (A.9)
0 0 - M\

e,paracadai = 1,...,s, J; € uma matriz de ordem n; x n,; da forma
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Akri 10
0 A 1
s=| | (A.10)
0 0 0 - My 1
0 0 0 - 0 A

Em (A.10), A\x4; ndo é necessariamente diferente de A\, ; quando ¢ # je k +ny +
No +...+ng =n.

Finalmente, note que cada )\; é autovalor de A, i = 1,...,k + s. Se A; for um
autovalor simples, estard no bloco Jy. Os blocos Jy, . . ., J,; sdo chamados blocos de Jordan.

De (A.8) e utilizando a representacao de série de poténcias da exponencial de ma-

triz, obtemos que, para t € R,

elot 0
0 et ... 0

et = , . _ (A.11)
0 0 ngt

eJo(t—to) 0 0
0 eJl(t_tO) . 0 L J )
ot) =P . . . , P lzy = Pt pig, (A.12)
O 0 “ e eJS(titO)

Observacdo 19. Para cada matriz J; em (A.10), podemos escrever
Ji = Meyili + N, (A.13)

com [; matriz identidade de ordem n; x n; e N; é a matriz nilpotente de ordem n; x n; dada por

[ 0 .. 0|
0 1 0
Ni=|: : - . (A.14)
1
0

Como A\;4;I; e N; comutam, temos

elit = eMrritehit, (A.15)
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Temos ainda que Nf = 0 para todo k > n; e, desta forma,

o) n;—1
1 —~ 1
N;t nyn nyn
eVt = nEZO —n!Ni t" = ngzo —n!Ni t (A.16)

Portanto, da série que define eVi! e de (A.15), concluimos que

- i1 -
1t y
tni—2
otli — rrit | 01 L m (A.17)
| 0 0 . 1 ]

parat =1,...,s.

Observagdo 20. Para o caso em que A é uma matriz 2 X 2, a transformagdo x = Py com P

matriz constante nao singular, transforma o problema & = Ax no problema
y= P 'APy = Jy.
Como A é 2 x 2, existe uma matriz P ndo singular 2 x 2 tal que P~!AP é de uma

A O A0 Al a w
; ; ; ; (A.18)
0 X 0 A 0 A —Ww o

em que a ultima corresponde ao caso das raizes complexas \; = a +iw e Ay = a — iw. Uma

das formas:

demonstracao € vista em Brauer e Nohel (1969, pp. 284-289).
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B RESULTADOS PARA AS APLICACOES

B.1 LEMAS AUXILIARES PARA O PROBLEMA ECONOMICO

Lema B.1. Seja f : (0,00) — R uma fungdo continuamente diferencidvel tal que klim+ (k)=
—0
0 e klim f'(k) = 0. Entdo existe uma tnica solugcdo de equilibrio positiva k* da equagdo
—00

sf(k) —nk=0,com0<s<leO<n<l

Demonstragcdo. Defina a fungdo g : (0,00) — R dada por g(k) = f(k) — " J:. Derivando ge
s

calculando o limite quando % tende ao infinito, temos

/ _ / _E
gk = -
= Jmgt) = =

n
Desta forma, para qualquer 0 < ¢ < —, temos que
5

lim g’(k):—ﬁ<—ﬁ+c::a<0
k—o0 S S

= lim ¢'(k) < a < 0.

k—o0

Sendo assim, tomando k, suficientemente grande de tal modo que ¢'(k) < « para

k > kg, temos
g'(k) < «
= g(k) —g(ko) < a(k— ko)
= g(k) < alk — ko) + g(ko)-
E com isso,

lim g(k) > lim [a(k — ko) + g(ko)] = —o0.

k—o0 k—o0

Por outro lado,

n
lim ¢/ (k) = lim (k) — - =
kgg+g() kggj() S =%

isto é, dado A > 0, existe k; tal que se 0 < k < ky, entdo ¢’(k) > A > 0 e, integrando, de 0 até
k, temos g(k) > Ak > O para 0 < k < k;.
Finalmente, temos ¢ : (0,00) — R com —oc0 = klirn g(k) <0< klim+ g(k). Segue
—0

—00
do Teorema do Valor Intermedidrio que existe k* € (0, o0) tal que g(k*) = 0. O
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Lema B.2. Existe uma funcdo real f que satisfaz as seguintes condigoes: f(0) =0, f'(k) >0
(k) <0, lim f'(k) =occe lim f'(k)=0.
k—0+ k—o00

Demonstracdo. De fato, basta considerar f(x) = y/z e notar que:

© fx) = % > 0;

FUOEE

1
<0
413

o lim f(k) = lim —— — oo:
kLOJrf() e 2\/x ’
o |5 / - =

Jim f(k) = ,}ﬂ%ﬂz\/— 0.

]

Lema B.3. Seja f : [ — R uma fungdo continuamente diferencidvel tal que a derivada [’ :

I — R ¢ mondtona ndo crescente, entdo para quaisquer a,x € I, vale que f(x) < f(a) +

f'(a)(x — a).

Demonstra¢do. Suponha a < x. Pelo Teorema do Valor Médio, existe z € (a,z) tal que
f(z) = f(a) + f'(z)(x — a). Como f’ é monétona nao crescente, temos f'(z) < f’(a). Sendo
assim,

f(x) < fla) + f(a)(x — a).

Analogamente, se supormos x < a, segue do Teorema do Valor Médio que existe y € (z,a) tal

que f(a) = f(z) + f'(y)(a — x). Como f’ & mondtona ndo crescente, temos

pi) = =D 5 g
Sendo assim,
fz) < fla)— fl(a)(a—z
= flz) < fla)+ f'(a)(z —

]

Lema B4. Seja f : (0,00) — R uma fungdo tal que f(0) = 0, f'(k) > 0, f"(k) < 0,
lim f'(k) = coe klim f'(k) = 0. Pelo Lema B.1, considere k* a vinica solu¢do de sf(k) —
—00

k—07t
)

nk = 0. Entdo vale a desigualdade f'(k*) — S 0.



135

fk7) _ f(k7) = £(0)

Demonstragdo. Como k* > 0e f(0) = 0, temos que = o © do Teorema do
Valor Médio, existe 0 < k** < k* tal que
fET) = f(O) _ f(KY)

PR === =%

Ainda, como [’ é decrescente, vale f'(k*) < f'(k™). Desta forma, segue que
f'(k*) = f'(k**) < 0 e, finalmente, temos
f(k)

f/</€*) - ? < 0.

B.2 UM RESULTADO DE ALGEBRA PARA POLINOMIOS

O Teorema presente nesta secdo ndo serd demonstrado, uma vez que desprende-se
do objetivo deste trabalho, porém estd enunciado, uma vez que serd de extrema importancia

para a conclusdo obtida no exemplo sobre a equacao de Lorentz.

Definicao B.S. Dado um polinémio, denominamos de termo dominante aquele com o grau mais
alto com coeficiente ndo nulo. Ainda, se este coeficiente do termo dominante for 1, chamamos

o polinémio de ménico.

Teorema B.6. Seja py(t) uma sequéncia de polindmios monicos de grau menor ou igual a n
e p(t) outro polinémio monico de grau n. Sejam 1, ..., 0k, € Qq, ..., Q, as raizes desses

polinomios. Temos:
(1) Se ay, — o, parav =1,...,n, entdo p;, — p.

(ii) Reciprocamente, se p, — p, as raizes oy, de py, podem ser enumeradas de tal modo que

Qpy — ay paracadav =1,...,n.
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