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Cobo, R. F. O Escalar de Curvatura e a Energia Livre de Frank. 2014. N°118 f.
Tese (Doutorado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina, 2014.

RESUMO

Neste trabalho é mostrado que as constantes elasticas sao conectadas através de uma
relacao obtida a partir do célculo do escalar de curvatura, para um cristal liquido nematico
com o campo diretor nao homogéneo, e da relacao entre o escalar e a Energia Livre de
Frank. A relacao calculada entre as constantes elasticas fornece um resultado tedrico
que possui um carater constante e, a partir de dados experimentais para K1, K99 € K33
foi possivel realizar um registro grafico que permitiu um estudo da relacao encontrada.
Essa andlise mostrou que a relacao entre as constantes elasticas possui um comportamento
proximo do valor tedrico esperado quando proximo da transicao de fase liquido-isotrépico.
Entretanto, esse comportamento nao ocorre durante toda a mesofase nematica, contudo,
esse resultado ainda é expressivo, visto que foi encontrado uma relagao que conecta as
constantes elasticas obtidas a partir de parametros geométricos, o que exclui a necessidade

de hipéteses adicionais a respeito das interagoes entre os constituintes da amostra.

Palavras-chave: Nematicos; Curvatura; Constantes Elasticas; Energia Livre de Frank:



Cobo, R. F. The scalar Curvature Tensor and the Free Energy of Frank. 2014.
N°118 f. Tese (Doutorado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina, 2014.

ABSTRACT

In this work it is shown that the elastic constants are connected by a relation obtained from
the calculation of the scalar curvature of a nematic liquid crystal with a not homogeneous
director field, and the relationship between the scalar and the Free Energy of Frank. The
relationship between the calculated elastic constants provides a theoretical result that
has a constant feature, from experimental data for Ki;, K9 and K33 was possible to
realize a graphic record allowing a study of the relationship found. This analysis showed
that the relationship for the elastic constants have a close behavior to the theoretical
value expected when near to the phase transition liquid-isotropic However, this behavior
does not occur throughout the nematic mesophase, yet, this result is still expressive, seen
that was found a relation that connects the elastic constants obtained from geometric
parameters, which excludes the need of an additional hypothesis about the interactions

between the constituents of the sample.

Key words: Nematic; Curvature; Elastic Constants; Frank’s Free Energy
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Introducao

Nos ultimos anos, uma grande quantidade de trabalhos publicados tém
mostrado que diversos fendomenos macroscépicos relacionados ao universo podem ser estu-
dados com o auxilio de amostras de matéria condensada; nesta linha, um Cristal Liquido
se tornaria um “laboratério cosmoldgico”. Acredita-se que o aparecimento de defeitos to-
poldgicos seja resultado das varias transicoes de fase pelas quais o universo passou em
seu inicio. O estudo de fisica de altas energias possui fatores limitantes relacionados, por
exemplo, a energia em aceleradores de particulas. Estes fatores implicam na dificuldade de
comprovagoes experimentais para modelos referentes ao surgimento de defeitos, portanto,
a construcao de modelos e o estudo de fenomenos equivalentes em matéria condensada
tornou-se uma alternativa.

A possibilidade de se utilizar amostras de Cristais Liquidos para o estudo
de fenomenos cosmologicos segue da observacao de que determinadas simetrias e texturas
apresentadas por esses compostos sao andlogas aquelas verificadas no universo [1, 5].
Testes para estudar a formacao de defeitos foram propostos no trabalho de Kibble [6],
no qual sao discutidas possiveis quebras de simetrias na expansao do universo, levando
também em consideracao a formacgao de cordas césmicas.

A conexao entre a teoria de Cristais Liquidos e do cosmos segue do fato de
ambas poderem ser descritas pela mesma estrutura matematica e obedecerem equagoes
analogas. Por exemplo, em meados da década de 1980 foi proposto que propriedades
reolégicas poderiam ser tratadas a partir de um modelo de transformagao afim [7], na
qual, propriedades de um cristal liquido poderiam ser tratadas a partir da deformacao das
moléculas de um liquido isotrépico, com simetria esférica, para moléculas com simetria
elipsoidal. Esta idéia é andloga ao principio da relatividade, o qual refere-se a equivaléncia
entre qualquer referencial escolhido para a formulacao das leis que descrevem o sistema
fisico. De maneira mais especifica, pode-se sempre procurar uma descricao de um sistema
fisico a partir de uma transformacao de coordenadas de um espaco curvo global para uma
regiao que localmente se assemelha a um plano.

Dentro desse contexto, Simdes et al. [8] mostraram que a anisotropia ma-
croscopica de um meio nematico resultaria de uma transformacao afim definida em termos
locais, onde em cada ponto da amostra uma molécula esférica de um liquido isotrépico
idealizado poderia ser “transformado” em uma molécula elipsoidal de um cristal liquido
nematico. A imposicao de um carater local a transformacao mostrou que a configuracao
da amostra determinada pela configuracao do diretor adquiria uma curvatura intrinseca.
Simoes e Pazetti [9], em 2010, obtiveram uma equagao para os cristais liquidos similar a

equacao de Einstein da gravitacao. As analogias entre essas duas equacoes sao as seguin-
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tes: O tensor deformagao para uma mesofase liquido-cristalina seria equivalente ao tensor
energia momento presente na equacao da relatividade, enquanto que os termos depen-
dentes da geometria da amostra assumem oo papéis relacionados aos termos associados a
geometria do espago-tempo..

Os trabalhos de Zurek, Kibble, Simoes et. al. motivam a seguinte ques-
tao: Para uma amostra nematica seria possivel determinar as constantes elasticas a partir
da curvatura do campo diretor considerando parametros puramente geométricos, isto ¢,
sem levar em conta detalhes das interagoes moleculares? Respondé-la é a proposta da
presente tese.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma. Inicia-se a discussao atra-
vés de uma revisao dos conceitos necessarios a abordagem proposta. Dessa forma, no
Capitulo 1, serao apresentados os conceitos fundamentais a respeito dos cristais liquidos
e das mesofases e na sequéncia, Capitulo 2, discute-se a fisica do continuo na mesofase
nematica, permitindo expressar e discutir a energia livre de Frank, grandeza proporcional
a tensao de deformacgao de um cristal liquido.

Nos dois Capitulos intermediarios, Capitulo 3 e Capitulo 4, apresenta-
se e discuti-se os conceitos de curvatura em curvas e superficies e a sua generalizagao
utilizando Tensores. Inicia-se a partir de uma definicao informal e com o refinamento
dos conceitos e métodos, se encerra a discussao no Capitulo 4 demonstrando o tensor de
Riemann e do escalar de Ricci.

O tema deste trabalho ¢é discutido no Capitulo 5. Nele sera calculado o
escalar de curvatura de uma amostra neméatica com o vetor diretor dependente da posicao
e o resultado é comparado com a energia de Frank. Esse calculo fornece a partir de
parametros geométricos uma relagao funcional entre as constantes elasticas. Essa relacao
é verificada a partir de uma anélise utilizando um conjunto de dados experimentais, cujo
resultados sao apresentados no Apéndice A.

As conclusoes e discussoes finais, obtidas a partir das analises feitas apds
o registro grafico do comportamento da relacao funcional entre as constantes elasticas,

sao apresentadas logo apos o Capitulo 5.
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Capitulo 1

Introducao a Fisica dos Cristais

Liquidos

Por muito tempo pensou-se que a matéria apresentava-se em apenas trés
estados fisicos, o sélido, o liquido e o gasoso, sendo essa idéia refor¢cada pelas experiéncias
didrias, reconhecendo-se facilmente um composto qualquer estando em uma desses estados,
como por exemplo a dgua e o gelo [11, 12]. Entretanto, em 1888, o botanico austriaco
Reinitzer notou, ao investigar esteres de colesterol, que esses compostos organicos ao
sofrerem uma mudanca de fase do estado liquido para o solido apresentavam dois pontos
de fusao, e nao mudavam de fase de maneira ordinaria. Em seu estudo, a 145,5°C, o
benzoato de colesterila fundia tornando-se um liquido com aspecto turvo e a 178,5°C'
tornava-se um liquido claro. Um outro comportamento nao comum foi detetado ao se
resfriar as amostras. Primeiramente o liquido claro apresentava um azul palido antes de
se tornar turvo e um azul violeta brilhante quando a amostra solidificava-se. Reinitzer
entao enviou suas amostras para o fisico alemao Lehmann.

Lehmann trabalhava com cristalizacao de varios compostos e ao receber
as amostras enviadas por Reinitzer, observou com o auxilio de um microscépio de polari-
zagao que esses compostos possuiam propriedades similares com algumas de suas proprias
amostras. Esses compostos apresentavam fluidez, assim como os liquidos, e também pro-
priedades dticas como as apresentadas pelos sélidos cristalinos [11].

Estudos subsequentes demostraram que essa fase intermediaria observada
era um novo estado da matéria, no qual tanto as propriedades mecanicas, quanto as
propriedades de simetria sao intermedidrias entre o estado sélido e o estado liquido [11, 13].
Primeiramente Lehmann referiu-se a essa mesofase?, ou fases mesomoérficas, como cristais
fluindo. Mais tarde ele criou o termo Cristais Liquidos.

A diferenca macroscépica fundamental entre o estado sélido e o liquido
diz respeito a sua fluidez. O liquido flui com facilidade e assume a forma do recipiente
que o contém, o sélido, ao contréario, nao flui e possui uma forma fixa.

Os solidos cristalinos possuem um arranjo periédico formado por molé-
culas, ou grupo de moléculas (blocos constituintes), de tal forma que o cristal pode ser
descrito em termos de uma grade, na qual os blocos estao ligados a cada ponto da rede

(Fig.1.1) e o centro de gravidade de véarios grupos sao localizados em uma grade. Como

aMesos = meio e morphe = forma
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em um cristal as moléculas ocupam um espaco especifico, existe uma ordem posicional e
orientacional o que possibilita definir uma dire¢ao para a molécula.

Mais fundamentalmente, pode-se definir um cristal em relagao ao padrao
primitivo, isto é, a base. Se em um dado ponto X localiza um ponto na rede, entao um

segundo ponto [15] é encontrado considerando-se vetores de translacao fundamentais:

X = XO + ’leAl + ’I’LQAQ + 7’1,3A3 (11)

em que os n; sao inteiros e os A; sdo os vetores de base (i = 1,2, 3).

Figura 1.1 — Estrutura cristalina na qual tem-se a rede (as linhas do cubo) e a base (os dtomos
constituintes, representados pelos circulos nos vértices).

Sélidos cristalinos podem apresentar a propriedade de birrefringéncia. Ao
se incidir luz sobre um material com uma determinada anisotropia, se deteta diferentes
indices de refracao para diregoes de polarizagao. [12, 11].

Diferentemente dos sélidos, os liquidos escoam por nao resistirem a ten-
soes tangencias. Como em um composto na fase liquida nao ha a formagao de grades
(Fig. 1.2), as moléculas de um liquido se propagam de maneira aleatdria e as orientagoes
dos eixos sao freneticamente desorientadas. Um liquido é definido de maneira similar a
um sélido somente se for considerada uma densidade média de particulas ao invés de uma

tnica molécula [12].

Figura 1.2 — Representagao de um liquido com moléculas esféricas. A simetria esférica diz
respeito a simetria do potencial de interagao entre as moléculas.
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As mesofases possuem propriedades intermedidrias a essas duas fases,
como por exemplo; a fluidez e a birrefringéncia. Desse modo, pode-se defini-las como
sistemas nos quais a ordem é semelhante a um liquido mas existe algum grau de anisotropia
(como por exemplo no alinhamento molecular) em pelo menos uma diregao. Assim como

nos solidos cristalinos, essas caracteristicas anisotropicas sao evidenciadas por difragao de
Raio-X.

1.1 Classificacao dos Cristais Liquidos

Os cristais liquidos podem apresentar diversas mesofases e alguns com-
postos podem apresentar mais de uma no intervalo entre as fases liquido-isotrépico e

solido-cristalina®

. Detalhes referentes a orientacao e ao grau de anisotropia geométrica
das moléculas constituintes, ou seja, detalhes a respeito da forma, diferenciam as varias
mesofases existentes. Os parametros que levam as mudancas de fases trazem informagoes
sobre o tipo do cristal liquido. Nas préximas secoes se apresenta uma breve descricao da

classificagao dos cristais liquidos. [11, 13].

1.1.1 Cristais Liquidos Termotrépicos

Os cristais liquidos termotrépicos sao compostos, em geral organicos,
que apresentam mesofases basicamente devido a variagdo da temperatura, Figura (1.3).
De maneira ampla, as moléculas que constituem um termotréopico sao aproximadas por

moléculas anisométricas, ou seja, com algum grau de anisotropia geométrica.

T I n\) -~ W\
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Solido-Cristalino Mesofase Liquido-isotropico

Figura 1.3 — Representacao pictdrica para a transi¢ao de fase liquida isotrdpica/sélido cristalina

com o aparecimento de uma mesofase para sistemas termotrépicos com moléculas calamiticas.

A transicao para uma mesofase depende do aumento ou da diminuicao da temperatura, repre-
sentada pelas linhas direcionadas no sentido da mudanca de temperatura.

A geometria das moléculas constituintes de um termotrépico podem ser

aproximadas por elipsoides oblatos, lembrando um grao de arroz, ou elipsoides prolatos®

bCristais liquidos que apresentam mais de uma mesofase entre a fase sélida ¢ liquida sdo chamados de
polimérficos.

“Moléculas com geometria elipsoidal oblata sao conhecidas por calamiticas e as com forma de disco
simplesmente sao chamadas de discéticas.
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(forma de disco). As moléculas discéticas apresentam centros com anéis arométicos ad-
jacentes em um configuracao planar. Ja as calamiticas possuem um arranjo preferencial
em relagdo a uma dire¢do espacial, Figura (1.4).

O alto grau de anisotropia na geometria da forma molecular é responsavel

pelas mesofases que este tipo de cristal liquido ira apresentar.

ab@@
0,
3

Figura 1.4 — Férmula organica e geometria das moléculas calamiticas e discoticas.

Os cristais liquidos termotréopicos possuem relevancia nao somente em
pesquisas basicas mas também no desenvolvimento de tecnoldgicas, como por exemplo,

tela de monitores [14]

1.1.2 Cristais Liquidos Liotropicos

Os compostos classificados como liotrépicos, Figura (1.5), sao formados
por duas ou mais componentes, e dependem da concentracao do solvente para apresentar
mesofases. Geralmente, uma das componentes é uma espécie quimica composta por molé-
culas que possuem em sua estrutura uma parte polar e hidrofilica, que atrai a 4gua, e uma
segunda parte ¢ hidrofébicad, ou seja, repele a 4gua. A outra componente, o solvente, em

geral é a agua.

Parte Hidrofobica

it bbby
6066606500000000

W Micela Lamela

Figura 1.5 — Representagao de estruturas formadas por liotrépicos, como lamelas e micelas,
dependendo da concentragao. A Molécula anfifilica esté representada pela letra (a) na figura.

dEspécies quimicas que apresentam estruturas com duas partes, uma hidrofébica e outra hidrofilica
sao conhecidos por moléculas anfifilicas
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Em 1857, utilizando um microscopio de polarizacao, o oftalmologista
Mettenheimer extraiu dos nervos uma substancia macia que havia sido identificada por
Virchow, em 1850. Essa substancia, classificada hoje como um cristal liquido liotrépico,
tém estruturas tubulares com uma interface de dgua entre bainhas. A conhecida bainha
de mielina é uma ma membrana que protege os neurénios e nervos.

Outro exemplo é o sistema formado por sabonete e dgua Figura.(1.6).

? %gi %5 ?%% %@g

Agua Agua

sidmnabiely

Agua Agua Agua

{23% %@g? %gﬁ %:5 3

Figura 1.6 — Representacao da fase pura do sabao, ou lamelar, em que as moléculas se estru-
turam repelindo a dgua através de sua parte hidrofébica. Imagem adaptada de [13]

Apé6s um tempo em contato com a agua, aparece um mistura com um

aspecto diferente (normalmente em tom branco) que é uma mesofase liotropica Figura

(1.7).

Agua Agua

TR
S
£ % B

) A
Agua gua
Figura 1.7 — Fase hexagonal do sabao, mesofase liotrépica.

A variacao de concentracao e temperatura de compostos liotrépicos le-
vam a formagao de estruturas como micelas e lamelas, representadas na Figura (1.5) e

tubulares.
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1.2 Classificacao das Mesofases

Georges Friedel foi o primeiro a entender e a propor que os cristais li-
quidos sao fases intermedidrias da matéria, classificando-as basicamente em trés divisoes:
Fase Nematica, Colestérica e Esmética.

As mesofases pelas quais podem passar um cristal liquido dependem dos
detalhes estruturais desses compostos mesogénicos®[13]. O exemplo mais comum na lite-
ratura é de moléculas calamiticas de compostos termotrépicos como, por exemplo, o PAA,

representado pela Figura (1.8).

j CH:;O@TNN @OCH3

0]

Figura 1.8 — Representacao da estrutura quimica da molécula de PAA.

Outro exemplo ¢ a molécula de MBBA (4-4’-metoxibenzilideno-butilanilina), com a es-

trutura quimica representada pela Fig.(1.9):

BN < >
o CH=N CH, CH,
@ N Ny
3

CHy

Figura 1.9 — Representagao da estrutura quimica da molécula de MBBA.

Compostos como o MBBA e o PAA, podem apresentar durante um transi-
¢ao de fase mais do que uma mesofase, o que implica em um comportamento polimérfico.
Entretanto, ao contrario dos cristais liquidos liotrépicos, o nimero de fases nemaéticas
apresentadas pelos termotrdpicos é menor [13].

A estrutura geométrica dos graos é fixa em cristais liquidos termotrépicos,
o que leva a um ordenamento dependente das condi¢oes da temperatura, enquanto que os

liotropicos possuem mesofases dependendo da concentragao assim como da temperatura.

¢Compostos que exibem as mesofases sao também chamados de mesogénicos.
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1.2.1 Mesofase Nematica

Na mesofase nematica as moléculas mantém uma direcao média prefe-
rencial em toda a amostra, implicando em um alto grau de ordem orientacional, mas sem
correlacao entre os centros de massa. A nao correlacao implica em trés graus de liberdade
para a molécula constituinte, resultando em uma distribuigao espacial homogénea [11, 12].

As mesofases nematicas podem ser classificadas em uniaxial e biaxial.
Na primeira existe uma simetria completa em torno de um eixo médio de orientacao,
denominado diretor (n), o qual descreve, para cada ponto da amostra, o eixo preferencial
de alinhamento médio das moléculas. Na biaxial existem trés eixos de simetria ortogonais
dois a dois, Figura (1.12).

Figura 1.10 — Representagao pictérica da orientacdo preferencial de moléculas calamiticas. A
direcao média é fornecida pelo vetor diretor n.

A simetria da mesofase uniaxial [12] implica que a orientacao do vetor
diretor, n, é indistinguivel pela mudanca de direcao —n. Cristais liquidos neméticos
sao apolares, portanto, se moléculas individuais possuirem momentos de dipolo elétrico

permanente, elas se orientarao de tal maneira que esses momentos se anulem Fig.(1.11).

Figura 1.11 — Representagdo de um nemaético, em que as setas fornecem as orientagoes indivi-
duais dos dipolos de cada molécula, que sao indistinguiveis.
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A mesofase biaxial possui graos constituintes que podem ser aproximados
por retangulos, assemelhando-se a caizinhas, como representado na Figura (1.12). Uma

observacao importante, é que podem existir fases uniaxiais com moléculas biaxiais.

n

Figura 1.12 — Representacao para um nemético biaxial. Os eixos representam o diretor principal
n, e os secundario n; e ny. Isso possibilita a visualizacao da simetria dois a dois. Imagem
adaptada de [12].

As duas mesofases, uniaxial e biaxial, diferem quanto a refracao da luz.
Na mesofase uniaxial, o alinhamento bem definido d& origem a uma anisotropia otica, ou
seja, se a luz incidente for polarizada na dire¢ao do vetor diretor (paralela), o indice de
refracao tera um valor e se a luz for polarizada perpendicularmente, o indice de refracao
sera diferente. Consequentemente, existirao dois indices de refracao. No nematico biaxial,
como os eixos estao dois a dois, existirao trés indices de refracao.

Uma outra simetria geométrica [13] foi identificada em 1977, quando se
observou uma mesofase em que as moléculas possuiam forma discotica. Essa mesofase
nao possui uma translacao de longo alcance, organizando-se em arranjos orientacionais

como representado pela Figura 1.13.

Figura 1.13 — Representagao pictérica para a mesofase nemética discética. Adaptada de [13].
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1.2.2 Mesofase Esmética

As fases esméticas possuem configuracoes estratificadas, ou seja, em ca-
madas, e a classificagao é feita em relagdo ao arranjo molecular dentro dessas camadas.

Os graos constituintes em geral nao se movem entre uma camada e outra,
resultando em uma ordem posicional de longo alcance perpendicular ao plano das camadas
(12, 13].

O esmético A, Sy, possui moléculas orientadas verticalmente em rela-
¢ao as estratificagoes, ou seja, paralelas a direcao normal em relacao as camadas, o que
implica que na mesofase S4 as moléculas nao possuem ordem posicional. As distancias
entre camadas tendem a se manter fixas e bem definidas, interagindo fracamente quando
comparadas com a forga lateral entre as moléculas, o que implica em um deslizamento
das estratificagcoes umas sobre as outras de maneira relativamente facil, escoando como

g\\“\f w\‘}\‘{

ﬁ\\‘\,; \ @&\
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Figura 1.14 — Representagao da mesofase esmética A, com as moléculas orientadas na média
na direcao normal ao plano das camadas.

O S¢ possui a mesma formagao estrutural que o Sy, entretanto, as mo-

léculas possuem uma inclina¢ao em relagao a diregdo normal, como mostra a Fig.(1.15).

) /,/ MAW’
/ n\/ @"
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Figura 1.15 — Representacao pictérica para a fase esmética C, no qual pode-se perceber que as
moléculas sao inclinadas em relacdo a normal ao plano das.

Existem ainda formas polimérficas dos eméticos A e C, como: Sg, Sg,

Sc e Sy, entre outros [13].
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1.2.3 Mesofase Colestérica

A mesofase colestérica é composta por moléculas oticamente ativas, de
modo que o composto adquire uma torcao espontanea em relagao ao eixo normal a dire-
cao preferencial de alinhamento das moléculas. Contudo, misturas nao racémicas também
podem produzir tor¢oes. A mesofase colestérica pode ocorrer quando existe uma mistura
nao racémical de dois compostos, pois, dois enantiémeros (um espelho do outro) mistu-
rados em proporgoes iguais (mistura racémica), ndo desviam o plano da luz polarizada, o

que evidencia a auséncia de torcao.
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Figura 1.16 — Estrutura helicoidal de um colestérico. Pode-se perceber a orientacao média das
moléculas, dada pelo vetor diretor girando em relagao a diregao perpendicular a n. Imagem
adaptada de [13].

Ao se dispersar em um composto nematico uma molécula quiral, isto é,
uma estrutura que nao se sobrepoem a sua imagem especular, sera formada uma distor¢ao
helicoidal, podendo se apresentar tanto no sentido dextrogiro ou levogiro dependendo da
conformacao molecular da amostra, de modo que uma mesofase colestérica também é um
tipo de nematico.

Quando as moléculas sao oticamente inativas ou a mistura de moléculas

quirais nao produzem torcao, entao a estrutura ira corresponder ao verdadeiro nematico.

fDuas moléculas quando misturadas em proporcoes iguais de dois enantidmeros, diz-se mistura racé-
mica.
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Capitulo 2

Introducao a Teoria do Continuo nas

Mesofases Nematicas

2.1 Parametro de Ordem

O parametro de ordem quantifica o quanto uma mesofase ou fase de um
cristal liquido estd ordenada. Desse modo, para a fase mais simétrica (mais ordenada),
o parametro de ordem devera ser nulo, enquanto que na menos simétrica nao devera
ser nulo. Pode-se exemplificar essa diferenca considerando a mesofase nematica, na qual
existe um alinhamento médio das moléculas, e a fase liquida cristalina, na qual nao existe
um alinhamento preferencial implicando em um estado mais simétrico que a nematica.

A partir de simetrias das transi¢oes de fase/mesofase, o parametro de
ordem pode ser uma quantidade escalar, como por exemplo na transicao liquido vapor,
uma quantidade vetorial (transigdes ferromagnéticas) ou, um tensor. Esse ultimo é de
maior interesse visto que na transicao liquido-nematico a quantidade devido as simetrias
é descrita tensorialmente.

Nessa secao serao apresentados duas abordagens para definir o parame-
tro de ordem de um cristal liquido nemaéatico uniaxial. Primeiramente sera definido o
parametro de ordem microscopico, que descreve o alinhamento das moléculas calamiticas,
Subsecao 2.1.1, e na sequéncia o macroscopico, Subsecao 2.1.2, o qual pode ser definido a

partir de propriedades macroscépicas anisotrépicas [12, 11, 18, 19].

2.1.1 Aproximacao Microscopica

A geometria mais simples das moléculas constituintes de um composto
que permite mesofases nematicas é a elipsoidal. Desse modo, considere uma amostra
nematica uniaxial constituida por moléculas calamiticas rigidas. Introduz-se um sistema
referencial de laboratoério dado pelas coordenadas x, y e 2 e, para se especificar a orientagao
das moléculas em relagao ao sistema de laboratorio, Figura 2.1, pode se introduzir um
sistema fixado na molécula descrito pelas coordenadas &, 7 e (. A direcao do diretor é
escolhida como coincidindo com a dire¢ao z do laboratério [18].

Considerando a coordenada ( coincidindo com o semi-eixo maior da mo-

lécula, a orientagao pode ser completamente determinada pelos angulos de Euler. O
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primeiro, 6, esta entre os eixos coordenados z e (. O segundo, 1, estd entre o eixo & e
a normal ao plano, k, formado pelos eixos z e ( e que descreve uma rotagao em torno
do eixo normal. O terceiro angulo de Euler, ¢, descreve uma rotagao em torno do vetor

diretor e é o angulo entre o eixo x e a normal ao plano z — (, Figura 2.1.

z g

X n

Figura 2.1 — Representacao dos sistemas de coordenadas do laboratério (z,y,z) e fixo na
molécula (§,7,() e, os angulos de Euler ¢, entre a normal ao plano z — ¢ e os eixos 7 e x
respectivamente e 6. Figura adaptada de [18].

Em uma mesofase nematica é esperado que a dependéncia em relacao ao
angulo v seja fraca, enquanto que a distribui¢ao deve ser fortemente dependente da diregao

0, relacionada a orientagao do diretor. Pode-se enumerar as seguintes caracteristicas:
1. Da condicao de simetria em torno do diretor: w (,v) é independente de ¢.
2. Nao hé distingdo em uma rotacao na dire¢ao do diretor: w (6,¢) = w (7 — 6,9).

A condicao 1 diz respeito a simetria completa em torno do diretor, en-
quanto que a condicao 2 esta relacionada a equivaléncia entre as orientacoes do diretor,
n e —n, isto é, refere-se ao fato de cristais liquidos nematicos serem apolares, brevemente
discutido na Segao 1.2.1.

A orientacao média das moléculas pode ser entao calculada associando-se
uma funcao distribuicdo, w (#,%), de uma fragdo de moléculas em um intervalo 6 4+ df e

Y + dv, de tal forma que [12; 18];

(X) = /Oﬁ a0 /:ﬂ A Xw (0, 1) sen 0 (2.1)

A equacgao anterior fornecerd um valor nulo para (X) quando w (6,1)) é

substituido por w (m — #,1). Na prética, o parametro de ordem leva em consideragao a
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orientacao média de ¢ em relacao ao diretor, e nao se trabalha com a distribuicao completa.

Considerando a componente (, em relagao ao diretor pode-se calcular:

(C,) = (cosf) =0 (2.2)

o que no entanto é nulo. Desse modo, o parametro de ordem pode ser definido a partir

da préxima escolha [12, 18]:

1
)

A partir da Eq. (2.3) o parametro de ordem fornece o valor S = 0

S=-(3C-1)= %(3 cos’6 — 1) (2.3)

quando a distribui¢ao é aleatdria, Para um alinhamento totalmente paralelo (S = 1), ou
seja, maximo, quando # = 0 e § = . Para § = 7/2 o alinhamento é perpendicular e valor
para parametro de ordem S = —1/2.

O modelo para o parametro de ordem foi construido considerando uma
forma especifica para a molécula de cristal liquido, entretanto, pode-se generalizar a ex-
pressao Eq. (2.3) de tal forma a se considerar formas geométricas arbitrarias.

Considerando novamente vetores fixados na molécula e sendo esses uni-
tarios e ortogonais, pode-se rotular esse sistema como &, n e (, do mesmo modo feito

anteriormente. Desse modo, a expressao para o parametro de ordem a partir das quanti-
dades [12]:

op _ 1o
S5 = 5 (Biads — dapdis) (24)

)

em que « e  assumem os valores (1,2,3), representando as coordenadas do referencial
do laboratério (z,y,z) e i e j os valores &, n e ¢ [12, 18].
A equagao generalizada para o parametro de ordem microscopico, em

relacao ao pares de indices, é simétrica e ainda possui o trago nulo;

Ser=0 e S¥=0

Um tensor com traco nulo deve possuir ao menos um de seus autovalores
diferentes, o que ird implicar em alguma anisotropia, portanto, essa propriedade do tensor

parametro de ordem era esperado.

2.1.2 Aproximacao Macroscopica

A diferenca entre a fase liquida isotrépica e a mesofase nematica é evi-
denciada pelas propriedades tensoriais macroscopicas, as quais sao anisotropicas em uma
mesofase nematica. Por exemplo; a suscetibilidade magnética, a permeabilidade elétrica,

entre outras. Desse modo, é possivel utilizar qualquer uma dessas propriedades para
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definir um parametro de ordem macroscépico [18, 12].
A relacgao entre inducao magnética B e o campo H pode ser escrita na

forma:

M=B-H

em que M é a magnetizacao. O resultado anterior estd expresso em cgs, no qual a

permeabilidade no vacuo é 1o = 1 [18]. Dividindo essa expressao por B, pode-se escrever;

x=M/B—M=yB

Para se descrever a anisotropia da fase é necessério considerar a magne-

tizagdo de maneira tensorial [12, 18], assim:

M; = x;B; (2.5)

no qual os indices assumem: 7, = x,v, 2.
Para a situagao na qual o campo ¢ estdtico, o tensor x;; é simétrico no
par de indices. Desse modo, considerando um liquido isotrépico a suscetibilidade pode ser

simplesmente escrita como:

Xij = X@'j

Para uma fase nematica uniaxial o tensor tera dois dos autovalores relaci-
onados as componentes paralelas do diretor e um relacionado a componente perpendicular.

Desse modo:

x; 0 0
Xig =1 0 x; 0
0 0 xu

O tensor parametro de ordem deve se anular em uma fase isotropica,
devido a diferenca de simetrias. Isso é feito extraindo-se a parte anisotrépica do tensor

(Qap da suscetibilidade magnética [12, 18]:. Dessa forma, escreve-se:

1
Qij =G | xij — 55@' Zka (2.6)
K

em que o tensor (),g é simétrico, real, de traco nulo e é chamado de tensor parametro de
ordem e GG pode ser escrita como )y, na qual é a constante de normalizacao e pode ser
escolhida como o maximo da anisotropia observavel. Essa definicao abrange uma classe
ampla de cristais liquidos, além de simples nematicos.

Escolhendo de maneira apropriada os eixos ¢, j, pode-se diagonalizar o
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tensor parametro de ordem, em que a estrutura mais geral encontrada sera descrita pela

matriz;

Q1 0 0
Qij=| 0 @ 0 :
0 0 (—Qi+Q2)

em que essa estrutura é correspondente a um cristal liquido nematico biaxial. Contudo,
para mesofases nematicas uniaxiais, a relacao anterior simplifica-se, o parametro de ordem

do cristal liquido nemético serd [12, 18]:

1
3 (xr =x) 0 0
_ 1
Qij = 0 5 (e —x) 0
2
0 5 (a—x1)
2.1.3 A Relacao entre os Parametros de Ordem Macroscopico e
Microscépico
Considerando a aproximacgao que as moléculas da amostra de cristal li-
quido sao rigidas, é possivel fazer a conexao entre os parametros de ordem macroscépico
e microscépico.
Uma forma de encontrar essa relacao é partir novamente da suscetibili-

dade magnética. A conexao pode ser estabelecida considerando-se a anisotropia diamag-
nética [12];

Xa = X| — XL XS (2.7)

no qual a diferenca de anisotropia perpendicular e paralela é proporcional ao parametro
de ordem microscépico S. A constante de proporcao pode ser substituida por (A — A,),

em que A é a polarizacao magnética. Dessa forma:

Xa=X|—XL=c(A —AL)S (2.8)

A relagao entre as anisotropias macroscopicas e microscopicas pode entao

ser dadas pela relagao [12, 18]:

(Qij () = SQy; (n) (2.9)

em que n representa uma quantidade microscopica e n uma quantidade macroscopica, ou

seja, o diretor para um molécula e a direcao média medida macroscopicamente.
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2.2 Energia de Deformacao

Considerando uma amostra nematica uniaxial orientada, é possivel ter
uma orientacao média nao uniforme durante toda a amostra devido fatores como; im-
purezas, condicoes de fronteira relacionadas a superficie de contato e campo externo.
Impondo condigoes de contorno, existira alguma deformacao na amostra, isto €, o campo
diretor devera se deformar.

Frank (1958), referiu-se aos torques restauradores que se opoem as mu-
dancas em um cristal liquido assumindo a lei de Hooke como sendo proporcional ao tensao
de deformagao. Isso é equivalente a assumir que a energia livre é proporcional a tensao
deformacao. Do ponto de vista tedrico, essas deformacgoes podem ser descritas a partir de
uma descri¢ao do continuo, andloga a teoria eldstica classica [18, 31].

Para encontrar a expressao para a energia livre de Frank, considere que
em cada ponto da amostra a diregao preferencial é dada pelo diretor n (r). A descri¢ao da
deformagao da amostra deve levar em consideragao uma variacao lenta do vetor diretor, em
escalar molecular, em fungao da posicao [11-13, 15-18|. Essa condi¢ao pode ser expressa

matematicamente por:

aVn < 1 (2.10)

As componentes para as deformacoes podem ser escritas como:

on, Oon, —0On, On, On, On,
or = Qy ' Oxr ' Oy = 0z 0z

Ao se assumir que a energia livre é uma funcao quadratica da tensao de

deformagao, torna-se conveniente considerar também os termos de segunda ordem para
as derivadas do diretor [11, 12].

Desconsiderando-se efeitos elétricos de longo alcance e considerando so-
mente interacoes de curto alcance entre as moléculas e, rotulando entao F,; de energia
livre devido a distorgao do diretor, impoe-se algumas condigbes sobre a energia livre [12]:

A energia de deformagao, Fy, deve ser par em n. Essa condi¢ao refere-
se ao fato do diretor ser indistinguivel por uma rotagdo de 7, ou seja, (n) e (—n) sao
equivalentes. Somente os termos invariantes sobre rotagao serao considerados, visto que
nao existe termos lineares em Vn. O primeiro termo, V.n, é excluido pela primeira

condicao e n.V x n, muda de sinal nas transformagoes:

T— =T, Y—>—Yyez——=z

observando que esse termo nao deve aparecer em um material com simetria central.
A terceira imposicao diz respeito a nao necessidade dos termos que pos-

suem a forma de V.u, em que u (r) é um campo vetorial arbitrario. Esses termos podem
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ser descartados devido a identidade [12]:

/vu. dr = /do.u (2.11)

em que [ do é a representagdo para a integral de superficie e do tem sua dire¢ao normal
a superficie, em todos os pontos. Essa condicao remete ao fato de se considerar apenas
o Bulk da amostra, ou seja, se assume uma configuragao planar e os termos de contorno
sao desconsiderados.

Para construir a energia de deformagao Fj, considera-se as derivadas
espaciais, explicitamente, do diretor: Elas irao formar um tensor de ordem 2, d,ng. Se-

parando o tensor em uma parte simétrica;

1
€af = 5 (8an5 + 8571&) (2.12)

e em uma parte antissimétrica,

(V x n), = (0yny — Oyny) (2.13)

e os demais termos do rotacional.
Uma maneira conveniente para expressar esse tensor é considerar um
sistema referencial ortogonal com o eixo z paralelo ao diretor. A partir dessa consideracao,

os gradientes na componente z de n desaparecem [12]:

0:V(n§+ni+n§) =2n,V,+0=2Vn,

consequentemente:

e, = 0 (2.14)
1
Cow = §(V xn), (2.15)
1
€ = —i(V Xn), (2.16)

Considerando a propriedade de paridade para a energia, a funcao procu-
rada deve ser uma quadratica das componentes do tensor e do rotacional de n. Assim é

conveniente separar as contribuicoes:

F,=F.+F, +F, (2.17)

em que F, vem dos termos quadraticos no tensor e,g, Fr. sao as contribuicoes dos termos
no rotacional do diretor e F,. sdo os termos cruzados [12].

Para escrever a energia de deformacao de um cristal liquido é necessario
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conhecer cada uma das contribuigoes. Desse modo, comecando com a contribuicao dos
termos quadraticos no tensor eqgs:

Encontrar o nimero de termos para a contribuicao F, é equivalente a
encontrar o numero de constantes elasticas em um meio de simetria C'y, ao redor do eixo

z. A forma mais geral é dada por [12]:

Fo=Me2 4 Xy (€ar + €4y)° + 30580 + Moz (€2 + €4y) + X5 (e2, + ezz) (2.18)

Utilizando as propriedades das equagoes Eqgs. (2.14), (2.15) e (2.16), a Eq. (2.18) se reduz

a expressao:

1
F. = Xy (VN)® + Aseapesa + s (X (V% n))’ (2.19)

Usando a identidade:

1
€apCia = (VN)? + 0y (03n50314) — 05 (On0an0) + 5 (V n)’

em que o terceiro termo da relacao anterior deve estar de acordo com a suposi¢ao decor-

rente da integral de superficie. Logo:

(Vxn)’=m-(Vxn)’+nx(Vxn))?
Observa-se que F, é a soma de trés contribuigoes:

(Vn)> , (n-(Vxn))® e (nx(Vxn))’

Para os termos de F,, a relagao deve ser;

F. =1 (Vxn)+ s (nx (Vxn)) (2.20)

Os termos que faltam, sao os termos cruzados. Somente os compativeis

com a simetria sao:

e}

(Vxn),e.+(Vxn)e, =
(Vxmn) e, —(Vxn)e, = =(nx(Vxn))?

DN —

Desse modo, a forma geral para F,. é:
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F..=v(nx(Vxn)) (2.21)

Reagrupando as contribuigoes, ou seja, substituindo as Eqgs. (2.19), (2.20)

e (2.21), nas Eqgs. (2.17), escreve-se:

1 1 1
Fy = 5K (V.n)® + SKnn- (V n)’ + 5K [ x (V n)’ (2.22)
no qual Ki1, Ko e K33 sao as constantes elasticas.
A energia de deformacao é invariante por orientagao na escolha do sistema

de coordenadas, isto é, para dextrogiro ou levogiro.

Splay

N\

\

Twist

AN

Figura 2.2 — Representagoes pictoricas para as deformacgoes Splay, associada a constante eldstica
k1, Twist e Bend, relacionadas as constantes Ko e K3 respectivamente. Imagem adaptada de
[12].

As constantes elasticas estao associadas as seguintes estruturas de defor-
magao:
e K, é associada a V - n # 0 e é conhecida por splay.
o Koy a deformacgao twist, dada pelo termo n -V x n # 0.

e A terceira constante elastica esta associada com a deformacao de bend, que ocorre
para n x (V xn) # 0.
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E possivel ocorrer deformagao que sao splay, twist ou bend puras. Assim,
as constantes elasticas devem ser positivas, caso contrario, uma mesofase nematica sem
distorcao nao corresponderia a um minimo de energia.

Se for assumido, que as trés constantes elasticas sdo iguais, a Eq. (2.22)

pode ser escrita na forma:

1
Fd = 580[%585%@ (223)

Essa simplificacao é 1til na realizacao experimental das determinacoes
das constantes elastica, pois em muitos casos, a forma completa da relacao para a energia

de deformacao possui uma natureza complexa.
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Capitulo 3
Geometria Diferencial

Ao se olhar para um objeto qualquer, as linhas que o compoem (delimitam
ou constroem) sao reconhecidas e associadas a representagoes geométricas, tais como,
linhas curvas ou retas. De maneira intuitiva, define-se uma linha curva ou reta, em
relacao a um dado referencial®. Por exemplo: Pode-se usar como referéncia, um plano
abaixo do objeto ou até mesmo em funcao da prépria linha. Dessa maneira, o ponto
de partida é investigar o conceito de curvatura com uma analise informal e na sequéncia
procurar definir o conceito matematicamente.

Considere trés situagoes distintas, representadas pela Figura 3.1: A figura
a é claramente um segmento de reta enquanto que as figuras b e ¢ sao curvas diferentes,
pois, se entortam (ou se curvam) em uma de suas extremidades, de maneira distinta.
Olhando para para as figuras b e c, intuitivamente é associada uma maior curvatura a
curva representada em c¢ e uma menor ilustrada em b. Desse modo, pode-se definir que a

curvatura é o quanto a curva se entorta em relacao a um referencial.

Figura 3.1 — (a) é uma reta, delimitada por dois pontos, ou seja, uma reta euclidiana; (b) e
(c) sao retas entortando com magnitudes diferentes, ou seja, se afastam de um referencial com
inclinagoes e velocidades diferentes.

Outra situacao esta representada na Figura 3.2. Ilustra-se de maneira
pictorica uma reta e trés circulos de raios diferentes, no qual, poderiamos estar observando

um palito e moedas de valores diferentes.

O

Figura 3.2 — Circulos de raios diferentes e com curvaturas diferentes, em que do maior para
o menor o raio diminui e a curvatura aumenta, em relagdo ao referencial adotado. A partir da
definicao matematica para curvatura ficard mais obvio essa relacao.

&Referencial é entendido momentaneamente como algo a ser utilizado para comparacao entre os objetos
geométricos, sem a preocupacao em uma definicao formal.
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O procedimento para analisar as trés situacoes distintas apresentadas
pela Figura 3.1 foi qualitativa. Desse modo, para se analisar a Figura 3.2 utiliza-se o
mesmo procedimento. A partir de um referencial escolhido, um plano abaixo da reta
e dos circulos, é possivel observar que o circulo de raio maior tem menor curvatura e
novamente a reta possui curvatura zero.

Deve-se procurar entao, uma forma de definir matematicamente a curva-

tura. Para isso, considere a figura abaixo:

y

Figura 3.3 — Circulo de raio a, centrada na origem do plano orientado pelos eixos coordenados
T — Yy, que permite a modelagem para encontrar como uma reta desvia curvando-se, em relacao
a um eixo coordenado.

Na figura, a é o raio do circulo, s é o comprimento de arco, 6 é o angulo
relativo ao deslocamento sobre o arco entre os pontos P e Py e ¢ é o angulo que especifica
a variacao da reta tangente em relacao ao eixo coordenado x.

Foi definido que a curvatura é a variacao da curva em relacdo a um
referencial, portanto, considerando a variagao da tangente em um ponto, em relacao ao
arco descrito entre P e Fy, ou seja, considerando a variacao do angulo em funcao do

comprimento da curva, entao essa variagao serd [20]:
do
ds

em que k é a curvatura. Os seguintes exemplos servem para testar a definicao anterior:

L (3.1)

Exemplo 3.1 A variagao de ¢ (em relagao ao eixo ) ao se deslocar de um ponto Py a
P sobre a reta, € nulo. Assim:
_de d

k:_ == — p—
ds ds 0] =20
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Exemplo 3.2 Observando a Figura 3.3, pode-se escrever o angulo ¢ como: ¢ =6 + /2
(relagao de angulos externos). Lembrando que o dangulo central é definido por, 6 = s/a.

A curvatura € dada por;

dp d T drs 1
k== o+t = [242] =2

ds ds 2 ds la 2 a
Dos exemplos anteriores, pode-se fazer a seguinte andlise: A curvatura
da reta é nula (o que era esperado) e a do circulo é inversamente proporcional ao raio,
R > r o que implica em ki < k., que também esta de acordo com a definicao nao formal.
Foi obtida uma forma de calcular a curvatura de uma reta curvando-se em
relacao a um eixo coordenado escolhido com a definicao anterior, entretanto, é necessario
e conveniente refinar e generalizar o conceito de curvatura de forma a nao existir uma

dependéncia explicita do processo intuitivo.

3.1 Curvas no Plano

3.1.1 Representacao Analitica de Curvas

Pode-se pensar em curvas no plano ou no espago como o caminho de
um ponto, ou uma particula em movimento. Desse modo, em coordenadas retangulares,
um ponto no plano (x,y) pode ser expresso em fungdo de um parametro, p, que pode
ser, por exemplo, o tempo ¢, dentro de um intervalo fechado. Dessa forma, as equagoes

paramétricas para a curva em fun¢ao do parametro t sao [22]:

v=z(t); y=yt); C=C(zy) (3.2)

em que C = C(x,y) representa a curva em um intervalo fechado t, < ¢t < #; como
representado pela Figura 3.4. De maneira simplificada, pode-se utilizar a notagao para as

equacoes paramétricas anteriores:

z;(t); com i=1,2; emque ;=2 € 3=y (3.3)

no qual, a curva serd representada por C' = C' (z; (t)).
Considerando os vetores de base dados por e; e ey, pode-se escrever o
raio vetor como:
r=7(z(t),y(t) = zer +yes = z101 + T202 (3.4)

ou simplesmente, para N-dimensoes:
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N
r= inei noqual 1=1,2,3,...., N (3.5)

i=1
Supondo que as fungoes x = x; (t) sao valores simples e com um niimero
de derivadas continuas, ou seja, serao consideradas curvas ditas regulares, em que as
derivadas de r = r (t) ndo se anulam para qualquer ¢, ao contrario de curvas singulares,

no qual a derivada pode ser nula em algum ponto.

y

X(to) x(t) X

Figura 3.4 — Representagdo de uma curva C' dependente do paradmetro ¢, em que pode ser
entendida como o deslocamento ponto a ponto de uma particula em funcao do tempo, no plano

rT—=yY

Para curvas regulares [22, 23|, quando se troca a parametriza¢do, por
exemplo, u = f (t), postulando que a fungao f () seja diferencidvel, tém-se que os pontos
permanecem regulares quando du/dt # 0.

Dada um representacao paramétrica para uma curva, é possivel calcular
o comprimento da curva entre dois pontos distintos e de escolha arbitraria. Desse modo,
supondo inicialmente uma curva C' parametrizada por t real, o comprimento de arco da

curva em um intervalo fechado, ty <t < t;, é dado pela integral:

(1) = /ttl V&) + (3)2dt = /ttl VEEd (3.6)

em que Vi.& = +/(f,T) = ||v| e sendo necessario, 7; = dr;/dt.

O produto escalar de um vetor por ele mesmo é sempre positivo para
curvas reais, implicando em um crescimento do comprimento de arco na dire¢ao de cres-
cimento do parametro escolhido. Curvas com essas caracteristicas sao ditas orientadas.

Parametrizando a curva C' por [ (pelo préprio comprimento de arco),

o que é sempre legitimo, desde que dl/dt # 0, observa-se que; a parametrizacdo em
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funcdo do comprimento de arco é vantajosa, pois, considerando a Eq. (3.8) e o teorema
fundamental do célculo [21], tem-se: dl/dt = V., ou seja, dl/dt = ||v||. Portanto, como

dl/dt > 0 pode-se inverter a parametrizacdo para t =t (), de tal forma que:

dr_drdt_v_1 57
TR TR (3.7)

Esse resultado mostra que a derivada do raio-vetor, parametrizada pelo
comprimento de arco, ¢ um vetor tangente a curva e unitario, isto é, com sua norma
constante, v? = (v,v) = 1. Esse vetor pode variar sua dire¢ao, mas nao seu comprimento.
Observa-se que qualquer parametrizacao a qual fornece vetores com norma constante, diz-
se que o parametro escolhido é natural.

Considerando o raio-vetor dado por r = r (r; (t)). Se a curva for repara-
metrizada, por um parametro natural o comprimento de arco mantém a forma. Isso pode

ser expresso pela substituicao da equacao,

L(t) = /tt1 Vi dt (3.8)

por:

dI? = d2z® 4 dy? = dr.dr (3.9)

o qual ¢é independente da parametrizacgao.

O vetor unitario encontrado, tangente a curva, possui um papel impor-
tante em curvatura, afinal, estudando o seu comportamento ao longo de uma curva qual-
quer, informagoes sobre como a curva se dobra, em relagao a um parametro ou nao, podem

ser obtidas apenas se concentrando na mudanga de dire¢ao desse objeto matemaético.

3.1.2 Curvatura e as Formulas de Serret-Frenet

Um vetor com norma constante, entretanto, variavel, ou seja, que pode
mudar de dire¢ao, no espago Euclidiano possui a propriedade de ser ortogonal a sua
derivada em relacao ao parametro natural, ou seja, matematicamente representa-se essa
informagao como: v =v L v = o [24]. O vetor encontrado na se¢do anterior possui essa

propriedade, desse modo, é conveniente provar esse resultado®.

Prova 3.1 FEscrevendo o vetor unitdrio com norma constante, v = wvie; + vyeq, tem-

se que o produto interno (ou escalar) é: v? = (v,v). Esse resultado implica em v? =

(v1)* €1 + (v3)* €. Calculando entio a derivada do mddulo quadrado;

PNio serd utilizado a notacio em negrito para vetor nas secdes seguintes, assim para qualquer vetor:
a=a=a
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d
E <U7 U> = <U7 U> + <U7®>
logo,
d
- —92(;

Observando entdo o resultado, e sabendo que |v| = cte, entdo < |v| = 0. Assim, pode-se

EeSCrever:

2 (b, v) =0

para que a relagao anterior seja vdlida, ou seja, a igualdade ezista, (0,v) = 0. Como o

produto interno € nulo, isso implica que os dois vetores devem ser ortogonais.

Agora, considerando uma curva parametrizada em funcao do parametro
natural, pode-se calcular a variacao do vetor tangente, v, em relacao a [, para se obter
um vetor normal a curva.

Enquanto a velocidade (vetor tangente a curva) vira a medida que a curva
dobra, variando apenas a sua diregao, a derivada de v ira fornecer a orientacao em que v
estd variando.

Chamando v = w , de imediato pode ser escrita a relagao;

v _
dl

em que n = n () é um vetor unitario, n = w/ |w|, na diregao da aceleragdo. Escrevendo;

w = kn (3.10)

dv w w
—=w=kn=—=

—— =k 3.11
di n  w/|w| (3:11)

vé-se que k = |w|, isto é, k é a magnitude da aceleracao. Assim:

Defini¢ao 3.1 A magnitude do vetor normal a curva, k = |w|, sob as condi¢oes de que

a curva seja parametrizada pelo comprimento natural, [, € chamada de curvatura.

’

E possivel calcular a variacao do vetor unitdrio n em relacao a [. E

conhecido que a derivada desse vetor, dn/dl, serd normal a sua diregao, assim:

dn _
dr

n serd um vetor na mesma direcao ou oposta de v.

av = —kv (3.12)

Prova 3.2 Sabe-se que |v| = 1, assim |a] = dn/dl. E necessdrio determinar entdo o

valor de a.. Da relacao:
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d . :
& <U,TL> = <U7 n) + <U7n>
desse modo, como & (v,n) =0 escreve-se:

0= (0,n)+ (v,n) =k+a(vv)=k+a

Portanto o valor para a constante é o« = —k

Esses resultados podem ser resumidos, assim: Dada uma equacao para-

métrica de uma curva r = r (1) em termos do parametro natural [, seguem as féormulas de
Serret-Frenet [21, 24]:

dv

= 1
4 kn (3.13)
dn

Com esses resultados, ou seja, as equacoes de Frenet, pode-se descrever
o comportamento de curvas no plano. A primeira equacao ird fornecer como a curva
se dobra em funcao do parametro natural, enquanto que a segunda traz a informagao
referente a qual direcao ela se curva.

Uma outra grandeza interessante pode ser definida como: O reciproco da
curvatura, R = 1/k é chamado de raio de curvatura, o qual geometricamente é um circulo
tangente a curva em um determinado ponto p apontando para o lado interno da curva e

possuindo a mesma curvatura que a curva.

Y

Figura 3.5 — Circulo interno a curva no ponto p, centrado em ¢, representando o raio de
curvatura, reciproco da curvatura, no ponto p.
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Considere o seguinte exemplo: Um circulo de raio a, possui a curvatura

e o raio de curvatura dados por:

Exemplo 3.3 Para um circulo, escreve-se o raio-vetor: v = a cosfe; + asen fey, em que
x=acosf ey =asenf. Colocando a origem em qualquer ponto, a equacao paramétrica
fica: © = xg+ acosf ey = yo+ asend. Lembrando que 0 = l/a para pequenos angulos,

pode-se escrever as equagoes para o circulo em funcao do comprimento natural. Logo:

l l
T = Xo + acos <a) e Yy=1yo+asen (a>

Calculando o vetor tangente

_dr d n l L l
Uz_dl_dl Zo + acos )= sen -

e para a componente y;

v—%—i + asen £ = COS 1
A EFTEES a)|” a

Dessa forma, o vetor tangente fica como:

l l
v = —sen (—> €1 + cos <—> €9
a a

dv .
dr’

do, d [ AV I
a o a\ "M\ e)) T\

Resolvendo para a componente y, a aceleracao, w, fica:

v (@) (2)
w=——cos|—)e ——sen [ — ey
a a a a

Como a curvatura € a magnitude da acelera¢ao:

-3 (o () 2

Assim, a curvatura para o circulo € k = % e o raio de curvatura para esse caso € o proprio

Calculando a aceleragao, w =

rato do circulo, R = a.

O resultado obtido acima, obviamente, ¢ o0 mesmo do Exemplo 2, entre-
tanto, apesar de nao existir a necessidade de recorrer as formulas de Serret-Frenet para
um circulo, ja é possivel notar que o formalismo desenvolvido é mais amplo que a primeira

definicao discutida.
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3.2 Curvas no Espaco R?

Considere uma curva, r = r (), no espaco dado pelas coordenadas carte-
sianas x, ¥, e z, e parametrizada em funcao do comprimento de arco, pode-se escrever a

distancia entre dois pontos, em um intervalo fechado, pela integral [22][23]:

l
I= | |v|di (3.15)

lo
em que |v| = /@2 + 92 + 22. A curvatura foi definida como a magnitude do vetor acelera-
¢ao. Dessa forma, em trés dimensoes, o vetor normal & curva pode ser escrito, considerando

e=¢; (1 =1,2,3) como os vetores de base, pela equagao:

w; = y’c'el + yel + 261 (316)

A diferenca para o caso de uma curva planar é que; no primeiro, a curva
ficava confinada no plano (formado pelos vetores velocidade e aceleracao ou as préprias
coordenadas), enquanto que para o caso espacial, essa pode se afastar do plano formado
pelos vetores tangente e normal a curva. Como essa curva pode agora se desviar do plano,
é preciso procurar um vetor que esteja na mesma direcao desse novo grau de liberdade da

curva.

Z

X
Figura 3.6 — Curva parametrizada em ¢, em que serd dependente das componentes x, y e z,

ambos dependentes do parametro natural.

Sabe-se que dois vetores geram um terceiro, normal ao plano formado
pelos dois primeiros, quando tomamos o produto externo entre eles. Dessa forma, consi-

derando dois vetores quaisquer, escreve-se:

[A,B|=AxB=C (3.17)
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em que A=A= A, B=B=BeC( =(C = C sao vetores® e C é perpendicular ao plano

formado por A e B. Explicitamente, o produto externo, nesse caso, €é:

C = (A’B® — A*B%) e) + (A*B' — A'B?) ey + (A'B* — A’B") ¢

O produto vetorial possui propriedades relacionado a multiplicacao por
escalar, soma entre produtos, e simetria, dado por [21][24]:
[A,B]=—-[B,A]
[Ay+ Ay ,B]=[A;,B]+[A;,B]
M ,B]=X[A,B] ; \=escalar
[A,B], Cl=[lC,A], B|+[[C,B], A]=0

Considere entao os vetores tangente e o normal a curva no espago tridi-

mensional, v_Ln, pode-se calcular:

[v,n]=0b

em que o novo vetor, b, é normal a v e n , isto é, um vetor binormal apontando na direcao

perpendicular ao plano osculadord.

b\

Figura 3.7 — Representacao do plano osculador, formado pelos vetores v e n, no qual o vetor
binormal, estard apontando na direcao que a curva ascende ou descende.

E necessario definir agora a taxa com que essa curva se afasta do plano

©A notagao [, ] serd para produto externo serd utilizada no decorrer do texto.
dPlano formado pelos vetores tangente e normal a curva.
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osculador, ou seja, a partir do instante em que pode-se quantificar uma curva afastando-se

de um plano e nao mais ficando confinada, deve-se procurar a taxa de afastamento.

3.2.1 Torcao de uma Curva e o Triedro de Serret-Frenet

A andlise a seguir refere-se ao comportamento de b em relacdo ao com-
primento de arco [ [21-24]. Dessa forma, considerando [v,n] = b, pode-se calcular a

derivada em relagao ao parametro natural, de tal forma que:

db d dv dn
- = = = | — — 1
i an {dl’n}Jr{U’dl] (3.18)
logo, reescrevendo:
b=1[0, n]+ v, 7 (3.19)
Sendo |n| = 1, isso implica em n L n. Escrevendo n como uma com-

binagao linear n = av + b, pode-se analisar os termos do lado direito da Eq. (3.19)

separadamente:
v, n]=v,av+pBb]=alv, v]|+ Bv, b
[Ua n]:ﬂ[v, b]:_ﬂn
em que [v, v] = 0. Para o segundo termo:

dv
di

o que permite escrever a Eq. (3.18) como:

=0v=kn=1[0,n]=k[n, n]

db
- —fBn = xn (3.20)
em que Y = —/[ é menos o vetor binormal.
Uma outra anélise refere-se a verificar a expressao dn/dl = —kv. Visto
que se pode escrever [b, v], entao;
d .
a[ba U] = [ba U:| +[bv U]

= [xn,v]+[b, kn]
= x[n,v]+Ek[b, n
= —xb— kv

Desse modo:
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d
d—? = —xb— kv (3.21)

Com esses resultados, enuncia-se: Para qualquer curva r = r (I) em um

espaco tridimensional euclidiano, no qual [ é o parametro natural, segue-se as féormulas:

dv
a—kﬂ
db_
a X"
dn
- —xb — kv

as quais sao conhecidas por Triedro de Serret-Frenet.

Das relagoes acima, observa-se que a torcao, y, ¢ dada pela magnitude
da variagao do vetor binormal em rela¢ao ao parametro natural, isto é, |x| = ‘% . As tres
equagoes dao conta da curvatura, em que direcao a curva “enrola” e do afastamento da
curva em relagao ao plano.

Um exemplo para uma curva torcendo no espago ¢ a hélice. Conside-
rando uma curva parametrizada por x = Rcost, y = Rsent e z = t, pode-se registrar

graficamente a curva e representa-la pela Figura 3.8 abaixo:

Figura 3.8 — Representacao de uma curva com curvatura e tor¢ao constante formando uma
hélice no espago. A curva possui uma torcao constante, o que pode ser observado pelo raio
constante, 7 = %, da espiral formada.

Foi possivel entao definir curvatura e torcao para curvas espaciais e con-
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sequentemente obter relacoes que permitem calcular esses valores, além de possibilitar

definir superficies curvas a partir de curvas paramétricas.

3.3 Geometria de Superficies

Até o momento foi considerado apenas curvas, mas de maneira analoga
pode-se estender esses conceitos para superficies bidimensionais em um espaco Euclidiano.
A partir dos conceitos previamente discutidos, pode-se construir superfi-

cies utilizando os conceitos de curvas parametrizadas em relacao ao parametro natural.

3.3.1 Superficies em R? - Representacao Analitica

Para se definir uma superficie, inicialmente pode-se considerar o raio-
vetor escrito como; r = r = r(x (t),y(t),z(t)), parametrizado em ¢, em coordenadas
retangulares x, y e z. Para uma superficie bidimensional serao necessarios dois parametros.

Em coordenadas retangulares, as equacoes paramétricas sao:

vi=xi(p,v) , m<p<pe e v <v<y

Desse modo, para o um dado raio-vetor, a fun¢ao r = r = r (i, v) define um superficie

%
p 7@/ r

Figura 3.9 — Representacio de uma superficie bidimensional em um espaco R3, com os vetores
tangentes as diregoes principais, a partir de um ponto arbitrério p. Imagem adaptada de [22].

bidimensional.

A superficie deve ser regular (ter todas as derivadas diferentes de zero),
consequentemente, diferencidvel e continua. Logo, os parametros p e v devem ser inde-

pendentes. Para isso a matriz de transformacao,

dz dy  dx

— dp  dp  dp
M dz dy de
dv dv dv

deve ter rank 2. Quando o rank é 1 ou 0 os pontos sao singulares. Para o caso de ser 1

em todos os pontos, tem-se na realidade a representacao de uma curva.
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Quando a superficie é representada por um vetor r = r(u, v), ou de
forma explicita, r = z (u,v) eq +y (i, v) ea + z (i, v) e3, a condi¢ao® para que o rank seja
2¢r,xr, #0.

Outra condigao de regularidade é, por exemplo, quando se considera uma

superficie dada por F'(x,y, z) = 0. Portanto:

VF 40

ou seja, o gradiente da funcao deve ser nao nulo. Isto quer dizer que nao existe uma
descontinuidade sobre a superficie. Por exemplo: Uma representacao esférica tera um
ponto singular, na origem do eixo coordenado, entretanto, esse ponto nao pertence a
superficie. O gradiente da fungao sobre a superficie entao serd nao nulo o que implica em

uma nao descontinuidade [22, 23].

3.3.2 Curvas, Superficies e a Primeira Forma Fundamental

O comprimento de arco em R? é dado, de maneira andloga ao caso bi-

dimensional, pela integralf;

1@)_AMNA@2+@f+w@%p_Lﬁvﬁ?m (3.22)

Observando a equagdo acima, pode-se pensar em encontrar um par de fungées p = p (t)
e v = v (t) de forma a expressar uma curva confinada na superficie definida.

Essas fungoes podem ser determinadas da seguinte maneira:

y=yu(t),v(t) (3.23)

Lembrando que a escolha da parametrizacao é arbitraria, mas com um
interesse em particular ao parametro que forneca o comprimento do vetor, tangente a
curva, com norma constante. Desse modo, a partir do médulo quadrado da velocidade

0]l = (2)* + ()% + (£), é possivel escrever a relacio abaixo:

dr_ drd_,u dr dv

r_ardp ey 3.4
& dpdt | dvdt (3:24)

°A condigdo para o rank envolve as derivadas de r, ou seja r, = Or/Op e r, = Or/0v.
fNote que novamente os vetores ndo sio escritos com a flecha sobreposta ou em negrito. Uma vez
definido que é um vetor nao sera sobrecarregada a notacao.
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ou simplesmente;

7 =r,dp+r,dy (3.25)

Em funcao dos vetores de base, definidos anteriormente, a relacao é reescrita comos:

Ty = Tue1 + Yues + 2,€3 (3.26)

r, =1I,e1 + Yv€2 + z,€e3

Parametrizada a curva sobre a superficie, o préoximo passo é calcular a

distancia entre dois pontos. Assim:

3
di* = " dridr; =dr - dr (3.27)

i=1

usando a Eq. (3.25) pode-se escrever:

A =dr-dr = (r,dp+r,dv). (r,di+r,di)
= (rydp+r,dp)?
= (zudip 4 2,d0)? + (yudi + v,d0)° + (2,dfs + 2,d0)?

expandindo os termos e rearranjando-os, escreve-se;

di? = (TpTp + Yl + 2u2) ﬂ2 + 2 (20w + Yy + 2u2) 1V + (T2 + Yy + 202) s

Fazendo a identificacao:

gin = TpZy + YuYu t Zu2u
g12 = Go1 = TpZy + YUy + 242 (328)
go2 = TuTy, + YUY + 202

tem-se:

di? = g,-jdxidmj para 2t =p e 2 =v

&Novamente deve-se atentar ao fato do indice subscrito indicar uma derivada em relagao ao parametro,
por exemplo; z, = 0z/0pu .
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Apenas por convencao, a notacao anterior pode ser escrita como: g;; =

E, g12 = go1 = F e gos = G. O elemento de arco entao sera:

dI? = BEdy® 4 2Fdpdy + Gdv? (3.29)

Para se calcular o comprimento de uma curva entre dois pontos integra-se

a relacao anterior. Logo:

h du 2 dp dv dv\?
[ = E{— 2F—— + G| — | dt 3.30
A)¢ <m>'% ar i (@) (3:30)

Observa-se que o comprimento de arco era dado por di? = dr.dr e agora

é dado por dI? = g;;da*dz?. O termo g;; é chamado de métrica e assume os valores, F, F
e G. Observando as Eq. (3.29), os coeficientes da métrica sao: ¢;; = (7, 7).

O elemento diferencial de arco forneceu uma expressao quadratica conhe-
cida por primeira forma fundamental, representada por I. Desse modo, reescrevendo

o elemento de arco, Eq. (3.29), encontra-se [22-24]:

I = BEdp® + 2Fdudy + Gdv? (3.31)

Para ilustrar o cdlculo dos coeficiente da métrica, g;;, para um superficie

arbitraria, considere o exemplo na sequéncia:

Exemplo 3.4 Uma superficie dada por z = f(x,y). A métrica em termos das coorde-
nadas © = ey = v €7 Considerando o coeficiente gi1 = x,2, + Yy, + 2u2,. Dessa

forma:

Oz Oz 9y dy  Of (wv)of (n,v)
T Guop T ouon T op om
Ouop | ovdv Of (u,v)0f (nv)
Opuou — Oudp ol o

— L (H () H ) + 5 (H () + H ()

(3.32)

em que a fungao f (u,v) € separada em duas partes que dependem apenas de um pardme-

tro, para facilitar os cdlculos. Dessa forma, resolvendo as derivadas:

gu=1+H,H,

como H é f derivada em p e x = p, logo;
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E2911:1+f§

Procedendo da mesma forma obtemos os outros coeficientes, dado por:

F =g = fofy G:922=1+fy2

Dessa maneira pode-se escrever a primeira forma fundamental como:
I=(1+f2)da’ +2fo fydady + (1 + f7) dy?

3.3.3 Segunda Forma Fundamental

Considere uma curva C' passando por um ponto p arbitrario, sobre uma
superficie. A curvatura de C' pode ser encontrada a partir da variagao do vetor tangente
a curva em funcao do parametro natural. Dessa forma, escreve-se:

2
do g4 (3.33)
dl dl?
Decompondo o vetor k£ em duas componentes k,,, curvatura normal, e &,

curvatura geodésica, a curvatura sera entao a soma das componentes;

k=k,+k, (3.34)

Inicialmente, sera considerado apenas a componente normal da curva-
tura. Da equacao v.N = 0, isto é, o vetor normal a superficie é perpendicular ao vetor
tangente a curva, pode-se encontrar o vetor normal com a relacdo: N = [r,,r,].

Como é necessario o vetor aceleracao, diferencia-se v e na sequéncia se
calcula a sua projecdo no vetor normal a superficie. Assim, associa-se a curvatura da
curva a curvatura da superficie em um ponto.

Considere a relacao;

dv dN
Tem-se;
dv dN dr-dN
P T R TR T O
ou,
dr-dN
ky,=——"— .
" dr - dr (3:35)

Considerando as diferenciais do vetor normal a superficie e do raio vetor,
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dN = N, dpu + N, dv e dr =r,dp+r,dv
ao substituir em (3.35), encontra-se:

_edp® + 2fdpdy + gdv?
" Bdp? 4+ 2Fdudy + Gdi?
A curvatura normal entao depende de duas formas quadraticas, a [ e a

I dada por [22, 23, 25]:

(3.36)

IT = edp? + 2fdudy + gdv? (3.37)

os coeficientes dessa segunda forma quadrdtica sao: e = —(r,,N,), g = —(r,,N,) e
f=- <TM7NV> = - <TV7NM>'

A forma quadratica que aparece no denominador da Eq. (3.36) é conhe-
cida como segunda forma fundamental. A forma I esta relacionada com a curvatura
normal da superficie. Pode-se explicitar essa condi¢ao em suas componentes, para isso,

observe que: (r,, N) = 0. Logo;

d dr AN
- Ny = —£.N =0
sTAUTEAY a VT g

= <Tuu’ N) + <7°/u Nu>

0 que permite escrever:

Ty N) = = (10, Npu) (3.38)

Repetindo esse procedimento para todos os outros coeficientes, tem-se;

e = (ruy., N) f={ru,N) g=(ry,,N) (3.39)

A curvatura normal é fornecida pela razao entre as duas formas quadra-

ticas. Ao se reescrever a Eq. (3.36) como:

B bij dl’l dl’j
- gidaidad

n

(3.40)

pode-se escrever as matrizes associadas as formas fundamentais. Sendo para a primeira

G — g11 Y12
921 G22

formas:

e para a segunda:
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bin b
B 11 b2
bo1 Do

em que os coeficientes b;; assumem os valores e, f e g. Escrever as matrizes associadas
ao par de formas quadraticas é importante para a andlise de maximos ou minimos (no
Apéndice B, hd um exemplo) e diregdes principais das superficies, entretanto, é interes-
sante considerar uma forma pratica para se calcular os coeficientes da segunda forma
fundamental.
O vetor normal a superficie é dado por:

Ty X Ty

N = Nyery (3.41)

em que EG — F? =r, x r,. Para o coeficiente e = (r,,, N), escreve-se:

1
Tuus N) = Ty, (ry X 1)) —=
< 1222 > < 1222 ( 1 l/)> m
no qual o coeficiente e é dado por um produto misto, isto é, a operacao escalar entre o
produto vetorial de dois vetores com um terceiro vetor. A relagao anterior fica entao da

seguinte forma:

_ (T v)
VEG — F?

em que:

Tup Yup  Rpp
(Tuprury) =det |z, y, 2
ajl/ yV ZV

Assim realizando o mesmo procedimento para os demais coeficientes,

encontra-se [23, 24]:

(ruurury) f (ruwTury) (o uly) (3.42)

‘TVEG-r ' VEG-r ' VEG-P
3.3.4 A Curvatura de Gauss

Inicialmente, pode-se considerar vetor normal a superficie NV e escrever a

sua diferencial dN em funcao dos vetores r, e r, de tal forma que:

N‘LL = a1’y + 197y,

Nl, = 21Ty + 997y,
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Tomando o produto interno de cada uma dessas relagoes por 7, e 7,

encontra-se as seguintes relagoes:

(s Np) = @11 (1, 7)) + axa (1, 1)
(ry, N,) = agy (ry, ) + age (r,, 1)
(s No) = a1 (1, ) + aza (1, o)

<TV7 N,u) = a1 <7nu7 7’“> + aq9 <TV7 ru>

Para resolver as relacoes acima, deve-se calcular os coeficientes a;;. Dessa
forma, reescrevendo essas relagoes com o auxilio das Eq. (3.38) e os coeficientes da

primeira forma fundamental,

—f=(ru, No) = an1 (ry, 1) + ar2 (1, 10) = ann F + a12G
—f=(ry, Nu) = ao1 (1, 1) + a2 (T, 70) = a1 F + ag0G
—g = (ry, Ny) = ag1 (ry, 1) + a2 (1, 7,) = a1 E + agnF
—e = (ry, Ny) = an1 (1, mp) + a12 (1, 7,) = a1 F + a12G

pode-se encontrar a seguinte relacao matricial:

_ e f _ a1 Q12 E F
[y a1 a2 F G

Vale observar que essa relagao é semelhante a Eq. (3.40), em que associa-
se uma matriz para a forma II, para a forma I e uma matriz que transforma uma forma
quadrética na outra (reparando que a matriz de coeficientes a;; faz o papel de K,).

A intencao escrevendo essa equacao em forma de matriz, é encontrar a
matriz diagonal que transforma uma forma quadratica em outra. Assim, resolvendo a

relagao anterior para a;;, encontra-se:

ann aip \ [ e f E F !
as1 asy | f g F G

Substituindo a inversa da matriz GG, tem-se;

ap ap y 1 e f G -—-F
Q21 Q22 ~ detG I g -F FE

Os valores dos coeficientes a;;, sao:
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o = fF —eG
EG — F?
_gF - fG
W= pa e
el — fE
ey
1y, — AE=9C
EG — F?

Como a matriz dada pelos coeficientes a;; ¢ matriz procurada, o préximo

passo é procurar os autovalores associados a ela. Assim;

an+k a
det 11 12 _0
asq aso + k
O polinémio caracteristico, para a relacao anterior é::

k? 4k (a11 + ag) + (an1a9s — ara + ag) =0 (3.43)

Os autovalores serao as raizes dessa equacgao de segundo grau. E bem conhecido que o

produto das raizes é:

kike = ajnaz — aj2ag (3-44)

enquanto que a soma é dada por:

k1 + ko = a1 + ag (3.45)

A Eq. (3.44) nada mais é que o determinante da matriz A = a,;, enquanto que a Eq.
(3.45) é o trago de A.

Calculando o determinante,

fF—eG gF—fG
det EG-F? EG-F?

e’ —fE  fF—gG
EG-F? EG-F?

encontra-se:

eg — I

Define-se entao a Curvatura Gaussiana como [24, 25]:

det I1
K= A4
det I (3.47)

Calculando o traco de A, a chamada Curvatura Média, H, é definida




59

por:

1
H = TrA (3.48)

Desse modo, substituindo os coeficientes a;;, a curvatura média fica:

H__1eG—2fF+gE
2  EG - F?

Sendo o par de autovalores distintos, a eles se associam um par de auto-

(3.49)

vetores perpendiculares que fornecem o que é chamado de direcoes principais do plano de
formas quadraticas. A curvatura em cada uma dessas diregoes é chamada de curvatura

principal, sendo dadas por k; e ko [25, 23].

3.4 As Equacoes Fundamentais da Superficie

3.4.1 As Equacoes de Gauss-Weingarten

O proximo passo ¢é verificar se existe relagao entre os coeficientes da
primeira e da segunda forma fundamental. Claramente, essas relagoes nao poderao ser
puramente algébricas, desde que, E, F' e G dependem somente de r, e 7,, a0 passo que
os coeficientes da segunda forma e, f e g dependem também dos vetores 7, 7., € 7,,"

A natureza dessas relacoes deverd ser diferencial. Dessa forma, o que
sera proposto, ¢ uma maneira de encontrar tais relagoes.

Dada uma superficie por r = r (u, v), representada pela Figura 3.10. Os
vetores 7, e r, sao tangentes as curvas na superficie e N é um vetor binormal aos vetores

tangentes e normal a superficie [22, 23, 25, 27].

Figura 3.10 — Representacao de uma superficie dada pelo vetor posi¢do r = r (u,v). Sao
mostrados os vetores tangente apontando nas dire¢es principais e o vetor normal perpendicular
a ambos. Imagem adaptada de [22]

Considerando esse triedro mével em um ponto, dado pelos vetores line-

armente independentes, pode-se escrever as relagoes:

hRelagoes algébricas podem existir em situacdes especiais [22].
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Tpp = 01Ty, + aory, + agN
Tw = Blr,u + /BZTZ/ + ﬁ3N
Tvy = NTy + Yo'y + ’}/3N (350)

O triedro movel depende dos parametros p e v, diferentemente do caso
de curvas em que dependiam apenas de um parametro. Deve-se determinar os coeficientes

a;, B; e (i=1,2,3). Para isso, vale observar a tabela de multiplicacao escalar.

Tw| Ty | N
r.|E|F |0
r, ' F|{G]|O
N|{O0|O0]|1
Tabela 3.1 — Tabela de multiplicagao escalar dos vetores r, e r, a superficie e o vetor normal,

N.

Utilizando-se da Tab.(3.1), multiplica-se as Eq. (3.50) de ambos os lados

por N. Dessa forma, considerando a relagao para r,,, tem-se:

<TM,U’N> = Qy <T/MN> + <TV>N>+O‘3<NaN>
de forma direta determina-se o coeficiente ag, dado por:

(T N) = 3

Com o mesmo procedimento para as outras duas equacoes os seguintes coeficientes sao
obtidos;

<T;U/7 N> = 63 <701/l/7 N> =73

Fazendo agora a identificacdo e = ag, f = f3, g = 73 e reescrevendo as Eq. (3.50),

escreve-se:

Tup = QT + ory, + eN (3.51)
Tw = ﬁlru + BQru + fN (352)
Ty =Ty + Yory + gN (3.53)

Os demais coeficientes podem ser determinados a partir do produto es-
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calar das Eqgs.(3.51), (3.52) e (3.53) por 7, e r,. Desse modo, considerando a primeira
das trés equagdes, ou seja, a Eq. (3.51), e tomando o produto escalar com 7, a expressao

reduz-se a:

<T.U4L7 T#> =0Qq <r/u Tu> + Qg <TV7 r,u> (354)

e de r,,, tomado produto escalar com r, obtém-se:

<7';ma TV> = Qg <7a,ua Tzz> + (6% <TV7 TV> (355)

Dessa modo, encontra-se o seguinte sistema de equagoes (escrevendo os produtos escalares

como coeficientes da forma I):

(Pups Ty = 1 B+ o F (3.56)

(Tups 7o) = q F 4+ aoG (3.57)

Para encontrar os coeficientes a; e as, basta encontrar a solugao desse

sistema. Da Eq. (3.57), escreve-se:

(ru/m ) — Gay

F

a1 =

assim, substituindo na relagao, Eq. (3.56):

) =G
E (<TW’TJ>7 042) + Fag = (ruu, my)

E(ryp, ) — EGag + F?09 = (P )

fornecendo o seguinte valor para as:

E (o) = F(ru, )

g = 70— 72 (3.58)
Com o mesmo procedimento, o é dado por:
G <TM#7 T#) - <Tuua 7“1,>
= 3.59
“ EG — 2 (3.59)
Multiplicando a relacao r,,, Eq. (3.53), por r, e r,, tem-se;
<Tl/l/> T,u> = 71E + V2F (360)

<7”w,,7”,,> = ’}/1F -+ ’YQG (361)
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Resolvendo o sistema Equagcoes (3.58), os dois tltimos coeficientes das Eqs. (3.53) pode

ser obtidos. Desse modo, encontra-se:

G <TVVa Tu) - F <711/1/7 TV)

o E <ruu7ru> - F <Tw/7 r,u,>
2 EG — F?

Como foi visto, os vetores do triedro dependem dos parametros p e v.

(3.63)

Dessa forma:

0
—E =2 (ru, )

E=(r,,r.,) — o

0 que permite escrever;

1
§Eu = (Ppps )
Pode-se escrever todos os produtos escalares em funcao dos coeficientes da primeira forma

fundamental. Desse modo, outros termos estao relacionados através das relagoes:

1 1
(Tups ) = §Eu Ty T) = §Ev

1 1
(ryp, 1) = §Gu (Top, ) = §Gl, (3.64)
1 1
(T ) = Fpu — §Ev (Towy ) = Fj — §Eu

Para se determinar os coeficientes (5 e [3, realiza-se o mesmo procedi-

mento anterior para a Equagao (3.52), resultando em;

(T Ti) = BiE+ BoF (3.65)
(ruwsm) = BiF + BG (3.66)

Novamente ao se resolver os sistema de equagoes anteriores encontra-se os parametros by;

G (T, ) = Ty 7o) F
EG — F?

P = (3.67)

e para o parametro [:

E(ru,m) = (rpwsru) F
EG — F?

By = (3.68)
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Os coeficientes aq, ao, B1, B2, 71 € Y2 estao agora determinados.
Considere ainda os vetores N, e N, em termos dos vetores r, e r,. E

possivel escrever outras duas relacoes de tal forma que:

Ny =piry + pary N, = qirp + @1y (3.69)

multiplicando as equacgoes anteriores por r, e 7, e utilizando a tabela de multiplicacao
escalar encontra-se os coeficientes p; e ¢;, em que ¢ assume os valores; ¢ = 1,2. As Eqgs.

(3.69) podem entao ser reescritas como:

_ JF—eG el — fE

N = y
Gt Ea 2"

(3.70)

gF -G~ fF—gE
T EG-F" T EG-F"
Substituindo as Eqs. (3.59), (3.58), (3.62), (3.63), (3.67) e (3.68) nas
Egs. (3.51), (3.52) e (3.53) e fazendo uso das Eqs. (3.64) obtém-se o seguinte conjunto

de equacoes:

N (3.71)

Ty = Fhr# + T3, +eN
Ty = Digry + Digry, + fN (3.72)
Ty = Dgory + Taory, + gN

N, = piry + pary

Ny = qry + gary

As Equagoes (3.73) sao conhecidas por equagoes de Gauss para a superficie [22, 23].
Os simbolos T'{;, T'};, etc, sao chamados de simbolos de Christoffel. En-

contrando as equacoes de Gauss verifica-se que explicitamente os seu valores sao:

GE,—2FF,+FE, _, GE,—FG,
2(EG — F?) 27 2(EG - F?)

1
Flli

°GF, - GG,—FG, _, 2EF,—FEE,—FE,
2(EG — F?) o 2(EG - F?)

1
F22_

EG,—-FE, _, EG,—2FF,+FG,
2(EG—F?) > 2(EG - F?)

2
F12_
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Compactamente se escreve F;k para (i, 7, k) assumindo os valores (1,2).

Desse modo pode se observar, que nos indices inferiores desse simbolo, ha simetria, isto é:

i _ i 1 _ 7l
=1 =2 T =T

2 _ 12
I-‘12_]'121

A simetria dos indices inferiores decorrem das propriedades das derivadas
parciais. As derivadas foram definidas como continuas, o que implica na propriedade de
comutacao e consequentemente, como os indices sao referentes as derivadas parciais a

troca no par nao afetard o resultado.

3.4.2 O Teorema de Gauss e as Equacoes de Codazzi

As equagoes de Gauss que definem as coordenadas (z,y, z) da superficie
em fungao dos parametros p e v sao um conjunto de equacoes diferenciais. Essas equacoes
nao sao independentes, mas certamente existem condicoes de compatibilidade as quais
satisfazem.

Essas condigoes podem ser expressas por:

(rup), = (T/W)H

(TW)” = ("),

Assim, a partir das condigoes acima, para uma superficie arbitraria pode-se escrever o par

de relagoes :

0 0

— (1! I'2r,+eN) = — (It I2r, + fN 3.73
au( nn +1m +e ) Gu( 127 T + f ) ( )
0 0
By (F%QU +Iyr, + fN) = @ (F%QTH + 3y, + QN) (3.74)

Derivando essas relagoes de ambos os lados e igualando os coeficientes de r,, 7, e N,

pode-se escrever os coeficientes como:
e Coeficiente de 7,:
0 gF — fG 0

— T}, + Tl + DT + e = =Ty + Dl + Tl
BN nt b+l 2t CraT m o 12 T lply + Tl + f

fF—eG
EG — F?
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e Coeficiente de r,:

0 fF —gE 0 elF'— fE
5F?1 + 3 +THTS, + “BG_F2 " %F%Q + Dl + T, + fm
e Coeficiente de N:
Oe of
fril—i_gril—i_a :er%z"‘fﬁz‘i‘@

Rearranjando essas treés relacoes, trés novas equagoes escalares podem ser

escritas. Assim:

0 0
—FK = 8—MF%2 - %F% + FbF%l - F%IF%Z + F%zré - F%1F§2 (3‘75)

em que foi obtida do coeficiente de r, e K é a curvatura Gaussiana. Para o coeficiente de

Ty
FK = ﬁrb - 311%1 + 1?21%2 - F%1F%2 (3‘76)
o v
e a ultima das tres,
de Of
R @ = eriQ +f (F% - F%l) - 91—‘%1 (3.77)

¢ obtida do coeficiente de V.
Essas trés equagoes escalares foram obtidas da Eq. (3.73). Para a Eq.
(3.74) pode-se realizar o mesmo procedimento e obter outras trés equagoes escalares.

Novamente escrevendo os coeficientes:

e Coeficiente de r,:

0 fF—gFE 0 fF—eG

@Fb + Fbriz + F%zr%z + fm = a_Mréz + Fézrh + ngrb + Qm
e Coeficiente de r,:

0 fF —gE 0 el — fE

%1—% + FbF%Q + F%QF%Q + fm = @F% + F;QF%I + 1—321—‘%2 + gm
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e Coeficiente de N:

of Jg
fﬂz“‘grfg‘*‘% :eF§2+fF§2+%
Desses coeficientes as trés novas equagoes Sao:
9 0 1 2 1 2 2 12 2 12
- FK = gru - %Fm + Dol — Tl + 105 — 1510, (3.78)
= 9 1l 1l 1l 2 1l
GK = Erlg - 8_,uF22 + 1ol = ooy + Dol — Topl'a (3.79)
af 0Jg
E elyy + f (T7, — T3,) — 9Ty (3.80)

Deve-se observar que as Eqgs. (3.75), (3.76), (3.78) e (3.79) contém os
coeficientes da segunda forma fundamental somente na combinacao eg— f?/EG — F?, que,
como ja definido é a curvatura gaussiana. Do lado direito dessas equagoes a dependéncia
é apenas em relacao aos termos da primeira forma fundamental e as derivadas destes
[22, 23, 25].

Expressoes que dependem apenas dos coeficientes da primeira forma fun-
damental sdo chamados de bending invariant, isto é, invariantes de “curvatura” (ou
de dobra) da superficie. Como foi visto, o lado esquerdo é a curvatura gaussiana, K,
multiplicada por um coeficiente da forma I. Portanto, a curvatura total (gaussiana) é um

invariante de curvatura.

As Eqs. (3.77) e (3.80),

Oe Of
o (9_u = er + f (F%2 - Fh) - 91?1
af  dg
o 5’_,u = €F52 + f (ﬁz - F§2) - QF%Q

sao chamadas de Fquacoes de Codazzi ou Mainard-Codazzi.

Quando a curvatura gaussiana é dita um invariante de “dobra”, isto sig-
nifica que por deformacoes da superficie, que nao envolvam estiramento, contracao ou
dilaceracao, mantem a curvatura total é inalterada.

Esse invariante deixa a distancia entre dois pontos, medidos ao longo de
uma curva sobre a superficie, inalterados, além de conservar o angulo entre dois vetores

tangentes aos pontos.
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Quando as linhas conservam suas posicoes, durante o entortar da super-
ficie, a medida das coordenadas e suas derivadas permanecem as mesmas, portanto a
funcao contendo F, GG, e F', e suas derivadas sao invariantes.

Propriedades da superficie expressas por esses invariantes sao chamadas

de intrinsecas, logo, a curvatura gaussiana ¢ um invariante intrinseco da superficie.

3.4.3 Curvatura Tangencial e Geodésicas

Continuando o estudo das propriedades intrinsecas da superficie, o pro-
ximo passo é encontrar a curvatura tangencial, que nao foi analisada anteriormente, e as
equagdes para a geodésica[23].

A curvatura tangencial K, é a projecao do vetor curvatura K sobre o
plano tangente em um ponto P sobre a superficie. Anteriormente k foi decomposto na

forma:

k =k + k,

A curvatura normal é na direcdo normal, N, da superficie. Para a cur-
vatura tangencial, define-se uma diregao u, tangente a superficie. Assim, vl v, no mesmo
sentido que v — u, r, — 7,. Dessa forma a componente tangencial pode ser escrita na

forma:

ky = kgou (3.81)

m/N) (3.82)

em que o vetor tangente satisfaz:

’ ’ ’ d,u ’ dv
V=Tup A+, HJ:E e V:E

A derivada em relagao ao comprimento de arco fica;

v = rw,ulz + QTMV,MIV/ +r v+ ruu// +r (3.83)

Assim, expandindo a Eq. (3.82):
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<UU/N) - [<Tu X ) 12 (20 X Ty 1 X ) PV
+ (T X Ty 421, X 1ry,) W+ (ry, X 1r,,) V3N

+ (7"“ % TV) ) N <,u//y/ . ]/”M,>

Escrevendo essa relacao em termos dos simbolos de Christoffel e usando

a Eq. (3.41), para o termo (1, x r,,) - N, tem-se:

(ru X rup) - (1 X 1)
EG — F?
(T 1) (- m0) = (- m0) - (T )

VEG — F?

escrevendo em funcgao dos coeficientes da primeira forma fundamental e usando os simbolos

(i, K]

(rp X 1pp) - N =

E[11,2] — F[11,1]
VEG — F?

ik escreve-se;

(rp X ) - N =

ou ainda em funcao dos simbolos I'

(4 X 1) - N = T, VEG = F?

Fazendo esse procedimento para todos os outros termos, a curvatura

tangencial é dada pela expressao:

kg = [Fixf” + (205, = Th) p*v' + (T3, —20},) pv? = Ty

o — u”y/] VEG — F? (3.84)

Observa-se que k, depende somente dos coeficientes E, G, F, e de suas
derivadas primeiras e de u', 1", v e V", ou seja, a curvatura tangencial é um invariante
da superficie. O termo v EG — F? é sempre positivo.

Dada a relagao para a curvatura tangencial (ou também chamada curva-

tura geodésica), pode-se encontrar as equagoes para as curvas geodésicas.

3.4.4 As Equacoes para as Geodésicas

A curva geodésica é definida (em diversas ocasides) como a distancia mais

curta entre dois pontos. Uma maneira mais conveniente para ¢ defini-la como as curvas
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que possuem curvatura tangencial nula! [23, 25].

Seguindo esse raciocinio, linhas retas sobre superficies sao geodésicas
desde que o vetor curvatura k desapareca. Para geodésicas curvas o vetor curvatura
devera coincidir com a curvatura normal. O interessante é que para k, = 0 os vetores
sobre a curva formarao um campo paralelo igual a uma reta no plano.

Fazendo k, = 0, a Eq. (3.84) é escrita como:

WV ' = T (20, - DL 4 (T~ 20k 0 £ T (385)

o acento {'} indica diferenciagdo em relacdo ao comprimento de arco, entretanto, essa
relacao continua valida para a diferenciacao em relacao a qualquer parametro.
/ / . .
Sabe-se que <v ,r#> =0e <v ,r,,> = 0. Desse modo, de maneira equiva-

lente a Eq. (3.83), escreve-se;

(ruury) ulQ + (2rury) ull// + (ryury) V24 EuN +F =0 (3.86)

(P ppry) ulQ + (2rwry) ,u/ul + (rpury) V2?4 Fu” +GY =0 (3.87)

Eliminando os x" e v, substituindo os produtos escalares por [ij, k] e

usando os simbolos de Christoffel a relacao obtida é:

d?u du 2 dp dv dv?

CrL i (SE) 4or rl —0 3.88

az "t “(dl) Ty g T (dl) (3.88)
(§]

Cv g (A g dudv oy (AT (3.89)

iz M\l Pdrdl o \dl ) '

Assim, essas sao as equacoes para as geodésicas de uma superficie. Curvas que satisfazem

essas equacgoes e sao candidatas a geodésicas devem satisfazer essas equagoes.

'A curvatura tangencial ser nula implica que a curva nao se dobra em nenhuma das dire¢bes da
superficie. Para as curvas que satisfazem essa condigao, tem-se a distancia mais curta entre dois pontos
de maneira andloga a uma reta no plano.
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Capitulo 4
Tensores

O objetivo desse quarto capitulo é apresentar rapidamente o conceito de
manifolds e definir tensores, além de apresentar algumas técnicas do cédlculo tensorial, de
maneira a se formalizar o tensor curvatura de Riemann e posteriormente se comparar com

os conceitos previamente discutidos.

4.1 Manifolds

Nao serd feita uma definigdo formal de manifolds (variedade topolégica
diferencidveis), entretanto, para se contextualizar o assunto seguinte, isto é, as quantidades
denominadas tensores, deve-se discutir, mesmo que de maneira informal, o que vem a ser
um manifold.

O espaco Euclidiano N-dimensional,R", é familiar, sendo caracterizado
pelo conjunto de n — tuple (z*, 2%, ..., 2"). Entretanto, quando o interesse estd em espacos
com curvatura intrinseca, é necessario algo que capture a informacao sobre curvatura,
além da topologia® complicada desse objeto, mas que localmente venha a se parecer com
o espaco R"™. Pode ser definido entao, nao formalmente, um manifold como “algo” que
localmente assemelha-se ao espago euclidiano N-dimensional [26, 27].

Considere entao um manifold, M, N-dimensional, como um conjunto de

pontos que possuem n-coordenadas, dadas por:

(xl,x2,:z;3, e ,x")

Essas coordenadas podem ser imaginadas como distancias ou angulos.
Dado um manifold, representado pelas coordenadas acima, o interesse

agora ¢é definir curvas e superficies parametricamente. Assim, uma curva é definida como:

ran

em que deve-se lembrar; uma curva possui um grau de liberdade, assim, sendo p o para-
metro, pode-se denotar uma curva em um Manifold N-dimensional, por N-fun¢oes depen-

dentes desse parametro: (z' (u),2? (1), ..., 2" (1)).

aTopologia em matematica é o estudo da espagos topoldgicos, no qual permite o estudo da finitude e
limitacao, além de estudar as propriedades que sao conservadas por deformagoes.
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Para uma superficie bidimensional, por exemplo, serao necesséarios dois
parametros. De maneira geral, define-se um sub-espago como m-dimensional (m < n),
com m graus de liberdade pela equaciao paramétrica z% = z® (u*, %, ..., u™).

Um caso particular de subespaco sao as hiper-superficies, definidas para

m = n — 1, dada pela equagao paramétrica:

vt =at (pt )

A partir dessa definicao, a superficie bidimensional a ser citada abaixo, é um subespaco
de R?, com dimensdao m =n — 1 =3 — 1 = 2, representada por S%.

Deve-se fazer uma outra observagao em relagao a manifolds: Sera possi-
vel, ter um unico sistema de coordenadas para cada ponto do manifold? Se for possivel
o sistema de coordenadas é chamado de nao degenerado, caso exista uma indeterminacao
denomina-se sistema de coordenadas degenerado. Quando esses sistemas sao citados, na

realidade, o que se esta pensando é em “cobrir” o manifold, ou fazer um mapeamento

26, 27].

Exemplo 4.1 Para mapear uma esfera em um plano, sao necessarios no minimo dois
sistemas, pois um dos sistemas ndao cobre um dos polos (pélo norte, por exemplo) enquanto

que o outro nao cobre o pdlo oposto.

Desse exemplo vé-se que sao necessarios dois sistemas nao degenerados
para mapear a esfera. Para os fins desse texto, se trabalhard com um pedaco do manifold,
ou seja, com um sistema de coordenadas que cobre apenas uma parte de M, o qual
denomina-se patches de coordenadas.

A teoria de manifold fala sobre como ir de um sistema para outro, em
uma regiao que esses patches se sobrepoem. Ir de um sistema de coordenadas para outro
é o mesmo que dizer transformacoes de coordenadas e, para isso, foi visto anteriormente®
que, considerando a transformacdo: ¢ para 2°, o Jacobiano [28, 29] deve ser diferente de

zero, isto é:
ra
ox
J=|25] 0
Oxb
Dessa forma podemos definir uma transformagcao inversa dada por:

J=—
J/

Com os conceitos prévios sobre manifolds, pode-se agora introduzir as

quantidades denominadas tensores.

b Anteriormente definimos uma matriz de transformacao entre as coordenadas velhas para as novas,
M, Eq.(3.3.1), no qual refere-se diretamente ao Jacobiano e suas propriedades.
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4.2 Tensores Contravariante e Covariante

As quantidades denominadas tensores, serdao definidas a partir de trans-
formacoes de coordenadas de uma quantidade, que pode ser um vetor, ligando dois pontos
em uma vinhanca em um Manifold. Assim, a definicao sera simplesmente matematica, e

nao se recorrera a interpretagoes fisicas.

4.2.1 Tensor Contravariante

Considere dois pontos, P e (), em uma vizinhanca em um manifold, M,

como mostra a Figura (4.1) abaixo:

Figura 4.1 — Dois pontos em uma vinhanga no Manifold arbitrario, observando que apesar de
sua representacao plana, nao ha interesse em calculo vetorial no plano, pois nao trara informagoes
adicionais.

As coordenadas em P sao 7' e em Q 2° + da'. Portando, vé-se que o vetor ligado a P
define um deslocamento ou vetor infinitesimal de P a Q.
Verificando como ficam as componentes das coordenadas em outro sis-

tema, isto é, realizando uma transformagao de coordenadas, escreve-se:

O 43 (4.1)

da" =
v oxd

em que a matriz de transformacao é:

[Zf:;] P

Pode-se entao definir um vetor contravariante como uma quantidade que

avaliada no ponto P.

sofre transformagao de coordenadas segundo a Eq.(4.1).
Além da forma como essas quantidades se comportam por uma trans-
formacao de coordenadas, pode-se ainda definir a ordem de um tensor[29, 30]. Assim,

defini-se:

Defini¢ao 4.1 Um tensor de ordem 1 (ou vetor) sao as quantidades que sofrem trans-

formacao de coordenadas de acordo com:
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’; 81’%
Al = .
oxJ

Definicao 4.2 Tensores de ordem 2 se transformam de acordo com:

A (4.2)

1 2
'ij _ 0m ax kl
ozk Ox!

Os tensores contravariantes de ordem maiores podem ser definidos de

(4.3)

forma andloga. Além disso, deve-se observar que as quantidades =%, 7, etc, sdo campos
vetoriais (para ordem 1) ou campos tensoriais, representados por X i X' ete; para ordens
maiores. Assim, os campos tensoriais em alguma regiao do manifold possuem a mesma
ordem para cada ponto da regiao.

Temos também tensores de ordem menor, os chamados de ordem zero:

Definicao 4.3 Um tensor de ordem zero é chamado escalar e transforma-se de acordo

com:
O =0
assim, € também chamado de ou invariante escalar.

Foram definidos tensores contravariantes e o invariante escalar. Na pro-

xima sec¢ao sera definido os tensores covariantes.

4.2.2 Tensor Covariante

Considerando uma funcao em que todo ponto no manifold produz um
nimero real, ® = ® (z%), e assumindo que a fungao seja continua e diferenciavel, quando
se faz uma mudanca de um sistema de coordenadas para outro, a funcao transforma-se
de acordo com[30, 32

0P 0d Ox'
0x'7  Ox' Ox'I (44)
permutando os indices livre e mudos, pode-se escrever:
0P oz’ 0P
- = - 4.5
ox't 02" Qxd (45)

Dessa transformacao defini-se:

Defini¢ao 4.4 Um tensor covariante de rank (ordem) 1, € uma quantidade que se trans-

forma por mudanca de coordenadas de acordo com:

z:@ J

(4.6)
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enquanto que um tensor de rank 2, transforma-se;

= —F =4kl
Y 0x" 0l

De maneira andloga define-se tensores para ordens maiores.

(4.7)

Existe ainda os chamados tensores mistos. Considerando um tensor de

ordem trés misto, este transforma-se de acordo com:

.
Oz ' dz™ Ox™
ozl 0x'7 o'k~ ™"

Como se vé, pela definicao, o nome tensor misto deve-se ao fato de as componentes se

T

i
7k

(4.8)

transformarem de forma contravariante e covariante.
Um tensor misto que possui rank p contravariante e ¢ covariante, é dito

tendo valéncia (p, q).

4.2.3 Simetria e Anti-Simetria

Um tensor é dito simétrico se:

Aii — gii

enquanto que, se ao se permutar os indices o resultado for:

Aij — _Aji

¢ dito anti-simétrico.
Todo tensor pode ser decomposto em partes simétricas e anti-simétricas.

Dessa forma, um tensor de ordem 2 pode ser decomposto como:

AV = (A 4 A (AT AT) (4.9)
em que o termo 3 (AY + A7) ¢ a parte simétrica e a parte anti-simétrica ¢ dada por
L(AT — A5),

4.3 Derivada de Tensores

O objetivo dessa secao é encontrar operagoes diferenciais que sejam ten-
soriais, ou seja, como devem ser as derivadas dessas quantidades denominadas tensores e
como calculé-las. Serd visto que; com uma superficie com curvatura intrinseca, as deriva-
das de tensores nao respondem as defini¢oes usuais.

Para isso, considera-se inicialmente a quantidade:



75

’; 81’%
Al = .
oxJ

. . ~ . ~ . !/
diferenciando a equacao anterior em relacdo a quantidade =¥, tem-se:

oy (‘%%Aj)

A (4.10)

o0x'k \ OzI

como;
/ oxt 0
kT 0x'k 9!

o resultado dessa operacao sera:

ozt 0 02" .
or v A
oz'k Ozt <8x3 )

oz’ O - o2zt
- O g T g
o’ Ox'k 04" + 07 0

AT =

Analisando essa tltima relacao, percebe-se que nao se encontra uma rela-
cao diferencial tensorial, apds se realizar a derivada um tensor de maneira ordindria [29].
O primeiro termo do lado direito estando sozinho seria a derivada de uma quantidade
tensorial, entretanto, esse vem acompanhado de um termo adicional (segundo termo do
lado direito), o qual impede o carater tensorial.

A derivada parcial de uma quantidade tensorial entao nao é considerada
tensorial. Uma razao para isso ocorrer véem do fato que; ao se diferenciar, por exemplo,
uma quantidade vetorial, esse processo envolve a comparagao de quantidades avaliadas
em um mesmo ponto, entretanto, ao se calcular a derivada parcial de um tensor, como foi
feito, as quantidades envolvidas nao foram avaliadas em um mesmo ponto.

Para diferenciar um tensor serd necessario entao encontrar uma forma
que leve em consideracao as matrizes de transformacao avaliadas em um mesmo ponto
(26, 32].

4.3.1 A Derivada de Lie

A idéia principal para se derivar um tensor sera considerar um transporte
da quantidade avaliada de um ponto P, por exemplo, até um ponto (), no qual existe um
outro tensor avaliado, e desse modo definir a diferenciacao em relagao a diferenca entre
os tensores em @ [26, 28].

Sem perder a generalidade, considerando um tensor de rank 1, A%, pode-

se escrever a transformagao:
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2 =1+ oA (x) (4.11)

em que 04 € pequeno. Essa é a transformacao da quantidade no ponto P com coordenadas

2! para um ponto vizinho Q.

Arrasto do tensor de P a Q
‘ Tensor avaliado em Q
Tensor avaliado em P

a a
X > X@

p

Figura 4.2 — Tensores avaliados em pontos distintos em uma vizinhanca da variedade topolé-
gica diferencidvel, em que se representa o “arrasto” do tensor de um ponto ) a p, no qual as
quantidades z% (p) e % (@), é uma curva sobre a variedade, no qual estdo os pontos. A partir
dessa curva pode-se construir vetores tangentes, ‘fii:, permitindo, ao se avaliar todas as curvas
congruentes, a determinacao de um campo tensorial, X* (u). Figura adaptada de [26]

Diferenciando a transformacao, Eq. (4.11), em relacio a 27, pode-se

escrever a relagao:

% = 0} + pd; A’ (4.12)

Foi considerado apenas a transformacao das coordenadas com um incre-

mento 6u em A’. Deve-se considerar agora o campo tensorial 7% em P transportado para

@ de tal forma que essas quantidades em funcao das coordenadas serao em P dadas por;
T' (z) e no ponto Q por T% (z).

Da lei de transformacao tensorial obtém-se:

e Oz’ 0z
() = G
= (6F + 06p0L A" (2)) (6] + opoy A7 (z)) T ()

— T (z) + <6lAjT“ () + O ATY () )w +0 (612 (4.13)

Pelo teorema de Taylor tem-se:

T (ml> =T (2% 4 opA” (z))

que em primeira ordem fornece:
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T (x) = T (3) + 6p AR, T () (4.14)

Assim, defini-se a derivada de Lie de uma quantidade tensorial 7% em

relacao a A’ como:

ij i ()
LT = ti D =TV ()

4.1
Sp—0 o (4.15)

A expressao acima, ao contrario da diferenciacao feita na segao anterior,
envolve a comparacao das quantidades em um mesmo ponto. Desse modo, substituindo
as Eqs. (4.13) e (4.14) na defini¢do, Eq. (4.15) encontra-se:

LTV = A*Q, T — T* 9, AT — T 9, A (4.16)

Dentre as propriedades da derivada de Lie, destaca-se a que diz respeito
a preservacao da valéncia de um tensor. Por exemplo, considerando um tensor de ordem

n, a sua diferenciacao pela relacao anterior resultard em um tensor de mesma ordem.
Propriedade 4.1 Preservando a Valéncia:
L, TP = AP1 (4.17)
A derivada de um tensor do tipo (p,q) resulta em um tensor com mesma valéncia (p,q).
Além da propriedade citada, destaca-se uma segunda:

Propriedade 4.2 Deriwada de um Campo Escalar:
Lyp=Xo=X"0u0

4.3.2 A Derivada Covariante

A derivada de Lie foi definida considerando-se um pequeno incremento
no campo tensorial quando fazia-se uma mudanca, nas coordenadas, indo de um ponto a
outro em uma vizinhanca da variedade topolégica diferenciavel. Uma outra maneira de
diferenciar tensores, a qual é conhecida por derivada covariante, no qual é considerado
o transporte do proprio campo tensorial do ponto P até (). Considerando um campo
contravariante avaliado em P com coordenadas #* na vizinhanca de Q dado por &' + 6z,

entao pelo teorema de Taylor [26, 29, 30]:

A (x + 0z) = A" (z) + 627 9; A’
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no qual considera-se apenas os termos em primeira ordem. O segundo termo pode ser

escrito na forma:

SA" (z) = 0270;A" = A" (x + dz) — A' ()

O resultado acima nao é tensorial pelo mesmo motivo que foi discutido
ao se definir a derivada de Lie, isto é, a diferenca dada pela equacao anterior é avaliada
em pontos distintos, o que torna necessario novamente uma modelagem adequada de
tal maneira que as matrizes de transformacao sejam avaliadas em um mesmo ponto,

permitindo construir uma definicao de derivada.

Xa+ Sxa A

X+0X

Q
P

Figura 4.3 — Representacdo para o transporte paralelo do tensor do ponto P ao ponto Q,
observando que essa representagao nao estd em escala. Figura adaptada de [26].

Considerando um campo tensorial (ou vetorial) avaliado em ) que de
alguma maneira é paralelo ao vetor A* em P. Desse modo, assumindo que o vetor paralelo
difere apenas por uma quantidade pequena § A’ (), os vetores no ponto @ sao dados por:
Al (x) + 0 A (), paralelo ao vetor em P e, A’ (z) + §A’ () que difere na orientacao por
uma quantidade pequena.

A diferenca entre esses campos, de forma tensorial, é dada entao por:

Al (2) + 6 AT (z) — | AT () + 6 A7 (x)] = §AI (z) — §A ()

Observa-se que a quantidade § A* (x) desaparece quando A’ e A" (z) desaparecem. Assim,

a quantidade 0 A’ (z) pode ser escrita como;

SA" (x) = —T Alda”

em que o fator F;'-kAj é devido a linearidade [32]. Essa relacao diz respeito ao transporte
paralelo do campo tensorial sobre a variedade diferencidvel.

A derivada covariante é entao definida pelo processo limite dado por:

VA = lim ﬁ (A (2 + 62) — [A (2) + 541 (2)]} (4.18)
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Resolvendo o limite encontra-se:

ViAh = 9 AL+ T A 4.19
Ik

A exigeéncia para que a relagao seja um tensor implica que a quantidade
Fék deve-se transformar de acordo com:
i 0 " 0x™ Ox" oz Ox™ 9%z’
I 9al 92’7 Ok 0x'1 9z'* dxtda™

Observando essa ultima relagao vé-se que a quantidade Fék nao € um

tensor, pois o segundo termo do lado direito retira o carater tensorial dessa relagao. Esse
termo, entretanto, revela que essa transformacao é linear mas nao homogénea.

Um ponto importante é que qualquer quantidade que se transforma de
acordo com essa ultima relagao é conhecida como conexao afim, conexao, ou simplesmente
afinidade. Como a derivada covariante foi definida por transformagoes de ponto, ou seja, a
mudanca de P a () é feita ponto a ponto, quando se fala em conexao afim, implicitamente
refere-se a transformagoes ponto a ponto [26, 28, 32].

Um outro ponto é que as conexdes podem ser escritas em funcao da
métrica, como sera visto na se¢oes seguintes e vale observar que os simbolo de Christoffel,
apresentado no Capitulo 3, possui as propriedades de transformacao discutidas acima.
Um outro ponto que deve ser evidenciado diz respeito a possibilidade de ¢, j, k poderem
assumir valores (1,2, 3) ou niimeros maiores. A escolha das possibilidades que os indices

podem assumir dependerao do nimero de dimensoes da superficie.

4.3.3 Derivada Absoluta

Considerando um tensor misto T;, pode-se considerar a derivada cova-

riante e se introduzir a notagao [26]:

VAT = AN (421)

em que V4 é a contragao da derivada covariante com a quantidade tensorial A. No inicio
desse capitulo, foi visto que um campo contravariante determinava um local de curvas

dado por: z' = z' (i), de tal forma que o campo tangente é:
da?
dp

Defini-se a derivada absoluta de um tensor ao longo de uma curva C por:

= A (4.22)

D )
T = VT
Dp i = Valil



80

Considerando um campo vetorial tangente a curva C' dado por i—i =V
e um campo A’ (), de tal forma que o vetor V? possa ser transportado paralelamente
até A’ entao, fazendo uso da Eq.(4.21), a derivada absoluta é:[26, 28]

D . ) )
A = AWV AJ
Dy (1) VA ()
dzt ) )
= W (8;A7 + T4, A)
ou:
D . i j J 1k
D_MAJ (1) = V' (8;A7 + Iy, A%) (4.23)

O transporte serd paralelo se:

Vi (0,A7 +T9,4F) =0 (4.24)

isto é, se a derivada absoluta for nula.

4.4 Tensor Métrico

Considerando a transformacao de um conjunto de coordenadas x* para
as novas = ' [30]. As diferenciais obedecem a lei de transformacio dada pela Eq.(4.1), a

qual pode ser escrita como:

. .
do* = F;da’
Chamando os dz* de dr pode-se reescrever a relagao anterior de forma a se obter os Ej;.
Assim:
dr
T dad
~ . ~ o s . . o dT s
Esses nao necessariamente sao unitdrios, assim sabendo que e; = h; 35 (sem somatério),

pode-se escrever a relacao anterior como:

Ei = hz €;

Para vetores contravariantes, a lei de transformagao Eq.(4.2), pode ser

escrita como:
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Para as quantidades covariantes, lembrando que a matriz de transforma-
¢ao é a inversa das transformacoes contravariantes, pode-se escrever:
. .
A'=A;F

O comprimento de arco é dado por di? = dr . dr, logo:

d? = (E'da)?
= (E'- E’)da'ds’ (4.25)

Com esse resultado definimos uma métrica por;

g = (E'.E) (4.26)

O comprimento de arco entao é escrito de uma forma ja utilizada no texto:

di? = gijda:idxj

e com o mesmo procedimento para a transformacao inversa se obtém ¢, o que implica
como visto no Capitulo 3 em uma delta de Kronecker. Escrevendo a expressao anterior
explicitamente e lembrando que o comprimento de arco, di?, é um invariante escalar (o

elemento de arco tomado o produto interno com ele mesmo gera um escalar), entao:

D o
g9;;dx'dz’ = g;datda’
considerando as transformagoes de coordenadas, encontra-se:

4 oxk Ol

igualando os termos do lado direito dessa ultima equacao com os da Eq.(4.27) obtém-se:

g,;da'de’ = g

ozt 0z,
95 = 3% a9 (4.27)
oxk Ox
esse resultado mostra que a métrica é um tensor de ordem 2 e como foi visto possui um
caracter especial de “abaixar” ou “levantar” indices.
Considerando o tensor métrico, o simbolo de Christoffel pode ser escrito

em fungao das derivadas de g”/. Desse modo, diferenciando a Eq. (4.26) pode-se escrever:

_ 1 agim agmk agkz
Li = 2 < ok oxt 8xm>

o resultado anterior pode agora ser reescrito como:



82

1 D¢ O9mk  OGri
Fl — lm( m m . z)
k9 Oxk + oz’ ox™

A partir da relagao anterior, (Eq.4.28), pode-se encontrar os valores do

(4.28)

simbolo T, calculando os coeficientes da métrica e consequentemente, para um espago

métrico, a derivada covariante que dependente conexao afim pode ser determinada.

4.5 Geodésicas

Considerando o elemento de arco dado pela Eq.(4.27) de uma curva C,

em funcao de um parametro p. Pode-se escrever [26]:

i\ ? dz’ dz?
) = (.29
du dp dp
O comprimento de arco entre dois pontos serda dado por:
Q Q dxt dad
| = / dl = / i " du (4.30)
P P dp dp

A geodésica, como ja definida, é o menor caminho entre dois pontos.
Desse modo, pelo principio de variagao pode-se obter a curva de menor comprimento

entre dois pontos. Assim:

Q 1 (9 d2 da? dz*
s di== | S i Y sar =0 4.31

para que essa relacao seja nula, o integrando deve se anular, pois o elemento de arco é
considerado como nao nulo. Desse modo:
2,.j J Aok
o'+ 0. S S =0 (1.32)
¢ a equacao para a geodésica. Um ponto interessante diz respeito foto dessa curva estar
parametrizada em funcao do parametro natural.
A Eq.(4.32) pode ser escrita ainda em fung¢ao dos simbolos de Christoffel

de segundo tipo. Para isso, fazer uma multiplicacao por ¢%. Desse modo, pode-se escrever:

d?z7 o dad dxF
- [ 4.33
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4.6 Comutatividade Da Derivada Covariante

E O Tensor De Riemann

O objetivo dessa secao é investigar a propriedade de comutacao da deri-
vada covariante e a partir das relagoes obtidas definir o tensor curvatura.
Uma condicao suficiente para que as derivadas segundas parciais comu-

tem, pode ser expressa por [26]:

*f  0f
oxdy  Oydx

é que a funcao f (z,y) seja da classe C?, isto é, que pelo menos as derivadas de segunda

ordem sejam continuas. Entretanto, essa condi¢ao nao ¢ suficiente para garantir que um
diferenciacao covariante de segunda ordem comute. Desse modo, se a derivada covariante
pode nao comutar, é necessario deduzir as condi¢oes para que isso ocorra.

Considerando um vetor arbitrario A;, e utilizando a notagao para simpli-

ficar:

Vin = Ai;j e Vk (VJA@) = Ai;jk

Calculando a derivada covariante de ambos os lados, condi¢ao necessaria para que as
derivadas comutem é A; ;i = Ajx;.

Considerando a derivada de A; em relacao a 2/,

04;
A= 90 + I A, (4.34)
e a derivada em relacdo a z*:
aAl j r r
Ai;jk = 8m’;] + szATvJ - jkAi;'r (435)

Permutando os indices, da relagao anterior, tem-se:
0A;
T oad

Utilizando a condicao para a comutatividade da derivada covariante:

+ ngAr;k - FZ;]'Ai;r (436)

Aige = Aikg
Aijr — Aii; = 0
aAi;j r r 8Az,k r r
Ok + Ui Arg — T Aiy — D + A — T A, = 0

o que leva a:
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0 aAz s 9 aAl s T aAT s
R R e e A Y
r aAT‘ s
r, (GoF ~ T ) =0

Simplificando a relagao anterior, encontra-se:

g rk

[ _ 2y
oxd  OxF

Reescrevendo o termo entre parenteses da equagao acima;

+ 7,08, — 7 T }AS —0 (4.37)

S arfk 8Ff] r TS r TS
ik = P —w‘FFika‘— it Tk (4.38)

O resultado obtido é um tensor de ordem 4, com 256 componentes, co-
nhecido como tensor de Riemann ou tensor curvatura.

Pode-se observar que a Eq. (4.37) serd nula somente se o tensor curvatura
for identicamente nulo, pois o vetor A, é arbitrario. Esse resultado é interessante, pois,
quando o tensor de Riemann nao é identicamente nulo, as derivadas nao irao comutar e
existird uma curvatura associada ao espaco, o qual pertence Aj,.

O tensor de Riemann totalmente covariante pode ser obtido a partir da

contragao com o tensor métrico,
Riji = glstjk (4.39)
o qual possui as seguintes propriedades algébricas [26, 28, 32];
Propriedade 4.3 Antissimetria: R;ju = —Rji = —Rijik-
Propriedade 4.4 Simetria pela troca do par de indices: Rijii = Ryj-

Propriedade 4.5 Periodicidade: R;ji + Rijr + Rig; = 0.

4.7 O tensor de Ricci e o Escalar de Curvatura

O tensor de Ricci [31, 28] é definido pela contracao do tensor de Riemman

totalmente covariante com o tensor métrico;

Rij = gklRikﬂ (440)

e a partir da propriedade 4.3, apresentada na segao (4.6), tem-se que o tensor de Ricci é

simétrico:
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Ry = Ry, (4.41)

A partir da Eq. (4.40), pode-se construir um escalar a partir da contra-

Gao:

R = g"Ri; = g" ¢" Rijy (4.42)

O escalar encontrado é conhecido como escalar de Ricci ou de curvatura.

A quantidade escalar obtida a partir dessa contracao fornece o valor da
curvatura intrinseca de uma determinada superficie, assim como a curvatura de Gauss.
Dessa forma, para encontrar a curvatura de uma esfera bidimensional imersa em um
espaco euclidiano, deve-se determinar o escalar de Ricci. Para esse exemplo em particular,

o escalar ird fornecer o resultado:

2

em que r é o raio da esfera de superficie bidimensional.

4.8 As Equacoes da Superficie Revisitadas

Nessa secao, apenas se reescreve as equagoes diferenciais obtidas para
uma superficie em uma notacao tensorial®, facilitando assim a compreensao dos conceitos
apresentados até o presente capitulo.

Reescrevendo as Egs.(3.50) como:

rii = Dhry 4 birs (4.44)

em que r3 é o vetor normal a superficie, N (definido na Seccao 3.3.4), by, sdo os coeficientes
da segunda forma fundamental e r; assume os valores das derivadas em relacao a u e v.
Novamente, utilizando o mesmo procedimento da sec¢ao (3.4.1) para de-

terminar os coeficientes T, | calcula-se o produto interno com r,,, de maneira a encontrar:

TieTm = Lh (r0.7m) + big (73.70) (4.45)

em que a notagdo para o produto interno, agora serd apenas {.}. Como rzlr, —
r3.rm = 0. O produto interno entre r;.1,,, como visto anteriormente, sao os coeficientes

da primeira forma fundamental.

€A notacdo tensorial poderia ter sido utilizada sem fazer referéncia a distingdo entre covariante e
contravariante. Assim, esse tépico poderia ter sido apresentado antes mesmo de se definir o Tensor e o
Escalar de curvatura. Entretanto, primeiramente encontrou-se as equacoes de forma explicita, facilitando

a compreensao geométrica e agora reescreve-se as equagoes do Capitulo 3 conciliando-as com o Capitulo
4[23].
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Sendo a matriz da forma I dada por G, os coeficientes da métrica serao

gi;. Portanto, a equacao (4.45) fica:

Tik-Tm = Pék;glm (446)
Como G ¢é dada por:
G — g1 912
921 G922
e sua inversa por:
1 1 g1 —912

 detG —021 G292

Observa-se que o determinante de G é positivo e como nesse caso a matriz da primeira
forma é simétrica, logo, a inversa também é simétrica, e:

GG '=1
em que 1 é a matriz identidade. Desse modo:

1, i=k

2
afzzgijgjk=5f: ,
j=1 O, (4 7é k

Multiplicando pela direita e pela esquerda a equacao (4.46) por g™, que

¢ a inversa de ¢, tem-se a relacao:

T = 9" Tk Tm (4.47)

Falta agora avaliar os simbolos de Christoffeld. Partindo da relacao que
relaciona os coeficientes da métrica com os vetores tangentes a superficie, g, = 5.7, €

diferenciando em relagao a um parametro u:

ok Tik-Tm + Ti.Tmk
8gmk o
u Tmi-Tk + Tm Thi
Ogri
Jum Thm-Ti + Tk-Tim

(4.48)

Somando as duas primeiras relagoes e subtraindo a terceira, encontra-se:

d0s sfmbolos de Christoffel nessa representacéo é conhecido como notacao de Cartan
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g Tk 2\ Ju* * Jut  Ou™ (4.49)
Ainda, da equagao (4.47), pode-se escrever®:
L = 6" Tigom (4.50)

4.8.1 Equacoes de Weingarten

Multiplicando as equacoes da superficie, Egs. (3.50), por r; e decom-

pondo o vetor normal nas duas dire¢oes da superficie, pode-se escrever;

Tr3;.Tj = —bfgkj (4-51)

em que 73; = —bFr,. Como r3.7; = 0, diferenciando em relacio a i, tém-se:
3 7 3 ] 9 I

T3:.17; + r3.755 = 0 — T3:.17; + bij =0

em que r3.1;; = b;; sao os coeficientes da forma I/. Logo:

7’3i.7’j = _bij (452)
Observando a relagao (4.51), entao:

bij = b?gkj (4.53)

Assim, tem-se os coeficientes determinados para as equacgoes de Weingarten.

4.8.2 Equacoes de Codazzi e o Teorema de Egregium

Das equacoes de Gauss pode-se determinar as equagoes de Codazzi. Con-

siderando a Eq. (4.44) e diferenciando em relagdo a u’. Assim:

ort, z
Tikj = Oul rj+ Fikrlj + bz’kjr3 + biij
ot )
= 0 T Tiliirn + Digbyyrs + bigjrs — bixbirn
ary,
= | 5+ T — bisbi | + s [Thibys + biss | (4.54)

°Percebe-se que os coeficientes ¢! levantam indices. Como apresentado no Capitulo 4, percebe-se
que existem componentes contravariantes e covariantes. Observando a construcao explicita no Capitulo
3, sera possivel perceber essa propriedade.
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Trocando os indices j por k, realizando a subtragao rj; — 75 = 0 e lembrando da

independencia linear dos vetores r; e r3, escreve-se:

e;
ob; ob; ;
31; — 5t + Dlebyy = Ty = 0 (4.56)

Essa ultima equagao ¢ a ja conhecida equacao de Codazzi.

4.8.3 Tensor de Riemann e a Curvatura de Gauss
Introduzindo a quantidade:

ijk — Ou - ok +Fikzrlj _Fij Ik

isto é, o conhecido simbolo ou tensor de Riemann. Com essa relagao é possivel reescrever

a equagao (4.55) de forma a se obter a relagao;
Multiplicando essa ultima relagao por g,.,, encontra-se:

Rijrgrm = bikgnmbj — bijg,.,,, Ok - (4.58)

Dessa forma, sendo TiikGnm = Tmijk, & €quagao anterior fica:

Dessa 1ltima relacao observa-se que Roja1 = biibas — biabor = eg — f2. As quantidades
o~ ) .
Rpiji e Rijk sao componentes do tensor curvatura de espacos riemannianos.

A curvatura gaussiana entao pode ser escrita como:

n n2 n
Ro1o1 = 1{91Gn2  — Roi1219™ =115

Logo:

(69 - f2) g = RYy —> (69 - f2) 9" = Ra1219™

Assim:
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1 ( 1
EG — F? EG — F?

Desse modo a curvatura de Gauss em funcao do simbolo de Riemann

€eg — f2) = Roin

pode ser escrita como:

_ Ro191
EG — F?

O resultado é interessante. A curvatura de Gauss é proporcional ao

K

conhecido tensor de Riemann, para o caso totalmente covariante.

O escalar de Ricci em duas dimensoes pode ser escrito:

(EG — F?) R = 2Ry15

Comparando a curvatura gaussiana, K, e o escalar de Ricci, R, encontra-se:

K==
2

Esse resultado pode ser comparado com os exemplos ja apresentados.
Para uma esfera em duas dimensoes, a curvatura gaussiana K = 1/a* e dessa forma o
resultado para o escalar de curvatura serd R = 2/a®. Isso realmente era o esperado, visto

que esse valor foi obtido na Eq. (4.43).
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Capitulo 5

O Escalar de Curvatura e a Energia
Livre de Frank

Em meados da década de 1980, S. Hess e colaboradores apresentaram um
trabalho mostrando que propriedades como a elasticidade e a viscosidade, poderiam ser
obtidas a partir de uma transformagao afim (ponto a ponto) de um potencial esférico, de
um liquido isotrépico, para um potencial de interagao elipsoidal de um cristal liquido [7].
Anos mais tarde, em meados de 2007, M. Simoes e colaboradores, propuseram um método
que considera tal deformacao do potencial como dependente localmente da posicao [8].

Considerando um liquido isotrépico, as interacoes desse potencial esférico
podem ser deformadas de tal forma a se transformar em um potencial elipsoidal.

Assumindo que o potencial elipsoidal, @, pode ser transformado em um
potencial de interacao esférico, ®g,[7] a partir de uma transformagao afim apropriada,

tém-se:

Pp (rs) = s (rp) (5.1)

em que r é um vetor conectando duas particulas submetidas a transformacao e os indices
S e F rotulam as simetrias esféricas e elipsoidais, respectivamente.

A substituicao do potencial esférico para o elipsoidal pode ocorrer se a
distancia entre dois pontos fornecidos pelo comprimento de arco, e consequentemente pela
métrica, forem equidistantes na superficie equipotencial.

A transformacao sugerida acima é independente da posicao, entretanto,
se for considerado que a amostra nematica nao estd homogeneamente alinhada, a transfor-
macao afim serd funcao da posicao e, consequentemente, as defini¢oes de derivadas devem
ser substituidas. Desse modo, considerando que,
i:&"idw . 0 :87“ 0

ord ort  Ori O

mostrou-se que a partir da aproximacao de transformacao afim dependente da posicao,

dr

a amostra nematica possui uma descricao matematica, via geometria diferencial, na qual
existe uma curvatura intrinseca na superficie da amostra nematica.
A partir dessa hip6tese, M. Simées e M. Pazetti [9] mostraram que o

tensor de deformagao de uma amostra nematica esta relacionado a curvatura da amostra
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segundo:

1
Rij — §R9U = GO’U (52)
a qual é similar a equagao de Einstein. A diferenca entre a Eq.(5.2) e a equagao de
Einstein estd na auséncia da parte temporal e na assinatura da parte espacial que é
positiva definida, {+, +, +}.
A minimizagao simultanea dos termos da equagao que levam a Eq. (5.2)

fornece que a Energia de Frank, Eq. (2.22), é proporcional ao escalar de curvatura [9]:

R=GEF, (5.3)

A relacao anterior permite obter a curvatura da amostra nematica a partir da energia livre
ou o inverso. A vantagem é que dada a curvatura, que depende apenas de dois parametros
livres, pode-se calcular facilmente a energia de Frank, que depende de trés parametros,
ou seja, calcular a curvatura torna-se um método mais economico.

Nas se¢oes seguintes serao calculadas a métrica e o escalar de Ricci para
uma amostra nematica uniaxial. Na sequéncia, os resultados serao relacionados com a
energia livre de Frank.

Da relacao entre a curvatura e a energia de deformacao, determina-se a
relacao entre as constantes elasticas e as geométricas, o que permitira discutir os resultados

utilizando dados experimentais.

5.1 Amostra Nematica com o Campo Diretor Local-

mente Variavel

Considere uma amostra nemética uniaxial nao alinhada com os vetores
de base ortogonais, dados por: E' = {Zl, ZQ, Zg}, 0s quais representam a base do sistema de
coordenadas independente da posigao fixa do laboratério e E¢ = {é;, és, é3} representando
a base ortogonal dependente da posicao em cada ponto da amostra, com a condicao de
que um dos versores sempre coincide com o vetor diretor, por exemplo, ¢, = n. Deve-se
assumir que os versores F° sao determinados pelos autovalores do operador dependente
da posicao mapeados do sistema de laboratério para os sistema fixo na amostra.

Escrevendo um vetor arbitrario no sistemas de coordenadas do laborato-

rio:

A = Al (5.4)

em que A’ sdo as componentes do vetor A nas base [;. Para um tensor na base é;,

escreve-se:
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A = Al (5.5)

Como a base é ortonormal, pode-se rescrever a relagao anterior utilizando
as componentes duais, {é’, de tal forma que realizando o produto escalar entre a base do

vetor, Eq. (5.5) e a base dual;

A= Al¢el = A'S)
pode-se escrever:
A = Aé (5.6)
Desse modo, substituindo a Eq. (5.4) na Eq. (5.6), obtém-se a seguinte relagao:
Y
no qual fica:
A= NLAY (5.7)
em que:
A§=:<8.Q> (5.8)
Usando as leis de transformagoes tensoriais apresentadas no Capitulo 4,
Egs. (4.2) e (4.2), as leis de transformagao para os elementos infinitesimais dr e 0/0r,

em que r' e ¥ sdo as componentes dos vetores r no sistema de coordenadas E¢ e E'

respectivamente. Assim:

o ort 0 ort 9
g — J —
=95 ¢ i~ anor (59)
A partir dessas relagoes, fazendo:
desse modo,
i i 1.7 9 (i 0
drt = Ajdr! e 5 = A% 57 (5.11)

combinando as definigoes, Eqgs. (5.8) e (5.11), escreve-se:

(éi.@) (éf.&> — NAL =0 (5.12)
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A consequéncia dessa equacao é a invariancia do produto escalar sobre transformacoes
de coordenadas, ou seja, a norma é preservada. Em particular, a normalizacao do vetor
diretor é conservada sobre transformagoes de coordenadas, assim: ninj =nin; = 1.
Considerando agora uma forma explicita para os operadores que mapeiam
as componentes vetoriais de um sistema ortogonal para outro. No inicio da secao, foi dito
que os versores eram determinados pelos autovalores desses operadores. Como os opera-
dores sao Aé- e A;, considera-se a transformacao de um vetor no sistema de coordenadas

E' para E°. Diagonalizando A}, tém-se:

A;-nj = gy
Aimd = Ay (5.13)
A;p] — )\(p)pi

Como o operador A;'- é simétrico, os trés valores ortonormais sao identificados com;

{é1, 69,63} = {n,m,p}. Uma propriedade importante dos autovalores é que eles formam

uma base completa, consequentemente:

n'n; +m'm; + p'p; = 0 (5.14)
e diretamente:
A; = )\(")ninj + )\(m)mimj + )\(p)pipj (5'15)

o mesmo procedimento fornece para a operagao inversa:

;. 1 ) 1 . 1 .
1 _ (2 . - (2 i _ (7%
A = O + oy + NOLLL (5.16)
A partir da forma explicita para os operadores que atuam nas compo-
nentes dos vetores dos sistemas ortogonais, é possivel determinar uma métrica e sua

transformada.

5.2 Meétrica

A distancia entre dois pontos para uma superficie plana, como nao existe

diferenca entre vetores covariantes e contravariantes, pode ser escrita como:

dl2 = 6ijd7“idrj (517)

no plano, pode-se definir que a métrica, g;; coincide com d;;



94

dl2 = gijdridrj (518)

Como visto no Capitulo anterior, a métrica é um tensor e transforma-se
de acordo com a Eq. (4.27). Desse modo, usando a relagdo para a transformacao de
coordenadas e utilizando os operadores determinados explicitamente, Eqgs.(5.15) e (5.16),

escreve-se:

gl = 5ijA7];g[\;j
1 1 1 1 1

1 . , . ) . .
0ij (Vnznj + )\_mmzmk: + ﬁpzpk> <Fn’nl + )\—mm’ml + Epzpl)

1)\?2 1\? 1\?
= (V) ngn; + ()\—m) mgm; + (E) PrPi (5.19)

Como a amostra é nematica uniaxial, impoem-se propriedades de aniso-

tropia e faz-se a direcao anisotropica coincidir com o diretor, logo:
1)? 1\?
— | == 5.20
() = (%) (>:20)

1\? 1\?

a métrica fica:

usando relagdo de completeza, Eq.(5.14), na equacao acima;

2
gkl = ) (mymu + pepr)

)2 0k — ngny)

_ (%)25“ n ((%)2 _ (Aim)j o (5.22)

Renomeando os termos;
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escrevesse a métrica como:

9ij = 900ij + ginin; (5.23)

e consequentemente a inversa sera dada por:

g7 = Gy + Gin'n? (5.24)

Para calcular a relacao entre as constantes, pode-se recorrer a relacao

entre o produto da matriz da métrica pela sua inversa, g;; g’* = 6%, de tal forma que:

9i;9"" =6 = (900 + ginin;) (God”" + Ginink)
- G0905zk + G0915jknmj + G1gonjnk5ij + Glgmjnkninj
= GOgO{SzZC + (Gogr + G1go + Gign) ninj (5.25)

a relacao sera verdadeira, ou seja, igual a unidade, somente se:

1
Go= — 5.26
° go ( )

€
gL (5.27)

Gy =——"—
90 (90 + 1)
As Eqgs. (5.23) e (5.24) podem ser escritas apenas em fungao da constante

g1- Desse modo™:

9ij = (L= g1) 0ij + grmin; (5.28)

e a inversa:

. 1 . .
=gyt e (5.20)
- Y1

5.3 Conexao e o Tensor Curvatura

Nessa segao serd calculado, a partir da métrica e sua inversa, Eq.(5.23)
e Eq.(5.24), a conexao, e posteriormente, o tensor curvatura.
A conexao, Eq.(4.28), depende das derivadas primeiras da métrica, desse

modo, renomeando as constantes g, g1, Goe G para a, b, c e d, respectivamente, calcula-se:

#Essa demonstracao pode ser feita realizando-se um produto entre a métrica e o diretor g;;n?, de tal
forma que encontra-se a relacao entre gy e g1.
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8kgjl = b (nlaknj + nlﬁknl)
6?jgkl = b (nlajnk + nkajnl)
8lgjk = b (nkﬁmj + njaﬂlk)

As equacoes anteriores podem ser simplificadas considerando um operador dado por:

C%’-’,S = 6?5?6,? + 6,35;?65 (5.30)
ou ainda:
?fc = Sg,‘jé,ﬁ = (070 + 020%) (5;? (5.31)

Essa notacao simplificada é 1til, pois, a conexao, que depende da soma das derivadas,

pode ser escrita como:

1A 1 % abc abc abc
[ = 29 ‘b ((O)jll;l + (O)k?l - @k?j) naOpMe (5.32)

O tensor de Riemann, Eq.(4.38), depende das derivadas da conexao, con-
sequentemente das derivadas segundas da métrica. Desse modo, torna-se conveniente um

procedimento similar ao realizado para calcular as derivadas primeiras. Assim,

) 1 .
Oy = 500k (9" (Ofii + O — OFF) nudyne)
1 . .
= b ((0g™) OfGunadine + g™ O}, 0k (nadhne))

bd . )
= (@bac Sfileé,]:naabnc + gm0 {OhnaOpne + NaOy (3bnc)}>

? kjm kjm

o mesmo procedimento pode ser realizado para a derivada da conexao em [, ou seja, 81F§k.
Antes de realizar as substituicoes dos calculos para as derivadas da co-

nexao, pode-se fazer a seguinte simplificacao:

i = A (0l + 17,1, (5.33)

ja— cv

no qual o operador A é construido como:

= 0,05 — 0p0; (5.34)

Para encontrar o tensor curvatura substitui-se as derivadas na Eq.(5.33) e
realiza-se a expansao da expressao resultante. O céalculo é direto, entretanto, longo. Desse

modo, como nao ha necessidade de realizar essa expansao explicitamente, considera-se
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apenas o resultado dado por:

i € 1 m 1 m stu
= 08 {300 (4 n0umg) + L0 PO da ) 0. 00 b (539

A partir do tensor curvatura podemos agora determinar o escalar de

curvatura, a partir da contracao da relacao anterior.

5.4 O Escalar de Curvatura

O escalar de Ricci é definido pela equacao, Eq.(4.42). Assim;

o . 1 , 1 ;
R = g" R}y = "' Aif O, {—8a (97" ne0anys) + 79" 9" Ojianensda (ng) Os (m)} (5.36)

cjm 2 pao

Separando a expressao anterior em duas partes, de tal forma que facilite

os calculos, a seguir, que procura-se simplificar o escalar de Ricci. Assim:

il A ac e 1 m
Ry = gAY @fjj; [58(1 (g neﬁdnf)] (5.37)
e:
1 .
Ry = Zgumglp@fﬁonent@d (ny) Os () (5.38)

Considerando inicialmente a parte do escalar de Ricci, Ry, utilizando das
relagoes, Eq. (5.30), Eq. (5.31) e Eq. (5.34), e definindo o seguinte operador:

Tom” = g7 A% O (5.39)

qr —pm

Substituindo essas relacao na Eq. (5.37), e realizando os célculos, que

sao diretos, entretanto extensos, chega-se a:

Rlz—

010 ] 0w FIPN
o [@ (re) } o [n 9 ox? (nk)] + oxk (g )n] oxt ()
W 0 gy 0
ton o (g k) ox? ()

Essa expressao pode ainda, apds algumas manipulacoes, ser escrita como:

0 0 0 . 0
Rl =B (Vn — W>2—|—Bp [n X (v X 1’1)]24—% |:7”Lja—nkna} -+ 0 {nlg’k% (nk)] (540)
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Realizando o mesmo procedimento para Ry escreve-se:

(=14 B)[n.(V xn)]* + % nx (V xn)]* (=14 B+ p— Bp) (5.41)

N | —

Ry =

em que p é uma contante® e W é um termo de fronteira®.
Como os célculos foram realizados para os termos individualmente, é
necessario agora recombina-los. Desse modo, como R = R; + Rs, o escalar de curvatura

¢ dado por:

R=B(V-n)? + %(1—3)[n~(Vxn)]Q+%[nx (V x n)]* — BW
- ai“ {njaikn“} + 8?3“ {n’g’k%[nk]] (5.42)

Dessa forma, o escalar de curvatura para um cristal liquido nemético
fica em funcao de divergentes e rotacionais. Logo, de maneira direta, percebe-se que a

curvatura fica em funcao dos termos de splay, twist e bend.

5.5 As Constantes Elasticas a Partir do Escalar de

Curvatura

A equacao para curvatura, obtida na Segao 5.4, Eq. (2.22), apresentou-se
uma relacao em termos das deformagoes que ocorrem nos cristais liquidos. Desse modo,
para facilitar a comparagao matematica entre o escalar de curvatura e a Energia livre de

Frank, reescreve-se ambas a seguir;

1 1 1
Fy = §K11 (V-n)*+ §K22 - (V xn)*+ §K33 [0 x (V x )] (5.43)

e a curvatura:

B(1+ B)

5 38 n x (V xn)]* = BW

R=B(V-n)’ + -(1-B)n-(Vxn)+

B n; 8n“ + 0 nlzki[n]
oxe | 7 Ony, oz g oxit "

Um ponto importante a ser considerado diz respeito aos dois ultimos

N | —

b0 seguinte termo é substituido durante os cdlculos: ninjdingd;n* = pn x (V x n)>.

O termo de fronteira ¢ dado por: W = Vn? — 9'n’9;n’.



99

termos da equacao acima. As derivadas que aparecem, os dois ultimos termos do lado
direito, assim como o termo (—BW), sao relacionadas a termos de superficie e podem ser
desconsiderados, ou seja, a presente andlise despreza os termos que envolvem a interacao
da amostra, restringindo-se aos termos de bulk. A relacao anterior também mostra apenas

uma dependéncia com a posi¢ao, desse modo reescreve-se a equacao Como:

B(l+B)

s X (V% n)]* (5.44)

R:B(Vn)2+%(1—B) . (V x n)]? +
O primeiro resultado que segue da Eq. (5.44) é que a aproximacdo para a curvatura
intrinseca do cristal liquido nematico uniaxial depende de trés parametros que sao pro-
porcionais as constantes elasticas. Como Kii, K9 e K33 sao as constantes eldsticas e
assumindo que a curvatura deve ser proporcional a energia livre de Frank, Eq.(5.3), isso
implica que as contantes eldsticas serao proporcionais as constantes geométricas?, B, pelo
fator G. Assim, das Eqs. (5.3), (5.43) e (5.44), as constantes elésticas sdo dadas por:

2B B(1+ B
Ky=— K22=G(1—B) € K33:ﬁ

= (5.45)

As equacoes acima dependem de dois parametros a se determinar, G e
By, contudo, sao duas incognitas e trés equacoes o que permite determinar ambas as

constantes. Considerando as seguintes razoes:

Kn Ky
Kll Kll

determina-se as constantes geométricas e o procedimento leva a seguinte relacao:

T21 =

2Kv22f{11l(33 B K222 (K33 B Kll)
K3,

Rotulando a relagao acima por E,, escreve-se:

=1

_ 2K22K11K33 - K222 (K33 - Kll)

E,
K3,

(5.46)

O primeiro resultado encontrado é uma relacao constante entre K1, Koo
e K33 dado pela Eq. (5.46). Desse modo, os valores das constantes eldsticas para um
nematico poderao variar, entretanto, o valor para E, sera igual a 1. Como ¢é conhecido
que K33 tem valor maior que as outras duas contantes elasticas, a equacao para F, € escrita
de tal forma que os valores para as trés constantes ficam do lado direito da equacao, sendo

proximo de 1 ou exatamente 1 dependendo do ajuste.

dA constante B pode ser associada a constante ¢g; da parte antissimétrica da métrica.
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Para testar o resultado tedrico e verificar o ajuste, pode-se recorrer a
dados experimentais. Assim, primeiramente serao considerados os valores experimentais
retirados do texto produzido por H. Hakemi e colaboradores [33].

O experimento determinou os valores das constantes elasticas da série
homéloga n—C'B. Desse modo, podemos utilizar os seguintes dados, registrados na tabela
(5.1) para o 5C'B em funcao da temperatura reduzida para construirmos um registro

grafico.

Tabela 5.1 — Constantes eldsticas em funcao da temperatura, temperatura reduzida e valores
para as razoes entre as contantes elasticas para o composto 5C B

Ky Ky Kszy Temperatura Reduzida 191 (Koo/Ky1) 731 (K33/K11)

0,91 048 1,08 0,9985 0,52747 1,18681
125 06 151 0,9945 0,48 1,208
1,67 0,72 2,05 0,9855 0,43114 1,22754
234 0,88 293 0,9675 0,37607 1,25214
284 0,99 3,55 0,9575 0,34859 1,25
32 1,12 4 0,947 0,35 1,25

O comportamento da relacao F, fica:

2,0 4
m 5CB

1,5 4
£
<
o 1,0 4
m
@)
0 -

|
|
0,5
m m u
0,0 T I T I T I T I T I T I T I
0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 1,00 1,01

Temperatura Reduzida
Figura 5.1 — Distribuicao dos dados experimentais registrados na Tabela 5.1, representando
a concordancia entre a relagdo E, medidas em funcdo da temperatura reduzida, definida pelos
autores do texto citado, para o composto 5C'B, no qual o ponto 1 é a temperatura de transicao
de fase nemadtica isotrépica.

A temperatura reduzida apresentada na Tabela 5.1 e utilizada na cons-

trucao do registro grafico é dada pela relacgao,
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T, = T/Tni ’

e T é a temperatura da na escala Celsius e T,; é a temperatura da transicao de fase
nematica isotropica.

Observa-se que a relagao é praticamente constante durante quase toda a
fase nemadtica, entretanto, o valor é mais préximo de 1/2 e quando a temperatura se apro-
xima da transigao de fase, o comportamento das constantes elasticas tendem rapidamente
a l.

Utilizando os dados para os demais cristais liquidos da série homologa
n—C B, ver apéndice A, pode-se obter o registro representado pelo gréfico, Figura (5.2). O
ajuste da Eq. (5.46) em func@o da temperatura permite a comparagao do comportamento

entre os compostos da série.

2,0 -
m 5CB
T ® 6CB
A 7CB
1,5 v 8CB
E 1,0 4
(0
1 []
.A A
0,5 'S
A a a A = A ”'
’. gov
0,0 T T T T T T T T T T 1

T T T T
0,96 0,97 0,98 0,99 1,00 1,01

Temperatura Reduzida
Figura 5.2 — Distribuicao dos dados experimentais registrados no Apéndice C, representando
a concordancia entre a relagao E, medidas em fungao da temperatura, para a série homologa
n — CB, no qual o ponto 1 é a temperatura de transicao de fase nematica isotrépica e o ponto
0 é a transicdo nematico-cristalino.

T
0,93 0,94 0,95

Novamente se observa que comportamento é similar para todos os com-
postos. A tendéncia constante na maior parte da fase nematica e a mudanca rapida
quando a temperatura se aproxima da transicao de fase N1I.

Um outro conjunto de dados pode ser utilizado para se avaliar o compor-
tamento sugerido pela relacao funcional entre as contantes eldsticas, Eq.(5.46). Esses sao

apresentados na tabela 5.2.
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Tabela 5.2 — Temperaturas reduzidas e a relagao entre as constantes elasticas dos compostos

MBBA e PAA
MBBA PAA
TCC)| Tr | Er | T(°C) | Tr | Er
19 0 091 110 0 |0,72
23 10,15]092| 114 |0,16 | 0,71
27 10301091 118 |0,32]0,71
31 0,46 | 0,92 | 122 | 0,48 | 0,70
34 0571094 | 125 |0,60 | 0,72
37 10691097 | 128 |0,72| 0,73
39 10,76 1098 | 130 | 0,80 | 0,73
41 0,84 | 1,00 | 132 | 0,88 | 0,79
43 1092 (1,00 | 133 |0,92|0,84
44 10,96 | 1,00 | 134 | 0,96 | 0,96
Os dados levam ao grafico:
2,0 4
1,8—- e MBBA
1 ¢ PAA
1,6
1,4 -
1,2
) 1,0—- e o
?_; - ° ° ° o o °*° $
W 0,8~ **
1 . * * e ¢ o o
0,6
0,4
0,2
0'0 I T I I I I T I I
-0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2

Temperatura Reduzida
Figura 5.3 — Distribuicao dos dados experimentais para os compostos MBBA e PAA represen-
tando a concordancia entre a relacdo F, medidas em funcao da temperatura, na qual é utilizada
a temperatura nematica.

Os dados anteriores dos compostos M BBA e o PAA foram calculados a

partir de [34][35], e com base nos dados experimentais, novamente um registro grafico é

utilizado para se analisar a relagao funcional obtida em fun¢ao da temperatura reduzida.

A temperatura nematica utilizada para a construcao da representacao acima é dada por:

tn

-7
Ty, =T*
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em que 1™ é a representacao para a temperatura da transicao de fase nematica a baixa
temperatura.[36-38]

Novamente o mesmo comportamento para a relagao entre as constantes
elasticas em funcao da temperatura é verificado. Entretanto, para o composto MBBA a
relacao funcional fica muito proximo da constante tedérica durante toda a fase nematica
e de uma maneira muito mais regular que os demais compostos. Desse modo, pode ser
conveniente destacar o comportamento para o MBBA.

Observa-se que mesmo com o aumento da temperatura a relagao entre
as constantes eldsticas praticamente nao é alterada, Figura (5.4), permanecendo préximo
a 1, com um desvio de no méximo 9 %. Vale observar que esse desvio nao é calculado
aplicando-se teoria de erros e sim uma estimativa, de certa maneira grosseira, a partir dos

dados registrados na Tabela 5.2.

2,0+
. = MBBA
1,54
= J
<
< 1,04 [ ] [ |
g - ™ - ™ L =
§ -
[0
0,5+
0,0 T : T : :

T T T T T T ’
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Temperatura Reduzida
Figura 5.4 — Distribuigao dos dados experimentais para o composto MBBA representando a
concordancia entre a relagao F, medidas em funcao da temperatura reduzida.

Para todos os outros compostos, préximos a temperatura de transicao de
fase nemadtica isotrépica, os valores convergem bruscamente de um valor menor do que a
unidade para o valor maximo e constante 1. Para o MBBA nao se verifica essa mudanca
repentina e sim um comportamento homogéneo durante toda a fase, a partir da transicao
nematico-cristalino a nematico-isotropico.

Para todos os dados experimentais dos vérios compostos, Apéndice A,
observa-se que apesar de nao existir uma concordancia com os valores experimentais e o
tedrico para E,, o comportamento durante quase toda a fase neméatica ainda sim é cons-

tante.E importante ressaltar que nada é dito sobre a anélise de erros dos dados utilizados
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e também nao sao possiveis de serem obtidos a partir das referéncias. Desse modo, se
observarmos o MBBA, temos um excelente ajuste dos dados experimentais com a relagao
tedrica e para os demais compostos, a menos de variagoes nos valores, o comportamento

praticamente constante também é observado.
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Consideracoes Finais e Conclusoes

Nesse trabalho mostrou-se que a partir da relagao entre a energia livre de
Frank e o escalar de Curvatura, Eq. (5.3), é possivel determinar, para um cristal liquido
nematico uniaxial, as constantes elasticas a partir de parametros puramente geométricos.
Para a fisica de cristais liquidos, esse resultado é de grande importancia, afinal, as constan-
tes eldsticas podem ser calculadas sem a necessidade de informagoes e nenhuma assuncao
adicional a respeito das interagoes moleculares da amostra. Além disso, a hipétese, Eq.
(5.3) nos levou a relacao, Eq. (5.46), que nos diz que as constantes eldsticas obedecem a
uma relacao obtida a partir de uma equacgao similar a de Einstein para gravitacgao.

A partir da Eq. (5.46) foi possivel comparar o resultado tedrico utilizando
dados dos valores das constantes elasticas em funcao da temperatura para os compostos
da série nCB e os compostos PAA e MBBA, Secao 5.5 e Apéndice A. O registro grafico
mostrou que as trés constantes elasticas, relacionadas as deformacoes de bend, twist e play,
se relacionam através da Eq. (5.46), com um comportamento que se mantém constante
por quase toda a fase nematica, entretanto, o valor esperado teoricamente difere do valor
calculado a partir dos dados experimentais, exceto, para o M BBA, o qual possui os
valores muito préximos a predicao tedrica por quase toda a fase e durante 30 % da fase é
idéntico aos valores previstos.

As moléculas da amostra do cristal liquido possuem uma simetria ter-
modinamica elipsoidal e essas caracteristicas sao transmitidas a amostra. Todavia, ao
se analisar as curvas para os compostos, observa-se que préximo a transicao nematica-
isotropica, o comportamento da curva aproxima-se do esperado, entretanto, em tempe-
raturas mais baixas, proximas da transicao nematica-cristalina, o modelo nao se ajusta
adequadamente ao dados experimentais, ou seja, exceto para o M BBA, que corrobora a
previsao tedrica, os outros compostos possuem um valor constante, entretanto mais baixo,
sugerindo alguma divergéncia entre o modelo e os dados experimentais, que pode estar
relacionada ao modelo utilizado.

A geometria de um cristal liquido é altamente anisotrépica em uma di-
re¢ao, com uma simetria elipsoidal. As andlises realizadas nao permitem suposicoes a
respeito da relagao entre a mudanca de comportamento e a geometria molecular e as
interacoes entre as moléculas. E possivel afirmar que existe uma diferenca entre o va-
lor esperado e o experimental para a maioria dos compostos analisados, mesmo sem as
informacoes a respeito da acurdcia dos dados experimentais.

Apesar de existir diferengas observadas a partir das Figuras 5.1, 5.2 e
5.4, o modelo reponde adequadamente quando fornece uma relagao entre as constantes

elasticas e as contantes geométricas, oriundas da métrica da amostra, sem informagoes a
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respeito da interacao molecular.

Obviamente ficam as perguntas: Qual o motivo da diferenca para o valor
da relagao obtida teoricamente e o valor quando calculada a partir de dados experimentais?
Existe algum parametro que foi desconsiderado em nossa andlise e levou a essa diferenca?
O desconhecimento da andlise de incertezas, para os dados experimentais, pode justificar
essa diferenca?

Todas as perguntas sao pertinentes, entretanto, seria necessario rever o
modelo e as hipoteses. Da revisao do modelo, as perguntas feitas acima poderao ser
respondidas.

Uma ltima observacao é em relagao aos termos de superficie, ou seja, se
a interacao entre a amostra e as paredes do recipiente que a contém for considerada, os
resultados seriam diferentes? As constantes elasticas, podem possuir valores ligeiramente
maiores ou menores, devido ao método de medida, visto que para obter valores de defor-
macao geralmente se aplica uma tensao sobre o material, com respostas diferentes, de tal
forma que os valores poderiam ser ligeiramente diferentes dos valores obtidos na literatura
que foram utilizados. Somando essas possibilidades a uma alteragao no modelo sugerido
neste trabalho, um refinamento tedrico pode ser feito, entretanto, nao houve tempo habil
para ser apresentado nesse trabalho.

Apoés todas essas andlises, pode-se dizer que alcangamos o objetivo, obter
as constantes elasticas a partir do escalar de curvatura, ou seja, a partir de parametros

puramente geométricos.
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Apeéendice A

Dados Experimentais: Compostos
6C'B, 71CB e 8CB

Nesse apéndice sao apresentados os dados experimentais para as cons-
tantes eldsticas Ky, Koo e K33, para os demais compostos da série homoéloga n — C'B.

A partir do registro dos dados experimentais em tabelas, sao apresentados
os registros graficos individuais, de forma que uma anélise do comportamento para cada
um dos compostos seja possivel e facilitado. O procedimento é similar ao apresentado no

Capitulo 5 e visa somente reforcar e complementar as discussoes finais.

A.1 Composto 6CB

Iniciamos os registros seguindo um padrao crescente no niimero n da série.
Dessa forma, organizando os valores das constantes elasticas em funcao da temperatura

reduzida para o primeiro composto, o 6C' B, tem-se:

Tabela A.1 — Constantes eldsticas em fungao da temperatura, temperatura reduzida e valores
para as razoes entre as contantes elasticas para o composto 6CB.

Kll K22 K33 Temperatura Reduzida 21 (KQQ/KH) T31 <K33/K11)

084 0,3 1,01 0,9995 0,35714 1,20238
1,03 0,36 127 0,9975 0,34951 1,23301
1,12 0,38 1,36 0,9965 0,33929 1,21429
1,47 045 1,82 0,9915 0,30612 1,2381
1,52 047 1,88 0,99 0,30921 1,23684
1,67 0,52 2,09 0,986 0,31138 1,2515
1,77 0,55 221 0,984 0,31073 1,24859

Diretamente da tabela, observa-se que o comportamento das razoes Roq
e de R3; é praticamente constante. Devemos esperar um comportamento constante para
a relacao F, durante a maior parte da fase nematica.

Para analisarmos esse comportamento, realizamos entao o registro gra-
fico, Fig. A.1. O comportamento do 6CB novamente permanece constante durante quase
toda a fase nemadtica, entretanto, rapidamente converge para o valor tedrico proximo a
transicao de fase nemético-isotrépico.

Para os demais compostos, 7CB e 8C'B, o mesmo comportamento sera
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observado, divergindo levemente apenas nos valores de F, e na convergéncia proximo a

transicao de fase.

2,0 -
e CB6
1,5 S
=)
<
© 1,0 5
0
©)
L]
0.5 oo °
o o °® o
0,0 T T T T T T T T T T
0,980 0,984 0,988 0,992 0,996 1,000

Temperatura Reduzida (Ad)

Figura A.1 — Gréafico construido a partir das contantes elasticas, do composto 6C' B, em funcao
da temperatura

A.2 Composto 7CB

Para o composto 7C'B, os dados experimentais das constantes elasticas

possibilitam o seguinte registro:

Tabela A.2 — Constantes elasticas em fungao da temperatura, temperatura reduzida e valores
para as razoes entre as contantes elasticas para o composto 7CB.

K11 KQQ K33 Temperatura Reduzida 21 (K22/K11> 31 (K33/K11)

0,06 0,45 1,13 0,9995 0,46875 1,17708
1,22 052 147 0,995 0,42623 1,20492
1,68 0,69 2,08 0,9865 0,41071 1,2381
2,15 08 2,66 0,975 0,37209 1,23721
2,48 0,92 3,06 0,9625 0,37097 1,23387
3,04 1,05 38 0,9475 0,34539 1,25

3,34 1,25 418 0,9405 0,37425 1,2515




e graficamente encontra-se;
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Figura A.2 — Distribuicao dos dados experimentais registrados na Tabela A.2, representando
a concordancia e o comportamento das constantes elasticas obtidas a partir da relagao E, em
funcao da temperatura para o composto 7CB.

A.3 Composto 8CB

Para 8C'B temos os seguintes dados experimentais registrados, além dos resultados para

as razoes entre as constantes elasticas;

Tabela A.3 — Constantes eldsticas em fungao da temperatura, temperatura reduzida e valores
para as razoes entre as contantes elasticas para o composto 8CB.

Ky Ky Kjy Temperatura Reduzida 1oy (Kao/ K1)

731 (K33/K11)

1,06 035 1,25 0,9995 0,33019 1,17925
1,51 0,45 1,82 0,997 0,29801 1,2053
1,58 048 1,9 0,996 0,3038 1,20253
1,71 0,52 2,09 0,9935 0,30409 1,22222
1,98 0,55 248 0,99 0,27778 1,25253
2,27 0,63 2,84 0,9845 0,27753 1,2511
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e de maneira similar, a todos os registros anteriores:

2,0 -

1,5 -

1,0

Er CB8 (Ad)

0,5 1

0,0 T T T T T T T T T

T T T T T T T 1
0,988 0,990 0,992 0,994 0,996 0,998 1,000 1,002

Temperatura Reduzida (Ad)

T T
0,984 0,986

Figura A.3 — Distribuigdo dos dados experimentais registrados na Tabela A.3, representando
a concordancia entre a relacao F, medidas em funcao da temperatura para o composto 8CB.
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Apendice B

Propriedades Das Formas

Fundamentais

Esse segundo apéndice tem por objetivo apresentar alguns exemplos re-
lacionados as formas fundamentais de uma superficie.

Esses topicos nao foram apresentados no decorrer do texto simplesmente
para que a leitura fluisse melhor, além é claro, de nao ser de extrema relevancia no

contexto.

B.1 Pontos De Maximo E Minimo

A curvatura normal e a curvatura gaussiana possuem o sinal dependente
apenas da segunda forma fundamental, visto que, a primeira forma quadratica é positivo
definida, pois, como mostrado anteriormente, ela é dI> (médulo positivo para nimeros
reais).

Dessa maneira, uma avaliacdo de maximos e minimos pode ser feita ao
se observar o sinal da forma quadratica I/. Considerando as seguintes situacoes, para
I>0:

1. eg — f2 > 0: Um ponto de maximo ou minimo local, isto é, a superficie se curva
igualmente em todas as diregoes, para baixo ou para cima, dependendo do sinal da

derivada r,, (ponto eliptico).

2. eq — f? = 0: Parabdlico; a superficie comporta-se com no ponto como um ponto

eliptico, exceto em uma das diregoes em que k,, = 0.

3. eg — f? < 0: Essa condicao diz que II é indefinida, pois ndo mantém o sinal para

todas as diregoes. Essa situacao é tipica de um ponto de sela.

As figuras B.1 (a) e B.1 (b) s@o representagdes para as condigoes listadas
em= 1. A primeira das figuras apresenta um ponto de minimo, enquanto que a segunda
um ponto de maximo. O ponto eliptico sobre as superficies possuem curvas passando
através de tal forma que as diregoes principais se curvam com a mesma intensidade em

todas as diregoes.
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A figura B.2 é uma representacao de uma sela, no qual o ponto na origem
do sistema de coordenadas coincide com o chamado ponto de sela, em que a segunda forma,

que nos fornece a direcao na qual as linhas principais se curvam, possui valores diferentes.

z A

(b)
Figura B.1 — Representacao de superficies com pontos elipticos, onde a superficie curva-se

em todas as diregoes por igual. A ilustragao (a) representa uma superficie com minimo local
enquanto que a superficie (b) possui um maximo, sendo ambos os pontos elipticos.

zA

Figura B.2 — Representagao de uma superficie com um ponto de sela, em que a segunda forma
possui sinais diferentes dependendo da dire¢ao. Imagem adaptada de [24].
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Vamos entao considerar um exemplo afim de ilustrar os célculos dos coe-
ficientes das formas fundamentais e consequentemente a avaliacao dos pontos de maximo

ou minimo.

B.2 Calculo Das Formas Fundamentais I E II E Suas
Propriedades Para Uma Superficie z = f (z,y).

Exemplo B.1 Uma superficie esférica dada por z = f(z,y). FEscrevendo essa fung¢do

em relacdo aos parametros 0 e ¢, os vetores tangentes serdao:

r(0) = (acosfcos @) e; + (acosbsen @) es + (—asen 6) e3
r(¢) = (—asen fsen ¢) e; + (asen O cos @) e5 + (0) e3

em que a € o raio da esfera. O elemento de arco € dado por:

di? = a*d#* + a’®sen 20d¢?

assim os coeficientes de I sao: E = a®>, F = 0 e G + a®sen?0. Para a sequnda forma

fundamental:

I = adf? + asen *0d¢?

Calculando os determinantes, a curvatura gaussiana é dada por K = 1/a®, em que as
curvaturas principais (associadas as diregoes principais) sio 1/a. Como a forma I é
positiva, o sinal de K depende de II. Assim eg — f* > 0, ou seja, a’sen 26 > 0. Nesse
caso temos um ponto eliptico e a superficie esférica curva-se igualmente em todas as

diregoes.
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