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Resumo

O modelo esférico pertence a uma pequena classe de modelos em mecénica estatistica que
sao soliveis exatamente em dimensoes arbitrarias, o que o torna atraente para o estudo
de transigoes de fase. Assim, apresentamos o modelo esférico classico e suas proprieda-
des, incluindo o comportamento patolégico da entropia para baixas temperaturas. Em
seguida, introduzimos a versao quantica do modelo, em que analisamos o seu compor-
tamento critico para interacoes de primeiros vizinhos, tanto para o caso de temperatura
finita quanto para temperatura nula. Como o foco principal deste trabalho é investigar o
comportamento critico de uma extensao supersimétrica do modelo esférico quéntico, jul-
gamos apropriado discutir inicialmente as principais propriedades de supersimetria, que
sao fundamentais para a construcao da versao supersimétrica a partir de uma formulacao
no superespago. Esta construgao no superespaco é conveniente para garantir que a estru-
tura de vinculo da teoria seja compativel com a supersimetria. A extensao supersimétrica
do modelo é parametrizada por uma energia de interacao U, », que governa a interacao
entre os supercampos nos diferentes sitios. Em particular, o cdlculo da fun¢ao de particao
¢é apresentado considerando uma energia de interacao que depende apenas do médulo da
distancia entre dois sitios, U = U(|r —r'|). Porém, a anélise do comportamento critico é
apresentada para interacoes de campo médio. No geral, é possivel mostrar que a versao
de campo médio apresenta uma transicao de fase quantica, sem quebra de supersimetria
para temperatura nula, assim como uma transicao de fase a temperatura finita com uma
quebra de supersimetria. Apresentamos os expoentes criticos da magnetizacao e da sus-
ceptibilidade em ambos os casos de temperatura finita e temperatura nula. Com relacao
a susceptibilidade, encontramos dois regimes no caso de temperatura finita caracterizados
por expoentes criticos distintos. A entropia para a extensao supersimétrica do modelo é

bem comportada no limite de baixas temperaturas, s — 0.

Palavras-chave: 1. Transicao de fase classica. 2. Diagramas de fase. 3. Criticalidade
quantica. 4. Transicdo de fase quantica.
SANTOS, Lucas Gabriel dos. Modelo Esférico Quantico Supersimétrico. 2021.

Tese de Doutorado em Fisica - Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2021.
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Abstract

The spherical model belongs to a small class of models in statistical mechanics that are
exactly soluble in arbitrary dimensions, which makes it attractive for the study of phase
transitions. Therefore, we start by presenting the classic spherical model and its proper-
ties, including the pathological behavior of the entropy at low temperatures. Then, we
introduce the quantum version of the model, in which we analyze its critical behavior for
first-neighbor interactions for both finite and zero temperature. As the main focus of this
work is to investigate the critical behavior of a supersymmetric extension of the spher-
ical quantum model, we consider it appropriate to initially discuss the main properties
of the supersymmetry, which are fundamental for the construction of the supersymmet-
ric version from a formulation in the superspace. This construction in the superspace is
convenient to ensure that constraint structure is compatible with supersymmetry. The
supersymmetric extension of the model is parameterized by an interaction energy, Uy ,/,
which governs the interactions between the superfields of different sites. In particular, the
calculation of the partition function is presented considering an interaction energy that
depends only on the distances between two sites, U = U(|r — r/|). However, the analysis
of the critical behavior is presented for the mean-field interactions. In fact, it can be
shown that the mean-field version exhibits a quantum phase transition without breaking
supersymmetry at zero temperature, as well as a phase transition at finite temperature
with broken supersymmetry. We compute critical exponents of the usual magnetization
and susceptibility in both cases of zero and finite temperature. Concerning the suscep-
tibility, there are two regimes in the case of finite temperature characterized by distinct
critical exponents. The entropy for the supersymmetric extension of the model is well

behaved at the low temperature, s — 0.

Keywords: 1. Classical phase transition. 2. Phase diagrams. 3. Quantum criticality. 4.
Quantum phase transition.

SANTOS, Lucas Gabriel dos. Supersymmetric Quantum Spherical Model. 2021.
PhD Thesis in Physics - Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2021.
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1 Introducao

H&4 muito tempo foi observado que a supersimetria pode ser aplicada em certos
sistemas de matéria condensada [1-3]. De uma forma geral, ela pode ocorrer em siste-
mas que envolvem ambos graus de liberdade bosonicos e fermionicos ou pelo menos em
sistemas onde os graus basicos de liberdade efetivamente se comportam como bosonicos
e fermibnicos. Ajustando um ou mais pardmetros do modelo, a supersimetria pode ser
eventualmente obtida, neste caso dizemos que temos uma supersimetria emergente.

Um dos modelos mais interessantes em que tal mecanismo ocorre é o modelo de
Ising tricritico em duas dimensoes [2,3]. Uma caracteristica especial deste modelo é que,
em uma representacdo em teoria de campo conforme (CFT), ele é retratado por uma
teoria superconforme, isto é, uma teoria de campo, que junto com a invariancia conforme,
exibe supersimetria [2,3]. Entao, a conexao com a CFT revela uma supersimetria oculta
no modelo de Ising tricritico.

Uma compreensao microscopica do modelo de Ising tricritico é dado em termos do
modelo de Blume-Emery-Griffiths [4] , em que envolve uma varidvel de spin 1, S; = 0, 1.
Podemos formular este modelo em termos de duas variaveis, uma variavel de spin 1/2,
o; = %1, e a vacancia t; = 0,1, em que sao conectados através de S; = t;0;. Este modelo
tem uma rica estrutura, pois possui mais do que um pardmetro de ordem, como (S;) e
(522), abrindo a possibilidade para exibir um comportamento tricritico, na qual tem sido
aplicado na descricio da transicio lambda em misturas de 3He e “He [4]. As varidveis
o; e t; podem ser pensadas ingenuamente como partes fermionicas e bosonicas, tais que
para certos valores dos parametros envolvidos (correspondentes ao ponto tricritico), o
modelo efetivamente se comporta de uma forma supersimétrica, em que é capturada em
uma descricao de CFT. Modelos como esse fornecem uma interagao interessante entre
supersimetria e transicoes de fase.

Estudos anteriores de supersimetria em modelos de spins podem ser encontrados
em [5-7]. Mais recentemente, tem havido muito interesse em identificar modelos com
potencial para exibir comportamento supersimétrico, bem como os seus ingredientes ba-
sicos. Neste contexto, a supersimetria tem sido retratada surgindo em certos modelos de
rede [8-10] e também em sistemas ordenados topologicamente [11-14]. Estes estudos sao
atraentes por reunirem ingredientes de grande interesse como supersimetria, quebra de
supersimetria e comportamento critico quantico. Seguindo essas linhas, investigamos as
propriedades de uma extensao supersimétrica do modelo esférico quantico, em que é um
modelo tedrico passivel de uma série de calculos exatos.

O modelo esférico quantico é a versao quantizada do modelo esférico classico,
introduzido muitos anos atras por Berlin e Kac [15]. Ele pertence a uma rara classe de

modelos que sao exatamente soltiveis em dimensoes arbitrarias, mesmo na presenca de
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um campo externo. Além disso, para redes hiperciibicas com 2 < d < 4, o modelo exibe
um comportamento critico nao trivial. Devido a essas razoes, o modelo esférico, junto
com o modelo de Ising, constitui um excelente protétipo para investigar propriedades de
comportamento critico [16].

As versoes quantizadas do modelo esférico remontam a [17, 18] e nos anos mais
recentes a [19-21]. Em [19], a introducao de flutuagdes quénticas foi proposta como um
mecanismo natural para corrigir o comportamento andémalo a baixas temperaturas (a
entropia diverge para T — 0). Por outro lado, era esperado que flutuagoes quénticas,
devido ao principio da incerteza de Heisenberg, podiam conduzir uma transicao de fase a
temperatura zero [22-24]. Neste contexto, foi mostrado que junto com o comportamento
critico a temperatura finita, o modelo esférico quantico exibe uma transi¢do de fase quan-
tica, isto é, uma transigao de fase a temperatura nula [20]. As versdes clssica e quantica
possuem uma correspondéncia com o modelo cldssico de Heisenberg [25] e com o modelo
sigma nao linear [20,26], respectivamente, no limite de N muito grande.

Assim sendo, a extensao supersimétrica do modelo esférico quantico coloca a super-
simetria em um rico contexto, em que as flutuagoes térmicas e quanticas podem dar origem
a uma transicado de fase. Ao mesmo tempo, é interessante explorar um modelo relativa-
mente simples que contem propriedades nao triviais, que sao compartilhados com outros
sistemas de grande interesse. Sabemos que a supersimetria é quebrada pela temperatura,
essencialmente devido as diferentes distribuigdes térmicas para bésons e férmions [27,28].
Entao, qualquer transi¢do de fase para temperatura finita acontece com a supersimetria
quebrada. No entanto, a temperatura nula, uma transicao de fase quantica, pode ou nao,
envolver uma quebra espontanea de supersimetria. Essas questoes sao investigadas ao
longo deste trabalho.

De forma contraria aos modelos em que a supersimetria é alcangada ajustando os
parametros envolvidos, em nossa proposta a supersimetria nao é emergente. Na verdade,
a supersimetria é usada como ponto de partida para o modelo como um requerimento
de simetria. No entanto, o modelo resultante ¢ melhor compreendido como descrevendo
efetivamente graus de liberdade quanticos. Além da variavel de spin esférico usual Sy
fixada em cada sitio, onde —oo < Sy < oo sdo sujeitas ao vinculo Y. 52 = N, consi-
deramos também parceiros fermidnicos, ¥y e ¥y, além de um grau de liberdade auxiliar
bosonico auxiliar Fy, a fim de obter uma supersimetria off-shell. Logo, o modelo su-
persimétrico é exatamente solivel em dimensoes arbitrarias e possui um comportamento
critico interessante.

A primeira proposta de uma extensao supersimétrica do modelo esférico quantico
foi apresentado em [29], em que neste caso, a versao supersimétrica foi obtida comegando
com a formulacao on-shell. Um ponto importante, principalmente na descricao on-shell,
¢é conciliar os requisitos de supersimetria com a estrutura de vinculo do modelo esférico.

Os resultados apresentados em [29] leva a um predigdo peculiar para o comportamento
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a temperatura nula no regime supersimétrico, isto é, o modelo nao exibe uma transicao
de fase quantica quando a supersimetria nao é quebrada. Para contornar esse problema,
analisamos a formulacdo off-shell diretamente no superespacgo, onde a supersimetria é
manifesta.

Esta versao off-shell coincide com o modelo proposto em [30], que foi obtido no
contexto de quantizacao estocéstica, explorando o mapeamente entre uma teoria de cam-
pos em d-dimensdes e uma teoria em (d + 1)-dimensoes, onde o tempo ficticio nao ¢
eliminado, conduzindo a uma supersimetria na direcao deste tempo [31]. E claro que a
prescricao da quantizacao estocéastica, automaticamente mantém todas as sutilezas que
envolvem a supersimetria e o vinculo. O que esta por tras disso tudo é que a equagao de
Langevin constitui uma realizagao explicita do mapa de Nicolai [32], em que é 1til para
a caracterizagao de teorias supersimétricas por meio de medidas de integragao funcional.
Além disso, em [30], foi determinado as dimensoes criticas para um interagdo em que a
transformada de Fourier é parametrizada como U (q) ~ |q]2.

Todas as interacoes entre as variaveis bosonicas e fermidnicas de diferentes sitios
sao dadas em termos de uma tunica energia de interagao, Uy . Isto é um requisito da
supersimetria, uma vez que interagoes independentes no modelo levariam a uma quebra
explicita de supersimetria. Propriedades interessantes podem ser extraidas considerando
a formulacao on-shell, em que eliminamos os graus de liberdade auxiliar. Em particular,
mostramos que interagoes competitivas no setor bosonico podem surgir mesmo quando
Up o envolve apenas interagoes de primeiros vizinhos. Ilustramos esse ponto no caso
de uma rede quadrada em duas dimensoes, mas a conclusdo estende-se para redes de
dimensoes maiores. Portanto, vemos que o modelo supersimétrico tem um potencial para
exibir um ponto de Lifshitz [33,34].

Apresentamos também um estudo detalhado sobre a versao de campo médio do
modelo esférico supersimétrico, em que todas as expressoes podem ser escritas explicita-
mente. Embora esta versao nao seja capaz de capturar o ponto de Lifshitz, ela exibe um
comportamento critico interessante, revelando caracteristicas gerais das fases do modelo
e de uma quebra de supersimetria. Existem transicoes de fase governadas pelas flutu-
acoes térmicas para temperatura finita, assim como transi¢cdes de fase governadas pelas
flutuagoes quanticas para temperatura nula. Em geral, a supersimetria é quebrada para
temperatura finita, devido a diferenca entre as distribuigoes térmicas envolvendo bésons
e férmions. Nesta situacao, temos dois regimes em nosso modelo que levam a diferentes
expoentes criticos para a susceptibilidade. Esses dois regimes correspondem a diferentes
valores de ponto de sela dos parametros envolvidos, em que acontece somente no caso de
temperatura finita. A temperatura nula, existe uma unica solucao possivel, em que as
frequéncias bosonicas e fermionicas sao iguais, levando a uma energia do estado funda-
mental nula. Logo, o modelo esta sujeito a uma transicao de fase quantica sem quebra de

supersimetria. Analisando o comportamento da magnetizacao, mostramos também que



Capitulo 1. Introdugdo 4

todas as transigoes de fase presentes no modelo sao do tipo ordem-desordem.

Este trabalho esta organizado como segue. No capitulo 2 apresentamos o compor-
tamento critico do modelo esférico classico com interagdes de campo médio e do modelo
quantico com interacoes de curto alcance. Mostramos explicitamente que a entropia apre-
senta um comportamento nao fisico no limite de baixas temperaturas na versao classica
e que este comportamento é corrigido quando analisamos a versao quantica. No capitulo
3, apresentamos brevemente as principais propriedades de supersimetria, facilitando as-
sim o entendimento da versao supersimétrica do modelo esférico que é apresentado no
capitulo subsequente. Por ultimo, a extensao supersimétrica é construida diretamente
no superespago e a funciao de partigdo é apresentada considerando U = U(|Jr —r’|). No
entanto, o comportamento critico do modelo esférico quantico supersimétrico, tanto para
temperatura nula quanto para temperatura finita, é apresentado considerando interagoes
de campo médio.

Este trabalho é baseado nas publicagoes:

e SANTOS, L. G.; TAVARES, L.; BIENZOBAZ, P.; GOMES, P. R. Supersymme-
tric quantum spherical spins. Journal of Statistical Mechanics: Theory and Fxperi-
ment, IOP, v. 2018, 2018.

e TAVARES, L.; SANTOS, L. G.,LANDI, G. T.; BIENZOBAZ, P.; GOMES, P. R.
Supersymmetric quantum spherical spins with short-range interactions. Journal of
Statistical Mechanics: Theory and Exzperiment, IOP, v. 2020, 2020.



2 Modelo Esférico

Neste capitulo iniciaremos uma discussao detalhada sobre o modelo esférico, come-
cando com a sua versao classica e mostraremos o seu comportamento patolégico a baixas
temperaturas. Em seguida, abordaremos o modelo esférico quantico, expondo o seu com-
portamento nas proximidades do ponto critico para temperatura finita e temperatura

nula.

2.1 Modelo Esférico Classico

A proposta do modelo de Ising [35] na primeira metade do século XX impulsi-
onou varios outros modelos em mecanica estatistica para descrever transicoes de fase.
Neste contexto, Lars Onsager apresentou uma complexa solugdo do modelo de Ising em
redes quadradas [36] e despertou a atengao do mateméatico Marc Kac, que relatou em
uma carta em homenagem a Theodore Berlin [37], o interesse em investigar modelos que
apresentassem solugoes mais amigaveis quando comparadas com as do modelo de Ising.

A primeira tentativa de Kac foi uma generalizagdo do modelo de Ising, promovendo
as variaveis discretas para variaveis continuas e validas para qualquer dimensao. Assim,
na presenc¢a de campo externo, a Hamiltoniana é dada por

1
Ha = —§Z,Jr,r,srsrl —HY S, (2.1)
r,r’/ r
em que as somas sao realizadas sobre os N sitios da rede cristalina em d-dimensoes, Sy € a
varidvel de spin, —oo < Sy < 00, 0 pardmetro Jy v = J ([r —1'|) é a energia de interacéo
que depende apenas do médulo da distancia entre os sitios r e r’ ¢ H é um campo externo.
Neste caso, para garantir a convergéncia da fungao de particao é necessario introduzir um

peso gaussiano, ou seja
+o00 1 b 9
Zo= ([ Tase)exp |8 (53 ewSeSe+HY S~ 2 Y
- r 2 r,r’ r 25

em que 3 = 1/kgT é o inverso da temperatura absoluta T, kg é a constante de Boltzmann

, (2.2)

e b > 0. Apesar desta proposta, denominada modelo gaussiano, ser exatamente soluvel
em qualquer dimensao, ela € ineficaz do ponto de vista fisico, visto que o modelo é definido
apenas acima de uma determinada temperatura [15].

Embora o modelo gaussiano nao seja determinado para qualquer temperatura, ele
serviu como um protétipo para o préximo modelo proposto por Kac [37], em que desta

vez 0 peso gaussiano é substituido por um vinculo esférico,

B} (; 52— N) . (2.3)
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Uma interpretacao geométrica desta equacao pode ser feita se assumirmos um espago
N-dimensional, em que as configuragoes permitidas para as variaveis de spins sao repre-

sentadas por pontos sobre uma hiperesfera,
S SE=N, (2.4)
r

de raio v N. Vale ressaltar que no contexto das variaveis de Ising, o, = +1, o conjunto
discreto das 2V configuracées também satisfazem o vinculo esférico, sendo que, as confi-
guragoes do modelo de Ising residem nos vértices da estrutura hipercibica. A funcao de

particdo do modelo esférico, no ensemble candnico, é dada por

Zp = </_;OO Hd5r> 0 (Z SZ - N) exp (g Z Jpx1Se Sy + BHZ Sr) ’ (2:5)

em que podemos usar uma representacao integral para a funcao delta para implementar

o vinculo esférico,

5(%5&—]\7) :;Ti/_%iood,uexp [,u (%Sf—]\f)} . (2.6)

Desta forma, as integrais sobre as variaveis de spin sao obtidas sem muitas dificuldades e
a integral remanescente em p pode ser realizada pelo método do ponto de sela no limite
termodinamico (N — 00). O modelo esférico é exatamente solivel em qualquer dimen-
sa0, inclusive na presenca de um campo externo e definido para qualquer temperatura,
apresentando uma transicao de fase.

Uma formulacdo alternativa para o modelo esférico surgiu pouco tempo depois
dos trabalhos de Berlin e Kac. Proposta por Lewis e Wannier [38], consisti em impor um

vinculo esférico médio nas variaveis de spin,

N 10 . _

r

tal que a fungao de particao no ensemble grande canonico é

EM — (/_;OOHdSr> €xXp (gzjnr/srsr’ +BHZSI' _BMZSE) ) (28>

r,r’/ r

[1]

com g sendo interpretado como um potencial quimico, garantindo o vinculo esférico médio
(2.7). Esta nova versao ficou conhecida como modelo esférico médio, e apesar dos vinculos
serem diferentes, os modelos sdo equivalentes no limite termodindmico, conduzindo as

mesmas quantidades termodindmicas [16].

2.1.1 Comportamento Critico

Para analisar o comportamento critico da versao continua do modelo de Ising,

usaremos o vinculo esférico médio. Neste caso, por conveniéncia, escrevemos a fungao de
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particdo grande candnica do modelo esférico médio no espaco de Fourier,

1 )
Sr — ﬁ Zelq'qu, (29)
q

em que o vetor q pertence a primeira zona de Brillouin. Essa parametrizacao nos leva a

seguinte forma para a funcao de particao

Zov =[] dSqexp (g S J(q)SqS—q+ BVNHSy — B sqsq)
q qa

= / H dSqdSp exp [ 203 Z — )> ’SqP

q>0 q>0

X exp l—ﬁ (u 0)> S2 + ﬁ\/_HSo] (2.10)

em que a energia de interagao é escrita como

=" J(h))e™4 com h=r-r. (2.11)
h

Note que a funcao de particao pode ser expressa como integrais realizadas apenas so-
bre a metade da primeira zona de Brillouin e levamos em conta o fato que S_q = S:;.

Decompondo as variaveis de spin em parte real e parte imaginaria,

Sq = (ReSq +iImSq), para q#O0, (2.12)

1
V2

mantendo o modo zero Sy, a equagao (2.10) pode ser reescrita como

EEM /ql;[od (ReSq) d (ImSq) (dSp) exp ﬁngo < 5 )> ((ReSq)Q + (Iqu)Q)
X exp l—ﬁ (u — (](20)> St —|—ﬁ\/NHSo] . (2.13)

Desta forma, o conjunto de integrais gaussianas, na parte real e imaginaria, sao inde-
pendentes tornando o calculo da funcao de particao trivial. Como o vetor q pertence a

primeira zona de Brillouin, temos,

2

T BN H?

q 5(M—Tq) 4(M—T)
Por fim, a partir de (2.14) é possivel obter a energia livre,
/ o nE
= ———In&
N3 EM
H2
S T (2.15)
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permitindo entdo uma conexao com a termodindmica e a forma explicita do vinculo (2.7),

[H? 1 1

QTR o

H 2

E importante ressaltar que a energia livre e a equacio de vinculo ditam o comportamento
critico do sistema e nos fornecem as quantidades termodindmicas de interesse. Note
também que a funcdo de particdo (2.14), e posteriormente a energia livre, sdo vélidas
para qualquer dimensao e qualquer tipo de interacao que dependa apenas da distancia
entre dois sitios.

Por simplicidade, apresentamos o comportamento critico do modelo médio classico

considerando interagoes de campo médio do tipo Curie-Weiss,

J
hw =% = J(@) = Jogg. (2.17)

Admitindo H = 0, obtemos a seguinte expressao para o vinculo esférico

1 J

5:%‘1‘4]\[#(#_;)7

(2.18)

indicando uma potencial divergéncia no limite p — J/2. Com um pouco de algebra em

(2.18), obtemos uma solug¢ao para p no limite termodindmico,

%, para kpT < J
B

= , 2.19
. {k, para kpT > J ( )

[\

o que define a temperatura critica do sistema kg7, = J.
Embora o modelo esférico classico apresente solugao exata, ele exibe uma anomalia
no limite de baixas temperaturas. Podemos verificar esse comportamento analisando a

entropia, que pode ser obtida através da energia livre de campo médio,

1 s 1 s
f=- In [ ] ——1n <> , (2.20)
NG | B(u-12)] 28" \Bu
o que nos conduz a entropia de campo médio
8 P— _g
- oT
T T
LN P WkiBJ +RB | (TRETY | (2.21)
2N =5 2 W

No limite termodindmico, a entropia assume diferentes valores de acordo com o regime

de temperatura, como mostra (2.19). Portanto, para T' > T, temos,

s="2 141 2r)], (2.22)
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o que resulta em uma entropia constante e independente da temperatura, como esperado.
O comportamento interessante acontece quando 7" < T, pois neste caso u = J/2 =

kgT./2, conduzindo a

s = kQB [m (2;5) + 1} . (2.23)

No limite de baixa temperaturas 7" — 0, a entropia diverge com o logaritmo da tempera-
tura, nao sendo fisicamente aceitavel.

O comportamento no limite de 7" — 0 ndo é caracteristico apenas da solucao
de campo médio. O mesmo acontece na analise do modelo esférico com interagoes que
dependem apenas do modulo da distancia entre dois sitios. Em particular, uma interacao
de primeiros vizinhos nos levaria a um comportamento critico e a uma transicao de fase
nao trivial para dimensoes entre 2 < d < 4 [20]. Como dito anteriormente, apesar do
modelo esférico classico ser versatil e atraente para o estudo de transi¢coes de fase, ele
apresenta uma patologia a baixas temperaturas. Esse tipo de comportamento conduziu a

uma versao quantico para o modelo, o que nos leva a proxima secao.

2.2 Modelo Esférico Quantico

Como vimos anteriormente, a versao classica do modelo esférico apresenta incon-
sisténcias para baixas temperaturas, sugerindo entao correcoes de carater quantico. Uma
maneira de construir uma versao quantica para o modelo é adicionando um termo cinético,

que envolve a varidvel de momento conjugada a Sy, na Hamiltoniana (2.1),

H=US R LS fouSiS — HY S (221

r,r/ r

em que as variaveis agora sao operadores que satisfazem as relagdes de comutacao,
[Sr, Ppr] = 0y p/ [Sy, Sp] =0, [Py, P] =0. (2.25)

A constante de acoplamento g em (2.24) mede a relevancia das flutuagbes quénticas e
o limite de ¢ — 0 recuperamos o caso classico. A Hamiltoniana pode ser diagonalizada
pelo método candnico [20], e nessa formulagao, o potencial quimico é definido a partir do
vinculo esférico médio (2.7).

Uma alternativa de quantizar o modelo esférico, que apresentamos a seguir, é
via integracao funcional e neste caso o potencial quimico é definido pelo vinculo esférico
estrito, equagdo (2.3). O célculo da funcao de particdo é realizado no formalismo do
tempo imaginario, tal que precisamos considerar o tempo imaginario euclidiano 7 = 1t,

sendo 7 € [0, 5]. De uma forma geral, temos

Z= /DS 5 (Z 52— N) e Jo @ Lo, (2.26)



Capitulo 2. Modelo Esférico 10

com a medida de integracdo DS = [[, DSy e a Lagrangiana euclidiana

]_ aSr
Ly = % 2 (87’) ZJI‘ oSSy, (2.27)

rr’

em que a energia de interagao Jy v = J (Jr — r'|) depende apenas do médulo da distancia
entre os sitios, r e r’. Neste formalismo as varidveis de spins satisfazem a condicao

periodica de contorno
Sr(0) = Se(B), (2.28)

na qual produzem as frequéncias de Matsubara w, = 2nn /3 com n € Z.
O vinculo esférico (2.3) é implementado na fungao de parti¢do a partir da repre-

sentacao integral funcional da func¢ao delta,

5 (gjss—N) :/D,uexp [—/Oﬁdw (gjsg—N)], (2.29)

tal que a funcao de particao do modelo esférico quantico pode ser reescrita como

Z:/DSDuexp{ /ﬁdTLg 3 (%i) ;er,r/srsr/Jru (i:j 52 —N)]}. (2.30)

r

Para calcular explicitamente a equacao (2.30) é conveniente passarmos para o espago dos

momentos,

S, (1) TS ( (2.31)

- T

em que a fungao de particao assume a forma

s 1 & J (a)
Z:/DSDMGXP{—/O dr %:Sq (-2987_2+M—2> qu

- MN} . (2.32)

identificando
J(a) = J(|h]) e, (2.33)
h
e h = r —r’ como sendo a distancia entre dois sitios. Calculando as integrais Gaussianas
nas varidveis Sq e usando fato que det A = eTrnAd - ghtemos
zZ= / Dy~ NSett (2.34)

sendo S.rr a agao efetiva

/ drp + —Tr

2
Zl ( ;g; +p— Jg”)] (2.35)
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A integral remanescente em (2.34) é efetuada usando o método do ponto de sela,
que se torna exata no limite termodinamico, N — oco. Neste caso, a condicao de ponto

de sela,

5S.s
o (7)

=0, (2.36)

conduz a expressao

5 (r ) _

1——Z/d @y 7y =0, (2.37)
2902 THT 73

em que usamos 6Trln A = TrA=15A e a base |7) para o cilculo do traco. Na equacio

de ponto de sela é suficiente procurarmos por solugdes em que g nao dependa do tempo.

Assim, podemos introduzir a relagdo de completeza 3, [n)(n| = 1, com

TwWn T
e n

(T|n) = ik (2.38)
em que nesta base o operador 0?/972 é diagonal
0? 9
972 In) = —wi|n). (2.39)

Desta forma, a expressao de ponto de sela é dada por
1

2]\75 Zq:n_z_:oo (5 2) = 0. (2.40)

Note que, as varidaveis 7 e n sao escolhidas para desempenharem o mesmo papel das

variaveis candnicas ¢ e p em mecanica quantica.
A soma sobre as frequéncias de Matsubara w, sdo realizadas com o auxilio da
identidade

> 1

T
> ———5 = s coth(my), paray>0, (2.41)
e n2 + y2 2
cujo resultado final é
1 g Buwg

1=—> ——coth|—= 2.42
2N %: Wq * ( 2 ) ’ 242)

com a frequéncia definida como

J(q

wg = 2g <,u - (2)> : (2.43)

A equacao de ponto de sela é valida para qualquer temperatura e no limite g — 0
recuperamos o caso classico, (2.16). Além disso, a partir dela podemos obter o compor-
tamento critico do sistema e mostrar que a versao quantica do modelo esférico apresenta

transicao de fase tanto para temperatura finita quanto para temperatura nula.
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Visto que a expressao do vinculo, equagao (2.42), é véalida para qualquer energia
de interacao que depende apenas do modulo da distancia entre dois sitios, apresentamos a

seguir o comportamento critico considerando interagoes apenas entre primeiros vizinhos,

d
J(q) =2J ; cos (qi) , (2.44)

com J > 0 correspondendo ao caso ferromagnético. Trataremos os casos de temperatura

nula e finita separadamente.

2.2.1 Comportamento Critico Quantico

O comportamento critico quantico é descrito pela expressao (2.42) no limite de
baixas temperaturas, ou seja f — oo. Neste caso, a expressao do vinculo no limite
termodinamico assume a forma

1 [ dig g
1=- , (2.45)
2 / (27)" /29 (1 — T ; cos q1)

em que usamos o comportamento assintético da fungao cosseno hiperbélico, cosh (fwq/2) —

1. O ponto critico é determinado pela singularidade da integral (2.45), desde que a in-
tegral convirja neste ponto. Assim, analisando o integrando, verificamos que o potencial
deve satisfazer a condigdo p > Jmax (@) = Jmax(>>; cos¢;). Com isso, é possivel definir

o ponto critico
te = Jd. (2.46)
A partir da identidade

1 1 o0
S I’(p)/o dt 7 1e™ X com X,p >0, (2.47)

é possivel calcular explicitamente a expressao do vinculo (2.45)
g (. 1 _u | [ dlg
2 = —/ dt t 277 / t ‘
27J Jo ¢ [ (27r)d P Ei:cosqz
g o0 _L1 zpy d
2 = —/ dt =2t [Iy(1)]%, 2.48
ol [ e 10 2.9

em que Io(t) é a fungao de Bessel modificada de primeiro tipo. A andlise do comporta-

mento critico é realizado analisando a integral em (2.48), desta forma definimos

Ty (n) = /OOO dt t~5e 't [Io(1)]* (2.49)

e iremos verificar a sua convergéncia ao redor do ponto critico. A partir dos comporta-

mentos assintoticos da funcao de Bessel
Io(t) ~ 1, t— 0,

t
e
Io(t) ~

(27t)2

,  t— o0, (2.50)
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verificamos que a integral pode apresentar uma divergéncia no limite de t — oo, ou seja

d+1 —
Za(p) ~ /dt () exp l—t(ﬂjuc)] . (2.51)
No ponto critico, a integral converge para d > 1, que neste caso, define a dimensao critica
inferior d? = 1. Desta forma, o modelo exibe um ponto critico quando p alcanca ji., com
um correspondente valor /g = |/gc.
O comportamento de (p — p.) de acordo com a dimensionalidade para d > 1, pode

ser encontrado tomando a derivada de Z; com relacao a p no limite de ¢ grande

oo —d —
T'a(p) ~ —/ dt 'z exp [—t(“'uc)l ) (2.52)

0 J
em que quando avaliada no ponto critico, converge se d > 3, resultando na dimensao
critica superior d) = 3. Assim sendo, para 1 < d < 3 o comportamento de (u — pc) é

encontrado calculando (2.52)

a3 _(3—d
Zal) ~ — (=) 7T (250). (25
Em seguida, integrando em p obtemos
a1 (3—d
Ta(p) = Talpre) ~ = (=) T T (25 (2.54)

De acordo com (2.48), a integral Z;(u) é proporcional a 1/ V9, 0 que nos permite obter

o comportamento critico a partir de (2.54) como

_2
d—1

(—pe) ~7g~ ", paral<d<3, (2.55)

em que T, = (ﬂ—\/ﬁ) /\/%.

O comportamento na dimensao critica superior é realizado separadamente ao caso

d > d,. Para o primeiro caso, d = 3, tomamos a derivada de (2.49) com respeito a
/ o L uy 3
T's(u) ~ = [ dt the” 7 (1)), (2.56)

e dividimos a regiao de integracao em dois intervalos

T'3(p) ~ —/01 dt the [fo(t)]S—/l“’ dt the 5t [I(1)])°. (2.57)

O primeiro termo ¢ finito, enquanto o segundo pode ser reescrito com a ajuda do com-

portamento assintotico da funcao de Bessel para t grande

T's(p) ~ —/loodt tLexp [_t(ﬂ_j‘c)l

K= He
~ —=I10, > , 2.58
(0.2 (2.58)
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no qual T (0, %) é a funcaio Gamma incompleta. Como o argumento (p — pe) é pe-

queno, expandimos a fun¢do Gamma incompleta,

r(o,“}“ﬁ S (“}“c) ST 4+ O (i — o), (2.59)

em que I'(1) é a constante de Euler, e reescrevemos (2.58) como

T'3(p) ~ —In(u—pe). (2.60)

Integrando a equagao acima em

Iy (1) = I3 (pe) ~ (o= pe)In (= puc) (2.61)

e usando novamente que Zy(p) ~ 1/,/g, temos

-
(= pe) ~ ——2-, parad=3. (2.62)
¢ In7,

Para d > 3 a anélise é trivial visto que Z’; é convergente no ponto critico, ou seja,

Z(p) = I (pe) + (1 — pic) I/(Mc) +oee (2.63)
Reescrevendo em termos de /g, obtemos
(i —pe) ~ 14 parad>3. (2.64)

Todo o comportamento a temperatura nula nas proximidades do ponto critico pode ser

sintetizado como segue

2
14" para 1<d<3
(—pe) ~{ =7~ para d=3 (2.65)

InTg

T, para  d>3

em que exibe uma transicao de fase quantica nao trivial para 1 < d < 3 e uma transicao

de campo médio para d > 3.

2.2.2 Comportamento Critico a Temperatura Finita

O comportamento critico a temperatura finita é feita no limite de altas tempe-
raturas, § — 0, e neste caso o parametro responsavel pela transicao é a temperatura.
Assim, a partir do comportamento assintético da fungao cosseno hiperbélico, a equagao

do vinculo (2.42), assume a forma

d%q 1
e / (2m)? (= JLicosgq) (2:66)

A analise do comportamento critico é similar é caso de temperatura nula e o ponto critico

é pe = Jd com a condigdo que wq deve ser real, p > J max (32; cos g;).
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Aqui também ¢é interessante escrevermos a expressao do vinculo em termos da

funcao de Bessel e para isso fazemos o uso da identidade (2.47),

il e (F=R e
— = dt e 7 / exp |t ) cosg;
b [ 2 P2

2J 0 _n d
—— = dt e~ 7" [In()]" . 2.
o = de )] (2.67)
O comportamento critico é dado pela analise de convergéncia da integral
(o) _
%UOEA dt e 7 [Io(1)] (2.68)

e a partir dos comportamentos assintéticos da fun¢ao Bessel, equagao (2.50), verificamos
que, ao redor do ponto critico, a integral pode apresentar uma divergéncia no limite de
t— o0

Za(p) ~ /dt % exp l_t(/i_!]ﬂc)] : (2.69)

De fato, analisando (2.69), verificamos que no ponto critico a integral converge
para d > 2, definindo entdao a dimensao critico inferior, d; = 2. Consequentemente, para
d > 2 podemos obter a dependéncia de (p — p.) em termos da dimensdo. Para isso,
consideramos a derivada da integral em relagao ao parametro p

T a(u) ~ —/dt $1-% exp l—t(u}uc)] : (2.70)

No ponto critico a derivada converge para d > 4, definindo a dimensao critica superior,
d, = 4. Portanto, para 2 < d < 4 o comportamento de (u — p.) é obtido a partir da
equagao (2.70),

Zatu) ~ - -0 7T (157). (2.71)

Integrando a equacao acima em p e levando em conta que T ~ 1/Z;, equagdo (2.67),

obtemos o seguinte comportamento
2
(h—pe) ~74§7, para2<d<4, (2.72)

em que 73 = (T —1T,) /T..
Como no caso quantico, precisamos analisar o comportamento critico na dimensao

critica superior separadamente, assim como para d > d,,. Para d = 4, temos

7 (4) = /OOO dt e~ 5t [Io()]" (2.73)

Tomando a derivada com relagdo a p e dividindo o intervalo de integracao em [0,1] e
[1,00] , vemos que a divergéncia aparece apenas no segundo intervalo. Neste caso, para

grandes valores de t reescrevemos (2.73) como

Ty () ~ —Amﬁf*wpkﬂu—wﬂ
~ T (0, = pe) s (2.74)
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cuja solucao é dada em termos da funcado Gamma incompleta. Expandindo a equacao

acima para pequenos argumentos e integrando em g, podemos escrever,

'8 para d = 4. (2.75)
In7g

(U_NC)N_

Para dimensoes acima da dimensao critica superior, d > 4, o cdlculo do compor-
tamento de (p — p.) é andlogo ao que foi feito no caso do comportamento quantico para

d > 3, que corresponde a d > d,. De uma forma geral, temos

7'5‘2 para 2<d<4
(1= pe) ~ _% para, d=4 . (2.76)

Tg  para d>4

Os resultados acima mostram que o sistema apresenta uma transicdo de fase nao trivial
para 2 < d < 4 e para d > 4 uma transi¢ao de campo médio.

As dimensoes criticas para o caso de temperatura nula diferem sempre de uma
unidade para as dimensoes a temperatura finita. Esse comportamento nao é por acaso,
ele envolve o expoente critico dinamico z, que de certa forma retrata a equivaléncia entre
os graus de liberdade espacial e temporal. Além disso, o modelo esférico apresentado aqui
foi proposto para interagoes de primeiros vizinhos, resultando em uma transicao de fase

quantica e classica.
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3 Supersimetria

O ponto de partida para a supersimetria é considerar que existe uma igualdade
entre bésons e férmions, o que exige uma equivaléncia entre os graus de liberdade fermi-
Onicos e bosonicos. Apesar de parecer uma ideia distante da realidade, acredita-se que a
supersimetria se manifesta como uma simetria espontaneamente quebrada.

A partir do oscilador harmonico supersimétrico, N' = 2, podemos ilustrar e discutir
as propriedades mais elementares de supersimetria. Além disso, exploramos o formalismo
do superespago em mecénica quantica com N = 1,2 [39,40], o que proporciona uma base

para introduzir uma versao do modelo esférico quantico supersimétrico.

3.1 Aspectos (Gerais

Um sistema com dois mecanismos de supersimetria, N' = 2, é constituido por um
par de supercargas Grassmanianas, @ e @, sendo elas as responsdveis por gerarem as

transformacoes de supersimetria. A algebra supersimétrica é dada por,

{Q.Q}=H, [QH]=[QH=0, {QQ}={Q,Q}=0, (3.1)

em que H é a Hamiltoniana responsavel pelas translagoes temporais. Uma transformacao
de supersimetria sobre o estado de vacuo da teoria, definido como |0), pode ser escrita

como

o) = 10) e ©|0) = |0), (3.2)
tal que

Q[0) = Ql0) =0, (3.3)

o que nos diz que o estado de vacuo da teoria é aniquilado pelas supercargas. Dessa forma,

a Hamiltoniana atuando sobre o estado de vacuo produz

H|0) = 0
{@.@}10) = o, (3.4)

o que nos diz que teorias supersimétricas apresentam um estado fundamental com energia
nula, caracterizando uma propriedade bésica.

Uma quebra espontanea de supersimetria eventualmente acontece quando uma
das equacoes em (3.2) ndo é mais satisfeita, ou seja, pelo menos uma das supercargas nao

aniquila o vacuo,

QI0y #0 ou Q[o) #0, (3.5)
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o que necessariamente conduz a um estado de vacuo com energia nao nula,
H|0) # 0 = Ey # 0. (3.6)
Assim, considerando
H|0)p = Eol0) 5, (3.7)

podemos analisar, de forma qualitativa, essa quebra espontanea de supersimetria, em que
pelo menos uma das supercargas ainda aniquila o vdcuo, Q|0) = 0. Além disso, podemos

construir um estado fermionico,

Q Q
Op=—0)p = |0)p=—0)F, 3.8
10) \/E_0| ) 10) \/E_0| ) (3.8)
e a partir da dlgebra de supersimetria, equacao (3.1), mostrar que
H|0)p = Ep|0) p. (3.9)

Das equagoes (3.7) e (3.9), verificamos que o estado fundamental bosonico e fermionico
sao degenerados com energia Ej.

O par de estados acima sao também chamados de parceiros supersimétricos e eles
surgem como uma consequéncia da algebra (3.1). Isso é uma caracteristica de estados

com energia nao nula. De uma forma geral, temos
|boson) ~ Qlfermion) e [|fermion) ~ @Q|boson), (3.10)

em que fica evidente que as supercargas transformam estados bosénicos em fermidnicos e
vice-versa.

E evidente que uma quebra de supersimetria requer uma andlise mais detalhada,
porém no contexto de transigoes de fase, podemos intuitivamente analisar apenas alguns
pontos. Para qualquer temperatura finita, sabemos que temos estatisticas diferentes, os
férmions sao guiados pela estatistica de Fermi-Dirac, ao passo que os bosons pela esta-
tistica de Bose-Einstein. Entao, a supersimetria estara sempre quebrada para qualquer
temperatura finita, devido as diferentes distribui¢ées envolvendo bésons e férmions. Por
outro lado, para temperatura nula, uma transicao de fase quantica ocorre com uma energia

diferente de zero para o estado fundamental, tal que préximo do ponto critico,
Eo ~ 19— g™, (3.11)

em que z é o expoente critico dinamico, v o expoente associado ao comprimento de cor-
relagdo e g é o pardmetro nao térmico. Contudo, de acordo com (3.11), o comportamento
critico surge com uma energia do estado fundamental diferente de zero, neste caso a su-

persimetria estda quebrada, resultando em uma transicao de fase a temperatura nula com
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uma quebra de supersimetria. Se a supersimetria estiver presente, o sistema nao apresenta
comportamento critico, visto que Ey = 0.
Um exemplo ¢é o oscilador harmonico supersimétrico unidimensional que é consti-

tuido por dois osciladores, um bosonico e outro fermionico,

1
Hp = wp (agaB + 2) , [aB,ag} =1 (3.12)

1
Hp = wp (a}ap - 2) : {aF,a}} =1, (3.13)

respectivamente. Assim, a Hamiltoniana do oscilador harmonico supersimétrico é dada

por
H=w (aTBaB + a}ap) : (3.14)

em que fizemos wp = wp = w. Se wp # wpg, a supersimetria estaria quebrada, com

energia

(wp —wr)

By ="

(3.15)
O espago de Hilbert deste sistema é composto por estados na seguinte forma
Inp,np) = |np) ® np), (3.16)
com os operadores nimero atuando de forma usual,
Np|ng,np) =nglng,nr) e Np|ng,np) =nplng,ng), (3.17)
em que
Np = ajrgaB e Np= a}ap. (3.18)
A energia é obtida através do operador Hamiltoniano,

H‘nB,nF> - EnB,nF‘nBanF>

= w(ng+np)|np,ng), (3.19)
e é facil notar que o estado fundamental da teoria possui energia nula,
HI0,0) = Epp|0,0) = Epo =0, (3.20)

o que indica que a supersimetria esta presente.
Podemos ver também o efeito das supercargas sobre os estados deste sistema, e

para isso os geradores sao escritos em termos dos operadores de criacao e destruicao,

Q= \/Eagap e Q= \/EG,TFGB. (3.21)
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As supercargas definidas acima sdo compativeis com a dlgebra de supersimetria (3.1) e

tem o efeito de aniquilarem o estado de vacuo,
QI0) = Glo) = 0. (3.22)

Como as supercargas sao construidas a partir dos operadores de criacao e destruigao, fica
evidente através de (3.21) que @ cria um béson e aniquila um férmion e @ faz a operacio

contraria. De uma forma geral, a atuagao de () sobre um estado com um férmion produz
Q10,1) ~ |1,0). (3.23)
Por outro lado, quando @ atua sobre um estado com um béson, temos
Q[1,0) ~10,1). (3.24)

Os estados |1,0) e |0, 1) sdo parceiros supersimétricos e formam estados degenerados com

energia w.

3.2 Formalismo no Superespaco

O superespaco consiste em uma generalizacdo do espago-tempo usual a fim de

acomodar as varidveis de Grassmann, {6;,6;} = 0. Para isso, definimos
_ _ _ 0, _
= /d@i(l) =0 e /d&ﬁj = %ej = (Sij, (3.25)
0 0 0
20, —(0;0;) = <86’9>6k 0 (86’ 9k>—6 0 — 0ir.0;. (3.26)

Na mecéanica quantica, o superespaco com N = 1 apresenta apenas um grau de
liberdade bosonico, x (t), e esta escolha corresponde a uma teoria (0 + 1)-dimensdes, cujo
espaco-tempo é composto apenas pelo tempo t. O superespaco mais simples é formado
pela variavel ¢ acompanhada de apenas uma variavel de Grassmann 6.

As transformacoes de supersimetria correspondem a translagdoes no superespaco,
t—t =t+ic) e 0—0 =0+c¢, (3.27)

em que € é o parametro de Grassmann infinitesimal da translagao, gerado pela supercarga

0 .0
=26

No superespago, podemos considerar uma fungao escalar real @ (¢,6), denominada

(3.28)

de supercampo escalar real, cuja expansao em potencias de 0 fica

D (t,0) =z (t) +i0y (1), (3.29)
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usando o fato que #2 = 0. O termo z (¢) é identificado como o grau de liberdade bosénico
usual e 9 (t) como um grau de liberdade fermionico dinamico. Note que a supersimetria
incorpora simultaneamente graus de liberdade bosonicos e fermionicos, e além disso, vale
verificar que o numero de graus de liberdade bosonicos e fermidnicos sdo equivalentes
no supercampo, satisfazendo o requerimento bésico da supersimetria. Sendo um escalar,

sobre translagoes (3.27), o supercampo deve transformar como
D' (t,0') = D(t,0). (3.30)

Analisando o lado esquerdo da equagao acima,

O, 0) = D (L +ich, 0+ ¢) = D (1, 0) + ie@aatcb’ + egeqy, (3.31)

vemos que existe uma certa arbitrariedade com relacao ao ultimo termo, pois poderiamos
ter escrito com o parametro € a direita da derivada, isto é %CI)’ e. Como {%, €} =0,
isso produz um sinal de menos se tentarmos arranja-lo na forma acima. Neste trabalho,
por conveniéncia, usamos a definicdo em (3.31) para a expansdo em Taylor envolvendo
variaveis que anti-comutam.

De acordo com (3.31), segue que
6D =D (t,0) — D(t,0) = —eQP. (3.32)
Escrevendo explicitamente a variagao funcional do supercampo na forma

0D =dcx +i0dey = —eQP
= —iey) + ifex, (3.33)

obtemos as transformagcoes das componentes x e 1,
dex = —i€r) e O = ed. (3.34)

Estas sao as transformagoes de supersimetria e, de uma forma geral, elas transformam
um boéson em um férmion e vice-versa, o que nos leva ao real sentido de uma simetria
envolvendo boésons e férmions.

Um ponto interessante é que a supersimetria vincula simetrias internas e geomé-
tricas (espago-tempo),

.0
(0.0} =2is. (3.35)

Em outras palavras, o anti-comutador das supercargas é proporcional ao gerador das
translagoes temporais, isto é, a Hamiltoniana do sistema.

Existe um outro operador que tem um papel fundamental na construcao da agao

no superespaco, chamado de derivada supercovariante,

0 i (3.36)

D=5 =W
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este operador satisfaz a relagao {Q, D} = 0, o que implica que D® se transforma sobre

supersimetria como os proprios supercampos,
0e(D®) = —eQ(DP). (3.37)
O mesmo acontece para a derivada temporal do supercampo,
5P = —eQd. (3.38)

Isso tem uma consequéncia muito importante, pois qualquer acao escrita em termos de
O, DP e O é manifestamente supersimétrica. De fato, uma agdo no superespaco pode

Ser expressa como

S = / dtdIL(D, DD, D), (3.39)

e a Lagrangiana £ deve ser um nimero de Grassmann a fim de produzir uma agao escalar
que nao se anula. Sobre uma transformacgao de supersimetria, a agdo automaticamente

desaparece,

5.S = / dtdgs L = / dtdf(—eQ)L = 0, (3.40)

uma vez que ¢ uma derivada total.
Uma acao simples invariante sobre as transformagoes (3.34) é a de uma particula

livre supersimétrica,
i . 1., i,
5= /dthCDch - /dt (29: . 2¢¢) , (3.41)

Poderiamos tentar construir termos de potencias, como por exemplo, um termo propor-

cional a z?2

. Isso é fundamental para o proposito deste trabalho, visto que termos de
interagoes do modelo esférico, J;. »SpSy/, sdo essencialmente dessa forma. A conclusao é
que, com A" = 1 ndo somos capazes de construir termos de interacoes, o que nos leva a
considerar uma supersimetria estendida.

O préximo caso é o de duas supersimetrias, N = 2. Neste cenério, o superespaco
¢ dimensionalmente maior e contém, além do tempo, duas varidaveis de Grassmann, 6
e 0, que podem ser pensadas como complexo conjugada uma da outra. Dessa forma,
consideramos duas translacoes independentes no superespaco', em que corresponde a

duas transformagoes independentes de supersimetria,

]

e: t—t+ife, 0—-0—¢ e 00—

M

E: t—t—idd, 0—0 e 0—0-—¢ (3.42)

sendo € e € parametros de Grassman infinitesimais. Estas translacoes sao geradas por

duas supercargas,

o 0 I R,

Na realidade, é a combinacdo dessas duas transformacoes que produzem uma translagao real para a
coordenada temporal, t — ¢ + ¢ (fe — &), mas nés podemos considerar uma de cada vez.

1
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que satisfazem as relagoes de anti-comutagao

0

Podemos agora considerar um supercampo escalar real, ® (¢,6,0), em que sua
expansao em poténcias das variaveis de Grassmann possui mais componentes que no caso

anterior,

D(t,0,0) =z + 0y + 0 + OF. (3.45)

Temos aqui dois graus de liberdade bosonicos, x e F', e dois graus de liberdade fermionicos,
1 e 1. Novamente, destacamos a equivaléncia entre os graus de liberdade bosonicos
e fermiodnicos. Contudo, ao contrario de N' = 1, uma importante distincao sobre a
correspondéncia nos graus de liberdade acontece neste caso. Para entender isso, note
que até o momento nada foi dito com relacdo as equagoes de movimento, as quais sao
responsaveis pela dindmica do modelo. Dessa forma, dizemos que a equivaléncia é off-
shell. O ponto é que nem todas as variaveis presentes no supercampo correspondem a
um grau de liberdade fisico. Para uma acao simples, que iremos considerar, as equagoes
de movimento implicam que F' é um grau de liberdade auxiliar, enquanto os graus de
liberdade fermidnicos 9 e 1 ndo sdo independentes. Voltaremos a esta discussdo no final
desta secao.

Sobre translagoes, o supercampo transforma-se como
(¢, 0',0") = o(t,0,0). (3.46)
Usando a expansao em Taylor como em (3.31), obtemos as variagoes funcionais
0@ = —Qe® e 6O =—-eQP (3.47)

e essas relagoes nos levam as transformacoes para as componentes do supercampo. Para

o parametro €, temos

Sex = e, 0uap = —ide+ Fe, 00 =0, e 0.F =ite, (3.48)
e para €

Sex = &), dep =0, Ox) =ide+ Fe, e 0.F = —iep. (3.49)

As derivadas supercovariantes sdo construidas tomando as combinagoes opostas

das derivadas das supercargas em (3.43),

E—i-FZHﬁ e ng—ie_g

00 ot 00 ot’ (3:50)

satisfazendo as relagoes de anti-comutacao com as supercargas,

{D,Q} ={D.Q} ={D.Q} ={D.Q} =0. (3.51)
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Como ja discutido no caso N = 1, estas relacdes garantem que qualquer aciao no supe-
respaco envolvendo os supercampos e as derivadas supercovariantes dos supercampos seja

manifestamente supersimétrica. Em geral, temos,
S = / dtdodiL (D, d, DD, DD), (3.52)

em que, em contraste com o caso NV = 1, a Lagrangiana ¢ um escalar.

Considerando aqui uma acao simples,
~ /1 =
s = [ drdoad (2D<I>Dd> - U(cb)) , (3.53)

em que U é uma funcao arbitraria do supercampo. Para escrever a acdo em termos das
componentes, expandimos o potencial U em poténcias de § e § e entdo selecionamos a
contribuicao 9,
Uz + 6 + 760 + 99F)‘_ — U (2)F = U" ()0, (3.54)
00
sendo U’ e U” derivadas com relacao a z. Portanto, a acdo em componentes assume a
forma | |
s=[a <2¢2 i+ SF - U (@)F + U”(:::)W) . (3.55)
Essa é a acao off-shell para a mecénica quintica supersimétrica com N = 2, invariante
sobre (3.48) e (3.49). Essa expressao mostra também que F' é um grau de liberdade
auxiliar, pois nao temos derivada temporal de F', sua equacao de movimento é apenas

uma equacao algébrica,
F=U. (3.56)
Assim, podemos elimind-lo da Lagrangiana e obter a formulacao on-shell,
5= [a (;xQ + i — ;(U’(x))2 + U”(J:)z/_zw) . (3.57)

Desta forma, é imediato construir termos de potenciais que nos interessa. Por exemplo,
o potencial do oscilador harménico corresponde a U’ = wz, em que por sua vez, vem do

seguinte termo no superespaco,

U(P) = ;wCIDQ. (3.58)

Como ultimo ponto, discutimos a contagem dos graus de liberdade na formulacao
on-shell. A primeira vista, parece que nao ha uma equivaléncia, pois temos um grau de
liberdade bosonico, z, contra dois graus de liberdade fermionicos, ¢ e 1. Contudo, as

equagoes de movimento para os férmions sao

W+ U"D=0 e ih—U"p=0, (3.59)
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indicando que sao apenas o complexo conjugado uma da outra. Logo, escrevemos o grau

de liberdade fermionico como

b= +iv, (3.60)

sendo 1 e 19 variaveis de Grassmann reais, o que indica que elas nao sao totalmente
independentes,
ba+U"pr =0 e thy—U"thy =0. (3.61)

A conclusao é que temos apenas um grau de liberdade fermionico independente. A equiva-
léncia entre os graus de liberdade s6 ¢ alcancada depois do uso das equagodes de movimento
na formulacao on-shell. Isso é uma propriedade geral de teorias supersimétricas. Obser-
vamos também que nao existe tal distincao como no caso N = 1, discutido anteriormente.

Por fim, no caso N = 2, o formalismo do superespaco naturalmente entrega uma
formulagao off-shell, onde a equivaléncia entre os graus de liberdade é automatica, tendo
como preco a introducao de varidveis auxiliares. Por outro lado, a formulagdo on-shell,
considera graus de liberdade fisicos e a equivaléncia é alcangada a partir das equagoes de

movimento.
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4 Modelo Esférico Quantico Supersimé-

trico

Neste capitulo abordamos o modelo esférico quantico supersimétrico. A primeira
secao é dedicada a construcao do modelo diretamente no superespago na formulacao off-
shell. Em seguida, apresentamos uma secao para a formulacao on-shell no contexto
de interagoes de primeiros vizinhos e discutimos também o possivel surgimento de um
ponto de Lifshitz emergindo no limite do continuo. As demais se¢oes sao realizadas na
formulacao off-shell, em que a funcao de particdo é obtida via ponto de sela no limite
termodindmico. Além disso, para interacoes de campo médio, analisamos o comporta-
mento critico para temperatura finita e temperatura nula, encontrando uma transicao
de fase em ambos regimes de temperatura. Por fim, calculamos algumas quantidades

termodinamicas de interesse e os seus respectivos expoentes criticos.

4.1 Extensao Supersimétrica

A extensao supersimétrica do modelo esférico quantico consiste em introduzir um
parceiro fermionico para cada variavel bosonica Sy, de tal forma que a supersimetria seja
respeitada. E evidente que a insercdo de graus de liberdade fermiénicos também afeta
o vinculo da teoria, de tal forma que devemos nos assegurar que os requisitos de super-
simetria sejam compativeis com a estrutura de vinculo do modelo esférico. Uma forma
eficaz de incorporar essas condigoes é realizar toda a construgao do modelo diretamente
no superespago, em que a supersimetria esta presente.

Para a formulacao no superespaco, é suficiente considerarmos uma supersimetria
estendida N' = 2, que como vimos, é o caso em que o superespaco consiste do tempo ¢
e um par de varidveis de Grassmann, 6 e 0, que podem ser consideradas como complexo
conjugadas uma da outra. A variavel usual de spin Sy da lugar a uma variavel de superspin,

®,, também chamado de supercampo, que pode ser escrita em potencias de 0 e 0,
D, = Sy + Opyr + 0 + OO F;. (4.1)

Na expansao do supercampo, a variavel S, aparece na primeira componente, as variaveis de
Grassmann v e ¥ sdo os parceiros fermionicos, enquanto F, é o campo bosdnico auxiliar,
inerente na supersimetria off-shell. De uma forma geral, no caso supersimétrico, temos
mais graus de liberdade por sitio, quando comparado com o modelo esférico quantico

usual. Isso estd ilustrado na figura 1.
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\ \

\ \

Sy (Sr,’@m@nFr)

Figura 1 — A rede do lado esquerdo corresponde ao caso do modelo esférico quantico usual,
em que existe apenas uma variavel de spin Sy em cada sitio. O lado direito
corresponde a extensao supersimétrica, na qual temos quatro variaveis em cada
sitio, estas varidveis podem ser escritas como componentes de um supercampo

DO = Sy + O + 10 + 00 F,.

Com relacao as interacoes do modelo, a escolha de N = 2 é suficiente para cons-
truirmos interagoes quadraticas do tipo Jp Sy Sy. O proximo passo ¢ a generalizagao do
vinculo esférico para o caso supersimétrico, em que agora a condi¢ao de vinculo é imposta

sobre o supercampo Py,
S 2= N. (4.2)
r

O vinculo sobre as componentes surge quando comparamos as poténcias das variaveis de

Grassmann, 0 e , em ambos os lados da expressao acima, o que produz
ZSE =N, Z Sripy = 0, Z SI‘,IIJI‘ =0, e ZSI'FI' - Z@DF@DI" (43>
r r r r r

Note que, além da presenca do vinculo esférico usual, a inclusao da supersimetria no
modelo exige uma estrutura de vinculo mais geral.

Definido o supercampo e a estrutura de vinculos da teoria, é importante investi-
gar as transformacoes de supersimetria do modelo, que para N = 2, sdo geradas pelas

supercargas

o ., 0 -
:—ﬁ—Zga (§] Q

o -0

que satisfazem as relagoes de anti-comutagao dadas em (3.44). As supercargas geram

translacoes no superespago

€: t—=t+ife, 0 —0—¢ e 00
E: t—t—idd, 0—0 e 0—0-—¢ (4.5)

em que € e € sao os parametros de Grassmann infinitesimais da transformacao. Sobre

translagoes, a lei de transformacao para o supercampo é dada por

DL, 0,0) = Dp(t,0,0). (4.6)
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A variacio funcional, §®, = @, (,0,0) — D, (£,0,0), nos leva a
0Dr = —Qedr e 0:Pp = —EQD,, (4.7)

para os dois pardmetros € e €. Novamente, podemos comparar as poténcias de 6 e 0 e

obter as transformagoes de supersimetria para as componentes

€: 0. = re, Oby = —iSpe+ Fre, dbr =0, e 0.Fp = itye; (4.8)

0cSy = @y, Octhy =0, Octhy = iSpé+ Fré, ¢ 8.Fy = —iéty. (4.9)

(@]

A formulagao supersimétrica precisa ainda ser complementada com um termo ci-
nético. Isso pode ser realizado através das derivadas supercovariantes, que de certa forma

generalizam a nog¢ao de derivada temporal no superespacgo,

I R

em que sao escolhidas para satisfazer as seguintes relagdes de anti-comutagdo com as

supercargas,

(D.Q)=(D.Q}={D.Q}={D.Q} =0 ¢ {D.D}=2" (1)

Mais uma vez enfatizamos que as relagdes acima sao de suma importancia, pois atestam
que a derivada supercovariante de um supercampo se transforma da mesma maneira que
um supercampo, perante uma transformacao de supersimetria. Isso nos da a liberdade
de escrever qualquer acao no superespago envolvendo apenas supercampos e derivadas

supercovariantes dos supercampos da seguinte forma
S = / dtdfdiL (®y, DDy, DD, ) , (4.12)

que ¢ manifestamente supersimétrica. Com isso, podemos generalizar o modelo esférico

quantico para o caso supersimétrico

(1. 1
S = / dtd0d0 (2 > DD + 53 UM/CI)rCI)r/) , (4.13)

r,r/

sujeito ao vinculo (4.2). O vinculo pode ser implementado diretamente na agdo no supe-

respaco via um super multiplicador de Lagrange
E(t,0,0) =~ + 05+ 80+ 00u, (4.14)

0 que resulta em

N 1
S = / dtdodd [2 > D@Dy + 5 Y Upyr®r®y — B (Z @2 — N)] L (415)

r,r’/
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Realizando as integracoes sobre as variaveis de Grassmann, obtemos uma expressao em
fungdo das componentes do supercampo. O primeiro termo em (4.15) fornece a dinamica

do modelo,

[ avas B > D<I>rD<I>r] = ; > 2+ B2+ ($rthe — U |

1 . 1 , -
= 5253%-52173%-22%%, (4'16)
r r r
enquanto o segundo termo é referente as interagoes,
_ 1 -
/ dfdd 3 > Ur,r@rcbr/] = > Upy (SeFp — Urthyr) . (4.17)
r,r’/ r,r/

A partir do super multiplicador de Lagrange (4.14) e das equacoes (4.16) e (4.17),

podemos escrever uma Lagrangiana supersimétrica em termos das componentes,

1 . 1 . -
Lsusy = 52 80+ 52 B +i 2 Unthe + 3 U (SeFor = V)

r,r’
+ PYZ (SrFr - &rwr) - Z&rgsr - Z&/}rsr — M (Z SIZ‘ - N) ) (4'18)
r r r r

em que redefinimos os multiplicadores de Lagrange para absorver fatores numéricos. E
importante ressaltar que o parametro g presente em (2.27), responsavel pelas flutuagoes
quanticas do sistema, também deve estar presente no modelo supersimétrico. Ele pode
ser introduzido reescalando a coordenada temporal, t — /gt. Além disso, assim como no
modelo esférico quantico usual, a interagao U, deve ser uma fungdo apenas do médulo
da distancia entre os sitios, isto é, Up,y = U (|r — r'|). Na préxima se¢ao discutimos
algumas consequéncias fisicas de considerar o caso explicito de interagoes de primeiros

vizinhos entre os supercampos.

4.2 Formulagao On-shell

Uma maneira de entender a natureza das interacoes envolvidas na extensao super-
simétrica do modelo esférico quantico, é til considerar a formulacao on-shell, em que é
obtida integrando o campo bosonico auxiliar Fy.. Para isso, selecionamos apenas os termos
dependentes de Fy em (4.18),

1
Lp =3 STEZ+ Y Upp FrSp + 7Y FrSh. (4.19)
r

r,r/ r

Como F; é um campo auxiliar, sua equagao de movimento é apenas uma equagcao algébrica

OF =0=F. = —’YSI- — Z UI‘J"Sr’a (420)
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que pode ser usada para reescrever (4.19) como

= — = Z (Z U I.//Uvr// r’) S Sr’ ’}/Z Ur,r’SI‘SI" — ;’}/QN (421)

r,r’ r,r/

Ao eliminar o campo auxiliar, temos o surgimento de dois tipos diferentes de interacoes

entre as variaveis de spins bosonicas Sy, ou seja,

’)/Ur’r/ e r r/ = Z UI‘ I‘”Ur” r/ (422)

I.//

Reunindo todas as contribuigdes, a Lagrangiana on-shell que segue de (4.18) pode ser

reescrita como

L= S840 el > Jra e = 3 Unrlutins = 3 Se (U + )

r,r’/ r,r/

r,r’

— uy(SE- )—;72]\7 7(ZU”/SS +Z¢rwr), (4.23)

cujas correspondentes transformacoes de supersimetria sao

€:  0cSr = Upe, by = —iSre — (76} + Z Ur’r/Sr/) €, e O =0; (4.24)

M

0eSp = &lp, ety =0, e Ozthy = iSpE — (751« + Z Ur,r/Sr/> €. (4.25)
"

A estrutura de vinculo na Lagrangiana (4.23) é composta pelos mesmos trés vin-
culos presentes na formulacao off-shell, implementados pelos multiplicadores de Lagrange
u, & e £, Por outro lado, o multiplicador de Lagrange v, que na formulacio off-shell imple-
menta o tltimo vinculo de (4.3), na expressiao on-shell, equacao (4.23), ele implementa um
vinculo como uma média de uma distribuigdo Gaussiana (ao invés de uma delta) devido

ao termo proporcional a 72. Sua equacao de movimento é
N=— (Z Up pSe Sy + Z¢r¢r) : (4.26)
r,r’/
Usando esta relacao em (4.23), obtemos

1 v o
L o= 3840 deth— er,ssr, ZUr'@Dr = 2 S (U + E0x)

2
- uy. (Sf — ) (Z Uy x/Sr Sy + Zwrwr) : (4.27)

Portanto, o efeito final de eliminar v é o de introduzir interagbes quarticas entre as

variaveis fisicas. No célculo da funcao de particdo na secao 4.3, nao seguimos dessa
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forma. Em vez disso, mantemos todos os multiplicadores de Lagrange e iremos procurar
por solugoes de ponto de sela para (1, &, €,7) no limite termodinadmico.

Antes de seguirmos em frente, é oportuno nesse momento compararmos essa abor-
dagem com a feita em [29]. A diferenca crucial é que, em [29] a equagdo de movimento
do campo auxiliar F' foi usada de forma independente na estrutura de vinculo. Entao, se
compararmos (4.20) com a correspondente expressao em [29], vemos que no tltimo nao
existe contribuicao proporcional ao multiplicador de Lagrange v. A consequéncia é que,
na Lagrangiana on-shell considerada em [29], os termos quarticos sao ausentes, levando

a uma predi¢ao incompleta para o comportamento critico a temperatura nula.

4.2.1 Interacoes de Primeiros Vizinhos

Ao analisar a formulacao on-shell do modelo, podemos ver o surgimento de diferen-
tes interagoes, o que nos motiva a retornar na Lagrangiana (4.23) e analisar explicitamente
o efeito de interagoes de primeiros vizinhos entre as variaveis de supercampo (lembre-se
do termo de interagao em (4.15)), isto é, vamos analisar o efeito de assumir a seguinte

forma para Uy,

d
UI'7I‘/ = U Z (6r,r’+e1 + 61‘,1‘/79[) ) (428)
I=1

em que U é a energia de interagao que pode ser positiva (ferro) ou negativa (anti-ferro).

I

Estamos considerando uma rede hiperctubica d-dimensional, com e’ sendo um conjunto

de vetores unitarios ortogonais ao longo de todas as direcoes,

{e'} ={(1,0,...,0):(0,1,0,...,0);...:(0,...,0,1)}. (4.29)
Dada a interagao (4.28), Jy,/ assume a forma
) d
Jr,r’ =U Z <5r,r’—|—e1—|—e=] + 6r,r’—eI—eJ + 6r,r’—|—e1—eJ + 5r,r’—e1+eJ) : (430)
I,J=1
Vemos que essa expressao contém interagoes entre segundos vizinhos assim como intera-

¢oes diagonais. Isso é ilustrado na figura 2 para o caso de uma rede quadrada bidimensi-

onal.

Figura 2 — Interagdes presentes em (4.30) para uma rede quadrada em duas dimensoes.
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Podemos ver o efeito das interagoes acima sobre as variaveis de spin selecionando

os termos de interagao na Lagrangiana on-shell (4.23), o que nos permite definir

Lint = —v Z Ur,r’SrSI" - ; Z Jr,r’SrSr’ - Z Ur,r’izrwr’
, ) , 7
= WU (SeSerer + SeSpor)
r j=1
U2 d
- 5 Zr: 121 (SrSr_FeI_;'_eJ + SrSr+eI_e.I + SrSr_eI+e.I -+ SrSr_eI_eJ>
d
— U Y (Petror + Gethy_er) - (4.31)
r ;=1

Podemos extrair algumas propriedades fisicas desta expressao. Note que, junto das intera-
¢oes de primeiros vizinhos, existem também interagoes de segundos vizinhos e interacoes
diagonais envolvendo as varidveis bosonicas Sy. Portanto, se o sinal de YU for negativo,
isso pode resultar em uma competicdo no setor bosoénico, ja que U? é sempre positivo.
Esse tipo de ingrediente geralmente produz um rico diagrama de fase, com a presenca de
fases moduladas e um ponto de Lifshitz [33]. Interagoes competitivas foram investigadas
no modelo esférico quantico usual [34,41-43] e o comportamento das interagoes para o
modelo esférico quantico supersimétrico é descrito em [44].

A presenca das interacoes diagonais esta conectada com a isotropia das interagoes
na rede, isso é refletido como uma teoria invariante rotacional emergindo no limite do
continuo. Investigamos esse comportamento construindo a versao continua das interagoes
presentes em (4.31) e isso pode ser feito resgatando o espagamento da rede, a, e reescalando

as variaveis de campo,

d—z (2d—=z) (2d—=z)

Se(t) = a TS (1), dr(f) = a T (), e Belt) = a Tod(tr), (4.32)

. d Sy . .
junto com . — [ %. Para ter uma ideia deste procedimento, considere por exemplo o

termo bosonico de primeiros vizinhos em (4.31)

d dr
53 (SeSuraet + SeSeger) = [ 7 S a8 [S+ (ack) 05
r =1 T

+ 21| (aeé) (aeé) (0a08) S+ -+ 5+ (—aeé) OaS

+ o (—ael) (aeh) uds) S+ (1.3

em que estamos usando a convencao de soma para os indices gregos e estamos omitindo
a dependéncia sobre as variaveis. Note que as contribui¢oes vindas das derivadas lineares

se cancelam, o que resulta em

3 gdj (SeSetaer + SeSp_ger) = / d'ry a2 (25 + (ad}) (adh) (0ads) S|
r /=1 I

[t [st T a8 (ﬁ?s)] . (434)
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O analogo ocorre na parte fermionica, com a ressalva que o campo fermidnico escala
diferente em (4.32). Sendo assim, o procedimento é semelhante as varidveis bosonicas e

produz

d
SN (Prthesaer + Prthe_ger ) = / d%r wd_zw +al273) (v%)] . (4.35)
ro[=1 a

A parte bosbnica para interacoes de segundos vizinhos e diagonais possuem a mesma
estrutura e podem ser obtidos de forma ansloga. E interessante observar que as interacoes
presentes no modelo sao identificadas como derivadas no limite do continuo. O resultado
final desta andlise é uma teoria continua, na qual as derivadas espaciais sao dadas apenas
em termos de quantidades rotacionalmente invariantes S V29 , S <€2>2 Se 15621/1,

IR o .
[ atacr ( = (30 + 200%)SV2S - <(d+3)02S(V)2S — DGV + - ) . (4.36)

em que U = Ua e 4 = ay. No reescalonamento acima, introduzimos o expoente critico
dindmico z, que como ja foi dito, caracteriza o relativo escalonamento entre correlagoes
entre tempo e espaco. Portanto, no ponto de Lifshitz, onde o coeficiente SV?2S desaparece,

obtemos z = 2.

4.2.2 Campo Médio

A situagdo em que analisamos com maior atencao é o caso de intera¢oes de campo
médio, em que as interac¢oes de curto alcance sdo substituidas por uma (fraca) interagao
envolvendo as variaveis fisicas de todos os sitios da rede. Apesar da simplicidade, essa
abordagem revela propriedades criticas interessantes e auxilia em um melhor entendimento
do efeito da supersimetria no modelo esférico quantico. Como vimos, a versao de campo

médio é obtida através da substituicao

U

UI'J'/ — N, (437)

em que U é uma constante independente da posicao do sitio. Isso corresponde a uma fraca
interacao devido ao fator de 1/ N, que também garante as propriedades de extensividade
corretas da energia livre. Entdo, a primeira linha da Lagrangiana de interagao (4.31)

reduz a

1 U2 P U (-
L= = \ W+ |5 — 5 (0] | 2t (4.38)
N 2 r N r r/
Note que o favorecimento do ordenamento bosoénico é ferro ou anti-ferromagnético se

U? U?
<7U + 2) >0 ou <7U + 2) <0, (4.39)

respectivamente. A secao 4.4 é dedicada inteiramente para a situacdo de campo médio.
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4.3 Funcao de Particao

Nesta secao, apresentamos a func¢ao de particao pelo método de ponto de sela. O
calculo é realizado na presenca de campos externos Hg e Hp através do termo que quebra

a supersimetria,
HBZSr —|—HFZQZJI-Q/JI-. (440)
r r

A inclusdo deste termo permite obter o pardmetro de ordem bosénico usual (Sy) e o
condensado fermidnico (¢y¢y), tomando a derivada da energia livre com respeito Hp e
Hp, respectivamente. A funcao de particdo a temperatura finita é obtida mais uma vez

a partir do formalismo do tempo imaginario [45,46]

Zz = /DQexp{—/OBdT

em que a medida D) corresponde a integral sobre todos os campos e sobre os multipli-

LE—I-HBZSr—l-HFZinIDr]}, (4.41)

cadores de Lagrange que implementam o vinculo,
DO = DSDEDYDYDuDyDEDE (4.42)

e Ly é a versao Euclidiana de (4.18)

1 o 1 1 T ]
e = @Z:SE_EEFE_FGgwrwr_zljr,r’(STFI‘/_wrwr/)

-7 (ZFI'SI‘ _Z¢r¢r> +Z&r§sr +Zg¢rsr + u (Z SI% —N> . (4.43)

A temperatura finita, tanto as variaveis bosonicas quanto as fermidnicas possuem con-
di¢cdes de contorno opostas no formalismo do tempo imaginario. De fato, os campos

bosonicos sao periddicos e os campos fermidnicos sao anti-peridédicos,

Sr(o) = Sr(ﬁ)v Fr(o) = Fr(ﬁ), wr(o) = _wr(ﬁ)7 e 2Er(o) = _7/_11‘(5) (4.44)

O mesmo ¢é vélido para os multiplicadores de Lagrange bosonicos e fermionicos.

Assim como nos modelos esféricos classico e quantico, podemos separar em dois
casos, de acordo com a forma em que o vinculo é implementado. Na extensao super-
simétrica estamos integrando sobre os super multiplicadores de Lagrange, isso significa
que estamos implementando o vinculo super esférico estrito, como em (4.2). Contudo,

poderiamos ter implementado o vinculo sobre uma média
- @hH =N. (4.45)
r

Esses dois casos correspondem a formulagoes de ensembles distintos e, para interagoes de
curto alcance, espera-se que conduz ao mesmo resultado no limite termodinamico. Neste

trabalho, vamos nos ater ao vinculo(4.2).
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A funcao de particao escrita explicitamente no formalismo do tempo imaginario

possui a seguinte forma

p 1 . 1 1 - -
zZ = /'DQeXp {—/O dr [%ZSE—QZFE“_QZQﬁI‘wI‘_ZUr,r/ (SrFr/_wrwr/)

r,r/

- 72 (SrFr _@Erwr) + Z@Ergsr + ZE¢FSF + u <ZSIQ‘ - N>

+ HBZF:Sr ‘f‘HFXr:&rwr] } (4.46)

O calculo da expressao acima na extensao supersimétrica é similar ao que foi realizado
no modelo esférico usual. A ideia principal é escrever a funcao de particdo no espaco
de Fourier e em seguida decompor os campos em parte real e parte imaginaria. Como
as integrais sobre os campos S, 1, ¥ e F sio Gaussianas, elas podem ser realizadas

diretamente. Essas integragoes produzem
z= / DuDDEDE Vs, (4.47)

com a acgao efetiva dada por
1 1 0
= TS n|-—— T
Seff T an[ 29072+u+ 5
0
— —Tern [—i—U( )—i—’)/—i—HF—fO_lﬁ]

B
- — | d —B— d 4.48
e (4.48)

sendo U(q) a transformada de Fourier da interacéo Upr = U(|h]),

=> U(h)e @ com h=r—r (4.49)
h
e o operador Qg definido como
1 02 1 2
O = — % 82+u+2[U( Q) +9]" (4.50)

Na agao efetiva, o traco pode ser tomado, por exemplo, com respeito a uma base “coor-

denada” rotulada pelo tempo imaginario |7), isto é

TrO = /05 dr (7|07, (4.51)

com contribui¢oes nao diagonais devido ao operador diferencial 9/07. Logo, ele pode

ser calculado introduzindo uma base de “momento” |n), em que diagonaliza o operador

a/ort,

1 Tw
—|n) = 1wy |n com (7|n) = ——=e""7. 4.52
) = dunln), (rhn) = (1.5
No caso de solugdes independentes do tempo para p e 7y, o que é do nosso interesse, é mais conveniente
tomar o trago diretamente na base de momentos, TrO(9/97) = >, (n|O(9/97)|n) =", O(iwy).

1
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As condigoes de contorno opostas, equacao (4.44), implicam em um espetro diferente para

as frequéncias de Matsubara. Explicitamente, elas sao expressas como

w? = 27;” e wl = (2”;1)” (4.53)
para bosons e férmions, respectivamente, com n € Z. Isso deve ser levado em conta no
calculo nas contribui¢ées do traco na acao efetiva.

As integrais remanescentes em (4.47) sao calculadas através do método de ponto
de sela, e torna-se exata no limite termodindmico N — co. As equagdes de ponto de sela

sao determinadas pelas condigoes

0Seryr  0Sepr  0Serr  0Sefy
Su oy o6& 6

Procuramos por solucdes de ponto de sela independentes do tempo para ju, v, € e &, na

—0. (4.54)

qual podem ser explicitamente obtidas novamente com ajuda da identidade 6TrIn A =
TrA-15A. As condicoes para os multiplicadores de Lagrange fermidnicos sao trivialmente

satisfeitos com & = ¢ = 0. Para a primeira condicdo, temos

05ess Hp 1
0= =—-14+ — _ _
on 4[M+<U<o>2+v>} 2N6 ;rz_oo (wB)2 +2g [u+W}

A soma sobre as frequéncias de Matsubara bosonicas podem ser calculadas usando

> 1

YD gCOth (ry), paray >0, (4.55)

n=—oo

o que nos leva a equacao de vinculo

H? 1 g B

1= B + - 2 coth ( B> (4.56)

~ 2 B q !
4p+LO00) +4)2] 2N T vy 2

com a frequéncia bosonica definida como

(w§)2—2g{u+ U(q )+~y}2}. (4.57)

A segunda condicao de ponto de sela produz

{U(O) + ﬂ TV zq: gg [U(q) + 7] coth (gw(]f)

0— 0Sers H%

0y 4{M_%(ﬁan+vﬁ}2

- 221

q n=—o0 f

Para calcular a tltima soma na ultima linha podemos reescreve-la como

1
iwE +U(q) +~+ Hp

(4.58)

> 1 > 1

>

n=—00 %ng + ﬁ(q) +v+ Hp B n=-—00 l(’LUF)2 + (ﬁ(q) —i—”)/—i—HF)z'
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Com a ajuda de

> 1 T Y
= — tanh () : (4.59)
n:z_:oo (@n+1)2+y* 2y 2
temos a segunda equagao de vinculo,
H, . I « 9 5 B
0 = B UQO)+v+=—=)> —= [U(q) + 7] coth <w3>
4 |+ WO
1 9 7 B
- =)y —= Hp]tanh [ = 4.
N%:ng[U(Q)JFV‘F F) tan <2wq>, (4.60)

em que a frequéncia fermionica, incorporando o campo externo, é definida como
. 2
(wh)? =g |U(a) +7+ Hr| . (4.61)

As equagoes (4.56) e (4.60), junto com a agao efetiva (4.48) (que é essencialmente
a energia livre), sdo as relagdes bésicas para o estudo do comportamento critico. Elas
determinam os valores de u e v compativeis com a existéncia de um ponto critico. Embora
a funcdo de particdo possa ser calculada exatamente no limite termodinamico para uma
interacio arbitraria U (q), as relagdes entre os pardmetro em (4.56) e (4.60) sao dadas em
termos de integrais multidimensionais [ d%q, em que torna a andlise um pouco trabalhosa,
muitas vezes necessitando de calculos numéricos. A andlise do comportamento critico para
o caso de interagoes de curto alcance ¢ descrito em detalhes em [44]. Seguimos fazendo
um estudo detalhado do comportamento critico de campo médio, onde todas as relagoes
sao dadas explicitamente. Essa versao fornece resultados interessantes sobre a transicao
de fase do modelo, revelando propriedades criticas em ambos os casos de temperatura

zero e finita.

4.3.1 Solugoes de Ponto de Sela e Quebra de Supersimetria

Vimos que alguns elementos presentes no modelo quebram a supersimetria, isto
é, os campos externos, Hg e Hp, e a temperatura T. Sabemos que a supersimetria é
quebrada para qualquer temperatura finita, uma vez que as distribuigoes térmicas para
bésons e férmions sdo diferentes. Porém, a temperatura nula e na auséncia de campo
externo, qualquer quebra de supersimetria devem ser espontanea. Em termos dos para-
metros de ponto de sela, isso ocorre sempre que é possivel encontrar uma solugao de (4.56)
q)
) sao iguais, o que acontece somente quando g = 0, independente do va-

e (4.60) com u # 0. Esta condigdo surge quando vemos que as frequéncias bosonicas (w

F
q

lor de . Devemos entao olhar para a energia do estado fundamental, pois a supersimetria

e fermidnicas (w

impoe que ela seja nula.
O estado fundamental de energia é obtido a partir da agao efetiva (4.48), em

que ¢ essencialmente a energia livre do modelo. De forma analoga ao calculo anterior,
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encontramos o seguinte resultado para a energia livre

B F
f:;Seff —M—i—iZln [QSmh (52) )1 _Bi\fzq:ln [QCOSh (%)

com Hgp = Hrp = 0. Tomando o limite de temperatura nula, a energia livre reduz ao

. (4.62)

estado fundamental de energia Ej,

E() o 1 B
N - “+N;(”q

_ _u—|—]1/zq:{{29<,u+ (0(a )+v)2>r—{2g<;(U(Q)+’y)2>r},

que se anula somente quando pu = 0, independente do valor de . Na préxima se¢do,

N]

exploramos esses pontos na versao de campo médio do modelo supersimétrico.

4.4 Comportamento Critico de Campo Médio

Como discutido previamente, a versao de campo médio do modelo ¢é obtido a partir

de (4.37), que em termos da transformada de Fourier corresponde a

U (q) = Udqpo- (4.63)
Desta forma, as frequéncias wg e wg se dividem em duas partes, uma parte contendo o
modo zero, q, e a outra contendo os termos remanescentes,
(o) =20 [t T o () =2 [u ; f] (464)
e
(wh=o)?* =g (U+7+ Hp)® e (whzo) =g (v + Hr)®. (4.65)

As equagoes de vinculo (4.56) e (4.60) se reduzem a

Hi 1 g B N-1) g B
1= B +-—F5 oth< Bo>+( ) &— coth 5 5#) (4.66)

2 q
1fut LU )2 WNwgm 2 2N gy
(§
H} 1
0 = B U+ + — J [U + 7] coth éwBZO
4 {N+ (U‘W) }2 2Nw§=0 2
(N -1) g (6 ) 1 g 8.
+ 7y coth 0 (U 4+~ + Hp) tanh r,
2N wB 220 ) TON Wi, 2"a
(N-1) ¢ B
— — Hp) tanh 4.
5N wg#o( v+ Hp) tan 5 q;,éo (4.67)



Capitulo 4. Modelo Esférico Quantico Supersimétrico 39

Uma transicdo de fase pode ser detectada nas equagdes de vinculo identificando certos
valores dos parametros envolvidos que correspondem a uma ponto de nao analiticidade
emergindo no limite termodindmico?. Portanto, um pardmetro de ordem é esperado exibir
diferentes comportamentos conforme cruzamos um determinado ponto critico. Como a
transicao de fase pode ser governada tanto por flutuacgoes térmicas quanto por flutuagoes
quanticas, analisamos os correspondentes comportamentos criticos separadamente, come-
cando pelo caso de temperatura nula onde a transicao de fase é governada pelas flutuagoes

quanticas.

4.4.1 Comportamento Critico Quantico

Precisamos analisar o comportamento dos vinculos (4.66) e (4.67) no limite de
temperatura nula, o que nos permite obter os parametros p e v como fungoes de g, Hp e
Hp. A expressdo (4.66) para § — oo reduz a

H? 1 N-1
Tt gy g
4[u+ LU +9)? %g {MJF(UH)} 2 [+ 7]

1= (4.68)

2

Para a outra equagao de vinculo, equagao (4.67), desligando o campo externo e ja tomando

o limite termodinamico, temos

1 1
= , (4.69)
2 2
Vet Wy
o que implica que p = 0, independente do valor de . Este resultado mostra que a

supersimetria nao é espontaneamente quebrada, uma vez que p # 0 nao corresponde a
uma solucao de ponto de sela.

Assumindo p = 0, podemos resolver (4.68) para g,

1 1 U
L1 h=U+a] (4.70)
VI 20 2N]Y[|U +4

com Hg = Hp = 0 e vélida para |y| > |U 4 ~|. Esta condicao s6 é alcancada quando U e
 possuem sinais opostos. Além disso, a equagao (4.70) permite escrever uma expressao
para v como uma funcao de g e N, em que exibe um ponto de nao analiticidade no limite

termodinamico,

(4.71)

) U] para /g <2|U]
j:@ para /g > 2|U|

com o sinal (+) correspondendo ao caso de U < 0 e o sinal (—) correspondendo a U > 0.

O comportamento conforme N cresce é apresentado na figura 3. Esta andlise mostra

2 Esse mecanismo é similar ao que acontece no condensado de Bose-Einstein [47].
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que temos um ponto critico a temperatura nula em /g = /g, = 2|U|, de tal forma
que o modelo exibe uma transicao de fase quantica sem quebra de supersimetria. O

correspondente espaco de pardmetros definido pela solu¢do de ponto de sela é ilustrado

na figura 4.
4 4
~ N=100 — N=100
~ N=1000 ~ N=1000
~ N=10000 ~ N=10000
~ N=100000 ~ N=100000

sz @2,

Figura 3 — Formacao do ponto de ndo analiticidade de acordo com (4.70) conforme N
cresce. Os graficos sao com U = 1 na figura esquerda e U = —1 na figura da
direita.

—— Linhadesordenada

3 . Ponto ordenado
Yosia Vo> Ve
0 [
1 2 3
4
Figura 4 — Espago dos parametros a temperatura nula para o caso U < 0 (U = —1),

exibindo uma transicao de fase quantica sem quebra de supersimetria.
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4.4.1.1 Magnetizagdo, Condensado Fermionico e Susceptibilidade

As quantidades termodindmicas podem ser obtidas a partir da energia livre (4.62)

na presenca dos campos externos, Hg e Hp, ou seja

= _4[u+1(ﬁo)+w)z]_ BNzlnlzsmh@gB)

F
_ len [QCOSh (51;) )] (4.72)
Na versao de campo médio ela assume a forma
H? 1 B wh
f=-—""—+ lnl2sinh<5w0> + (N —1)1n |2sinh Piegzo
4[5 (U+v)?] BN 2 2

— B%N {ln [2 cosh (%) +(N—=1)In [2 cosh (%)] } : (4.73)

Como mencionado anteriormente, investigamos a magnetizagao bosonica usual,

1 OlnZ of
mp < ZS> NG o, = omm (4.74)

e o condensado fermionico,

1 - 1 dmz  Of
= (= = ) 4.
CF <N ;¢r¢r> Nﬁ 8H 8HF ( 75)
No limite de temperatura nula, a magnetizacao bosonica é dada por
H
mp = ——>5—. (4.76)
(y+U)

De acordo com (4.71), para /g > \/ge, a quantidade (7 + U) é sempre diferente de zero
e, portanto, quando Hpg = 0, a magnetizacao ¢ nula. Por outro lado, quando /g < /9c,
temos (y+U) = 0 e a magnetizagdo fornece uma indeterminacdo quando Hp = 0.

Contornamos essa situacao, usando a equacao de vinculo,
H? 1 N-1

R/ +2N~"B+(2N) g (4.77)

15U+ Va0

que combinada com (4.76), permite escrever a magnetizagao sem a dependéncia explicita

do campo externo Hp. Assim, considerando o limite termodindmico, a equacao se reduz

a
1=m%+ 2|\/§‘ (4.78)
Como estamos abaixo do ponto critico, em que |y| = |U| = \/gc/2, esta relacao produz

mp ==+ (W)é, (4.79)
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o que revela que o expoente critico quantico . do parametro de ordem bosonico é 5. =
1/2.
O comportamento do condensado fermionico é obtido calculando a derivada da

energia livre com respeito a Hp, equagao (4.75),
Cr = \égsign(fy + Hp). (4.80)

Desligando Hpg, temos que o condensado fermionico nao se anula, independente da fase
em que o modelo se encontra, comportando-se uniformemente acima e abaixo do ponto
critico.

A partir da magnetizagio (4.76), obtemos a susceptibilidade bosonica,
om B 1

_ - , 1.81
XB= 0ty = (4 U)? (4.81)

que diverge® para /g < /e, pois (y+U) = 0. Porém, para /g > \/gc, temos v =
+./9/2 e U = £,/g:/2 e neste caso levando em conta que 7 e U devem ter sinais

opostos, obtemos

x5 (VI —9) 7, (4.82)

fornecendo um novo expoente critico quantico bosonico vy, = 2.
Sabemos que o modelo esférico classico possui uma divergéncia na entropia para
baixas temperaturas, (2.23). Portanto, é interessante investigar o comportamento da

entropia no nosso modelo nesse regime de temperatura. No limite termodinamico, ela é

dada por
1L 50f
= 7 es
wB wk
= —In [2sinh (ﬁ;#o +In [2cosh 6;#0
w?B w?B wk wk
+ 5{;7&()coth i ;#0 - Ogéo tanh 6;#0 . (4.83)

Para Hg = Hp = 0, as frequéncias bosonicas e fermidnicas sao iguais, w(]f#o = wé;o, e

no limite T"— 0 a entropia se anula.

4.4.2 Comportamento Critico a Temperatura Finita

Toda a andlise a seguir ¢é similar ao do comportamento critica quantico, contudo,
nesta situacao a supersimetria é quebrada pela temperatura e esperamos encontrar solu-

¢oes de ponto de sela com p # 0. O comportamento critico governado pelas flutuagoes

3 O mesmo comportamento também é observado na caso do modelo esférico cldssico abaixo da tempe-

ratura critica.
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térmicas é obtido considerando que a energia térmica é maior que todas as escalas de
energias quanticas (frequéncias). Nesta situagao, podemos expandir as cotangentes hiper-
bélicas na equacao (4.66) para pequenos argumentos e manter somente o termo dominante,

coth (z) = 2 + O (), que efetivamente contribui no ponto critico

H% 1 1 (N—-1) 1

1= 4[M+%(U+7)2}2+2N5 [M-F(U’;WT + 2N 3 [u+%2}.

(4.84)

Esta expressao exibe um comportamento critico somente para g < 0, com o ponto cri-
tico g = — (U 47)* /2. Admitindo campo nulo, Hg = Hp = 0, e tomando o limite

termodinamico, a segunda equagao do vinculo (4.67) nos da

(4.85)

em que expandimos as fungoes hiperbdlicas. Note que p + %2 > (0 é o requisito para que
as frequéncias bosOnicas sejam reais, o que esta de acordo com a condicao acima. Entao,
para qualquer conjunto de 7, p e  que satisfaca (4.84), existe um valor de g dado acima
que satisfaz a condigao de ponto de sela (4.67).

A partir da equagao (4.84) podemos obter vy como uma func¢ao de 3, mantendo N
e p fixos e investigar seu comportamento a medida em que N aumenta. Esse comporta-
mento esta representado na figura 5. Além disso, analisamos o comportamento de ~ para

diferentes valores de p, figura 6.

87 8F
N=10 N=10
6l —  N=100 6 N =100
~ N=1000 N = 1000

- =
G 4 G 4

2 ol

-4.5 -35 -2.5 -15 -0.5 0.5 15 25 3.5 45

4 4

Figura 5 — Formagao do ponto de nao analiticidade no caso de temperatura finita a medida
que N cresce. Os plots sao com = —1e Hg =0 e com U = 1 na figura do
lado esquerdo e U = —1 na figura da direita. Neste caso kT, = 3,82843, de
acordo com a equagao (4.86).
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KeT

Figura 6 — O ponto de nao analiticidade surgindo da equacao (4.84) no limite termodiné-
mico para diferentes valores de p.

Em geral, a equacao (4.84) no limite termodindmico, com Hg = Hp = 0, produz

:{ i(|U|~|—\/2|u|)1 para  kpT < kpT.
3

(4.86)
+ (kpT +2|u|) para kT > kT,

em que o sinal (+) corresponde a U < 0 e o sinal (—) corresponde a U > 0. As duas
solugoes acima definem um ponto critico para o sistema, kT = kpT. = U? + 2|U|4/2|p|.

O correspondente espago dos parametros é mostrado na figura 7.

0
T>T,
Regido
Desordenada

3 -2 T<Te
Linha Ordenada
-4t
0 1 2 3 4
4
Figura 7 — Espaco dos parametros para temperatura finita com U = —1.

Podemos ainda reunir os resultados para o comportamento critico nos casos de
temperatura nula e temperatura finita construindo um diagrama de fase kgT x g, com

1 = 0. Isso esta retratado na figura 8, em que a linha critica é dada por

1= ;ﬁcoth lgmml | (4.87)
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NAO-SUsY
DESORDENADO

NAO-SUSY
ORDENADO

KsT

susy

SUSY ORDENADO DESORDENADO

Figura 8 — Diagrama de fase da versao de campo médio do modelo esférico quantico su-
persimétrico, com p = 0 e . = +|U| = 1. O ponto critico quantico ocorre em
g = 4|U|? = 4.

4.4.2.1 Magnetizagao, Condensado Fermionico e Susceptibilidade

A equagao da magnetizagao (4.74) para o caso de temperatura finita é

Hp
2[p+3(U+7)?]

mp = (4.88)

2
% # 0, entdo mp = 0 quando Hg = 0.

Na regiao em que kT > kpT,, o termo u +
Por outro lado, para kgT' < k1., temos uma indeterminagao para Hg = 0, que pode ser
contornada por meio da equacao do vinculo (4.84). Eliminando a dependéncia explicita

do campo externo Hp, no limite termodinamico, a magnetizagao bosonica satisfaz

1 1

l=m%+ ———, (4.89)
)
0 que nos leva a
T, —T\2
mBzi(CT >, (4.90)
C

em que usamos a equagao (4.86) para escrever 7y em termos da temperatura critica. Assim
como no caso de temperatura nula, obtemos o expoente critico de campo médio, S = 1/2.

O comportamento do condensado fermidnico é obtido através da equagao (4.75),

Cr = 395(r + Hr) +O(5"), (4.91)

sendo que v possui diferentes comportamentos acima e abaixo do ponto critico, equacao
(4.86), e g é dado pela equagao (4.85). Para kT < kpT., o pardmetro v nao possui

nenhuma dependéncia com a temperatura, tal que para Hrp = 0, temos

Cr = sign(’y);; <|U| + \/M) . (4.92)
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Por outro lado, no caso em que kg1 > kpT,, o condensado fermionico assume a forma

Cp = sign(y)\/ kT + 2|p|. (4.93)

Portanto, contrariamente ao caso de temperatura nula, para temperatura finita o conden-
sado fermionico é sensivel a transicao de fase, ou seja, sua dependéncia com a temperatura
muda conforme cruzamos o ponto critico.

A derivada de (4.88) com relagao ao campo externo Hpg, fornece a susceptibilidade

bosonica
8mB 1
XB = . : (4.94)
OHp 2 {u +3(U +fy)2}
2
Para kT < kpT., a susceptibilidade sempre diverge pois u = —@. Em contra-

partida, para kgT > kpT,, o pardmetro v é uma fun¢do de p e T, equagao (4.86), e

escrevendo |U| em termos de p e T,

1
U = —y/2[p| +/2|pl + 5 (4.95)

podemos obter yp em termos de p

9 -1

-1 ( |+1)%—(2| |+1)§ 220 (2 |+1)%—(2| |+1)%
XB = H 3 H 3. H H 3 H 3.

Expandindo em torno do ponto critico, obtemos a forma final

w = [ () (Co) () () w0 (555) ] o

com o parametro a definido como

(4.96)

(Hzﬁcml)%

Be

28 (1 + 2ﬁc|ﬂ|) '

A expressao (4.97) apresenta um comportamento interessante, note que para u 7 0 (u < 0),

a =

(4.98)

T_TC)_I, (4.99)

XBO<< T.

recuperamos o expoente critico de campo médio, v = 1. Por outro lado, para p = 0, o

termo dominante fornece

T—T.\ 2
C) : (4.100)

X o< (o

definindo um novo expoente critico, v7 (1 = 0) = 2, como no caso de temperatura nula.
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5 Comentarios Finais

No decorrer deste trabalho discutimos o modelo esférico com o propésito final de
obter uma versao supersimétrica do mesmo. Na extensao supersimétrica, a construgao do
modelo no superespaco ¢ apropriada para conciliar a estrutura de vinculo com os requisitos
de supersimetria. Por outro lado, a formulacao on-shell, que é obtida apds integrar o grau
de liberdade auxiliar, permite uma clara visualizacao dos tipos de interagoes presentes no
modelo. Neste contexto, discutimos rapidamente a estrutura que surge quando assumimos
que a energia de interagao, Uy v, estd restrita a primeiros vizinhos. A possibilidade de
interagoes competitivas no setor bosonico, torna o modelo passivel de exibir um rico
comportamento critico com fases modulados, além das fases ordenadas e desordenadas.
Neste caso, é esperado obter um ponto de Lifshitz no encontro dessas fases.

Apébs obtermos as equagoes dos vinculos, o estudo do comportamento critico do
modelo ¢ realizado no caso de interacoes de campo médio, em que Uy v — U/N. Além de
facilitar a equacao de ponto de sela, as interagoes de campo médio fornecem um compor-
tamento critico interessante. A temperatura zero, as equagoes de ponto de sela exigem
que i = 0, garantindo que a supersimetria nao seja espontaneamente quebrada. Com
esta condigao, encontramos um comportamento critico sempre que v e U tiverem sinais
opostos, fornecendo uma transicao de fase sem quebra de supersimetria. A magnetizacao
usual exibe um expoente critico tipico de campo médio, mas a susceptibilidade é carac-
terizada por um novo expoente critico v, = 2. O condensado fermidnico comporta-se
uniformemente conforme cruzamos o ponto critico, sendo indiferente a transicao de fase
quantica.

A temperatura finita, as flutuacdes térmicas sdo responséveis pela quebra de su-
persimetria. Nesta situacao, o modelo exibe um comportamento critico para p < 0 e
quando p e U possuem sinais opostos, como no caso de temperatura nula. Nestas condi-
¢oes, temos uma transicao de fase a temperatura finita 7,.. O modelo apresenta diferentes
comportamentos criticos de acordo com os valores de i, no sentido que a susceptibilidade
¢ governada por expoentes criticos distintos. Para pu = 0, obtemos o mesmo expoente
critico no caso de temperatura zero, vy = 2. Porém, para u < 0 recuperamos o expoente
usual de campo médio v = 1. Independente do valor de u, a magnetizacao é caracteri-
zada pelo expoente critico de campo médio, § = 1/2, semelhante ao de temperatura zero.
Contudo, contrariamente ao caso de temperatura zero, o condensado fermidnico é sensivel
a transicao de fase térmica, exibindo diferentes dependéncias com a temperatura, acima
e abaixo da temperatura critica. Esses resultados sugerem que as interagoes de campo
médio sdo muito fracas para quebrar o condensado em ambos os casos de temperatura
finita e temperatura zero.

A extensao supersimétrica do modelo esférico quantico para o caso de interagoes
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de curto alcance junto com uma conexao com o modelo sigma nao-linear é apresentado em
[44]. Para interagoes de curto alcance, o modelo esférico quantico supersimétrico também
apresenta uma transicao de fase, tanto para temperatura zero quanto para temperatura
finita.

Nosso trabalho em andamento, busca relacionar o modelo esférico supersimétrico
com sistemas fisicos reais, na tentativa de uma aplicacdo concreta deste modelo. Além
disso, seria interessante estabelecer uma relagao entre o modelo esférico quantico proposto
em [21] e o modelo sigma nao-linear, cuja dindmica é governada por um termo cinético

do tipo Schrodinger.
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