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GODOI, Pedro Henrique Valerio de. Modelagem Matematica da Invasao Biologica Bidi-
mensional via Equacao Telegrafica. 2021. 85p. Dissertagdo (Mestrado em Matematica Apli-
cada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2021.

RESUMO

Neste trabalho, consideramos a extensdo da equacdo reativa-telegrafica para duas dimensoes
para modelagem de problemas de invasdo bioldgica, que generaliza o modelo de Goldstein-
Kac. Propomos uma modelagem inédita para o tempo de retardo (7), baseada em hipéteses
bioldgicas, de modo a evitar solu¢des negativas e garantir resultados mais realistas para o uso
da equacdo telegrifica no contexto bioldgico. Detalhes da resolucdo numérica por meio do mé-
todo de Diferencas Finitas e do método Quasi-Nao-Linear sdo descritos. Realizamos um estudo
numérico para garantir a aproximacao do resultado numérico a solucdo do modelo. Apresen-
tamos um estudo qualitativo/quantitativo preliminar do modelo de tempo de retardo em com-
paracdo ao caso constante, em situagdes tedricas, verificando que solucdes negativas nao foram
encontradas com nosso modelo.

Palavras-chave: Equacao Telegrifica. Dindmica Populacional. Diferengas Finitas. Método
Quasi-Nao-Linear.



GODOI, Pedro Henrique Valerio de. Mathematical Modeling of Biological Invasions Using
the Two Dimensional Telegraph Equation. 2021. 85p. Dissertacao (Mestrado em Matemdtica
Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2021.

ABSTRACT

In this work we consider the extension of the reactive-telegraphic equation to two dimensions to
model biological invasion problems, generalizing the Goldstein-Kac model. We propose a novel
model for the delay time (7), based in biological hypothesis, to avoid negative solutions and
ensure more realistical results for the use of the telegraphic equation in the biological context.
Details of the numerical solution using Finite Difference Method and the Quasi-Non-Linear
Method are described. A numerical study is done to ensure the aproximation of the numerical
results to the models solution. A preliminary quantitative/qualitative study of the delay time
model is presented, comparing to a fixed case model, in theoretical situations, showing that
negatives results were not found using our model.

Keywords: Telegraphic Equation. Population Dynamics. Finite Differences. Quasi-Non-
Linear Method.
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1 INTRODUCAO

Os problemas de invasao bioldgica, ou seja, a capacidade de organismos se
espalharem e se estabelecerem ou ndo numa determinada regido, sdo de grande interesse ma-
temadtico, cujas contribui¢des sdo cada vez mais relevantes para a biologia e a ecologia [22].
Enquanto grandes problemas epidemioldgicos da atualidade, como a pandemia de COVID-19,
a dengue e o cancer, evidenciam a importancia do desenvolvimento de modelos mateméticos
acurados para a descri¢do e previsao dos processos de invasdo bioldgica, as fundacdes para esses
modelos ja haviam sido postas no século 19 [4]. Modelos como os que tratamos neste trabalho
buscam descrever a dindmica espaco-temporal da invasao utilizando duas bases matemaéticas:

Modelos de Movimento e Dinamica Populacional [22].

1.1 HISTORICO DOS ESTUDOS SOBRE MOVIMENTO E DINAMICA POPULACIONAL

Observagdes a respeito do movimento datam de 1828, com o trabalho de Ro-
bert Brown sobre particulas de pdlen [4]. O tipo de movimento irregular descrito é conhecido
hoje como Movimento Browniano e serviu de base para a posterior descricdo matematica dos
chamados Movimento Aleatorios. Na forma de equacgdes diferenciais parciais, o trabalho de Sir
Ronald Aylmer Fisher, de 1937 [7], traz a formulacdo do movimento browniano deduzido por
meio de uma equacdo diferencial conhecida agora como Equag¢ao da Difusao, um caso particu-
lar da Equagdo do Calor desenvolvida por Joseph Fourier em 1822. Em contraponto ao modelo
de Fisher, o modelo de movimento telegrafico que serd desenvolvido neste trabalho abandona a
ideia de movimento aleatdrio e assume a premissa de movimento correlacionado, no qual cada
passo tem alguma relacdo com o anterior. Essa abordagem foi descrita em 1951 por Golds-
tein [10] e atualizada com os estudos de Mark Kac, publicados em 1974 [14]. Assim surgiu
o modelo de Goldstein-Kac, também chamado de modelo telegrafico por tratar-se de um caso
particular da Equacao do Telégrafo, proposta por Oliver Heaviside em 1876.

Além disso, é conhecido que a formulagdo matematica da Dinamica Popula-
cional tem sua origem na obra de Thomas Robert Malthus, de 1798 [17], que discute as politicas
sociais da época. As proposicoes assustadoras de Malthus levaram ao desenvolvimento dos es-
tudos populacionais, formulando o Modelo de Crescimento Exponencial, que resultaram em
modelos populacionais mais realistas. Dentre esses, destacamos o trabalho de Pierre-Francois
Verhulst, apresentado no ano de 1838 [24], cuja solucdo foi mais tarde nomeada como ‘“‘curva
logistica”. Esse modelo, chamado Crescimento Logistico, junto ao Crescimento Exponencial,
sdo utilizados até hoje, observadas suas possibilidades e limitacdes. Ademais, novos mode-
los ainda sdo estudados e desenvolvidos, como a modelagem proposta por Warder Clyde Allee
e Edith Bowen em 1938 [2], envolvendo o efeito da agregacdo da populacdo em face a um

predador comum, modelo que ficou conhecido como “Efeito Allee”.
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1.2 MIGRACAO CELULAR COLETIVA

Dentre os problemas de invasdo, temos, na micro-biologia, a migragao celular.
Esse comportamento € essencial ao ciclo celular e a capacidade de sobrevivéncia e reprodugdo
das células. A dinamica de migracdo celular pode ser diferente quando analisamos células
individuais ou conjuntos de células, e disso surge um tépico mais especifico chamado "migracao
celular coletiva".

A migracgdo celular coletiva, isto €, de conjuntos de células, € um grande passo
em Varios processos biologicos, como cicatrizacdo, metdstase e resposta imune, e, portanto,
de grande interesse bioldgico [11]. Gragas a emergéncia de um comportamento de grupo, o
movimento de um coletivo de células pode ser bastante diferente do movimento que uma célula
que compoe tal coletivo faria sozinha [23].

O surgimento de um comportamento de grupo influenciando o movimento
de cada individuo do grupo € uma ocorréncia comum e facilmente observavel em coletivos
animais: os padroes de movimento de cardumes de peixes ou bandos de passaros sdo conhecidos
ha séculos. O entendimento desse tipo de fendmeno em seres de ordem muito menor, como
bactérias e células, € muito mais recente. O Modelo Vicsek, por exemplo, que descreve uma
dindmica de comportamento de grupo por meio de uma unica regra € obtém 6timos resultados,
foi publicado apenas em 1995 [25].

O Modelo Vicsek propde que a cada passo de tempo a particula, por exemplo,
uma célula, ajuste sua direcdo de movimento de acordo com a direcio média das particulas
num raio ao seu redor. Assim, obtém-se um método baseado em densidade de particulas. Além
disso, os coletivos de particulas tendem a obter uma direcao preferencial, de forma que apenas
um cruzamento com outro coletivo muito grande seja capaz de alterar a tendéncia estabelecida.
Esse tipo de comportamento € compativel com as hipdteses dos modelos mateméticos baseados

em equacdes de difusdo [16].

1.3 OBJETIVOS

Entre os modelos de invasao bioldgica, é comum utilizar-se da Equagdo Difu-
siva junto a um crescimento Exponencial ou Logistico para descrever o movimento de uma po-
pulacdo de particulas. Cada particula representa uma unidade da populagdo estudada, podendo
ser, por exemplo, uma molécula, célula, organismo etc. Contudo, apesar dos bons resultados
obtidos, alguns trabalhos, como [13], questionam a simplicidade do modelo difusivo e sugerem
o uso da Equacao Telegréfica para melhores resultados. Dentre os pontos negativos do uso da
Equacdo Difusiva, destacamos a possibilidade de que uma particula assuma velocidade infinita,
0 que ndo € coerente num caso bioldgico. Além disso, 0 movimento € totalmente aleatério em
cada passo, nao levando em consideragao o momento das particulas. A Equacao Telegréfica, por
sua vez, considera apenas a velocidade finita das particulas, num movimento em que cada passo

estd correlacionado ao anterior, gerando momento e um tempo de retardo para reagdo a mudan-
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cas de situacdo. Entretanto, vemos em trabalhos mais atuais, como [6], que o uso da Equacado
Telegréfica pode gerar resultados negativos, mesmo com o uso de parametros coerentes, € tais
nao possuem sentido num contexto bioldgico, indicando a necessidade de mais estudos sobre
esse modelo.

Portanto, diante do contexto apresentado, propomos, no presente trabalho,
um inédito modelo para o tempo de retardo em conjunto com a Equacao Telegrifica em duas
dimensdes, a fim de garantir o sentido bioldgico evitando solucdes negativas.

A modelagem segue hipdteses bioldgicas, baseadas em movimento celular,
visando, em parceria com o Laboratdrio de Genética Toxicoldgica da Universidade Estadual de
Londrina, sua aplicacdo em um problema do tipo "In Vitro Healing Assay". Detalhes desse tipo

de trabalho podem ser encontrados no capitulo 9.1.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

Neste trabalho, utilizaremos a Equacao Telegrafica em duas dimensdes, esten-
dida do modelo de Goldstein-Kac, para descrever uma populacdo de particulas. As particulas
modelam a densidade populacional local que € o ente fisico de nosso interesse. Consideraremos
também o Termo Reativo para descrever a produgdo das particulas. Além disso, utilizaremos
técnicas numéricas para resolucdo do modelo obtido, incluindo métodos numéricos modernos.
Sendo assim, objetivamos detalhar nesta se¢@o toda a ferramenta matematica a ser utilizada com

o proposito de descrever o processo de invasdo bioldgica 2D.

2.1 MODELAGEM MATEMATICA DA EQUACAO GOVERNANTE

Suponha que um certo nimero de particulas se mova sobre um plano bidi-
mensional. Consideraremos esse plano formado por dois eixos cartesianos ortogonais, x € .
As particulas movem-se com passos de comprimento d que levam € tempo para serem executa-
dos. O movimento das particulas pelo plano serd considerado pela soma de seus componentes

vetoriais horizontal d,, e vertical d,, conforme ilustrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Representacdo do movimento da particula.

Fonte: o Autor.

Seja Kk = x ou y uma representagdo geral para a direcdo do movimento em
um dos eixos. Em cada componente x a particula move-se com uma velocidade finita v, e seu
movimento segue o padrdo de caminhada aleatdria correlacionada; desta maneira, 0 movimento
mantém a direcdo no eixo x com probabilidade p, ou inverte a direcdo no mesmo eixo com
probabilidade ¢q. Além disso, para € pequeno temos que p = 1 — de e ¢ = e, sendo A\ a
taxa de inversdo do movimento no eixo x [26]. O movimento em cada direcdo, x ou y, serd
avaliado de maneira independente; assim, 0 movimento na direcdo x, suas caracteristicas e sua
probabilidade de inversdo serdo influenciados apenas pelo que ocorre no movimento da propria
direcdo . Além disso, as particulas contardo com a capacidade de se reproduzirem, descrita

por alguma funcdo F'. Por exemplo, F' poderia ser o crescimento Logistico.
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Definimos entdo uma fun¢@o «,(k, t) que descreve a quantidade de particulas
que chegaram numa posi¢éo s no tempo ¢ provenientes da posi¢ao (xk — d,). De forma andloga,
definiremos [, (k, t) como as particulas que chegaram movendo-se da posi¢do (x + d, ). Temos

entao .
(Kt +€) = pa(k — Op, t) + qBu(k — 0, t) + ZeF(S(Fc — Oy 1)) (2.1

Br(Kyt 4+ €) = pBu(k + i, t) + qaug(k + O, t) + iGF(S(K/ + 9., 1)), (2.2)

sendo S(z,y,t) = o, + fu + o + By, F(S(k,t)) é a fungdo que descreve a dindmica de
crescimento natural (ou produgdo) do nimero de particulas. Neste caso, €¢F'(.S) representa o
nimero de particulas geradas no intervalo de tempo € e consideramos que as particulas recém-
geradas possuem igual probabilidade de se moverem para norte, sul, leste ou oeste - por isso a
multiplicacdo por 411 exibida nas equacdes (2.1) e (2.2). A dinamica fica ilustrada conforme a
Figura 2.2.

Figura 2.2: Representagdo das particulas que chegam a um dado ponto.

p OC,, % GF
b,
+eF

Fonte: o Autor.

Trabalharemos com cada componente k, isto é, kK = = € K = y, separada-
mente. Desta forma iremos desenvolver as equacdes para uma componente ~ qualquer. Sendo
assim, expandindo as equacdes (2.1) e (2.2) em séries de Taylor, com respeito a ¢ do lado es-
querdo da equacio e a x do lado direito, obtemos

Oy, N . Oag 9 0Bk 9
Q; + € By +O(e°) =p |a, 55_3%; + 0(5,{)} +q {5/@ 65_3%; + O((Sﬂ)} +
1 OF(S) 9
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aﬂm 2\ a/Bm 2 aan 2
B,@—FGE—FO(E )=0p ﬁﬁ+5nﬁ+0(6n) +q | + 0p e +0(0;)| +
1 OF(95) 9
+ 1° {F(S) + 0k B + 0(55)} .24
A série de Taylor foi truncada de modo a obter uma equacido de segunda
ordem.
Substituindo p = 1 — Ae e ¢ = \e na equagdo (2.3)
Oay, oy Oa,, 9 00, 9
Q,; + € oy +O(e°) = (1 — Xe) | 5,@% +O(5ﬁ)] + e {ﬁﬁ O O +0(6;)| +
1 OF(S) 9
+ 1€ {F(S) — 0y B + 0(6,{)} ,
distribuindo as multiplicacoes
804,1 2\ aa,{ 2 aaﬁ 2
O+ e + O(€°) = ay, — 05, o T O(07) — Aea, + Nedy, e AeO(62)+
0B 9y 1 1 _0F(S) 1 9
+ AeB — Al o XeO(0;) + 4€F(S) — 105, + 460((5H),
dividindo por €
a.  Oa, o 0,00, O(67) o, N
?4_ > +O(e)—?—? o + - — A, + Ny B — AO(02)+
0By 9 1 1_0F(S) 1 .,
ABri — ANow——+ A -F(S)— -0p———+ -
+ ABsx o O + AO(47) + 1 (S) 45H Ep + 40(6,€)
e removendo termos idénticos dos dois lados da igualdade, obtemos
o, 0. 00, O(87) Oavy )
By +0(e) = ok + . Aoy, + Ay, P AO(62)+
o o 1 1L_OF(S) 1 ., ,
+ MGk )\55% + 20(52) + ZF(S) Z_L(SH EP + Z_LO<5”)’

Agora, tomando o limite com J,,, e —» 0, temos

2
aao;" Lo = - % + 0%yt A(snaao‘“ —0(82) +
0~ =~ — T
——Vk —0 —0
1 1. 0F 1
+ ABx —Aéﬂ% +20(62) +1F(S) — 1—15,18 8(5) + 10(52),
K N—— K

—0 -0 —0 —0



23

obtendo 5 9 )
o o
—_— = — -F 2.
5 T ABy = A + 7 (S), (2.5)

e, de forma andloga, da equacao (2.4) obtemos
9By 9B 1

5 o = Aoy, — B + ZF(S)' (2.6)

Note que na expressdo acima consideramos que

o que ¢é justificado pela defini¢do de velocidade instantdnea por meio do limite [12]. Uma vez
que obviamente o limite existe, obtemos entdo a velocidade instantanea da particula, a saber,

Ve
Dessa maneira, também consideramos que

52 0,0(0, Or
lim M = lim M = lim — lim O(,) = 7, lim O(4,) = 0.
0,,—0 € 6x—0 € 6x—0 € 6,—0 6,k—0
e—0 e—0 e—0 e—0 e—0

Tomaremos entao a soma das equacdes (2.5) e (2.6)

a(ali + 6/{) a(an - ﬁn) o 1
S ey = S F(S) 2.7)
e também a subtracdo das equacdes (2.5) por (2.6)
a(am - BH) + ’yna(an + 6&) _ —2)\<OZH o 5){) (28)

ot Ok

Derivando a equagdo (2.7) com respeito a ¢, multiplicando v, a equacao (2.8)

e a derivando por k, chegamos em

az(an + ﬁn) 82(0% - /Bn) _ laF(S)

a2 " opat 2 o (2.9
c
82(0% B 5&) 282(0% + 6&) _ a(an B 5&)
Ly + 75 92 = —Q%A—aﬁ - (2.10)

Note que a equacgdo (2.7) nos fornece a relacao

a K MK a K K 1
o) _dentB) Ly
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que pode ser substituida do lado direito da equagdo (2.10), resultando em
82<O% - 6&) 4 ,}/2 aQ(in + 65) _ 2/\8(0% + /Bn)

Yo o 5 T AF(S). 2.11)

Subtraindo a equagdo (2.11) de (2.9), temos a seguinte relacdo para 0 movi-

mento na dire¢do :

Pl +50) | o 0wt By  10F(S) 0w+ B

oz P 2o g AW
Substituindo S, = a, + S, temos entdo a equacgio
9%S,, 0SS, 10F(9) , 028,
2 - = = F(S). 2.12
oz TP T T Ve TG (2.12)
Assim, para k = x, temos
0%S, 98, 10F(S) 5025,
BYe + 2\ % 2 o =, 52 + AF(S) (2.13)
e, para Kk = v,
025y oS 1OF(S) 9%S
IN—L — =~2——L L \F(5). 2.14
o2 TP T3 g TG .19

Note que
S(xayvt) = Sﬁﬂ(xay7t) + Sy(x7y7t>a

além disso, como cada dire¢do de movimento depende apenas do que ocorre na propria dire¢ao,

temos que .5, € constante em y € S, € constante em x, portanto,

928 (S, +S,) 0%S, *S, 05,
p— + pu—

or2 dx? dz?  0x2, ~ Oa? 212
=0
c 2 2 2 2 2
S _ (8. +8,) _ 98 &Y, _ 08, (2.16)
0y’ 0y’ Oy Oy* Oy
——

=0
Somando as equagdes (2.13) e (2.14), levando em conta os resultados apre-

sentados pelas equagdes (2.15) e (2.16), obtemos

0x?

25 0S  OF(S) ., (2S\ [
T2 o2 — 92 L oaR(S). 2.17
oz P T %< )+ y(8y2>+ AF(S) (.17)

Notemos ainda que temos a derivada parcial de F'(S) em relagdo a ¢. Sendo
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esta a fungdo composta F'(S(x,y,t)), obtemos pela regra da cadeia que

OF(S) dFdS
ot dS ot

Substituindo esse resultado na equagao (2.17),

92 TP Tasar T e

0%S 0S dF oS , [0S , [(0%S
0x? +

Yy a—y2> + 2)\F(S),

agrupando os termos semelhantes

028 dF1ds (925 , (028
w‘f— |:2)\— ﬁ] E =Y (@) +’}/y (8_y2) +2)\F(S>

e dividindo por 2\, temos

1 028 1 dF) oS  ~2 (9°S . (9°S
108 N LdR)0S o2 (BS 3 (PS) | g
2\ 0t? 20dS | ot 2X \ 022 2\ \ 0y?
1
Por fim, nomeando 7 = N 0 que representa o tempo de retardo do mo-
2 2
vimento, D, = ;—;\ e D, = ;—i, os coeficientes de difusdo das particulas nos eixos = e y
respectivamente, obtemos a equagao
0?S dF'| oS %S 0%S
— l—7— | —=D, | =— D, =— F(S), 2.18
T@t2+[ Tds] ot (8x2)+ y<8y2)+ (5) (18)

que € a equagdo governante de nosso modelo, nomeada como equacdo reativa-telegréfica 2D.
Uma vez que a fungao S representa a densidade de particulas em cada ponto
do dominio, podemos calcular também a quantidade de particulas num determinado momento

no tempo, ou populagdo, tomando a integral da func@o S sobre todo o dominio espacial, isto &,

Pop(t) = //Q S(z,y,t), (2.19)

sendo {2 o dominio espacial da funcdo. O dominio €2 pode ser simplesmente nomeado como a
regido 2D onde se desenvolve o processo de invasao.

A equagdo (2.18) descreve a dinamica de movimento apresentada no inicio
deste capitulo, porém nio necessariamente apresenta apenas solugdes positivas, isto €, em de-
terminadas circunstincias pode retornar resultados negativos. Uma solucdo negativa ndo faz
sentido do ponto de vista de densidade populacional.

O surgimento desses resultados negativos € notdvel pela sua natureza con-
traditéria: por um lado € inesperado que eles existam, pois nenhuma hipdtese tomada na for-

mulacdo da equacdo indica a possibilidade de nimeros negativos. Por outro lado, a equagdo
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resultante € uma equagdo de onda, na qual resultados negativos sao esperados.

A ocorréncia de resultados negativos € notada e discutida no modelo unidi-
mensional em [6]. Disto, a0 menos duas abordagens foram consideradas: a influéncia das con-
di¢des de contorno em dominios finitos, como em [21], e a relacdo entre as solu¢des negativas e
o coeficiente A, como em [18], no qual o autor propde um modelo para o caso unidimensional.
Neste trabalho, seguindo essa segunda abordagem, iremos propor um inédito modelo para A no

contexto bidimensional e comparar seus resultados com o caso em que A € constante.

2.2 CONDICAO DE CONTORNO

Precisamos antes definir condi¢cdes de contorno para o calculo da equacao
diferencial parcial.

Virios tipos de condi¢ao de contorno podem ser definidas para problemas
envolvendo equagdes diferenciais. Apesar de dependerem do problema modelado, algumas
sdo recorrentes em problemas de dindmica populacional. Portanto, utilizaremos uma dessas

condi¢cdes comuns nas andlises deste trabalho: a condi¢do de contorno de Dirichlet, dada por
S(z,y,t) =0, V(z,y) € 0. (2.20)

Essa condicdo de contorno €, matematicamente, a mais simples. Além disso,
a diferenca entre o movimento descrito pela equacao reativa-difusiva e pela equagdo reativa-
telegrafica é atenuada com o uso da condi¢do de contorno de Dirichlet [1], favorecendo o estudo
realizado no capitulo 6.2.

Outras condi¢des de contorno podem ser utilizadas para diferentes contextos.
Um exemplo a ser discutido no capitulo 9.2 € a condi¢do de derivada nula, chamada de condi¢do

de Von Neumann, que descreve um fluxo nulo de particulas para fora do dominio.

2.3 CONDICOES INICIAIS

Uma vez que definimos a equagdo governante para nosso modelo, é necessério
também definir condic¢des iniciais para o cdlculo da equagdo diferencial parcial. Conforme [8],
para garantir que o problema dado pela equacdo (2.18) e uma condi¢do de contorno (como a
condicdo (2.20)) seja bem posto, € necessario um nimero de condi¢des iniciais igual a ordem da

maior derivada no tempo da equagdo. Neste caso, serdo necessdrias duas condi¢des iniciais, que
0S(z,y,t)
ot

neste trabalho serdo dadas para a fungdo S(x, y, t) e sua primeira derivada no tempo
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2.3.1 Condicao Inicial Tipo Pulso
O primeiro tipo de condi¢do inicial considerada serd uma func¢do do tipo

pulso, dada por

B se A, <2 <C,eA, <y< By
S(z,y,0) = (2.21)

0 caso contrario.

sendo A,,C,, A,,Cy, B € R e ) aregido 2D do dominio. A Figura 2.3
ilustra a condig¢do inicial de Pulso, com A, = A, = 1.2545, C;, = C, = 1.8870e B = 7.

Figura 2.3: Condicao Inicial tipo Pulso.

Fonte: o Autor.

Esse tipo de condi¢do inicial fornece uma densidade uniforme de particulas
numa regido retangular determinada no dominio da fungdo. Assim, é possivel analisarmos
o comportamento da equagdo em locais de interesse do dominio da funcdo. Neste trabalho,
usaremos essa condi¢cdo para avaliar a invasdo partindo do centro para as bordas do dominio.

Além disso, neste tipo de condi¢do inicial podemos calcular analiticamente a

populacao inicial por meio de

Pop(0) = (C, — A,)(C, — A,)B. (2.22)
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2.3.2 Condicao Inicial Tipo Dominio Cheio

Outra condic¢do inicial que serd utilizada neste trabalho é o Dominio Cheio,
dada pela fungdo

S(z..0) = 0 se (z,y) € 08 2.23)

B caso contrdrio,
que representa, de certa maneira, um pulso ocupando todo o dominio, com a excecao das bordas.
Ilustramos esse tipo de condicao inicial na Figura 2.4, com B = we () =
(0,7) x (0, 7). A partir dela, avaliaremos duas situa¢des na dinimica de a¢do da equagao dife-
rencial: o comportamento da funcdo num meio de grande densidade de particulas e a possivel

inversdo de fase da fun¢do nas bordas do dominio, caracteristica de equacdes da onda.

Figura 2.4: Condic¢ao Inicial tipo Dominio Cheio.

Fonte: o Autor.

Podemos calcular a populagdo inicial neste caso por meio de
Pop(0) = area(2) B, (2.24)
em que area((2) € a drea total do dominio bidimensional.

2.3.3 Condicao Inicial da Derivada Primeira

Para a derivada primeira da fun¢o S no tempo, iremos considerar a seguinte
condi¢do inicial:
0S(z, y,0)
ot

sendo €2 o dominio bidimensional da fungao.

=0 ,VY(z,y) €Q, (2.25)
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Essa condicao inicial assume que no instante inicial ndo ha movimento das
particulas consideradas. No contexto bioldgico, isso significa considerar a invasdo a partir do
repouso. Essa hipdtese oferece uma boa aproximacgdo da dindmica inicial de problemas nos
quais o organismo invasor € inserido no ambiente a ser invadido, ou quando os organismos ja
possuem dominio sobre o ambiente mas parte deles € removida de alguma drea, abrindo espago

para uma re-invasao.
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3 MODELO PROPOSTO PARA O TEMPO DE RETARDO

Conforme descrito ao final da modelagem da equacdo governante, existe a
possibilidade do surgimento de solucdes negativas para a equagao reativa-telegrafica bidimen-
sional.

Neste trabalho, definiremos um modelo para o tempo de retardo 7 baseado
em hipdteses bioldgicas, com o objetivo de melhor modelar um problema de invasao e evitar o

surgimento de solucdes negativas.

3.1 DESCRICAO DO MODELO PARA TEMPO DE RETARDO

Conforme definido na equagdo (2.18), o tempo de retardo do movimento €

dado por

=5\ (3.1)

sendo que A\ representa a taxa de inversdao do movimento das particulas em cada componente.
Em problemas aplicados, existem fatores que podem levar a alteracdo dessa
taxa de inversdo, tanto de maneira global (em todo dominio), quanto local (em pontos do do-
minio). Neste trabalho, iremos considerar a possivel mudanca do comportamento da inversao
do movimento em nivel local. Dentre possiveis fatores que podem alterar a taxa de inversdo do
movimento, iremos considerar a taxa de variacdo da densidade de particulas.
Tomaremos a taxa de variagao da densidade de particulas como
S(z,y,t+h) — S(z,y,t) 90S(z,y,t)

V=l ; == @2

que assume a seguinte dimensao

[unidade de densidade]
[unidade de tempo]

[Vs] = (3.3)
Por meio de Vg, podemos verificar o comportamento do movimento de parti-

culas numa drea infinitesimal 4 desejada, sendo que:

Vs >0 = (n°de particulas que entram em @) > (n° de particulas que saem de 9);
Vs =0 = (n°de particulas que entram em @) = (n° de particulas que saem de 4); (3.4)

Vs <0 = (n°de particulas que entram em @) < (n° de particulas que saem de 9),

de forma que podemos analisar, em qualquer drea do dominio, se hd um esvaziamento ou aglo-
meracdo de particulas na drea infinitesimal. Essa dindmica estd ilustrada na Figura 3.1.

De qualquer forma, um grande valor de Vg indica um fluxo de entrada/saida
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Figura 3.1: Exemplo de interpretacao para Vs.
® Vi>0 Vi=0 <0
N O O /7
" e N EONN N .

~q \g/

AN A O

Q O TN
e © ® o

As particulas que entram na drea estdo indicadas em azul e as que saem estdo pintadas de
verde. As particulas recém-geradas estdo em amarelo, e também saem.
Fonte: o Autor.

o~

A

N1/
m
/

/
ol

bastante assimétrico no local, representando assim um forte comportamento de imigragado (en-
trada de particulas) ou emigracdo (saida de particulas). Um exemplo de Vg muito maior que

zero (Vg >> 0) estd ilustrado na Figura 3.2.

Figura 3.2: Exemplo de interpretagdo para Vg >> 0.

® V>>0
O 3

AN

@)

As particulas que entram na drea estdo indicadas em azul e as que saem estdo pintadas de
verde. As particulas recém-geradas estdo em amarelo, e também saem. Note a grande
diferenca entre a quantidade de particulas que entram e saem.

Fonte: o Autor.

Iremos considerar que qualquer um desses dois comportamentos, em grande
magnitude, reduzem o tempo de retardo das particulas, uma vez que o fluxo assimétrico induz
o movimento da particula em sua direcdo, evitando um atraso na resposta.

Entretanto, é necessdrio avaliar como a magnitude dessa variagcdo compara-se
a densidade de particulas em si, de forma que ndo seja necessdrio um parametro externo ao

problema para julgar se aquela é grande ou pequena. Desta maneira, definiremos um termo S,
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que significa valor de referéncia, o qual serd usado para relativizar a magnitude de V.
Assim, visando modelar o parametro de tempo de retardo 7, tomaremos A

como a magnitude de Vs em relagdo a fung@o S por meio de

Vs|

A= ’— 3.5

S (3.5)
sendo que S, é um valor da fungdo S de referéncia. Além disso, tomamos o médulo de Vg para
considerar apenas a magnitude da variacdo de S, e ndo sua direcao.

A equacdo (3.5) assume, entdo, a seguinte dimensao

[unidade de densidade]

[unidade de tempo] . _
A= [unidade de densidade] [unidade de tempo™] (3.6)
e o tempo de retardo 7 assume
[7] = [unidade de tempo] . 3.7)

Notamos que, de acordo com as probabilidades p = 1 — Ae e ¢ = \e usadas na
deducdo da equacdo reativa-telegrafica bidimensional (ver equacdes (2.1) e (2.2)), sendo € uma
medida de tempo, é necessdrio que a unidade de medida de A seja do tipo [unidade de tempo_l} .

Tomando A por meio da equacdo (3.5) e sabendo que, conforme a equacio
(3.1), temos o tempo de retardo inversamente proporcional a A, verificamos que a taxa de vari-

acdo Vs impde a seguinte dindmica no processo mantendo o valor de S, fixo:

Vs~0 = 7>>0 ie(entrada/saida em 94 quase iguais) = (retardo muito elevado) e

Vs >>0 = 7~0 iec (entrada/saida em 4 muito desiguais) = (quase sem retardo).
3.8)

Assim, como visto acima, o retardo no movimento deve ser observado em
caso de um fluxo entrada/saida mais regular, no qual a entrada de particulas é acompanhada da
saida de um nimero proximo de particulas. Em momentos de grande diferenga entre entradas
e saidas, casos de grande imigracdo ou emigracdo como o ilustrado na Figura 3.2, o retardo na
movimentacao deve desaparecer, indicando uma rea¢ao mais rapida no movimento das particu-
las.

Entretanto, devemos notar as seguintes limitacdes para o modelo (3.5) pro-
posto para A\: S, deve ser diferente de zero, pois a equagao (3.5) ndo estd definida para S, = 0.
Da mesma maneira, \ serd utilizado como divisor na equacgao (3.1) e nos coeficientes de difu-
sividade de (2.18), sendo que, dessa maneira, seu valor também ndo devera ser zero. Sendo
assim, condi¢des adicionais s30 necessdrias para prevenir que esses casos acontecam.

Essas condi¢des serdo consideradas como parte da modelagem do problema
a ser resolvido, isto €, como parte do fendmeno descrito pelas equacdes matematicas. Assim,

o modelo para tempo de retardo serd o definido pela equagdo (3.5), passivel de aplicagdo em
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problemas que apresentem as caracteristicas de movimento descritas acima. A defini¢do prética
de S, e condicdes auxiliares que garantam a existéncia de solug¢des para o modelo serdo deriva-
das de particularidades do problema aplicado, como a dindmica de movimento da particula ou
informacdes sobre o meio que forma o dominio. Desta maneira, as condi¢cdes auxiliares serdo

elencadas junto ao Modelo Reativo-Telegrafico 2D com Modelo de Tempo de Retardo.

3.2 MODELO REATIVO-TELEGRAFICO 2D COM MODELO DE TEMPO DE RETARDO

Uma vez que obtemos a equagdo reativa-telegrifica 2D, definida em (2.18),
e propomos um modelo para o tempo de retardo, utilizando a equacdo (3.5) para determinar
A, formulamos, em conjunto com as condic¢des iniciais e de contorno descritas anteriormente,
o Modelo Reativo-Telegrifico 2D com Modelo de Tempo de Retardo por meio do seguinte

problema de valor inicial e contorno:

0*9 dF] 08 525 929 |
"o {_Tﬁ]E:DI(@)+Dy(a—y2)+F(S) intQ x (0, ]
S(x’yyo) = S[, W ot 0 Q (3.9)
\S(l‘,y,t):() an

com 2 2
_i Jo _ v (3.10)
7—_2/\7 m—2/\ eDy—2)\,
sendo
ACS, oo, t) = V5 R x R .
(8, 5e0,1) = = x Rezg x (0, 1], (3.11)

com 2 = (0,L) x (0, M), 022 a fronteira do conjunto €2, L o comprimento do eixo =, M o
comprimento do eixo y e t; o tempo final no qual avaliaremos a fun¢do, com L, M, t; € Re St
sendo a condicao inicial desejada, como as indicadas pelas equagdes (2.21) ou (2.23).

Além disso, neste trabalho tomaremos

S ) 7t S ) 7t O’
5. — _(fvy ) se S(z,y,t) # 3.12)
S(z,y,t) caso contrario,
sendo
g(x7y7t):S(m+6x,y,t)+S(fv—6x,y,t)+5(ﬂf,y+5y,t)+5(a:,y—5y,t) (3.13)

4 Y
com d,, 0, € R, arbitrariamente pequenos.
A escolha de So, = S(z,y,t) para os casos onde S(x,y,t) # 0 é tomada

de maneira que, para o calculo de A, o fluxo de particulas |Vs| seja relativizado pela prépria

densidade de particulas no local. Dessa maneira, a densidade local de particulas serd a medida
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pela qual definimos a intensidade do fluxo. A Figura 3.3 ilustra esse caso.

Figura 3.3: Exemplo de S, para S # 0.

O ponto P em verde representa a posi¢do onde S(x,y,t) # 0. Neste caso, o valor de S, = S
naquele ponto.
Fonte: o Autor.

Essa decisdo, entretanto, nos leva a necessitar de um valor S(x,y,t) para
o caso S(x,y,t) = 0, uma vez que ndo podemos usar esse valor para calcular )\, tendo em
vista que resultaria numa divisdo por zero. Assim sendo, tomaremos S, = S(,y,t) caso
S(z,y,t) = 0, com S(z,y,t) dado pela equacdo (3.13). Essa situagio estd ilustrada na Figura
3.4. Uma vez que esse valor serd utilizado apenas se S(z,y,t) = 0, isto é, ndo existirem
particulas no local avaliado, o objetivo dessa média € apenas verificar se existem particulas na
vizinhanga do ponto. Caso ndo existam, resultando em S(z,y,t) = 0 sabemos que 0 processo
de difusdo ainda alcancgou a vizinhanga do ponto avaliado. Esse resultado, porém, também faz

A resultar numa divisao por zero.

Figura 3.4: Exemplo de S, para S = 0.

O ponto P em vermelho representa a posi¢do onde S(x,y,t) # 0. Neste caso, o valor de
So = S serd a média de seus vizinhos.
Fonte: o Autor.

No geral, nota-se que, definido A pela equacdo (3.5) e S, pela equacido (3.12),
deveremos fazer algumas consideracdes a fim de garantir a existéncia de solu¢do para a equagdo

reativa-telegrafica 2D proposta no modelo (3.9), tendo em vista que a equacao (3.12) ndo estd
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bem definida para A = 0. Além disso, a fun¢do (S, S, ) ndo estd definida para S,, = 0.
Dessa forma, iremos tratar de maneira especial esses dois casos.

O primeiro caso, A = 0, levaria a indeterminac¢do da primeira equagdo em
(3.9). Pelo préprio modelo de A, descrito na equacdo (3.5), temos que

08
)\20(:)|Vg|20(:>§:0. (3.14)

Neste caso, para evitar a indeterminagdo pontual, utilizaremos A arbitrariamente préximo a zero.
A Figura 3.5 exemplifica essa situagdo.

No segundo caso, quando S, = 0, vemos que
Soo = 0 = divisdo por zero em A, (3.15)

isto é, A ndo estd bem definido. Notamos, entretanto, que, pelo modelo de S, descrito na

equacao (3.12),
S =06 S =0 S(x+6,,y,t)+S(x—0,, y,t)+S (2, y+0,,t)+S(z,y—b,,t) = 0. (3.16)

Como a fungdo S devera assumir apenas resultados positivos para ser coerente no sentido bio-

16gico, concluimos que
Seo =0 S(x+6,,y,t) =S(x—06,,y,t) = S(x,y+0y,t) = S(z,y — §y,t) =0; (3.17)

deste modo, impomos o resultado S = 0 em vez de calcular a equagdo reativa-telegrafica 2D.

Um caso assim esté ilustrado na Figura 3.6.

Figura 3.5: Exemplo unidimensional de A = 0.

A

B Passado
[ Atual

Mesmo que o processo dindmico esteja ocorrendo, algum ponto pode ser invaridvel num curto
espacgo de tempo, resultando em A = 0. Nesses casos, adotamos A ~ 0.
Fonte: o Autor.
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Figura 3.6: Exemplo unidimensional de S, = 0.

B Passado
[ Atual

Quando um ponto e todos os seus vizinhos sdo iguais a zero, temos S, = 0 e, com isso, \ estd
indeterminado. Nesses casos, notamos que nao se faz necessario calcular a EDP do modelo

(3.9), pois o processo dinamico ainda ndo alcangou os pontos em questao.
Fonte: o Autor.

Com essas consideragdes para S, e A, temos a EDP do modelo (3.9) bem
definida em todo o dominio. Dessa maneira, o Modelo Reativo-Telegrafico 2D com Modelo de
Tempo de Retardo proposto deve modelar a dinamica de invasao bioldgica sob as hipéteses to-
madas em seu desenvolvimento. Para isso, porém, € necessdria a resolucao da EDP presente no
mesmo. Tendo em vista que a Equacao Telegrafica-Reativa ainda ndo possui solu¢@o analitica
para determinadas condi¢des auxiliares, optamos, neste trabalho, por utilizar uma abordagem

numérica a fim de obter solucdes aproximadas para o modelo (3.9).
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4 MODELAGEM NUMERICA

Uma vez definidos o modelo (3.9) e suas condi¢des auxiliares, utilizaremos
do método das Diferengas Finitas para resolver numericamente a equagcdo governante. Assim,

a modelagem numérica desenvolvida nesta subsecdo serd tomada com esse método em mente.

4.1 DISCRETIZACAO DO DOMINIO

Figura 4.1: Discretizacdo do dominio.

ymj

yj

Y3
Ay
{yz
U
Iy Iy Ly e e Ty e e A
Ax

Fonte: o Autor.

Para resolu¢cdo numérica do modelo proposto, faz-se necessdria a discretiza-
¢do da fungdo e do dominio em que esta é definida. A funcdo S serd definida num plano
bidimensional [0, L] x [0, M], que representa um espago fisico, e é calculada em relagdo ao
tempo, restrito a (0, ¢¢].

Para o dominio [0, L] consideramos as parti¢des dadas pelo seguinte conjunto

de ni pontos:

L
x;=x1+ (1 — 1)Ax; comz; =0,Ar =——¢ei=1,2,...,ni. 4.1)
(ni—1)
E, para [0, M|, o seguinte conjunto de m;j pontos:
vy =1+ (Jj — 1)Ay; comy; =0,Ay=———ej=12 .. mj (4.2)
(mj —1)

Obtemos, assim, uma malha com (ni — 1)(mj — 1) células, conforme ilustrado na Figura 4.1.
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Como o valor de S representa uma densidade populacional, optamos por cal-
cular seu valor no centro das células para representar a ocupacao daquela drea elementar. Assim,

o valor de S serd calculado conforme a Figura 4.2.

Figura 4.2: Posicao do célculo de S.

Yig1

Yj
€T Tiy1

Fonte: o Autor.

Além disso, aproveitamos da representacdo cardeal para nomear uma posi¢ao
e suas vizinhas. Assim, definindo (7, j) = P, podemos denominar também as posi¢des vizinhas
como (i —1,7)=W,(i+1,j)=FE, (i,j —1) = Se(i,j+ 1) = N, representadas na Figura
4.3.

Figura 4.3: Células computacionais e pontos cardeais.

Y+

Yir1
Yj

Yi1
Ty €L, L1 Liy2

Fonte: o Autor.

Nas bordas do dominio, o valor de S serd encontrado pela aplica¢do da con-
dicao de contorno. Nesse caso, adicionaremos uma camada de células fantasma no entorno de
nosso dominio para assumir as condi¢des de contorno. Na Figura 4.4, os pontos verdes indicam
o ponto em que S serd calculada numericamente e os vermelhos representam as condi¢des de
contorno.

Assim, nosso dominio computacional serd efetivamente estendido para [—Ax, L+
Azx] x [-Ay, M + Ay|, como mostra a Figura 4.5.
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Figura 4.4: Células computacionais nas bordas do dominio.

Fonte: o Autor.

Figura 4.5: Grid finalizado.

Y L

"Telele] [e]
Y i 7

?a:’j -\
Y3
Ay
{ Y2
" -
Yo
Lo sy Trikl

Fonte: o Autor.

4.2 DISCRETIZACAO DA EQUACAO REATIVA-TELEGRAFICA 2D

Tomando o ponto (P, k + 1), a EDP do modelo (3.9) pode ser descrita da
forma

k+1 k+1

=D

k+1

+D

k+1 k+1

k+1
as
ot

o
ot?

s
T Ox?

928

Va2 + F(S)

7S , 4.3)

bk

P P P P P

sendo P a posi¢do no dominio espacial e k£ + 1 a representacdo de um incremento no tempo.

Aproximamos os termos temporais por meio de diferencas finitas atrasadas,

utilizando -
k+1 k k-1
~ SpT =255+ Sp

(At)? ’

0's
ot?

4.4)

P
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k+1
oS N SIIZH — S}% 4.5)
ot TAt '

P
Para os termos difusivos, utilizamos diferencas finitas centrais, aproximando

o resultado por meio de
k41

8| st -2kt 4 g o)
Oz - - (Az)? ’ '
(92_8 k+1 N S§+1 . 25112-5-1 + S]Ii,—’_l (4 7)
o, (Ay)? '

Os termos reativos sao compostos de fungdes conhecidas, facilmente deriva-
veis, e sdo calculados de maneira analitica, evitando o uso de aproximacgdes adicionais.

Substituindo, entdo, as aproximacgdes (4.4), (4.5), (4.6) e (4.7) na equagdo
(4.3), obtemos a seguinte discretizagao:

k+1
dF Skz—H o Sk
k1 _ ogk k—1 127 P P\ _
(A (S% Sp+SE) + s NI
P
D, D,
= (A (W = 2857 4+ 57 + 1k (557 - 28B4 SF) + F’ (4.8)
Agrupando os termos semelhantes, obtemos
1 ar|™  ep, 2D 2D, 2D,

T T T Y k+1 k+1 k+1
—_—t—— — —— SE S SEr—
(Arp T At ArdS| (AR (Ayp (A7) (Az)?
2Dy i 2Dy pi1 2T 1 T dF 1 k+1

— — - = — F
By2>s gy T\ e T AT A as| aer T,

Por fim, renomeando os coeficientes, temos

(Cp + Tép) SEHL Oy SEFL — Op S — OgSEH — Oy S5 = bp 4 7hp,  (4.9)

com
1 2D, 2D 11 ar|™

Cp = — i L O il

PTA T A Ay TP T (AR ArdS|

D, D
CW:CE:W ,Cs=Cn = (Ayy)Q; (4.10)
k+1

_ 1 k+1 ~ 2 1 dF 1
bp = —SE+ F b = [ —— — —— ko Gh—1

PENP T, e =\ @R Aras| )P AT
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Definida, entdo, a equacdo (4.9) como a discretizacdo da equagdo governante
de nosso modelo, consideramos as seguintes relagcdes matemadticas discretas para as demais

equagdes do modelo (3.9):

S(z,y,0) = SY — SV =5,
0

GS(x,y,t) _S(l‘,y,O)—S(l’,y,—(st)_ -1 __ o0

ot P_ At =0 — S =95

S(0,y, )" = S(L,y, )" = S(2,0,t)|""" = S(z, M, 1)]""! = 0.
(4.11)
Com as condigdes descritas acima, podemos descrever a equacdo (4.9) na

forma matricial A.S = B, com

ApCi Oy Sira) (Bp)
CwApCp Cn Sis2) Bp
CwAp CN S?T:gilﬂ) BP
Cs ApClg Cly Sis's) Bp
Cs CwApCEk Cy Siss) Bp
Cs CwAp Cy Seitis) Bp
) ) . ) =| .| @412
Cs ApCp Smi1) Bp
Cy CwApCx Sami—1) Bp
CS CWAP S(k,;gil mj—1) _BP_
—. ~ /. ‘; - N e’
A S B
sendo

Ap=Cp+ T(j](ai’j) e Bp = b ) + b,

com o indice (7, j) correspondendo ao de Sé‘f;; na mesma linha.
Assim, obtemos um sistema que permite deduzir a solu¢do aproximada da
EDP do modelo (3.9). Devemos notar, entretanto, que o sistema acima nao ¢ linear. Para obter

a solugdo, usaremos o esquema quasi-ndo-linear, conforme proposto em [6].
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4.3 DISCRETIZACAO DO MODELO DE TEMPO DE RETARDO

O modelo de A, no ponto (S, S, k + 1), pode ser escrito de maneira discreta

como k+1 k+1 k+1 k+1
"~ S. ot S| T At S '
P P P P
O valor S, serd aproximado por
k+1 S}/g—i—l se S}/g—i—l 7é O7
Soo R~ (4.14)
—k+1 L .
P Sp caso contrdrio,
com k+1 k+1 k+1 k+1
— S S S S
gt _ 2n o5 Z BT ow (4.15)
Assim, conforme as equagdes (4.13), (4.14) e (4.15), aproximaremos, entao,
A usando
|Sp — Sl B Q.
k+1 Sk+1At se Sp 7 0;
A ~ (4.16)
’5k+1 k ‘
P T caso contrario.
Sp At

Em qualquer caso, os valores de S+

serdo calculados a0 mesmo tempo que
o valor de A. Assim, o incluiremos no esquema quasi-nao-linear de solucao numérica, de forma
que possa ser calculado simultaneamente com a equagao reativa-telegrafica 2D em tempo de

execucao.
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S MODELAGEM COMPUTACIONAL

Neste capitulo, descrevemos a abordagem computacional utilizada para rea-
lizag¢do dos procedimentos numéricos adotados. Toda implementagdo computacional deste tra-
balho foi realizada em Fortran, compilada utilizando GNU Fortran 9.3.0 num ambiente Linux
Ubuntu 20.04.2 LTS.

5.1 RESOLUCAO NUMERICA POR MEIO DO METODO QUASI NAO LINEAR

Uma vez que discretizamos a equagao governante, levando em conta os valo-
res iniciais e de contorno, obtendo o sistema (4.12) e considerando a elevada dimensado que este
deve assumir, iremos resolvé-lo de maneira numérica.

O sistema obtido nao € linear, com 5p, b, be \ dependendo diretamente do
valor S a ser calculado; além disso, C'p, Cy, Cg, Cg, Cy e 7 dependem de A\. Usaremos
o método quasi-ndo-linear para resolver o sistema de maneira iterativa sem a necessidade de
alterar as equagdes envolvidas.

Para o método quasi-ndo-linear, conforme [6], uma estimativa inicial g ¢
determinada e seguida de um processo iterativo no qual, para o cdlculo de uma iteragdo qualquer
umg , as ndo linearidades sdo primeiramente resolvidas utilizando Ur-1g , fazendo o sistema

tornar-se linear na iteracao atual. A Figura 5.1 ilustra de maneira simplificada esse processo.

Figura 5.1: Fluxograma simplificado do Método Quasi-Nao-Linear.

4 I
N "
|
— |
g ¥ Y Y '
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!l
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|
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Im=2 | S
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1
>
|
o

Conforme nosso modelo, todos os termos C', b e A dependem de S. Seus valores sdo
calculados utilizando o valor de 7~V 3.
Fonte: o Autor.

Desta maneira, para calcular UT) S’If,“, isto é, o valor de S’If,“ em cada itera-
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cao,com [T =1,2,... IT, 4., tomaremos
k+1
(IT-1)
(i G, — 1 "dr
(A )? At dS P ’
1
In)g — Sy (IT— I)F’ .1
AL .
+1
(IT)B 1 - DdF gk _ k-1
ds . P me
além de
(IT-1) Sk—H (IT-1) Sk LT gt L0
(IT-1) Sk-‘rlAt P ’
UIT) \kt1 _ (Tt kil (Tt 5.2)
S ) Sk )
0T Sk HAt caso contrario,
e, por fim,
1 272 272
(IT)OIIZH T At ar-y lzifl 2 + (IT-1) l?+y1 27
At Ap (Ag) Ap(Ay)
(IT) k41 _(IT) k+1 _ Yy
Cy C © 9UT- DASFL(A,)?
Y (5.3)
(IT) ~k+1 _(IT) ~k+1 _ o
CW - CE - 2(1T_1)A];+1(Ax)27
(IT—1) k+1 _ 1
P 2(IT71))\71<33+1’

de maneira que esses termos possam ser calculados usando os valores de Ir-Hg 1’?,“

Jé& conheci-
dos. Desta forma, o sistema torna-se linear na iteragao atual, podendo ser resolvido, entdo, por
algum método numérico para sistemas lineares. Apods testes utilizando o Método de Relaxagdes
Sucessivas e 0 Método de Gauss-Seidel, optamos por este, tendo em vista que o primeiro nao
ofereceu vantagem computacional significativa e, em alguns casos, ofereceu desvantagem.
Para incluir a abordagem Quasi-Nao-Linear no fluxo natural do Método de
Gauss-Seidel, sdo realizados os seguintes ajustes no processo iterativo:
Primeiramente, a fim de definir uma aproximacao inicial para S kil e (O /\’Yf_-frl

€ comegar O processo iterativo, tomamos

Okt — gk + AtF(S%);

(0) Nkl _ 3 ((0) gh+1 (54)
P =ASET).

ApOs esse passo inicial, o sistema € resolvido adotando a seguinte ordem de

operacdo em cada iteracao:
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(IT)CE—H,(IT) C]l%—ﬁ-l,(IT) Cg-l—l’(]T) C«Il/c‘;l—17(IT) C§+1 e (IT)T]]§+1 utilizando (IT—l))\IICD—f—l;
U Cp, UM, IDp,  utilizando T~V Sk,

UIT) g+l ytilizando Gauss-Seidel;

(IT) )\I;D-‘rl IT) S;:J—i—l'

utilizando ¢
(5.5)
Ap6s cada iteragdo, verificamos a convergéncia do processo iterativo por meio

do célculo do erro relativo, F,.;, dado por

”(IT)Slngrl _(IT-1) Sf;rlHQ

10T SE

Erel = (56)

Uma vez que o valor do erro relativo esteja abaixo de um valor de toleran-
cia, realizamos uma iteracdo adicional, a fim de utilizar o valor iterado de Sll’fi,“ em todos os
elementos nao lineares.

A Figura 5.2 apresenta o fluxograma de resolug@o descrito nesta secao.

Figura 5.2: Fluxograma da resolucdo via Método Quasi-Nao-Linear.

(D) k+1 - k+1 _
)SP B k+1 k+1 |'> (rnsp K ITERACAO | |
jmm——- - -----'| ("t Mgt - gt EXTRA
> oyl L (Mgt (Mgl L] Pl e L v
ttAt
2 g (mcbﬂ (M) kel | -
X R —
: : Caminho do Codigo —»

Caminho dos Dados - - 3

Fonte: o Autor.

5.2 CALCULO DE POPULACAO E OCUPACAO

Uma vez calculada a funcdo de densidade de particulas .S, podemos obter
numericamente outros valores de interesse. Neste trabalho, calculamos a populacao total de
particulas e a ocupagdo do dominio.

Conforme visto na equagdo (2.19), a populacdo pode ser calculada por meio

da integral da fungdo S. Dentre os possiveis métodos numéricos disponiveis para estimar esse
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valor, optamos pelo Método dos Trapézios Composto para casos gerais € o0 Método de Simpson
Composto caso o nimero de células nos eixos x e y sejam impares, possibilitando uma melhor
aproximacao.

Assim, tomando o Método do Trapézio, conforme [5], e adaptando para a

integral dupla, calculamos o Método do Trapézio Composto por

ni—1mj—1
AxAy
Pop Z Z Sk,j + Sﬁrl J + SkHl + Szkﬂ g+1) (5.7)

=1 j=1

O Método de Simpson Composto, também tomando [5] por base, € calculado

por
ni—1 mj—1
AxAy
Pop Z Z Sk + 4Skj+1 + SlkJJr?)
(i lmpar) €] ll’l’lpdl')
4Az Ay AxAy
o (St T 4S5+ Stagee) T — o (Stiay +4S8a 1 T Siyaie) - (58)

9

A Ocupagdo do Dominio € calculada considerando as células computacionais
que contém uma quantidade positiva de particulas, isto é, onde S > (. Desta maneira, desconsi-
deramos o célculo de ocupagdo em casos nos quais resultados negativos aparecem. A ocupagao

¢ tomada em porcentagem, assumindo sempre valores entre 0 e 100. Desta forma, usamos

1mj—1
i1 mj— se SF. > tolocup €

D =D >N R (5.9)

i—1 =1 |0, caso contrario,

Ocup(k) =

sendo t0l,..p, ou a “tolerancia para considerar ocupag@o” € um valor arbitrariamente préximo a

zero, definido pelo problema aplicado.
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6 ESTUDO NUMERICO

Neste capitulo apresentamos as ferramentas numéricas e os resultados obtidos
a partir delas para verificacdo do método numérico utilizado e sua implementacao computacio-

nal.

6.1 CONTRIBUICAO DOS TERMOS DA EDP E RESiDUO NUMERICO

Nosso modelo € governado por uma Equacdo Diferencial Parcial com termos
representando diferentes dindmicas. Assim como em [6], temos o interesse de identificar como

cada um dos termos contribui para o resultado final da equacdo.

k+1
Sihj ’

dios em cada passo de tempo: o Termo Temporal Termo;(t), o Termo Difusivo no eixo x

Assim, apds obter o valor convergido de iremos calcular valores mé-

Termo,(t), o Termo Difusivo no eixo y T'ermo,(t) e o Termo Reativo T'ermo,(t) da seguinte

maneira:
ni—1mj—1 k+1 k+1 k+1
1 0%S dF oS
T k+1) = — 1—7— — (6.1
ermodb ) = G =D g — 1) 2 4 {Tatﬁ ) { TdS] T .}’( )
=1 j=1 1,7 7,7 2,7
ni—1mj—1 k+1
1 028
Termo,(k+1) = (i = 1)(mj = 1) Z wa : (6.2)
J =1 j=1 i,j
ni—1mj—1 k+1
1 0%S
Termoy(k +1) = — . ; (6.3)
Y (ni —1)(mj — 1) ZZI ; Y 02 g
1 ni—1mj—1 k+1
Termo,(k +1) = T T d Y F(S) (6.4)
J i=1 j=1 i,j

Com as equagdes acima, calcularemos ainda o Residuo Numérico do resul-

tado, dado por
Residuo = |Termo, — Termo, — Termo, — Termo,|, (6.5)

que deve ser proximo a zero desde que o método numérico produza resultados coerentes, rea-

firmando que o método quasi-ndo-linear estd resolvendo o sistema corretamente.
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6.2 ERRO RELATIVO E CONVERGENCIA

Como a equagdo reativa-telegrafica bidimensional presente em nosso modelo
3.9 ndo possui solucdo analitica, para verificacdo do codigo computacional e estimacdo da taxa
de convergéncia tomaremos o limite da equagio com 7, a fungdo de crescimento F'(S) = 0 e as

difusividades D, = D, = 2, tendo assim

. 0?8 dF | 0S . 0?8 0?8
iy (57 1 56| %) <im0 (55) + 2 () + 1)

v c2 2 =0
=0 (6.6)
=
0S , (0*S %S
— = _ + - ,
ot ox?  Oy?
conhecida como a Equagdo do Calor Bidimensional, na qual ¢? é a condutividade térmica do
material.
Além disso, tomando o limite com 7 — 0, a discretizagdo proposta em (4.8)
decai para
Spt = S Dy k+1 k+1 k+1 D, k+1 k+1 k+1

uma versao implicita do método “Forward Time Centered Space”.
A Equagdo do Calor Bidimensional, em conjunto com as condi¢des do mo-
delo 3.9, isto é, um dominio 2 = (0,L) x (0, M), uma condi¢do inicial S(z,y,0) = Sy e

condicdes de contorno do tipo Dirichlet, possui solucao analitica, dada por

S,y t) =D Apnsin(pumz)cos(vpy)e (6.8)

m=1n=1

sendo e nr
Mm:T’ Vn:M7 pmn:CVMgn+VrQL €

4 L M
W/O /0 St sin(pumz) cos(vyy) dydz.

Desta maneira, nomeando a solucao analitica da Equacdo do Calor Bidimen-

(6.9)
Amn =

sional de Ag e a solu¢do numérica da equacdo de nosso modelo como Ng e usando as consi-
deragdes utilizadas na construcao da relagao 6.6 e da solugao 6.8, calculamos o erro relativo de

nossa solucao por meio de
HAS — NSH2
Ely=——"7— 6.10
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sendo que
lim || £l = 0, (6.11)
T—0

desde que a relagdo 6.6 seja verdadeira.
A fim de estimarmos a ordem de convergéncia do método numérico, utiliza-
mos, conforme [20], a relacdo
E, ~ Ch?", (6.12)

na qual F, é o erro relativo calculado numa malha com células de drea h = Az x Ay, C' é uma
constante e p* € a ordem de convergéncia.

Tendo em vista que o valor da equacdo S € calculado no centro de cada célula
computacional, e ndo em seus nos, decidimos por realizar o refinamento da malha espacial em
poténcias de trés, de maneira a sempre existirem pontos de comparacdo para os resultados.
Assim, o nimero de pontos tomados no eixo = e no eixo y assume sempre a forma de 3" + 1

com n € N, conforme ilustrado na Figura 6.1.

Figura 6.1: Exemplo de refinamento de malha.

ni=mj=3"+1 ni=mj=38"+1 ni=mj=3°+1

D:0I0I0:0:0:0:0:0]

o) 6) 6) O:0:00:0:0:0:0:0

O:0:0:0:0:0:10:0:0]

O:0:0:0:0:0:0:0:0|

) 0) o) 6) 0:0:0:0:@:0:0:0:0]

_____ o{e}le}{e}{e}o}{e}{e}e
OIOIO0:0:00:0:10)

o) o) 6) 0:0:0:0:0:0:0:0:0

0O:0:0:0:0:0:0:0:0]

Os pontos representam os locais onde S serd calculada.
Fonte: o Autor.

Tomando o erro em duas malhas distintas, utilizando n e n + 1, a partir de

6.12, podemos estimar a ordem de convergéncia por meio da razao

*

* * p
E; ChP hP h .
~ g fr— :9p 6.13
B - CHOF (b9 ((h/9>’) ©19

na qual, aplicando logaritmo, temos

E .
log (Eiﬁ_) ~ log(97") = p*log(9), (6.14)

h/9
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obtendo por fim
. log(Eh/ Enj9) 6.15)
log(9) '

a estimativa desejada.

6.3 CONVERGENCIA DO ESQUEMA NUMERICO

Conforme descrito no capitulo 6.2, estimamos o erro relativo e a ordem de
convergéncia do esquema numérico por meio da Equacdo do Calor Bidimensional, conforme a
relacdo 6.6.

Para este estudo, calculamos a solu¢do do modelo 3.9 com Tempo de Retardo
constante e F'(.S) = 0. A solucao foi tomada num dominio €2 = (0, 7) x (0, 7), com a condigdo

de contorno de Dirichlet e condi¢do a inicial

m,se 1.2545 <z < 1.8870 e 1.2545 < y < 1.8870;

0, caso contrario.

Para esse problema, quando 7 — 0, obtemos de 6.8 a seguinte solu¢do anali-

tica:
S(z,y,t) = Z Z Amnsm(umx)cos(l/ny)e’p%mt, (6.17)
m=1n=1
com
M =My Vp =N, Pmn = C\/ P2, + 12 €
4 4 (003(1.2545m) — cos(l.8870m)) <005(1.2545n) — 003(1.8870n)> (6.18)
K m n '

Primeiramente, verificamos se a relacdo 6.6 é verdadeira. Para isso, realiza-
mos as simula¢des numéricas utilizando os parametros descritos na Tabela 6.1.

Utilizamos 7 = 100, 10, 1, 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001. Note que o caso particular
7 = 0 ndo foi considerado, pois significaria infinidade na taxa de inversdo de movimento.

Note que variar 7 implica variar A\. E, para manter as difusividades D, e D,
fixas durante essa variacdo, uma vez que elas também dependem de A, utilizamos os valores da
Tabela 6.2 a fim de obter a difusividade desejada.

Por fim, resolver a equacdo do calor utilizando uma discretizacao explicita do

tipo “Forward Time Centered Space” exige, de acordo com a condicao CFL[15], que a seguinte
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Parametro Simbolo Valor
Dominio Espacial Q (0,7) x (0,7)
Dominio Temporal (0,5.0)
Parti¢des no Eixo z ni 244
Particdes no Eixo y mj 244
Passo no Tempo At 0.0005
Difusividade no Eixo x D, 0.1
Difusividade no Eixo y D, 0.1
Tempo de Retardo T (0.0001, 100)
Tolerancia de Erro do Processo Iterativo 1.0 x 1078
Condutividade c? 0.1
Quantidade de Termos dos Somatorios em 6.17 100

Tabela 6.1: Parametros gerais utilizados para verificar a relagdo 6.6.

T A Ve Vy
100 | 0.005 | 0.031622 | 0.031622
10 | 0.05 | 0.100000 | 0.100000

1] 050316227 | 0.316227
0.1 5 | 1.000000 | 1.000000

0.01 50 | 3.162277 | 3.162277
0.001 | 500 | 10.00000 | 10.00000
0.0001 | 5000 | 31.62277 | 31.62277

Tabela 6.2: Parametros utilizados em A, v, e v, para verificar a convergéncia do esquema
numérico.

relacdo seja satisfeita:
At At

1
max (A7 (Ay)? < 7 (6.19)

Uma vez que os dados da Tabela 6.2 nos fornecem, pela equagdo (6.19), o

valor
0.1 x 0.0005 _

~ 0.3 6.20
(0.012875)? ’ (6:20)

utilizamos tais dados como referéncia, apesar de fazermos uso de um método implicito.

Verificando dessa maneira a relagdo (6.6), obtivemos os dados relacionados

na Tabela 6.3.
T [E241P
100 4.87577677
10 3.43367791
1 0.39886814

0.1 0.01527298
0.01 0.00949640
0.001 | 0.00913379
0.0001 | 0.00910762

Tabela 6.3: Erro Relativo, no tempo final, obtidos na verificagcdo 7 — 0.



Figura 6.2: Resultados para 7 — 0.

tau=0.1 tau=0.0001 Eq. Calor

Fonte: o Autor.
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O comportamento verificado para o Erro Relativo € o esperado pela equagao
(6.11), isto é, a medida que 7 se aproxima de zero, o valor do erro relativo ||E|| diminui,
confirmando a relagdo (6.6). A Figura 6.2 ilustra essa aproximacao.

Uma vez observando que a aproximagdo proposta em (6.6) € vélida ao me-
nos para uma malha, prosseguimos em verificar seu comportamento realizando o processo de
refinamento de malha, conforme descrito anteriormente e ilustrado na Figura 6.1.

Os parametros utilizados nesse processo sdo os mesmos do caso anterior, con-
forme a Tabela 6.1, apenas com a mudanga do niimero de parti¢cdes e do passo no tempo. Note
que a alteracdo do passo no tempo se faz necessdria para preservar a condicao CFL, vista na
equacdo (6.19), a qual estamos utilizamos como referéncia em nosso estudo.

Assim, os parametros relativos as novas malhas sdo dados pela Tabela 6.4.

ni,mj | Az, Ay At CFL
28 | ~0.11219 | 0.005 | =~ 0.04
82 | ~0.03831 | 0.005 |~0.34
244 | = 0.01287 | 0.0005 | ~ 0.30

6 | 730 | =~ 0.00430 | 0.00005 | ~0.27

N B~ WB

Tabela 6.4: Pardmetros para refinamento de malha.

Para o refinamento de malhas, temos interesse em verificar a influéncia da
malha sobre os resultados e se o comportamento esperado da discretizagdao “Forward Time
Centered Space” se mantém, isto €, se o refinamento reduz o erro. Neste caso, nosso interesse
se concentra em valores de 7 muito pequenos e muito grandes. Desta forma, optamos por
7 =0.0001, 1 e 100 para obtencdo de valores de referéncia.

Os Erros Relativos obtidos nessas simulagdes, de acordo com cada malha e

valor de 7, estdo registrados na Tabela 6.5.

n=3 n=4 n=5 n=6
7 =100 4.333522 5.109726 4.875776 4.879490
T=1 0.440475 0.452542 0.398868 0.396438
7 =10.0001 | 0.122789 0.099696 0.009107 0.004933

Tabela 6.5: Erro Relativo (|| £'||2) de acordo com n e 7, obtidos no tempo final.

Para todas as malhas, a diminuicao do valor de 7 resultou na reducdo do Erro
Relativo, conforme o esperado de acordo com a equacao (6.11). Para os valores mais altos de 7,
houve oscilacdo no comportamento do erro, aumentando durante a transi¢do de n=3 para n=4.
Os valores voltaram a decair ou se estabilizaram em n=>5.

A reducgdo do Erro Relativo de acordo com o refinamento da malha nos for-
nece um indicio de que, para os valores de 7 avaliados, a malha espaco-temporal utilizada para
resolucao de uma Equacgdo do Calor Bidimensional, numa discretizacao do tipo “Forward Time
Centered Space” explicito, é também adequada para resolu¢do de nossa Equacdo Telegrafica

Bidimensional na mesma discretizagcdo, porém implicita.
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Com base nessas simulacgdes, estimamos a velocidade de convergéncia p* do

método numérico por meio da equagdo (6.15). Para isso, utilizamos os valores obtidos para

7 = 0.0001, uma vez que eles apresentam a melhor aproximag¢do entre o modelo numérico e a

solucdo analitica utilizada como referéncia. O resultado esta disposto na Tabela 6.6.

n  ni,mj h | E||2 p*
3 28 0.012588 | 0.122789

4 82 0.001467 | 0.099696 | 0.09
5 244 | 0.000165 | 0.009107 | 1.08
6 730 | 0.000018 | 0.004933 | 0.27

Tabela 6.6: Taxa de convergéncia p*.

A maior taxa foi obtida ao tomar n=5, obtendo p* = 1.08. Note que, para essa

malha, o erro relativo decresce em uma casa decimal. Para n=6, a taxa p* diminui consideravel-

mente. Isto se dd por conta de um substancial refinamento da malha (com ni=mj=730). Além

disso, a ndo linearidade da EDP em conjunto com o tipo de aproximac¢do das derivadas também

contribui para a diminui¢do de p*. Esses resultados estdo ilustrados na Figura 6.3.

Figura 6.3: Relagdo entre n, At e || E||2, para 7 = 0.0001.

0045
0.004 1
0.00351
0.003 1
0.00251
0.002 1
0.00151
0.001
0.0005t

At

Fonte: o Autor.

1 0.12
L 0.1

1 0.08
1 0.06
10.04
+0.02

Erro Relativo

O tempo necessdrio para realizacdo de cada simulacdo mostrou variagdo, ndo

apenas de acordo com a malha espago-temporal, mas também com a escolha de 7, sendo que,

para valores menores de 7, 0 tempo necessdrio para computagcdo foi maior em todos os casos.

Na Tabela 6.7, registramos os valores obtidos em minutos.

Os tempos computacionais foram obtidos pela rotina intrinseca CPU_TIME

do compilador gFortran[9].



7=100 | 7=1| 7 =0.0001
n=3 <1 <1 <1
n=4 <1 <1 <1
n=5 7 10 28
n=6 635 642 1404
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Tabela 6.7: Tempo computacional, em minutos, para simulagdes utilizadas no Estudo Numé-

rico.
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7 RESULTADOS

Devido a grande quantidade de dados gerados, para fins de comparagao, opta-
mos por apresentar os resultados deste trabalho por meio de subsecdes, organizadas de maneira
a facilitar a avaliacdo do modelo de tempo de retardo proposto.

Primeiramente, verificamos o comportamento do Modelo Reativo-Telegréfico
2D sem o nosso modelo para o Tempo de Retardo a fim de estabelecer uma base para compa-
racdo. Em seguida, analisamos os resultados obtidos com o nosso modelo. Nessa andlise,

buscamos verificar principalmente:
1. o aparecimento de solu¢des negativas;
2. apreservaciao do comportamento dos parametros sobre os resultados.

Esses pontos nos permitem investigar se nosso modelo ndo altera as proprie-
dades fundamentais dos modelos de dinamica populacional e sua possivel usabilidade em pro-

blemas reais.

7.1 INFLUENCIA DO TEMPO DE RETARDO E DIFUSIVIDADE NO MODELO REATIVO-
TELEGRAFICO 2D

Neste momento, faremos uma breve andlise do Modelo Reativo-Telegrafico
2D com tempo de retardo constante. Para isso, tomaremos o modelo (3.9), porém com valores
fixos para A. Além disso, ajustaremos os valores de v, e 7, de forma a determinar valores
especificos para as difusividades.

O parametro \ exerce influéncia tanto no tempo de retardo quanto nas difu-
sividades em cada componente. Dessa maneira, é de nosso interesse verificar como cada um
desses termos influencia o comportamento do modelo.

Assim, realizamos simula¢des do modelo 3.9 utilizando os parametros des-
critos na Tabela 7.1. Note que o dominio espacial foi tomado estendendo o trabalho [6] para
duas dimensdes.

Nesta analise, utilizamos 7=1.00, 0.50, 0.25, 0.10 e 0.01 de maneira a investi-
gar o comportamento do modelo com cada vez menor influéncia do tempo de retardo. Tomamos
também D,=D,=1.00, 0.50 e 0.25 para avaliar a influéncia da difusividade, principalmente so-
bre o aparecimento de resultados negativos. Para obter esses valores, os parametros A, v, € 7,
foram tomados conforme demonstramos na Tabela 7.2.

Além desses parametros, conforme vemos no modelo (3.9), € necessario defi-
nir uma fungdo F'(.S) de crescimento para as particulas e uma condigdo inicial para a fungdo S.

A condicdo inicial utilizada € do tipo Pulso, conforme a equacao (2.21) para a fungdo S, sendo
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Parametro Simbolo Valor
Dominio Espacial Q (0,7) x (0,7)
Dominio Temporal (0,5.0)
Parti¢des no Eixo z ni 244
Parti¢des no Eixo y mj 244
Passo no Tempo At 0.0005
Taxa de Inversdo de Movimento A ver Tabela 7.2
Velocidade no Eixo x Ve ver Tabela 7.2
Velocidade no Eixo y Yy ver Tabela 7.2
Tolerancia para Ocupacio tol oeup 107°

Tabela 7.1: Pardmetros gerais utilizados para verificar a influéncia de 7, D, e D, no modelo

Telegréfico-Reativo 2D.

7 =1.00 7 =0.50 =025 7=0.10 7 =0.01

)

S A=05 A=10 A =20 A =50 A = 50.0

| v =1.00000 | 5, = 1.41421 | 4, = 2.00000 | 7, = 3.16227 | ~, = 10.0000
o5 | = 1:00000 | 7, = 141421 | 9, = 2.00000 | 7, = 3.16227 | 5, = 10.0000
]

2 A=05 A=10 A =20 A=5.0 A = 50.0

1| 4 =0.70710 | 4, = 1.00000 | v, = 1.41421 | 7, = 2.23606 | 7, = 7.07106
5 | = 0.70710 | 7, =1.00000 | 7, = 141421 | 5, = 223606 | 7, = 7.07106
i)

q I A=05 A=10 A =20 A=5.0 A = 50.0

| e =0.50000 | 4, = 0.70710 | 7, = 1.00000 | ~, = 1.58113 | ~, = 5.00000
o5 | 7 = 0.50000 | 5, = 0.70710 | 3, = 1.00000 | 7, = 158113 | 7, = 5.00000

Tabela 7.2: Parametros utilizados para verificar a influéncia de 7, D, e D, no modelo
Telegrafico-Reativo 2D.

Ay, = A, =1.2545,C, = C, = 1.8870 e B = 7. A fungdo de crescimento é dada pelo modelo
de crescimento exponencial, calculado por meio de

F(S(l‘,y,t)) :Kls(xay7t)7 (71)

com K; = 1.0 sendo utilizado nesse trabalho. Detalhes sobre essa fun¢do de crescimento
podem ser encontrados no apéndice A.1.1.

O primeiro ponto de andlise foi o surgimento de resultados negativos para
densidade populacional S, como € notado no modelo unidimensional.

Verificamos que resultados negativos ainda podem ocorrer no modelo bidi-
mensional. Na Tabela 7.3, anotamos o primeiro momento em que um resultado negativo foi
observado em cada simulacdo, ndo importando sua posicao no dominio. Note que nem todas as
simulagdes apresentaram solucdes negativas, indicando que existem fatores que determinam ou
nao seu aparecimento.

Uma vez que nossas simulacdes fixaram todos os parametros, exceto 7, [, €
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7 =1.00 7 =0.50 7=20.25 7=0.10 | 7=0.01
D,=D,=1.00|t=0.0195 | t =0.0145 | t = 0.0180 | t = 0.1080 s/t
D, =D,=0.50 | t=0.0265 | t=0.0195 | t =0.0145 | t = 0.1575 s/t
D,=D,=025|t=0.0370 | £ =0.0270 | ¢ = 0.0200 | ¢ = 0.0240 s/t

Tabela 7.3: Momento em que foi registrado o primeiro resultado negativo. A marcagdo “s/r”
indica “sem registro de resultados negativos”.

D,, podemos observar como estes influenciam o surgimento de solu¢des negativas. Utilizando
a condicdo inicial do tipo Pulso, os resultados negativos surgiram primeiramente no centro do
dominio, onde uma grande quantidade de particulas inicia sua movimentacao.

O tempo de retardo 7 apresenta grande relagdo com o aparecimento de solu-
coes negativas. De fato, os resultados encontrados reafirmam que, caso 7 — 0, a equagdo (2.18)
se aproxima a uma equag¢do Reativa-Difusiva 2D, ou Equacdo do Calor com termo Reativo, si-
milar ao proposto em (6.6). Esse tipo de equagdo, quando utilizada no contexto da dindmica
populacional, ndo apresenta resultados negativos. Assim, para algum 7 ~ 0 os resultados nega-
tivos deixam de aparecer.

A intensidade dos resultados negativos também sofre influéncia de 7 e das
difusividades D, e D,. A Tabela 7.4 indica o menor valor encontrado para S no primeiro

momento no qual um valor negativo foi registrado.

7=1.00 7 =0.50 7=0.25 7=20.10 7=20.01
D,=D,=100|85=-0.034|5=-0027 | §=-0.032 | S=-0074| S>0
D,=D,=050|S5=-0.010|S=-0.018 | §=-0.005 | S=-0.003] S>0
D,=D,=025]5=-0012|5=-0.017 | S=—-0.016 | S=—-0.004 | S>0

Tabela 7.4: Valor minimo encontrado.

Esses resultados indicam que, quanto menor o valor de 7, menor a intensidade
dos resultados negativos. Entretanto, pode-se notar alguma oscila¢io nesses resultados, em que
reduzir 7 parece aumentar a intensidade. Em todos os casos, porém, 7 = 0.01 ndo apresentou
nenhum resultado negativo. Além disso, podemos inferir a intensidade dos valores negativos
na solugdo observando se o comportamento negativo permanece por muito tempo nas solucoes.
Assim, verificamos por quanto tempo a onda negativa persiste, anotando o resultado na Tabela
7.5.

7=100]| 7=050|7=025|7=0.10 | 7 =0.01
D,=D,=1.00]| 99.42% | 99.23% | 97.78% 7.36% 0%
D,=D,=0.50| 99.30% | 78.55% | 26.73% 2.01% 0%
D,=D,=0.25| 98.09% | 44.72% 9.42% 0.03% 0%

Tabela 7.5: Porcentagem do tempo da simulacdo com resultados negativos.

Os resultados negativos tendem a ser menores e durar menos tempo a medida

que T se aproxima de zero.
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Esses resultados foram exemplificados na Figura 7.1.

Figura 7.1: Exemplo da influéncia de 7 para D, = D, = 1.00.

tau=1.00 tau=0.25 tau=0.01
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Densidade de Particulas
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I
N

Fonte: o Autor.



Figura 7.2: Exemplo da influéncia de D, e D, para 7 = 0.01.

D=1.00 D=0.50 D=0.25

Fonte: o Autor.
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Verificamos um comportamento similar em relacdo a influéncia das difusi-
vidades D, e D, sobre os resultados negativos. Obviamente, com difusividades iguais a zero
nao haveria movimento: nesse caso, cada ponto do dominio iria simplesmente crescer de acordo
com a fungdo de crescimento F(S). Assim, podemos supor que diminuir a difusividade poderia
evitar o aparecimento de solugdes negativas. A Tabela 7.5 contribui para essa hipdtese, mos-
trando que a diminuicao da difusividade também diminui a intensidade dos resultados negativos
encontrados.

Sobre as caracteristicas do modelo quanto a sua aplicagdo em dindmica popu-
lacional, podemos fazer uma andlise utilizando os resultados obtidos para 7 = (.01, uma vez
que nao retornaram solugdes negativas, mantendo-se coerentes ao caso populacional.

A difusividade demonstrou grande influéncia na persisténcia ou extincdo das
populacdes de particulas. Verificamos que uma maior difusividade aumenta a velocidade de
ocupacdo do dominio. Porém, sem um acompanhamento adequado de popula¢do, uma invasao

muito rdpida pode levar a extin¢cdo prematura da mesma, como visto nas Figuras 7.2 e 7.3.

Figura 7.3: Populacdo e ocupagdo para 7 = 0.01.

Populagao Ocupagao
100

80

60

40

20

Fonte: o Autor.

Na Figura 7.4, vemos o comportamento dos termos da equagao diferencial
conforme observado nas equagoes (6.1), (6.2), (6.3) e (6.4). Note que os T'ermo, e T'ermo,
atuam com a mesma intensidade, o que era esperado, uma vez que todas as difusividades nos
eixos x e y sdo idénticas. Assim, representamos apenas um deles na figura.

Note que os valores apresentados diminuem a medida que o resultado se apro-
xima da extingdo.

O destecho da simulacdo representada na Figura 7.4 foi a extingdo da popu-
lacdo, o que explica a aproximacdo dos termos a zero a medida que o tempo avanga. Para
exemplificar a diferenca na dindmica dos termos em relacdo ao desfecho, apresentamos, para

comparacdo, a Figura 7.5, que resultou no crescimento exponencial da populagao.



Figura 7.4: Contribui¢do dos termos para D, = D, = 1e 7 = 0.01.
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Figura 7.5: Contribui¢do dos termos para D, = D, = 0.25e 7 = 0.01.
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Desta forma, na auséncia de solugdes negativas, os resultados sdo coerentes

com os modelos de dindmica populacional e nos fornecem um comportamento a ser utilizado

como base para a compara¢do com o modelo de tempo de retardo proposto neste trabalho.

O tempo computacional das simulagdes estd registrado na Tabela 7.6. Como

no estudo de convergéncia, valores mais baixos de 7 apresentaram maior esforco computacio-

nal.
7=100 | 7=050|7=025|7=0.10 | 7=0.01
D, =D, =1.00 10 10 11 13 21
D, =D, =0.50 9 10 10 11 12
D, =D, =0.25 8 9 9 11 13

Tabela 7.6: Tempo computacional, em minutos, para simulacdes utilizando 7 constante.
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7.2 VARIACAO DE PARAMETROS NO MODELO REATIVO-TELEGRAFICO 2D cOM MoO-
DELO PARA TEMPO DE RETARDO

Exploramos agora o comportamento do Modelo Reativo-Telegrafico 2D junto
do modelo para o tempo de retardo proposto neste trabalho. Para isso, tomamos duas func¢des de
crescimento e duas condig¢des iniciais e realizamos uma variacao nos parametros de crescimento
e velocidade. Os valores utilizados nas simulacOes estdo descritos na Tabela 7.7. Eles foram

tomados de forma a englobar situacdes semelhantes a das simulacdes anteriores.

Parametro Simbolo Valor
Dominio Espacial Q (0,7) x (0,7)
Dominio Temporal (0,5.0)
Parti¢des no Eixo z ni 244
Parti¢des no Eixo y mj 244

Passo no Tempo At 0.0005
Velocidade noEixox ey | v, €7, (1,5)
Taxa de Crescimento K, (1,17)
Tolerancia para Ocupag@o | toloeyp 1073

Tabela 7.7: Valores utilizados para variagdo de parametros (crescimento exponencial).

Além do crescimento exponencial, dado pela fun¢do (7.1) utilizada anterior-
mente, cuja aplicacao € restrita a casos com abundancia de recursos e espagos de tempo curtos,

utilizamos também o crescimento logistico, dado pela funcao

e (7.2)

S(x,y,t
F(S(a,y.1)) = KrS(,y.1) (1 - M) ,
na qual K representa a taxa de reproducao natural da populacio e K> a capacidade méxima
populacional do ambiente. Essa fun¢do nos permite levar em conta a limitagdo do ambiente na
capacidade de sustentar a populagdo e a relacdo entre esta e as taxas de crescimento, tendo usos

mais amplos em casos reais. Detalhes dessa funcio podem ser vistos no apéndice A.1.2.

7.2.1 Crescimento Exponencial

Partindo primeiramente da mesma fun¢do de crescimento (7.1), utilizada nas
simulagdes com 7 fixo, realizamos uma varia¢do dos parametros v, e 7, da equagdo diferencial
e do parametro K; da fungdo de crescimento para observar o comportamento do modelo. O
valor de 7 é obtido por meio do modelo para Tempo de Retardo proposto em (3.5) com as

consideragdes tomadas na secdo 3.2.
* Condicao Inicial tipo Pulso

Inicialmente, avaliamos os resultados com a condic¢ao inicial de Pulso, dada
pela equacdo (2.21),com A, = A, = 1.2545,C, = C, = 1.8870e B = .
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Com o novo modelo de tempo de retardo utilizado, ndo houve resultados nega-
tivos em nenhum dos casos considerados. Esse comportamento € essencial para a consideragao
do modelo para teste em problemas aplicados.

A dinamica de propagac¢do de particulas € diferente da difusdo simples, apre-
sentando pequenas oscilacdes. Estas, porém, tém amplitude menor que o modelo Reativo-
Telegrafico 2D comum, e sem o aspecto de onda da equagdo Telegrafica. Tais oscilacdes podem
formar clusters localizados com maior densidade de particulas.

Na Figura 7.6, podemos observar a formacao desses clusters antes do cresci-
mento irrestrito do nimero de particulas causar uma homogeniza¢do da densidade por toda a

extensao do dominio.

Figura 7.6: Resultados de S para v, = v, = 1.00 e K; = 3.00 (crescimento exponencial,
condi¢do inicial Pulso).

t=1.75 t=2.25 t=2.75

10

8
@ © .

4
o Lo

2

w

0

0 051 15 2 25 30 05 1 15 2 25 30 05 1 15 2 25 3

Densidade de Particulas

2

0.1
0.01

0.001
0 05 1 15 2 25 30 05 1 15 2 25 30 05 1 15 2 25 3 0.0001

Tempo de Atraso
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Devemos notar, contudo, a grande influéncia que o modelo de tempo de re-
tardo exerce sobre esse novo comportamento. Uma vez que verificamos os valores de 7, pode-
mos visualizar um comportamento mais agudo de onda. O tempo de retardo inicia-se com pico
similar ao da difusdo de S, entretanto apresenta uma interacdo mais rapida com as bordas do
dominio, gerando um efeito de ondulacdo que define dreas mais propicias ao crescimento.

As Figuras 7.6 e 7.7 exemplificam essas dinamicas sobre .S e 7 em dois casos

diferentes.
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Figura 7.7: Resultados de S para 7, = v, = 2.00 e K; = 7.00 (crescimento exponencial,
condicao inicial Pulso).
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Os parametros 7,, v, € K exibiram influéncia sobre o desfecho das simula-
coes. Para a func¢do de crescimento exponencial, observamos dois desfechos distintos: extingao,
quando a taxa de ocupacdo se reduz a zero, e persisténcia sem ponto de equilibrio, quando ha
crescimento irrestrito da populagdo.

As velocidades v, e v, influenciam na difusividade do sistema. O aumento
dessas velocidades leva a um aumento na difusividade do sistema, resultando numa ocupacgado
mais rapida do dominio. Essa ocupagio, entretanto, ndo implica em persisténcia. E necessdrio
que a taxa de crescimento da populacdo aumente de maneira correspondente para evitar que o
espalhamento ndo impossibilite a reproducao necessaria para continuidade da populacao.

A Figura 7.8 mostra, por exemplo, os resultados para simulacdes com K; =
7.00. Como € possivel notar, o aumento de 7, e -, resulta numa ocupag¢do mais rdpida, porém
valores elevados demais acabam levando a extin¢gao da populacao.

Esse comportamento é o mesmo visto no modelo Reativo-Telegrafico 2D e
o esperado para modelos de dinamica populacional. Nesse sentido, vemos que o modelo ndo
desconfigura a a¢do esperada da velocidade e das func¢des de crescimento.

A dinamica dos termos da equacao diferencial parcial, por sua vez, € bastante

diferente do observado utilizando-se coeficientes constantes, como indicado na Figura 7.9, para
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Figura 7.8: Populagdo e Ocupacgdo para K; = 7.00 (crescimento exponencial, condi¢ao inicial
Pulso).
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uma simulagdo que teve como desfecho o crescimento da populacao.

Figura 7.9: Contribui¢io dos termos para v, = 7, = 1 e K; = 3.0 (crescimento exponencial,
condicdo inicial Pulso).
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Enquanto o T'ermo, tem um comportamento continuo, os outros apresentam
uma série de oscilacdes até o momento em que os valores de A se homogenizam pelo dominio e
o crescimento da populacdo prevalece. Esse comportamento € esperado, pois todos os termos,
exceto o T'ermo,, sao dependentes de \; além disso, A € uma propriedade pontual no dominio,

enquanto os termos sdo calculados de maneira global.
* Condicao Inicial tipo Dominio Cheio

Simulacdes também foram realizadas para a condi¢do inicial de Dominio

Cheio, descrita pela equagdo (2.23), com B = m, para verificar se resultados negativos po-
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deriam aparecer nas bordas do dominio quando fosse submetida a uma alta carga de particulas.
Os parametros restantes sdo os mesmos das simulacdes anteriores, dados na Tabela 7.7.

Nao foram registrados resultados negativos nessas simulagdes. Enquanto as
bordas do dominio sdo localidades criticas para o surgimento de solu¢des negativas devido ao
fendmeno de inversao de fase da onda, o modelo de \ evitou tal ocorréncia.

O comportamento do modelo, neste caso, apresenta pequenas diferencas em
relacdo ao caso anterior devido a interacdo de A com as bordas do dominio e o estado mais
uniforme da densidade inicial. A principio, a fun¢do A interage com as bordas, evitando um
movimento brusco das particulas que se dirigem para fora do dominio. Porém, com o meio
inteiramente ocupado de particulas e com a variagdo pequena de densidade em todos os pontos,
incluindo as bordas, A rapidamente assume um valor quase constante para todo o dominio,
reduzindo o modelo ao caso com coeficientes constantes. A Figura 7.10 ilustra as dindmicas de

SerT.

Figura 7.10: Resultados de S para v, = 7, = 1.00 e K; = 3.00 (crescimento exponencial,
condi¢do inicial Dominio Cheio).
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O comportamento da Populagdo Total e Ocupacdo, como mostra a Figura
7.11, sdo os mesmos encontrados no caso com condi¢do inicial Pulso, apenas com a mudancga
dos pardmetros que levam a persisténcia ou extin¢ao devido a nova dindmica de A e a ocupagio
inicial de 100%.
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Figura 7.11: Populacdo e Ocupacdo para K; = 3.00 (crescimento exponencial, condi¢ao inicial

Dominio Cheio).
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Fonte: o Autor.

Nessas simulacdes, verificamos o caso A = (0 ocorrendo em grande parte do

interior do dominio e lentamente suavizando-se e homogenizando-se por todo dominio. Em

pouco tempo a equagdo se reduz a A constante. A fun¢do S ndo mantém sua energia, decaindo

em valor com o passar do tempo, de maneira mais acentuada na borda do dominio.

A causa desse declinio deve-se em parte a condicao de contorno de Dirichlet,

que impde o valor S = 0 nas bordas, unida ao fato de S ser, pela hipétese da solu¢do numérica

por diferencas finitas, uma fun¢do suave.

A velocidade desse decaimento na populagdo total estd ligada tanto aos valo-

res de 7, € 7y, quanto a taxa de reproducdo K.

Figura 7.12: Contribui¢do dos termos para 7, = 7, = 1 e K; = 3.0 (crescimento exponencial,
condig¢do inicial Dominio Cheio).
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O comportamento dos termos da equagdo diferencial parcial também sdo os
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mesmo obtidos no caso com condi¢do inicial do tipo Pulso, mas com uma oscilacdo mais forte
nos momentos iniciais, quando a grande quantidade de particulas no dominio € for¢ada contra
as bordas.

A conservagdo desses comportamentos era esperada, uma vez que nenhuma

dinamica do sistema foi alterada, apenas a condicao inicial.

7.2.2 Crescimento Logistico

Realizamos também simulag¢des utilizando o modelo logistico de crescimento,
dado pela equacao (7.2). Para esse caso, utilizamos K, = 3.1516, apenas um pouco superior ao
valor das condig¢des iniciais.

Os parametros restantes sdo os mesmos utilizados para as simulac¢Oes anteri-

ores, conforme a Tabela 7.7.
* Condicao Inicial tipo Pulso

Utilizamos ainda a mesma condicdo inicial em forma de Pulso descrita em

(2.21) com os valores utilizados anteriormente.

Figura 7.13: Resultados de S para 7, = v, = 1.00 e K; = 15.00 (crescimento logistico,
condi¢do inicial Pulso).
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Assim como nos casos anteriores, ndo foram registrados resultados negativos
para S nessas simula¢des. Portanto, o uso do novo modelo de tempo de retardo também ¢é
considerado para uso em problemas aplicados em que se utiliza o crescimento logistico.

A dindmica de propagacdo ocorreu de maneira um pouco diferente do caso
com crescimento exponencial. A formacdo de pequenos clusters permanece, porém bastante
atenuada. A interacdo com as bordas do dominio € bastante acentuada, gerando uma espécie de
reflexdo da frente de onda. Esse comportamento pode ser visto mais claramente por meio dos
valores de 7. Mesmo quando a densidade populacional se aproxima do valor maximo supor-
tado pelo ambiente, pequenas ondas de maior densidade continuam viajando pelo dominio, ndo
formando a distribui¢cdo mais suave comum em modelos Reativo-Difusivos. Mantendo o valor
maximo de populag@o préximo ao valor inicial de parte do dominio, resultou-se na necessidade
de taxas de reproduc@o muito altas para evitar a extingdo da populacdo. Assim, nessas simu-
lagdes podemos perceber que a difusdo foi acompanhada de um crescimento muito rdpido das
populacdes, gerando uma ocupacdo mais homogénea do dominio.

As Figuras 7.13 e 7.14 ilustram essas dindmicas.

Figura 7.14: Resultados de S para 7, = v, = 2.00 e K; = 15.00 (crescimento logistico,
condi¢do inicial Pulso).
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Fonte: o Autor.

As influéncias de v, e -, sobre a ocupagdo do dominio permanecem mesmo

com a alteracdo da funcdo de crescimento, como esperado. Assim, ainda verificamos que o



71

aumento de -y, e 7, gera uma ocupagdo mais acelerada do dominio. Entretanto, para o sucesso
da invasdo é necessdrio que a taxa de crescimento aumente em conformidade. Na Figura 7.15,

exibimos os resultados para K; = 15.00 como exemplo.

Figura 7.15: Populacdo e Ocupagdo para K; = 15.00 (crescimento logistico, condicao inicial
Pulso).
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A dinamica dos termos da equagdo diferencial apresenta um comportamento
semelhante ao do caso anterior, com os termos que dependem de A mostrando grande oscilagao
até que os valores do mesmo se regularizem pelo dominio, quando todos os termos passem
a demonstrar um comportamento mais suave. Além disso, ainda verificamos que T'ermo, =

Termo,. A Figura 7.16 ilustra essa dindmica.

Figura 7.16: Contribui¢do dos termos para v, = v, = 1 e K; = 15.0 (crescimento logistico,
condi¢do inicial Pulso).
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* Condicao Inicial tipo Dominio Cheio

Assim como no caso exponencial, realizamos também simulacdes para a con-
dicdo inicial do tipo Dominio Cheio, com B = 7.

Novamente, ndo foram encontrados resultados negativos para S, indicando
que o modelo para tempo de retardo evita a inversdo de fase nas bordas do dominio.

Em todos os casos, a densidade de particulas ndo se manteve na capacidade
maxima. Um decaimento na populacdo total foi sempre registrado. Esse comportamento €
similar ao que ocorre com a condicao inicial do tipo Pulso ap6s a saturagao total do ambiente,
na qual, uma vez que se registraram ocupagdo e populagdo maximas, estas entram em declinio.

Esse comportamento, ilustrado na Figura 7.17, era esperado, sendo anidlogo
ao que ocorre com o crescimento exponencial com a condicdo inicial do tipo Dominio Cheio.

A dinamica da Populacdo e Ocupacao pode ser vista na Figura 7.18.

Figura 7.17: Resultados de S para v, = v, = 1.00 e K; = 15.00 (crescimento logistico,
condi¢do inicial Dominio Cheio).
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A contribui¢@o dos termos da equacao diferencial parcial segue o padrao ante-

rior, apresentando oscilagdes no inicio da simulagdo e suavizando-se assim que A torna-se mais

regular no dominio. Esse comportamento esta ilustrado na Figura 7.19.



Figura 7.18: Populag¢do e Ocupagao para K,

Dominio Cheio).
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Figura 7.19: Contribui¢do dos termos para v, = v, = 1 e K; = 15.0 (crescimento logistico,

condi¢do inicial Dominio Cheio).
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8 CONCLUSAO

Este trabalho apresenta uma modelagem inédita para o parametro de Tempo
de Retardo utilizado no modelo Reativo-Telegrafico 2D, baseado em hipéteses bioldgicas, para
aplicagdo em problemas de dinamica populacional relacionados ao crescimento celular. Sob
essa perspectiva, o interesse principal das andlises foi verificar se esse novo modelo evitaria o
surgimento de solugdes negativas e preservaria o comportamento dos parametros comuns a tais
modelos.

Um estudo numérico preliminar aponta, por meio de comparacdes com a
Equacio do Calor, que o método numérico utilizado estd aproximando a solu¢@o do problema.
Além disso, usando o conceito de Residuo Numérico, verificamos que a solucao dos sistemas
lineares gerados tanto pelo método implicito, quanto pelas ndo linearidades naturais do modelo
estd sendo bem aproximada pelo Método Quasi-Nao-Linear.

Os resultados obtidos indicam que o modelo de Tempo de Retardo proposto
evita o surgimento de solucOes negativas. O aparecimento de resultados negativos utilizando
a equacao telegrafica unidimensional tende a ocorrer nas bordas do dominio, como visto em
[6], e também no centro do dominio no caso bidimensional, como vimos na se¢do 7.1. Es-
ses dois casos criticos foram especialmente contemplados nos estudos, de forma a certificar a
confiabilidade do modelo proposto. Além disso, esse estudo focou apenas no modelo subme-
tido a condi¢do de fronteira do tipo Dirichlet, cujo uso pode estar associado ao surgimento de
resultados negativos. Em todos os casos analisados, nenhum resultado negativo foi verificado.

Na questido da manutencio do funcionamento dos parametros, como veloci-
dade das particulas e taxa de crescimento, observamos que a aplicacdo do modelo proposto
neste trabalho ndo altera as caracteristicas que tais parametros imprimem na solugao.

Assim, concluimos que o modelo para Tempo de Retardo proposto neste tra-
balho estd apto para aplicagdo em problemas de dinamica populacional, apresentando a priori

resultados coerentes com o esperado para estudos dessa natureza.
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9 TRABALHOS FUTUROS

Ap6s estender a equacdo reativa-telegrafica para o caso bidimensional e pro-
por um novo modelo para o tempo de retardo, obtivemos um primeiro resultado bastante pro-
missor: o modelo para tempo de retardo até o presente momento impede a equacdo S de gerar
resultados negativos, abrindo caminho para verificar sua aplicabilidade em casos reais. Essa era
a motivacao inicial deste trabalho.

Conforme exposto nos objetivos deste trabalho, na se¢do 1.3, uma aplicacio
de nosso modelo serd preparada para um problema do tipo “In Vitro Healing Assay”. De acordo
com uma modelagem preliminar, essa aplicacdo deverd estender os conceitos tedricos do pre-

sente trabalho no seguintes sentidos:
* Emprego de novas condi¢des iniciais;
* Utilizagdo de outras condi¢des de contorno;

* Uso de coordenadas generalizadas.

Assim, a aplicacdo no experimento real apresenta uma oportunidade nao ape-

nas de uso do modelo, mas de seu enriquecimento tedrico.

9.1 IN VITRO HEALING ASSAY

Dentre os experimentos biolégicos relacionados a invasao, aplicaremos o mo-
delo desenvolvido neste trabalho num tipo de estudo de migracdo em escala celular chamado
"In Vitro Wound Healing Assay"', também conhecido como "Scratch Wound"? pelo seu método
de preparo. Nesse tipo de ensaio laboratorial, uma cultura de células é preparada e, apds seu
crescimento, um ferimento € realizado por meio de uma raspagem feita em linha, criando um
espaco vazio. O objetivo € verificar a capacidade das células de migrar e retomar esse espaco

vazio.

9.2 MODELAGEM PRELIMINAR DE “IN VITRO HEALING ASSAY”

A seguir, apresentamos alguns aspectos da modelagem matematica relaciona-
dos ao experimento “In Vitro Healing Assay” ja considerados durante a formulagdo do modelo
para Tempo de Retardo proposto neste trabalho.

Esse tipo de experimento, de maneira simplificada, consiste em preparar uma

cultura monocamada de células num ambiente propicio, raspar uma faixa criando um corredor

"Em tradugio livre, Ensaio in Vitro de Cicatrizagio de Ferida.
2Em tradugdo livre, Ferida de Raspagem
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livre de células (“ferida”), capturar imagens com o passar do tempo e analisar a invasao (“‘cica-
trizagdo’’) da cultura sobre o espacgo vago [11]. Uma representacao desse processo estd ilustrada
na Figura 9.1.

Figura 9.1: Passos do experimento “In Vitro Healing Assay”.

1-Cultura Celular 2-Criagao da Ferida

0 hours 8 hours

Gap area (um?)

0 8
Time (hours)

3-Aquisicao de Imagens 4-Andlise

Fonte: adaptado de [19].

Do ponto de vista matematico, o trabalho concentra-se sobre o dltimo passo,
isto €, a andlise das imagens. Entretanto, nosso propoésito € também simular a dindmica ocorrida
entre a aquisicdo de cada imagem.

Esse tipo de experimento € usualmente conduzido num poco de formato cir-
cular, com apenas uma camada de células — isto €, ndo ha células umas sobre as outras. Desta
forma, € uma aproximacao razodvel assumir para o problema matematico um dominio circular
bidimensional.

Entretanto, a andlise feita por meio de imagens para fins biolégicos pode ndo
ser feita sobre todo o dominio, mas sim sobre uma parte delimitada pelo processo de fotografia.
Uma vez definida uma area especifica da imagem do pogo, um programa de computador pode
encontrar a mesma area nas fotos seguintes, auxiliando o pesquisador a manter sua andlise num
espaco confiavelmente delimitado.

Desta maneira, podemos trabalhar com dois dominios especificos: o proprio
poco ou apenas a drea da fotografia definida inicialmente pelo pesquisador. A Figura 9.2 ilustra
esses dominios.

Note que, enquanto a borda do poco oferece uma barreira fisica para a passa-
gem de células, a fotografia define uma fronteira imagindria num dominio muito maior. Desta

maneira, uma condi¢ao de contorno do tipo Dirichlet ndo descreveria o comportamento dessa
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Figura 9.2: Dominios considerados para o experimento “In Vitro Healing Assay”.

Raspagem -

~Fotografia

Fonte: o Autor.

borda, tornando necessério o uso de outra condi¢do de contorno para o modelo, que permitisse

o fluxo celular pela fronteira, como condicdes de contorno do tipo Neumann ou Robin.

Figura 9.3: Exemplo de fotografia do experimento “In Vitro Healing Assay”.
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Fonte: Luan Vitor Alves de Lima (2020).

Para a abordagem do problema envolvendo todo o pogo, isso é, o dominio
circular, o uso de coordenadas cartesianas, como feito neste trabalho, pode acarretar algumas
dificuldades. Enquanto as coordenadas polares oferecem um sistema adequado para esse caso,
o uso de coordenadas generalizadas nos permitiria obter uma modelagem comum para mais

tipos de dominio, ao custo de um estudo matemdtico um pouco mais elaborado.
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Por fim, uma vez que a raspagem das células para criagdo da ferida pode re-
sultar num corte irregular, € necessaria uma condicao inicial para o problema que compreenda
essa possibilidade. Neste trabalho, j4 modelamos uma condic¢ao inicial baseada em Splines Cu-
bicas Lineares sobre imagens, na se¢do 9.2.1, para as coordenadas euclidianas, e demonstramos
sua discretizac¢do na se¢do 9.2.2.

Assim, dada essa aplicacdo, o modelo pode ser ampliado para novas condi-

¢Oes matematicas, mais proximas aos problemas reais.

9.2.1 Condicao Inicial Tipo Spline

Para utilizar as informag¢des provenientes de experimentos in vitro, os dados
iniciais serdo coletados pela andlise de imagens obtidas por microscopia. A imagem ¢ tratada
como um conjunto de dados, sobre um dominio bidimensional de dimensdes iguais as suas di-
mensdes em pixels, como mostrado na Figura 9.4. Para obter as informacdes das posicdes nas
quais seriam atribuidas densidades de particulas na condi¢do inicial de nossa simulacdo, opta-
mos por descrever o “contorno” das células por meio do uso de Spline Cubica Parametrizada,

conforme descrita em [5].

Figura 9.4: Imagem do microscépio. Figura 9.5: Spline sobre a imagem.
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Fonte: Luan Vitor Alves de Lima (2020). Fonte: o Autor.

A partir das splines, definimos a drea do dominio que contém ou ndo células
no momento inicial do experimento, como se observa marcado em vermelho na Imagem 9.6.
Dessa maneira podemos alocar valores a cada ponto do dominio. Como o ponto de interesse
do experimento € verificar a presenca ou auséncia de células em cada localidade, definimos a

condi¢do inicial como

1 se (z,y) estiver na drea com células, ou
Si(z,y) = O.1)

0 caso contrario.
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Figura 9.6: Area com células (pintada em vermelho).
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Fonte: o Autor.

9.2.2 Discretizacao da Condicao Inicial Tipo Spline

Uma vez discretizado o dominio e definido que os valores de S serdo calcu-
lados no centro de cada célula computacional do dominio, podemos atribuir os valores iniciais
conforme visto na seciao 9.2.1.

As imagens captadas pelo microscopio, apds tratadas, possuem 1280 x 960
pixels e sdo codificadas no formato rasterizado Tagged Image File Format (.tif). Para trabalhar
com essas imagens, consideramos o dominio espacial de nossa simula¢do como 2 = [0, 1280] x
[0,960], de forma a facilitar a obtengdo de dados e a comparacdo dos resultados finais com
outras imagens fornecidas. Além disso, consideramos que a imagem em si pode ser descrita
numa malha computacional de dimensdes ¢) e espacamento 1, de forma que cada pixel da
imagem seja representado pelo interior de uma célula computacional.

Para definir o posicionamento das células computacionais em relagdo as spli-
nes, primeiramente sobrepomos as splines a nossa malha computacional, como na Figura 9.7,
e calculamos a distancia de cada célula até a spline mais préxima, processo representado na
Figura 9.8.

Essas distancias sao utilizadas para determinar o posicionamento da célula
computacional em relacdo as splines. Assim, as células computacionais selecionadas nesse
processo recebem o valor inicial S = 1, enquanto as outras recebem o valor S = 0, como

ilustrado nas Figuras 9.9 € 9.10.



Figura 9.7: Spline sobre a malha. Figura 9.8: Disténcias até a spline.
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Fonte: o Autor. Fonte: o Autor.
Figura 9.9: Células selecionadas. Figura 9.10: Condigao Inicial.
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Fonte: o Autor. Fonte: o Autor.
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A APENDICES

A.1 MODELOS DE CRESCIMENTO POPULACIONAL

Neste anexo, serd apresentamos uma breve descricdo da formulagdo das fun-
coes de crescimento utilizadas neste trabalho.
Esses modelos foram originalmente deduzidos para descrever o crescimento

de populacdes humanas; entretanto, seu uso tornou-se comum em muitas dreas da biologia.

A.1.1 Modelo Exponencial

O modelo exponencial de crescimento populacional foi postulado por Thomas
Robert Malthus, em seu artigo "An Essay on the Principle of Population"[17], em 1798. Nele,
o autor nota, analisando dados histéricos disponiveis, que a populacdo, em situagdes em que
nao ha acdo de uma grande praga, guerra ou outro evento atipico, cresce como uma progressao
geométrica, dobrando a cada 25 anos, enquanto a producdo de alimentos cresce como uma
progressdo aritmética, indicando uma inevitavel futura escassez de comida.

Em seu artigo, Malthus ndo apresenta seu modelo em formato matematico,
porém descreve as ideias que levam a sua formulacdo, além de enumerar uma série de argu-
mentos para provar sua validade. Entre suas andlises, hd um grande enfoque nas relagdes entre
o nimero de nascimentos e mortes. Dessa maneira, o modelo baseia-se numa abordagem de
reproducdo per capita da populacao.

Colocando tais ideias de maneira matematica, conforme [3], assumiremos
que uma populacio x pode ser descrita em relagdo ao tempo ¢ por uma fungdo z(t), suave e
derivdvel. Tomando um intervalo de tempo do momento ¢ a (¢+h), o nimero de nascimentos na
populacao deve ser bhx, sendo b uma constante representando a taxa per capita de nascimento.
Além disso, no mesmo intervalo o nimero de mortes serd phz, com a constante ;4 representado
a taxa per capita de mortalidade na populacdo. Dessa maneira, se mantida a propor¢ao entre as
taxas per capita e a populacio z(t), podemos dizer que a variagdo da popula¢ao no periodo é
dada por

x(t+h)—x(t) = (b— p)hz(t).

Dividindo por A, temos

x(t + h})b — x(t) (b palt).

Tomando, entdo, o limite quando h — 0

dx

T (b—p)z(t),
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lembrando que assumimos o caso em que z(t) é diferencidvel.
Denominando r = (b — 1) a taxa de crescimento, temos 0 modelo de Malthus

em sua forma matematica: p
xr

E:

Essa equacdo diferencial admite infinitas solucdes da forma

re(t).

z(t) = kel™.

Em problemas de valor inicial, dado um z(0) = =z, obtemos uma solugao
unica com k = xg.

Vale notar que, observando a solugdo unica z(t) = zoe™, o pardmetro r
determina se havera crescimento ou decrescimento da populacdo. Assim, r > 0, ou seja, b > u
implica crescimento, enquanto r < 0, isto €, b < pu, implica decrescimento. Esse fato, de
observacao légica no fendmeno bioldgico, ajuda a validar o modelo matematico.

Esse modelo de crescimento populacional é conhecido como "Modelo Expo-
nencial"ou "Modelo Malthusiano". Devemos perceber, entretanto, que ele leva em considera-
cdo apenas a populacdo estudada e suas taxas de reproducdo e 6bito, nao levando em conta
nenhum elemento externo, como, por exemplo, a disponibilidade de recursos que sustentem a
vida. Assim, esse modelo € adequado apenas para situacdes em que os recursos sao ilimitados
(em relacao ao total da populagdo). Em casos biolégicos, isso ocorre normalmente no inicio da

disseminacdo da populacdo num novo ambiente, em apenas um curto espaco de tempo [3].

A.1.2 Modelo Logistico

Proposto em 1838 pelo matemaético belga Pierre Francois Verhulst, em seu
artigo "Notice sur la loi que la population suit dans son accroissement"[24], o modelo logistico
busca expandir o modelo exponencial proposto por Malthus para periodos de tempo maiores,
nos quais os recursos passam a se tornar mais limitados e as populacdes mais aglomeradas.
Nessa situacao, Verhulst nota que a taxa de reproducdo per capita da populagdo tende a diminuir
e a populacdo tende a se estabilizar.

Tomando a mesma notacao da secao anterior, a taxa de reproducio per capita
da populagdo é dada por z'(t)/z(t). No caso do modelo exponencial, esse valor € constante,
com z'(t)/xz(t) = r. Pela proposta de Verhulst, essa taxa deveria diminuir a medida que 2 po-
pulacdo crescesse. A solu¢do mais simples para impor essa condi¢@o € assumir um decréscimo

linear do tipo az(t), obtendo

2'(1)
x(t)

Assim, temos a seguinte equacao diferencial para o modelo logistico:

=r — ax(t).
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2 (t) = x(t)(r — ax(t)).

Estudos posteriores convencionaram notar essa equacao por

2'(t) = ra(t) ( - %)) ,

com K = r/a. Para ter sentido bioldgico, é necessério que os pardmetros r e K sejam positivos.
Nesse caso, temos que 7 € o crescimento intrinseco da populagdo (a taxa de crescimento quando
os recursos sdo abundantes o suficiente para serem desprezados da equacdo), enquanto K é a
capacidade do ambiente (a populagdo maxima que o este pode comportar) [3].

Para r, podemos notar que, enquanto x(t) ~ 0, temos z'(t) ~ rx(t), mos-
trando que, quando a populacao é pequena o suficiente, ela cresce de maneira exponencial, com
taxa de crescimento 7.

Além disso, com z(t) ~ K, temos z'(t) = 0, ou seja, a popula¢do deixa de
crescer a medida que se aproxima do valor K, justificando sua interpretacdo como capacidade
do ambiente. Além disso, se x > K, temos z’ (t) < 0, isto é, a populagdo decresce até a
capacidade do ambiente.
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