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RESUMO

Em 1998, observagdes de Supernovas do tipo Ia, constataram que o nosso Universo estd em
expansdo acelerada. Para explicar esse fendmeno, foi introduzida uma componente exética do
Universo com pressdo negativa chamada de energia escura. Essa inclusdo € feita no contexto
do Modelo Cosmolédgico Padrao, supondo o Principio Cosmolégico e a teoria da Relatividade
Geral de Einstein. Nesse cendrio, este trabalho tem como objetivo reconstruir a equacao de
estado da energia escura w(z), supondo-a como um fluido barotrépico, usando uma aborda-
gem paramétrica e independente de modelo, de modo que apenas os dados irdo nos dizer como
fazer essa reconstru¢do. Adotamos essas suposicdes, como ponto de partida, justamente para
entender melhor como a densidade de energia escura afeta a expansao do Universo. O método
envolvido na reconstrucdo € chamado de splines cubicas e € muito usado na interpolacdo po-
linomial numérica de fungdes. As andlises dos resultados foram divididas em trés etapas de
modo que houve uma implementacdo de dados observacionais mais recentes e/ou em maior
quantidade da 1* para a 2° etapas, além de uma mudancga significativa no intervalo de redshift
da reconstru¢do devido a calibragdo do modelo feita na 1* etapa. Na 3* etapa executamos o
método de Markov Chain Monte Carlo para obtermos uma maior confianga nas incertezas das
estimativas, tendo em vista que o método da matriz de Fisher usado nas etapas anteriores nao
fornece, por constru¢do, resultados com o detalhamento requerido para sistemas degenerados
como o do nosso trabalho. Nessa etapa final constatamos com mais confianca que, para baixos
redshifts (0 < z < 3), aequagdo de estado da energia escura w(z) apresenta um comportamento
de distribuicdo bimodal de modo que obtivemos valores altamente concentrados em w = —1
e 0 < w < 1/3. Essa é uma constatacdo tratada como novidade em nosso trabalho, que ndo
¢ conflitante com o que sabemos atualmente sobre Cosmologia, devido ao fato de que também
obtivemos resultados préximos da literatura como w = —1.087 4 0.03592 para w constante,
que € consistente com um comportamento de constante cosmoldgica.

Palavras-chave: Cosmologia. Energia Escura. Reconstru¢cdo. Equacgao de Estado.
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Masters Degree Dissertation — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2023.

ABSTRACT

In 1998, observations of Type Ia Supernovae confirmed that our Universe is expanding at an
accelerated rate. To explain this phenomenon, an exotic component of the Universe with ne-
gative pressure called dark energy was introduced. This inclusion is made in the context of
the Standard Cosmological Model, assuming the Cosmological Principle and Einstein’s theory
of General Relativity. In this scenario, this work aims to reconstruct the dark energy equation
of state w(z), assuming it to be a barotropic fluid, using a parametric and model-independent
approach, so that only the data will tell us how to do this reconstruction. We adopted these
assumptions as a starting point precisely to better understand how dark energy’s density affects
the expansion of the Universe. The method involved in the reconstruction is called cubic spli-
nes and it is often used in the numerical polynomial interpolation of functions. The analyzes
of the results were divided into three stages so that there was an implementation of more re-
cent observational data and/or in greater quantity from the Ist to the 2nd stages, in addition to
a significant change in the redshift interval of the reconstruction due to model calibration per-
formed in the 1st stage. In the 3rd stage, we executed the Markov Chain Monte Carlo method
to obtain greater confidence in the uncertainties of the estimates, considering that the Fisher
matrix method used in the previous stages does not provide, by construction, results with the
detail required for degenerate systems like the one in our work. In this final step, we found
with more confidence that, for low redshifts (0 < z < 3), the dark energy equation of state
w(z) presents a bimodal distribution behavior so that we obtain highly concentrated values in
w = —1and 0 < w < 1/3. This is a finding treated as new in our work, which is not in conflict
with what we currently know about Cosmology, due to the fact that we also obtained results
close to the literature, such as w = —1.087 £ 0.03592 for w constant, which is consistent with
a cosmological constant behavior.

Keywords: Cosmology. Dark Energy. Reconstruction. Equation Of State.
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1 INTRODUCAO

Atualmente, na Cosmologia, temos que medidas de distancia sdo poderosas ferramentas
no estudo da expansdo do Universo sem precisarmos especificar o seu contetido de matéria ou
qualquer teoria gravitacional. Essas medidas sdo um modo pelo qual interpretamos o mundo e
no nosso caso, o Universo. Nesse contexto, este trabalho, adotou uma abordagem paramétrica
e independente de modelo na reconstru¢do da equagdo de estado da energia escura w(z) em
funcao do redshift z que se trata de uma medida de distancia, de modo que apenas os dados irdo
nos dizer como fazer essa reconstrucao.

Modelos podem ter uma abordagem paramétrica que consiste em se atribuir uma dis-
tribuicdo de probabilidade para os dados, e nao-paramétrica em que usamos os dados para
construir a sua distribuicao de probabilidade. Além disso, a curva do fendmeno estudado, pode
ser dependente de modelo, quando usamos uma fung¢ao a priori para descrever os dados, e inde-
pendente de modelo quando usamos os dados para reconstruir a funcdo que melhor se ajusta a
distribui¢do do fendmeno em estudo.

A nossa reconstru¢do € paramétrica no que diz respeito a distribui¢cao de probabilidade
dos dados que supomos ser normalmente distribuida, i.e. uma gaussiana, de modo que nesse
contexto estamos usufruindo do teorema do limite central tal que contribui¢des estatisticas de
origens distintas ndo-correlacionadas quando somadas tendem a uma distribui¢do gaussiana.
Entretanto, existirdo algumas circunstancias na reconstru¢do em que a distribui¢do de probabi-
lidade dos dados pode ndo apresentar uma distribuicao gaussiana. Por isso, nem sempre essa
aproximacdo € boa para anélises, mas como um primeiro método, conseguimos analisar as re-
gides de confianga do modelo com grande precis@o. Além disso a reconstru¢ao € independente
de modelo no que se concerne apenas a energia escura, que serd reconstruida a partir dos da-
dos. Desta forma todo o restante do arcabougo tedrico ainda é dependente de modelo. Neste
caso, supomos uma cosmologia padrao descrita pelo Principio Cosmoldgico (homogeneidade e
isotropia em grandes escalas) com métrica de fundo sendo a de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW) e a teoria da Relatividade Geral de Einstein. Adotamos essas suposi¢des, como
ponto de partida, justamente para entender melhor como a densidade de energia escura afeta a
expansdo do Universo. De acordo com essa caracteristica vamos supor, por exemplo, que co-
nhecemos certos constituintes do Universo, como a matéria escura e barions, mas ndo sabemos
o que € a energia escura, que por hipétese supomos ser um fluido barotrépico. Assim, podemos
supor uma equacdo de estado da forma w(z) = ppg/ppe €m que ppg € ppg SA0 a pressio e
densidade da energia escura, respectivamente e w(z) € um pardmetro que pode ser considerado
constante ou dependente do tempo e que representa, em nosso trabalho, a equacao de estado da
energia escura. A independéncia de modelo no nosso caso € muito sutil e esta restrita apenas a
hipdtese de que a energia escura é um fluido barotrépico que satisfaz a conservagdo do tensor

energia-momento para um fluido perfeito. Na literatura o modelo que considera a equagdo de
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estado da energia escura arbitraria e as demais componentes fixas é chamado de wCDM ou
XCDM.

A energia escura representa em torno de 69% de toda a composi¢do do nosso Universo
[1], sendo considerada pelo Modelo Cosmolégico Padrio a responsavel pela expansao acele-
rada do Universo. Desta forma € interessante reconstruirmos essa componente, devido ao fato
de que ela tem grande importancia para a Cosmologia. Entretanto, a energia escura nio ¢é
um observavel direto, pois ndo conseguimos medir o quanto de energia escura existe em uma
certa regido do espaco com o uso de telescOpios, por exemplo. Para contornar isso usamos os
chamados observaveis cosmoldgicos como Supernovas do tipo Ia, oscilagdes acusticas de bari-
ons e crondOmetros cosmoldgicos, para ter acesso a dados observacionais provenientes de seus
redshifts z. Com esses dados é possivel estimar w(z) e assim determinar a Cosmologia que
mais se ajusta aos resultados obtidos com a reconstrucdo e as técnicas empregadas. Pois se ndo
sabemos muito sobre a teoria, o melhor que podemos fazer € supor o que os dados e seus erros
nos dizem. Em outro caso, podemos reconstruir o modelo através dos dados que se trata da
principal caracteristica atribuida ao método de reconstrucio.

Em particular, evitamos escolhas arbitrarias da forma de w(z), aproximando-a por par-
tes, onde cada uma € representada por um polindmio de 3% ordem, ou seja, uma spline ciibica.
Adotando as condicdes de contorno embutidas nesse tipo de reconstru¢ao, bem como a técnica
chamada not-a-knot de Carl de Boor [2] conseguimos reconstruir numericamente a curva que
melhor se ajusta aos dados observacionais, uma vez que w(z) ¢ uma funcdo indireta dos dados
ja que ela € um estimador.

Assim, com os resultados mais as nossas hipéteses pretendemos inferir a melhor aproxi-
macao/estimagao para a equagdo de estado da energia escura w(z) em diferentes configuragdes
de nés na sua interpolagdo polinomial.

A estruturacdo dessa presente dissertacdo de mestrado € a seguinte:

No Capitulo 2 apresentamos os principais objetivos desse trabalho de pesquisa.

No Capitulo 3 temos uma revisdo acerca da teoria necessaria para o desenvolvimento
deste presente trabalho. Ressalto que as se¢des voltadas aos Modelos Cosmogonicos, Modelo
Geocéntrico, Heliocéntrico e Hibrido e Cosmologia Bésica e a Relatividade Restrita sdo apenas
a titulo de curiosidade para que possamos entender o avanco, de acordo com a histéria, da
Cosmologia até o seu patamar atual. Fica a cargo do leitor a sua leitura. Pois sao secdes
que ndo influenciam na dindmica do trabalho. As outras secdes servem para introduzir alguns
parametros e discutir mais acerca da teoria, método de reconstrucdo e alguns tipos de modelos
na Cosmologia.

O Capitulo 4 apresenta uma pequena introducao aos tipos de observaveis cosmoldgicos
que foram usados na reconstru¢io de w(z) bem como os dados utilizados e suas verossimilhan-
cas. Este capitulo foi dividido em 1* e 2% e 3 etapas para cada observavel cosmoldgico, pois
tivemos uma implementacdo de dados mais recentes e/ou em maior quantidade da 1* para as

demais etapas. Além disso, a calibragcdo do modelo realizada na 1% etapa de 0 < z < 1080
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nos permitiu excluir os observaveis cosmoldgicos chamados de distance priors da radiacao
cosmica de fundo para as demais andlises, pois estes geravam resultados muito enviesados em
altos redshifts. Dessa forma restringimos o nosso modelo de 0 < z < 3.0 para a 2° e 3* etapas.
Restri¢cdo essa que foi possivel também devido ao grande nimero de dados nesse intervalo de
redshifts em particular.

No Capitulo 5 discutimos sobre a abordagem adotada, a técnica de splines ciibicas usada
no método de reconstru¢do e os procedimentos matematicos que foram implementados nume-
ricamente com o auxilio da biblioteca Numerical Cosmology' (NumCosmo).

Os resultados e discussdes deste trabalho sdo apresentados no Capitulo 6, que é divi-
dido em trés etapas, sendo que antes disso, na Se¢do 6.1, fazemos uma discussdo a respeito da
reconstrucdo. Analisamos alguns casos particulares para cada etapa tendo em vista que, por se
tratar de um sistema muito degenerado, o método da matriz de Fisher ndo fornece, por constru-
cdo, resultados com o detalhamento requerido para a determinacao das regides de confianga da
1* e 2° etapas. Assim, uma andlise mais completa e detalhada é obtida com o uso do método de
Markov Chain Monte Carlo na 3* etapa, onde constatamos um comportamento bimodal para a
equacdo de estado da energia escura. Também analisamos na 3% etapa a equacgdo de estado da
energia escura constante em todo o intervalo de redshifts que demonstrou ser consistente com
um comportamento de constante cosmoldgica.

Por fim, apresentamos no Capitulo 7 as nossas consideragdes finais.

'https://numcosmo.github.io/
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2 OBJETIVOS

As medi¢des de distancia sdo atualmente poderosas ferramentas para se estudar a expan-
sdo do Universo sem entrar em detalhes sobre o seu contetido de matéria nem qualquer teoria
da gravitacdo. Supondo um Universo que obedece o Principio Cosmolégico e descrito pela

Relatividade Geral de Einstein os objetivos principais deste presente trabalho sao:

1. Aplicar um método independente de modelo, mas paramétrico para reconstruir a equagao

de estado da energia escura w(z) através do uso de splines cubicas.

2. Reconstruir a evolugdo recente do Universo e entender melhor o que os dados podem

dizer a respeito da sua fase.

3. A partir dos resultados, se a hipétese de que o Universo descrito pela métrica de FLRW
¢ sustentdvel, pretendemos estimar o comportamento da energia escura analisando a sua
equagdo de estado w(z) e assim, verificar a eficiacia do método de reconstru¢do e modelo,

bem como do cédigo desenvolvido.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo € dedicado a revisdo da teoria necessdria para o desenvolvimento deste

presente trabalho.

3.1 O ESTUDO DO UNIVERSO: COSMOLOGIA

A Cosmologia', em poucas palavras, € o estudo cientifico do Universo. Nos dias atuais
ela é uma drea bem consolidada, de tal forma que podemos tratd-la como um ramo da Fisica.
Apesar disso, ainda € comum as pessoas associarem a Cosmologia a Astrofisica, outra area da
Fisica, e essa associac@o decorre do fato de ambas seguirem caminhos paralelos. A Astrofisica
€ o estudo dos processos fisicos e quimicos envolvidos em fendmenos astrondmicos. Neste
contexto, ela estuda a estrutura e evolucao estelar (incluindo a geracdo e transporte de energia
dentro das estrelas presentes no Universo), as propriedades do meio interestelar e suas intera-
cOes com sistemas estelares, e a estrutura e dindmica de sistemas estelares, como aglomerados
estelares e galaxias. A Cosmologia, por sua vez, estd mais interessada em estudar a natureza,
origem e evolugdo do Universo [4].

Mais formalmente, a Cosmologia, como ciéncia, utiliza o método cientifico na criacao
de modelos e hipéteses/teorias para tentar entender o Universo como um todo estudando sua
composi¢do e a organizacdo da matéria no espago, além, € claro, de entender como se da a
evolucdo do mesmo ao longo do tempo, desde o “Big Bang” [5]. E Claro que a Cosmologia nio
tenta descrever tudo. Por exemplo, ndo tenta descrever uma pessoa, casa ou mesmo a Terra, pois
existem outras ciéncias que podem estudar essas coisas. O que a Cosmologia tenta descrever €
o Universo em grandes escalas, e neste caso o seu principal objeto de estudo sdo objetos e/ou
fendmenos cosmoldgicos que estdo hd milhdes ou bilhdes de anos-luz? da Terra.

Em um primeiro momento abordaremos como a Cosmologia evoluiu historicamente,
desde os principais mitos da criagdo até a cosmologia moderna atual, para s6 entdo entrarmos a

fundo em nosso trabalho.

3.2 MODELOS COSMOGONICOS

Muito antes da descoberta da gravitacao por Sir [saac Newton, que consideramos como
o inicio da Cosmologia baseada no método cientifico, a humanidade, desde seus primoérdios,
vém observando o Universo e fazendo inferéncias sobre o céu noturno e diurno de acordo com

suas culturas, conhecimentos, e habilidades na producdo de instrumentos e/ou locais utilizados

I'A palavra Cosmologia vém da Grécia Antiga, com a junciio das palavras gregas “Cosmos” que significa mundo
ordenado, organizado ou Universo, e da palavra “logia”, que por sua vez vem da palavra grega “logos” e significa
pensamento ou discurso racional, conhecimento [3]. Neste caso, a Cosmologia pode ser pensada, grosso modo,
como o estudo do Universo de forma racional.

*Medida de distancia cosmolégica. Temos que 1 ano-luz = 9.46073 x 10°m [6].
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para as observagdes. Eles ndo sabiam tanto quanto o homem moderno sabe e, portanto, teria
sido facil identificarem erroneamente ou descreverem inadequadamente os fendmenos naturais,
como eclipses solares e lunares, que por sua vez, neste caso em particular, geralmente eram
associados com prenuncios de acontecimentos ruins para diversos povos [7].

A criagdo do Universo, na antiguidade, era associada aos chamados mitos de criacdo que
de certa forma podem ser considerados os primeiros modelos cosmolégicos criados. Devido ao
fato de serem baseados em divindades e/ou mitos sobre a criacao, atualmente sdo chamados de
modelos cosmogonicos, para diferencid-los dos modelos baseados no método cientifico. Esses
modelos sdo baseados na defini¢do de Cosmogonia, que segundo o diciondrio Michaelis se trata
de um conjunto de teorias, principios ou doutrinas, com base cientifica, religiosa ou meramente
mitica, que procura explicar e descrever a origem e a formacdo do Universo.

De certa forma, todos os modelos cosmolégicos sao baseados em Cosmogonia, pois
tentam explicar a origem do Universo de acordo com suas concep¢des. Entretanto, a palavra
modelo cosmogonico parece ndo se atrelar aos modelos cosmoldgicos atuais, pois estes por sua
vez, estdo mais interessados em explicacdes cientificas do que associar a criacao de tudo a divin-
dades e/ou mitos de criagdo. Deste modo, usualmente, na histdria, nos referimos a Cosmogonia
como sendo um pensamento tipicamente dominante antes do advento da filosofia na Grécia,
fomentada sobre mitos e cria¢des divinas do Universo. Apenas a partir do século VI a.C. que
podemos dizer que teve o advento da Cosmologia, com uma visdo mais racional, baseada em
elementos terrenos.

Neste presente capitulo, trataremos como modelos cosmogonicos aqueles que sdo base-
ados em mitos da criagdo em sua construcao. Esses modelos sdo cercados de poesia, pois as
mitologias estdo em todos os lugares, e nos oferecem exemplos da riqueza dos pensamentos
e da cultura de diversos povos. Essa caracteristica, a0 meu ver, se tornou a principal nesses

modelos cosmoldgicos primitivos.

3.2.1 Mitos da criacao

N3ao temos na histéria em si uma data que nos diga exatamente quando o homem come-
cou a se questionar acerca do Universo que o rodeava. Podemos até, de certa forma, pensar que
os Homo sapiens, que viveram a mais de 300 mil anos atrds, também poderiam estar interessa-
dos sobre tal assunto. Afinal, o que serd que eles pensavam ao olhar para o céu noturno e ver
varios pontos luminosos, que hoje conhecemos por estrelas?

Enfim, é gracas aos povos antigos que, nos dias atuais, podemos ver monumentos in-
criveis em nosso planeta, como o circulo de Stonehenge (Figura 3.1(a) [8]), na Inglaterra, que

estima-se ter sido construido entre 3000 e 1700 a.C.> Associamos o Stonehenge ao estudo as-

3Temos muito mistério cercando a construgio e utilidade do Stonehenge, pois evidéncias arqueolégicas atuais
mostram que que as pedras chegam a pesar cerca de 30 toneladas, e mais ainda, que algumas destas foram trans-
portadas por mais de 150 km, provenientes do pais de Gales [9]. Quanto a sua utilidade, o0 monumento poderia
ser usado em cerimdnias ou rituais religiosos, mas também é quase certo que poderia ser usado como um tipo de
observatorio.
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trondmico, pois existem muitas teorias bem fundamentadas sobre seu uso em observagées4,
como na previsao da posi¢cao do Sol, da Lua e de Eclipses. Podemos citar também o Crome-
leque dos Almendres (Figura 3.1(b) [8]), localizado em Evora, Portugal, que assim como o
Stonehenge, também era um circulo de pedras. E além deles temos o Newgrange (Figura 3.1(c)
[8]), que se trata de uma espécie tumba, localizada no Condado de Meath na Irlanda, construida
de modo que, no solsticio de inverno (nascer do Sol do dia mais curto do ano), um raio de
sol devidamente colimado por uma pequena abertura ilumina o piso da camara no final de um
longo corredor. Todos esses monumentos citados sao considerados megaliticos por terem sido
construidos com grandes estruturas de pedras correspondentes ao periodo neolitico, cerca de 10

mil anos atrds, na pré-histéria [8, 10].

(a) Stonehenge.

(c) Entrada do Newgrange.

Figura 3.1: Alguns monumentos megaliticos associados a fendomenos astronomicos. Fonte:
WikiLivros.

Além desses monumentos temos registros astrondmicos que confirmam o interesse do
homem pelo céu desde muitos anos atras. Esses documentos sdo datados de aproximadamente
3.000 a.C. e sao de autoria de diferentes povos, como os babilonios, egipcios, assirios e chineses.
Foi devido a esses registros que a Cosmologia comecou a engatinhar, pois esses povos deixaram
modelos de universos os quais foram usados pelos gregos na criacdo dos modelos geocéntrico e
heliocéntrico ha mais de 2000 anos, que acarretariam em grandes trabalhos e descobertas para o
desenvolvimento da Cosmologia atual. Entao vale a pena analisarmos um pouco sobre algumas
dessas concepgdes do Universo concebidas por esses povos antigos.

e Cosmologia Maia: A civilizacdo maia surgiu por volta do ano 1800 a.C. em uma regido
que hoje inclui algumas partes da América Central. Esse povo se destaca pelo fato de

desenvolverem a Astronomia ao fazer observagdes dos objetos celestes € com isso prever

“Podemos citar os trabalhos de Gerald Hawkins em 1965 e de Fred Hoyle em 1972.
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eclipses, tudo a olho nu. Eles cultuavam Vénus de forma religiosa e segundo o que sabe-
mos sobre os maias, o Universo era representado por uma grande e sagrada arvore, que
estaria no centro do mundo, com seus ramos sustentando o céu e suas raizes se estendendo

pelo submundo [10].

e Cosmologia Babilonica: O povo babilonico viveu na regido da Mesopotamia, entre 0s
famosos rios Tigre e Eufrates. Seus registros sdo muito sistematicos devido ao fato de
que desenvolveram uma sofisticada matemética de base 60.> Eles usavam blocos de argila
para observacdes e com isso observavam o movimento das estrelas e planetas. Entretanto,
todo esse conhecimento astrondmico foi empregado em mitos, pois segundo os registros
eles acreditavam que o movimento dos corpos celestes influenciava nos acontecimentos
da Terra. Além disso, os babilonios acreditavam que o Universo estaria dividido em 6
niveis, com 3 firmamentos e tr€s terras baseadas em toda a sua cultura religiosa e mitica
[10].

e Cosmologia Egipcia: Apesar de serem considerados um povo bem desenvolvido no ramo
astrondmico, a Cosmologia egipcia ndo € tdo boa quanto a dos babildnios. Para os egip-
cios antigos, o Divino era e € a fonte de toda a sua existéncia. Ou seja, € através de forcas
Divinas que o Universo foi criado e estd sendo mantido. Neste caso, todos os aspectos
acerca do conhecimento do Egito Antigo s@o creditados aos atributos/aspectos/qualidades
de divindades, por eles chamados de neteru (deuses/deusas®). Para esse povo, a religido
era uma tradi¢ao de forma que todo o seu conhecimento, baseado na chamada consciéncia
cOsmica (ter consciéncia de que a aplicacdo de realidades metafisicas na vida didria seria
a responsdvel pelo condicionamento fisico), foi incorporado em suas atividades didrias,
como agricultura, producdes de ferramentas, construcdes e até mesmo atos de guerras ou
jogos. Todas essas atividades tinham uma correspondéncia divina, isto €, cada ac¢do, nao

importava quao mundana fosse, era tratada como divina [10, 11].

O estudo do céu para esse povo tinha mais interesses praticos, como a cria¢do do calen-
déario. Segundo o que consta na histdria, os egipcios antigos acreditavam que a Terra era
retangular e continha o Rio Nilo no seu centro. O céu era sustentado por colunas nos
quatro pontos desse retangulo e para explicar o movimento do Sol recorreram ao deus do
Sol R4, enquanto que as demais estrelas eram apenas sustentadas no céu por cabos fortes,

sem nenhuma explica¢do mitica ou divina para os seus movimentos [10].

e Cosmologia Indiana: A Cosmologia hindu nos remete ao fato do Universo ser ciclico,
passando por periodos de criacdo e destruicdo, de modo eterno. Para eles o Universo era

obra de Brahma, o deus da criacdo, onde cada dia de sua vida representaria um kalpa

SEssa matemadtica ainda existe nos dias atuais, como na divisio da circunferéncia em 360 graus e em como
dividimos as horas em 60 minutos e cada minuto em 60 segundos.

Traducio essa muito comum na literatura, entretanto o correto seria se referir a neteru como os principios e
fun¢des divinas do Deus Uno Supremo do Egito Antigo [11].
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(uma criag¢do do Universo), onde ao final de cada kalpa o Universo seria destruido e pos-
teriormente criado novamente por Shiva, que anuncia a cria¢do e destrui¢cao do Universo,
com o uso de um tambor em sua mao direita e uma chama em sua mao esquerda, respec-

tivamente [10].

e Cosmologia Chinesa: A Cosmologia chinesa nos remete a um mito que datado do sé-
culo 3 a.C. Segundo esse mito, no inicio existia uma espécie de nuvem chamada de ovo
cOsmico, devido a sua forma, e os céus e a Terra eram um s6 até a existéncia de um ser
chamado Pangu, que seria o responsdvel pela origem do Universo. Com suas habilidades
conseguiu separar os céus e a Terra, fazendo com que a por¢do mais leve, representada
pelo Yin, fosse para cima e a mais pesada, representada pelo Yang, fosse para baixo, ge-
rando assim o nosso Universo. Apds sua morte, o corpo de Pangu origina as montanhas,
rios, Lua, Sol e etc. Além disso, os chineses eram considerados precisos em seus regis-
tros, uma vez que conseguiram registrar a explosao de uma supernova em 1054 a.C. e

inferir com grande exatidao a localizacdo dessa estrela na Nebulosa do Caranguejo [10].

Mapas conceituais sobre essas principais no¢des de Cosmologia para diferentes povos

podem ser encontrados na Ref. [10].

3.3 MODELOS GEOCENTRICO, HELIOCENTRICO E HiBRIDO

Uma outra tentativa de tentar entender como o Universo funcionava reside nos chamados
modelos geocéntrico, heliocéntrico e hibrido.

O modelo geocéntrico (Figura 3.2(a)) tinha como principal caracteristica a Terra estatica,
em torno da qual giravam o a Lua, Mercurio, Vénus, o Sol, Marte, Japiter, Saturno e todos os
outros corpos celestes existentes no Universo, respectivamente. Nesse contexto, a Terra seria o
centro deste modelo, dai o nome geocéntrico. Essa ideia firmada pelos gregos, principalmente
Aristételes (384 a.C.-322 a.C.) [12] e Claudio Ptolomeu (c.100-c.170)” [7], surgiu devido a
interpretacdo equivocada de que a Terra ndo se movia, pois nao tinham essa impressao. E essa
afirmacao fazia sentido para com as suas crencas de que a Terra era o centro da criacdo, e com
suas observacdes do céu. No entanto, era muito dificil para este modelo explicar o movimento
retrogrado dos planetas. Nesse caso, Ptolomeu encontrou uma solucao fundamental ao propor
um sistema no qual os planetas se movem em pequenos circulos chamados epiciclos e que estes,
por sua vez, se movem em circulos maiores ao redor da Terra, chamada de deferente (ilustragao
a esquerda na Figura 3.3). Quando o movimento do planeta ao longo da linha do epiciclo esta
na mesma direcdo que a do deferente o planeta parece estar se deslocando num sentido na
linha da ecliptica. Porém, o planeta parece mudar de dire¢cdo a medida que orbita o epiciclo na
direcdo oposta a do deferente. Essa constatacao acabou sendo uma solugdo l6gica e precisa para

descrever o movimento dos corpos celestes, que permaneceu relevante por muitos anos [7].

7A abreviatura c. na data se refere 4 Circa, um advérbio da lingua latina, comumente usado na frente de nimeros
para indicar uma quantidade aproximada, sendo equivalente a “por volta de” ou “aproximadamente” [13].
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Figura 3.2: Representacdes ilustrativas dos modelos do sistema solar criados em seus primor-
dios. As orbitas estdo fora de escala. Fonte: Autor.

O modelo estava tdo incrustado na época que questiond-lo poderia ser tratado como ato
de heresia. No entanto existiam pessoas capazes de tais atos, e uma dessas chamava-se Nicolau
Copérnico (1473-1543) [12], que analisou o movimento retrégrado dos planetas e pds o Sol
como o centro do Universo, com a Terra e os demais planetas o orbitando, criando o chamado
modelo heliocéntrico (Figura 3.2(b)). Assim, ndo era mais necessdrio o uso de epiciclos e
deferentes para explicar o movimento retrégrado dos planetas. Nesse contexto 0 movimento
retrogrado de Marte seria apenas uma consequéncia da Terra impor uma vantagem sobre o seu
movimento em uma viagem em torno do Sol, sendo que o nosso movimento para as bandas de
Marte aparenta que este se move numa Unica dire¢ao e ao passarmos por ele, parece que Marte
vai ficando para tras (ilustracdo a direita na Figura 3.3) [7].

Ap6s a morte de Copérnico, o frade italiano Giordano Bruno (1548-1600) [12] defen-
dendo o modelo heliocéntrico bem como a ideia de que as estrelas eram similares ao Sol, no
centro de seus respectivos sistemas com planetas e outros corpos celestes, acabou sendo con-
denado a morte, queimado vivo, por heresia. Nessa mesma época, o astronomo dinamarqués
Tycho Brahe (1546-1601) [12] propds um modelo hibrido (Figura 3.2(c)), em que a Terra es-
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Figura 3.3: Tentativas de se explicar o movimento retrégrado de acordo com os modelos geo-
céntrico e heliocéntrico. Fonte: Colin Stuart.

Figura 3.4: Da esquerda para a direia: busto de Aristételes, gravuras de Claudio Ptolomeu e
Nicolau Copérnico. Fonte: Pinterest.

taria no centro, girando a Lua e o Sol ao seu redor®, e os planetas restantes, girando em torno
deste dltimo. Além disso, Brahe foi o 1° astronomo ocidental que catalogou uma modificagdo
nas estrelas de fundo, que até entdo eram consideradas imutdveis. Mais adiante catalogou uma
Supernova do tipo Ia na constelacdo de Cassiopeia [14], sendo que em toda a sua vida regis-
trou minuciosamente o movimento das estrelas e dos planetas no seu observatério chamado de
Uraniborg’. Brahe acabou falecendo de forma precoce, ao consumir muita bebida em um jan-
tar e nao ter ido ao banheiro, o que lhe causou uma uremia (quando a pessoa apresenta uma
quantidade excessiva de ureia no sangue) estourando a sua bexiga e o levando a faléncia [7].
Uma caracteristica em comum nesses modelos provém da existéncia de um quinto ele-
mento, comumente chamado de quintesséncia, que seria o responsavel pela estabilizacdo dos
modelos, ou seja um elemento que mantinha os planetas, luas e tudo mais no Universo estaveis.

Algo muito parecido com o que fazemos atualmente através da energia e matéria escura.

8Essa caracteristica do modelo hibrido explicava o movimento retrégrado dos planetas [7].
9Termo que significa Castelo de Urénia, que é a filha de Zeus e musa da astronomia na mitologia grega [7].
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Apesar dos modelos explicarem de acordo com suas caracteristicas as principais consta-
tacdes da época, ndo tinhamos provas suficientes para chegar a uma decisao definitiva a respeito
de qual destes descrevia com mais exatiddo a realidade. Isso s6 ocorreu anos mais tarde, em
1608, quando o astronomo Galileu Galilei (1564-1642) [12] aprimorou uma invengdo recém-
inventada por um fabricante de lentes holandés chamado Hans Lipperhey (1570-1619) [15],
chamada de telescopio. Galileu ampliou cerca de 30 vezes os objetos visados com a sua melho-
ria na invengdo de Lipperhey e ao apontar seu telescopio para Jupiter vislumbrou trés pequenos
corpos girando em torno do planeta. Nao demorou muito para visualizar mais um corpo com a
mesma peculiaridade e chegar a constatagio de que haviam 4 corpos celestes'® que ndo giravam
nem em torno da Terra nem do Sol. Com o seu telescopio aprimorado, Galileu fez varias obser-
vagdes que foram capazes de comprovar que a Terra ndo era o centro do nosso sistema, mas sim
o Sol, e que ao redor deste orbitavam os demais planetas do atual sistema solar, corroborando

fortemente o modelo heliocéntrico. Galileu foi condenado por heresia, passando o resto de sua

vida preso, sendo perdoado pela igreja s6 350 anos apds a sua morte [7].

Figura 3.5: Da esquerda para a direita: gravuras de Giordano Bruno, Tycho Brahe, Galileu
Galilei e Hans Lipperhey (abaixo). Fonte: Pinterest.

10Egses corpos celestes sdo as luas de Jupiter, que atualmente sdo chamadas de “luas de Galileu” em sua home-
nagem [7].
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3.4 COSMOLOGIA BASICA E A RELATIVIDADE RESTRITA

A cria¢do do Universo antigamente era sempre associada a varios mitos de criacio de
acordo com diferentes povos. Entretanto a Cosmologia, como ciéncia pode ser dividida em duas
eras: a era da Cosmologia Basica, que iremos abordar nessa presente secdo, e da Cosmologia
Moderna que serd abordada na Secdo 3.5.

A Cosmologia bésica € baseada na gravitagdo newtoniana, descoberta por Sir Isaac New-
ton (1643-1727) [12] no século XVII, e devido a isso, também € conhecida como Cosmologia
Newtoniana. A descoberta de Newton € talvez, uma das historias mais conhecidas da Fisica,
tanto pela sua beleza poética quanto pela lenda que aumentou cada vez mais sobre Newton e a
maca. A histéria mais concreta a respeito desta descoberta foi relatada em um manual britanico

para treinamento de professores de ciéncia da seguinte maneira [16]:

“Um dia Newton estava sentado sob uma macieira em um jardim. Ele viu uma mac¢d caindo de
uma drvore. Veio a sua mente um pensamento de que devia haver alguma razdo para a maga
cair no chdo e ndo ir para cima. Assim ele chegou a conclusdo de que existe uma forca
exercida pela Terra que puxa (atrai) todos os objetos para baixo em sua direcdo. Depois ele

deu a essa forca o nome de forca da gravidade.”

Esse acontecimento o fez pensar que, talvez, o poder responsavel pela queda da maca,
também atuasse, na Lua, de modo que essa estaria continuamente caindo para a Terra, o que
de certa forma a impediria de se afastar''. Assim, ele chegou a conclusio de que existe uma
forca (gravidade) exercida pela Terra que puxa, ou seja, atrai, todos 0s objetos para baixo em
sua dire¢ao [17].

Algumas variantes dessa histdria dizem que a maga caiu em sua cabeca e outras que ele
na verdade estaria apenas passeando por um jardim. De fato, Newton, com 20 e poucos anos
na década de 60, retornou a sua cidade natal para passar um tempo enquanto a instituicdo na
qual estudava, Universidade de Cambridge, estava fechada por causa da peste negra, e foi nessa
década que descobriu a teoria da gravidade. Existia apenas uma macieira no jardim de sua casa
(local que era e ainda é carinhosamente chamada de Woolsthorpe Manor) localizada no condado
de Lincolnshire, na Inglaterra. Essa macieira acabou sendo arrancada por uma forte tempestade
em 1816, no entanto suas raizes permaneceram e geraram uma descendente que permanece até
os dias atuais [16, 17, 18].

Newton publicou sua descoberta no chamado Principia, sua obra mdxima na qual tam-
bém consta as suas famosas trés leis de movimento dos corpos. No Livro III, Proposi¢do VII e

corolério temos o seguinte enunciado para a Lei da Gravitagdo Universal [19]:

"Ressaltando que Newton j4 tentava entender porque a Lua ndo se afastava da Terra e com isso, podemos
constatar que todo esse raciocinio ndo foi de forma alguma instantaneo, devido as circunstincias da queda da
maca.
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“A interagdo gravitacional entre dois corpos pode ser expressa por uma forca central,
atrativa, diretamente proporcional as massas dos corpos e inversamente proporcional ao

quadrado da distancia entre eles.”

Matematicamente, essa lei é expressa em modulo por:

p o Gmime 3.1)

r2

em que G' = 6.67428 x 10~ Nm?/kg” é a constante gravitacional [6], 7, e ms sdo as massas
dos corpos e r € a distancia entre eles. Essa expressdo nos diz que se aumentarmos ou dimi-
nuirmos a distancia r entre os corpos a forca gravitacional ird diminuir ou aumentar de forma
inversamente proporcional, respectivamente, ao quadrado de 7.

Foi gracas a Newton que ficou provado as trés Leis dos Movimentos Planetarios de
Johannes Kepler (1571-1630) [12] que foram baseadas nos trabalhos de Brahe com quem traba-
lhou como assistente no ano de sua morte, o que acabou levando alguns historiadores a classi-
ficarem esse episddio como uma espécie de jogo sujo, cogitando a hipdtese de envenenamento,
tendo em vista que o didrio de Kepler era a unica fonte de informacdes a respeito da morte de
Brahe, que ao ter seu corpo exumado em 1901, apresentou vestigios de mercurio, um elemento
téxico que pode causar intoxicacgdo e levar a morte. No entanto em uma nova exumacao feita em
2010 ficou constatado para a histéria que tais vestigios eram insuficientes para terem causado a
sua morte prevalecendo o que constava no didrio de Kepler [7].

Aplicando esse conceito sobre a Cosmologia poderiamos entender como os objetos as-
trondmicos e cosmoldgicos se comportam no Universo na presenga de outros objetos. Entre-
tanto, essa concepgdo acabou se tornando problemética, pois acreditava-se, até o final do século
XIX que as posi¢des € movimentos dos objetos no espaco poderiam ser medidos com relagao
a um referencial absoluto que era imdvel e preenchido com um meio invisivel a qual o deram
o nome de éter. Em 1887 o experimento do interferdmetro de Michelson-Morley, foi proposto
na tentativa de se detectar o éter, mas acabou falhando e mais ainda, indicou que a luz sempre
viajava a mesma velocidade com relagdo a um observador em movimento ou nao [20].

Esses problemas foram resolvidos apenas em 1905 com Albert Einstein (1879-1955)
[12] que formulou a chamada Relatividade Restrita (RR) ou Especial que se baseava em dois
principios ou postulados [20]:

Postulado 1: As leis da Fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais.

Postulado 2: A velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor ¢, independentemente
da velocidade do observador ou da fonte que a emitiu.

Esse foi o pontapé inicial para a formulacdo da teoria da Relatividade Geral, que foi

fundamental para o surgimento da Cosmologia Moderna.
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Figura 3.6: Da esquerda para a direita: Gravuras de Isaac Newton e Johannes Kepler, e foto de
Albert Einstein. Fonte: Pinterest.

3.5 RELATIVIDADE GERAL E A COSMOLOGIA MODERNA

No inicio do século XX teve o advento da Cosmologia Moderna, com as descobertas
feitas por Einstein no seu trabalho sobre a teoria da Relatividade Geral (RG), uma teoria capaz
de descrever a interagdo gravitacional, considerada uma das quatro interacdes basicas da natu-
reza. A formulacido da RG nao foi resultado de um experimento que necessitava de explicagdo
mas sim o desejo de se incluir na teoria da relatividade a descri¢do de todos os fendmenos na-
turais. No entanto Einstein, em 1907, ndo compreendia como a Unica exce¢do para atingir este
objetivo residia nos fendmenos envolvendo a forca da gravidade. Anos mais tarde, no escritorio
de patentes de Berna, na Suica, no qual trabalhava lhe ocorreu a seguinte explicacdo em suas

proprias palavras [20, 21]:

“Foi entdo que me ocorreu a ideia mais feliz da minha vida — der gliicklichste Gedanke
meines Lebens. o campo gravitacional tem apenas uma existéncia relativa, de modo similar ao
campo elétrico gerado pela inducdo eletromagnética, pois para um observador que cai em
queda livre do telhado de uma casa, pelo menos na sua vizinhanca imediata, ndo hd campo
gravitacional. De fato, se o observador soltar alguns corpos, entdo estes, em relacdo a ele,
permanecerdo em repouso ou em movimento uniforme, independentemente da sua natureza
particular ou fisica (nessa observagdo, a resisténcia do ar, naturalmente, é ignorada).

Portanto, o observador tem o direito de interpretar seu estado como de repouso.”

A partir dessa ideia Einstein elaborou o principio da equivaléncia, que se tornaria o

postulado basico da RG. Ele pode ser enunciado da seguinte maneira [20]:

Um campo gravitacional homogéneo é equivalente, sob todos os aspectos, a um referencial

uniformemente acelerado.
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De acordo com esse principio podemos concluir que a massa m da 2* Lei de Newton €
equivalente a massa m da Lei da gravitagdo, embora a formulacdo cldssica da teoria ndo nos
ofereca nenhuma explicacdo plausivel para tal igualdade [20]. Para mais detalhes a respeito do
Principio da Equivaléncia veja a Ref. [21].

A Cosmologia, antes de Einstein era um ramo da Astronomia pouco consolidado, no
qual existiam apenas explicacdes filoséficas através de teorias e achismos por parte dos cosmo-
logos, como sdao chamados os estudiosos desta drea. Estudar o Universo significa compreender o
seu funcionamento, seja estudando o seu passado, presente ou futuro afim de obter informagdes
importantes para o conhecimento cientifico. Esta € uma das principais fungdes da Cosmologia.
Para isto, os cosmologos utilizam-se de vdrias ferramentas para seu auxilio, como o telescopio
Hubble, satélites e o telescopio espacial James Webb que se trata do maior e mais poderoso
telescopio ja construido para a ciéncia espacial, que possivelmente alterard fundamentalmente
a nossa compreensao atual do Universo. Todas essas ferramentas fornecem dados importantes
para o estudo destes pesquisadores. Demonstrando assim, que o avanco tecnoldgico foi, e ainda
¢, fundamental para obtermos informagdes acerca do Universo [5, 22].

A Cosmologia é um pouco diferente de outras dreas da Fisica pois ela funciona mais
como uma investigacdo de uma hipdétese do que uma ciéncia experimental. Nao temos a liber-
dade de experimentar, ou seja, repetir certos experimentos e observar/analisar o que acontece.
Neste caso a Cosmologia € uma ciéncia do tipo observacional. Conseguimos substituir a ex-
perimentag¢do na Cosmologia usando a mecanica estatistica. Por exemplo, podemos pressupor
que o Universo € homogéneo e isotropico, isto significa dizer que se¢des/pedacos do Universo
possuem o mesmo comportamento, nos proporcionando obter ensembles de volumes peque-
nos dentro de um Universo grande, sendo que cada volume pequeno deste se trata de um dado
diferente de uma mesma estatistica. Naturalmente, quanto maior o volume menor serd a possi-
bilidade deste feito devido a variancia césmica, que se trata da incerteza estatistica inerente as
observacdes do Universo em grandes escalas de distincia (entraremos em mais detalhes sobre
ela na Secdo 3.12.3), que surge no maior volume possivel, dada pelo raio de Hubble, que é um
horizonte conceitual que define o limite entre as particulas que se movem mais devagar e mais
rapido que a velocidade da luz em relacdo a um observador em um determinado momento. Ao
analisar o maior volume que podemos ver do Universo ndo conseguimos obter uma repeti¢ao
deste pois ndo conseguimos, por exemplo, nos mover 13 bilhdes de anos-luz para a direita e
analisar novamente o mesmo volume. Mesmo assim, estatisticamente vocé consegue ter uma
nog¢do do que acontece em grandes escalas.

A Cosmologia € descrita pela gravitacao. Isto se deve a dois motivos: um preconceito
tedrico'? no qual é pressuposto que nio existem forcas de longo alcance, o que na pratica nio é

bem verdade'?, podendo ser constatado através de observagdes. E o outro motivo vem do fato

I2Esse é um preconceito sobre teorias, na qual a comunidade cientifica acaba desprezando teorias devido ao fato
de ndo serem comprovadas experimentalmente ou ndo terem um bom embasamento tedrico.

3Por exemplo, o caso da forca eletromagnética, que é uma forca de longo alcance e a desprezamos para estudar
o Universo, devido a suposi¢do de que, em média, este é neutro. Logo, supondo que a for¢ca mais importante € a
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da gravitacdo ser descrita por uma teoria bem estabelecida atualmente que é a RG.

A descri¢cdo do Universo € um dos principais objetivos da Cosmologia. Entender a
vastiddo deste Universo que nos cerca é com certeza uma das maiores fontes de interesse por
parte deste ramo fundamentado na interpretacdo dada pela gravitacio apresentada na teoria da
Relatividade Geral de Einstein. Mas o que seria a descricdo do Universo? Vamos fazer uma
analogia. Quando escrevemos as equacdes de Maxwell para o eletromagnetismo do lado direito
da igualdade temos termos que possuem alguma relacdo com a corrente elétrica 7, como mostra
a Tabela 3.1 elaborada com Ref. em [23].

Tabela 3.1: Equagdes de Maxwell na forma integral e diferencial.

Nome Forma Integral Forma Diferencial
Lei de Gauss %E-dA: Qint v.E="
g €0 €o
Lei de Gauss para o magnetismo j{ B-dA=0 V-B=0
S

dd oF
Lei de Ampere-Maxwell 7{ B - dl = py (z + eod—tE> V x B = pgdJ + uoeog
c

dd B
Lei de Faraday-Lenz j{ E.-dl=—-—2% V x E = _8_
o dt ot

Esta corrente pode ser descrita de vdrias formas, como adtomos, particulas subatdmicas
ou densidade de corrente por exemplo. E se puder ser duas coisas, estariamos de certo modo
colocando propriedades diferentes para a corrente, pois fundamentalmente essas formas sao di-
ferentes. Uma coisa € descrever um atomo, préton, elétron e outra coisa seria descrever uma
distribui¢ao continua de cargas. No eletromagnetismo isto € possivel, dar descri¢des fundamen-
talmente diferentes para a corrente no lado direito das equacdes de Maxwell. Esta afirmacao se
deve ao fato de que a estrutura destas equagdes € linear e teorias lineares tem uma vasta gama de
simplificagdes associadas a elas. Como trabalhar com a média destas teorias. Ou seja, digamos
que ao invés de lidarmos com cargas pontuais queremos lidar com uma distribuicao continua
de cargas. Analisar as médias ndo muda a estrutura de uma teoria. Sair de uma descri¢do pon-
tual para uma continua nao altera minha teoria se esta for linear. Na RG isto ndo é possivel,
pois trata-se de uma teoria de fato ndo-linear, que possui uma relagdo com a renormaliza¢ao

de um campo. Digo isto pois existem teorias ndo lineares que aceitam um principio de super-

gravitacdo, e que de fato esta descreve bem o Universo, acabamos por desprezar as demais forgas de longo alcance,
realmente como um tipo de preconceito tedrico. Claro que isso tudo pode ser testado posteriormente, sendo que os
resultados de fato nos dizem que podemos fazer tais suposicdes.
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posicdo'#, que serve para escrever conjuntos completos de solucdes e entender a teoria como
um todo. Com a renormalizacdo de um campo ndo estamos atribuindo novos operadores de
interagdo, pois ela estd ligada intimamente a ndo linearidade, ao passo que em teorias lineares
o surgimento de novos termos pode ocorrer ao realizarmos tal renormalizacao.

Todas essas discussdes foram expostas apenas com o intuito de se concluir que em suma,
a Cosmologia Moderna, com seus alicerces fundamentados sobre a RG, é o pontapé inicial para

as tentativas atuais de descri¢cdo do Universo.

3.6 CONCEITO DE ESPACO-TEMPO E A MATEMATICA NA RELATIVIDADE GERAL

Os conceitos de espaco e tempo sdo de grande importancia para a humanidade e, ao
longo dos anos, com o avanco cientifico e tecnolégico, foram se aprimorando até as suas defini-
coes atuais. Pensamos no espaco como um tipo de entidade que possui trés dimensdes (largura,
altura e espessura), enquanto que o tempo seria uma espécie de fluxo, que guia a evolugdo do
nosso Universo. Essas duas entidades podem trabalhar juntas como um tipo de palco, onde se
d4 a peca que descreve o Universo. Os atores, nesta analogia, se tratam de tudo o que existe
no Universo, como planetas, estrelas e seres terrestres ou ndo. Para Newton esse palco seria o
mesmo para qualquer observador, atuando ou ndo nesta peca [25].

Entretanto, para Einstein, em sua teoria da Relatividade Geral usando resultados da RR,
o0 espaco e tempo deixam de ser o palco para se tornarem atores da propria peca. Neste caso,
como atores da peca, o espaco e tempo passam a ser tratados como um continuo de quatro
dimensdes, chamado espaco-tempo, que seria uma espécie de unido entre essas duas entidades.
A presenca de matéria e energia consegue de certa forma modificar este “ator”. Sendo mais
formal a presenca de estrelas e galdxias curvariam a estrutura do espago-tempo [25].

Deste modo, o espago e o tempo estdo intimamente ligados. Assim, quando dois eventos
ocorrem em locais separados, o espaco entre eles € ambiguo devido ao fato de que observadores
viajando a diferentes velocidades irdo medir distincias diferentes. Além disso, o tempo entre
cada evento também depende de cada observador. S6 por meio de artificios matematicos que
podemos determinar a separagdo entre os eventos de tal forma que a combinacao entre espago
e tempo nos fornega valores sobre os quais todos os observadores concordam [26].

Segundo a RG de Einstein, os efeitos gravitacionais sdo incluidos em sistemas fisicos
através de uma métrica g, (x) e, se conhecemos a distribuigao de matéria e energia, o conjunto

de equacdes que nos fornece essa métrica é chamado de Equacdes de Einstein (EE) [25]:

G = %Tw, (3.2)

ct

4Este é o principio segundo o qual, em muitos casos, o efeito total pode ser calculado somando-se efeitos
parciais. A superposicio ocorre quando pegamos uma combinagao linear de solugdes. No caso da gravitacdo, esse
principio pode ser aplicado no calculo da forga gravitacional total a que uma particula estd sujeita na presencga de
outras particulas. Neste caso, para obtermos a forca total sobre uma particula basta somarmos vetorialmente as
forcas que as outras particulas exercem sobre ela [24].
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onde GG € a constante gravitacional, ¢ = 2.99792458 x 108 m/s é a velocidade da luz no vacuo
[6], e T},, € 0 tensor energia-momento que se trata do objeto mais geral que carrega a informagao
da massa, energia e momento do sistema em estudo.
As EE podem ser interpretadas como o espago-tempo dizendo a matéria como se com-
portar e a matéria dizendo como o espago-tempo deve se curvar.
Do lado esquerdo da igualdade dada em 3.2 temos o chamado tensor de Einstein:
1
G,uzz = R;w - ig,uuRy (33)
que carrega a informagao sobre a curvatura do espago-tempo em andlise. Além da métrica g,

esse tensor € definido em termos de dois outros objetos: o tensor de Ricci' R, definido como:

Ry = R’ = 0,10, — 0,10, + 10,10, —T0,T) (3.4)

pH

e o escalar de curvatura R:
R=R') = g¢"Ry = g" (0,1, — 0,10, +T0T), —T0T)), (3.5)

em que R’,,,, € o tensor de Riemann que descreve a curvatura intrinseca do espaco e € utilizado
para construir outros tensores que auxiliam na descri¢do da curvatura do espaco-tempo na RG
[27], e

1
Fgu = §gp>\(augp)\ + 8,Ll,gu)\ - a)\gu,u,)a (36)

¢ o simbolo de Christofell ou a conexdo afim, que em resumo representam os coeficientes de
conexdo da conexdo Levi-Civita. Em um sentido geométrico, eles descrevem mudangas nos
vetores de base ao longo de um determinado sistema de coordenadas. Fisicamente, os simbolos
de Christoffel representam forcas ficticias induzidas por um referencial ndo inercial [27].
Resolver as EE, Eq. 3.2, significa resolver dez equacdes diferenciais parciais ndo li-
neares em ¢,,, € isso ndo € nada facil (lembrando que estamos considerando o espago-tempo
quadridimensional e o fato de que o tensor de Einstein é simétrico, j4 que impomos que o tensor

energia-momento € simétrico'®). Como ji mencionado essa equagdio nos permite obter a mé-

ISA interpretagdo geométrica do tensor de Ricci é que ele descreve o quanto um elemento de volume difere
no espago curvo em comparagao com o espaco euclidiano ou plano. Diferentes componentes do tensor de Ricci
descrevem como o elemento de volume evolui 2 medida que se move ao longo de uma geodésica (curva que
conecta dois pontos no espago) em qualquer dire¢do. Em resumo o o tensor de Ricci entdo, em certo sentido,
lhe diria quanto o volume de um elemento no espaco cartesiano, por exemplo, muda quando vai para um espago
riemanniano, que seria o espago curvo representado numa variedade Riemanniana, que nada mais é do que um
espaco onde os vetores da base podem variar de um ponto para outro. Fisicamente ele descreve o quanto o volume
do espaco-tempo de um objeto muda devido as marés gravitacionais na RG. Isso ocorre porque, geometricamente,
o tensor de Ricci descreve as mudangas de volume devido a curvatura do espago-tempo, e esta por sua vez é
equiparada as forcas de maré [27].

16Tratamos isso como uma espécie de postulado pois um tensor de energia-momento simétrico é necessério, no
contexto da RG, quando os campos de matéria sdo acoplados a gravidade. Isso € claro pois as EE relacionam um
tensor de curvatura simétrico G* a TH" e neste caso as equagdes seriam inconsistentes entre si se 7*” ndo fosse
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trica g, quando conhecemos o tensor energia-momento do sistema fisico em estudo. S6 assim
conseguimos determinar como o espaco-tempo tem sua estrutura geométrica modificada pela
presenca de matéria [25].

Em seus estudos Einstein introduziu a chamada constante cosmoldgica (A) estabele-
cendo a noc@o de um Universo estatico, de curvatura positiva (Universo fechado) e, portanto,
finito. Essas duas caracteristicas pareciam concordar plenamente com a fisica da época, pois
realmente a visdo que os cientistas tinham do universo era que este era estético e o fato deste
ser finito evitava problemas da existéncia de grandezas infinitas nas condi¢des de contorno, algo
que era indesejavel para qualquer teoria fisica. A constante foi introduzida justamente para con-
trabalancear os efeitos de atracdo da gravitacdo. Em outras palavras enquanto que a gravitagao
atraia as galédxias, planetas, dentre outros objetos celestes, a constante cosmoldgica os repelia
com a mesma intensidade atrativa. Devido a isso o Universo em sua grandiosidade tendia a ser

estatico [29]. Com A as EE sido escritas como:

rG

G’L“/ + Ag#l’ = 7TMV' (37)

3.7 HOMOGENEIDADE E ISOTROPIA DO UNIVERSO: O PRINCIPIO COSMOLOGICO

Nas equacdes representativas da RG, ndo sabemos o que se trata o termo a direita da
igualdade de tais. Este é o chamado Fitting Problem (Problema de Ajuste). Entdo o maximo
que fazemos € supor termos do lado direito. Na descri¢do do Universo, do ponto de vista pra-
tico, precisamos de simplificagdes. Como nao temos uma teoria de solugdes completas da RG,
ndo conseguimos lidar com a teoria em toda a sua complexidade. Logo, usando preconceitos
tedricos podemos estender toda a teoria para um patamar descritivel. Ao fazer isto estamos
dizendo que ndo existe um lugar privilegiado no Universo, dizendo de certo modo que este €
homogéneo. A partir disso, junto com a nogao de isotropia, temos o chamado Principio Cos-
mologico (PC) que se trata de um pressuposto bésico para se estudar Cosmologia. Segundo este
principio “O Universo em grande escala é homogéneo e isotropico” e, atualmente, nenhuma
contestacao foi capaz de contradizer esta afirmacdo.

Como sabemos o Universo é inomogéneo, pois a densidade no ar é diferente da que esta
dentro de uma pessoa, por exemplo. Esta afirmac¢do de algo ser homogéneo ou inomogéneo
surge acompanhada de uma afirmacdo de escala, ou seja, uma coisa inomogénea numa certa
escala pode ser homogénea em outra.

Observe a Figura 3.7. A retina, ao observamos um copo d’dgua, faz a fungio janela!’

z

também simétrico. Além disso, € facil provar que realmente 7" é simétrico. A Ref. [28] mostra essa propriedade
utilizando um argumento fisico: basta considerar as tensdes de cisalhamento sobre um cubo muito pequeno de
aresta L e massa-energia igual a 7°° L3 que inevitavelmente ele teria aceleracdo angular infinita caso o tensor nio
fosse simétrico.

17 A funcdo janela trata-se basicamente de como é feita a coleta de dados e o seu agrupamento para obtengio de
uma determinada média estatistica.
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de tal forma que um ponto observado na dgua se trata de uma média de varios outros pontos.
O observador verifica que a 4gua € homogénea quando a observa dentro do copo transparente,
mesmo se ele estiver observando apenas um ponto da 4gua. No entanto, se ele usasse um mi-
croscopio, por exemplo, enxergaria pontos pequenos, que representam moléculas que formam a
estrutura da 4gua, nessa mesma por¢ao e constataria que esta € inomogénea. Ou seja, na Figura
3.7, temos a descri¢do homogénea na imagem a esquerda e inomogénea a direita, de acordo
com a escala observada pela retina ou um zoom no mesmo ponto observado por ela, respectiva-
mente. Para analisar estatisticamente dados obtidos de um satélite ou telescopio por exemplo,

temos que saber qual a funcdo janela de tais objetos.

Figura 3.7: Retina fazendo a fun¢do janela na observacdo de um ponto do copo d’4gua. Fonte:
Autor.

A homogeneidade no Universo se aplica de maneira semelhante a do exemplo no copo
d’dgua. Como dito o Universo é homogéneo em grande escala. Para entender melhor isto
vamos acompanhar as seguintes ilustragdes que comparam representacdes de diferentes porcoes
espaciais do Universo. A unidade de medida [y apresentadas nas Figuras se trata da abreviagao
em inglés de ano-luz (light-year) [30].

Na Figura 3.8 podemos visualizar a nossa galdxia (Via Lactea - Milk Way em ingl€s) cer-
cada por outras galdxias pequenas, comumente chamadas de galédxias satélites'® da Via Lactea
[30].

Ao nos afastarmos em torno de 1 milhdo de anos-luz da Via Lactea podemos observar

novas galaxias cujo nome recebido é de Grupo Local como ilustrado na Figura 3.9 [30].

3 Em termos gerais, uma galdxia pode ser considerada satélite quando esta orbita uma outra galdxia de tama-
nho maior, que neste aspecto pode ser chamada de galdxia primdria. Esse fendmeno ocorre devido a interagdo
gravitacional que existe entre as galdxias menores com a maior [31].
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Figura 3.8: O Universo dentro de 500.000 anos-luz: As galaxias satélites da Via Lactea. Fonte:
Richard Powell.

1 milllion Iy
—_—

Figura 3.9: Ilustracdo de 1 milhdo de anos-luz de afastamento da Via Lactea. Fonte: Richard
Powell.

Ainda mais distante, em torno de 10 milhdes de anos-luz de afastamento em relacao a
Via Lictea podemos observar outras galdxias compondo tal ilustragdo. Aqui surge o superaglo-
merado de Virgem como visto na Figura 3.10 [30].

Prosseguindo com o afastamento, temos que em torno de 100 milhdes de anos-luz po-
demos observar outros superaglomerados como ilustrado na Figura 3.11 [30].

E por fim, chegamos na escala de 1 bilhdo de anos-luz de afastamento da Via Lictea, a
qual vemos o Universo em grande escala. Veja a Figura 3.12 [30].

Estas figuras apresentadas representam até onde podemos enxergar no Universo tendo
como centro a nossa galdxia. Fica entdo visivel o uso da homogeneidade no estudo do Uni-

verso, pois esta significa distribuicao uniforme de matéria. Quanto mais nos afastamos da Via
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—

Figura 3.10: Ilustragdo de 10 milhdes de anos-luz de afastamento da Via Lactea. Fonte: Richard
Powell.

Figura 3.11: Tlustracdo de 100 milhdes de anos-luz de afastamento da Via Lictea. Fonte: Ri-
chard Powell.

Lactea mais encontramos a mesma quantidade de galdxias (e também de aglomerados e supera-
glomerados de galdxias), em todas as partes do Universo. Claro que isto tudo tratando o mesmo
em grande escala. Se pegarmos apenas uma pequena por¢do de qualquer uma das Figuras 3.8,
3.9, 3.10 e 3.11 certamente nao encontraremos homogeneidade nesta distribui¢do de matéria.

Contudo na Figura 3.12, temos certeza que observamos homogeneidade até mesmo em partes
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Figura 3.12: Ilustrag@o de 1 bilhdo de anos-luz de afastamento da Via Lictea. Fonte: Richard
Powell.

dela, pois se trata da maior distancia observada do nosso Universo em grande escala [30].

As figuras ilustrativas das galdxias sdo uma aproximagdo para o que ja obtivemos com
a sonda espacial Hubble, que se trata neste caso de um dos objetos que faz a fun¢do janela na
Cosmologia. Dessa forma, com as observacdes do Hubble, além de outras observacdes do céu
com outros instrumentos'®, podemos constatar que existe homogeneidade em nosso Universo.

Em outras palavras podemos entender a homogeneidade como uma maneira de dizer
que nao ha lugar privilegiado, ou especial, no Cosmo, todos fazemos parte de um todo [33].

Outro aspecto importante no PC € o de que o Universo € isotropico em grande escala. A
isotropia € um termo que nos fala da auséncia de dire¢Oes privilegiadas [33].

Considere a seguinte analogia para entendermos melhor como funciona a isotropia no
Universo:

Imaginemos o céu azul e sem nuvens de um dia ensolarado. Podemos encontrar vérias
regides de igual luminosidade, com o mesmo brilho, mostrando o mesmo tom de azul no céu.
Entretanto, existe uma regido muito mais brilhante, exatamente onde estd o Sol no céu. Isso
significa que ndo percebemos isotropia com relacdo a luminosidade em todo o céu de um dia
ensolarado, porque hd uma direcdo onde existe um brilho muito mais intenso em comparagdo
com outras regides. Na direcdo do Sol o brilho € mais intenso que em outra regido, ou seja nao

existe isotropia no céu ensolarado do exemplo [30].

190 Sloan Digital Sky Survey (SDSS) fornece evidéncias de que a distribuicdo de galdxias é homogénea em
escalas superiores a 300 anos-luz de distancia; consulte [32] para mais informacdes.
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Mas onde podemos observar a isotropia no Universo? Na escala apresentada na Figura
3.12 observamos isotropia devido ao fato de que em grande escala ndo existe direcdo privilegi-
ada. Considere a radiacdo nesta escala, ela ¢ a mesma vinda de todas as dire¢des. Com relacao a
matéria também temos a mesma afirmagdo, pois observamos a mesma distribuicdo e quantidade
desta pelo Universo [30]. Logo, concluimos que o espago possui propriedades isotrdpicas, isto
€, 0 espago ndo possui direcdo. Se vocé for um astronauta, por exemplo e pegar como referéncia
vocé flutuando no espago e queira ir para a direita, estaria dando uma dire¢d@o para sua trajetoria,
porém isto ndo quer dizer que vocé estd na direcao direita do espago, pois ndo existe direcoes
nele. No entanto, em pequena escala fica visivel que o brilho do Sol € mais intenso na dire¢ao
deste. Af estd, considere sempre, iSso mesmo, sempre em grande escala o estudo do Universo.

Para entender de forma definitiva tal aspecto do Universo considere um observador si-
tuado em qualquer ponto de um Universo isotrépico. Este deve observar, em qualquer dire¢ao
que olhe, a mesma distribuicdo de matéria. Logo, este Universo também € homogéneo [30].
Mas isso ndo quer dizer que em um Universo homogéneo podemos observar isotropia, ou seja
se um brilho é mais homogéneo no Sol do que em outro ponto afastado deste estaremos dando
uma direcdo para tal afirmacdo e tirando a isotropia do Universo. Logo, fica evidente que a
homogeneidade é uma consequéncia da isotropia.

Considere como experimento mental um Universo no qual estruturas vermelhas estao

homogeneamente distribuidas como representado na Figura 3.13 baseada em [30].

Figura 3.13: Representacdao de um Universo homogéneo e nao isotropico. Fonte: Autor.

Este Universo nao possui 0 mesmo aspecto se for observado de dire¢des diferentes. No
caso, observé-lo na dire¢do de A € diferente de observa-lo nas diregdes B ou C (veja a Figura
3.14 baseada em [30]). Neste aspecto ao “corrermos” o observador sobre a dire¢do A, veremos
uma linha, ao passo que se “corrermos” esse mesmo observador na dire¢do de B e C' veremos
pontos, pois ndo teremos no¢do de altura nessas diregdes, € como sabemos uma linha reta
projetada no plano € um ponto.

Caso nosso Universo hipotético seja formado por estruturas pontuais, como as da Figura
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Figura 3.14: Representacdao de um Universo homogéneo e ndo isotropico, observado em dife-
rentes dire¢des. Fonte: Autor.

3.15 baseada em [30], teremos entdo um Universo homogéneo e isotrépico, pois ao observamos
esse Universo nas direcdes A, B e C (aplicando a isotropia) obteriamos os mesmos aspectos (ou

seja, sua homogeneidade). Este ¢ um exemplo de Universo que obedece o PC [30].

A‘C ..:o. ‘o......c.'.o

B
Figura 3.15: Representacao de um Universo homogéneo e isotropico. Fonte: Autor.
E importante notar, também, que a homogeneidade como consequéncia da isotropia s6 é

valida se a isotropia for valida para qualquer ponto do Universo em questdo [30]. Isto €, se em

qualquer direcao que eu observe meu Universo em qualquer ponto deste eu obtenho os mesmos
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aspectos entdo, o meu Universo é homogéneo. Essa caracteristica fica ainda mais evidenciada
ao analisarmos a principal func¢do da sonda espacial Planck, que seria a observac¢do da Radiacdo
Césmica de Fundo (do inglés Cosmic Microwave Background abreviada para CMB). A CMB,
em poucas palavras, se trata de uma radiacido proveniente das primeiras épocas do Universo,
uma assinatura dos estdgios iniciais deste quando matéria e luz comecgaram a seguir caminhos
independentes. Essa radiacao € uniforme até aproximadamente 1 parte em 100.000 — seja qual
for a direcdo que vocé olhar [34]. Ela indica o caminho que as perturbagdes da matéria tomaram
desde o inicio do Universo, e assim essa foi uma maneira pela qual os cosmoélogos inferiram,
ao observar o mapa da CMB (Figura 3.16 [35]), que o Universo € isotrépico e, portanto, homo-

géneo.

o T oo K

Figura 3.16: O mapa de anisotropias de temperatura da CMB, extraido com o uso do método
SMICA, obtido pelo satélite Planck. Apesar de ter quase a mesma temperatura, em pequenas
escalas € possivel ver anisotropias (apresentadas pelas regides frias azuis e quentes laranjas).
O contorno cinza mostra a extensdo da mascara de confianca. Fonte: European Space Agency
(ESA) - Planck.

Em resumo o PC ¢ fundamental para termos um alicerce no estudo da Cosmologia e
enquanto ele ndo for refutado o Universo ao qual pertencemos € homogéneo e isotropico (por
conveniéncia se dizhomogéneo antes de isotropico, apesar da homogeneidade ser consequéncia

da isotropia).

3.8 MODELOS COSMOLOGICOS

Partindo da formulacdo da RG de Einstein podemos conceber os chamados modelos
cosmoldgicos. Como ja mencionamos, diferentemente dos modelos cosmogonicos, os modelos
que trataremos nessa secao sao baseados no método cientifico, sem associacdes com mitos de

criacdo.
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Os modelos cosmoldgicos sdo modelos criados para descrever o principal objeto de es-
tudo na Cosmologia, o Universo, por meio de equagdes matemdticas. Em outras palavras, um
modelo cosmoldgico é uma representagdo matemdtica que procura descrever o Universo obser-
vavel, bem como a sua historia. Neste aspecto os modelos cosmoldgicos seriam a receita de
bolo da Cosmologia, ou seja, se queremos estudar Cosmologia, antes de mais nada precisare-
mos de bons argumentos matemdticos para descrevé-la. Dai o nome modelo cosmoldgico, pois
¢ um modelo criado com o objetivo de explicar matematicamente a Cosmologia.

Para que um modelo cosmoldgico seja bem aceito pela comunidade cientifica ele deve
satisfazer algumas exigéncias que o definiriam como um bom modelo descritivo. Elas podem

ser elencadas da seguinte maneira, sem ordem de importancia:

I. O modelo deve estar de acordo com o conhecimento fisico atual.
II. O modelo deve explicar algum fendmeno ja conhecido.

III. O modelo deve ser capaz de prever os resultados de determinados experimentos ainda ndo

realizados ou explicar os problemas que o modelo padrao nao explica.

Outros critérios sdo por vezes levados em consideracdo, mas estes sao 0s mais impor-
tantes e 0s mais notdveis na criacado de um modelo cosmolégico.

O primeiro modelo cosmoldgico foi desenvolvido por Albert Einstein em 1917, dois
anos apds a formulacdo da teoria da RG. Segundo Einstein o Universo deveria ser estitico e
para tal introduziu uma constante em suas equacdes chamada de constante cosmoldgica, que
seria a responsavel pela estaticidade®® do Universo.

Alguns anos depois, em 1922, o matemdtico e cosmoélogo russo Alexander Friedmann
(1888-1925) [12] trabalhou com a hipétese de um Universo em expansdo. Posteriormente,
em 1927, o fisico e padre belga Georges-Henri Edouard Lemaitre (1894-1966) [12] ajustou o
modelo de Friedmann. Os dados obtidos por Edwin Powell Hubble (1889-1953) [12], em 1929,
provaram que de fato o Universo estaria em expansdo. Deste modo, o modelo cosmoldgico de
Einstein, apesar de bem fundamentado, ndo conseguia explicar a expansdao do Universo e por
1ss0 ndo estava de acordo com o que sabiamos.

Anos mais tarde, em 1935, os fisicos americanos Howard Percy Robertson (1903-1961)
[36] e Arthur Geoffrey Walker (1909-2001) [37], com a suposi¢do de homogeneidade e isotro-
pia, chegaram a constatacdo de que a métrica estudada por Friedmann e Lemaitre era tnica, ou
seja, o que Robertson e Walker fizeram foi mostrar que esse era o modelo mais geral consis-
tente com homogeneidade e isotropia [37]. Devido a isso atualmente nos referimos a métrica do
Universo que obedece o PC como métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW).
Esse foi o pontapé inicial para o Modelo Cosmoldgico Padrao (MCP), aceito atualmente, tam-

bém chamado de ACDM, onde a letra maitdscula A representa a energia escura que nesse caso

20Qualidade ou condicdo de algo estdtico.



Figura 3.17: Da esquerda para a direia: Alexander Friedmann, Georges-Henri E. Lemaitre e
Edwin P. Hubble. Fonte: Pinterest.

¢ atribuida a constante cosmoldgica e CDM vém do inglés Cold Dark Matter (Matéria Escura
Fria). Esse modelo depende da densidade de matéria no Universo e admite alguns pressupostos

para sua validade que sdo:

I. O Universo € homogéneo, o que significa que ele tem as mesmas propriedades em toda a

sua escala cosmoldgica.
IT. As leis da Fisica s@o universais e as mesmas onde quer que estejamos.

III. O Universo € isotrdpico e estd em expansao.

Figura 3.18: Da esquerda para a direia: H. P. Robertson e A. G. Walker. Fonte: MacTutor.

No entanto, este modelo nos diz que o Universo era mais denso e quente no passado,
0 que por sua vez originou o chamado modelo do “Big Bang”. Sendo que o modelo ACDM
depende de alguns pardmetros como por exemplo a radia¢do, curvatura, matéria com contribui-

¢oes de matéria escura fria e de bdrions e neutrinos, o parametro de Hubble, o pardmetro de
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densidade de matéria (que mede a razdo entre a densidade de matéria do Universo e uma certa
densidade chamada densidade critica relacionada a constante de Hubble), a constante cosmo-
l6gica, dentre outros. Para mais parametros e mais detalhes veja a Ref. [1], onde sdo listados
vérios outros parametros importantes para o modelo ACDM.

Existem outros modelos cosmoldgicos, como os listados na Tabela 3.2 reproduzida da
Ref. [38], que possuem suas proprias caracteristicas e propdsitos, mas apresentam alicerces

sobre o MCP, que € o mais consistente com as observacdes atuais.

Tabela 3.2: Alguns modelos cosmoldgicos estudados pela comunidade cientifica em Cosmo-
logia. Os acronimos que ainda ndo foram citados nessa dissertacdo sdo: ¢ (campo escalar),
Nwn = dng/dIn k (derivada do indice espectral escalar com relagdo ao nimero de onda k), r é
a razdo tensor-escalar, LO (Log Oscillation) e v (simbolo do neutrino).

Modelo Acronimo
Quintesséncia (FlatpCDM) ¢CDM
Non-flat pCDM 0¢CDM
Non-flat A\CDM 0ACDM
FlatwCDM wCDM
Non-flat wCDM 0wCDM

Indice escalar com modo tensorial | ACDM + nyy, + 7
Oscilagdo logaritmica ACDM+LO

Neutrino rCDM

3.9 PARAMETROS COSMOLOGICOS

Esta secdo tem como principal objetivo definir alguns dos principais parametros cosmo-
16gicos que sdo usados para caracterizar diferentes modelos cosmolégicos.
3.9.1 O parametro e a constante de Hubble

O parametro de Hubble, também chamado de lei ou fun¢do de Hubble, € a taxa norma-

lizada de expansdo em um tempo ¢:
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0]
at)’ (3.8)

onde a € a derivada com relagéo ao tempo do fator de escala a = a(t) definido em um tempo ¢.

H{t)

Essencialmente, o parametro de Hubble nos fornece a escala do Universo apesar de em
si ndo tratar de movimento. Na verdade o que representa o movimento no Universo € o fator
de escala, pois ele me diz como as distancias variam e com isso eu posso calcular a velocidade
e consequentemente a aceleracdo dessas variacdes na distancia, ou seja, € através do fator de
escala que obtemos a velocidade e aceleragdo do Universo.

Graficamente (ver Figura 3.20 feita com base em [39]) podemos interpretar o parametro
de Hubble como sendo a inclinagdo em um dado tempo da curva representativa da curvatura
do Universo. Esses graficos que representamos na Figura 3.20 sdo gerados quando considera-
mos a dindmica de um Universo descrito pela métrica de FLRW e analisamos um dos casos
particulares de era do Universo (matéria, por exemplo como representado na figura).

O parametro de Hubble medido “hoje” é a chamada constante de Hubble, denotada por
Hy, e definida como [33]:

Hy=H(to) = =] . (3.9)
t=to

onde o fator de escala a(t) é medido no tempo hoje ¢, também chamado de tempo do obser-
vador. Neste caso podemos também adotar a notacdo ay = a(ty) para o fator de escala hoje.
A constante assim como o parametro carregam o nome em homenagem a Hubble, embora haja
uma discussao na comunidade cientifica acerca disso. Segundo o que consta na histéria, Lemai-
tre deduziu teoricamente esses parametros em uma lei mais simples que a forma dada na Eq.
3.8, chamada hoje de lei de Hubble ou Hubble-Lemaitre, que discutiremos mais posteriormente,
enquanto que Hubble a inferiu a partir de observagdes [40]. Logo, muitos trabalhos na literatura
acabam por se referir a constante e parametro de Hubble sob o nome de parametro e constante
de Hubble-Lemaitre.

Destacamos a medida obtida pelo grupo responsavel pelas andlises dos dados da sonda
espacial Planck, que tem como objetivo principal o mapeamento da CMB. Neste aspecto o valor
tedrico da constante de Hubble € obtido com os mapas da CMB que por sua vez sdo produzidos
a partir da modelagem da evolucdo de sua radiagdo. A colaboragdo Planck (2018) mede desses
mapas da CMB dados referentes aos espectros de anisotropia de temperatura e polarizacdo que
sd0 extremamente bem ajustados por um modelo ACDM de apenas 6 parimetros?!. Embora

alguns parametros sejam derivados das medicdes CMB com precisdo extremamente alta, tais

21Esses parametros sdo o parAmetro de densidade de matéria escura .h2, o parametro de densidade de matéria
baridnica Q,h?, o indice espectral escalar 7, a profundidade éptica 7, a escala angular acdstica 1000, e a ampli-
tude inicial do super horizonte das perturbagdes da curvatura log(l()lOAs) que sdo amostrados na andlise MCMC
com priors de espectro de poténcia da temperatura planos [1].
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medidas nao nos fornecem uma medida direta de H,. Em vez disso, eles fornecem uma res-
tricdo indireta — com uma incerteza muito pequena — mas apenas sob a hipétese deste modelo
cosmoldgico de 6 parametros [41]. Supondo ACDM com secdes espaciais planas a colaboracio

Planck infere um valor da constante de Hubble de [1]:
Hy=67.364+0.54km s~ Mpc ™. (3.10)

Essa medida em particular é apresentada como sendo o melhor ajuste do Planck [1] com 68% de
confiancga, combinada com as verossimilhangas de TT (espectro de poténcia da temperatura), TE
(espectro de poténcia da temperatura e polarizacdo nos modos E) e EE + LowE + lenteamento
(combinagdo entre o espectro de poténcia nos modos E com baixos valores de [ nos modos E
mais lenteamento da CMB) — para mais detalhes sobre os espectros de poténcia da CMB veja
[42, 43, 44] ou acesse o site de autoria de Wayne Hu??.

Uma outra medida foi obtida no trabalho de Brout et al. [45] em uma colaboragdo do
Pantheon+ e da equipe SHOES para a anélise de 1701 curvas de luz de 1550 distintas Supernovas
do tipo Ia (SNe Ia) entre os redshifts 0.001 < z < 2.26, considerando um Universo com se¢des
espaciais planas (€2, = 0) para o modelo ACDM, dada por:

Hy="734+11kms ! Mpc'. (3.11)

Trata-se de uma medida dependente de modelo, que vem de um ajuste simultineo da constante
de Hubble junto com pardmetros cosmolégicos como w. Foi a primeira vez que o Pantheon+
realizou esse tipo de ajuste [45]. A andlise consiste em se utilizar altos redshifts de SNe Ia na
criacdo de um diagrama de Hubble, do qual € extraido a medida da constante de Hubble bem
como outros parametros cosmoldgicos. Para mais detalhes sobre os passos envolvidos para a
criacdo desse diagrama veja a parte do webnario apresentado por Dan Scolnic em [46] ou a Ref.
[45], que discute mais sobre as incertezas sistemdticas e estatisticas envolvidas na calibragdo da
medida da constante de Hubble, sendo que discutiremos mais sobre as andlises de SNe Ia na
Subsecdo 4.1.2 dedicada a esse conjunto de dados em particular.

As medidas de SNe Ia da equipe SHOES foram englobadas na medida do Pantheon+
SHOES, no entanto elas sdo mais precisas vistas separadamente. A medida de H realizada pela
equipe SHOES formada por Riess et al. [47] acabou sendo bem mais precisa que a sua medida
anterior realizada em 2019 [48] ao usar observacdes de Cefeidas em 42 galdxias hospedeiras
de SNe Ia na calibragdo da constante de Hubble. Ambas foram feitas com o Hubble Space

Telescope (HST) que obteve para a medida mais recente citada
Hy=173.0441.04km s~ Mpc ™, (3.12)

que inclui incertezas sistemadticas e estd proximo da mediana de todas as variantes de andlise.

Zhttp://background.uchicago.edu/~whu/index.html
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Essa ¢ uma medida de escada de distancia local (do inglés local distance ladder), pois utiliza
um sample de 42 galdxias hospedeiras de SNe Ia do Pantheon+ (ver a Tabela 6 da Ref. [47])
— daf 0 nome “local”. Esse método consiste em se utilizar a geometria do efeito paralaxe? na
calibracdo de Cefeidas, que por sua vez sio usadas na calibragdo de SNe Ia na mesma galdxia
hospedeira para uma medi¢do mais confidvel da sua distancia relativa [49] e entdo pode-se usar
as SNe, mais precisamente os seus redshifts para calibrar H, (ver Figura 3.19). Se trata de uma
medida independente de modelo, pois esse método € quase completamente insensivel ao modelo
cosmoldégico de fundo, ou seja quase uma medida direta, s6 nao € completamente devido ao fato

da ancoragem ser feita com Cefeidas em z = 0 [50].

1* Etapa

A=
r B

' N\
Qeometrla. > Cefeidas
Efeito Paralaxe
¢ 2* Etapa

B

Y

3% Etapa

Figura 3.19: Etapas de inferéncia da medida de H, realizada pela equipe SHOES.

Os resultados que usam o método de calibragcdo de Supernovas e o a medida obtida com
a anélise da CMB diferem em cerca de 10%, o que é um grande problema, pois parece que o
método de Supernovas prevé que o Universo se expanda a uma taxa 10% mais rapida do que
o método da CMB se desprezarmos os erros em ambas as medidas. Consideramos esse um
dos maiores problemas da Cosmologia Moderna, o qual chamamos na literatura de tensdo de
Hubble, pois sdo valores que ndo dependem muito de suposi¢des sobre modelos cosmoldgicos
para Hy em torno de 73km s~! Mpc~! [51]. Para mais detalhes sobre a tensdo de Hubble veja
as Refs. [52, 53, 54]. A Ref. [55] apresenta na sua tabela 1 valores de |Hy — ﬁ0| > 2.8 obtidos
ao longo dos anos até 2021, em que Hy = 68.26km s~ Mpc~!.

A priori os valores de Hj (o estimado a partir da CMB e o estimado com SNe Ia) ndo
precisam necessariamente serem coincidentes. Pois se isso ocorrer entdo o modelo cosmoldgico
adotado ¢é ainda mais corroborado ja que ele sobrevive a um teste extremamente forte. Em con-
trapartida se eles nao coincidem existem trés explicagcdes possiveis para essa discrepancia nos

valores: existem erros nos dados ou erros nas andlises>*, ou se ambas as medi¢des sdo precisas,

20 efeito paralaxe surge devido ao movimento da Terra ao redor do Sol, que gera uma mudanca aparente
na posi¢do de estrelas préximas em comparacdo com estrelas de fundo que estdo em maiores distancias. Essa
mudanca dura em torno de um ano e apresenta uma amplitude angular no céu que é dada pela distancia Terra-Sol
em razdo da distancia relativa da estrela [49].

24Neste caso, o valor de Hy inferido por Riess et al. (Eq. 3.12) apresenta 50 (1 em 3.5 milhdes) de tensdo com
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essa diferenca estd nos revelando algo novo sobre o Universo e existe um erro no modelo [46].
Assim, os cosmdlogos precisam procurar novos métodos para se calcular distancias no Universo
para resolver esse problema. Uma das propostas de solucdo para a tensd@o de Hubble consiste
no uso de uma energia escura primordial como discutido em [56]. Outra solugdo se encontra
numa nova técnica desenvolvida por uma equipe de astronomos da Universidade de Chicago li-
derados por Wendy Freedman. Em seu trabalho usam estrelas chamadas de gigantes vermelhas
para medir distancias. Essas estrelas estdo no final de suas vidas e consequentemente passam
por um evento chamado de flash de hélio quando atingem uma certa luminosidade, o que resulta
em uma diminui¢@o do brilho da estrela. Como existe um limite para o qual a luminosidade de
uma estrela gigante vermelha ndo pode ficar mais brilhante, os astronomos conseguem entao
comparar as gigantes vermelhas da Via Lactea com as de outras galdxias para determinar as
suas distancias. Esse método, chamado de TRGB (do inglés Tip of the Red Giant Branch), é

25

preciso e apresenta uma boa acurdcia®, e € paralelo, mas independente da escala de distincia

de Cefeidas. Apresentou até 0 momento um valor para a constante de Hubble de [41]:

Hy=69.84+0.8kms~! Mpc™'. (3.13)

Apesar de ndo ser um valor préximo para resolver a tensdo de Hubble, pois estd entre as me-
didas do Planck e do Riess, nos revela uma nova possibilidade de aprender mais sobre o nosso

Universo.

3.9.2 Tempo de Hubble

Também podemos notar, no gréfico representado na Figura 3.20, o chamado tempo de

Hubble, ¢y, definido pelo inverso da constante de Hubble:

= Ty (3.14)

que € representado graficamente pelo intervalo delimitado entre o ponto em que a curva tangente
intercepta o eixo do tempo ¢ e o ponto t,. O tempo de Hubble pode ser calculado facilmente se
lembrarmos que 1 Mpc = 3.086 x 10! km. Deste modo a constante de Hubble em termos de

unidades temporais é:

67.44+ 0.5 kms—!

Ho =
07 3086 x 109 +0| km

=2.18 x 1071871, (3.15)

em que usamos a medida do Planck para a constante de Hubble. Neste caso a incerteza na

o valor para mais da medida de H feita pela colaboragcdo do Planck, sem indicacdo de que a discrepancia surge
das incertezas de medi¢@o ou variacdes de andlise [47].

23 A acuricia é a soma da exatiddo e da precisdo. Isso significa que os resultados do experimento nio devem ser
apenas precisos. Mas também deve estar préximo da referéncia ou valor real utilizado como base [4].
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medida pela propagacio de erro é aproximadamente zero®®. Logo o tempo de Hubble é dado

por:
1

T 218 x 10-18

Como 1 ano = 3.154 x 107 s, podemos estimar que o tempo de Hubble em anos é de aproxi-

ty = 4.59 x 10'7s. (3.16)

madamente 1.45 x 10'° anos (basta fazermos uma regra de trés) que é aproximadamente 14
bilhdes de anos, assim como mostra o grafico da Figura 3.21 baseado na Ref. [57].

Podemos interpretar o tempo de Hubble como uma estimativa aproximada da medida da
idade do universo, supondo que a taxa de expansdo permaneceu constante [4]. Isso fica mais
claro se imaginarmos o cendrio em que o parametro de Hubble estd sendo reproduzido como
um filme ao contrdrio. Agora, ao invés das galdxias se afastarem uma das outras com o avango
do tempo, temos que elas iriam se aproximar uma das outras a medida que o tempo vai para tras.
Deste modo, no passado, elas estariam muito mais préximas do que estdo agora. Extrapolando
essa ideia ainda mais teriamos o inicio do Universo, onde toda a matéria que compoe as galdxias
estaria concentrada em apenas um Unico ponto, num instante de tempo no passado.

Se levarmos em conta a observacdo de que a expansdo do Universo estd acelerando

podemos obter uma determinagdo precisa da verdadeira idade do Universo.

k: _1 —
a(t) k=0
Ho //
p k=+1
ap 1
—— >
0 to t
HK_J
ty

Figura 3.20: Representacdes graficas das possiveis dinamicas do Universo para o caso de ma-
téria e representacdo da reta tangente a curvatura do Modelo Cosmolégico Padrao que se trata
do parametro de Hubble. No ponto em que ¢t = ¢, temos a constante de Hubble. Fonte: Autor.

26Temos que o Mpc é uma unidade bem estabelecida, portanto no apresenta erro. Mas devemos considera-lo
como zero para o célculo da propagacdo do erro dessa divisdo. Lembrando que a propagacio do erro de uma
divisdo é dada por:

P =yio Y Y

X +ox XiX ox oy
X Y )
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t (bilhdes de anos)

H (kms~'Mpc™")

Figura 3.21: Grafico do tempo em bilhdes de anos em funcdo do parametro de Hubble. No
ponto em que H = Hy, = 67.4 km s~! Mpc~! temos a idade estimada do Universo, que é
aproximadamente ¢ = 14 bilhdes de anos. Fonte: Autor.

Outra maneira de se determinar essas quantidades é fazendo uso de uma perspectiva
da fisica elementar. Considerando que a distancia d percorrida por um corpo em velocidade v

constante em um determinado intervalo de tempo é dada pela equagdo da cinematica:

d = vt. (3.17)

Analogamente, essa no¢ao pode ser estendida para a constante de Hubble, tendo em vista
que se trata de uma quantidade com dimensao inversa ao tempo de acordo com 3.15. Podemos

entdo expressar a constante de Hubble como [33]:
v = Hyd. (3.18)

Essa expressdo € a forma mais conhecida da lei de Hubble ou lei de Hubble-Lemaitre. Ela
expressa uma correlacdo direta entre a distancia de uma galdxia e sua velocidade de recessao
conforme determinado pelo redshift. Dividindo ambos os lados dessa igualdade por H| obte-

mos:

U JR—
Hy
E substituindo a Eq. 3.19 em 3.17 temos o tempo de Hubble:

d. (3.19)

1
Lot g = (3.20)

Os mesmos procedimentos podem ser feitos considerando-se o parametro de Hubble ao
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invés da constante.

3.9.3 Distancia ou comprimento de Hubble

Assim como o tempo de Hubble fornece uma escala de tempo natural para a expansao

do Universo, a distancia ou comprimento de Hubble, definido como [33, 6]:

¢ 299792458 + 0
 Hy 674405

onde c, a velocidade da luz no vdcuo, tem um valor exato [6] e usamos a relacdo 1 m = 1000 km

Dy = 4448 + 33 Mpc, (3.21)

para a conversdo de km para m na sua unidade de medida de Hy. Dy em unidades de anos-luz é
aproximadamente 14 bilhdes de anos-luz, o que nos diz que o valor numérica do comprimento
de Hubble &, por defini¢cdo, igual ao tempo de Hubble em anos. A Eq. 3.21 € a distancia de

Hubble hoje, para z = 0. Em outro caso, temos que Dy € dado por uma forma andloga como:

Di(2) = & 5 (3.22)

3.9.4 Redshift (Desvio para o vermelho)

O redshift (desvio para o vermelho) € fundamental para determinarmos a constante de
Hubble, pois assim conseguimos obter varias informagdes sobre o Universo, como sua idade,
tamanho, velocidade de expansao, se estd acelerando, desacelerando, expandindo, contraindo e
até seu possivel fim. Usamos o redshift por que € uma grandeza de medida de grandes distincias
(acima de 300 milhdes de anos-luz). Seu simbolo matematico € dado na literatura por z e ele é
medido pela seguinte equacao [33]:

z = M (3.23)
Ae
em que Aobs € Ae S0 08 comprimentos de onda observado por um observador e emitido por uma
fonte. Em particular, quando 2 < 0 essa quantidade é chamada de blueshift (desvio para o azul)
ao invés de redshift. No entanto, a maioria das galdxias e fendmenos no Universo apresentam
z > () que corresponde ao redshift [33].

Sabendo que no Universo o comprimento de onda emitido difere proporcionalmente
do comprimento de onda observado por um fator de escala a em fun¢do do tempo ¢, temos a
seguinte relacdo entre o comprimento de onda e o fator de escala:

Aobs _ alto) _ ao (3.24)

em que a(t.) = a é o fator de escala no tempo t. = t no qual o féton é emitido de um

determinado objeto, e a(tg) = ap é o fator de escala no tempo ¢, em que o féton é observado.
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Isolando A, da expressao 3.24 e substituindo em 3.23 obtemos:

@)\e - /\e a
s 20 _ 1, (3.25)
Ae a
Entao:
a
1+z=é¥ (3.26)

Uma forma conveniente de se reescrever essa expressdo € da seguinte maneira:

a(z) = — = ——. (3.27)

Assim € facil notarmos que z depende apenas da razdo entre os fatores de escala quando
a luz foi emitida e quando foi observada e, portanto, se trata de uma medida de quanto o Uni-
verso se expandiu desde que a luz foi emitida. Como caso particular, no tempo hoje, temos que
t = to (tempo de emissdo é equivalente ao tempo do observador) e z = 0, pois a luz chega de

forma instantanea. Desta forma obtemos para a Eq. 3.27:

= =1. (3.28)
Nesse contexto, o fator de escala hoje a(ty) = ag é dado por:
ap = 1. (3.29)

3.9.5 Distancia comodvel em termos do redshift

A distancia comével € definida pelo comprimento de uma curva de tempo cosmoldgico

constante que conecta dois pontos distantes e arbitrdrios no Universo. Matematicamente ela é

definida por:
D, = aqr. (3.30)
Como r € a trajetdria dada por:
to dt/
r=c / —_, (3.31)
te a(t)
entdo, a Eq. 3.30 fica, substituindo a Eq. 3.31, na forma:
to dt/
D, = ) 3.32
apC /t o(t) (3.32)

Vamos agora reescrever esta equacao em termos do redshift, pois € a grandeza de nosso interesse

para determinar a constante de Hubble, ja que esta carrega vérias informagdes a respeito do
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Universo. Por conveniéncia vamos reescrever a integral em dt’ em termos de dz’ numa troca de
varidveis simples, ou seja devemos trocar dt por dz nesta integracao.
A principio vamos partir da Eq. 3.26, derivando ambos os lados desta igualdade com

relacdo a ¢, obtemos:

d B d Qo

i1 9= () B39
dz d 1
T =wg(am) 339

em que ag = a(tog) ndo depende de ¢, por isso é tratado como constante. A derivada do lado

direito pode ser calculada pela regra da derivada do quociente, obtendo:

% B <%a(t) - 1d[C;it)] ) 4 da(t) 535
at " a? T oa2@t) dt '

Vamos usar a notacdo de Newton e reescrever a Eq. 3.35 como:

. Qo . Qo a(t)
- _ )= —— 7 3.36
S ORTON) (50
Reescrevendo em termos do pardmetro de Hubble:
s gy o B0 gy (3.37)
a(t) dt — alt) ' '

em que H(t) = H(z) devido ao fato das quantidades ¢ e z representarem as mesmas coisas,
no caso o tempo, sé que com propor¢des diferentes. O mais preciso, mas que raramente faze-
mos na fisica, seria escrever H(t(z)), s6 que por compactagio escrevemos ou H(t) ou H(z),
subentendendo que H (t(z)) = H(t) = H(z). Reescrevendo 3.37 como:

Q,
dz = dt( - W;H(z)) =|dt = ———. (3.38)

Em termos de plica (ndo interprete como derivadas) esta equagao fica:

awy 1)

Os limites de integracdo na Eq. 3.32 também sdo alterados. Para isso analisamos o redshift (Eq.
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3.26) em que:

to — 20,

te = Ze.

Usando o redshift:
a
1+20:a—2:> (3.40)

em que a(t) = a(ty) no redshift zy, o que significa que estamos “observando as coisas hoje” no

fator de escala. E,

Qo Qo
1 e = —— = e — = — — 1’ 341
+z o(t) z z o(0) ( )

permanece com a mesma forma, pois o fator de escala a(t) é o observado na emissdo. Substi-
tuindo as relacdes 3.39, 3.40 e 3.41 na Eq. 3.32 obtemos:

to / 20=0 1 /
D, = aoc/ A —aoc/ L (3.42)
te a(t/) Ze=2 a(t/) 0 H(z’)

a(t’)

Simplificando a(t’) e ag que sai da integrag@o por ser tratada como constante:

z dZ/
D.=c | ——, (3.43)
o H(z')
em que foi usado o sinal negativo a frente da integral para inverter a ordem de integracio?’.
Multiplicando H(z') por Hy/H, temos:

2 dY c (7 dZ
Do=c| %2 ¢ [ % 3.44
/ H ", )y, HE) G4
H(z')— =7
H, H,

Sabendo que, por defini¢ao:

H(z) H()
E = = E ! = 3.45
()= = B() = (3.45)
€ o parametro de Hubble normalizado, podemos reescrever a Eq. 3.44 como:
c [* dY
Dc = T ) .
-1 | 5 (346

que se trata da distancia comovel em termos do redshift. Durante este presente trabalho apresen-

tamos outras distancias cosmoldgicas, como as distancias de luminosidade, angular de diametro,

YEsse sinal surge pelo fato de que z aumenta quando “andamos” pro passado enquanto que ¢ aumenta quando
“andamos” para o futuro. Ou seja quanto mais no passado maior serd o valor de z.
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volumétrica. Entretanto sdo quantidades que podem ser estimadas em termos de D, e/ou dados

cosmoldgicos.

3.10 DINAMICA DO UNIVERSO EM EXPANSAO: A METRICA FLRW E AS EQUACOES
DE FRIEDMANN

Os conceitos de homogeneidade e isotropia do Universo aplicados em grande escala ne-
cessitam de uma boa interpretacdo matematica para serem fortemente evidenciados. Para isto a
Cosmologia estuda a geometria diferencial que descreve a gravitagdo. Um dos usos da geome-
tria diferencial estd no caso em que podemos atribuir uma métrica pseudo-riemanniana a cada
ponto do meu espaco-tempo. Na mecanica hamiltoniana e lagrangiana, por exemplo podemos
utilizar geometria diferencial para descrever os mesmos problemas e situa¢des envolvendo vin-
culos, coordenadas generalizadas e etc. Entdo a geometria diferencial trata-se basicamente de
um novo modo de se expressar a matemadtica que estd envolvida em sistemas geométricos.

Em suma a geometria diferencial utiliza técnicas de cdlculo em problemas geométricos,
ou seja estuda a geometria usando o cdlculo. Um dos seus principais usos estd na teoria da RG.

Podemos equipar o espaco com uma métrica, que seria um objeto matematico que des-
creve a distdncia d4p entre dois pontos A = (24,94, 24) € B = (75,yp, 25) no R3 (como
mostra a Figura 3.22) dada pela expressao:

dap = /(x5 — 24)> + (yp — ya)* + (28 — 24)*. (3.47)

Essa métrica € um caso particular de Universo de tipo plano, pois ela é usada para medir
distancias no RY. No entanto, podemos ter outros tipos de Universos que ndo sdo descritos por
espacos do tipo R”, que sdo o hiperbélico e o esférico que também obedecem o PC. A métrica
nesses outros casos € um tipo de extensdo da métrica no espago plano.

O que fazemos agora € medir o tamanho de cada vetor velocidade da curva, e ao fazer-
mos uma integral de linha somando cada contribuicdo dos comprimentos dos vetores obtemos
entdo a distancia final entre dois pontos, que se trata da minha métrica no espaco em anélise.
Esta métrica é bem mais complicada, primeiramente por causa da sua integracdo, que nao é
trivial. E ainda, por que ndo sabemos qual o tipo de curva que conecta dois pontos no espaco.

No espaco plano usamos uma reta, e sem saber estamos utilizando uma geodésica. Em
uma hipersuperficie esférica existem sempre duas geodésicas ligando os dois pontos, a de ca-
minho direto e caminho indireto. J4 em um toro podemos ter infinitas geodésicas ligando dois
pontos na sua superficie. O tnico conceito que sobra das métricas de estudo no plano sdo os
locais, tanto que a gravitacao apresentada por Einstein na RG se trata de um conceito local, ela
nos diz o que acontece com a dindmica da métrica, que intuitivamente se trata da medida do
tamanho de vetores que compdem uma curva, em um ponto do meu Universo.

A RG, por ser uma teoria métrica, estuda a dindmica das medidas representadas pelas

métricas. No caso de um Universo homogéneo e isotropico as métricas sao restritas, existem
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Figura 3.22: Representacdo de uma medida de distincia entre dois pontos, A ¢ B, no espago
tridimensional euclidiano. Fonte: Autor.

apenas algumas compativeis com as suas secoes espaciais. J4 demos um exemplo de incom-
patibilidade de uma métrica no Universo, quando propusemos a distincia entre dois pontos no
R3. Precisamos descrever nosso Universo como uma variedade, escolher uma maneira de como
fatiar ele (ou seja, fazer uma folheacdo do Universo), no qual cada fatia terd uma métrica com-
pativel com a homogeneidade e isotropia e analisar as dinamicas restantes. Na RG o que sobra
de dinamica destas folhas é representado pelas equacdes de Friedmann.

Na descri¢do do Universo verdadeiro que € inomogéneo usamos um tipo de suposi¢ao:
Existem dois Universos, o ideal descrito pela métrica de Friedmann (g/,,) € o real que possui
uma métrica (g,,,) na qual a diferenca entre a métrica real e a ideal (g, — g;w) € pequena hipo-
teticamente. Aplicando teoria de perturbacao nessa métrica pequena, isto € uma dindmica sobre
ela, na pratica se tivéssemos uma instabilidade estarifamos tratando de um Universo inomogé-
neo. Nesse contexto, o uso de teoria de perturbagdo para a métrica € bem sucedido se supormos
que o Universo € homogéneo e isotrépico em grandes escalas.

Assim sendo, podemos supor o PC, nos restringindo a métrica de Friedmann-Lemaftre-
Robertson-Walker (FLRW) dada por:

dr?

ds® = —cdt* + a*(t) | ——
° ¢ +a<)1—m“2

+ 72(d6? + sen®0dp?) |, (3.48)
em que a(t) é o fator de escala que expressa a evolugdo espacial do Universo. E ainda,
k = {—1,0,1} é a constante de curvatura que representa um Universo com se¢do espacial
hiperbdlica (v = —1) ou de geometria aberta, plana (v = 0) ou de geometria plana e esférica
(k = +1) ou de geometria fechada (ver Figura 3.23). Deste modo, com a suposi¢do de homo-

geneidade e isotropia, tudo o que precisamos saber sobre a geometria do nosso Universo esta
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contida no fator de escala a(t), na constante de curvatura s e no chamado raio de curvatura r.
Se k # 0 entdo o raio de curvatura € r = Ry (raio de curvatura no momento presente), mas se
x = 0 entdo r = oo [33].

Desses Universos apenas o esférico € finito em extensao. A principio poderiamos partir
de um ponto em uma direcao e, com tempo suficiente, se retornar a este mesmo ponto de partida.
Em contrapartida, nos outros dois tipos de Universos, hiperbdlico e plano, nunca se poderia
retornar a0 mesmo ponto de partida. Posteriormente introduziremos a chamada densidade de

matéria que estd intimamente conectada também as geometrias de Universos.

(a) Geometria hiperbdlica (k = —1) . (b) Geometria plana (x = 0) .

(c¢) Geometria esférica (xk = +1).

Figura 3.23: Representacdo da geometria dos tipos de Universo. Fonte: Autor.

Enfim, se o espago tem curvatura negativa (v = —1), dizemos que ele € hiperbdlico
(Figura 3.23(a)) e neste caso, ndo existiria massa suficiente para interromper a expansao do
Universo. Assim, o Universo seria ilimitado e se expandiria para sempre como mostrado no
gréfico da Figura 3.20.

Por outro lado, se o espago ndo tem curvatura (v = 0), estariamos tratando de um
Universo plano (Figura 3.23(b)), onde existiria massa suficiente para interromper a expansao do
Universo, mas somente apds um tempo infinito. Neste caso, o Universo ainda seria ilimitado e
também se expandiria eternamente, mas apresentando uma taxa de expansao que gradualmente
decai para zero apés t = co como mostra no grafico da Figura 3.20

E, em ultimo caso, se a curvatura do espaco € positiva (x = +1), o nosso Universo
seria esférico (Figura 3.23(c)), e teria muito mais massa do que este poderia sustentar, de modo

que cessaria a expansao do Universo e mais ainda, faria com que esta se transformasse numa
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contracao, devido ao fato deste tipo de Universo ser finito. Assim, eventualmente, as galdxias
iriam parar de se afastar umas das outras, bem como outros objetos cosmolégicos com massa,
e comecariam a se aproximar até um ponto no qual o Universo colapsaria sobre si mesmo,
no chamado Big Crunch. O grafico que representa esse tipo de Universo pode também ser
visualizado na Figura 3.20.

No contexto da RG, a partir das EE (considerando A - Eq. 3.7), admitindo o PC que
nos dd como métrica do espaco-tempo a métrica de FLRW, temos como caso particular as cha-
madas Equagdes de Friedmann, que neste aspecto representam um conjunto de equacdes que
descrevem a expansao métrica do espaco em modelos governados pelo PC. Essas equagdes fo-
ram apresentadas por Friedmann em 1922 as quais foram deduzidas prevendo a existéncia de
um Universo em expansao [58]. Ao supor uma curvatura positiva para o Universo, Friedmann
determinou duas equagdes diferenciais que conectavam a evolugdo temporal do Universo a den-
sidade de matéria e a constante cosmoldgica [59]. Devido a isso, as equacdes carregam o seu

nome. Elas sdo representadas matematicamente por:

2
a\  8rGp+A ke

4 - 3.49
3 p (3.49)

) ;
32 = A—anG|p+ L) (3.50)
C

a

Uma boa dedugdo dessas equagdes pode ser encontrada na Ref. [60], onde partindo
da métrica de FLRW, que obedece o PC, podemos obter, apds um certo trabalho algébrico, as
equagdes de Friedmann como caso particular das EE.

Usando a primeira equagdo, temos que a segunda equacao pode ser expressa como (con-
siderando A = 0):

p=—3H|p+% ). (3.51)
que é a chamada equacao da continuidade ou equacao do fluido e representa a conservagao
da massa-energia. Esse é um dos modos de derivarmos a Eq. 3.51. No entanto, poderiamos
partir da defini¢do do tensor energia-momento para o caso de um fluido perfeito, que é um
fluido ou gés que (I) se movimenta pelo espaco-tempo com uma quadrivelocidade u = u,, que
pode ou nido variar de um evento para outro, e (II) exibe uma densidade de massa-energia p e

uma pressio p do tipo isotrépica®® em cada ponto de elemento do fluido [28]. Neste caso em

ZUma pressdo é dita isotrépica quando ela age igualmente em todas as direcdes de um fluido. Em outras
palavras, isso quer dizer que em todas as dire¢des de um dado fluido temos a mesma pressao.
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particular temos o seguinte tensor energia-momento [28]:

T = (p+ p)uytty + PGy (3.52)

Neste caso, qualquer fluido que possa ter sua energia-momento expressadas na forma dada
pela Eq. 3.52 € considerado um fluido perfeito. Considerando o caso de um observador em
repouso e a conservacdo de 7),, obtemos como resultado a equac@o da continuidade. Assim,
podemos concluir que ela € uma expressdao mais geral. Logo, parece que o nosso modelo € bem
mais independente do que parece, devido ao fato de que nem mesmo precisariamos utilizar as
EE para para o seu desenvolvimento, tendo em vista que usamos nesse trabalho apenas a Eq.
3.51, como veremos na Se¢do 5.5. Porém isso € apenas uma coincidéncia tedrica (jargao usado
pelo autor), ja que nosso modelo estd interessado mais na independéncia de modelo no que diz
respeito a energia escura. Além do mais para andlise dos resultados relacionados ao pardmetro
de Hubble do nosso modelo, que veremos posteriormente, usamos uma das Eqs. de Friedmann,
logo essa coincidéncia tedrica para por aqui.

Supondo que a energia escura € um fluido do tipo barotrépico, i.e. um fluido cuja den-
sidade de energia depende apenas da sua pressdo, podemos associd-la a uma equacao de estado
da forma:

p = wp, (3.53)

em que w € um parametro que representa a equagao de estado da energia escura em nosso tra-
balho (w = p/p). Neste caso, estamos considerando a energia escura como um fluido perfeito e
barotr6pico que satisfaz a conservagao do tensor energia-momento V, 7" = (. Essa € uma de-
finicdo um pouco tola, pois ndo conseguimos medir a pressao da energia escura, que € negativa,
mas o que realmente nos interessa € a forma com que esta evolui com o tempo. A independéncia
de modelo no nosso caso € muito sutil e estd restrita apenas a hipétese de que a energia escura
¢ um fluido barotrépico que satisfaz a conservacao do tensor energia-momento para um fluido
perfeito.

A equacdo 3.53 nos diz que cada componente do Universo possui uma equacao de estado
que relaciona sua pressdo e densidade de energia. Substituindo as Eqgs. 3.8 e 3.53 na Eq. 3.51

obtemos:

D+3%p(1 +w) = 0. (3.54)

Reescrevendo essa expressao e integrando:

(3.55)
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Essas integrais resultam na funcio logaritmo natural de ambos os lados:

p(t) = — w na — 1nja
i | 2] = =301+ w)infa()] - b)) (3.56)

Temos que In[a(ty)] = In[1] = 0 de acordo com 3.29. Podemos entdo reescrever o lado

direito da igualdade em 3.56 usando a propriedade de potenciagcdo da fungdo In como:

0 p(t) — In[g30+w)
1 {P(to)l In| ]. (3.57)

Elevando ambos os lados a exponencial de Euler obtemos de acordo com a defini¢do da

func¢do logaritmo natural o seguinte resultado:

pla) = poa >+, (3.58)

onde pg = p(to) € uma constante que possui um valor para cada componente do Universo em

questdo. Nesse caso 0 mais correto seria reescrever 3.58 como:
pi(a) = pioa 0+, (3.59)

em que ¢ representa o tipo de componente do Universo. De acordo com essa expressao temos
trés tipos de casos de dominacdo de densidade do Universo, na literatura também chamados de

eras, que sdo:

w =0 pa(a) = paroa™  (Matéria)
w=1/3 pgrla) =proa™® (Radiagio) (3.60)

w=—1 prla) = proa® (Constante cosmoldgica)

No nosso trabalho queremos que os dados nos digam qual a melhor representagdo para
a equacao de estado da energia escura. Os resultados apresentados em 3.60 sdo tedricos e nossa
abordagem € independente de modelo.

Podemos reescrever a primeira equagdo de Friedmann (Eq. 3.49) dada em termos de

uma densidade total p como:

2
2 = 8mGpr _ RC (3.61)
3 a?
onde consideramos novamente A = 0 e:
pr =7 pi=par+pr+ por (3.62)

onde p); (densidade de matéria), pr (densidade de radiacdo) sdo dados pelas duas primeiras

expressoes em 3.60 e ppg (densidade da energia escura) € dado pela forma genérica (Eq. 3.58).
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Entao a Eq. 3.61 fica:

8rG _ _ —3(14+w ke’
H? = _3 Proa St PROG ‘4 PDE0Q SFw) ) 2 (3.63)

Sabendo que o fator de escala em termos do redshift é dado por:

a(z) = (14 2)7, (3.64)

podemos reescrever 3.63 em funcio do redshift como:

el Kc?
H2 _ 1 3 1 4 1 34wy | v
3 prmo(l+2)° + pro(1 + 2)" + ppro(1 + 2) (1+2)2
o - 22 (3.65)
KC
= 7T— ,OMO(l + Z>3 + pRo(l + 2)4 + pDEo(l + Z>3(1+w) — —(1 + 2)2 .
3 &G
Definindo: G2
KC
Pro = et (3.66)
obtemos:
o 8mG 2 3 4 3(1+w)
H = —3 p,{o(l—l—Z) —|—pM0<1+Z) —|—pRo(1+2) +pDE0(1+Z) . (367)

Dividindo ambos os lados dessa igualdade por H:

H?>  8nG
HZ  3H?

peo(1+ 2)% + paro(1 4+ 2)* + pro(1 + 2)* + ppro(1 + z)3<1+“0] . (3.68)

O termo em fracdo fora do colchetes se trata do inverso da densidade critica que é definida

como:

3H?
T G
onde o subescrito 0 na densidade critica se refere a densidade critica hoje dada em termos da
constante de Hubble H,.

Pco (3.69)

Logo a Eq. 3.68 pode ser reescrita como:

o PMmo 3 , PRo 4 , PDE0 3(14w)
= 1+ 22+ 51+ + 5214+ )+ 521+ 2 . (3.70)
H? pco( ) Peo ( ) Peo ( ) Peo ( )
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Por defini¢do temos que as densidades adimensionais €2 sdo dadas por?:

=L e qp=P2 (3.71)
Pco Pco

onde €; sdo as densidades adimensionais ou parametros de densidade, tal que i = x, M, R, DE
representa a curvatura, matéria, radiacdo e energia escura, respectivamente.

Usando essa expressao e o quadrado da fung@o de Hubble normalizada (Eq. 3.45) temos:

E?(2) = Quo(1 + 2)% + Qaro(1 + 2) + Qro(1 + 2)* + Qpgo(1 + 2)30H), (3.72)

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados:

E(Z) = \/Q,io(]_ + 2)2 -+ QMO(l + 2)3 + QR()(]_ + 2)4 + QDEO(l + 2)3(1+w). (373)

Ou em termos de €2;:

E(2) = /Q%u(2) + Qu(2) + Qr(2) + Qpgp(2), (3.74)

onde:

tal que j = 2,3,4,3(1 + w), respectivamente para i = k, M, R, DE.
Aqui cabe uma discussdo mais detalhada a respeito dos parametros de densidade. Temos

que o parametro de densidade de curvatura €2,, pode ser obtido a partir da relagao 3.75:

Pr0 1

_ 2 __ kY
ulz) = Quo(142)* = 0 = 0

(3.76)

em que €2, = Q,[a(z)] e foi substituido a segunda relacdo de 3.71 e a Eq. 3.27. Basta agora
substituir as Egs. 3.66 e 3.69 em 3.76:

—3kc?
-8 L _ K¢ (3.77)
"O3HE a2(z)  a?(2)HE '
8rG

2 Alguns autores na literatura definem uma fungio Q(t) = p/p. para p. também como fungdo do tempo,
enquanto que em nosso trabalho usamos () para representar a densidade em um instante arbitrario dividida pela
densidade critica hoje [61]. Em outras palavras essa densidade se trata de uma escala geométrica, onde a ordem
numérica é aproximadamente 1, coisa que ndo teriamos se fosse usada ordens dimensionais. Por exemplo, algum
nimero muito grande de g/cm? de matéria escura ndo nos d4 nenhuma informagio interessante que possa ser
estudada, mas em termos da densidade critica podemos ter muitas informagdes a seu respeito, como a sua saturacgao,
etc.
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Podemos definir, analogamente, o parametro de densidade de curvatura em um instante de

tempo ¢ qualquer como:

HC2

a’(z)H?(t)’

em que a unica diferenca das manipulagdes algébricas feitas anteriormente é que p.o (densidade

Q, - — (3.78)

critica hoje) € substituida pela densidade critica em qualquer instante de tempo ¢ denotada por

pc € definida neste caso, analogamente a Eq. 3.69, como:

3SH2(t)
8tG

Pe = (3.79)

Em ambas as Eqgs. dadas em 3.77 e 3.78 temos que k = {—1,0, 1} é a constante de curvatura
que representa os tipos de Universos: hiperbdlico, plano e esférico como ja mencionamos.
Assim, de acordo com a Eq. 3.78, temos as seguintes conclusdes a respeito do tipo do Universo
em termos de €2,

2, =0 para: Universo plano (x = 0)

Q. <0 para: Universo esférico (x = +1) (3.80)

Q. > 0 para: Universo hiperbdlico (x = —1)

A densidade de matéria (1), é definida a partir de 3.75 como:

pro 1

Q :Q 1 3 Q =
D) = a2 = S =0, ey

(3.81)

em que )y = Qpa(z)] e usamos novamente a segunda relagdo de 3.71 e a Eq. 3.27. De

acordo com 3.60 temos que:

pro = paa’(2). (3.82)

Entao, substituindo as Eqgs. 3.82 e 3.69 em 3.81, obtemos:

~ puad(z) 1 8rG

Oy = = ) 3.83
M 3H? a3(z) 3H? pu (3:83)
8tG
Analogamente, para um tempo ¢ qualquer, temos:
811G
Oy = ————pum- 3.84

Com a descoberta da existéncia de mais massa no Universo do que se observava, foi
proposta a matéria escura na tentativa de se explicar tal caracteristica sobre a massa no Universo
(discutiremos mais sobre isso na Secdo 3.11.2). Assim, o parametro de densidade de matéria

(25s passou a ser decomposto em dois pardmetros:

Qur = Qo + O, (3.85)
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e que €. e £, sdo os parametros de densidade de matéria escura (o subescrito ¢ vém do inglés
cold — frio) e matéria baridnica, respectivamente. Deste modo podemos usar a Eq.3.75 da

mesma forma como:
Qr(2) = Quro(1+ 2)° = Qe(2) + Q(2) = Qeo(1 + 2)° + Qo1 + 2)° (3.86)
Por comparagdo € evidente que:
Qu(2) = Qo(1+2)° e Q(2) = Yol + 2)>. (3.87)

Usando a segunda relacdo de 3.71 tal que + = cdm, b para ambas as Eqs. de 3.87, respectiva-

mente, bem como a Eq. 3.27, obtemos:

Pcdmo 1 Pb0 1
0. = e = ———, (3.88)
peo @*(2) " pe ()
em que Q. = Qa(z)] O, = Wla(z)], e usamos o subescrito cdm de cold dark matter na
densidade da matéria escura, apenas para ndo haver confusdo com a densidade critica em um
tempo qualquer, denotada como p. na Eq. 3.79. Basta agora usarmos a Eq. 3.82 que € dividida

em dois termos como:

Pedmo + Poo = Peam@’(2) + ppa’(2), (3.89)

de modo que por comparagiio sabemos qUE Peamo = Peam@’(2) € pp = ppa’(z). Logo, as Egs.

dadas em 3.88 ficam na seguinte forma:

cam 3 1 cam 3 1
Qc:pd a(z) . :pd e szpba (Z) - :& (390)
po @(2)  peo po @3 (z)  peo
Substituindo a Eq. 3.69 nas equacdes dadas em 3.90 obtemos:
81rG 8tG
e = ——= Dedm Oy = ——p. 3.91
32 Pedm € $h 32 Pb (3.91)

Finalmente, substituindo essas relacdes na Eq. 3.85 obtemos o parametro de densidade de

matéria decomposto em termos das densidades dos dois parametros §2. e 2:

7G

Q= ——
M 3H2

(Pedm + Po), (3.92)

De forma andloga, para um tempo ¢ qualquer, temos:

&G

Q= 3H—2(t)(p6dm + p). (3.93)

Os parametros de densidade de matéria escura e densidade de matéria baridnica podem

ser calculados se tivermos a constante de Hubble H e as suas densidades p.q,, € p,. Entretanto
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Tabela 3.3: Alguns dos pardmetros cosmoldégicos do Planck considerando €2, = 0 (Universo
plano) com 68% de confiangca combinado com TT, TE, EE+lowE+lenteamento.

Parametro Valor e erro

Hylkm s™! Mpc™!] 67.36 £ 0.54

Oph? 0.02237 £ 0.00015
Q.h? 0.1200 £ 0.0012
Qa 0.6847 £ 0.0073
Qur 0.3153 £ 0.0073

isso depende de dados observacionais que sdo coletados com uso de instrumentos de medida
bem calibrados para uma boa precisdo. Afim de ilustrar os cédlculos analiticamente vamos con-
siderar os parametros cosmoldgicos do Planck reproduzidos da Ref. [1] na Tabela 3.3. Deste

modo, para este caso podemos facilmente calcular (). usando-se a seguinte relagao:

Q.h% = 0.1200 £ 0.0012, (3.94)

em que:
Hy

h—
(100km s~ Mpc™!)’

(3.95)

¢ o chamado parametro h que descreve a incerteza no valor da constante de Hubble [62]. Con-

siderando o valor de Hy medido pelo Planck (Tabela 3.3) temos:

. 67.36 & 0.54km s~ Mpc~!
100+ 0km s~ Mpc!

~ 0.674 £ 0.005 (3.96)

Podemos calcular h? usando esse resultado como:
h? = [0.674 + 0.005]2 = (0.674 + 0.005)(0.674 £ 0.005) = 0.454276 + 0.007, (3.97)

em que usamos a propagacdo de erro do produto®® para o célculo da incerteza no erro de h?.

30A propagacio do erro do produto é dada por:

Porot = (X £ 0x)(Y £oy) = XY + XY((’;‘ + 0;)
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Portanto, substituindo esse resultado na Eq. 3.94 obtemos a densidade de matéria escura como

aproximadamente:

0.1200 £+ 0.0012

= — 0.2641 + 0.007 ~ 0.26. _
© = 0454276 0007 204 £0.007~0.26 (3.98)

Ja o parametro de densidade de matéria baridnica {2, € dado pela seguinte relagao:
Qph? = 0.0224 £ 0.0001. (3.99)

Substituindo 3.97 nessa expressdo obtemos:

~0.0224 +0.0001
©0.454276 + 0.007

) = 0.049 + 0.001 ~ 0.05. (3.100)

Deste modo podemos constatar, de acordo com a Eq. 3.85, que o parametro de densidade de

matéria € dado aproximadamente por:
Q= (0.2641 £ 0.007) + (0.049 £ 0.001) = 0.3131 £ 0.008 ~ 0.31, (3.101)

em que usamos a propagacio de erro da soma®'. Observe que nosso resultado obtido analitica-
mente € aproximadamente igual a medida do Planck de acordo com a Tabela 3.3.
Podemos desconsiderar a contribuicdo do parametro de densidade de radiacdo (1 =

Qrla(z)] para a descri¢do atual do Universo, pois o MCP considera
Qr =0, (3.102)

ou seja, desprezivel diante a densidade de matéria e energia escura [63] do Universo.

E por fim, temos o parametro de densidade da energia escura:
Opg = Qpgo(1 + 2)0), (3.103)

em que w = w(z) é a equacdo de estado da energia escura em nosso trabalho, que tem por
objetivo investigar o comportamento dessa equacdo com o método de reconstrucao e o modelo
proposto.

Para o MCP (ACDM) temos que w = —1 e a Eq. 3.103 é reescrita como:

1
Q= Qo1+ 2)3070 = 2RO (3.104)
Pco Q (Z)

31 A propagacio de erro de uma soma é dada pela seguinte expressio geral:

Psoma= (X tox)+ Y toy)=(X+Y)=£(ox +0y).
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em que usamos as Egs. 3.71 e 3.27. De acordo com as relagdes dadas em 3.60 temos que

pao = pa € substituindo a Eq. 3.69 em 3.104 obtemos:

8rG
Qr = —=pa. 3.105
A 3Hg PA ( )
Analogamente para um tempo ¢ qualquer:
87G A
Oy = ——pp = ———— 3.106
em que definimos [64]:
A =8nGpy. (3.107)

Na literatura, para a colaboracio do Planck, temos que {2, tem valor estimado de [1]:
24 = 0.6847 £ 0.0073 ~ 0.69, (3.108)
que € determinado a partir da seguinte relagao:
Qah* = 0.3107 £ 0.0082. (3.109)

ou a partir de A = (4.24 + 0.11) x 107%%eV? = (2.846 + 0.076) x 107122m2, onde mp; € a
massa de Planck, uma unidade natural [1]. Lembrando que o ACDM considera um Universo
com se¢des espaciais planas.

De acordo com todos esses resultados analisados nessa secdo, temos que a Eq. 3.74 ¢

reescrita de acordo com o MCP como:

E(2) = VQu(2) + Qu(2) + Qa(2) + 0 (2) (3.110)
“Hoje” temos que E(z = 0) = Hy/H, = 1, logo:
1= + Qs + Qn, (3.111)

em que usamos o valor dado em 3.102 para o parametro de densidade de radiacdo. Na literatura

as vezes € mais conveniente reescrever essa expressao na seguinte forma:
Quot = Qr + Q) =1 — Q.. (3.112)

Para um Universo plano €2,, = 0 de modo que desta forma precisamos requerer que {2, seja
diferente de zero para que essa expressdo seja consistente. Isso é chamado de problema da
constante cosmoldgica [64]. De fato, pois basta somarmos o valor da literatura de €2, = 0.31

(Eq. 3.101) com Q25 = 0.69 (Eq. 3.108) e verificar que temos como resultado o algarismo 1.
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Para a constante de Hubble do Pantheon+ SHOES (dados esses que utilizamos nesse
presente trabalho) temos 4 tipos de modelos analisados cujos parametros obtidos estdo reprodu-
zidos na Tabela 3.4. As medidas de Hj sdo em unidades de [km s~ Mpc~!]. E, temos 4 tipos
de modelos investigados pelo Pantheon+ SHOES: FlatACDM que considera como parametros
livre (2, e fixos w = —1 e 3, +824 = 1 (Universo com se¢des espaciais planas dai o nome Flat
que vém do inglés, tal que 2, = 0), ACDM com €2, e 2, livres e w = —1 fixo, FlatwwnCDM
com w e €2y livres e 2y + Q4 = 1 fixo e por fim, Flatwyw,CDM em que w = wq + wy (1 + 2),
Quar, wo, wy livres e Q37 + Qx = 1 [45]. Sendo que w, é um pardmetro da equagdo de estado
da energia escura — para o modelo ACDM temos que w, = 0 [65]. Neste caso ndo temos as
medidas de (). para comparacdo com as nossas estimativas de modo que somaremos 0S nos-
sos resultados, para este pardmetro com €2, = 0.05, e obteremos {2,; € assim, conseguiremos

analisd-los com relagdo aos resultados do Pantheon+ SHOES.

Tabela 3.4: Modelos cosmolégicos e parametros determinados pelo Pantheon+ SHOES com
68% de confianga.

Parametros
Modelos Qs Qpg H, Wo W,
FlatACDM 0.338 £0.018 0.662+0.018 73.4+1.1 -1
ACDM 0.277+0.0564 0.570 £ 0.080 73.3£1.1 —1

FlatwCDM 0.307+39%8 0.693%99%5  72.86799¢ —0.89 4+ 0.13

Flatwow,CDM | 0.3861)55¢ 0.614700%0 7340199  —1.8170%  —0.4719

3.11 COMPONENTES DO UNIVERSO

De acordo com o modelo ACDM o Universo € constituido da seguinte forma aproxi-

mada®? considerando as medidas do Planck [1]:

* 5% de matéria baridnica.
* 26% de matéria escura.

* 69% de energia escura.

32 Alguns trabalhos na literatura também consideram a radiacdo como componente do Universo, entretanto ela
apresenta um valor aproximadamente zero como ja discutimos.
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Nesta secao serd dissertado um pouco sobre essas componentes do Universo.

3.11.1 Matéria Barionica

Como sabemos o Universo é homogéneo e isotropico em grandes escalas e dentro dessa
modelagem, o conteido de energia do Universo ¢ dado em termos de sua densidade. Para
definirmos uma densidade precisamos de uma escala de distancia e por essa razdo, todas as
densidades sdo supostas como dadas na escala de homogeneidade, ou seja a escala de distancia

3. Deste modo, todas as densidades

quando o Universo pode ser tratado como homogéneo
presentes no Universo podem ser tratadas como constantes em qualquer tempo ¢.

O Universo € em sua maioria composto por barions (prétons, néutrons, etc), que por sua
vez formam as estrelas, planetas, galdxias, etc. O conjunto de todos esses objetos celestes é cha-
mado de matéria baridnica. De acordo com o que sabemos esses objetos estdo em movimento,
pois por exemplo, planetas orbitam estrelas e estas orbitam o centro da galéxia.

Ao considerarmos apenas o centro de massa dos objetos dentro de um volume teremos a
impressao, a medida que avangamos para escalas mais altas, que esses objetos se movem cada
vez menos. Ou seja a interpretagdo do movimento desses objetos acaba se tornando irrelevante
em altas escalas. Devido a isso, tratamos a matéria comum na escala de homogeneidade como
poeira em queda livre, onde cada grao de poeira representa um volume grande o suficiente para
que a regido em que ele estd possa ser tratada como homogénea e essa caracteristica nos diz que
os objetos ndo se movem mais um em relacao ao outro. Se tivermos /N objetos com massa total
M dentro de um volume V' num tempo ¢y, entdo num tempo ¢, teremos os mesmos N objetos

com massa total M s6 que agora em um volume V'[a(t)/a(to)]? e isso nos diz que a densidade

inicial \
polto) = 7 (3.113)
se torna num tempo ¢:
. M CL(t0> 3 . a(t()) 3

Essa é uma hip6tese que pode ser testada por meio de observagdes.

3.11.2 Matéria Escura

Na Cosmologia a principal ferramenta capaz de corroborar teorias/hip6teses acerca do
Universo envolve evidéncias observacionais e sdo justamente essas que propuseram a existéncia
da matéria escura, na década de 30, quando foram analisados movimentos orbitais de galdxias
em aglomerados**. Esses estudos apontaram numa velocidade da ordem de dez a cem vezes

maior do que se esperava para as galdxias. Em décadas posteriores novas evidéncias como as

3 As principais discussdes e equacdes das subsecdes referentes as matérias baridnica e escura foram tiradas
do tutorial que pode ser encontrado neste link: https://github.com/NumCosmo/NumCosmo/blob/
master/notebooks/tutorials/DarkEnergyIntro.ipynb

3*Neste aspecto um aglomerado se trata de um actimulo de centenas a milhares de galdxias.
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apontadas na década de 70 pela astronoma Vera Rubin (1928-2016) et al. em suas pesquisas
(ver Refs. [66, 67] para mais informacdes) reforcaram a hipdtese de que existia mais massa no
Universo do que se detectava visivelmente como a de estrelas e planetas, etc. Esse excesso de
matéria foi atribuido a matéria escura [68].

Em principio, o mesmo raciocinio abordado para a matéria barionica poderia ser apli-
cado a matéria escura, porém como nao a vemos diretamente, i.e. ndo conseguimos observa-la
pois esta € invisivel para nds, ndo podemos pressupor que este tipo de matéria estd em movi-
mento em altas ou baixas escalas. Felizmente existem outras maneiras de determinarmos se a
matéria escura é quente, morna ou fria, sendo estes os principais candidatos tedricos para a sua

descricao.

e Matéria escura fria (CDM - do inglés cold dark matter): um dos possiveis candidatos para
a sua formacdo sdo particulas que interagem fracamente chamadas de WIMPS?® (Weakly
Interacting Massive Particles com traducdo literal de Particulas Macigas Fracamente In-
terativas). Os neutralinos sdo o exemplo mais canonico de WIMPS e surgiram da Teoria
da Supersimetria®®, geralmente abreviada como SUSY do inglés supersymmetry. A even-
tual descoberta de um neutralino ajudaria a resolver dois problemas em aberto da Fisica:
caracterizar a composi¢do da matéria escura € comprovar a propria supersimetria, uma
teoria ja bem desenvolvida, mas ainda em busca de comprovacoes experimentais. Em
contrapartida “isto essencialmente ird nos dizer que ha toda uma série de outras coisas
novas 14 fora apenas esperando para serem descobertas” segundo a fisica de particulas
Mariangela Lisanti da Universidade de Princeton [68, 69]. No entanto, atualmente nio
temos qualquer resultado experimental ou uma minima evidéncia de que os neutralinos
existam, e desta forma a formag¢do de CDM ainda permanece como uma incdgnita em

varios trabalhos.

e Matéria escura morna (WDM - do inglés warm dark matter): Se trata da fase entre a
matéria escura fria e quente. Neste caso a matéria escura supostamente seria composta
por particulas neutras, como o gravitino (a superparticula do graviton que sdo os hipo-
téticos portadores da for¢ca da gravidade), e caso fossem detectados seriam um elemento
fundamental para a formulacdo de uma consistente teoria quantica da gravidade [68, 71].
Do mesmo modo que os candidatos para a CDM, temos que o candidato para a WDM, o
gravitino, ainda nao foi detectado, muito menos o graviton sendo que nem existem fortes

indicagdes de sua existéncia além do que pode-se teorizar.

35 As WIMPS teriam entre 1 e 1000 vezes a massa de um préton e interagem uma com as outras apenas através
da forga fraca, que em fisica de particulas se trata da forca responsavel pelo decaimento radioativo [69].

36Segundo a supersimetria cada particula tem um parceiro “super” (com spins diferentes) que de certo modo
ajudaria a preencher algumas lacunas presentes no Modelo Padrdo. Algumas dessas superparticulas, como as refe-
rentes ao féton e ao béson Z, teriam propriedades semelhantes as que poderiam ser calculadas para os constituintes
da matéria escura. Logo isso nos daria um forte pressuposto de que esta poderia ser uma mistura dessas particu-
las supersimétricas. Os neutralinos como superparticulas seriam em teoria as mais faceis de ser encontradas pois
as colisdes dessas particulas devem produzir um grande nimero de pésitrons (particulas de elétrons com carga
positiva usadas em tomografias, por exemplo) de alta energia [70].
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e Matéria escura quente (HDM - do inglés hot dark matter): Segundo a teoria do Big Bang
no inicio o Universo era denso e quente, e isso favoreceu numa abundancia enorme de
densidade de neutrinos, que seriam os supostos candidatos a forma¢do da matéria es-
cura [68]. Apenas os neutrinos que surgiram do Big Bang seriam os responsaveis pela

formacdo dessa matéria.

As evidéncias observacionais atuais favorecem uma matéria escura fria - para uma dis-
cussdo mais completa ver [72]. Assim, a densidade associada a ela se comportard exatamente
como foi discutida com os bdrions, pois tanto os barions quanto as particulas de matéria es-
cura fria interagem fracamente, além do fato de que ambos seriam compostos por um fluido de

pressdo nula®’. Ou seja:

R I

em que peqn(t) é a densidade da matéria escura fria e Mcpy € a massa total de um objeto N
com volume V' composto de matéria escura fria.

Apesar disso tudo a matéria escura ainda permanece um mistério para a comunidade
cientifica. Deste modo, ndo podemos afirmar que elas sio WIMPS ou qualquer outra coisa,
pois ainda nao temos evidéncias plausiveis que nos fornecam uma maior compreensao acerca

dessa matéria abundante em nosso Universo.

3.11.3 Energia Escura

Segundo o glossério presente no site oficial do telescépio Hubble a energia escura é
“uma forca misteriosa que parece funcionar de forma oposta a da gravidade e faz com que
o Universo se expanda em um ritmo mais rdpido”. Antes de prosseguirmos vamos fazer um
apanhado geral de alguns modelos cosmoldgicos, sendo que discutimos os principais na Se¢ao
3.8, afim de contextualizar a importancia da energia escura.

Em 1917, Einstein introduziu uma constante A em suas equagdes relativisticas afim de
propor um modelo cosmoldgico do Universo. Esse foi o primeiro modelo baseado na RG. Nessa
mesma época surgiram outros modelos cosmolégicos baseados na RG, mas com uma diferenca
no que diz respeito a estaticidade do Universo. Para W. de Sitter (1872-1934), Alexander Fri-
edmann (1888-1925) e G. Lemaitre (1894-1966), o Universo estava em expansdo. O modelo
de de Sitter acabou ndo se saindo muito bem pois a ideia de um Universo totalmente destituido
de matéria e radiagdo ndo condizia com a tendéncia atrativa e repulsiva que existia entre a gra-
vitagdo e a constante cosmoldgica, respectivamente, para com a matéria existente no Universo

[29]. Os outros modelos além de explicarem a expansdo formalizavam essa ideia, de tal forma

¥sso quer dizer que o fluido seria composto de particulas em repouso, em outras palavras, paradas. Devido
a essa caracteristica quando o volume, V/, aumenta temos que a densidade, p, diminui. No entanto, o nimero de
particulas permanece o mesmo pois estas estdo paradas.
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que eram mais consistentes com a RG. Apenas em 1929 que o astronomo Edwin Hubble (1889-
1953) formalizou uma lei (Eq. 3.18), na qual estabelece que o redshift de galéxias e supernovas
era causado pela expansdo do espago que era uma propriedade intrinseca deste.

Em 1998, observacdes de Supernovas do tipo Ia validaram a suposi¢do de que o Universo
estaria em expansdo, e mais ainda, que esta ocorria de forma acelerada. Para explicar esse
fendmeno, foi introduzido um componente exético do Universo com pressao negativa chamado
de energia escura. Neste caso a pressdo negativa da energia escura age contra a gravidade, ou
seja, um corpo de maior massa no Universo tende a atrair um corpo de menor massa de acordo
com o que sabemos sobre a gravidade, e neste sentido a energia escura precisaria “puxar’ esses
corpos para que eles ndo sejam atraidos pela gravidade, logo seria como se estivessem sendo
repelidos, mas a verdadeira responsavel por isso € a energia escura.

Atualmente supomos o modelo cosmolégico ACDM onde a energia escura tem equagio
de estado constante com valor w = —1 que € atribuido a constante cosmoldgica A devido ao fato
de que sua densidade é realmente (até onde sabemos) uma constante da Natureza. Em alguns
casos considera-se o0 modelo XCDM para a energia escura onde ela apresenta uma equagao de
estado arbitrdria mas constante. Afim de saber se o MCP est4 certo, os pesquisadores deixam
livre w e o restringem com observacdes e suposicdoes de modo que se o resultado encontrado €
proximo de w = —1, podemos dizer que o MCP ainda € fortemente corroborado. Em contra-
partida se w for um valor negativo menor que este, por exemplo w = —23 (sugestdo do autor,
poderia ser, por exemplo w = —1.5), entdo o MCP pode ser suspeito para descrever o Universo
[73].

Essa expansdo € causada no espaco-tempo. Vamos supor uma analogia: Considere que
temos um baldo vazio e desenhamos pontos neste. Ao enchermos esse balao pouco a pouco
veremos que os pontos desenhados se afastam um dos outros em virtude da expansao do “te-
cido” do baldo. E exatamente isso que ocorre com o nosso Universo, os objetos astrondmicos
e cosmoldgicos estdo sempre se afastando uns dos outros, devido a expansio no “tecido” do
espaco-tempo [74].

Para entender melhor como ocorre a expansao do Universo considere as figuras apresen-
tadas em 3.24 tiradas da producdo audiovisual da Ref. [75]. A grade representa o nosso Uni-
verso onde, neste exemplo, cada aresta corresponde a distancia de 1 Mpc (Figura 3.24(a)). Su-
ponha galdxias a uma distncia de 1Mpc uma das outras em um tempo ¢ = Os (Figura 3.24(b)).
A expansdo do Universo ndo altera a posi¢ao das galdxias, e deste modo, quando ela ocorre
neste exemplo, as galdxias parecem estar se afastando uma das outras e, de fato a distincia
entre elas aumenta, embora nenhuma tenha mudado de posi¢do. Na Figura 3.24(d) o tamanho
das arestas passa a ser de 1.5 Mpc e neste caso a primeira galdxia a direita pareceu se afastar
da galédxia central com uma distancia de 1 Mpc enquanto que a segunda galdxia da direita para
esquerda aparentemente se afasta da galaxia central a uma distancia de 0.5 Mpc. Essa aparéncia
de deslocamento é governada pela lei de Hubble, que neste exemplo, em particular nos diz que

a velocidade de afastamento por segundo € proporcional a distancia das galdxias por um fator
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de 0.5 [75]. Matematicamente:

v = 0.5dy, (3.116)

onde d; € a distancia inicial da galdxia com relag@o a outra.

(a) Tamanho das arestas na condigdo inicial. (b) Galéxias na condigfo inicial ¢ = 0's.

(c) Expansdo do Universoem ¢t = 0.5 s. (d) Universoemt = 1 s.

Figura 3.24: Representacdo da expansao do Universo. Fonte: Canal D-Dimensdes.

Apesar da expansao ser fortemente provada com observacgdes, ainda ndo sabemos o que
¢ a energia escura. O modelo ACDM nos diz que a energia escura € a constante cosmoldgica,
no entanto, € uma afirmacao apenas com intuito de validagdo do modelo. Tanto que existem
outros modelos que propde outras interpretacdes para essa componente, como o CDM que a
considera um campo escalar ¢, também chamado de quintesséncia. Uma coisa € certa, essa €
uma componente que permeia todo o Universo, mas ainda faltam evidéncias para que possamos
tomar a liberdade de definir exatamente o que compde a energia escura e assim, determinarmos

a sua verdadeira natureza.

3.12 RECONSTRUCAO DA EQUACAO DE ESTADO DA ENERGIA ESCURA

Antes de entrarmos em detalhes sobre a reconstru¢do da equagdo de estado da ener-
gia escura w(z) vamos entender um pouco sobre o que seria uma equagdo de estado em seus
detalhes, bem como o método de reconstrucdo, para sé entdo aplicarmos esses conceitos na

componente do Universo que estamos interessados, a energia escura.
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3.12.1 Equacio de estado

Quando estudamos a matéria podemos relacionar o estado em que ela se encontra (s6-
lido, liquido ou gasoso, por exemplo) em termos de quantidades termodinadmicas, como o nu-
mero de mols n, a pressdo P, o volume V' e a temperatura 7. Essas quantidades sdo chamadas
de varidveis de estado, pois podem variar de um estado para outro em diferentes sistemas. Deste
modo, varidveis que descrevem o estado de um sistema sdo chamadas de varidveis de estado e
as equagdes que se relacionam com esses estados sao chamadas de equacdes de estado [76].

A matéria, na natureza, pode se apresentar de duas formas: como uma substincia pura
ou como uma mistura. Estas duas formas, por sua vez, podem ser subdivididas em outras duas

classificagdes principais como mostra o diagrama na Figura 3.25.

SIMPLES
—{ SUBSTANCIAS
COMPOSTAS
MATERIA I_
HETEROGENEAS
—  MISTURAS
HOMOGENEAS I

Figura 3.25: Classificacdo da matéria.

As substancias puras ou simplesmente substancias sdo formadas por apenas um tipo
de constituinte (dtomo, molécula, etc) e possuem pontos de fusdo e ebulicdo constantes a uma
dada pressao, além de uma densidade bem definida, em determinada pressao e temperatura. Por
exemplo a dgua. Podendo ser formadas por dtomos de apenas um unico elemento (simples) ou
por dtomos de mais de um tipo de elemento (compostas) [76].

J4 as misturas sdo formadas por duas ou mais substancias puras de modo que essa ca-
racteristica faz com que tenham densidades variantes. Deste modo elas podem ser homogéneas,
pois apresentam uma unica fase, ou heterogéneas apresentando duas ou mais fases [76].

Apesar de em principio o estado de uma substancia pura ser especificado quando sabe-
mos os valores de n, V', p e T', foi estabelecido experimentalmente, que basta especificarmos
apenas trés dessas varidveis para analisarmos o estado de um determinado sistema. Realmente
¢ um fato experimental que a aproximagao termodinamica descreve bem vérios fendmenos ma-
croscopicos independentemente de suas caracteristicas microscopicas. Assim, cada substancia

pode ser descrita por uma equacao de estado que relaciona 4 varidveis termodindmicas. A forma
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geral de uma equacao de estado € do tipo [76]:
p=f(T,V,n). (3.117)

Essa equagdo nos diz que se conhecemos os valores de n, T e V' (varidveis de estado), entdo a
pressao p tem um valor fixo. No Universo cada substancia € descrita por sua propria equagao de
estado, mas a forma explicita da equacdo é conhecida em apenas alguns casos. Em principio,
poderiamos fazer isso com qualquer sistema [76].

A equacio de estado mais simples que conhecemos é a chamada lei do gés ideal ou equa-
cdo de Clapeyron, que faz exatamente o que queremos, relacionar a pressdo p com o nimero de

mols n, a temperatura 7' e o volume V':

nRT

p=f(T,V,n) = T (3.118)

em que [ € a constante universal dos gases [76].

Nesse aspecto, se os graus de liberdade relevantes da energia escura podem ser descritos
por um fluido barotrépico, entdo naturalmente podemos fazer essa modelagem associando a ela
variaveis de estado e, consequentemente, uma equagdo de estado, deixando em aberto, no nosso

trabalho, apenas o parAmetro w(z) que representa a equagdo de estado da energia escura.

3.12.2 A Fisica no método de reconstrucao

Quando falamos de reconstru¢@o na Fisica, estamos querendo falar sobre a operacao
de construir quantidades fisicas a partir de dados brutos®® coletados em experimentos e/ou si-
mulagdes. Como um processo de software podemos entender a reconstrucao como sendo o
procedimento de redu¢do de dados, satisfazendo de certa forma as exigéncias envolvidas com a
andlise de dados.

A reconstrugdo também possui grande aplicabilidade em outras dreas. Por exemplo, no
trabalho de especialistas em andlises de crimes, que usam os dados brutos coletados em cenas
de crimes na reconstrugdo de curvas referentes as taxas de criminalizagdo, como a ocorréncia de
crimes. Ela também pode ser usada na reconstru¢do de um acidente, por exemplo, pois assim
os especialistas conseguem ter um melhor entendimento sobre como ele ocorreu, quando as
evidéncias nio sdo, por si sO, suficientes para esclarecer as causas do acidente (a sequéncia que
ele ocorreu) e assim, determinam os fatos do evento da maneira mais exata possivel [77].

Para se ter uma ideia do quanto a reconstrucao € aplicdvel, temos dreas dedicadas apenas
a reconstrucdo de acidentes em grandes empresas de produgdo de automdveis como a acidento-
logia, que surgiu com o objetivo de se caracterizar o acidente no que diz respeito a sua natureza,

forma de ocorréncia, como, onde e quando ocorreu, entre outros fatores. Temos também a

3Dados brutos sdo informacgdes brutas obtidas em primeira mdo. Em outras palavras, sdo dados que nio estio
organizados em sua totalidade e que foram obtidos com o intuito de se estudar os seus sumdrios estatisticos,
responsaveis por nos dizer algo sobre tais conjuntos de dados.
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acidentometria. que se preocupa em estudar por meio de modelos matemdticos as varidveis
envolvidas nos acidentes como meio de criar métodos de prevencao para estes. A reconstru¢cao
de acidentes se faz necessdria sempre que nao houver um consenso entre as partes envolvidas
no evento [77].

No ambito da Cosmologia, que é o nosso maior interesse, o método de reconstrucao
serve, por exemplo, na reconstrucao do perfil de densidade de um aglomerado que atua como
lente gravitacional — o aglomerado que desvia a luz das galdxias de fundo. Deste modo, pode-
mos inferir a massa a partir do desvio que esta causa na luz proveniente das galdxias.

No nosso caso, empregamos a reconstru¢@o na equagdo de estado da energia escura w(z)
no que tange uma abordagem paramétrica e independente de modelo para essa funcgdo.

Podemos imaginar alguns cendrios para entender as possiveis maneiras de se fazer Fi-
sica, e assim compreender melhor o que seria a reconstrucao.

Pegue como exemplo um cientista realizando um experimento em laboratorio: ele vai
fazer repeticOes de seu experimento, onde cada uma dessas pode ser representada por pontos em
um gréafico. Temos entdo este grafico, com eixo de abscissas x, onde se localizam as medidas do
experimento, com uma boa precisao, e temos o eixo das ordenadas y, que representa o fendmeno
medido. Suponha agora que para este experimento também temos um modelo tedrico, de onde
conseguimos tirar uma fenomenologia. Ou seja, esse modelo nos diz como que o fendmeno
observado vai se comportar. Sendo, por exemplo, representado por uma funcdo quadratica
também conhecida por pardbola.

Um ponto a se observar € que ao realizarmos o experimento as medidas do fendmeno
em y sdo feitas sabendo que nosso instrumento € falho, isto €, sabemos que ele erra e também
como e quanto ele erra. Deste modo, ao saber de todas essas caracteristicas em meu instru-
mento, temos capacidade para entender que o erro experimental se dard por uma varidavel do
tipo gaussiana, e que ela possui uma variancia fixa.

O trabalho do experimentador consiste em se pegar a equagdo da pardbola, apresentada

de forma explicita, cujo eixo € paralelo ao eixo Oy, por [78]:

y = ax® + bz +c, (3.119)

onde a, b, e c sdo constantes e x sdo as medidas experimentais, e neste caso, fitar’® 3 parAmetros
representados pelas constantes, temos ainda o modelo tedrico que nos restringe a pardbola, e
1sso acarreta em apenas 3 graus de liberdade, que antes eram infinitos. E, o mais importante,
sabemos o sumadrio estatistico dos dados, uma vez que a diferenca entre a teoria e os dados
tem que ser uma varidvel gaussiana. Com isso em mente, podemos plotar®® o gréfico, ajustar

0 nosso 2, encontrar os melhores estimadores para os parAmetros a,b € ¢ € assim 0 nosso

3Essa palavra, fitar, ¢ muito usada em anélise de dados, e vém da palavra em inglés fit (tradugdo literal: ajustar),
que é um verbo [79], e significa, em nosso contexto, ajustar um valor adequado aos pardmetros correspondentes
da pardbola.

400utra palavra muito utilizada em andlise de dados. Plotar, segundo o Diciondrio Eletronico Houaiss, se trata
de uma adaptacdo em portugués do verbo inglés to plot e significa, em nosso contexto, fazer um gréfico.
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problema estaré de certa forma resolvido — isso € o que em principio estamos pressupondo.

E importante ressaltar que estamos resolvendo o problema dada todas as nossas escolhas
iniciais, tedricas e experimentais. Neste caso serd que realmente o erro do nosso instrumento
de medida € uma varidvel do tipo gaussiana com variincia fixa? Serd que de fato, a classe
de modelos de pardbolas € suficiente para descrever os dados? Estas sdo algumas perguntas
que podemos nos fazer a mais sobre tais estudos. Também € notdvel que existem situacdes mais
extrapoladas ainda, onde ndo temos nem mesmo uma justificativa tedrica para afirmarmos que o
nosso modelo é uma pardbola, uma reta, ou qualquer outra curva, pois muitas vezes nao teremos
informacdes suficientes sobre o nosso instrumento que pode ndo ser um mero aparelho. De
fato, na Cosmologia um instrumento € uma sequéncia enorme de procedimentos que envolvem
instrumentos fisicos e escolhas tedricas (ainda observacionais).

Um exemplo disso € o mapa CMB como mostrado na Figura 3.16, que foi observado
pela sonda espacial Planck. Muitas vezes, o cosmdlogo observacional, olha para esse mapa e
pode pensar que de fato este € o mapa que o Planck mediu. Essa afirmacdo nao € totalmente
correta, pois o Planck € um aparato que ndo olha o céu como um todo mas sim um ponto em
particular. Deste modo, quando ele aponta em direcdo a um ponto no céu acaba absorvendo
todos os fotons provenientes dessa mesma direcao de tal forma que cada detector do Planck ird
medir faixas de frequéncias especificas.

Os detectores do Planck sdo uma espécie de interferdmetro*! que apontam para duas
direcdes distintas no céu, onde em cada uma dessas, teremos fotons de diferentes intensidades.
Ap06s detectarem essas intensidades elas serdo convertidas em escalas de temperatura e assim,
o Planck consegue medir a diferenca de temperatura entre cada uma das dire¢des. Assim que
mede um ponto no céu a sonda faz um giro, pois ela estd em uma Orbita e por consequéncia
0 aparato ira girar de acordo com o movimento orbital. Assim, ele faz uma medida de outro
ponto usando o mesmo procedimento e assim ele constréi faixas com uma certa grossura, que
vao se complementando para a formacao do mapa final da CMB. Claro que essa operagdo é
repetida vérias vezes para um acimulo de sumaérios estatisticos de cada dire¢do do céu. Além
disso temos outros fatores, como a Terra no meio das medidas, pois o Planck tera que realizar
um giro sobre esta antes de medir todo o céu. O primeiro experimental recebe a chamada série
temporal que se trata da temperatura que o Planck estava medindo em um tempo ¢ quando ele
apontava numa determinada direc¢ao, levando em consideragao todas as correc¢des relativisticas,
pelo fato da sonda estar numa 6rbita fora da Terra, por exemplo. Além disso a direcdo depende
da calibrag¢do da sonda na 6rbita. Ele precisa incorporar todas essas informagdes de tal modo que
elas possam ser traduzidas em um mapa. Nesse momento, temos interesse nos possiveis erros
que os instrumentalistas cometeram quando fizeram uma medida, que era de fato, uma medida

de duas direcdes do céu, num certo instante de tempo, num certo ponto da 6rbita e, a partir disto

410 High Frequency Instrument, HFI, e o Low Frequency Instrument, LFI, que sdo bem sensiveis e foram
projetados para medir, respectivamente, a radiagdo difusa que permeia o céu na faixa de frequéncia de 84 GHz a 1
THz (comprimento de onda entre 3.6 e 0.3 mm), e microondas na faixa de frequéncia de 27 a 77 GHz (comprimento
de onda entre 11.1 e 3.9 mm) [80].
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tentar interpretd-los no erro final, que € representado por um bin onde é acumulado todas as
medidas do mesmo ponto do céu. Nao € nada ficil mantermos um relatério final sobre todas
as influéncias que a medida sofreu e se conhec€ssemos o sumadrio estatistico de todas bastaria
considerarmos todas essas estatisticas de forma que poderemos dizer o erro exato obtido em um
particular ponto do céu.

Toda essa discussdo foi exposta como modo de exemplificar que no mundo real, muitas
vezes, teremos uma segunda teoria em nosso problema, que € a teoria do erro. Deste modo,
precisaremos desenvolver modelos tedricos, fenomenolégicos, usufruir muito do teorema do
limite central (que entramos em mais detalhes na Secdo 5.7) para a andlise de dados. Em
outras palavras, toda a fisica do nosso problema, terd uma teoria da fisica por trds do que de
fato queremos entender e uma modelagem dos erros nos instrumentos, ou seja da maneira que
tentamos chegar na fisica do problema. A partir disso tentamos reconstruir o mais préximo

possivel, usando técnicas de reconstrucdo, o que os dados nos dizem a respeito da fisica.

3.12.3 Abordagem paramétrica, ndo-paramétrica, dependéncia e independéncia de mo-
delo

Na Cosmologia era/é muito comum fazer uma confusdo entre dois termos distintos, que
sdao a independéncia de modelo e modelo nao-paramétrico. O artigo [81] disserta um pouco
sobre tais jargdes usados na drea da Cosmologia, Astrofisica e Estatistica.

Um modelo pode ter uma abordagem paramétrica, onde impomos uma distribui¢cdo
de probabilidade para os dados. Em outras palavras, quando usamos um modelo matematico
para relacionar um certo valor da varidvel em estudo com a sua probabilidade de ocorréncia
estamos adotando uma abordagem paramétrica. Caso contrério, se trata de uma abordagem
nao-paramétrica, pois usamos os dados para reconstruir sua propria distribui¢ao de probabili-
dade. Um exemplo seria dizer que certo conjunto de dados se comporta como uma distribuicao
gaussiana a priori (abordagem paramétrica). Se ndao podemos afirmar como tal conjunto se
comporta de antemao, entdo trata-se de uma abordagem ndo-paramétrica.

Consequentemente apos adotarmos uma dessas abordagens, o unico problema que nos
resta € determinar a curva da teoria, que pode ser dependente ou independente de modelo. No
primeiro caso, escolhemos uma fun¢do a priori, como a func¢do quadratica, para representar os
dados e no segundo caso, usamos os dados para determinar a fun¢do que melhor os representa.

Com o objetivo de entender melhor o uso dessas conotagdes, vamos analisar em quais
situacdes podemos usar tais termos.

Inicialmente vamos supor uma abordagem paramétrica a qual conhecemos os sumarios
estatisticos do nosso instrumento de medicao e por alguma razao sabemos que essas medi¢des
sdo representadas por uma distribuicdo gaussiana, pois temos maneiras de determinar isso a
priori. Em contrapartida a isso, ndo temos nenhuma ideia acerca do nosso modelo tedrico,
tendo apenas pontos num grafico, por exemplo. Neste caso, sabemos onde estdo localizados

tais pontos e suas respectivas barras de erro. Se ndo temos uma teoria para explicar os dados o
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que podemos fazer € “chutar” alguns palpites e analisar qual o melhor que se ajusta aos dados.
Basicamente esse seria o pressuposto basico de toda teoria fisica, pois alguém sempre comeca
com palpites sobre o que ocorre em fendmenos naturais. Em resumo, se ndo temos nenhum
embasamento tedrico, entdo nao temos outra alternativa além de comecar “chutando” a teoria.

Em outro caso, podemos tentar reconstruir o nosso modelo. Esse é o chamado método de
reconstru¢do. Ao invés de pressupormos que o nosso problema se comporta como uma fungao
quadratica, uma reta ou outra curva, nds estaremos interessados em dizer apenas 0 minimo
possivel sobre os meus dados. Isso parece ser uma extrapolac¢io, pois 0 minimo possivel pode
ser representado por qualquer fun¢do. Entretanto se ndo colocamos nenhuma restricao sobre o
termo “qualquer fun¢do”, além do fato de que ela é uma fungdo que leva reais em reais, podemos
entdo dizer que qualquer funcao € uma colecao de infinitos pontos. Se ndo dizemos nada sobre
a funcdo, logo ndo podemos nem mesmo afirmar que ela € continua, por exemplo, e os pontos
podem ser todos descontinuos de forma que esses infinitos pontos ndo terdo nenhuma conexao
plausivel entre si graficamente.

Para contornar isso, precisamos fazer algumas consideracdes sobre o nosso problema.
Uma delas seria esperar que a fungdo seja continua. Exceto no caso em que existe alguma
caracteristica peculiar no objeto fisico em andlise, € dificil imaginarmos um fendémeno que
nao age de forma continua na natureza. Por exemplo, digamos que uma bolinha seja solta
de uma determinada altura h, devido a gravidade, sabemos que ela terd uma aceleracio igual
a g de modo que sua velocidade deve ser aproximadamente constante em todo o percurso,
desprezando-se a resisténcia do ar. Assim dizendo, a bolinha ndo terd uma velocidade vy # v,
em um intervalo particular desta trajetdria, representado por b na Figura 3.16. A Fisica ndo
permite tal particularidade, pois nesse intervalo ainda temos uma aceleracdo igual a g.

@

g‘ h b < b <

- ~_1
@

- L 1 i

Figura 3.26: Representacdo de um experimento no qual soltamos uma bolinha de uma certa
altura e esta apresenta uma velocidade descontinua em seu percurso no trajeto delimitado por b.
Fonte: Autor.
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De certa forma comec¢amos a fazer uma modelagem, onde tentamos colocar 0 minimo
possivel. Quando supomos que a funcdo que representa o nosso fendmeno é continua, espera-
mos que nao exista grandes variacdes em pequenas escalas. Ou seja, ndo esperamos que exista
varias oscilacdes, da ordem de trilhdo, por exemplo, entre medidas feitas em um intervalo pe-
queno. Nesse intervalo nao esperamos curvaturas muito altas.

Neste aspecto, quando estamos fazendo a modelagem da reconstrucdo de certo feno-
meno fisico, precisamos exigir o minimo de hipéteses tedricas, que geralmente so irdo tangen-
ciar a matematica do problema, e a partir disto tentamos encontrar uma estrutura matematica
que descreva uma classe enorme de fungdes que possuam tais pré-requisitos. Essa € a definicdo
de modelagem independente de modelo, como ja mencionamos. Grosso modo, este € um termo
usado inapropriadamente para este caso, pois de certo modo estamos supondo que a fun¢do que
representa os meus dados é suave/continua, que elas ndo t€m curvaturas grandes em pequenas
escalas. Mas € isso o que queremos dizer quando falamos em andlise independente de modelo.

Ao mesmo tempo, existem situacdes onde temos um escopo tedrico muito bem desen-
volvido, ou seja, entendemos muito bem a teoria do problema e sobre a curva que o representa.
No entanto ndo podemos dizer nada acerca dos erros e assim, necessitamos de alguma teoria
para descrevé-los. Esse procedimento € o que abrange a chamada abordagem ndo-paramétrica.
Este € um termo usado em textos estatisticos.

Se de certa forma queremos minimizar a influéncia humana nos resultados cientificos,
entdo estaremos interessados em uma abordagem ndo-paramétrica e independente de modelo.
Neste caso estamos interessados em descobrir a partir dos dados qual a estatistica que estes
representam e a0 mesmo tempo também queremos extrai deles a fisica por trds dos seus erros.
Obviamente isso € muito dificil de se fazer quando ndo temos dados suficientes para a mode-
lagem. Em algumas édrea da Fisica isso ndo € um problema, pois se conseguimos repetir um
experimento muitas vezes de diferentes formas, entdo simplesmente acabamos com esse empe-
cilho. A reconstru¢do, neste caso em particular, fica evidente devido a abundancia de dados que
deixam as barras de erro o menor possivel, 0 que ocasiona na ndo necessidade de argumentos
matematicos para reconstruir a fisica do problema. Basta observarmos a disposi¢ao dos dados
graficamente para estimar a curva que melhor se ajusta a eles, isso tudo devido as suas pequenas
barras de erro*?.

Na Cosmologia, como ja mencionamos somos limitados experimentalmente de modo
que ela é mais observacional do que experimental. Claro que tentamos, ao maximo, fazer
Cosmologia da forma mais cientifica possivel. Nesse contexto, sob o PC, sabemos que se
observarmos regides diferentes do Universo, obteremos realizacdes diferentes de uma mesma
estatistica. Nao conseguimos repetir experimentos devido a varidncia césmica. Pois temos uma
certa escala do Universo onde ndo conseguimos realizar uma repeti¢io de modo que a variancia

¢ muito grande, podendo ser considerada infinita. De fato, a realizacdo de um dado de uma

“Um exemplo pritico provém dos grificos de barras de erro do Planck, que sio tdo pequenos que é ficil ver,
quase que instantaneamente, a curva fisica caracteristica do problema.
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distribuicdao é compativel com qualquer distribui¢do, e isso nos diz pouca coisa sobre 0 nosso
objeto de estudo.

Afim de esclarecermos ainda mais essa afirmacdo considere a Figura 3.27 para a dis-
cussdo que iremos abordar. Suponha uma certa estatistica de distribui¢cdo de densidade de gés
dentro de uma caixa e que ela apresenta flutuacdes e variagdes. Supondo, por alguma razdo,
que sabemos que o gis se espalhou de forma a ser estatisticamente igual em todas as por¢des
da caixa vamos supor que somos incapazes de recriar tal caixa, isto €, ndo conseguimos repetir
o experimento. No entanto se supormos que existe uma homogeneidade estatistica, um cubo
grande corresponde a N realiza¢des de um cubo pequeno que preenchem a mesma escala desse
cubo grande. Do ponto de vista estatistico podemos usar o conceito de ensemble com leves al-
teracOes. Assim, apesar de sermos incapazes de entender o que ocorre nessa caixa, por que nao
temos a liberdade de repeticdo do experimento, podemos separar pequenas por¢des da mesma,
em cubos, por exemplo, onde em cada um desses temos uma representacao da estatistica da
caixa dentro da escala de um cubo pequeno. Assim podemos dizer que esses cubos representam
um ensemble de um mesmo cubo. Isso € vidvel, por que a estatistica dentro de cada cubo € igual,
por hipétese. Deste modo, todos os cubos serdo as repeticdes do experimento em grande escala.
Claro que se quisermos estudar a fisica no tamanho da caixa em si isso ndo € possivel, pois ndo
poderemos repetir o experimento. O maximo que podemos fazer é dividirmos a caixa em duas
outras com mesmas proporcoes, de modo que teremos uma estatistica usando dois pontos.

Essa analogia s6 € possivel se supormos que o que acontece dentro do cubo da figura
¢ homogéneo estatisticamente. Essa suposicdo nos diz que estatisticamente o que acontece
em uma das arestas do cubo € equivalente, estatisticamente, a0 que acontece em outra de suas
arestas. Neste sentido, além do fato de que a média da matéria tende a zero no Universo, para
este ser supostamente tratado como homogéneo, temos que, estatisticamente, o que acontece
em uma regidao do Universo é compativel com o que ocorre em outra.

Nessa discussao fica claro que o nimero de repeti¢cdes de um experimento diminui com
o aumento do nimero de escala deste. Em contrapartida, o nimero de repeti¢cdes aumenta
quando diminuimos a escala do experimento. Essa constatacao estendida para a Cosmologia é
a chamada variancia césmica, como ja discutimos.

O uso mais difundido desse termo se refere ao fato de que as medigdes sdo afetadas
pela estrutura césmica em grande escala, de tal modo que uma medida de qualquer ponto do
céu pode diferir de uma medida de outro ponto do céu por uma quantidade que pode ser muito
maior do que a variancia da amostra. Para uma discussdo mais detalhada ver [82].

Na Cosmologia, tudo o que estd no limite do raio de Hubble, que € até onde se estende
o Universo observdvel, ndo pode ser repetido. Se de certo modo, nessa regido tiver uma ano-
malia estatistica consequentemente esta ndo serd percebida, pois ndo conseguimos distinguir
fisica de anomalia estatistica em grandes escalas. Suponha por exemplo uma reta perfeita, e no
final desse grafico temos um outlier muito distante da reta, mas com uma barra de erro muito

pequena, e que esteja digamos a 30 de distancia, ou seja com menos de 1% de chances de ser
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Escala maior Escala menor
Repeti¢oes Repetigoes
Diminuem Aumentam

Figura 3.27: Representagdo de uma caixa dividida em outros 4 subsistemas. O numero de
repeticoes aumenta de acordo com a diminuicao da escala. Fonte: Autor.

apenas uma mera variagdo estatistica. Apesar disso, somos impossibilitados de repetir o expe-
rimento, e desta forma podemos concluir infinitas coisas diferentes a respeito desse dado. Essa
caracteristica é tdo comum e abrangente na comunidade cientifica que existem dreas inteiras
na Cosmologia dedicadas ao estudo de flutuacdes estatisticas em grandes escalas, supondo que
essas flutuacdes possam representar uma fisica completamente ou parcialmente diferente da ja
existente. Em compensacao existe toda uma gama enorme de cosmoélogos que consideram essas
flutuacdes apenas uma mera flutuagdo estatistica sem interesses praticos ou tedricos para seus
estudos em Cosmologia.

Essa limitacdo na Cosmologia nos mostra que nunca seremos capazes, pelo menos nao
em todas as areas, de fazer uma andlise independente de modelo e ndo-paramétrica. Claro que
1sso ndo significa que essas ferramentas ndo possam ser uteis em vdarias dreas especificas da

Cosmologia e em certos problemas.
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4 DADOS OBSERVACIONAIS

Nesta se¢ao discutiremos sobre os dados observacionais usados em nossa reconstru¢ao
da equacdo de estado da energia escura.

Como a energia escura ndo € um observavel direto precisamos de outras quantidades
para estimar w(z). Entre os diversos meios de medirmos os efeitos da energia escura na evolu-
cdo do Universo, temos as medidas de Supernovas do tipo Ia (SNe Ia), responsaveis pela des-
coberta da expansdo acelerada do Universo [83, 84], as oscilagdes acusticas de barions (BAO)
e os crondmetros cosmolégicos (CCH).

A partir da reconstru¢do de w(z) obtemos todas as quantidades necessarias para a cons-
trucdo das verossimilhancas para cada caso. A verossimilhanga, também chamada de likelihood,
¢ um objeto basico de estatistica que nos fornece a probabilidade de um conjunto de dados ob-
servados D dado um modelo. Assim ela pode ser considerada uma funcao do préprio modelo.
Quando realizamos um experimento, estamos interessados em usar os dados para uma inferén-
cia estatistica sobre o0 modelo fisico subjacente. Isso envolve uma hipétese H, a teoria em si,
que pode ser por exemplo, um conjunto de parametros de um certo modelo, ou a validacao do
proprio modelo. Se o modelo € definido em termos de um conjunto de pardmetros @, entdo
temos [85]:

£(8) = p(D|6), @.1)

em que L é a funcdo de verossimilhanca. Grosso modo a verossimilhanca pode ser pensada
como a comparacao entre os resultados observados e os resultados obtidos com a reconstrugado.
Entramos em mais detalhes a respeito da verossimilhanca na Subsecdo 5.7.1.

Dividimos esse capitulo em duas etapas para cada observavel cosmoldgico sendo que
houve uma implementa¢do de dados mais recentes e/ou em maior quantidade de uma etapa
para outra. Além disso, na 1* etapa estivamos calibrando a nossa reconstrucao de modo que
constatamos, com a 2* etapa, que ndo tinha uma maneira ficil e consistente de prosseguirmos
utilizando os observaveis de distance priors da CMB, devido ao fato de que estes observaveis
dependem fortemente de modelo da CMB. Assim, abandonamos a ideia inicial de usarmos
redshifts altos, restringindo o nosso modelo de 0 < z < 1080 para 0 < z < 3.0 da 1* para a 2*
etapa. Essa restricdo so foi possivel também por que a implementa¢do dos novos dados de SNe
Ia, BAO e CCH era por si s6 suficiente para restringir o nosso modelo em baixos redshifts. Os
observaveis cosmoldgicos da 2% etapa também sido os mesmos usados na 3 etapa, bem como o
mesmo intervalo de redshift. As principais caracteristicas dessas etapas sdo mostradas de forma
mais clara na Tabela 6.2 da Sec¢do 6.1.

Os dados observacionais apresentados nesse capitulo foram implementados como ob-
jetos na biblioteca NumCosmo. Todos os dados supomos que apresentam uma distribuicao de

probabilidade normalmente distribuida. Sendo que nesse contexto estamos usufruindo do teo-
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rema do limite central tal que a distribuicdo amostral da média de uma determinada estimativa
também € normalmente distribuida, independentemente do tamanho da amostra. Ou seja, to-
das as nossas estimativas também tendem a se distribuir como uma gaussiana devido a essa
suposi¢cdo. Entretanto, existirdo algumas circunstincias na reconstru¢do em que a distribuicao
probabilidade dos dados pode nao apresentar uma distribuicao gaussiana. Por isso, nem sempre
essa aproximacao € boa para andlises, mas como um primeiro método, conseguimos analisar as
regides de confianca do modelo com grande precisdo. Retornaremos a essa discussdo com mais
detalhes na Secao 5.7.

Dividimos este Capitulo em duas Subsecdes para cada observavel: 1% etapa e 2* e 3*

etapas.

4.1 DADOS DE SUPERNOVAS DO TIPO IA

As Supernovas do tipo Ia, abreviadas para SNe Ia, com acronimo do inglé€s Supernovae e
Ia representando o seu tipo de classificacdo, sdo observaveis cosmoldgicos usados em medidas
de distancias no Universo. Elas desempenharam um papel crucial para o descobrimento do
Universo em expansao acelerada, o que acarretou numa mudanca de paradigmas na Cosmologia
Moderna. Foi justamente as observagdes de SNe Ia que renderam a Saul Perlmutter, Adam Riess
e Brian Schmidt o prémio Nobel em Fisica de 2011, apesar dessas terem sido realizadas alguns
anos antes, em 1998, validando a suposi¢do de que o Universo estaria em expansdo acelerada
[83, 84].

A andlise de Supernovas teve inicio com os trabalhos de Hubble. Em 1929 Hubble ob-
servou que quanto maior o redshift de um objeto, maior serd a sua velocidade de afastamento
com relagdo a um observador na Terra e mais ainda, sua distancia também serd maior. Ele anali-
sou estrelas varidveis, chamadas de Cefeidas, para obter distancias de luminosidade em funcao
do redshift. Essas estrelas apresentam a peculiaridade de uma luminosidade proporcional ao
periodo de oscilagdo da prépria luminosidade!, assim pode-se calcular a luminosidade média
desses objetos. No entanto, Cefeidas ndo sdo observaveis além do Grupo Local de galédxias e
para obter informacdes de luminosidade mais distantes, usando essa mesma abordagem, preci-
sarfamos de uma classe de objetos ou eventos astronOmicos muito mais brilhantes. Para tal ficou
evidenciado que Supernovas seriam o principal objeto de andlise para medidas de distancia de
luminosidade [40].

Uma Supernova € uma explosdo decorrente do estdgio final da evolugdo de estrelas ou
um sistema de estrelas. Uma estrela, como o Sol, ndo serd uma Supernova, justamente pelo fato
de que ele ndo tem massa suficiente para transformar o carbono em oxigénio e gerar a explosio?

[88]. As Supernovas sdo classificadas de acordo com os seus espectros e curvas de luz. Em par-

'Essa propriedade foi descoberta por Henrietta Leavitt [86, 87].
ZEstudos apontam que no seu estdgio final ele se transformard em uma gigante vermelha, até que comece a
encolher e se transforme em uma ana-branca, antes de restar apenas uma nebulosa [88].
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ticular estamos interessados nas Supernovas pertencentes ao tipo® Ia, que apresentam espectro
de linha de silicio II (uma vez ionizado), devido ao fato de que elas sdo explosdes termonucle-
ares de ands brancas que apresentam uma massa abundante* o que faz com que suas explosdes
sejam similares entre si, sendo mais facilmente observadas, coisa que ndo ocorre com outros
tipos de Supernovas [40].

Atualmente existem alguns grupos dedicados ao estudo das SNe Ia e o seu empenho,
sem sombras de duvidas, proporcionou um avanco extraordindrio para a atual compreensao
do Universo. A partir desses objetos conseguimos determinar medidas de distancia chamadas
de escadas de distancia césmica, cuja abordagem tradicional de medidas engloba paralaxes,
Cefeidas, SNe, TRGB, etc.

Usualmente, na literatura, ¢ comum referenciarmos o termo vela padrdao as SNe. Isso
se deve ao fato de que supostamente elas explodem sempre com a mesma magnitude, o que
nao ¢ bem uma verdade. Vamos entender melhor essa afirma¢dao com uma pequena discussao:
A SNe explode, e depois de um certo tempo (questdo de dias) o brilho tem um auge de sua
intensidade e comeca a diminuir. Se temos uma vela hipoteticamente perfeita (que nao derrete,
nao perde o tamanho do pavio nem nada, permanecendo a mesma vela sempre) toda vez que a
acendemos sabemos que ela ird emitir a mesma quantidade de luz — isso € o que chamamos de
vela padrdo. A luz emitida a partir de um ponto apresenta uma frente de onda do tipo esférica. E
um fato experimental que a intensidade do brilho cai com o quadrado da distancia que pode ser
interpretado como a drea esférica que representa a frente de onda. Em outras palavras quanto
mais perto do centro de emissao da luz mais brilhante ela serd, pois a intensidade da luz € maior
devido a uma drea menor e mais ainda, a luz se conserva e por isso em dreas maiores ela parece
menos intensa apesar de que nenhuma informacao sobre a luz foi perdida no caminho. Deste
modo, se sabemos quanta luz existia na emissao e quanta luz € observada ao se analisar parte
dessa frente de onda conseguimos estimar o quanto de luz existe na frente de onda inteira, pois
supomos que a quantidade de luz é a mesma em todas as dire¢des dessa frente de luz, bem como
conceitos de isotropia. E como a luz se conserva, se conseguimos determinar os parametros de
interesse em uma frente de onda, sabemos que teremos a mesma quantidade em outra frente
de onda. Neste caso elas podem ser usadas como velas padrido para medidas de distancias do
Universo pois a0 medirmos o qudo brilhantes elas aparecem no céu, podemos inferir a que
distancia estdo. Isso é semelhante a uma vela padrao que parece mais fraca a distancias maiores
(ilustragdo a esquerda).

No entanto, o termo vela padrdo € bem extrapolado para o que realmente ocorre. Na
verdade foi descoberta uma relacdo empirica, i.e. ndo deduzida de primeiros principios, em que
existirdo circunstancias em que uma galdxia tem uma Cefeida e uma SNe e podemos constatar,

que em escalas cosmoldgicas, qualquer diferenga de distincia entre ambas, numa mesma gala-

3Para mais detalhes sobre os tipos de Supernovas ver [40] e [89].
40 limite maximo para as massas de ands brancas (do inglés white dwarfs) é de 1.4 vezes a massa do Sol, ou
seja M, = 1.4 x My, em que My = 1.98844 x 103 kg é a massa do Sol [6].
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xia, € desprezivel, ndo afetando em nada os nossos calculos. Assim, se sabemos a distancia da
Cefeida com relacdo a um observador na Terra, também saberemos a da SNe. Suponha agora
duas SNe nessa mesma galdxia com uma Cefeida, que apresentam magnitudes diferentes, em
que cada uma demora em torno de semanas para extinguir toda a sua luminosidade ao passo que
a outra leva meses. Neste aspecto basta observarmos a cor e quantos dias demora pra cessar o
brilho de uma SNe para inferir a sua magnitude. As Supernovas sao ditas velas padronizdveis

no sentido de que ao combinar essas informacdes conseguimos determinar um padrao.

4.1.1 1" etapa - SNe Ia

Os dados usados na 1? etapa deste presente trabalho s@o referentes a um sample de 740
SNe Ia de Betoule et al. (2014) [90], cuja anélise foi nomeada como “JLA” sample (do inglés
Joint Light-curve analysis com traducdo literal para “andlise conjunta luz-curva”) que se trata de
uma colaboragdo entre os grupos SDSS (Sloan Digital Sky Survey) e SNLS (Supernova Legacy
Survey). Esses dados sdo estatisticos e sistematicos, € apresentam uma matriz de covariancia do
moédulo de distancia categorizado [90].

A verossimilhancga de supernovas nada mais € do que a comparacao entre as observacoes
de supernovas e a nossa previsdo tedrica de qual seria a distancia dessas supernovas da Terra.
Dada uma certa teoria, a verossimilhancga de se encontrar uma certa distribuicao de magnitudes
aparentes m de supernovas é:

—21In ESNe Ia = AmTC'_l

stat+syst

Am, 4.2)

em que a matriz de covariancia Cysyse dos dados € uma combinac@o das matrizes representa-

tivas dos erros estatisticos Cy, € sistemdticos Cyy dada por:
C’stat+syst = Cstat + C’sysy (43)

cuja representacdo matricial € a chamada matriz de Fisher. A matriz de covariancia desses dados
se encontra em [90] bem como uma discussdo mais aprofundada sobre a sua construc¢do. Entre-
tanto para o célculo da verossimilhanga precisamos da inversa dessa matriz de modo que seria
um processo deverds dificil se ndo fosse abordado numericamente — terfamos que inverter uma
matriz de ordem 740 x 740. Dentre varias técnicas para inversdo de matrizes numericamente,
temos a de Cholesky que € definida para a resolugdo de sistemas lineares (n x n) tal que a matriz
do sistema seja simétrica e definida positivamente [91]. Essa € a tecnicalidade numérica correta
para a inversdo de matrizes. Da Eq. 4.2 temos Am,; definido como:

Ami =mp,; — mggdel (44)

Y

em que mg; corresponde ao pico de magnitude observado da banda B da i-ésima SNe Ia (se
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trata da magnitude somada em todas as bandas quando foi observada tal Supernova com o uso

de um instrumento de medida como um telescépio) definido como:
me,; = pi — aX; + B¢ + Mg, 4.5)

em que « e 3 s@o os parametros de incomodo relacionados ao alongamento e cor, respectiva-
mente, da luminosidade da SNe, My = {M;, M,} é a magnitude fiducial® de uma SNe Ia que é
calibrada definindo uma escala de distincia absoluta com ancoras de distncia primaria, como
Cefeidas (os dados referentes a esses parametros estdo dispostos na Tabela 4.1 [90]), X; € 0 o
parametro de alongamento correspondente a largura da curva de luz, c € a cor mdxima da SNe
Ia que inclui contribui¢des da cor intrinseca da SNe e poeira estelar e, 1; € o chamado médulo
de distancia definido como o logaritmo na base 10 da razdo entre a corre¢ao da distancia de

luminosidade e 10 unidades de pc (parsec)® [90, 45]:

Dy,
;=51 — . 4.
i =D 0Z10 [10pc} (4.6)

Tabela 4.1: Parametros de SNe Ia de Betoule et al. (2014).

Parametro « 15} M, M,

Valor 0.14 3.15 -19.05 —-19.12

O outro termo da Eq. 4.4 € definido como:
model __ , model
mg; = My — aX; + B¢; + Mg 4.7

que neste caso representa a magnitude esperada na banda B do nosso modelo em que [81, 92]:

c
U = 5logyo(Dr (2, ™)) + 5logyg [F} + 25, (4.8)
0
é o médulo de distAncia do modelo, em que Dy (2, 26™), uma fungio dos pardmetros cosmo-
30 parametro M, é determinado a partir da relagio Ay = My — My em que Ay = —0.070 para JLA com

erros estatisticos e sistematicos [90]. O ajuste de My depende do modelo cosmolégico e neste caso ndo podemos
ajustar esse pardmetro usando w(z) diretamente, uma vez que ele ndo depende de modelo. Para tal, usamos ancoras
de distancia primdria e indiretamente fixamos o valor de Mg e por isso usamos os dados de Cefeidas na fixacao de
Mg, pois se ndo ele seria totalmente degenerado.

60 parsec é uma unidade de distancia definida como a distancia na qual 1 unidade astrondmica (AU do inglés
Astronomical Unit) subtende um angulo de 1 segundo de arco. Temos que 1 pc = 206264.806 AU ou 3.085678 X
1016 m [6].
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16gicos de nosso interesse, € definido a partir da distancia de luminosidade D, como:

Hy

DL ( Zhel Zcmb)
C

1 ™

— Dy (2P Zmby. (4.9)

1 2™

Neste sentido Dy (21!, 26mP) ¢ interpretado como uma corregiio para a distincia de luminosidade
devido ao fato de que as medidas de SNe Ia do nosso modelo sao estimadas no frame heliocén-
trico, em que consideramos o redshift heliocéntrico’ 2!, enquanto que os célculos dos dados
observacionais foram realizados para o referencial em queda livre que corresponde ao quadro
da CMB dado pelo redshift 25™ [92].

Da defini¢do de distancia de luminosidade em termos da distancia de movimento préprio
ou distancia comovel transversa D), uma varidvel relacionada a varia¢do da distancia propria

entre duas fontes no referencial das mesmas, temos para o nosso caso [81, 93]:

Dp (2", 2) = (14 2") Dy (2°™). (4.10)
em que:
Dy (™) = — S, (x), @.11)
Hy
tal que:

sin(\/—Q,{a:)/\/—QH Q. <0
Se(x) = qw 0, =0 (4.12)
sinh(mx)/m Q.>0

Sendo que neste caso x € uma nova varidvel que € dada pela distancia comovel (3.46) multipli-

cada pelo fator Hy/c:

cmb cmb

HO b H() /Z dz’ /Z
=20p, (zom — . 4.13
=7 (%) = ¢ Hy E(2) o E(2) “4.13)

Logo a distancia de luminosidade corrigida (Eq. 4.9) pode ser reescrita usando as Eqgs. 4.10 e

4.11 como:

H,
DL (Zhel’ Zcmb) (1 4 Zhel>DM (Zcmb)

C
_ Hogp ey © (4.14)
14 M), (0

= (14 2"S, ().

Considerando um Universo de se¢des espaciais planas temos que §2,, = 0 entdo, de acordo com

70 redshift heliocéntrico é aquele no qual a corregdio é feita no referencial do Sol [92]. Neste sentido seria o
redshift da SNe corrigido com relacio ao do Sol. Analogamente para 2™ que é a correcdo do redshift da SNe
com relacio a CMB.
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4.12, temos Sy (x) = x. Logo a Eq. 4.14 pode ser reescrita usando 4.13 como:

cmb

D hel, cmby __ 1 hel /Z ) 4.15
R e S (4.15)

Por conveniéncia vamos multiplicar ambos os lados dessa expressao por ¢/ Hy:

cmb

c c [ dz’
—D Zhel’zcmb = (1 +Zhel _/
H, D )= "0 )y B (4.16)
— (1 + Zhel)Dc(Zcmb).
Isolando Dj, obtemos por fim:
hel _cmb HO hel cmb
D (2", 2™) = — (1 4 2") D.(z™). (4.17)
c

Assim, para este caso em particular, se calculamos D.(2°™) podemos calcular facilmente
Dy (2", 2mP) tendo em vista que a distdncia de luminosidade corrigida é um funcional da dis-
tancia comével. Para outros tipos de curvaturas do Universo basta usarmos as outras relacdes
dadas em 4.12 que também sdo dependentes de x e assim, podem ser reescritas também em
termos da distancia comodvel.

Em resumo, temos uma série de ingredientes tedricos € observacionais necessarios para
o célculo de Am; que € a varidvel que supomos se distribuir por uma distribuicdo do tipo gaus-
siana multivariada com covariancia dada pelas matrizes de Fisher. Com isso € facil observar
que existem muitos detalhes que se desdobram quando trabalhamos com esses tipos de coisas
na prética. Ou seja, precisamos saber sobre Cosmologia para o célculo das distancias cosmo-
l6gicas, fenomenologia de supernovas para o célculo das corre¢des fenomenoldgicas e técnicas
de inversdo de matriz. Além disso, podem existir outros tipos de complicacdes, pois podemos
ter casos em que o estudo da verossimilhanca completa € vidvel e neste caso em particular

precisaremos calcular o determinante da matriz.

4.1.2 2% e 3" etapas - SNe Ia

Na 2% e 3" etapas deste trabalho usamos um sample de 1701 SNe Ia de Brout et al.
(2022) [45] sendo que 1550 foram espectroscopicamente confirmadas, variando de z = 0.001
a z = 2.26. Na nova era de grandes amostras, o progresso de andlise depende de esforgos
no que diz respeito a calibragdo rigorosa dessas velas padronizdveis e a caracterizacdo de suas
incertezas, que inclui erros sistemdticos e uma sutil covariancia de erros. Tendo como foco a
andlise de SNe Ia, foi realizado um estudo conjunto pelos projetos nomeados como Pantheon+
(Ié-se o sinal de + na lingua inglesa como plus) e SHOES (do inglés Supernovae and H, for
the Equation of State of dark energy). Como resultado dessa parceria obteve-se um conjunto

de medicdes de escada de distincia e redshifts e, mais ainda, suas incertezas, que podem ser



92

utilizadas para uma ampla gama de investigacoes [45, 46].

O projeto SHOES comecou no ano de 2005 como um esfor¢o na tentativa de abordar
a precisdo de nivel percentual de medicdo da constante de Hubble, para tal foi alavancado
novas cameras no Telescopio Espacial Hubble (HST do inglés Hubble Space Telescope) com o
objetivo de se alcancar Cefeidas em um niimero maior de galdxias hospedeiras de SNe Ia, que
estdo a distancias maiores. Devido a isso, os erros sistematicos foram reduzidos de tal forma
que o projeto progrediu para alcancar uma atual incerteza de 1.4% na constante de Hubble [47].
O elemento-chave desse projeto € a inclusao das Cefeidas da equipe SHOES como calibradores
das SNe Ia [45, 46].

A anélise Pantheon+ é uma sucessora direta da andlise Pantheon (1048 SNe) realizada
por Scolnic et al. 2018 [94] que sucede a JLA por Betoule et al. 2014 [90] e tem como principal
objetivo medir a aceleracdo do Universo, matéria escura e energia escura com dados de SNe Ia.
De fato, os dados analisados na primeira andlise [94] aumentou o nimero de SNe Ia distintas
em aproximadamente 50% com trabalhos apresentando inimeras melhorias em erros sistema-
ticos, que dificultaram a anédlise Pantheon [45]. A andlise do Pantheon+ inclui atribuicoes de
galdxias hospedeiras, correcdes da CMB e corre¢des da velocidade peculiar® como reportado
na Ref. [95]. Para redshifts 0.01 < z < 0.1 as medidas de SNe Ia sdo bem sensiveis as veloci-
dades peculiares de tal modo que foi realizado um estudo mais aprofundado nesse intervalo em
particular que pode ser visto em mais detalhes na Ref. [96]. Uma melhoria importante adicio-
nal do Pantheon+ € o vinculo formal com a analise SHOES, contabilizando a covariincia entre
as medicoes de SNe Ia nas amostras de dados usadas por SHOES e Pantheon+. Pela primeira
vez, o Pantheon+ realiza um ajuste simultdneo da constante de Hubble junto com pardmetros
cosmoldgicos como w. A andlise mostra que qualquer incerteza sistemadtica relacionada a SNe
nao pode afetar significativamente a inferéncia de H da anélise SHOES.

As expressdes que apresentaremos a seguir sdo reproducdes das que podem ser encon-
tradas na Ref. [45].

A verossimilhanga desses observaveis é:

—2In ['SNe la — ADTcil

stat+syst

AD, (4.18)

em que D € o vetor da distancia modular residual das 1701 SNe numericamente implementado

como:
ADz = H; — ,Umodel(zi)a (419)

sendo x; o chamado mdédulo de distancia definido como:

pi = mp; + aX; — Bc; — Mg — dbias + Onost (4.20)

8Velocidades peculiares representam o movimento fisico de uma galdxia em relagio ao referencial de repouso
cosmoldgico.



93

em que temos [47]:
Mg = —19.253 4+ 0.027 mag, 4.21)

mp; = —2.5logyy (o) (4.22)

em que xo é a amplitude da curva de luz da SNe. Em 4.20 temos os parametros «, J e My =
{M,} para este caso (representam as mesmas propriedades de SNe Ia discutidas na Subsecdo
4.1.1) — mais adiante iremos discutir melhor acerca desses paraimetros —, dp;as que € a corregao
de primeiro termo que leva em conta os viés de selecao determinados por Popovic et al. (2021)
[97] descrito em detalhes no Apéndice A de [45], e dnos que € a correcdo da luminosidade,
chamada de “passo”, para correlacdes residuais entre o brilho padronizado de um SNe Ia e a
massa da galdxia hospedeira [45]. Neste sentido, cada distancia de SNe (i;) € comparada com
o valor previsto da distincia do modelo dado o redshift medido (moge1(2;)). As distincias do

modelo sdo definidas como [47]:

B z dZ/
Hmodel (2;) = b log [CHO Y1+ z)/o m} , (4.23)
tal que satisfaz:
MmEL = fimode (2i) + 25 + Mp. (4.24)
A inversa da matriz de covariancia Csjahsyst desses dados € definida a partir da matriz de
covariancia como:
C’stat+syst = Cstat + C'syst> (425)

em que Cyy € Cyyg 530 as matrizes de erros estatisticos e sistemadticos, respectivamente mais
detalhadas em [45]. Nestas andlises foi preciso inverter uma matriz de ordem 1701 x 1701 para
satisfazer a Eq. 4.18.

O pardmetro My = {M;} da Eq. 4.20 é degenerado quando analisamos a SNe sozinha.

Para contornar isso usamos as restri¢gdes impostas por SHOES nesses dados de tal modo que:

) i — g i € Cefeida hospedeira
AD! = (4.26)
[t = Hmode1(2;) €M outro caso,
Cepheid 4 . . .. . . .
emque p; ¢ é aCefeida calibrada na mesma galdxia hospedeira de uma SNe. Assim, precisa-
o . : A : . ~Cepheid L
mos incluir também a matriz de covariancia da Cefeida hospedeira Cst:tﬂsf}st na verossimilhanca
como:
/ o /T ( /+SNe Ia Cepheid \ —1 /
—2In ESNe Ia — AD (Cstat+syst + Cstat+syst) AD ) (427)
em que CHNS 2 € a matriz de covaridncia da SNe.

A principal diferenca entre as duas etapas de SNe Ia estd no fato de que as técnicas

empregadas nos anos 2000-2015, como a de [90], necessitavam de andlises dos parametros de
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incomodo « e . Agora, eles ja vém com a correcdo imposta da calibragao do SHOES. Em
outras palavras, os valores de mp; na banda B ji vem corrigidos para o e 3, como se os trés
primeiros termos da Eq. 4.20 fossem compactados em apenas um termo que neste caso é dado
em xo (Eq. 4.22). Em contrapartida, ainda precisamos ajustar My = {M;} diferentemente
da 1* etapa, em que era ajustado My = {M;, M} pois na andlise JLA pensava-se existir dois
samples com magnitudes absolutas diferentes de tal forma que dois sub-samples da magnitude
de SNe apresentavam magnitudes absolutas diferentes.

Os samples mais recentes abrangem uma técnica estatistica que calcula as magnitudes
na banda B mg; jd com as corre¢des de a e 5. Desta forma nio precisamos mais fitar o e
£ em nosso modelo, o que é bom pois quando esses dois parametros estdo livres a covariancia
¢ muito mais dificil de ser calculada numericamente. Isto é, « = [ = 0 na 2% e 3* etapas,
devido ao fato de que ndo precisamos mais nos preocupar com o alongamento X; nem a cor ¢;
das SNe na determinagdo de x; na banda B. Contudo, ainda precisamos fitar uma magnitude
Mpg = {M;} de tal forma que a outra M, = —19.25, pode ser mantida fixa, o que ndo afeta em
nada os nossos resultados na 2* e 3* etapas, tendo em mente que essa era uma caracteristica da
JLA usada na 1? etapa. De fato, a equipe do SHOES mede a magnitude do pico absoluto, Mg,
das SNe Ia, calibrando as distancias das galdxias hospedeiras de SNe com ancoras de distancia
geométrica local através da relagdo de periodo de luminosidade de uma Cefeida.

Os dados implementados na NumCosmo foram extraidos do Data Release do Pantheon+
SHOES disponivel na plataforma GitHub’.

4.2 OSCILACOES ACUSTICAS DE BARIONS

No Universo as distribui¢des de galdxias e aglomerados contém vérias informagdes so-
bre a sua evolu¢do. Tanto que um dos principais objetivos dos levantamentos astrondmicos
estd no mapeamento desses objetos. Gragas a esses mapas podemos por exemplo, compreender
melhor as flutuagcdes primordiais na densidade de matéria e assim analisar como as estruturas
se formam. Com isso podemos analisar como a matéria se organiza na formacdo de galdxias e
aglomerados, e também entender como o Universo e suas componentes evoluem [59].

As estruturas cosmicas, como chamamos a estrutura do Universo em expansdo, podem
ser estudadas utilizando-se uma teoria de expansao linear do Universo, em que os estagios pri-
mordiais podem ser estudados analiticamente e os mais avancados podem ser determinados
numericamente. Deste modo, para que essas estruturas césmicas existam, necessariamente, a
densidade média do Universo deve sofrer algumas perturbacdes para que as estruturas crescam
através do fenomeno de atragdo gravitacional [59]. No inicio do século XXI, foram detectados
picos acusticos, i.e. ondas sonoras, no espectro de poténcia de anisotropia da CMB que cons-
tataram para a comunidade cientifica que tais ondas eram geradas por perturbacdes cosmicas

no plasma primordial formado por barions, sendo essas perturbagdes para z >> 1000, e mais

https://github.com/PantheonPlusSHOES/DataRelease.
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ainda, que elas sdo predominantemente adiabaticas [98]. Essas perturbagdes sdo da era da in-
flacao, quando o Universo se expandiu suficientemente para que a maioria dos fétons tivesse
espaco para se propagar livremente. Os fétons que forneciam a pressdao necessaria para condu-
zir as ondas sonoras no plasma primordial, que se propagaram de forma esférica, i.e. em todas
as direcdes, pelo plasma a partir de pontos com excesso de densidade de matéria, tratado como
o ponto central de propagacdo. Portanto, se ndo houvesse pressdo a propagacdo dessas ondas
deveria cessar [99].

Logo ap6s o desacoplamento, quando os barions se desacoplam dos fétons, ocorreu o
ultimo espalhamento dessas ondas sonoras que continuaram por um curto periodo de tempo
(chamado de época de arrasto — redshift: z; ~ 1059 com subescrito d referente ao inglés drag
epoch) pois os fotons ainda eram muito mais numerosos que os barions (cerca de um bilhdo
para um). A partir do momento em que cessaram a sua propagacdo deixaram na distribui¢ao
baridnica sobredensidades que eram separadas por uma escala de comprimento chamada de
comprimento comével do horizonte sonoro ou horizonte sonoro denotada por r,(z4). A subse-
quente evolug¢do em grande escala da matéria do Universo seria entdo dominada pela gravidade
que deixaria uma separagdo preferencial na distribui¢do das galdxias cuja detec¢do é chamada
de oscilacdes acusticas de barions, abreviadas para BAO do inglés Baryon Acoustic Oscilla-
tions. Esse fendmeno pode ser usado como uma régua padrao para medidas de distancia no
Universo [99, 100, 101]. Para mais detalhes sobre a formacdo de BAO acesse o website de
autoria de Dan Eisenstein!®. Neste caso, podemos estimar as distincias de galdxias com o uso
de réguas padrao em um método baseado na preferéncia por pares de galdxias a uma distancia
de aproximadamente 490 milhdes de anos-luz. Essa separacdo parece diminuir a medida que as
galdxias se afastam entre si, como uma régua de comprimento fixo, dai o nome régua padrao.

A homogeneidade nos diz que as propriedades estatisticas do Universo, como a sua
densidade, sdo as mesmas em todas as regides. Para testd-la podemos usar BAO, que neste caso
sdo consideradas réguas padrdo, como sd@ao chamados os objetos ou fendmenos cujo tamanho
real é sempre o mesmo, para qualquer objeto ou fendmeno com mesmas propriedades, o que
demonstra a homogeneidade do Universo. Ao comparar esse tamanho real com o tamanho
aparente, obtemos uma medida do qudo longe tais objetos estdo de um observador na Terra.

A escala acustica de BAO apresenta duas contribui¢cdes, como mostra a Figura 4.1, que

podem ser observadas para perturbagdes ao longo (direcdo radial 7)) [59],

r(z) = %

e ortogonal (dire¢do transversal ) a linha de visada das galdxias, sendo esta definida em

(4.28)

termos da distincia de didmetro angular D 4 como [59]:

r1(2) = (14 2)Da(2). (4.29)

Ohttps://lweb.cfa.harvard.edu/~deisenst/acousticpeak/acoustic_physics.
html
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Sendo que D 4 pode ser determinado se soubermos a extensdo do objeto estudado utilizando a

seguinte expressao [102]:
c

HyKC

em que KL = ¢/(agHy) é o inverso do fator de escala hoje em unidades de Hy/c e x é definido de

Dy(z)=(1+2)" S (Kx), (4.30)

acordo com 4.13. As duas contribui¢des de escala actstica sao iguais para BAO em um Universo
descrito pela métrica de FLRW, pois a expansdo € isotrdpica em todos os pontos. Qualquer
desacordo significativo entre as escalas acusticas de BAO radial e transversal sinalizaria uma
quebra da isotropia remota e, portanto, da homogeneidade [103]. Deste modo, se
ll
— —1#0, (4.31)
rL
for significativamente diferente de 0 entdo estamos trabalhando com um Universo que ndo obe-
dece a métrica de FLRW [103].

il
—>

4’ z+ Az

DA(Z)

Figura 4.1: Representacdo trigonométrica para as duas contribuicdes da escala acustica: a radial
7| € a transversal 7, . Fonte: Autor.

Como podemos analisar a escala acustica em duas dire¢des, o levantamento feito € tri-
dimensional. Para tal definimos uma distancia hibrida que combina ambas as contribui¢des
chamada de distancia volumétrica ou distancia média do volume Dy dada na seguinte forma
[59]:

Dy(z) = (r2r)5. (4.32)

Substituindo as Egs. 4.28 € 4.29 em 4.32 obtemos:

Dv(Z) =

(1+ 2)2D3(2) — ] (4.33)
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Elevando a Eq. 4.30 ao quadrado e substituindo K = ¢(agHy) sendo que ag = 1 obtemos:
2

c 2
K S (Kx)

c? a?H? c
—(1 -2 - 20 OSQ
R e (4.34)

D3(x) = (142)°

Considerando um Universo com se¢des espaciais planas temos que Sy (z) = z de acordo com

4.12. Para o nosso caso € ficil notar que

2

C C
S —z | = —52? 4.35
“<H0I> m (4.39)

€ equivalente a:
a S2(z) ¢ 2 (4.36)
— r)= —7IT . .
H2™" H?

, (4.37)

em que usamos a Eq. 4.11 ao quadrado para o nosso caso. Logo, substituindo 4.37 em 4.33

obtemos:

ol

Dy(z) = | (14 2)*(1 + z)_2D§/I(z)H(Z)]

(4.38)

W=

9 cz
= DM(Z)%]
Observe que essa expressao se trata de uma média geométrica no volume, que nada mais é do
que a multiplicacdo de dados nos quais extraimos a raiz de acordo com a quantidade de nimeros
multiplicados. Esse € o melhor sumadrio estatistico que conseguimos extrair de BAO. Isso se
deve muito ao fato de que dados de BAO sao dificeis de se medir, mas o calculo das médias de
suas distancias nos fornece o menor erro e de certa forma teremos mais clareza acerca dos erros
sistematicos e estatisticos envolvidos nas medidas.

Usualmente na literatura as medidas de BAO sdo dadas em unidades da escala de r(zy)
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[101], por isso comumente medimos o seu pico acustico pela seguinte relacao de distancia:

Dy (z)
rs(2q)

(4.39)

Podemos também medir outras quantidades de forma andloga dadas por:

rs(2q) rs(zq)

(4.40)

E, calculamos o horizonte do som r(z,) usando:

L [ cs(2)
rs =15(2q) = —/ dz, (4.41)
Zd E(Z)
em que ¢s(z) € a velocidade do som.

4.2.1 1* etapa - BAO

Na 1* etapa usamos os dados de Beutler et. al (2011) [104] (6dFGS — do inglés Six
Degree Field Galaxy Survey), Padmanabhan et al. (2012) [105] (SDSS DR7 — do inglés Sloan
Digital Sky Survey Data Release Seven), Anderson et al. (2012) [106] (SDSS DR9 — mesma
informacao do anterior com Data Release Nine) e Blake et al. (2012) [107] (WiggleZ — do
inglés “the baryon wiggles” — traducao literal: “o bdrion se mexe”, uma caracteristica da
medicao de BAO em distribui¢cdes de galdxias).

Os levantamentos de dados de BAO desses grupos sdo apresentados na Tabela 4.2, os
quais foram usados na reconstrugdo de w(z).

Observe que sdo dados um tanto quanto ultrapassados, apesar de serem bem consisten-
tes. Devido a este fator optou-se por uma busca na literatura de dados de BAO mais recentes
para uso neste trabalho os quais realizamos uma anélise mais rigorosa. Entretanto, mencionar
os resultados obtidos com esses dados antigos em nossa reconstrucdo € algo que nio pode ser
menosprezado, tendo em vista que eles apenas corroboram ainda mais os novos resultados.

A verossimilhanga de BAO € dada por [108]:

—2In Lppo = (z — d)"C~Hx — d), (4.42)

em que x sdo os parametros estimados do nosso modelo e d dos dados tedricos, cuja diferenca

entre ambos € determinada por:

Ts Dv(035) Dv(057) Ts
—d=|—"2 0336 V20 ggg 2V 4367 s (0916
v Dy (0.1) T, T, ' Dy (0.44) :
L 0.0726, ——— —0.0592|. (4.43)
Dv(0.60) P Du(073) T -
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Tabela 4.2: Dados de BAO usados na 1? etapa deste trabalho. A medida 1 ndo apresenta cova-
ridncia.

Redshift (z) Quantidade medida Valor Grupo Referéncia
0.106 rs/Dy(2) 0.336 £ 0.015 6dFGS [104]
0.35 Dy (z)/rs 8.88 £ 0.17 SDSS DR7 [105]
0.57 Dy (2)/rs 13.67+0.22  SDSS DR9 [106]
0.44 rs/Dy(2) 0.0916 £ 0.0071  WiggleZ [107]
0.60 rs/Dy(2) 0.0726 + 0.0034  WiggleZ [107]
0.73 rs/Dy(2) 0.0592 £0.0032  WiggleZ [107]

E a inversa da matriz de covariancia, C~!, é dada pela Eq. 4 do artigo de Ref. [108].

4.2.2 2° e 3" etapas - BAO

Na 2% e 3% etapas usamos novamente os dados de Beutler et. al (2011) [104] (6dFGS) e
novos dados: Ross et al. (2015) [109] (SDSS DR7 MGS, com terceiro acronimo do inglés main
galaxy sample que se refere a galaxias com baixos redshifts), Alam et al. (2016) [110] (SDSS
DR12 BOSS final consensus, em que o acronimo BOSS vém do inglés Baryon Oscillation Spec-
troscopic Survey)'!, Alam et al. (2021) [111] (SDSS DR16 eBOSS LRG, eBOSS ELG, eBOSS
Quasar, Lya-lya e Lya-quasar — com acronimos pés DR16 do inglés extended representa a
letra “e” no acronimo eBOSS luminous red galaxies e eBOSS emission line galaxies)'?. Os
dados de Alam et al. estdo disponiveis em um repositorio aberto na rede'>.

Os levantamentos de dados de BAO desses grupos sdo apresentados na Tabela 4.3, os
quais foram usados na reconstrugio de w(z).

A verossimilhanga para os dados de BAO dessas etapas é dada pela mesma forma apre-

''N4o usamos os dados de BAO referente ao redshift z = 0.61 apresentados na Ref. [110] devido ao fato de que
estes ja estdo incorporados nos dados do SDSS DR16 LRG da Ref. [111].

12A palavra quasar ndo possui tradugdio, sio um tipo de objeto celeste massivo e extremamente remoto que
emitem quantidades excepcionalmente grandes de energia e, normalmente, apresentam uma imagem estelar em
um telescopio. Foi sugerido que os quasares cont€ém buracos negros maci¢os e podem representar um estagio na
evolucdo de algumas galaxias. E Ly« se refere ao conjunto de raios resultantes da emissdo do atomo de hidrogénio
quando o elétron transita de n = 2 até n = 1. Neste aspecto o primeiro caso mede apenas as absor¢des de Lya e o
segundo caso usa quasares nas medicdes de tais absorcdes [112].

BLink de acesso ao repositério: https://svn.sdss.org/public/data/eboss/DR16cosmo/
tags/v1_0_0/1likelihoods/.
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sentada na Eq. 4.42 com os novos dados implementados na NumCosmo.
Apenas as medidas de 6dFGS, MGS, eBOSS ELG e Lya (Lya e QUASAR) nio apre-
sentam covariancia. Enquanto que para BOSS, eBOSS LRG e eBOSS quasar temos covariancia.

Detalhes sobre a matriz de covariincia desses dados podem ser encontrados em [100] e [111].

4.3 CRONOMETROS COSMOLOGICOS

Os observaveis chamados de crondmetros cosmoldgicos ou césmicos sao medidas do
parimetro de Hubble H (z) para certos valores de z fixos.

As medidas de H(z) podem ser obtidas de duas maneiras. Uma envolve o cdlculo das
idades diferenciais de evolugao passiva de galdxias que recebe o nome de Método da Idade Di-
ferencial (do inglés Differential Age Method), e a outra é baseada na detec¢do de caracteristicas
radiais de BAO chamada de Método Radial de BAO (do inglés The Radial BAO Method). A
primeira é a mais usada devido ao fato de que ela nos fornece informagdes diretas de H(z) —
comumente na literatura quando nos referimos aos CCH estamos nos referindo a este método,
ao passo que o outro método é chamado por BAOH [113, 114].

No nosso trabalho, estamos mais interessados nos observdveis medidos a partir do pri-
meiro método, tendo em vista que ndo existem muitos dados na literatura que utilizam o segundo
método e se trata de um método dependente de modelo [114].

Existe uma expressdo matematica na literatura para os CCH. Vamos deduzi-la a partir

da defini¢do da distancia de luminosidade dada por [93]:
Dp(z) = (14 2)Dy(2). (4.44)

Para um Universo com se¢des espaciais planas temos, de acordo com 4.11, 4.12 e 4.13, para o

Nnosso caso que

Du(z) = 7= 5i(w)
¢ H, (4.45)
= —=9p.
o e D)
= D.(2).
Assim, podemos substituir a Eq. 3.46 em 4.44 obtendo:
c [* dY
D =(1 — . 4.46
o =+95 [ 55 (446)

De acordo com as Eqgs. 3.45, 3.8 e 3.64 podemos reescrever o parametro de Hubble normalizado
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Tabela 4.3: Dados de BAO usados na 2% e 3% etapas deste trabalho. O valor apresentado em
Ross et al. (2015) é de 664 + 25 Mpc da quantidade Dy (z) Ts’ﬁd, entretanto aqui apresentamos
r

S

ele com base na referéncia Alam et al. (2021).

Redshift (z) Quantidade medida Valor Grupo Referéncia
0.106 rs/Dy(2) 0.336 £ 0.015 6dFGS [104]
0.15 Dy (z)/rs 4474+ 0.17 MGS [109]
0.38 Dy(z)/rs 10.23 £0.17 BOSS [111]
0.38 Dy (z)/rs 25.00 £ 0.76 BOSS [111]
0.51 Dy(z)/rs 13.36 £ 0.21 BOSS [111]
0.51 Dy (2)/rs 22.33 £0.58 BOSS [111]
0.70 Dy(2)/7s 17.86 £ 0.33 eBOSS LRG [111]
0.70 Dy (z)/rs 19.33 £0.53 eBOSS LRG [111]
0.85 Dy (2)/rs 18.33%5:27 eBOSS ELG [111]
1.48 Dy(z)/rs 30.69 £ 0.80 eBOSS QUASAR [111]
1.48 Dy (z)/rs 13.26 £ 0.55 eBOSS QUASAR [111]
2.33 Dy(z)/rs 37.6+1.9 Lya-Lya [111]
2.33 Dy (z)/rs 8.93 £0.28 Lya-Lya [111]
2.33 Dy(z)/rs 3713£1.7 Lya-QUASAR [111]

2.33 Dy(2)/rs 9.08+0.34  Lya-QUASAR [111]
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E(z')numa forma mais conveniente como:

H(z) 1 1 da() 1 1 dl(14 271

E() = = = — 4.47
(Z ) HO HO (I(Z/) dt HO (1 + Z/)il dt ’ ( )
cuja derivada, pela regra da cadeia, é:
1+2) _,dZ (1+2)"1d
E(Z) = —(— 1+ ==+ = 4.48
) m ) Hy di (+48)

Substituindo 4.48 em 4.46 obtemos:

Dp(z)=(1+ z)Hio/OZ {Ho(l + z’)%] dz' = (14 2) /OZ [— (1+ z')%} dz',  (4.49)

em que simplificamos H pois ele é constante perante a integral. O termo entre colchetes dessa

expressao € o inverso do parametro de Hubble em termos do redshift:

1 dz

H(z) = _(1 —i—z)%

(4.50)

Deste modo podemos constatar que qualquer método de medida de H(z) deve contar com um
relégio que data a variagdo da idade do Universo com relacao redshift. Os CCH é um método
cujo relogio € fornecido pela técnica de datag@o espectroscopica das idades das galaxias. Com
base nas medicdes de diferenca de idades At, entre duas galdxias de evolugdo passiva'* que se
formaram ao mesmo tempo, mas que estdo separadas por um pequeno intervalo de redshift"
Az, pode-se inferir a derivada dz /dt da razao dada por Az/At. A exigéncia por serem galdxias
passivas provém do fato de que, para calcular H(z), a idade média de suas estrelas deve exceder
em muito a diferenca de idade At entre as duas amostras de galaxias [115].

Temos também como outras caracteristicas desse método que as medi¢des sdo indepen-
dentes da escala de distancia de Cefeidas nas suas galdxias hospedeiras e ndo dependem de
nenhum modelo cosmoldgico particular, embora naturalmente fiquem sujeitas a incertezas sis-
temadticas, como as associadas com a técnica de sintese da populagdo estelar (SPS - do inglés
stellar population synthesis) que serve para o calculo da luminosidade das galdxias proveniente
de suas estrelas, que podem ter idades diferentes [114, 117].

Para os CCH, temos a seguinte verossimilhanga:

N obs\2
L’CCH:HeXp{—<H(zz) H™) } (4.51)

2
207

14S40 galdxias com estrelas antigas (metalicidades semelhantes) e baixas taxas de formagdo de estrelas, o que
na prética seria dizer que as galdxias apresentam uma cor avermelhada. Essas galdxias acabaram se tornando bons
objetos de estudo na obtengéo de valores observacionais do pardmetro de Hubble em redshifts = < 2 [114, 115].

SEsse ¢ um modo de se medir o redshift de uma galdxia: pelo aumento do espaco entre as galdxias e nio pela
velocidade das galdxias no espaco [116].
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em que H?™ e o; sio pontos de dados observados para o parAmetro de Hubble e seus erros, res-
pectivamente, e H (z;) é o pardmetro de Hubble medido do modelo, que depende indiretamente
de w(z;). Precisamos ressaltar que terfamos mais um termo do lado direito dessa igualdade que
€ um termo de normalizacdo. No entanto ele é um termo constante que pode ser tratado como
zZero.

Se aplicarmos o In em ambos os lados dessa igualdade obtemos, de acordo com a pro-

priedade do produto e a defini¢do da funcido In, o seguinte resultado:

n Lo — In [H exP{_ (H(zi)2;3H5b5)2 }]

Byt [exp{— H <Zi)2;3Hbe)2 }] (4.52)

H(z _Hpbs 2
—21n£CCH:Z( (o) = )" _ 2 (4.53)

7

que se trata da chamada distribui¢do y* (qui-quadrado) que é um modo quantitativo de deter-
mina¢do da concordancia entre a distribui¢cdo experimental e tedrica. Em outras palavras ele
serve para avaliar quantitativamente a relacio entre as medidas de um experimento e a distri-
bui¢do esperada para o fendmeno em estudo. Para o caso em que os erros sdo descritos por
varidveis gaussianas ndo correlacionadas as expressoes 4.51 e 4.53 s@o equivalentes a menos de
uma constante de normaliza¢do que pode ser tratada como zero. Neste aspecto, minimizar a Eq.
4.53 € equivalente a maximizar a Eq. 4.51 (retornaremos a esse assunto na Secao 5.7.1).
Observe também que a verossimilhan¢a de CCH é bem mais simples do que a dos outros
observaveis, pois ndo temos a inversa da matriz de covariancia. Isso se deve ao fato de que como

sdo medidas diretas de H (z) ndo precisamos determinar a matriz de covariancia.

4.3.1 1° etapa - CCH

Na 1% etapa trabalhamos com 21 medidas de H(z): 1 medida de Riess et al. (2011)
[118] que estimou a constante de Hubble H, usando observagdes Opticas e infravermelhas de
600 Cefeidas; outras 8 medidas sdo providas por Moresco et al. (2013) [119] na Tabela 4 dessa
referéncia correspondentes ao intervalo de redshift 0.1791 < z < 1.037 do modelo SPS BCO03;
11 medidas estdo presentes na Tabela 2 do trabalho de Stern et al. (2009) [120] no intervalo de

redshift 0.1 < z < 1.75 que também usa o método de evolucdo de galdxias passivas; E o ultimo
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observavel dado por Busca et al. (2013) [121] é:
H™ =224+ 8kms ™ Mpc™*, (4.54)

que se trata de uma estimativa de H(z)rs/(1 + z) em z = 2.3, e é derivado da fragdo de fluxo
transmitida das florestas Ly« de mais de 48000 quasares combinados com observacdes da CMB
[81].

Para os CCH da 1* etapa, supondo que H(z) apresenta uma distribuicdo gaussiana e
dado que o erro em cada medida é independente, temos que a sua verossimilhanca € dada por
[81]:

Y ]

N=20
H ; _Hpbs 2 l 1+2 r .
—21In Loy = Z( () — "y 5 == (4.55)

a; 021

i
em que H? e o; sdo pontos de dados dos observéveis e seus respectivos erros. H(z;) sdo as
estimativas do nosso modelo para o parimetro de Hubble. As 20 medidas de H(z) estdo dis-
postas na Tabela 4.4 e a 21* é dada em 4.54. Enfatizando que os valores H, desses observaveis
sdo tratados como H (z) em outros modelos, como 0 nosso.
No segundo termo de 4.55 temos que o termo referente ao nosso modelo € descrito
como:
H(2)rs _ H(z91)rs 4.56)
1+ 2 1429

em que z = 2.3 para o observavel dado em 4.54.

4.3.2 2° e 3" etapas - CCH

Na 2% e 3* etapas usamos 31 medidas de H(z) que estdo dispostas na Tabela 4.5 e sdo
uma reproducdo direta da Tabela 1 de Gomez-Valent e Luca Amendola (2018) [114]. Apesar
de ndo serem dados recentes sdo 10 a mais do que os dados da 1? etapa. Além disso, sdo 31
dados em um intervalo pequeno de redshift 0.07 < z < 1.965, o que gera uma melhor precisdao
nessa regido. Ressaltamos que 8 dessas medidas j4 tinham sido usadas na 1* etapa providas por
Moresco et al. [119].

A verossimilhanca desses observaveis ¢ dada pela forma simples que deduzimos na Eq.
4.53 devido ao fato de que s@o observaveis deduzidos a partir de uma mesma técnica. Nao
usamos o valor de H; do trabalho de Gémez-Valent, pois a tecnicalidade que este usa abrange
muitos detalhes a respeito dos tipos de kernel para a sua obtencdo, coisa que teriamos que

adicionar a verossimilhanca e alteraria a sua forma simples.

4.4 MEDIDAS DA CMB PELO WMAP

Dados de CMB requerem um célculo deveras complexo devido a equacio de Boltzmann

inserida em sua teoria. Para contornar isso temos uma redugdo desses dados chamada de shift



105

Tabela 4.4: Dados de crondmetros cosmoldgicos H(z) em unidades de km s™! Mpc~! usados
na 1 etapa. A 21° medida foi dada em 4.54.

redshift (z) H(z)+ 0; Referéncia | redshift (z) H(z) =+ o; Referéncia
0.0 73.8 +24 [118] 0.17 83+8 [120]
0.18 75 +4 [119] 0.27 77T+ 14 [120]
0.20 H+E5 [119] 0.4 95+ 17 [120]
0.35 83+ 14 [119] 0.48 97 + 60 [120]
0.59 104 + 13 [119] 0.88 90 4+ 40 [120]
0.68 92+ 8 [119] 0.9 117 £ 23 [120]
0.78 105 £ 12 [119] 1.3 168 + 17 [120]
0.88 125 £ 17 [119] 1.43 177 £ 18 [120]
1.04 154 4+ 20 [119] 1.53 140 + 14 [120]
0.1 69 + 12 [120] 1.75 202 4+ 40 [120]

parameters (SP — traducdo literal: parametros de mudanga). Nos SP os pesquisadores extraem
parte da informacdo referente a CMB de forma que podemos usa-los em modelos do tipo cine-
maticos, como o deste presente trabalho. Com esses dados conseguimos fazer restricdes mais

fortes acerca dos modelos.

4.4.1 1° etapa - Distance priors

Os SP usados na 1? etapa sdo dados coletados pela sonda espacial WMAP (do inglés
Wilkinson Microwave Anisotrpy Probe), mais precisamente da 9* missdo, que foi concebida
com o objetivo de se estudar o espaco profundo, medindo as diferencas de temperatura da
CMB.

Neste caso os priors de distancia da CMB (como chamamos um conjunto de SP) sdo
compostos por dois SP que sdo o parametro de deslocamento 2, que € independente dos mo-

delos subjacentes se estes tiverem os mesmos componentes baridnicos, de matéria escura e de
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Tabela 4.5: Dados de crondmetros cosmoldgicos H(z) em unidades de km s™! Mpc ™! usados
na 2* e 3" etapas. S@o uma reproducdo direta da Tabela 1 de Gomez-Valent e Luca Amendola
(2018).

redshift (z) H(z) £ o; | redshift (z) H(z)to; | redshift (z) H(z)=+o;

0.07 69.0 £ 19.6 0.4 95.0£17.0 0.88 90.0 £40.0

0.09 69.0 = 12.0 0.4004 77.0£10.2 0.9 117.0 £23.0

0.12 68.6 + 26.2 0.4247 87.1+£11.2 1.037 154.0 £ 20.0

0.17 83.0 = 8.0 0.4497 92.8 +£12.9 1.3 168.0 £17.0

0.1791 75.0+£4.0 0.47 89.0 £ 49.6 1.363 160.0 £ 33.6

0.1993 75.0£5.0 0.4783 80.9+9.0 1.43 177.0 £18.0

0.2 72.9£29.6 0.48 97.0 £62.0 1.53 140.0 = 14.0

0.27 77.0£14.0 0.5929 104.0 £13.0 1.75 202.0 £40.0

0.28 88.8 = 36.6 0.6797 92.0£8.0 1.965 186.5 £ 50.4

0.3519 83.0 = 14.0 0.7812 105.0 £12.0

0.3802 83.0£13.5 0.8754 125.0 £ 17.0

espectro de flutuacdo primordial e [, que se trata da escala acdstica da CMB e é praticamente
ndo correlacionada com R. Assim, esses dois parametros podem ser usados como uma com-
pressdo numericamente econdmica dos dados completos da CMB [38].

Neste caso a verossimilhanga é dada por:
—21In Lapriors = (x — d)"C~ !z — d) (4.57)

em que = (l4, R, z,) sdo parAmetros do modelo proposto (z, é o redshift na época da disso-
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ciacdo) e o vetor d tem componentes:

dy = IYMAP = 302.40 (4.58)
dy = RWMAY — 1 7246 (4.59)
ds = 22"MAP = 1090.88. (4.60)

Estes sdo os valores da maxima verossimilhan¢a obtidos da 9* missdo do WMAP supondo
uma equacgdo de estado da energia escura constante com curvatura espacial ndo-nula (modelo
cosmoldgico ‘0wCDM’). Os elementos da matriz de covariancia inversa, C'~! sdo dados na
Tabela 11 do artigo'® [108].

No nosso trabalho x € estimado a partir dos dados no modelo. Essas estimativas nao
saem no melhor ajuste da curva, precisamos mandar imprimir posteriormente caso seja de nosso
interesse, devido ao fato de que ndo sdo paradmetros, mas sim observaveis/medidas que infeliz-
mente dependem de modelo e por isso ndo sdo tao robustas, pois ndo sabemos ao certo o quanto
estamos restringindo nossa andlise. Como discutiremos mais a respeito, no Capitulo 6, esses

dados sao excluidos de uma etapa para outra, por deixarem o nosso modelo muito dependente.

I6Neste artigo vemos que a tabela nos fornece a matriz inversa de covariancia da distincia posterior do WMAP9.
Devemos enfatizar que da posterior do WMAP extraimos a prior para ser usada em outros modelos. i.e., usa-se a
posterior do WMAP como prior em outras andlises.
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S METODOLOGIA

Neste capitulo encontra-se todo o embasamento tedrico matematico desenvolvido para

a produgdo deste presente trabalho de mestrado.

5.1 ABORDAGEM ADOTADA

Este presente trabalho adotou uma abordagem paramétrica e independente de modelo
para a reconstru¢do da equacdo de estado da energia escura w(z) em fungio do redshift z.
Neste caso, supomos que a nossa distribui¢do de probabilidade é normalmente distribuida, i.e.
uma gaussiana, de modo que podemos usufruir do teorema do limite central tal que a distri-
buicdo amostral da média de uma determinada estimativa também é normalmente distribuida,
independentemente do tamanho da amostra. Além disso a reconstruc¢io € independente de mo-
delo no que se concerne apenas a energia escura, que serd reconstruida a partir dos dados. Desta
forma todo o restante do arcabouco tedrico ainda € dependente de modelo.

A nossa abordagem € a mesma adotada em [81] na reconstrucao da funcao de desacele-
racdo e vai mais além, no quesito de sermos mais cautelosos. Neste aspecto, vamos supor que
sabemos sobre algumas constituintes do Universo, como a matéria escura e barions. Quantida-
des essas ja existentes no estudo em Cosmologia. Em contrapartida ndo vamos supor nada a
respeito da energia escura. E nesse contexto em particular que pretendemos reconstruir w(z).
Agora a energia escura pode ser qualquer fluido barotrépico e como sabemos qualquer fluido
deste tipo pode ser totalmente descrito por uma equagio de estado da forma w = p/p. A prin-
cipio usamos a técnica de spline cuiibica que entraremos em mais detalhes na subsecdo dedicada
a ela. Caso se mostre vidvel, para futuros trabalhos, pode-se abordar outras técnicas de recons-
trugdo como a de a Andlise de Componentes Principais (PCA do inglés Principal Component
Analysis), métodos de suavizagdo e o processo gaussiano que sao outros métodos usados na
reconstrucdo da histéria da expansdo do Universo. Uma breve revisdao sobre esses métodos ci-
tados pode ser encontrada no trabalho da Ref. [81]. Neste caso, em termos gerais, uma técnica
independente de modelo como a do nosso trabalho, precisa usar um conjunto de fung¢des para
realizar a reconstrucio e assim sendo, a técnica mais vidvel para evitar os problemas existentes
com as demais técnicas € a de spline ctibica. De acordo com essa técnica, na pritica, uma vez
que o valor da funcio em cada n6 € definida, os coeficientes de cada polindmio ctibico sdo ob-
tidos a partir da solucdo de um sistema linear incluindo ndo apenas os nds em suas vizinhangas,
mas sim todos os nés da reconstrug@o [81]. Neste caso a técnica de spline cibica é calibrada
para que o viés de reconstrucdo ndo passe de 10% da varidncia da reconstrugéo e assim, por mais
que possa existir um viés, sabemos que a contribuicao fina da barra de erro pode ser desprezada

numa primeira aproximacao.
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5.2 DESCRICAO DO FATOR DE ESCALA COMO UM POLINOMIO

O fator de escala como uma funcdo pode ser descrito por um polindmio. Esse tipo
de aproximacao de fun¢des por polindmio é um conceito bem antigo e ainda muito usado da
andlise numérica na chamada interpolag¢do polinomial. Isso se deve muito ao fato de que os
polindmios podem ser facilmente implementados em c6digos computacionais. Além do mais
suas derivadas e integrais ndo sdo outra coisa além de polindmios e podemos encontrar com
certa facilidade as suas raizes, dentre outras caracteristicas que torna compreensivel o uso de
descricao de funcdes por polindmios em simula¢cdes computacionais [122].

Neste caso, considerando o fator de escala a(t) como uma fun¢do polinomial depen-
dente do tempo, podemos usar uma série de Taylor e expandir a(¢) em torno de ¢, (tempo hoje
ou do observador), pois estamos interessados em determinar o fator de escala num tempo ¢,
logo o tnico referencial que podemos sem sombra de dividas fixar, se trata do nosso préprio

referencial. Assim temos:

4 (4,
) =3 0y
n=0 (5.1)
:a(to)+@(t—to)+ a§f0>(t—to)2+ a ?)(f0>(t—t0)3+--- 7

em que a derivada € com relag@o a t. Comumente, quando a derivada € com relacdo ao tempo,
utilizamos a notagdo de Newton. Entdao a expansido em série dada em 5.1 pode ser reescrita

como:

a(to)
2

em que trabalharemos até o termo de 2* ordem de poténcias, pois ele ja nos d4 uma boa estima-

a(t) = a(te) + alto)(t — to) + —5=(t — t0)*, (5.2)

tiva'.
Um ponto a se ressaltar € que fazemos a expansao em série de Taylor em torno do tempo
do observador, tj, pois estamos interessados em determinar o fator de escala num tempo ¢,
logo o unico referencial que podemos sem sombra de duvidas fixar, se trata do nosso proprio
referencial.
Dividindo ambos os lados da igualdade na Eq. 5.2 por a(ty) (fator de escala hoje)
obtemos:
La(to)

(t—to) +§(L(to)

alt) _ alte) | alt)

a(to) — alte)  alto) (t —10)". (5.3)

(4 .
O termo aEtoi = <E> = H, € a funcdo de Hubble no tempo ¢,. Entao a Eq. 5.3
al\lo to

'Lembrando também que 1! = 1 e 2! = 2.1 = 2, sdo operacdes fatoriais.

IS
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fica:

a(t)

a(to)

1a(t
:1+H0(t—t0)+—a( 0)

2 a(to)

(t —to)2. (5.4)

Ja o termo a
a(to)

forma mais conveniente. Vamos multiplicar { —

a o ) , )
= (—) exigird um pouco mais de dlgebra para ser reescrito numa
a
to

ato) < i(to)

a(to) a?(to)

)] = 1 apenas nesse termo,

de modo que temos:

d(to)_d(to){ a(to)< dQ(to)ﬂ. (5.5)

alt)) alto)| alto)\  a(to)

O lado direito desta igualdade pode ser reescrito de tal forma que obtemos:

a(ty) alto) "a(to aQ‘ 2250
gy e
= — qoHj,

em que ¢ € a fun¢io de desacelera¢do no tempo ¢y, e HZ € a fungio de Hubble ao quadrado

no tempo t, definidas respectivamente por:

et () -2 [Q)) e

Substituindo a Eq. 5.6 na Eq. 5.4 obtemos:

a(t)
a(to)

Multiplicando ambos os lados desta igualdade pelo fator de escala hoje a(ty) = ag

2
Do,y (5.8)

:1—|—H0(t—t0)—

obtemos por fim uma forma conveniente para a expansdo do fator de escala a(t):

2
a(t) = ao | 1+ Ho(t —t5) — q“fo (t—10)?]. (5.9)

5.3 TECNICA DE spline PARA INTERPOLACAO POLINOMIAL

O fator de escala na forma dada em 5.9 nos diz que bastariamos fitar os trés coeficientes
em aberto que sdo o ag, Hy e ¢y afim de obter uma boa anélise do problema em estudo. No
entanto essa € uma das piores maneiras de se pensar sobre reconstru¢ao, a nao ser que tenhamos

um intervalo bem pequeno que justifique o uso de uma expansao em série de Taylor.
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Alguns pontos a se ressaltar € que a série de Taylor possui um raio de convergéncia
e se ndo temos a minima nocdo do que tentamos reconstruir entdo ndo sabemos qual seria
esse raio. Em outras palavras se ndo sabemos qual funcdo estamos expandindo entdo também
nao sabemos o seu raio de convergéncia. Além disso, uma andlise em série de Taylor com
apenas trés termos em todo o seu intervalo, implica em uma reconstrucao de todas as fungdes
que sejam expansiveis nesse tipo de série com raio de convergéncia razodvel para uma boa
descricao. Diante disso essa descricdo pode ser muito extrapolada, tanto que este tipo de anédlise
em particular geralmente € descartada em estudos de varios problemas envolvendo reconstru¢cao
na Fisica, pois muitas vezes ao observarmos a disposi¢do dos pontos em um grafico fica claro
que este ndo serd descrito de forma adequada por um polindmio de 3* ordem.

Uma alternativa seria pensar que se aumentdssemos a ordem da expansao isso seria re-
solvido. Entretanto, acabamos caindo no chamado fenémeno de Runge. Esse fendmeno ocorre
quando tentamos ajustar uma interpolac@o polinomial de um polindmio de ordem elevada e nas
bordas do intervalo em andlise temos um problema de oscilacdo (ver Figura 5.1). Isso prejudica

muito o ajuste da curva que melhor se adapta aos dados e consequentemente a reconstrucao.

—0.4 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.1: Representagdo grafica do fendmeno de Runge. A curva vermelha é a chamada fun-
cdo de Runge. A curva azul € uma interpolacdo polinomial em 5* ordem dessa mesma fungao,
usando 6 pontos de interpolagcdo igualmente espacados. E a curva verde é uma interpolagdo,
também da mesma funcdo, em 9* ordem com 10 pontos de interpolag@o igualmente espagados.
Fonte: Wikimedia.

Como estamos interessados em uma fun¢ao continua, o aumento da ordem do polindmio
seria prejudicial a tal caracteristica. Justamente por que essa oscilacao registrada com o aumento

da ordem polinomial € resultante da técnica do ajuste polinomial e ndo um certo fendmeno que
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estamos extraindo da natureza.

Devido a isso a comunidade cientifica acabou desenvolvendo vérias outras técnicas de
interpolagdo, tendo em vista que aumentar a ordem do polindmio ocasionaria esse fendmeno.
Uma alternativa é interpolar a fun¢éo f(x) em grupos de poucos pontos, o que restringe nossa
fun¢do a um polindmio de grau menor. Para tal devemos impor algumas condicdes para que a
funcao aproximada seja continua e também possua derivadas continuas até uma certa ordem de
interesse. Esse tipo de interpolacdo polinomial é conhecido na literatura como spline®. Existe

uma definicao formal para esta técnica que aqui serd exposta com base em [91].

Definicdo 5.1. Funcdo Spline: Seja f(x) uma funcdo tabelada nos pontos xy < 1 < ... < Tp,.
Uma fungdo S,(x) é denominada spline interpolante de grau p com nds nos pontos x;,

1 =0,1,...,n, se satisfaz as seguintes condicoes:

(I) em cada subintervalo [x;,z;y1], i = 0,1,....n — 1, S,(z) é um polindmio de grau p :
sp().
(II) S,(z) € continua e tem derivada continua até ordem p — 1 no intervalo.

(D) Sy(x;) = f(z:),i=0,1,....,n.

A origem do nome spline vem de uma régua eldstica usada em desenhos de engenharia,
que pode ser curvada de forma que passe por um dado conjunto de pontos (x;, y;) que € chamado
de spline. Sob certas hipdteses a curva formada pela régua ode ser aproximada por uma fungao
por partes, de modo que cada uma representa um polindmio ctbico, tal que essa fun¢do e suas
primeiras duas derivadas sejam continuas sempre (a terceira derivada pode ser descontinua nos
pontos z;). Segundo a definicao de spline podemos entdo dizer que tal fun¢do nada mais é do
que uma spline cubica interpolante com nos nos pontos x; [91].

A técnica de spline pode ser linear S;(z), quadrdtica S>(x) ou cibica S3(x). A des-
vantagem de se usar a spline linear, S1(x) vém do fato de que esta apresenta uma derivada
primeira descontinua nos nés. Em contrapartida splines quadraticas apresentam polindmios
com primeiras derivadas continuas e, portanto, a curvatura do polindmio pode trocar nos nos,
ou seja a curva que antes era de um jeito passa a ser de outro abruptamente. Devido a esses
fatores as splines cibicas sdo as mais usadas, pois elas sdo fungdes polinomiais por partes, con-
tinuas em que cada uma de suas partes Py (z), é um polindmio de grau 3 no intervalo dado por
[zr_1,z],k = 1,2,...,n. E ainda, splines cubicas apresentam primeira e segunda derivadas
continuas nos nds, portanto todos os parametros (valor da funcdo em cada nd) se relacionam
por meio dessas condi¢des, tendo em vista que essa caracteristica nos diz que as splines cubicas
ndo apresentam picos € nem trocam abruptamente de curvatura nos nos [91, 81].

Graficamente uma spline consiste no seguinte cenario:

2No possui tradugio para o portugués.
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Suponha pontos observados dispostos em um grafico e suas respectivas barras de erro.
Considerando o método de spline teremos nés onde entre cada um desses temos um tipo de

polindmio cuibico particular para cada caso. Veja a Figura 5.2 para melhor compreensao.

yA E Dados e erros
[ NO
P, A
P, Polindémios

Y2

U1

0 1 X9 X

Figura 5.2: Representagdo grafica de uma fun¢do usando a técnica de spline. Fonte: Autor.

No né representado na posi¢ao (1, y;), nessa mesma figura, vamos impor a condi¢do

de que:

Po(l'l) = Pl(xl). (510)

Além disso temos interesse em manter a continuidade pelo menos até a segunda ordem

de derivada desse polindmio de forma que temos no né que estamos usando como referencial:

Pé(l’l) = P{(Il) € P(;/<.I'1) = Plﬂ(l’1> (511)

Entretanto ao fazermos tal consideracdo acabamos por perder a liberdade total dos po-
lindbmios, de modo que agora eles tem que existir em cada intervalo e satisfazer a continuidade
de P;(x;) bem como a sua primeira e segunda derivadas. Podemos aplicar as condi¢des 5.10
e 5.11 para os outros nds da minha interpolacdo tal que em cada caso teremos um vinculo de
ligacdo entre cada polindmio. Em outras palavras, o polindmio P; tem um vinculo com o po-
lindbmio P no ponto x5, por exemplo, assim como também possui um vinculo com o polindmio
Py no ponto x;. Podemos estender essa mesma caracteristica aos demais polindmios.

Existe uma gama enorme de literatura sobre essa técnica, que € muito conhecida e usada
pela comunidade cientifica. Por exemplo o livro de autoria de Carl de Boor [2] ¢ um dos melho-
res acerca dessa técnica, em que ele demonstra que ela é uma das melhores coisas que podemos
fazer ao interpolar uma funcio. Isso devido ao fato de que a spline minimiza o erro médio
quadratico (MSE - do inglés mean squared error) de interpolagdo entre a curva verdadeira e a

que estamos trabalhando. Essa caracteristica vém também do fato da spline ser cibica.
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Para entender melhor, vamos supor que conhecemos a curva f(x) que representa um
dado conjunto de dados graficamente, representados por pontos e seus respectivos erros. Pode-
mos extrair alguns pontos dessa curva verdadeira e reconstruir outra denotada por f (x), em que
o simbolo de chapéu representa que se trata de um estimador. O MSE € uma medida geral do

tamanho do erro de medicao que € frequentemente usada. Ele é definido como [123]:

MSE = E[(X — X)?¥, (5.12)

em que nessa notacdo temos que E(X ) € o valor esperado do estimador X, ou seja da medida

e, X € o valor verdadeiro da quantidade medida. No nosso caso temos:

MSE = E[(f(z) — f(x))’]. (5.13)

Em outro aspecto, o MSE nada mais € do que o desvio quadrético esperado de X e xg e

pode ser decomposto em contribui¢des de variancia e viés como:

MSE = o2 + 2. (5.14)

Isso € claro pois se pensarmos que f (x) é um estimador da curva, entdo de certo modo,
ele apresenta uma distribuicdo estatistica que vai ter uma certa estimativa de variancia e viés.
Neste aspecto, a variancia representa o quanto que a estimativa da curva real varia pelo fato de
que os dados contém erro. Ao passo que o viés representa a diferenca que ocorre entre a curva
estimada e a curva verdadeira, uma vez realizada a andlise, ou seja se tentamos ajustar uma
pardbola usando uma reta, de certa forma estamos introduzindo um viés, pois ambas as curvas
possuem uma diferenga. Dessa forma quando medimos o MSE, estamos medindo o quanto tem
de viés, que seria o quanto a gente diferiu em nossa estimativa da curva real, e o quanto tem de
variancia por que estamos reconstruindo uma estimativa em cima de algo que por si s6 ja possui
erro.

Do ponto de vista que mais nos interessa, da interpolacdo: se conhecemos os pontos
verdadeiros nos nds, a melhor curva que interpola esses pontos, i.e. que € capaz de calcular o

valor entre os nds, de forma que o MSE de interpola¢do € minimo, € uma spline cubica.

MSE — minimo

As splines sao amplamente utilizadas em tudo o que fazemos, principalmente na Cosmo-
logia. Toda vez que vamos descrever uma funcdo numericamente, por exemplo, a ndo ser que a
func¢do seja simples e conhecemos os seus coeficientes, ndo temos outra maneira de descrevé-la
a ndo ser usando o método de interpolacdo. Entdo no nosso caso usaremos as splines cubicas

para descrever o nosso Universo.
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5.4 EQUACAO DE ESTADO DA ENERGIA ESCURA POR PARTES

Além do que discutimos na subse¢do anterior, existe uma outra técnica matemaética por
trés disso tudo. Na reconstrucdo de uma funcéo, as derivadas dela terdo erros cada vez maiores.
Do ponto de vista numérico derivar € muitas vezes pior do que integrar, pois se integramos uma
fun¢@o com muito ruido ela tende a ficar suave. Ao passo que se derivamos uma fun¢do com
muito ruido ela tende a ficar com mais ruido ainda. Entdo ao invés de descrever o préprio fator
de escala a(t) usando splines cibicas, descrevemos a maior derivada de nosso interesse, de 2°
ordem, que representard indiretamente a equagao de estado da energia escura, uma vez que a
segunda derivada com relacdo ao tempo ¢ do fator de escala dado na Eq. 5.9 expressa uma
expansdo acelerada do Universo.

Do ponto de vista que mais estamos interessados, temos o modelo cosmolégico CDM
(Cold Dark Matter) mais uma certa func¢do w(z) que nos fornece a equag@o de estado da energia

escura em um dado redshift que matematicamente € dada por:

w(z) = LB (5.15)
PDE
em que ppg € ppg sao0 a pressdo e a densidade da energia escura (o subescrito DE vém do inglés
dark energy).
Neste trabalho evitamos fazer escolhas arbitrarias da forma w(z) e consequentemente,
a priori restringindo-o a formas funcionais especificas, aproximando w(z) por partes até uma
func¢do polinomial de 3* ordem, ou seja, um spline cubico.
O primeiro passo para construir um estimador de w(z) (denotado por w(z)) é especificar
o intervalo de redshift (dominio D) no qual a fung@o € definida. Este intervalo é D = [z, Zmax),
em qUE€ Zpnin € Zmax SA0 0s desvios para o vermelho minimo e méximo dos dados observacionais
usados em nosso trabalho. A préxima etapa consiste em partirmos o dominio D em n sub-

intervalos nos quais definimos w(z) como uma fungéo cubica, a saber,

.
<2<z P()(Z) PU(Z()) =Wy € Po(Zl) = W1

() = Z1§2"§22 Pl(.Z) Pi(z1) =wy f) Pi(z3) = wo (5.16)

\Zn—l S z S Zn Pn—1<z> Pn—l(zn—l) = Wp—1 € Pn—l(zn> = Wnp

em que
Pu(2) = ar(z — 2)® + bp(z — 21)? + cu(z — 22) + di, 2 € [z, Z041), (5.17)

com intervalo fechado quando £ = n — 1. Neste caso 2y = Zmm € 2 = Zmix € Pk $a0 polindmios
cubicos definidos para o i-ésimo sub-intervalo. Temos que wq, wy, wa, ..., wy sd0 os valores

da equagdo de estado da energia escura, w(z), nos nés. Por exemplo, w, representa o valor
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da fungdo w(z) no né zero® ou no primeiro redshift. Note ainda que cada polindmio P;(z) no
segmento [z, zx+1) depende de 4 pardmetros (ag, bg, ¢x € di) e, consequentemente, precisamos
estimar 4n pardmetros para definir w(z) de acordo com o dominio D. No entanto, impomos as

seguintes condi¢des de continuidade,

Piy1(2k41) = Pr(z41), (5.18)
12+1(Zk+1) = P(2k41), (5.19)
Pigﬂ(zkﬂ) = P (2k41), (5.20)

nos n — 1 nds internos k € (1,n — 1) e o simbolo de plica (') denota derivada em relagdo a
z. Isso restringe a nossa reconstrucao de 4n parametros para n + 2 a serem determinados. No
entanto, ainda temos dois pardmetros em aberto a se determinar. Além disso, nas bordas, a
curva reconstruida tende a apresentar um MSE maior em compara¢do com o seu “interior”.

Para fixar os parametros e manter o MSE homogéneo em toda a curva vamos usar a
técnica de Carl de Boor [2], chamada em inglés como not-a-knot, com traducao literal para
“ndo é um nd” ou “ndo nds”, que € representada por duas condi¢des de contorno de dois “ndo
nés” dadas por:

n

wy' (z1) = wi'(z1) e w, y(zn-1) = wy 1 (2n-1) (5.21)

De acordo com essa técnica estamos dizendo que a derivada terceira também € continua
somente em dois casos particulares: entre o 1° e 2° polindmios, ou seja no segundo né e entre o
pendltimo e dltimo polindmios, ou seja no penultimo nd.

Temos que z; se trata do redshift representado no primeiro né da spline cubica, ou seja
cada z que o nosso software escolhe € um né em nossa reconstrucdo. Devido a isso como todo
o intervalo de redshift vai até n, acabamos entdo com n + 1 nés que sdo os parametros a se
determinar W = {dy, ..., d,,}. Como temos uma relagdo de um para um entre a fungio para
cada né wy = w(zy) e o pardmetro dj de cada polindmio, a partir de agora renomearemos o
conjunto como W = {wy} por uma questao de simplicidade notacional. Assim, a nossa fungao
fica totalmente descrita se conhecemos os n + 1 nds e os n + 1 valores dessa fungdo. Com
isso estamos parametrizando a fungdo interpolada com esses n + 1 valores de w(z) ao obter
estimativas da equacao de estado da energia escura.

Ao escrevermos a equagdo de estado usando splines cubicas obteremos o pardmetro de
Hubble e o fator de escala, quando e se necessario através de integracao. Deste modo, qualquer
ruido que possamos obter na nossa reconstrucdo da equacao de estado da energia escura vai ser

minimizado ou diminuido ao encontrarmos observaveis que provém a partir da sua integragao.

3Também podemos denotd-lo como o primeiro né. Lembrando que qualquer drea do conhecimento humano
que ndo seja a computagdo, comeca a contar pardmetros a partir de 1, ao passo que na computagdo a contagem
comeca em 0.
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5.5 IMPLEMENTACAO DO SOFTWARE WSPLINE

Em Tecnologia de Informagao temos a chamada implementacdo de software (programa
computacional) que se trata da fase de criacdo de um software no contexto de um sistema de
informacao, ou seja corresponde a elaboragao e preparagdo dos médulos que serdo necessarios
para a sua producdo. Essa é uma atividade que faz parte de um processo de software e que na
pratica sdo atividades complexas, que incluem diversas etapas para que atendam as necessidades
de cliente e/ou usudrio [124]. Esta secdo € dedicada aos célculos envolvidos na implementagao
do software Wspline.

Como em teoria a energia escura € considerada um fluido, podemos usar a equacdo de
continuidade de um fluido para analisd-la. Esta equacdo € dada matematicamente por 3.51 que
aqui consideramos com ¢ = 1:

p+3H(p+p) =0, (5.22)

em que p = p(t) é a densidade e p = p(t) a pressdo isotrépica, ambas da energia escura e H é
o parametro de Hubble definido na Eq. 3.8. No entanto, vamos reescrever a Eq. 3.8 em termos
do redshift z, que se trata da principal grandeza de medida em nossos cdlculos. De acordo com

a Eq. 3.26 temos:
ap

= 5.23
ity (5-23)
em que ay = a(ty) € o fator de escala hoje. Substituindo 5.23 em 3.8:
lda 1 df ag (1+2) d 1
g 1de _ a@ _ Y . 524
a dt Qo dt ll + Z:| ao aodt |:( + Z) } ( )

1+2

O fator de escala hoje é tratado como constante na derivacdo com relagdo a t, e dessa forma
podemos simplifica-lo, pois o temos no numerador e denominador, no entanto z = z(t), entéo,

de acordo com a “regra da cadeia’:

d 1+2 dz
H=-(1 1427711 = 5.25
(1+2)(1+2) dt[ +Z] (1+2)2dt’ ( )
usando a nota¢cdo de Newton: '
z
H=-— . 5.26
1+ (:20)
Podemos reescrever a Eq. 5.22 substituindo 5.26 na forma:
dp z
— =3 —— =0. 5.27
7 (1+2)(0+p) (5.27)

Por conveniéncia vamos fazer uma troca de varidvel no primeiro termo do lado esquerdo dessa
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igualdade. A partir da “regra da cadeia” podemos reescrever 5.27 como:

dp dz z

dz dt (1+=2)

(p+p) =0. (5.28)

Dividindo ambos os lados dessa igualdade por z obtemos:

dp  3(p+p)
dz  (1+2) 0 (29)

uma forma em termos de z diretamente. Reescrevendo 5.29:

dp _3(p+p)

iz~ (152) 430

Em ciéncia da computacio, geralmente, precisamos distinguir varidveis lineares de va-
ridveis exponenciais. No nosso caso o redshift de objetos proximos, da fase recente do Uni-
verso, como mostra a Tabela 5.1 apresentam uma variacdo que pode ser considerada do tipo
linear, no entanto em um Universo mais antigo, como também mostra a tabela temos valores

que se distanciam de forma nao-linear [1].

Tabela 5.1: Valores aproximados de redshift para as principais fases do Universo e objeto ou
fendmeno descrito de acordo com z.

Fase do Universo Objeto/Fendmeno redshift z
Planetas e estrelas 0.1
Recente
Primeiras Galdxias (Reionizagao) 10
CMB 1080
Antiga

Igualdade entre radiagdo e matéria 10000

Inicial Nucleossintese 1010

Neste aspecto, se quisermos criar um modelo fenomenoldgico que descreva a energia
escura, e que seja capaz de descrever as coisas acontecendo com ela desde as mais antigas até
as mais recentes fases do Universo € evidente que a varidvel z ndo se trata de uma boa varidvel
computacional, pois ela varia muito de escala.

Supondo que em uma grade dividida em 1000 partes iguais de valores de z como mostra
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a Figura 5.3, temos como 0 o menor valor e 10'° 0 maior valor de z. Entdo neste caso, teremos
10'°/1000 = 107 valores de = para cada intervalo e isso na descri¢do da nossa fungdo Wspline
significa dizer que no nosso método not-a-knot [81], o primeiro né é z = 0 e o segundo nd
é 2 = 107, o que engloba muitas fases do Universo. Essa peculiaridade nos d4 uma simplici-
dade para a fungdo, o que acarreta em uma falta de nivel de detalhe nos cédlculos numéricos e

consequentemente numa péssima descricdo do modelo.

|

107

Figura 5.3: Grade de representacdo dos valores de z com divisdo em 1000 partes iguais.

Esse tipo de problema acontece bastante na literatura e uma maneira de lidarmos com
ele é trabalharmos com uma varidvel que seja o logaritmo natural, In, da varidvel em estudo.
No nosso caso, de imediato pensamos que ao invés de trabalharmos com z devemos usar In[z],
ou seja a nova varidvel seria do tipo:

a = In|z]. (5.31)

No entanto, essa varidvel o ainda ndo é boa para os calculos, como veremos. Quando z = 10*°
obtemos, de acordo com uma propriedade bésica do logaritmo natural, o seguinte resultado para
o

a = 101n[10] ~ 23.02585. (5.32)

Esse ndo € um numero tao grande, entdo a principio seria mais facil de se trabalhar. Quando
z = 1 obtemos
a=10In[1] = 0. (5.33)

E fato que a variacdo de escala é bem menor que antes, pois de z = 1 até z = 10 tere-
mos uma varia¢do pequena de escala em « com relacdo a varidvel z, no caso, a diferenca entre
os dois resultados que seria de aproximadamente 23.02585. Porém teremos uma discrepancia

quando z = 0, que se trata do redshift hoje, pois neste caso:
a = 101In[0] — oo, (5.34)

e isso nos diz que no intervalo de z = 0 até z = 1 teriamos uma escala muito grande de valores e
de certo modo teriamos o mesmo problema ja discutido anteriormente. Efetivamente, a melhor

variavel para trabalharmos deve ter a seguinte forma:

a = 1In[l + 2. (5.35)
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Ou se quisermos escrever z em termos dessa nova varidvel basta elevarmos ambos os lados da

igualdade em 5.35 a exponencial, e usarmos a defini¢cao da funcdo exponencial, de tal modo que

e ="M s et =142 (5.36)

Agora, quando z = 0 (redshift hoje, de acordo com 5.35, obtemos como resultado para a nova

obtemos:

variavel «:
a; =1In[1 4+ 0] =0. (5.37)

E quando z = 10! (redshift final), temos que:
oy = In[1 + 10" &~ 23.02585, (5.38)
o mesmo resultado encontrado em 5.32. Para fins de comparagao temos, quando z = 1:
a = In[l + 1] = In[2] ~ 0.69315, (5.39)

que se trata de um valor pequeno de variagdo com relagdo ao valor encontrado em 5.33. Entdo,
podemos constatar que a nossa nova variavel «, definida em 5.35, varia de 0 até 10 1n[10]. Com-
putacionalmente essa é uma variacdo de escala pequena, o que facilita os cdlculos numéricos e
o particionamento no método not-a-knot em nossa funcao, e ainda por cima, engloba todas as
fases do Universo, que € o nosso principal interesse.

Como foi feito no artigo de Ref. [81] na reconstrucdo da funcdo de desaceleracdo,
vamos fazer um particionamento em 12 nés como mostra a Figura 5.4. Neste caso teremos um
intervalo com valor de:

ay  In[l+ 10

Ttyrage = = ~ 1.91882 4
yrage = 3 5 9188 (5.40)

entre cada divisdo da grade. Isso significa dizer que o primeiro né 2 na posi¢do «; = 0 numeri-

camente é, de acordo com 5.39, dado por:

z=¢e"—1=0, (5.41)

e o proximo no serd dado por:
z =912 _ 1 ~ 5.81292. (5.42)

Esse ainda € um valor muito grande.

Precisamos pensar numa maneira de discretizarmos o espaco para representarmos a fun-
cdo de forma que os nds estejam em pontos representativos do fendmeno fisico em estudo. Se
diminuirmos o nosso intervalo de redshift de = = 0 até z = 10", provavelmente teriamos mais

valores entre o «; € ;11. Além disso, incluimos o redshift da CMB que estamos mais interes-
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1.91882

Figura 5.4: Grade ilustrativa dos valores de o com divisdo em 12 partes iguais no intervalo de
redshift 0 < z < 10'°.

sados em uma primeira calibracdo do nosso trabalho. Assim, de acordo com 5.35 temos que a
minha grade terd um intervalo da grade de a; = 0 até:
a; = In[1 + 10 = 9.21044. (5.43)

Assim, se dividirmos a grade dos valores de oo em 12 partes (n6s) teremos que cada sub intervalo

compreenderd um valor de aproximadamente 0.76754 entre cada n6 (ver Figura 5.5).

0.76754

Figura 5.5: Grade ilustrativa dos valores de o com divisdo em 12 partes iguais no intervalo de
redshift 0 < z < 10%.

Neste caso temos que o primeiro n6 € dado em z = 0 para a = 0 e o segundo € dado
em:
2z = %707 _ 1 ~ 1.1545, (5.44)

para o = 0.76754. E o terceiro n6, para o = 2 x 0.76754, é
z =0T _ 1~ 3.6417. (5.45)
Para fins de visualizacdo o dltimo né em o = 9.21044 € dado para o redshift:
z =0T 1~ 10", (5.46)

Deste modo, os intervalos serdo mais préximos inicialmente e se distanciam mais rapidamente
de acordo com os valores de redshift para as eras do Universo. No modelo o altimo valor de ~
que dita o intervalo em « e assim, realiza todos os procedimentos que discutimos de forma ilus-
trativa para selecionar os valores de z, ou seja os nds da spline ctbica, em todo o intervalo de z

até z;. Para visualizar esse procedimento ilustrativo de forma mais precisa va até o Apéndice B,
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em que € apresentado um script que foi produzido com o objetivo de ilustrar o comportamento
de o com relacdo a z para os dois casos (foi plotado até um gréfico representativo da fungdo
5.35 em escala linear - no caso, uma fun¢ao logaritmica do tipo crescente). Considerando isso

precisamos agora calcular a Eq. 5.30 nessa varidvel. De acordo com a regra da cadeia temos

que:
dp dpdz
L 5.47
da  dzda (5:47)
A derivada de z com relagdo a « € fécil de ser calculada. Logo:
dz d
— =l =1 =" 5.48
da  da e J=e, (5.48)

de acordo com a derivada da func¢do exponencial. Substituindo 5.30 e 5.48 em 5.47 obtemos:

dp _3(p+p) 4

=119 (5.49)

Como 1 + z = e“, de acordo com a segunda passagem em 5.36, podemos simplificar o termo

e, pois o teremos no numerador e denominador restando apenas:

dp
o= 3(p+p). (5.50)

O nosso maior interesse € o da modelagem da equacgdo de estado com relagdo a pressdo. Pri-

meiramente vamos dividir ambos os lados dessa igualdade por p, o que nos da a seguinte forma:

1d
__P:3<1+B)_ (5.51)
p da P
Por defini¢do temos que:
w=2 (5.52)
P

em que w € a equagdo de estado para fluidos barotrépicos e que pode ser usada para a energia
escura como discutimos ao apresentar a Eq. 3.52. E, assim como p e p dependem de ¢ temos
que w = w(t). No nosso caso, estamos trabalhando com a varidvel o que € escrita em termos

de z, logo w = wla(z)] = w(«) por compactacdo. Entdo a Eq. 5.51 pode ser escrita como:

Ldp

e 311+ w(a)). (5.53)

E ainda, o lado esquerdo dessa igualdade pode ser reescrito fazendo uso da derivada da fungdo

logaritmica, que no nosso caso resulta em:

dIn[p]
do

— 3[1 + w(a)]. (5.54)
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Integrando 5.54 com relagdo a varidvel o em ambos os lados da igualdade obtemos:

| = A ot = [ sl wian)da -3

/
0 dOé 0

em que o’ é usado apenas como notacdo para os termos de integragdo, ja que temos a varidvel
a nos limites desta. E o limite inferior, o, nada mais € do que a varidvel « hoje. Neste aspecto,

temos que hoje z = 0 entdo de acordo com a Eq. 5.35:
a =1In[l+ 0] =0. (5.56)

Logo, o limite inferior em 5.55 pode ser reescrito usando 5.56:

[ a = [ wa o 557)
0 do/ 0

Usando o 2° teorema fundamental do cdlculo ou regra de Barrow podemos calcular facilmente

a integra¢do do lado esquerdo dessa igualdade:

In[p(a)] — In[p(0)] = /Oa 3[1 4 w(a)]da’. (5.58)

E usando uma propriedade do logaritmo natural, que nos diz que a subtra¢ao dos logaritmos é

o logaritmo da divisao [125], no lado esquerdo desta igualdade obtemos a seguinte forma:

In {ﬁ} — /a3[1 +w(e)] de, (5.59)
Po 0

em que p = p(«a) e po = p(0). Elevando ambos os lados desta expressdo a exponencial temos:

exp { In {ﬂ } — exp { /Da 3[1 + w(d)] do/}. (5.60)

Usando a definicao da fungdo exponencial e que a integral de uma soma € a soma das integrais:

£ _ exp { /a 3[1 4+ w(a)] do/} = exp {3/a do’ + 3/aw(o/) do/}. (5.61)
Po 0 0 0

A primeira integracdo € trivial, j4 a segunda manteremos da mesma forma, o que nos da, iso-

p = poexp {3 {oz + / w(a') do/] } (5.62)
0

Essa é a densidade de energia escura, explicitamente p = ppg(«). Definindo os pardmetros de

lando p:

. . 1Y Lo
densidades para a energia escura como {Jpg = — e {lpgg = —, podemos reescrever 5.62
Pco Pco
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usando-as, se dividirmos ambos os lados da igualdade pela densidade critica hoje p.g, ou seja:

L exp {3[04 + / w(c) dO/]} = Spg = (dpgo exp {3[04 + / w(a’) dal]}' (5.63)
Pco Pco 0 0

Substituindo a Eq. 5.35 em 5.63:

Qpr =pro €Xp {S(In[l + 2] + /Oa w(a') do/)}

=pro €XP {31n[1 + z]} exp {3 /Oa w(a) do/},

em que usamos uma propriedade da fung¢do exponencial. Usando primeiramente uma proprie-

(5.64)

dade da fun¢do logaritmica no primeiro termo entre chaves:

Qpg = QpEo €xp { In[(1 + 2)3]} exp {3 /a w(a) do/}, (5.65)
0

e aplicando a defini¢cao da func¢io exponencial:

Qpe = Qpro(1 + 2)° exp {3 /a w(a) do/}. (5.66)
0

Substituindo 5.36 em 5.66 temos {2pg em termos de « escrito como:

Qpg = (pgo exp {3 {04 + / w(a’) do/} } (5.67)
0

A densidade adimensional {2pg depende do redshift z logo a derivada de 5.67 com relagdo a z é

dada pela regra da cadeia como:
dQDE dQDE do

= — 5.68
dz da dz ( )
. dz <
Em 5.48 verificamos que o= e” entdo:
@
d 1
2o~ (5.69)
dz e~
no entanto, de acordo com 5.36, temos que e* = 1 + z logo:
da 1
— = : 5.70
dz 14z ( )
Substituindo este resultado em 5.68:
dQpg  dQpg| 1
= . 5.71
dz do L + 21 7D
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E a outra derivacdo € mais fécil de ser calculada se usarmos a forma dada em 5.62, para tal

temos temos a seguinte forma:

dQDE 1 dp £o d /a l /
o oda ~ podo exp 4 3la+ i w(a')da'] ¢, (5.72)

em que a derivada ndo atua sobre p.y € nem sobre py. De acordo com a derivada da funcdo

exponencial temos:

dQ o d d |, [*
d;jE = (pro €xp {3 [a + /0 w(a') dai } (@ [30‘] +@ {3/0 w(d) do/] )» (5.73)

N ——
he 3
Qpg:Eq. 5.67

A segunda derivacdo nessa expressdo pode ser calculada fazendo uso do 1° teorema fundamental

do célculo, o qual nos dé o seguinte resultado no nosso caso:

%[3 /0 " w(a) do/] — 3w(a) — 3w(0) = 3w(a), (5.74)

em que w(0) = 0 pois de acordo com 5.35 para « ser nulo z tem que ser igual a zero, o que é
dado apenas quando a = ay em 5.23 e isso s6 ocorre em ¢ = ( quando a pressdo € nula para
satisfazer 5.52. Substituindo 5.74 em 5.73:

dSdpg

= Qpe3[1 + w(a)]. (5.75)

E entdo a Eq. 5.71 pode ser reescrita usando essa expressao como:

dz

— Qps3[1 + w(a)] { 1 i Z} | (5.76)

Em termos de « basta usarmos 1 + z = e“:

= 3e [l + w(a)]pE. (5.77)

Essa expressao representa a derivada primeira do pardmetro de densidade de energia escura.

A derivada segunda segue o mesmo raciocinio para o seu cédlculo analitico. Temos que:

d2QDE d |:dQDE:| B d&i

- dz |~ dz da

2 ds {36’“[1+w(a)}QDE} = 3€_ai[e_“[1+w(a)]9m]. (5.78)

do
A derivacdo atua nos trés termos nessa expressao entdo usando a regra de Leibniz:

d*QpE
dz?

= 3€_a{ d;:‘ 1+ w(«)]Qpg + e_a% [[1 4+ w(@)] k) }, (5.79)
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Novamente:
Ot e (et + wtalitos + e | (S [1+ 0] ) 2os + [+ () 2% ||
< (e w0+ (o + 1+ (o) 2
(5.80)
em que w'(a) = dlsf‘). Substituindo 5.75 nessa expressio:
dig?E = 36_“{(—6‘“)[1+w(a)]QDE+e‘“ [w’(a)QDE+[1+w(a)]QDE3[1+w(a)]} } (5.81)

Deixando e~ e {)pg em evidéncia e organizando os termos:

dQQDE
dz?

:eza{ —3[1 +w(o)] + 3w (o) + 9[1 + w(a)]z}QDE

:62a{ —3[1 +w(a)] + 3w () + 9[1 + 2w(a) + wQ(a)}QDE
(5.82)
:e_2a{ — 3 —3w(a) + 3w (a) + 9 + 18w(a) + 9w2(a)}QDE
:e_za{6 + 15w(a) + 3w («) + 9w2(a)}QDE.

Por fim:

d2QDE
dz?

= 3{2 4+ w(a)[5 + 3w(a)] + w'(a) }e**QpE. (5.83)

Neste caso temos que w(«) = w(z) serd uma spline ciibica como vimos na subsecao anterior, a

qual conheceremos os coeficientes de seus polindmios ctbicos.

5.6 PROCEDIMENTO DE ESTIMACAO NUMERICO

A partir de um conjunto de dados observacionais D = {SNe Ia, BAO, CCH}, determi-
namos o intervalo de redshift z necessario para a reconstru¢do de w(z). Assim, podemos fazer
uma reconstrucao pelo método de splines ctbicas usando uma nova varidvel implementada para
reconstruir w(z), que nada mais é do que os parimetros que irdo definir a curva do nosso mo-
delo. Portanto em principio w(z) é a nossa hipStese estatistica reconstruida indiretamente a
partir dos dados observacionais. Se fizermos uma hipétese sobre w(z) entdo obtemos uma certa
curva.

Dada uma spline cubica podemos calcular quantidades de nosso interesse como o pa-
rAmetro de Hubble H (z), distdncias cosmoldgicas D(z), dentre outros observaveis. A nossa

hipdtese nos diz que a juncdo de CDM, com outras componentes de matéria como bdrions e
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neutrinos (parte dependente), mais w(z) (parte independente) nos fornece a determinagio da
Cosmologia em nosso trabalho. Nesse aspecto, supomos que sabemos sobre algumas consti-
tuintes do nosso Universo como a matéria escura fria, neutrinos e bérions, por exemplo, que
seriam a parte fixa e dependente no nosso modelo. No entanto ndo vamos supor nada a respeito
da energia escura que representa a parte livre e independente do nosso modelo, e deste modo os
dados irdo nos fornecer a melhor representagdo para essa componente, que nao sabemos como
se comporta. A Figura 5.6 pode parecer confusa num primeiro momento mas o ponto € que o
modelo cosmolégico é composto de varias hipdteses sobre varias partes do Universo, desde a
sua curvatura até as suas componentes, € ndo estamos sob circunstancia alguma tentando re-
construir esses modelos de CDM, neutrinos entre outros aspectos do modelo. Entretanto ndo €
por isso que manteremos fixos os parametros associados a esses modelos. Tais pardmetros, que
estdo fixos em suas formas tedricas, sdo ajustados em diversas ocasides. Nessa situagio w(z) é
a componente sob a qual faremos o minimo de hipéteses na tentativa de usarmos os dados para

reconstrui-la.

Independente

w(2)

Dependente.
Neutrmos
Barions, dentre
outros.
Modelo

Figura 5.6: Nosso modelo considera uma parte dependente de modelo, representada por alguns
parametros conhecidos, e uma parte independente de modelo, no que se diz respeito a equagao
de estado da energia escura que € ajustada de acordo com os dados.

Com w(z) reconstruido podemos estimar a densidade da energia escura ppg(z) e poste-
riormente o pardmetro de densidade da energia escura {)pg(z) do nosso modelo, dados respec-
tivamente pelas Eqgs. 5.62 e 5.67, que foram implementadas numericamente usando uma nova
varidvel computacional, o (Eq. 5.35).

Com o pardmetro {2pg podemos estimar o pardmetro de Hubble H (z) usando a Eq. 3.74,

que aqui escrevemos novamente para melhor visualizagdo:

H(z) HO\/Q )+ Qar(2) + Qr(2) + Qpe(2), (5.84)

No nosso trabalho consideramos Hj (Eq. 3.9) como livre ou fixo, T (True) ou F (False)
em notagdo de dados booleanos. Quanto aos outros parametros temos que €2,. pode ser T ou F,

assim como {2, definido no nosso trabalho, a partir do pardmetro de densidade de matéria €2/,
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como:

Qpr = Q.+ 0.05. (5.85)

O valor 0.05 que aparece como acréscimo na Eq. 5.85 se refere ao valor encontrado na literatura
[1] para o parametro de densidade de matéria baridnica €2, (Eq. 3.100). E consideramos 2z =~ 0
de acordo com 3.102.

Assim, H (z) é estimado em nosso trabalho de acordo com essas relagdes como:

H(2) = Ho/Qu(2) + Qe(2) + 0.05 + Qpg(2). (5.86)

Determinar H (z) em diferentes pontos da evolugdo do Universo pode nos ajudar a entender
melhor a dindmica de sua expansdo, ademais, tem se mostrado ttil na realizacdo de andlises e
testes cosmoldgicos, como o desenvolvido neste trabalho.

Devemos salientar que os parametros fixos do nosso modelo dados na Figura 5.6 se
referem especificamente as densidades de matéria escura (p.q,,,) € baridnica (p,) € ndo aos pa-
rametros de densidade de ambos. Logo (2. pode ser T ou F para se adequar ao nosso modelo,
tal que ainda assim mantemos o principal aspecto deste, que € a componente de matéria escura
fixa.

Os valores de partida para os trés parametros principais adotados neste trabalho sdo:
Hy=70.0kms *Mpc™' Q.=0.25 e Q=0. (5.87)

Ou seja, quando sdo livres, os parametros sdo ajustados pelos dados e tém como ponto de
partida os valores dados em 5.87. Neste caso, a analise independente de modelo nos diz que
ndo podemos deixd-los fixos, ao passo que se o forem estaremos dentro de uma abordagem
mais dependente de modelo. Neste aspecto, quando fixos, eles representam o MCP (ACDM).
Por exemplo, na configuracdo TFT temos que Hj e (), sdo livres e apenas (2. é fixo. Vamos

analisar o termo correspondente a matéria escura da expressao 3.92:

e
Q. = ——Pedm.- 5.88
3 Hg Ped ( )
F -~
T

Apesar de H ser livre para variar ele tentard se adequar ao valor fixo de €2.. Desta forma
ele € indiretamente um parametro fixo também.

Neste caso a melhor configuracdo do nosso trabalho para analisarmos € TTT para os
parametros Hy, (). e ()., pois mantemos as componentes da Figura 5.6 fixas e variamos apenas
w(z), sendo que os pardmetros do nosso modelo sdo ajustados de acordo com os dados.

Com H (z) estimado podemos determinar F(z), pois se trata do parAmetro de Hubble

estimado em razao da constante de Hubble que pode ser T ou F, como jd mencionamos. Assim
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podemos estimar a distancia comével D. em termos do redshift que € escrita como:

c (7 dY
D.(z) = apr = Fo/o m, (5.89)
como deduzimos em 3.46.

Finalmente, podemos entdo determinar a nossa previsao tedrica para os observaveis cos-
moldgicos, e assim calcular as verossimilhancas para cada um desses casos, de modo que a
verossimilhanga final nos fornece a probabilidade do conjunto de dados observacionais D =
{SNe Ia, BAO, CCH} dado o nosso modelo da reconstru¢do de w(z). Apenas apGs estimarmos
w(z) que podemos calcular os observdveis que por sua vez sdo comparados com as observacdes.

Neste sentido vamos construir a verossimilhanca da seguinte forma:

~

L(D|6) = L(D|Hy, {1(2)}, Qe, e, &, B, M), (5.90)

em que féo espaco paramétrico de dados do nosso modelo.

Ap6s a execugio do software obtemos o best-fit* referente ao conjunto de pardmetros
que maximiza a verossimilhanca. Os valores obtidos sdo as estimativas calculadas para um
certo conjunto de dados, por exemplo: 0 = Iflo, QC, Q,.@, {wy}, &, B, Ml, M. Neste aspecto, 0s
estimadores representam os parametros que uma vez livres € minimizados numericamente nos
fornecem as estimativas para o modelo.

A questdo é que um estimador é uma fung¢do indireta dos dados. Por exemplo, {w;} =
{w(D)} se pensarmos que o ponto dessa fun¢do que a maximiza é implicitamente uma fungéo
de D. Uma vez que sabemos que os estimadores sdo fun¢do dos dados, entdo podemos usar a
proépria distribuicdo destes para calcular a média, variancia, valor esperado, regido de confianga®
e etc, desses estimadores, pois a inferéncia estatistica é feita sobre eles.

Para uma melhor compreensdo da estimagdo numérica para o leitor, um mapa conceitual
a respeito deste procedimento pode ser visualizado na Figura 5.7 no qual temos o procedimento
sobre as 1* e 2% etapas, em que executamos o software para todas as configuracdes possiveis dos
parametros principais do nosso modelo, pois queriamos ter um panorama geral sobre todas as
possibilidades. Posteriormente, para a 3* etapa, fixamos apenas {2, mantendo H, e {2, como
parametros livres, pois essas configuracdes em particular ja nos forneciam uma boa estimativa
para a reconstrucdo de w(z).

As Eqgs. 5.77 e 5.83 também foram implementadas numericamente, entretanto nao foram
usadas na estimac¢ao de nenhum parametro nesse trabalho. Essa implementagdo ocorreu por que
o codigo computacional foi escrito com o intuito de ser reutilizado em uma série de possiveis

aplicacdes. Por exemplo, caso seja de nosso interesse estimarmos o parametro de desaceleragcdo

“Melhor ajuste das estimativas, ou seja os melhores resultados obtidos com a execucio do software.

SPodemos interpretar a regido de confianca como sendo a probabilidade de dado um conjunto de dados esti-
marmos um valor préximo de um outro valor que descreva realmente o fendmeno em estudo. Em outras palavras
a regido de confianca nos diz o quio préximo o nosso valor estimado estd do valor verdadeiro.
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q(z) a partir da reconstrucdo de w(z), sabemos que ¢(z) depende dos seguintes pardmetros:
a(=) = {B'(2), E(2)}. (5.91)
Assim como o jerk, outro paradmetro cinematico do Universo, que é dado por:
J(2) = {E"(2), E'(2), E(2)}. (5.92)

Estes sdo parAmetros que dependem das derivadas de F(z). Quando implementamos um objeto
na biblioteca NumCosmo, o fazemos implementando todas as quantidades necessdrias para

todos os célculos possiveis, afim de usar em futuros trabalhos.

Intervalo de z

v

Método de
Reconstrucao

D = {SNe Ia, BAO, CCH}

Figura 5.7: Mapa conceitual referente ao procedimento de estimagao numérico deste presente
trabalho para as 1* e 2* Etapas.

5.7 METODOS ESTATISTICOS EMPREGADOS NAS ANALISES

Nesta se¢do abordaremos algumas ferramentas de estatistica que foram utilizadas ao

longo deste trabalho para as andlises. Como, por exemplo, na verificacdo das regides de confi-
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anca dos dados obtidos.

5.7.1 Método da maxima verossimilhanca

Supondo que temos uma funcdo tedrica f(x) para ajuste de um conjunto de dados
{x:, fi(2;]0)} (veja a Figura 5.8) em que f(x;|0 representa a funcio do nosso modelo escrita
em termos dos dados D = z; e dos estimadores 6. Se ndo sabemos nada a respeito dos pontos
que representam esses dados, além das suas barras de erros, a Ginica coisa que podemos fazer é
esperar uma fungdo f; que passe entre cada ponto e que esta descreva fielmente os dados. Essa

func¢ado pode ser determinada matematicamente por:

N et V12

em que o7 € a varidncia, uma medida que mostra o quéo distante cada valor de um conjunto de
dados estd da média [123]. Quanto menor for a variancia, mais préximos os valores estdo da
média, caso contrdrio quanto maior for a variancia, mais os valores estdo distantes da média.
A Eq. 5.93 é a chamada distribuicio \? ou o método dos minimos quadrados [126], em
que 6 nesse contexto sio 0s pardmetros livres/estimadores® do modelo. E um método muito
usado em Regressdo Linear’ para estimar os parAmetros desconhecidos criando um modelo que
minimizard a soma dos erros quadrados entre os dados observados e os previstos por um certo
modelo.

No entanto, se quisermos algo mais rebuscado estatisticamente fazemos a seguinte per-
gunta: quem € fl(arzléﬁ Ele ndo pode ser o valor da minha fung¢do, pois se for ela teria que
passar exatamente nos pontos como mostra a curva vermelha na Figura 5.8. O que fazemos é
supor que f; seja um verdadeiro que denotamos como [ mais um acréscimo de erro §; devido

ao processo de medicao:

fi(:0) = ff+ 6,(x,]0). (5.94)

O processo chamado de minimos quadrados dado em 5.93 € bem robusto, pois a curva
¢ praticamente colocada a mao no seu ajuste com os pontos. Entretanto com a Eq. 5.94 temos
algo mais consistente estatisticamente. Vamos considerar ¢; uma varidvel do tipo gaussiana
cujos valores ndo estdo correlacionados entre si. Se agora estendermos esse conceito para os
dados atribuindo a estes a ideia de que sdo varidveis gaussianas ndo correlacionadas entre si, a

distribui¢do de probabilidade desses o; é dada por:

®Neste aspecto, se a melhor curva que descreve os dados é uma reta entio 6 sdo parametros/estimadores que
representas a inclinacdo da reta e o valor que corta o eixo, por exemplo. Se for uma pardbola teremos mais
pardmetros/estimadores.

7A Regressio Linear ¢ um modelo que tem por objetivo resumir o relacionamento entre duas ou mais varidveis
por meio de uma linha, e assim usar o resultado da funcdo dessa linha para estimar valores, quando conhecendo as
varidveis que a afetam [126].
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Figura 5.8: Representacao grafica de um ajuste de curvas usado na discussao sobre a distribui-
¢do 2 ser chamada de verossimilhanca.

N 52(x,/0)
A 1 - 2
Lzl =] e 207 | (5.95)
1 V2mo;

em que L € a verossimilhanga. Ela nos diz qual a distribui¢o estatistica dos erros cometidos ao

se observar os dados. Substituindo 5.94 nessa expressdao obtemos:

5 _TT. L Lfl— filwi]6))
ﬁ(xiw):i]j[l Mo 2 (5.96)

Muitas vezes € mais conveniente utilizarmos a fun¢do logaritmo natural, [n, da verossimilhanga.

Os valores dos parimetros que maximizam a £
Onmax £ (;) = arg max[L(z;]6)] (5.97)

também maximizam In £, pois o logaritmo é uma funcdo monotonicamente crescente [127].
Lembrando que no nosso caso os estimadores sdo uma fung¢do indireta dos dados z;. Acontece
que no maximo, a derivada da verossimilhanca £ € zero com relacdo aos parametros 6 = 0;,
pois supomos que o0 seu maximo nao se encontra nos limites dos dominios desses parametros,

ou seja [127]:
— =0, 7=1,....m. 5.98
80‘] Y ] b ) m ( )
Neste caso se a 2* derivada for negativa teremos um maximo de £, o chamado método da

maxima verossimilhanca. Dessa forma podemos reescrever a Eq. 5.96 como:
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ol L(fi— f)°
Inf =1In Ll o exp{ > UZ-Q }}, (5.99)

em que £ = L(z;|0) e f; = fi(x;|0) por compactagdo. Reescrevendo:

In { 2M@]+Zm{exp{ LU Zf> H
{111[1] - ln[\/%ai]} + i [— %M} (5.100)

O:
i=1 ¢

InL

'Mz

=1

zmzzmz

{ 2<f lfz} Zw—a,

em que usamos a propriedade do In de um produto ser a soma dos In, bem como as propriedades
In[1] = 0 e o In da divisdo ser a diferencga dos In, assim como a defini¢do da fungéo In.® Observe
que a dependéncia nos parametros do modelo estd toda no primeiro termo do lado direito dessa
igualdade, de modo que podemos considerar o segundo termo constante, o chamado logaritmo
da normalizagdo. Deste modo para qualquer valor do meu espago paramétrico, tal que f! =

f(z;]0), este segundo termo sempre serd constante. Assim, podemos reescrever 5.100 como:

N t 2
—2InL =) WT” (5.101)
i=1 i

Essa € a verossimilhanca construida supondo que os erros das medidas sdo varidveis gaussianas
ndo correlacionadas. Se o fossem terfamos correla¢des entre os valores de d; e os de o; e ndo
seria uma distribui¢do tdo simples assim. Considerando que o; ndo depende dos parametros 6
essa equacdo € maximizada encontrando-se os valores de 6 que a minimizam. Neste caso, 0

método da méxima verossimilhanca coincide com o método dos minimos quadrados (Eq. 5.93):

—2InL =2 (5.102)

Deste modo, a partir desse resultado, podemos constatar que fazer minimos quadrados € equiva-
lente a fazer uma anélise estatistica de maxima verossimilhanga (Eq. 5.95) supondo que nossos
erros sdo varidveis gaussianas ndo correlacionadas. Em outras palavras minimizar y? é equiva-
lente a maximizar L. Isso € facil de ser verificado. Basta retornamos alguns passos anteriores
a Eq. 5.101 considerando o termos de normaliza¢do nulo que se refere ao caso que estamos

discutindo:

N

N t
Z LU 4fl = L=exps» |- LU= S| L (5.103)

2 0-2
i=1 i

8Para mais detalhes sobre as propriedades e a definicio da fungio In mencionadas aqui, bem como em outras
partes da dissertacdo, ver [125].
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Como a exponencial de uma soma € o produto das exponenciais temos:

g

N AV
£:II@m{—%QL3£l}. (5.104)
=1 g

Supondo como exemplo ff = 2e f; = 1 para o; = 1 tal que N = 1. Substituindo esses
valores em 5.104 obtemos:
1(2-1)2
Agora vamos supor o caso em que a verossimilhanca deve ser médxima, isso ocorre quando
fi = ff. Considerando os mesmos valores de N e o; anteriores, e f; = 2 = f} por exemplo,
obtemos:
1(2—2)2

Logo concluimos que a maxima verossimilhanca de £ serd dada quando:

fi= 1t (5.106)

No nosso trabalho queremos fazer essa mesma afirmac¢do quando por exemplo:

w(z) = w(z). (5.107)

Evidentemente, pois teremos um valor maximo para £ neste caso, do mesmo modo que teremos

um minimo’

em —2In £ (Eq. 5.101). Na pratica isso tudo quer dizer que a nossa verossimi-
lhanga, do ponto de vista de uma fun¢do dos parametros fica gaussiana. Nem sempre a apro-
ximacgao gaussiana € boa para andlises, mas como um primeiro método, conseguimos obter a
matriz de covariancia e com esta calcular as regides de confianca do modelo que terdo formas
elipticas devido ao fato de que maximizar £ ou minimizar —2 In £ nos fornece a forma assint6-
tica para a verossimilhanca do modelo, ou seja aquela na qual temos um limite para ela, mesmo
que seja aumentado o numero de parametros. Sabemos que os dados observacionais, exceto 0s
de CCH, sao correlacionados separadamente, pois temos matrizes de covariancia entre eles. Em
contrapartida ndo existe correlagcdo entre as verossimilhancas de cada caso, tendo em vista que
os dados de SNe Ia, BAO e CCH nio sdo correlacionados entre si. Assim, basta calcularmos o
produto das verossimilhangas £ de cada caso ou a soma entre cada —2 In £ dos dados. No nosso
caso optamos por calcular a soma —2 In £, pois sabemos explicitamente a sua forma para cada
observével de acordo com o que apresentamos no Capitulo 4. Portanto, quando nos referimos a
—21In £ como sendo a verossimilhanga final, basta ter em mente que seria equivalente a calcular

a verossimilhanga £ final, ja que sdo dados com erros gaussianos e ndo correlacionados.

9 facil verificar essa afirmagdo, pois para qualquer valor que substituirmos, tal que ft# fi, teremos —2In L >
0 sempre. Sendo seu menor valor dado de acordo com a Eq. 5.106.
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5.7.2 Método da matriz de Fisher e de Markov Chain Monte Carlo

Quando estimamos muitos parametros, temos um gasto computacional muito alto para
a determinacgdo das regides de confian¢a do nosso modelo, ou seja as suas incertezas das esti-
mativas. Para contornar isso usamos o método da matriz de Fisher que nos fornece uma boa
aproximacdo da matriz de covariincia dos estimadores 6 do modelo [127]. Em outro caso, se
ainda procuramos por uma maior confiancga a respeito das estimativas, quando meu problema
tem altas dimensdes, i.e. muitos parametros livres, utiliza-se o método de Markov Chain Monte
Carlo (MCMC) que assim como a matriz de Fisher também nos fornece uma boa aproximacao
da matriz de covariancia dos estimadores, s6 que com mais consisténcia. Nesse contexto o mé-
todo da matriz de Fisher tem suas limitagdes por construcdo. Em geral, avalia-se primeiro as
barras de erro usando esse método devido ao fato de que ele tem um baixo custo computacional.
No entanto, uma andlise mais completa e detalhada € obtida com outros métodos, como o de
MCMC, para a determinagdo das regides de confianga de modelos com sistemas degenerados,
como ¢ o do nosso trabalho.

A matriz de covariancia quando determinada pode ser construida a partir das estimativas

do meu modelo, sendo que ela contém as variincias:

Var(#) = %Z(:c —(#))?, (5.108)

i=1
para todas as estimativas do modelo mais as suas covariancias, as quais medem o quanto todos

os pares de varidveis estdo relacionados pela seguinte expressao [128]:

N

. 1 . [ X

Cov({z:}. {9:}) = ~_1 > (@ — (@)@ — () (5.109)
i=1
Essa covariancia € uma medida da extensdo para a qual existe um relacionamento linear entre
x; € y;. Se ela for positiva, nos indica que grandes desses parametros tendem a ocorrer juntos,
e um valor negativo nos diz que valores grandes de uma varidvel tendem a ocorrer juntos de
valores pequenos para outra varidvel [128]. A partir de seu valor podemos obter o chamado
coeficiente de correlacdo ou correlacdo de Pearson comum entre duas varidveis, que € definido
Y g Cov({#i}, {#:})

Corr({Z;}, {9:}) = o (5.110)

030y

como:

Ela nos fornece uma medida da dire¢do e do grau com que duas varidveis se associam linear-
mente em uma amostra. Temos que a correlacdo nunca pode ser maior do que 1 ou menor do
que —1. Uma correlacdo préxima a zero indica que as duas varidveis nao estdo relacionadas
entre si. Nesse contexto, uma correlacao positiva indica que as duas varidveis movem-se juntas,
e arelacdo € forte quanto mais a correlagdo se aproxima de 1. Enquanto que uma correlagdo ne-

gativa indica que as duas varidveis movem-se em dire¢des opostas, € que a relagao também fica
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mais forte quanto mais proxima de —1 a correlagdo permanecer. Deste modo, duas varidveis
que estdo perfeitamente correlacionadas positivamente movem-se essencialmente em perfeita
propor¢do na mesma direcdo, ao passo que dois conjuntos que estdo perfeitamente correlaci-
onados negativamente movem-se em perfeita propor¢do em direcdes opostas. Essa correlagcdo
pode ser medida de diferentes maneiras e ser considerada um tipo de média, variancia, cosseno
de um angulo, entre outras coisas (para mais informacoes veja [129, 130]).

Nos casos em que ndo conseguimos calcular a matriz de covariancia do nosso modelo,
temos que —21In £ = XTC~1X nos d4 uma boa aproximagdo para a inversa da matriz de co-
variancia C. Acontece que no minimo a derivada de —21n £ = y? com relagiio aos parAmetros
0 = 0; do modelo € zero, ou seja:

d—2InL] dy?
= =0. (5.111)

Um método de determinagdo dessa matriz de confianga € através do uso da matriz de

Fisher Fj; que € definida como o valor esperado da matriz Hessiana,

0%In £(6)
06,00, ’

00

F;, = (5.112)
em que 6" sdo os valores verdadeiros dos estimadores. Na pritica ndo calculamos essa expres-
sdo. O que fazemos € supor um conjunto de dados suficientemente grande de tal forma que

podemos calcular se derivada segunda de In £ no melhor ajuste de 0,

P 9?1n L(0)
c;,0;,)=—| ———— 5.113
( j) 00,00, 5 ( )
No limite assintético (N — o0), o inverso dessa equagdo € um estimador da matriz de Fisher,
ou seja,
2] 0
i 2 10E(0) — F;. (5.114)

N—o0 89189] 6

Podemos entdo constatar, de acordo com as Eqgs. 5.113 e 5.114, que a inversa da matriz

de Fisher é a matriz de covariancia:

[Fy) ™ = [Cy). (5.115)

Para uma discussdo mais detalhada sobre todo o processo ver o apéndice A.4 da Ref.
[127].

No entanto como mencionado o método da matriz de Fisher ndo fornece, por construcao,
resultados com o detalhamento requerido para as determinacdes de regides de confianca de
modelos degenerados, de modo que para tal usamos o método de MCMC, que é muito popular

e usado quando pretendemos amostrar distribuicdes de probabilidade de altas dimensdes. Esse
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¢ um método que foi desenvolvido na mesma €poca do advento dos primeiros computadores e
foi muito usado na drea de fisica de particulas como parte do projeto Manhattan na criacio da
bomba atomica [131]. O método de MCMC € uma juncao das técnicas de Cadeias de Markov
e de Monte Carlo.

A Cadeia de Markov é um método sistemdtico em que se gera uma sequéncia de varia-
veis randdmicas onde o seu valor atual e probabilisticamente dependente do seu valor anterior.
Em particular, a selecao da proxima varidvel depende apenas da ultima varidvel, gerando uma
espécie de ciclo ou cadeia. Em contrapartida o método ou algoritmo de Monte Carlo serve para
amostrar randomicamente (aleatoriamente) uma distribui¢ao de probabilidade e aproximar uma
quantidade desejada sendo muito utilizada na estimacdo de quantidades que sao dificeis de se-
rem calculadas com exatidao. A combinagdo entre esses dois métodos € chamado de Cadeia de
Markov Monte Carlo, que na pratica é essencialmente uma integracdo de Monte Carlo usando
Cadeias de Markov. A integra¢do de Monte Carlo extrai amostras da distribui¢do e, em seguida,
forma médias de amostra para aproximar as expectativas. Neste aspecto, 0o MCMC analisa essas
amostras executando uma Cadeia de Markov que exige um longo tempo para sua construgao.
Para mais detalhes ver a Ref. [132].

5.7.3 Teorema do limite central e Regra 68-95-99

Com a discussio sobre o método da matriz de Fisher e de MCMC, néo ficou muito ex-
plicito, mas para obter a regido de confianca de alguns parametros do modelo mantendo todos
os outros fixos, basta calcular a equacao paramétrica da elipse, sendo que a regido de confianca
obtida pelo método da Matriz de Fisher e de MCMC se aproxima assintoticamente da regiao
de confianca do perfil da verossimilhanga, da mesma forma que a distribui¢do dos estimadores
¢ assintoticamente gaussiana [127]. Nesse contexto, estamos usufruindo do teorema do limite
central que nos diz o seguinte: se a populacio'® ou processo do qual uma amostra!! é reti-
rada for normalmente distribuida, i.e. uma gaussiana, entdo a distribui¢do amostral da média
também serd normalmente distribuida, independentemente do tamanho da amostra. Em outras
palavras, o teorema do limite central nos diz que contribui¢cdes estatisticas de origens distintas
nao-correlacionadas quando somadas tendem a uma distribui¢do gaussiana. Ou seja, a mistura
de diferentes distribui¢des de varidveis de um sistema, como a distribui¢do de Poisson, multino-
mial, dentre outras, nos diz que a sua estatistica tende a uma distribuicao gaussiana [123]. Como
um primeiro método, essa é uma boa aproximacdo para dados experimentais como discutimos
no final da Subse¢do 5.7.1.

Em nosso caso a regido de confianga se aplica por exemplo no seguinte cendrio (ver

Figura 5.9): Suponha que wy e w; sdo pontos verdadeiros, ou seja que descrevem o fendmeno

190 conjunto de valores de uma caracteristica (observdvel) associada a uma colego de individuos ou objetos de
interesse € dito ser uma populacgdo [133].

""Uma sequéncia X1, ..., Xy de N varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) com
fungdo de densidade (f.d.p.) ou, no caso discreto, fun¢do de probabilidade (f.p.) f(x|6) é dita ser uma amostra
aleatéria de tamanho [V da distribuicao de X [133].
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como ele € realmente. Dado o meu modelo a pergunta que fazemos é: qual a probabilidade de
estimarmos wy € w; se wy € wy sdo verdadeiros? Em outras palavras, qual a probabilidade de
obtermos a hipétese alternativa, que contém os estimadores, sendo que, por exemplo, temos a
ocorréncia da hipétese verdadeira com 1o de confianga ou em 68.3% das vezes? Esse é um teste
de hipdtese estatistica, que se trata de um método de inferéncia estatistica usado para decidir
se os dados disponiveis suportam suficientemente uma hipétese alternativa, sendo que podemos
rejeitar ou aceitar a hipdtese alternativa dependendo do qudo precisa ela € com relagdo a hipotese
verdadeira [123]. E exatamente essa pergunta que tentamos responder quando determinamos a

matriz de covariancia que em nosso trabalho foi determinada numericamente.

w(z) } Regido de confianga

N,
>
<

0

Figura 5.9: Representacdo da regido de confianca entre valores verdadeiros wy, w; (hipdtese) e
valores estimados w; e w; (hipdtese alternativa) para 1o de confiancga cuja forma geométrica é
dada pela equacdo paramétrica da elipse. Fonte: Autor.

Para uma anélise mais estatistica das estimativas, as regides de confianca do modelo
podem ser representadas pela chamada regra 68-95-99, também chamada de regra empirica
ou trés sigma (30) que € muito usada em andlises estatisticas. Essa regra afirma que, para
uma distribuicdo normal (gaussiana), quase todos os dados observados cairdao dentro de trés
desvios padrio (denotados por o) da média (indicada por y). Em particular, ela prevé que 68.3%
das observagdes estdo dentro do primeiro desvio padrdo (u & o), 95.4% dentro dos primeiros
dois desvios padrdo (1 + 20) e 99.7% dentro dos trés primeiros desvios padrdo (i + 30).
Graficamente as regides de confianca de acordo com essa regra sdo representadas por dreas
embaixo de uma curva gaussiana simétrica de modo que quanto maior a sua drea, mais precisa
€ a nossa estimativa na rejeicao de hipoteses, como mostra a Figura 5.10. Melhor dizendo, a
regido critica, que seria a drea que sobra quando consideramos uma hipétese verdadeira com
um determinado intervalo de confianca, acaba ficando cada vez menor de modo que o poder de
previsdo da rejeicdo de uma hipétese acaba ndo ocorrendo. Assim sendo, por exemplo, se temos

1o de confianga numa hipétese que supomos como verdadeira, entdo 68.3% das vezes obtemos
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ela, ao passo que se tivermos uma hipétese alternativa numa drea que nado seja a compreendida

por lo entdo podemos rejeitd-la com 1o de confianga.

flz)

A

.

1
1 1
HW—30 u—20 p—o 7 p+o p+20 p+3c0

A\ 4

Figura 5.10: Regides de confianca usando a regra 68-95-99 para 1o, 20 e 30 de confianca.
Fonte: Autor.

Vejamos alguns exemplos simples reproduzidos da Ref. [134] para compreender melhor
como funciona essa regra: Vamos supor que uma populacdo de animais em um zooldgico seja
normalmente distribuida. Cada animal vive em média 13.1 anos (média p), e o desvio padrao
o da expectativa de vida é de 1.5 anos. Se quisermos saber a probabilidade de um animal viver
mais de 14.6 anos, pode-se usar a regra 68-95-99. Sabendo que a média da distribuigdo € de

13.1 anos, para cada desvio padrdo ocorrem as seguintes faixas etdrias:
e lo(uxo) (13.1—-1.5)a(13.1+1.5)ou1l.6 a 14.6.
* 20 (u+20):13.1—(2x15)al3.1+(2x 1.5)0ul0.1al6.1.
* 30 (n+t30):13.1—(3x15)al3.1+ (3 x1.5),ou8.6al7.6.

Esses dados estdo representados na Figura 5.11.

Assim a regra aplicada a esse exemplo nos mostra que 68.3% da distribui¢do estd englo-
bado/contido em 1o, neste caso de 11.6 a 14.6. Os 31.7% restantes da distribui¢do total dada
por 100% estdo fora dessa faixa de modo que uma metade (15.85%) fica acima de 14.6 ¢ a outra
(15.85%) abaixo de 11.6. A minha hipdtese alternativa é: qual a probabilidade do animal viver
mais de 14.6? E a resposta é 15.85% pois essa hipétese estd contida na metade acima de 14.6.
Dessa forma estamos rejeitando com 1o de confianga na hipdtese verdadeira a hipétese alter-
nativa de que o animal vive mais de 14.6 anos. Em contrapartida podemos aceitar uma outra
hipdtese alternativa dele viver dos 12 aos 14 anos com 1o de confianca na hipotese verdadeira.

Devemos ficar atentos a uma caracteristica peculiar da ocorréncia de eventos. Por exem-

plo: Quando consideramos uma distribuicdo gaussiana para a minha hipdtese verdadeira de
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Figura 5.11: Regides de confianga usando a regra 68-95-99 para 1o, 20 e 30 de confianga para
o primeiro exemplo discutido. Fonte: Autor.

cada animal viver em média 13.1 4 1.5 anos de vida com 1o de confianga, estamos na verdade
dizendo que 68.3% das vezes podemos medir exatamente 13.1 bem como as outras medidas
contidas na regido de 1o (11.6 a 14.6). Ou seja, 68.3% das vezes pode ocorrer qualquer va-
lor de 11.6 a 14.6. Dependendo do grau de precisdo de algarismos significativos temos muitas
ocorréncias nessa regidao de 1lo. Podemos entdo afirmar que para uma distribui¢do gaussiana
todos as hipéteses/eventos que ocorrem dentro de 1o de confianca sdo equiprovéaveis, i.e. todas
as hipéteses alternativas dentro de 1o de confianga da hipétese verdadeira ocorrem 68.3% das
vezes.

Neste contexto, ndo devemos de forma alguma cair na crenca incorreta de que, se um
determinado evento ocorre com mais frequéncia do que o normal no passado, € menos provével
que aconteca no futuro ou vice-versa, quando estabelecemos que a probabilidade de tais eventos
nao depende do que aconteceu no passado. Neste caso por exemplo, se jogarmos uma moeda
honesta 3 vezes seguidas e ela cair uma vez cara e duas coroas e, logo em seguida, jogarmos
essa mesma moeda mais 3 vezes e ela cair cara em todos os lancamentos, ndo devemos crer que
se jogarmos mais 3 vezes essa moeda, ela ndo possa cair cara 3 vezes novamente. Pelo contrario
tais eventos (cair cara ou coroa) sdo independentes do que ocorreu no passado. Caso acredi-
temos que ela ndo possa cair cara 3 vezes novamente, entdo, estariamos crendo na chamada
falacia do jogador também conhecida por faldcia de Monte Carlo ou faldcia da maturidade
das chances, que mais formalmente nos diz que uma tnica observagdao de um evento raro (no
exemplo, cair cara 3 vezes seguidas) ndo contradiz que o evento € de fato raro, ou seja, € uma
crenga de que uma sequéncia tem mais probabilidade de terminar do que continuar [135]. Es-
tendendo esse conceito para o nosso estudo podemos dizer que as medidas em 1o de confianca
sdo equiprovaveis de tal forma que mesmo que uma delas ocorra 5 vezes seguidas, por exemplo,
continuard tendo a mesma probabilidade de ocorréncia nessa regido. Essa probabilidade ndo cai

com um evento raro ocorrendo, ainda permanece equiprovavel.
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Como outro exemplo de uso da regra 68-95-99, suponha que a média de vida de uma
espécie de um animal no zooldgico € 10 anos de idade, com um desvio padrao de 1.4 anos.
Se quisermos saber qual a probabilidade desse animal em particular viver por mais de 7.2 anos

basta fazermos as mesmas analises do caso anterior:

e lo(uto0): (10—1.4)a(10+ 1.4) ou8.6a 11.4.
« 20 (u+20):10—(2x1.4)al0+(2x 1.4) ou7.2a12.8.

* 30 (ut30): 10— (3x14)al0+ (3 x 1.4),oub.8a14.2.
Esses dados estdo representados na Figura 5.12.

. A
Animal

' Anos ’de vida

14.2

Figura 5.12: Regides de confianca usando a regra 68-95-99 para 1o, 20 e 30 de confianca para
o segundo exemplo discutido. Fonte: Autor.

Assim a regra aplicada a esse exemplo nos mostra que 95.4% da distribui¢éo estd englo-
bado/contido em 20, neste caso de 7.2 a 12.8. Em outras palavras a minha hipétese verdadeira
é que o animal viverd em média 10 £ 1.4 anos de idade com 20 de confianca ou 95.4% das
vezes. Os 4.6% restantes da distribuigdo total dada por 100% estdo fora dessa faixa de modo
que uma metade (2.3%) fica acima de 12.8 ¢ a outra (2.3%) abaixo de 7.2. A minha hipétese
alternativa é: qual a probabilidade do animal viver mais de 7.2 anos? A resposta ndo € tao
trivial pois temos que a partir de 7.2 o animal pode viver todos os anos da regido em 20 e viver
também mais a metade (2.3%) que fica acima de 12.8. Assim temos que somar toda a regido de
confiang¢a de 20 mais essa outra metade, de modo que temos entdo: 95.4% + 2.3% = 97.7%.
Ou seja 97.7% das vezes esse animal sobrevive mais de 7.2 anos. Em contrapartida podemos
rejeitar uma outra hipétese alternativa dele viver menos de 7.2 anos 2.3% das vezes com 20 de
confian¢a na hipétese verdadeira de 10 & 1.4 anos de idade.

Observe que temos sempre atrelado a regido de confianca a seguinte pergunta: Consi-

derando uma hipétese inicial como verdadeira com, por exemplo, 1o de confianga ou 68.3%
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de ocorréncia, rejeitamos ou aceitamos uma hipétese alternativa? Respondemos essa pergunta
verificando se a hip6tese alternativa estd contida ou nao na regido de confianca em 1o da nossa
hipétese inicial. Na Cosmologia a determinacao a priori do que € descartado e aceito ndo ocorre.
E muito raro encontrarmos trabalhos cientificos nessa drea descartando ou aceitando hipéteses
de acordo com a regra de 30. O que é feito normalmente € que plotamos todas as possiveis
hipéteses e dizemos quais estdo dentro ou fora de um determinado intervalo de sigmas. Isso é
tratado mais como consequéncia de uma drea em que ndo somos capazes de aumentar a pre-
cisdo dos experimentos e realmente chegarmos na quantidade de sigmas na qual dificilmente
estaremos cometendo algum tipo de erro. De fato isso € um problema pois estamos fadados a
encontrar feitos estatisticos que deveriam ser descartados na maior parte das vezes, pois ndo te-
mos a capacidade de aprimorar nossas medidas ao ponto de afirmarmos que algo existe ou ndo.
Nesse contexto o uso da regra de 30 serve apenas como um modo de compensarmos a falta de
critério na Cosmologia. Faremos uso dessa regra nas analises dos nossos resultados no Capitulo
6, por isso deixamos claro nessa discussio até qual ponto ela se aplica em nosso trabalho.
Salientamos também que quanto maior a regido de confianca (30 ou mais) da hipdtese
verdadeira mais precisa ela é. Em contrapartida, para as nossas andlises, 0 nosso modelo poderia
acabar abrangendo muitas hipéteses nessa regido de 3o, o que nos diria que ele corrobora ainda
mais outros modelos cosmolégicos. Caso contrdrio, se o nosso modelo nao contém muitas
hipdteses alternativas nessa regidao de 30, entdao de duas uma, ou ele tem uma boa acuréicia ou

ele é falho em algum atributo.
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6 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo abordamos os principais resultados da reconstru¢ao de modo que a partir
deles discutimos sobre o quio consistente sdo as estimativas.

Dividimos esse presente capitulo em trés etapas. Na 1% e 2° etapas obtivemos os best-fits
do nosso modelo com dominio para w(z) de 0 < z < 1080 e 0 < z < 3.0, respectivamente,
em cada etapa. E, na 3% etapa, usamos o mesmo dominio da 2* etapa para uma modelagem utili-
zando o método de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) na obteng¢do das regides de confianca

da nossa reconstrugao.

6.1 DISCUSSAO SOBRE A RECONSTRUCAO

O software nomeado como wspline pode ser encontrado na biblioteca numérica Num-
Cosmo disponivel na plataforma GitHub. O w no nome do software representa o pardmetro w
da equacao de estado da energia escura e o termo spline referencia o0 método polinomial usado
na interpola¢do numérica'. O processo de testagem de diferentes hipéteses ao fixar e/ ou manter
livre os principais parametros na reconstru¢do foi todo organizado em um script em python que
automatiza a chamada das fungdes na linguagem C que foram implementadas na NumCosmo.

De acordo com as configuragdes temos que para cada reconstrucao de w, considerando
um nimero de nds em particular, o software executou um total de 8 vezes na 1* e 2* etapas. Ou
seja, por exemplo, executamos a reconstrucdo para 5 nés e com H livre (podendo variar), €2,
fixo (ndo podendo variar) e 2, livre (configuragdo: TFT) obtemos as estimativas para w(z) em 5
redshifts diferentes de acordo com a varidvel o« que implementamos numericamente. Ainda para
5 nds executamos o software para as demais configuracdes possiveis (Tabela 6.1) para cada um
dos 3 parametros. Fizemos todas as configuracdes possiveis pois queriamos ter um panorama
geral de todas as possibilidades nessas etapas. Para a 3* etapa devido a alta demanda de tempo
na execucdo do método de MCMC, bem como a filtragem na 2* etapa, ficou constatado que
a configuragdo TTT j4 nos fornecia bons resultados para anédlises. Desta forma optamos por
executar apenas as configuragdes em que os parametros principais do nosso modelo sio livres,
ou seja, apenas a configuracdo TTT para 5, 6, 7 e 8 nés bem como o modelo XCDM que
entraremos em mais detalhes na Sec¢do 6.4.

Para a reconstru¢do precisamos determinar a localizacdo dos nés e o nimero destes que
¢ vidvel na reconstrucdo de w(z), pois de certa forma podemos pensar que dependendo do ni-
mero de nés poderiamos ter algo que afete as nossas medidas. Sabemos que essa incerteza
acerca dos nos € ruim no sentido de que ela € discreta. Digamos, por exemplo, que usemos 3

nds na reconstrugdo: teremos uma curva muito enviesada de modo que essa vai se parecer muito

'Na biblioteca NumCosmo podemos encontrar o programa principal com o nome de
nc_hicosmo_de_wspline.c e neste caso, na dissertacdo, quando mencionamos wspline estamos nos
referindo ao conjunto de todos os c6digos necessdrios para a execugdo do software.
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Tabela 6.1: Tipos de dados booleanos para os parametros da reconstrucdo em que T (true) e F
(False) se referem ao parametro livre e fixo, respectivamente.

Pardmetros
Hy Q. Q,
T T T
T T F
T F T
T F F
F T T
F T F
F F T
F F F

com um polindmio cuibico. E se aumentdssemos o nimero de nds para 23? Bom, apesar de que
agora a nossa curva nio é mais enviesada, teremos outro problema, que reside no aumento da
variincia, pois quanto maior o nimero de nds, maior serd o nimero de parametros que teremos
de ajustar. Ou seja, a mesma quantidade de dados agora estd tentando ajustar 23 parametros.
Esses sdo os casos em que temos muitos parametros livres na reconstru¢do, de modo que o pro-
grama tende a ficar mais lento e com barras de erro maiores. Logo a precisao para as estimativas
desses parametros serda menor, pois os estimadores acabam acumulando erros que por sua vez
fazem com que as demais quantidades estimadas tenham erros maiores em comparacao com as
execucoes nas quais temos um menor nimero de parametros livres.

Consideramos —21In L = x? como sendo a verossimilhanca do nosso problema. An-
tigamente nao tinhamos muita intuicdo a respeito da verossimilhanca e isso acabou mudando
com o passar dos anos. Isso se deve a algumas razdes especificas que abordamos em detalhes
na Subsecdo 5.7.1. Quanto menor for o valor da verossimilhanca —2 In £ mais consistente sera
o nosso modelo. Entretanto quando o sistema € muito degenerado a execugdo do software acaba

caindo nos chamados falsos minimos da verossimilhanca de modo que precisamos incluir um
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processo de repeticao da determinacao do best-fit na tentativa de refinar a busca por um minimo
verdadeiro ou algo préximo. Para controlar esse processo de refinamento incluimos os erros

absoluto e relativos definidos como:

Oabs < 1.0x 1073 e o < 0.0. 6.1)

Assim, o processo de minimizag¢ao ocorre até que se atinja a tolerancia maxima desses
erros. Ou seja, quando as condi¢gdes em 6.1 s@o satisfeitas o software considera uma boa preci-
sdo para as estimativas e ndo executa novamente, gerando o best-fit. Neste caso, pode ocorrer de
uma das condi¢Oes ser satisfeita antes da outra, de modo que ela continua ficando menor ainda
até que a outra seja também satisfeita.

Os dados observacionais tiveram um avanco considerdvel de uma etapa para outra. Na
1* etapa trabalhamos com os mesmos dados usados na reconstrugéo de ¢(z) em [81] enquanto
que na 2* etapa houve todo um trabalho de busca na literatura e implementacdo na biblioteca
NumCosmo de dados mais recentes e/ou em maior quantidade. Com destaque para os dados
de SNe Ia que apresenta uma grande diferenca de dados na 2° etapa (1701 SNe Ia de Brout et
al. (2022) [45]) em comparacdo com os dados usados na 1* etapa (740 SNe Ia de Betoule et al.
(2014) [90]).

Quanto aos dados relacionados ao distance priors da CMB temos que s6 usamos esses
observaveis na 1* etapa, pois a sua presenca na 2* etapa nos mostrou que, basicamente, eles
serviam apenas para fixar w(z) préximo de zero, além de que esses observaveis sdo obtidos no
contexto de um modelo especifico, como por exemplo, 0 ACDM, e assim, a nossa andlise seria
bem mais dependente de modelo, e isso acabaria poluindo a nossa reconstrucao.

Particularmente, na 1* etapa, em alguns best-fits do modelo, devido ao fato de estarmos
trabalhando com um sistema muito degenerado, ndo conseguimos minimizar a nossa Verossi-
milhanca e/ou temos algum pardmetro do modelo muito degenerado de tal forma que essas
caracteristicas geram uma matriz que nao pode ser invertida. Caso seja insistido na inversao
da matriz vamos obter os chamados nan (do inglé€s not a number) para as incertezas das es-
timativas, que surgem quando temos por exemplo, alguma divisdo de um parametro por zero.
Deste modo a matriz nao € definida positivamente € 0s erros nao sao confidveis nesses casos.
Uma alternativa seria diminuirmos o intervalo de redshift. De fato, foi o que fizemos para as 2°
e 37 etapas, onde restringimos o nosso modelo no intervalo de redshift de z = 0 até z = 3.0.
Isso ocorreu pois a calibracdo do modelo de 0 < z < 1080 na 1° etapa nos permitiu excluir
os observaveis cosmoldgicos distance priors para as etapas posteriores, pois estes deixavam
o nosso modelo muito dependente em altos redshifts, gerando resultados mais enviesados em
zy = 1080. Além disso, essa restricdo s foi possivel também devido ao grande nimero de
dados implementados no intervalo de 0 < z < 3.0.

Na 3? etapa, fizemos uso do método de MCMC para baixos redshifts afim de obtermos

uma melhor no¢do sobre as incertezas do modelo com uma determinacdo mais robusta das
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regioes de confianca das estimativas e assim da distribuicdo para visualizagdes gréficas.
Para uma maior clareza a respeito dos intervalos de redshifts, observaveis e métodos

usados na determinacdo das regides de confianga para cada etapa veja a Tabela 6.2.

Etapas Intervalo de redshift Dados observacionais Método
12 0<2z<1080 SNe Ia, BAO, CCH e distance priors Matriz de Fisher
2° 0<2<30 SNe Ia, BAO e CCH Matriz de Fisher
32 0<2<30 SNe Ia, BAO e CCH MCMC

Tabela 6.2: Etapas do trabalho e suas principais caracteristicas. Sendo que na 1* e 2* etapas exe-
cutamos todas as configuracdes da Tabela 6.1 e na 3* etapa executamos apenas a configuracdo
TTT, respectivamente para Hy, ). e €.

Para uma melhor anélise vamos reproduzir numa tabela as principais medidas dos para-
metros cosmoldgicos encontrados na literatura que usaremos para comparagao com 0S NOSSOS
resultados. As duas primeiras colunas de medidas correspondem a medidas determinadas a par-
tir de uma andlise dependentes de modelo e as duas dltimas colunas de anélises independentes
de modelo apenas no que diz respeito a energia escura. A medida da constante de Hubble é dada
em unidades de km s~! Mpc~! e é dependente de um modelo particular que pode ou nio usar
quantidades do MCP. Neste caso, a dependéncia e independéncia de modelo se refere aos mé-
todos empregados em cada caso, como o tipo de medida ou consideragdes com relacdo a algum
parametro. Os modelos FlatACDM e FlatwCDM sdo do Pantheon+ SHOES para um Universo
com se¢des espaciais planas em que o segundo modelo foi usado apenas os dados de SNe Ia na
determinacdo de wy [45]. O valor de (2. determinado para o Planck foi calculado analiticamente
na Eq. 3.98. Todas as medidas sdo dadas com 1o de confianga, ou seja elas ocorrem 68.3% das
vezes.

Vamos agora discutir alguns resultados obtidos em cada etapa.

6.2 1 ETAPA - RESULTADOS E DISCUSSOES

Na 1? etapa o intervalo de redshift foi analisado de 0 < z < 1080 em que 2y = 0 (redshift
hoje) e z; = 1080 (redshift da CMB?). Maiores valores de z ndo foram analisados, pois ndo
temos dados suficientes para uma boa estimativa da equacdo de estado em eras anteriores a
CMB, bem como outros pardmetros. Além disso, proximo de z¢, temos poucos dados obser-

vacionais. Isso acarreta em resultados mais enviesados para w(z) no dltimo nd, que representa

2Esse redshift ndo é medido, mas sim calculado a partir da consideracdo de que o espectro da CMB é um corpo
negro quase perfeito. Essa descoberta foi feita pelo satélite COBE do inglés Cosmic Background Explorer [136].
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Tabela 6.3: Principais medidas dos parametros cosmoldgicos que usaremos para as andlises de
alguns resultados em particular do nosso modelo.

Dependente de modelo

Independente de modelo

Parametro Planck [1] FlatACDM [45] | FlatwCDM [45]  Riess [47]
H, 67.4+0.5 7344+ 1.1 72.861006 73.04 £ 1.04
Qur 0.3153 +0.0073  0.338 £ 0.018 0.307"0 008
Qx 0 0 0
Q. 0.2641 £ 0.007
wo —~1.03+0.03 ~1 —0.89 £ 0.13

esse redshift. E mais ainda, € visivel nos resultados que nds proximos a esse também tendem

a mudar abruptamente em comparagdo com os demais. Como executamos a reconstru¢ao na 1°

etapa de 3 a 10 nds, temos um total de 8 conjuntos de estimativas (deve-se contar o 3), em que

cada uma terd um total de 8 best-fits de acordo com as configuragdes apresentadas na Tabela

6.1. No total temos 8 x 8 = 64 best-fits nessa etapa.

Nessa etapa usamos os dados observacionais que apresentamos nas subsecdes 4.1.1,

4.2.1,4.3.1 e 4.4.1. Ela serviu como calibracdo da nossa reconstru¢ao de modo que excluimos

os dados de distance priors da CMB para a 2% e 3* etapas, pois constatamos que estes deixavam

anossa curva de w(z) muito dependente de modelo.

Vamos analisar 2 best-fits em particular:

a) 5 nés para w(z) com Hy, €. e €2, na configuragdo TTT. Com espago paramétrico de

dados sendo:

é = (‘E[O’ QC? inu {wk}a OAéa 57 Mlu MQ)

(6.2)

b) 8 nés para w(z) com Hy, €2, e €2, na configuragdo TTF. Com espago paramétrico de dados

sendo:

é = (ﬁOa QC? {ﬁ)k},d,B,Ml,Mg),

(6.3)

em que {w;} € o conjunto de todos as estimativas de w(z) no né zj tal que £ = 0,1,..., N

representa a posicao numérica do redshift no n6 da interpolacdo. Os best-fits de a) e b) nessa 1*

etapa com as estimativas para cada parametro de seu respectivo espago paramétrico podem ser
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visualizados na Tabela 6.4. Lembrando que o best-ft é gerado apenas quando as relacdes na Eq.

6.1 sdo satisfeitas.

Tabela 6.4: Best-fit da configuracdo de 5 nds (TTT) e 8 nés (TTF) na 1* etapa com 0 < z <
1080. A verossimilhanca total € —21n £ ~ 701.33 ¢ —21n £ ~ 701.89, respectivamente.

Parametro | Valor e erro (5 - TTT) z (b nos) | Valoreerro (8 - TTF)  z (8 nds)
H, 69.2 + 1.484 — 68.06 + 1.085 —

Q. 0.2512 +0.01707 — 0.2401 + 0.01935 —

Q. 0.00897 £ 0.05842 — — —

W —0.8981 + 0.2399 0 —1.697 £ 0.761 0

Wy —0.9841 + 3.697 x 108 0.2 —0.828 +£0.234 0.2

Wo —0.9879 4+ 0.3317 0.849 —1.333 £ 0.3531 0.3976
w3 —0.0416 £+ 0.5322 6.942 —0.134 £ 0.6325 0.849
Wy —1.21 x 107° £6.71 x 1071 1080 —2.352 £ 0.3772 2.091
Ws — — —6.9 x 1079 £0.0216 6.942
We — — —0.0002665 + 0.7182  43.21
Wy — — —5 +223.6 1080
o) 0.1409 £ 0.009322 — 0.1413 £ 0.0093 —

6 3.096 4+ 0.1137 — 3.097 £ 0.1138 —

M, —19.06 £ 0.05892 — —19.13 £ 0.04208 —

M, —19.13 + 0.06078 — —19.2 4 0.04511 —

Como mencionado ndo podemos confiar cegamente nas regioes de confianca dessa etapa
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devido ao fato que essas foram determinadas pelo método da matriz de Fisher que nao fornece,
por construgao, resultados com o detalhamento requerido para sistemas degenerados, como € o
do nosso trabalho. Deste modo a discuss@o dos casos a) e b) se limitard apenas a analisar qual o
valor mais préximo em teoria para cada um. Cada caso discutido separadamente (veja a Tabela
6.3 para as comparacdes que faremos em cada caso — se ndo consta nessa tabela a comparagao

que faremos, entdo a citamos na discussao):

a) S5 nos (TTT): A estimativa de HO ¢ levemente maior que sua medida encontrada na li-
teratura para a colaboracdo do Planck (lembrando que essa é uma medida proveniente
de uma hipétese dependente de modelo, mais precisamente o ACDM). Em contrapartida
ela estd abaixo das medidas do Pantheon+ SHOES e do Riess como mostradas na Tabela
6.3. A medida mais préxima de nossa estimativa para a constante de Hubble H, é dada
por Freedman et al. [41] (Hy = 69.8 & 0.8km s~ Mpc~!) que também é obtida com

hipéteses independentes de modelo.

Temos que (2. e (), sdo livres, ou seja eles sao ajustados, assim como H, de acordo com
os dados observacionais usados nessa etapa. Tanto {2. quanto €2, sdo préximos de seus

valores na literatura para a colaboracdo do Planck.

Os estimadores de w(z) foram determinados nos nds, que representam os redshifts, da

interpolagdo em splines cubicas dados na 3* coluna da Tabela 6.4.

As estimativas de wg e wy sdo bem proximas de w = —1 o que nos diz que a energia
escura se comporta como constante cosmoldgica. No entanto w; apresenta um valor para
a equacdo de estado —1 < w < 0 sendo que um dos candidatos que satisfaz esse intervalo
para w é a chamada quintesséncia ou componente () [137, 138]. O seu nome vém do fato
dela ser considerada uma quinta contribuicio® para a densidade de energia césmica, sendo
amplamente definida, permitindo vérias possibilidades, incluindo uma equacgdo de estado
que é constante, evoluindo uniformemente ou oscilando. Exemplos de um componente
(2 sdo campos fundamentais (escalar, vetorial ou tensor) ou objetos macroscépicos, como
uma rede de luz ou cordas cdsmicas emaranhadas. O trabalho de Caldwell et al. [137],
por exemplo, se aplica a qualquer componente cujas propriedades hidrodinamicas possam
ser imitadas por um campo escalar evoluindo em um potencial que se acopla a matéria
apenas por meio da gravidade. Nesses modelos, chamados de ()CDM, a matéria é uma
mistura de matéria escura fria ndo interativa (CDM), ou seja, poeira € um campo escalar
[139]. Por sua vez w3 e w, apresentam valores estimados proximos de w = 0 que se
referem em teoria a um comportamento de matéria para a energia escura, de acordo com
3.60. Nesse aspecto w, € dado em z = 1080 e isso nos diz que a expansao do Universo
era totalmente dominada por matéria na época da CMB. Devido a estimativas como essas
que constatamos que os observaveis distance priors acabavam deixando nosso modelo

muito dependente.

3 As outras 4 contribuicdes sdo de barions, neutrinos, matéria escura e radiacao [137].
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Os parametros de SNe Ia estimados no nosso trabalho sdo valores proximos dos encon-
trados no trabalho de Betoule et al. (Tabela 4.1).

b) 8 nés (TTF): Para este caso consideramos apenas Q, = 0 fixo dos pardmetros principais

(Universo plano).

O valor de 1, obtido com o nosso modelo para este caso € bem mais proximo do valor na
literatura a colaboracao do Planck que a estimativa do caso a). Nessa perspectiva 0 nosso
modelo estd nos fornecendo uma medida para a constante de Hubble mais dependente de

modelo quando fixamos Q, = 0.

Nesta configuracdo (TTF) Q. era ajustado de acordo com os dados observacionais. A
soma (2 = . + 0.05 = 0.2901 é bem proxima do valor para a medida do Planck e
mais proxima ainda do modelo FlatwCDM do Pantheon+ SHOES que se trata de uma

distribui¢do assimétrica.

Os estimadores de w(z) foram determinados nos nds, que representam os redshifts, da in-
terpolacdo em splines cubicas dados na 5* coluna da Tabela 6.4. Nesse caso em particular
nao obtivemos nenhum valor préximo o bastante que condiz em um comportamento de
constante cosmoldgica para a energia escura, de modo que wy, W, Wy € Wy sS40 estimati-
vas com valores de w < —1, que na literatura temos como possivel candidato a chamada
energia fantasma que satisfaz essa equacao de estado da energia escura. Existem traba-
lhos na literatura que estudam a possibilidade da equacdo de estado da energia escura ser
menor que —1 como os de Carrol et al. [140] e Brett Mclnnes [141]. Um dos possiveis
candidatos que satisfaz a equacao de estado com w < —1 € a chamada energia fantasma
que apresenta energia cinética negativa e prevé uma expansao em excesso do Universo,
o que levaria ao cendrio chamado de Big Rip (traducao literal: grande dilaceracdo), onde
tudo o que existe no Universo, em seu estdgio final, seria progressivamente dilacerado
pela expansio, até que as distancias entre as particulas se tornem infinitas [142]. Observe
também, em particular, que o erro de ws é exageradamente grande de modo que os dados
observacionais néo estdo nos dizendo nada a respeito de w(z) no redshift da CMB e néo
podemos concluir nada a respeito dessa estimativa em particular. Devido a isso que ndo
podemos confiar muito no método da matriz de Fisher para sistemas degenerados. Obti-
vemos novamente valores de —1 < w < 0 em w; e ws. E um comportamento préximo

de matéria para a energia escura (w = 0) em w5 e Wg.

Os parametros de SNe Ia estimados no nosso trabalho sdo valores proximos dos encon-
trados no trabalho de Betoule et al. (Tabela 4.1).

6.3 2 ETAPA - RESULTADOS E DISCUSSOES

Na 2* etapa, devido a exclusdo dos observaveis distance priors da CMB, restringimos o
nosso modelo no intervalo de redshift de 0 < z < 3.0 em que 2y = 0 (redshift hoje) e z = 3.0
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(redshifts de galdxias na sua maioria formadoras de estrelas [143]). Restricdo essa que s6 foi
possivel também por que a implementacdo de dados mais recentes e/ou em maior quantidade,
que apresentamos nas SubsecOes 4.1.2, 4.2.2 e 4.3.2, era por si sO suficiente para restringir
nosso modelo em baixos redshifts.

A reconstrugio foi feita de 3 a 12 nés na interpolag@o polinimial de w(z). Como temos
8 configuragdes possiveis de acordo com a Tabela 6.1 entdo obtemos um total de 8 x 10 = 80
best-fits. Lembrando que a contagem sempre comeca do zero na programacdo, deste modo
de 3 a 12 n6s temos um intervalo de 10 nés. Em outras palavras temos 10 best-fits para cada
configuracdo da Tabela 6.1.

Vamos analisar 2 best-fits em particular:

a) 5 nés para w(z) com Hy, €. e €, na configuragdo TTT. Com espago paramétrico de
dados sendo:
6 = (Ho, Qe, s, {1}, M1). (6.4)

b) 8 nds para w(z) com Hy, €2, e €2, na configuragdo TTF. Com espago paramétrico de dados
sendo:

~

0 = (Ho, Q. {ti}, M1). (6.5)

Os best-fits de a) e b) nessa 2% etapa com as estimativas para cada parametro de seu
respectivo espaco paramétrico podem ser visualizados na Tabela 6.5. Lembrando, novamente,
que o best-fit é gerado apenas quando as relagdes na Eq. 6.1 sdo satisfeitas.

Nesta etapa temos que os parametros de incomodo das SNe IA («, 8 e M,) sdo fixos,
apenas M, é livre e estimado (no nosso modelo adotamos o = § = 0 e My = —19.25 sendo que
esse valor para M5 ndo interfere nas nossas estimativas, poderia ser qualquer valor). Discutimos
no final da Subsecdo 4.1.2 acerca desse aspecto. Novamente, pelo fato de ser um sistema muito
degenerado acabamos por nio confiar nas regides de confianga obtidas pelo método da matriz
de Fisher de modo que discutiremos os resultados dessa etapa verificando o quao préximos sao
de valores encontrados em teoria e na literatura, sem muita confianca. Cada caso discutido
separadamente (veja a Tabela 6.3 para as comparacdes que faremos em cada caso — se nao

consta nessa tabela a comparagao que faremos, entdo a citamos na discussao):

a) 5 nés (TTT): Nesta configuracdo em particular da 2* etapa a nossa estimativa para a
constante de Hubble € um pouco maior que a medida do Planck. Em contrapartida ela é
bem mais préoxima das medidas do Pantheon+ SHOES para ambos os modelos da Tabela
6.3 e do Riess.

Temos que O, é proximo de zero que condiz com um Universo plano. A soma Qu =
Q. + 0.05 = 0.3326 é mais préxima do modelo FlatACDM do Pantheon+ SHOES. Isso
se deve ao fato de que Q). é maior em comparacdo com a medida do Planck de modo que

parece que temos mais matéria escura no Universo do que o observado.
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Tabela 6.5: Best-fit da configuracao de 5 nds (TTT) e 8 nés (TTF) na 2* etapa com 0 < z < 3.0.

A verossimilhanca total € —21n £ ~ 1482.402 e —21n £ ~ 1481.436, respectivamente.

Parametro | Valor e erro (5 - TTT) 2z (5 néds) | Valor e erro (8 - TTF)  z (8 nds)
Hy 71.7 £ 0.9676 — 71.44 £ 1.102 —

Q. 0.2826 4+ 0.02952 — 0.2693 4 0.01555 —

Q, —0.0699 + 0.08767  — — —

W —0.5991 4+ 0.2766 0 —0.4472 4+ 0.7867 0

wy —1.034 £ 0.1187 0.2 —1.174 +£0.1737 0.2

Wo —0.8412 +0.1036 0.4312 —0.95 £ 0.2697 0.2913
(O —1.297 £ 0.7539 1.0238 —0.5634 4+ 0.3953 0.4312
Wy 0.1537 + 0.1697 3.0 —1.426 £+ 0.67 0.6533
Ws — — —0.4944 + 2.055 1.0238
We — — —4.999 £+ 10.08 1.688
wr — — 0.3671 + 0.7068 3.0

—19.29 £ 0.02554

—19.29 £+ 0.02529
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Os estimadores de (z) foram determinados nos nés (redshifts) da interpolacdo em spli-
nes cubicas dados na 3* coluna da Tabela 6.5. Temos que Wy, w; € Wy sd0 bem proximos
de w = —1 que corresponde a constante cosmoldgica. Ja ws apresenta um valor de
w < —1. Por outro lado w, dado no redshift = = 3.0 nos diz que a energia escura nio
se comporta nem como radiagdo nem como matéria de acordo com 3.60, de modo que

temos um valor estimado de 0 < w < 1/3.

Quanto ao parametro de SNe Ia temos uma estimativa bem préxima de seu resultado pelo
SHOES (Eq. 4.21).

b) 8 nés (TTF): Nesta configuracido temos Q.. fixo (Universo plano) de tal modo que obte-
mos uma estimativa para a constante de Hubble muito similar com a do caso a) da mesma
etapa, s6 que mais proxima do Pantheon+ SHOES para ambos os modelos da Tabela 6.3

bem como da medida do Riess.

A estimativa de QC € menor neste caso sendo que temos Q M= Qc 4+ 0.05 = 0.3193 bem

mais préximo da medida do Planck e do modelo FlatwCDM.

Os estimadores de w(z) foram determinados nos nés (redshifts) da interpolacao em spli-
nes cubicas dados na 5% coluna da Tabela 6.5. Assim sendo, temos que wy, W3, W; apresen-
tam valores de —1 < w < 0. Enquanto que w,, w, sdo valores estimados bem préximos
de um comportamento de constante cosmoldgica para a energia escura. Novamente ob-
tivemos também w < —1 em w4 e wg. O outro resultado, dado em W, nos fornece uma
estimativa de 0 < w < 1/3, que nos diz que a energia escura ao invés de ter pressdo ne-
gativa, teria uma pressao positiva. Isso iria contra tudo o que observamos sobre expansao
do Universo, pois ao invés da energia escura funcionar de forma contraria a gravidade,
ela estaria empurrando os objetos, que colapsariam entre si. Esse seria o possivel cena-
rio do Big Crunch, modelo descartado devido a constatacdo de que o Universo estd em
expansdo acelerada. No entanto, essa estimativa também apresenta uma incerteza grande
em comparag¢do com as demais de modo que, novamente, parece que os dados nao estao

nos dizendo nada a respeito de w(z) nesse redshift em particular.

Tanto na 1* quanto na 2* etapa analisamos o conjunto de dados de {wy} em que k =
0,1, ..., N para cada redshift devido ao fato de que ndo temos como afirmar quais os melhores
resultados para w(z) em todo o dominio de redshifts pois ndo temos, por construgao, resultados
com o detalhamento requerido com o uso do método da matriz de Fisher para sistemas degene-
rados. No entanto, na 3% etapa, com o uso do método de MCMC podemos realizar tal anélise de

modo que temos mais robustez em nossos resultados.

6.4 37 ETAPA - RESULTADOS E DISCUSSOES

Para reduzir as incertezas dos pardmetros em nossa reconstru¢ao ao maximo aplicamos

o método de MCMC que € baseado em um algoritmo que se move aleatoriamente no espago
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dos parametros do nosso modelo. Executamos um total de 2400 walkers (traducdo literal: ca-
minhantes) no conjunto para 5, 6, 7 ¢ 8 nds na interpolagdo polinomial de w(z), bem como para
o modelo wCDM ou XCDM em que a energia escura tem uma equacdo de estado arbitraria wy
[73, 38]. Em particular, no nosso trabalho adotamos o nome XCDM para o modelo que con-
sidera a equacgdo de estado da energia escura constante em todo o intervalo de redshifts, assim
obtemos apenas uma estimativa para w(z). Esse modelo ¢ interessante justamente para fazer-
mos um contraste com o modelo que considera a equagdo de estado da energia escura variando
no mesmo intervalo de redshifts. Pois dessa forma, o que estamos fazendo agora, com o mo-
delo XCDM, ¢ ajustar a mesma curva de densidade de probabilidade no intervalo de redshifts
de z = 0 até z = 3 s6 que como uma linha reta.

Deste modo quando nos referirmos a este modelo nessa dissertacdao estaremos conside-
rando a equacdo de estado da energia escura constante. O programa executou os best-fits apenas
na configuracdo TTT para os parametros principais Hy, ). e {2, com valores de partida dados
de acordo com a Eq. 5.87.

Inicialmente, com o método de MCMC, a minha verossimilhanga comeca com um va-
lor muito grande (perto da casa de 1 milhdo) devido ao fato de que sempre comegamos com
uma distribui¢do aleatdria, que dificilmente terd alguma relagdo com a distribui¢do certa para
o modelo. Deste modo o acceptance ratio do método € alto, em torno de 40% estabilizando
mais proximo de 5% e em alguns casos 11% que seria a melhor regido do modelo e quando a
verossimilhan¢a minimiza. Neste caso os critérios determinados sdo atingidos e obtemos um
nimero considerdvel de pontos da distribuicdo, sendo que o programa executa por horas (em
torno de 20h—40h) em computadores com 4 nucleos de processadores, de modo que cabe ao
usudrio interromper a sua execuc¢do, sendo ele pode continuar por muito mais tempo apesar
da verossimilhanga ja ter convergido. Com esse tempo de execu¢do mencionado ele gera em
torno de 2 milhdes de pontos, que quando analisados sdo suficientes para uma boa estimativa
da distribuicdo. A estabilidade ocorre numa assintota inferior de modo que sempre vemos o
acceptance ratio caindo até um digito que ndo estamos plotando mais. No entanto isso significa
que a nossa reconstrucao convergiu.

Afim de diagnosticar o catdlogo de amostras gerado usamos o mcat_analyze (ferra-
menta disponivel na NumCosmo) para excluir os pontos da distribuicao que ndo sao relevantes,
e assim obter os best-fits do modelo e plotar os graficos usando scripts implementados que auto-
matizam o nosso trabalho. Assim sendo, analisaremos 2 casos em particular: 5 nés e o modelo
XCDM. Para ambos os casos temos a mesma configuragdo TTT para os parametros principais

e 0 mesmo espaco paramétrico de dados:
0 = (Hy, Q, Q, {101}, M), (6.6)

Sendo que nessa 3% etapa usamos os mesmos dados observacionais da 2* etapa que apresentamos

nas Subsecdes 4.1.2, 4.2.2 e 4.3.2, bem como o mesmo intervalo de redshift de 0 < z < 3.0.
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Cada caso discutido separadamente (veja a Tabela 6.3 para as comparagdes que faremos em cada

caso — se nao consta nessa tabela a comparagdo que faremos, entdo a citamos na discussao):

a) 5 nés (TTT): Nessa configuracdo temos uma spline ctbica de 5 nds na interpolagdo

polinomial de w(z). O best-fit dessa configuragio pode ser visualizado na Tabela 6.6.

Tabela 6.6: Best-fit da configuracdo de 5 nés e TTT na 3* etapa com 0 < z < 3.0. A verossimi-
lhanga total é —21n £ ~ 1484.

Parametro | Valor e erro redshift z
H, 71.55 + 0.9684

Q. 0.2732 + 0.01665

Q.. 0.0002968 + 0.01011

o —0.6263 + 0.338 0

w —1.072 4+ 0.1141 0.2

s —0.842 + 0.1676 0.431

s —1.4354+1.1 1.024

Uy 0.2152 + 1.835 3.0

M, —19.29 4 0.0257

Nesse ponto vale fazer uma breve explicagdo de como interpretar esses resultados. O va-
lor do melhor ajuste (best-fit) para H, € aquele que maximiza a probabilidade dos dados
dado o nosso modelo. Contudo, é natural esperar que o mesmo modelo seja compativel
com outros valores de H,. Assim a regido de 1o nos fornece todos os valores de H
tal que a probabilidade do conjunto de dados ndo seja muito pequena. Por exemplo, 1o
corresponde a valores de H para quais os dados tem uma chance de pelo 68.3% de ocor-
réncia. Naturalmente, fazendo essa restricdo aceitamos um erro do tipo um de 31.7%,
ou seja, valores fora do intervalo de 10 ainda podem gerar o mesmo conjunto de dados
porém com uma probabilidade de 31.7%. Aqui fica evidente o balan¢o que precisamos

fazer, se escolhermos regides maiores, minimizamos o erro do tipo um, mas aumentamos
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também a incerteza da nossa determinacdo. Em outras palavras, se aumentarmos o inter-
valo de 1o para 20 ou 30, por exemplo, entdo a chance de excluirmos boas hipéteses é
menor, pois estamos obtendo mais confian¢a sob a medida de H, entretanto diminuimos
a capacidade de prever o seu valor verdadeiro.

Dado o nosso modelo (com suas hipdteses e conjunto de dados) supostamente verdadeiro
obtemos uma estimativa da constante de Hubble com valor I:IO = 71.5540.9684 km s*
Mpc~!. Dessa forma, como nosso modelo € tratado como verdadeiro, consequentemente
nossas estimativas sao bem descritas pelo nosso ferramental estatistico de andlise. Vamos
agora estimar a constante de Hubble usando um outro modelo (com suas hipéteses e con-
junto de dados). Primeiramente vamos associar 1o = 68.3% de confiang¢a ao intervalo de
confianca da nossa estimativa dado de 71.55 — 0.9684 = 70.58 a 71.55 + 0.9684 = 72.52
em unidades de km s~! Mpc~! como mostra a Figura 6.1. Salientando que o intervalo de

confianca é um funcional dos dados.

P(ﬁo)‘

7058 7155  72.52 Hy

Figura 6.1: Representacio ilustrativa da distribuicio marginal de H, associando 1 a sua regido
de confianca da configuracdo de 5 nés (TTT) na 3* etapa.

Em outras palavras estamos dizendo que com a confianga de 1o ou 68.3% das vezes
aceitamos as hipdteses de que H estd entre esse intervalo de confianga. No entanto, as
hipéteses descartadas ainda podem ocorrer, logo 31.7% das vezes estamos errando ao

fazer tal consideragao.

O intervalo de confianca da medida da constante de Hubble do Planck [1] associado a 1o
de confianga € dado de 67.36 — 0.54 = 66.82 a 67.36 + 0.54 = 67.90 em unidades de km
s~1 Mpc~!. Evidentemente essa regidio nio estd contida na regido de confianga do nosso
modelo como mostra a Figura 6.2, que se trata apenas de uma representacao ilustrativa —
esses graficos estdo fora de escala. Deste modo podemos afirmar que ndo existe nenhum

valor de Hj no qual conseguimos satisfazer a regido de confiancga de 1o tanto para os da-
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dos do Planck quanto para os nossos dados. Podemos questionar varios pontos a respeito
dessa discrepancia, pois saber que existe uma inconsisténcia no nosso modelo, quando
este observa dados diferentes de outro modelo, ndo nos diz aonde que se encontra essa
inconsisténcia. A nossa estimativa tem 3.8¢ de tensdo/discrepancia com o maior valor da
regido de 1o do Planck (Hy" = 67.90 km s~* Mpc~!). Essa tensdo é calculada quando
a regido de confianga em 1o das hipéteses e conjunto de dados em andlise estd contida
pela primeira vez na regido de confianca das hipéteses e conjunto de dados do nosso mo-
delo. Em outras palavras estamos dizendo o quao longe o valor da nossa estimativa esta
estatisticamente da medida do Planck, sendo que estamos considerando apenas uma casa
decimal de precisdo. De fato poderia ser uma discrepancia mais precisa com mais casas

decimais.

~ A .
P(Hy)| Ho =67:36 Ay = 71.55

A
7z

~

66.82 ' 67.90 7058 " 7252 i,

Figura 6.2: Representacdo ilustrativa da distribuicdo marginal de Hyeda medida do Planck H, s
associando 1o as suas respectivas regides de confianca. Regido de confianca de H, e da medida
do Planck HY’, ambas associadas a 1o = 68.3% de confianca.

A estimativa de H, usando os modelos do Pantheon+ SHOES e do Riess, cujas medidas
da constante de Hubble sdo dadas na Tabela 6.3, apresentam intervalos de confianga em
1o contidos na regido de 1o do nosso modelo. Todos esses casos eram esperados, pois
usamos os mesmos conjuntos de dados de SNe Ia do Pantheon+ SHOES, que por sua vez
usou os mesmos conjuntos de dados do Riess, o que corrobora ainda mais estes trabalhos.
Lembrando que os dados de SNe Ia sdo a maior quantidade de dados em nosso trabalho.
Deste modo podemos afirmar que existe pelo menos um valor de H, no qual conseguimos
satisfazer a regido de confianca de 1o tanto para os dados do Pantheon+ SHOES e do
Riess quanto para os nossos dados. Assim sendo nosso modelo de hipéteses e conjunto
de dados € consistente com esses outros modelos de hipdteses e conjunto de dados com

1o de confianca.
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Quanto a QC temos que a soma QM = Qc + 0.05 = 0.3232 £ 0.01665 apresenta um
intervalo de confianca associado com 1o de confianca de 0.3232 — 0.01665 = 0.30655
a 0.3232 4 0.01665 = 0.33985. Neste caso temos que a regido de 1o de confianca para
Qs do Planck e Pantheon+ SHOES (Modelos FlatACDM e FlatwCDM) estao contidas na
regido de confianca da nossa estimativa. Em outras palavras nossas hipdteses e conjunto
de dados sdo consistentes com as hip6teses e conjunto de dados desses outros modelos

com lo de confianca para a estimativa de Q.

Temos que €2, ~ 0, resultado esse que é consistente com um Universo do tipo plano com
x = 0 de acordo com 3.80. Ou seja, os dados e nossas hipdteses estdo restringindo o

nosso modelo para um Universo com sec¢des espaciais planas.

Finalmente, vamos analisar os resultados obtidos para a reconstru¢io de w(z). Diferente-
mente de como fizemos na 1* e 2* etapas, neste momento pretendemos analisar o conjunto
de valores {wy} em que &k = 0,1,2,3,4 como um s6. Pois agora temos um gréfico de
densidade de probabilidade apresentado na Figura 6.3 que nos mostra que apesar de al-
guns valores de w(z) serem diferentes de —1 em um redshift particular, como em z = 2
ainda temos valores que passam por —1, devido ao fato de que w(z) é degenerado. Esse
grifico de densidade de probabilidade engloba tanto as médias quanto as variancias da
reconstrugdo de w(z) no intervalo de redshift de 0 < z < 3.0. A Figura 6.3 nos mostra
que a maioria dos valores de w(z) passam em torno do valor —1 que é consistente com
constante cosmoldgica para redshifts em que a cor amarelada é mais concentrada no ini-
cio da curva. Entretanto proximo de z = 3.0 (em torno do n6 w,) temos também uma
alta concentragdo de pontos passando em valores de w # —1, que ndo condizem nem
com um modelo de matéria (w = 0) e/ou de radiacdo (w = 1/3). Ressalto que apesar do
grande intervalo de confianca da medida em 1wy, os dados tendem a gerar mais curvas de
w(z) que passam mais concentradamente em torno de sua estimativa central w, = 0.2152
e neste caso temos valores de 0 < w < 1/3. Assim, parece que os dados estdo propondo
um novo comportamento para a energia escura em altos redshifts. Lembrando que agora
temos uma grande quantidade de dados nesse intervalo em particular, e o uso do método
de MCMC nos permite diagnosticar com maior consisténcia tais resultados. Logo, em
todo o dominio da fungdo w(z) temos um comportamento de distribui¢do bimodal para a

equacdo de estado da energia escura devido a presencga de dois picos de alta densidade.

Quanto a M, ele contém com 1o de confianga associado ao seu intervalo de confianca, o

valor da magnitude absoluta na banda B My dada em 4.21.

Na Figura 6.4 temos as regides de confiancga estatistica de alguns parametros do modelo
representadas graficamente. Neste caso, com a confianga de 1o sabemos que os valores
verdadeiros de cada par de parametros estdo dentro da regido central (cor mais escura).
Se os valores verdadeiros de cada par de parametros estiver na regido externa (cor mais

clara) entdo temos uma confianca de 20. Quando a forma eliptica é na diagonal como a
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Figura 6.3: Grafico de densidade de probabilidade para o best-fit de 5 nés na interpolagdo
polinomial de w(z) para o intervalo de redshift de 0 < z < 3.0.

do quadro de H, com M, significa que os parametros sao correlacionados entre si, ou seja
quando um aumenta o outro aumenta também. Em outro caso, se a forma eliptica é na
diagonal contrdria como a do quadro de wy com w; dizemos que sdo anti correlacionados,
ou seja se um parametro diminui o outro aumenta. E, quando a forma € aparentemente
circular os parametros nio apresentam correlacdo forte entre si. Para os casos que sdo
formas diferentes de elipses temos regides com altas concentragdes de w(z) com 1o,
isso significa que apesar do parametro preferir uma regido como a mostrada no quadro,
também existe outras regides em que ele prefere permanecer. Nestes corner plots de
MCMC, como sdo chamados, temos alguns parametros que nio se encontram no best-fit
da Tabela 6.6 como (2xo = {2pgg, 240 € (2o que sdo, respectivamente, os parimetros de
densidade de energia escura, curvatura e matéria escura “hoje”, devido ao fato de que

sdo parametros mais ajustdveis para essa andlise em particular.

A distribuicdo marginal de w3 nos diz que essa estimativa tem uma regido de confianca
associada com lo que ndo abrange w = —1 de modo que parece que os dados estdo
nos dizendo que w < —1 nesse redshift em particular, no entanto ainda temos 31.7% de

possibilidade da ocorréncia de um comportamento de constante cosmoldgica. De fato é

“Esses parimetros se ajustam com os dados observacionais para obtencio de Qpg, €2, e €. de acordo com a
Eq. 3.75.
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o que ocorre quando observamos esse redshift em particular na Figura 6.3, pois temos
valores de w que passamos por w = —1 e outros que passam por w < —1. Destacamos
nessa discussd@o o quadro que representa a distribui¢cdo marginal do dltimo nd, em wy,
o que ¢ tratado como novidade em nosso trabalho, pois neste caso em particular, os da-
dos observacionais estdo nos dizendo que a energia escura apresenta um comportamento
diferente de constante cosmoldgica, matéria e/ou radiacdo em altos redshifts. Isso € evi-
dente pois temos uma regido de 1o que nos diz que a maioria dos dados estdo altamente

concentrados em valores de 0 < w < 1/3.
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Figura 6.4: Regides de confianga de 10 = 68.3% (central/escura) e 20 = 95.4% (externa/clara)
para os parametros cosmolégicos Hy, {2pgo, 2c0, 240, Wo, w1, We, w3, wy € My (configuracio
de 5 nés na interpolagdo polinomial de w(z)). A drea sombreada na distribuicdo marginal
representa lo.

b) Modelo XCDM (w constante): Para este caso em particular temos w(z) constante em
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todo o intervalo de redshift de 0 < z < 3.0. O best-fit dessa configuragdo pode ser
visualizado na Tabela 6.7.

Tabela 6.7: Best-fit do modelo XCDM (w constante) na configuracdo TTT da 3? etapa no inter-
valo de redshift de 0 < z < 3.0. A verossimilhanga total ¢ —21n £ ~ 1503.

Parametro | Valor e erro

H, 71.75 4+ 0.8774

Q. 0.2829 + 0.01131

R —0.005662 + 0.009833
W —1.087 + 0.03592

~

M, —19.31 £ 0.02476

Vamos fazer as mesmas analises iniciais do caso anterior. Portanto, dado o nosso modelo
(com suas hipoéteses e conjunto de dados) supostamente verdadeiro, obtemos para a cons-
tante de Hubble a seguinte estimativa: Hy = 71.75 + 0.8774 km s~* Mpc—. Usando a
medida do Planck pretendemos agora estimar H, associando 1o ao seu intervalo de con-
fianca dado de 71.75 — 0.8774 = 70.8726 a 71.75 4 0.8774 = 72.6274 em unidades de
km s~! Mpc~!. Da mesma forma que o caso anterior, estamos dizendo com a confianca
de 1o ou 68.3% das vezes aceitamos as hipéteses de Ho estd entre esse intervalo, porém
estamos cometendo um erro de tipo um de tal forma que as hipéteses descartadas ainda

podem ocorrer. Neste caso 31.7% das vezes estamos errando ao fazer tal considerag@o.

Como sabemos o intervalo de confianca da medida do Planck associado a 1o é dado de
66.82 a 67.90 também em unidades de km s~! Mpc~!. Esse intervalo ndo estd contido
na regido de confianca da nossa estimativa, de tal forma que podemos novamente afirmar
que ndo existe nenhum valor da constante de Hubble que satisfaca a regido de 1o tanto
para os dados do Planck quanto para os nossos dados. Nessa discussdo, destacamos que
a nossa estimativa tem 4.40 de tensdo/discrepancia com relacdo a medida do Planck.
Coincidentemente se trata da mesma tensiao encontrada entre a medida do Riess (2019) e
do Planck [48].

A estimativa de H, usando os modelos do Pantheon+ SHOES e do Riess cujas medidas
da constante de Hubble sao dadas na Tabela 6.3, apresentam regides de confianga em
lo contidos na regido de 1o de H,. Novamente, sdo casos esperados devido ao fato

de usarmos os mesmos dados observacionais de SNe Ia destes trabalhos. Deste modo
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podemos afirmar que existe pelo menos um valor de H no qual conseguimos satisfazer
a regido de confianca de 1o tanto para os dados do Pantheon+ SHOES e do Riess quanto
para os nossos dados. Em outras palavras, nosso modelo de hipdteses e conjunto de
dados € consistente com esses outros modelos de hipoteses e conjunto de dados com 1o

de confianca.

Quanto a Q. temos que a soma Qu = Q.+ 0.05 = 0.3329 + 0.01131 apresenta um
intervalo de confianca associado com 1o de 0.3329 — 0.01131 = 0.32159 a 0.3329 +
0.01131 = 0.34421. Neste caso temos que a regido de 1o de confianca para €2,, do
Planck e Pantheon+ SHOES (Modelos FlatACDM e FlatwCDM) estdo contidas na regido
de confianca da nossa estimativa. Ou seja, nossas hipdteses e conjunto de dados sdo
consistentes com as hipéteses e conjunto de dados desses outros modelos com 1o de

confianga para a estimativa de {2,,.

Temos que €2, = 0, resultado esse que é novamente consistente com um Universo do tipo

plano com x = 0 de acordo com 3.80.

Por fim, temos que w em todo o intervalo de redshift é constante com regido de confi-
anga associada com 30 = 99.7% de —1.087 — 3 x 0.03592 = —1.19476 a —1.087 +
3 x 0.03592 = —0.97924 consistente com um comportamento de constante cosmoldgica
(w = —1) para a energia escura. Neste caso aumentando o intervalo de confianca es-
tamos sendo mais conservadores pois estamos obtendo mais confianga sob a medida de
w. Em contrapartida, diminuimos a capacidade de prever o seu valor verdadeiro. Nesse
caso um comportamento de constante cosmoldgica se encontra préximo da borda direita

da distribuicao gaussiana desse parametro como mostrado na Figura 6.5.

Usando o modelo do Planck (com suas hipdteses e conjunto de dados) observamos que a
regido de confianca em 1o de wy dado na Tabela 6.3 estd contida na regido de confianca de
lo danossa estimativa (—1.087—0.03592 = —1.12292 a —1.0874-0.03592 = —1.05108).
Assim dizendo, ambos os modelos de hipéteses e conjunto de dados concordam em 1o

de confianga.

Podemos comparar nossa estimativa com as medidas de Betoule et. al [90] que também
trabalhou com uma equacgdo de estado da energia escura constante. Este trabalho mediu
w = —1.018 £ 0.057 (com erros estatisticos e sistemdticos quando combinado com me-
didas da CMB) e w = —1.027 £ 0.055 (com a adi¢do de BAO). Do mesmo modo que a
comparacdo anterior feita com o Planck é evidente que a regido de confianca em 1o des-
sas medidas esta contida na regido de confianca de 1o da nossa estimativa. Deste modo,

ambos os modelos de hipéteses e conjunto de dados coincidem com 1o de confianga.

Quanto a M, ele contém com 20 de confianca associado ao seu intervalo de confianga®,

>Com 1o de confianga temos uma regido de confianca de —19.33476 a —19.28524 para M, de modo que M;
de 4.21 ndo esta contido em tal intervalo de 1o com duas casas decimais de precisdo. Mesmo assim ainda é um
valor préximo. Se tivermos 20 associado a regido de confianca da nossa estimativa, entdo a regido de confianca de
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Figura 6.5: Representagdo ilustrativa da distribui¢do marginal de w associando 1o a sua regiao
de confianca para o modelo XCDM na 3* etapa.

o valor da magnitude absoluta na banda B My dada em 4.21.

Na Figura 6.6 temos as regides de confiancga estatistica de alguns parametros do modelo
XCDM representadas graficamente. Com a confianca de 10 = 68.3% e 20 = 95.4%
sabemos que os valores verdadeiros de cada par de parametros estdo, respectivamente,
na regido central (cor mais escura) e na regido externa (cor mais clara). Nos quadros
podemos visualizar formas de correlagdo positiva e negativa entre cada par de parametros,
bem como formas circulares, em que o valor de um parametro ndo influencia no valor de
seu par de forma significativa. As distribui¢cdes marginais sdo representadas por curvas
gaussianas simétricas e neste caso, nao fica evidente um comportamento bimodal para a
equacdo de estado da energia escura como constatamos para w variando com relacio a z.
Ou seja, se mantivermos w(z) constante em todo o intervalo de redshift perdemos muita
informacao a respeito do comportamento da energia escura em um determinado ponto
do dominio em z, pois nesse caso ela prefere ser constante com valores dados pela sua
estimativa w = —1.087 = 0.03592 de acordo com seu intervalo de confianca em andlise.
Observe que no quadro da distribui¢do marginal de w na Figura 6.6 o comportamento
de constante cosmoldgica ndo se encontra na regido sombreada de 1o = 68.3%, pois

w = —1 estd mais proximo da sua borda direita.

Destacamos, quanto aos nossos resultados obtidos, que outros trabalhos na literatura que
analisaram a equacdo de estado da energia escura independente de modelo também encontraram

valores proximos de w = —1 consistente com constante cosmoldgica. Como referéncia posso

1o de M, esté contida, de modo que estamos sendo mais conservadores nesse aspecto.
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Figura 6.6: Regides de confianca de 10 = 68.3% (central/escura) e 20 = 95.4% (externa/clara)
para os parametros cosmologicos Hy, {2pgg, 200, k0, w, € M7 (Modelo XCDM (w constante)).
A drea sombreada na distribui¢cdo marginal representa 1o.
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citar Betoule et al. [90] que trabalhou com uma equacdo de estado da energia escura cons-
tante, bem como os trabalhos do Pantheon+ SHOES [45]. Além disso outros trabalhos mediram
w # —1 como o de Capozziello et al. (2019) [144] para baixos redshifts que constatou que
diferentes comportamentos de energia escura sdo permitidos no intervalo de 0 < z < 2.0, con-
sistentes com uma energia fantasma ou quintesséncia, por exemplo. O trabalho de Tripathi et
al. (2016) [145] consistiu no uso de uma parametrizagdo de expansao em séries de Taylor para
w(z) analisando a equagdo de estado da energia escura para dois modelos, um com w constante
e outro com w em funcdo de z, ambos para baixos redshifts, e também constatou variacdes em
suas estimativas que correspondem a valores de w < —1le —1 < w < 0, como as que encon-
tramos em nosso trabalho nas 1? e 2* etapas que apesar de ndo serem estimativas confiantes sao
interessantes para se analisar separadamente. O destaque mesmo ficou para a 3* etapa, a qual
temos resultados mais robustos e confidveis pelo método de MCMC e onde constatamos um
comportamento bimodal para a distribui¢do de probabilidade da equacdo de estado da energia
escura.

Essas evidéncias constatadas para a reconstrucao da equacao de estado da energia escura
podem ficar ainda mais fortes em breve com a inclusdo de novos dados na andlise, se mostrando

um trabalho bem promissor.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos uma abordagem paramétrica e independente de modelo na
reconstrucdo da equacao de estado da energia escura usando o método de splines ctbicas na sua
interpolagdo polinomial.

A primeira e mais extensa parte deste trabalho englobou um estudo mais aprofundado
sobre o método de reconstrucdo bem como a implementagcdo dos cédigos computacionais ne-
cessdrios para as estimativas da equacdo de estado da energia escura. Todos os resultados ana-
lisados neste presente trabalho foram obtidos através de calculo numérico e as estimativas para
w(z), que era o nosso principal parAimetro em andlise, foram analisadas em comparagdo com
alguns resultados existentes na literatura.

Os resultados obtidos na 1* e 2* etapas nos dizem que a equagdo de estado da energia
escura tende a ser constante para baixos redshifts em ambos os intervalos 0 < z < 1080 e
0 < z < 3, com valor estimado de w(z) ~ —1, consistente com a constante cosmoldgica A,
um tipo de constante que foi introduzida por Einstein em sua teoria da Relatividade Geral, que
apresenta densidade constante e age de forma oposta a gravidade. Na 17 etapa, em redshifts
préximos da CMB (z; = 1080) temos que w(z) apresenta valores muito enviesados. Isso se
deve ao fato de que este € um ponto que depende fortemente de modelo. Com a inclusdo de
dados observacionais (Supernovas do tipo la, oscilacdes acusticas de bérions e crondmetros
cosmoldgicos) mais recentes e/ou em maior quantidade na 2? etapa, constatamos que podiamos
restringir o nosso modelo no intervalo de redshifts de 0 < z < 1080 para 0 < z < 3.0 nessa
etapa. Neste caso para redshifts proximos de z = 3.0 obtivemos resultados em que w # —1.
No entanto, o nosso sistema € muito degenerado de modo que o método da matriz de Fisher
nao fornece, por construcio, resultados com o detalhamento requerido para a determinagdo das
regides de confianca do nosso modelo em tais etapas. Afim de obtermos uma andlise mais
completa e detalhada executamos uma 3* etapa que consistiu no uso do método de MCMC
para os mesmos dados observacionais e intervalo de redshifts da 2° etapa. Sendo essa a etapa
final desse trabalho na qual constatamos uma distribuicdo bimodal para a equacdo de estado
da energia escura em que w(z) = —1 para redshifts iniciais (préximos de z = 0) do dominio
compreendido entre 0 < z < 3.0e 0 < w(z) < 1/3 em redshifts préximos de z = 3.0.

Pretendemos submeter um artigo ao Journal of Cosmology and Astroparticle Physics
(JCAP) afim de divulgar nossos resultados que aparentam ser bem promissores a respeito da
energia escura.

Ressaltamos que em nenhum momento queremos obter os valores na literatura para as
nossas estimativas de w(z). Pelo contrério, estamos realizando uma ciéncia do tipo investigativa
na tentativa de obtencdo de novos resultados. Por mais que de fato encontremos esses novos
resultados, como ocorreu na 3* etapa em que 0 < w(z) < 1/3 em redshifts proximos de z =

3.0, o nosso modelo ndo foge da descri¢cdo atual do Universo pois também conseguimos obter
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resultados préximos da literatura, como estimativas consistentes com constante cosmoldgica
(w = —1), considerando a configuracdo em que a equagdo de estado da energia escura era
constante de 0 < z < 3.0, bem como préximo de z = 0 para w variando de acordo com o
redshift z. Desta forma, apesar dos novos resultados, chegamos a consideracdo final de que
estes ndo sdao conflitantes com o que ja se conhece sobre Cosmologia. Demonstrando assim, a

consisténcia do método e modelo discutidos bem como do cédigo desenvolvido.
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A TABELAS DE BEST-FITS E GRAFICOS

Neste apéndice se encontram os demais best-fits que ndo foram analisados no Capi-
tulo 6. Vocé pode visualizar os best-fits, graficos e outros arquivos gerados de cada etapa na
seguinte pasta compartilhada do Google Drive: https://drive.google.com/drive/
folders/16RwO4PJdGrw—re—JCKdpyiG4nFToyZ2n?usp=sharing.

A.1 3 ETAPA

Tabela A.1: Best-fit da configuracdo de 6 nés e TTT na 3* etapa com 0 < z < 3.0. A verossi-
milhanca total € —21n £ ~ 1483.

Parametro | Valor e erro redshift z
H, 71.13 + 1.009

Q. 0.2177 + 0.0199

Qs 0.002131 + 0.01015

g —0.2352 4+ 0.5182 | 0

A —0.9897 £ 0.1169 | 0.2
e —0.6019 £ 0.2251 | 0.354
s —0.9146 + 0.5567 | 0.653
1y —0.7563 £ 1.072 1.304
s 0.02574 + 1.727 3.0
M, —19.3 4+ 0.02583
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Tabela A.2: Best-fit da configuracdo de 7 nés e TTT na 3* etapa com 0 < z < 3.0. A verossi-

milhanga total ¢ —21n £ ~ 1483.

Parametro | Valor e erro redshift z
H, 71.51 + 1.058

Q. 0.2777 + 0.02151

Qs —0.0006252 + 0.01005

e —0.09391 4 0.6597 0

oA —1.079 4 0.1367 0.2
s —0.7397 £ 0.2655 0.315
s —0.8817 £ 0.3702 0.508
Wy —1.242 4+ 1.272 0.851
s —3.855 4+ 1.16 1.52
ne 0.3068 4 1.741 3.0

—19.28 £ 0.02558
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Tabela A.3: Best-fit da configuracio de 8 nés e TTT na 3* etapa com 0 < z < 3.0. A verossi-

milhancga total ¢ —21n £ ~ 1483.

Parametro | Valor e erro redshift z
H, 71.83 £ 1.097

Q. 0.2722 + 0.0183

Qs 0.005229 =+ 0.01005

o —0.2066 £ 0.7724 | 0

o —1.1254+0.1856 | 0.2
o —0.8397 £ 0.2853 | 0.291
s —0.6842 + 0.41 0.431
1y —1.551 4+ 0.8081 0.653
s —0.7082 + 1.38 1.024
g —4.073 4 1.397 1.688
Wy 0.3066 £ 1.744 3.0

—19.27 £ 0.02546
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A.1.1 Graficos de densidade de probabilidade e corner plots de MCMC

# points

Figura A.1: Gréfico de densidade de probabilidade para o best-fit de 6 nds na interpolagcdo
polinomial de w(z) para o intervalo de redshift de 0 < z < 3.0.

# points

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
z

Figura A.2: Gréfico de densidade de probabilidade para o best-firt de 7 nés na interpolagao
polinomial de w(z) para o intervalo de redshift de 0 < z < 3.0.
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# points

Figura A.3: Grifico de densidade de probabilidade para o best-fit de 8 nds na interpolagcdo
polinomial de w(z) para o intervalo de redshift de 0 < z < 3.0.
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Figura A.4: Regides de confianga de 1o = 68.3% (central/escura) e 20 = 95.4% (externa/clara)
para os parametros cosmolégicos Hy, (2pgg, e, k0, Wo, W1, We, w3, wy, ws € M, (configuragio
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representa lo.
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Figura A.5: Regides de confianga de 1o = 68.3% (central/escura) e 20 = 95.4% (externa/clara)
para os pardmetros cosmoldgicos Hy, {2pgo, e, k0, Wo, W1, Wa, W3, W, ws, we € My (configu-
racdo de 7 nds na interpolagdo polinomial de w(z)). A drea sombreada na distribui¢do marginal
representa lo.
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Figura A.6: Regides de confianga de 1o = 68.3% (central/escura) e 20 = 95.4% (externa/clara)
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(configurac@o de 8 nds na interpolagdo polinomial de w(z)). A drea sombreada na distribui¢do
marginal representa 1o.
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B ANALISE ILUSTRATIVA DOS VALORES DA VARIAVEL IMPLEMENTADA COM
RELACAO AO REDSHIFT

Esse script foi desenvolvido apenas para fins demonstrativos dos valores de o imple-
mentado em termos do redshift. Ele determina em qual valor de z é estimado w(z). Para
reproducdo dos cddigos copie-os em uma IDE de sua preferéncia tal que seja possivel compilar
e executar tal script com o uso de linguagem Python. Os mesmos cédigos estao disponiveis no
meu repositério do GitHub (Link de acesso direto desse arquivo: https://github.com/
Sander23Car/UEL_Sander/blob/main/AlphaNumerico.ipynb). Caso esteja al-
terado o caminho para os c6digos basta procurar por pelo nome do script no repositério (Link:
https://github.com/Sander23Car).



[13]:

[14] :

AlphaNumerico
November 2, 2022

1 Analise ilustrativa

Este notebook tem como principal objetivo mostrar os valores de « (variavel implementada) e de

z (redshift) para um intervalo dividido por um nimero de nds em particular.

a=1In[l+ z].

Apenas para efeitos de ilustracdo de como se comporta a varidvel implementada no intervalo de

redshift especificado.

1.1 Cddigos

#bibliotecas

import numpy as np

import math as mt

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pdb

#func@o: alpha = Iln[1+z]

#informacbes de entrada

zi =0.0 #redshift inicial
zf = 10%*(10) #redshift final
nos = 12 #divisdes da grade (numero de nés)

#funcdo que calcula o ultimo wvalor de alpha na grade
alphai = mt.log(l+zi) #Valor do primeiro alpha correspondente a 2zt
alphaf = mt.log(1+zf) #Valor do 4ltimo alpha correspondente a zf

#divisbes da grade
divgrade = alphaf/nos

#fung@o que retorna numeros com espagamento uniforme em um intervaloy,
~espectificado.

intervgrade = np.linspace(alphai, alphaf, num=nos, endpoint=False) #escalay
< linear



intervgrade = np.append(intervgrade,alphaf) #adiciona o 4ltimo wvalor de alphay
<a lista
#intervgrade = list(intervgrade)

#n° de valores em cada lista (0 n? de wvalores em alpha é igual ao n? de valoresy
wem z.)
compalpha=len(intervgrade)

#funcdo que retorna os wvalores de z em cada noé
znos = np.expml(intervgrade) #escala linear
#znos = list(znos)

#informagbes de satida

print ("Primeiro valor de alpha é:",alphai,"para zi=",zi,"\n")

print ("Ultimo valor de alpha é:",alphaf, "para zf=",zf,"\n")
print("Valor de alpha entre cada intervalo da grade:",divgrade,"\n")
print("Valores de alpha em",nos,'"ndés =",intervgrade,"\n")

print("Valores de z em cada um dos", nos,"nés=",znos,"\n")

print ("*0BS*: Lembrando que na computagio a contagem sempre comega do zero.")

print("Ou seja, na posigdo O temos o ndé em alpha =",alphai, "que corresponde a
sz=", zi)

print ("E na posicg&o", compalpha, "temos o né em alpha =",alphaf, "quey,
wcorresponde a z=", zf)

print("Por isso as listas de alpha e z apresentam", compalpha, "valores cada,
~pois contamos o O também.\n")

Primeiro valor de alpha é&: 0.0 para zi= 0.0
Ultimo valor de alpha é&: 23.025850930040455 para zf= 10000000000
Valor de alpha entre cada intervalo da grade: 1.9188209108367047

Valores de alpha em 12 nés = [ O. 1.91882091 3.83764182 5.75646273
7.67528364 9.59410455
11.51292547 13.43174638 15.35056729 17.2693882 19.18820911 21.10703002
23.02585093]

Valores de z em cada um dos 12 nés= [0.00000000e+00 5.81292069e+00
4.54158883e+01 3.15227766e+02
2.15343469e+03 1.46769927e+04 9.99990000e+04 6.81291069e+05
4.64158783e+06 3.16227756e+07 2.15443468e+08 1.46779927e+09
1.00000000e+10]



*0BS*: Lembrando que na computagdo a contagem sempre comega do zero.

Ou seja, na posigdo O temos o nd em alpha = 0.0 que corresponde a z= 0.0

E na posigdo 13 temos o ndé em alpha = 23.025850930040455 que corresponde a z=
10000000000

Por isso as listas de alpha e z apresentam 13 valores cada, pois contamos o O
também.

1.1.1 Gréfico

Ajuste linear dos dados. Também poderia ser feito um ajuste em escala logaritmica. No entanto,
apenas para efeitos de ilustracao grafica plotamos os dados em escala linear.

[156]: #Grafico em escala linear de alpha(z) =ln(1+z)
plt.figure(figsize=(14, 7)) #tamanho
graph = plt.plot(znos, intervgrade) #plot
plt.ylabel('alpha (z)', fontsize=14) #valor no eizo das abscissas
plt.xlabel('z', fontsize=14) #wvalor no eizo das ordenadas
plt.legend(['alpha =1n[1+z]'],fontsize=14) #legenda da curva

#Mostra o grafico pro usudrtio
plt.show(graph)

—— alpha =In[1+2z]
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[16]: | #funcdo: alpha = ln[1+z]

#informacdoes de entrada

zi =20.0 #redshift inicial

zf = 10%*(4) #redshift final

nos = 12 #divisbes da grade (numero de nés)



#funcd@o que calcula o ultimo wvalor de alpha na grade
alphai = mt.log(l+zi) #Valor do primeiro alpha correspondente a 2zt
alphaf = mt.log(l+zf) #Valor do 4ltimo alpha correspondente a zf

#dtvisdes da grade
divgrade = alphaf/nos

#funcdo que retorna numeros com espacamento uniforme em um intervaloy
wespectficado.

intervgrade = np.linspace(alphai, alphaf, num=nos, endpoint=False) #escalay
~linear

intervgrade = np.append(intervgrade,alphaf) #adiciona o @ltimo valor de alphay
»a lista

#intervgrade = list(intervgrade)

#n° de valores em cada lista (0 n° de valores em alpha é igual ao n° de wvalores,
wem z.)
compalpha=len(intervgrade)

#func@o que retorna os wvalores de z em cada mné
znos = np.expml(intervgrade) #escala linear
#znos = list(znos)

#informacdes de satda

print ("Primeiro valor de alpha é&:",alphai,"para zi=",zi,"\n")
print(”Ultimo valor de alpha é:",alphaf, "para zf=",zf,"\n")
print("Valor de alpha entre cada intervalo da grade:",divgrade,"\n")
print("Valores de alpha em",nos,"nés =",intervgrade,"\n")

print("Valores de z em cada um dos", nos,"n6és=",znos,"\n")

print ("*0BS*: Lembrando que na computagdo a contagem sempre comega do zero.")

print("Ou seja, na posigdo O temos o ndé em alpha =",alphai, "que corresponde a
wz=", zi)

print ("E na posig&o", compalpha, "temos o ndé em alpha =",alphaf, "que,
ocorresponde a z=", zf)

print("Por isso as listas de alpha e z apresentam", compalpha, "valores cada,
pois contamos o 0 também.\n")

Primeiro valor de alpha é&: 0.0 para zi= 0.0
Ultimo valor de alpha é: 9.210440366976517 para zf= 10000

Valor de alpha entre cada intervalo da grade: 0.7675366972480431



Valores de alpha em 12 nés = [0. 0.7675367 1.53507339 2.30261009
3.07014679 3.83768349
4.60522018 5.37275688 6.14029358 6.90783028 7.67536697 8.44290367
9.21044037]

Valores de z em cada um dos 12 ndés= [0.00000000e+00 1.15445264e+00
3.64166619e+00 9.00024999e+00
2.05450650e+01 4.54178223e+01 9.90049999e+01 2.14456036e+02
4.63189827e+02 9.99074999e+02 2.15361422e+03 4.64101431e+03
1.00000000e+04]

*0BS*: Lembrando que na computagdo a contagem sempre comegca do zero.

Ou seja, na posigdo O temos o nd em alpha = 0.0 que corresponde a z= 0.0

E na posigdo 13 temos o né em alpha = 9.210440366976517 que corresponde a z=
10000

Por isso as listas de alpha e z apresentam 13 valores cada, pois contamos o O
também.

1.1.2 Gréfico

Ajuste linear dos dados. Também poderia ser feito um ajuste em escala logaritmica. No entanto,
apenas para efeitos de ilustracido grafica plotamos os dados em escala linear.

[17]: | #Grafico em escala linear de alpha(z) =ln(1+z)
plt.figure(figsize=(14, 7)) #tamanho
graph = plt.plot(znos, intervgrade) #plot
plt.ylabel('alpha (z)', fontsize=14) #walor no eizo das abscissas
plt.xlabel('z', fontsize=14) #walor no eizo das ordenadas
plt.legend(['alpha =1n[1+z]'],fontsize=14) #legenda da curva

#Mostra o grafico pro usuario
plt.show(graph)
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