
 
 
 

PAULO JOSÉ DOS REIS 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

TRANSFERÊNCIA DE CORRELAÇÕES DAS VARIÁVEIS 

CONTÍNUAS E GERAÇÃO DE EMARANHAMENTO DE TRÊS 

ÁTOMOS EM CAVIDADES REMOTAS 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Londrina  
2012 



Catalogação elaborada pela Divisão de Processos Técnicos da Biblioteca Central da
Universidade Estadual de Londrina

Dados Internacionais de Catalogação -na-Publicação (CIP)

  R375t Reis, Paulo José dos.
Transferência de correlações das variáveis contínuas e geração de emaranhamento
de três átomos em cavidades remotas / Paulo José dos Reis. – Londrina, 2012.
xii, 149 f. : il.

Orientador: Santosh Shelly Sharma.
Tese (Doutorado em Física) – Universidade Estadual de Londrin a, Centro

de Ciências Exatas , Programa de Pós -Graduação em Física, 2012.
Inclui bibliografia.

1. Computação quântica – Teses. 2. Emaranhamento (Física) – Teses. 3. Átomos
– Cavidade – Teses. 4. Mecânica quântica – Teses. I. Sharma, Santosh Shelly.
II. Universidade Estadual de Londrina. Centro de Ciências Exatas. Programa de Pós -
Graduação em Física. III. Título.

                                                                                 CDU  530.145



PAULO JOSÉ DOS REIS 

 
TRANSFERÊNCIA DE CORRELAÇÕES DAS VARIÁVEIS CONTÍNUAS E 

GERAÇÃO DE EMARANHAMENTO DE TRÊS ÁTOMOS EM CAVIDADES 

REMOTAS 

 
 

Tese apresentada ao Programa de Doutorado em 
Física do Centro de Ciências Exatas da 
Universidade Estadual de Londrina, como 
requisito parcial à obtenção do título de Doutor 
em Física. 
 
 

BANCA EXAMINADORA 
 
 
 

________________________________________________ 
Orientadora: Profa. Dra. Santosh Shelly Sharma  

Universidade Estadual de Londrina -UEL 
 
 

________________________________________________ 
Prof. Dr. Mário César Baldiottii  

Universidade Estadual de Londrina - UEL 
 
 

________________________________________________ 
Prof. Dr. Antonio Edson Gonçalves 

Universidade Estadual de Londrina - UEL 
 
 

________________________________________________ 
Prof. Dr. Salomon Sylvain Mizrahi 

Universidade Federal de São Carlos - UEL 
 
 

________________________________________________ 
Prof. Dr. Miled Hassan Youssef Moussai 

Universidade de São Paulo - UEL 
 

Aprovada em 25 de abril de 2012 



À minha esposa Gessica.



”A única possibilidade de descobrir os limites do possível é aventurar-se um pouco além

deles, para o impossível. ”

Arthur C. Clarke

v



Agradecimentos

Agradeço a Profa. Dra. Santosh Shelly Sharma, pela paciência e disponibilidade

que foram muito importantes nos esclarecimentos das dúvidas e no desenolvimento do

trabalho.

A minha esposa Gessica que é o grande amor da minha vida e esteve do meu lado

em todo o doutorado, meu pai José de Paula (Zé Paulo), minha mãe Ivone, meus irmãos

Moacir e Ana Paula por sempre terem incentivado e me apoiado nos momentos difíceis.

Aos professores Antonio Edson Gonçalves, Mário César Baldiotti, Miled Hassan Youssef

Moussai e Salomon Sylvain Mizrahi, pela disponibilidade na correção do trabalho e sug-

estões que foram muito importantes para a conclusão do mesmo.

Aos meus amigos do curso de Doutorado Leonardo e Ricardo Gobato pela boa con-

vivência e amizade.

Aos amigos Marcio Daldin e Daniel, que sempre se mostraram dispostos a me ajudar,

além da amizade e companherismo.

Ao amigo do grupo de computação quântica Eduardo, pela ajuda na programação em

fortram, pois sem ela o trabalho não seria concluído.

Ao Prof. Wellington da Cruz (in memoriam), que foi o meu primeiro orientador na

informação quântica e seus ensinamentos foram fundamentais para meu desenvolvimento

nessa área.

Agradeço também à CAPES pelo apoio financeiro.

Paulo José dos Reis

Londrina, 25 de abril de 2012.

vi



1 

REIS, Paulo José dos. Transferência de correlações das variáveis contínuas e geração de 
emaranhamento de três átomos em cavidades remotas. 2012. Tese (Doutorado em Física) – 
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2012. 
 
 

RESUMO 
 
 

Neste trabalho, apresentamos uma proposta para geração de emaranhamento entre três 
átomos localizados em duas cavidades espacialmente separadas, através da transferência de 
emaranhamento das variáveis contínuas do campo comprimido de dois modos. Um par de 
átomos A1 e A2, preparados em um estado separável ou emaranhado, interage com um 
único modo do campo comprimido de dois modos na cavidade 1, enquanto o átomo B 
interage com o segundo modo do campo na cavidade 2. Expressões analíticas foram obtidas 
para o estado do sistema composto, estado do campo e estado dos átomos em função do 
parâmetro de interação e parâmetro de compressão, considerando diferentes estados 
iniciais do campo e dos átomos, localizados na cavidade de Alice. Nós analisamos 
numericamente a geração, morte súbita, e renascimento de emaranhamento dos três 
átomos, como função do estado inicial dos átomos A1 e A2 e parâmetro de compressão do 
campo eletromagnético. Como o campo nas cavidades possui infinitos graus de liberdade, 
utilizamos função Q e o número médio de fótons, para uma análise qualitativa do 
emaranhamento dos modos campo nas cavidades distintas. Aproximamos o estado 
comprimido do campo por um estado número dos fótons, que produz uma dinâmica de 
emaranhamento similar a do sistema proposto. Com esta aproximação pode-se calcular a 
negatividade global do campo e verificar a transferência de emaranhamento dos modos do 
campo para os átomos nas cavidades espacialmente separadas. O estado dos átomos 
apresenta emaranhamento tipo W, que pode ser utilizado em protocolos de comunicação 
quântica. Um estado emaranhado puro de três átomos pode ser obtido com alta 
probabilidade, através de uma medida sobre o estado do campo nas cavidades. Usando um 
protocolo simples, onde utilizamos um qubit auxiliar na cavidade 2, podemos destilar um 
estado W, a partir do estado tipo W fornecido pelo sistema. A probabilidade de destilação 
depende do emaranhamento do estado tipo W. Deste modo podemos utilizar o estado 
emaranhado de três átomos espacialmente separados em protocolos de comunicação 
quântica e teletransporte determinísticos. 
 
 
Palavras-chave: Estados comprimidos. Átomos em cavidade. Emaranhamento. 
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entanglement of three atoms in cavities remote. 2012. Tese (Doctorate in Physics) – 
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2012. 

 
 

ABSTRACT 
 
 

In this work we present a proposal to generate entanglement amongst three atoms located 
in two spatially separated cavities through entanglement transfer from continuous 
variables of two mode squeezed field. Pair of atoms A\ and A2, prepared either in a 
separable state or in an entangled state, interacts with a single mode of a two mode 
squeezed cavity field while a third atomic qubit B interacts with the second mode of the 
squeezed field in a remote cavity. Analytical expressions have been obtained for the state 
of composite system, state of the field and state of the atoms, considering different states 
of atoms and field. We then analyze numerically, the generation, sudden death and 
revival of three qubit entanglement as a function of initial entanglement of qubits AiA2 
and degree of squeezing of electromagnetic field. As the field inside the cavities has 
infinite degrees of freedom, we use the Q function and the average photon number, to do 
a qualitative analysis of the entanglement of field modes in the distinct cavities. An 
approximate photon number state that effectively produces an entanglement dynamics 
very close to the one obtained for the proposed system was considered. With such an 
approximation one can calculate the global negativity of the field and verify the 
entanglement transfer from field modes to atoms in spatially separated cavities. The state 
operator of three atoms displays W type entanglement which can be used in quantum 
communication protocols. A pure entangled state of three atoms may be obtained with 
high probability, by measurement of the field state in the cavities. Further, a W state can 
be distilled from the W type state provided by the system. Probability of success of 
distillation protocol depends on the amount of entanglement in W type state. In this way, 
we can use three spatially separated entangled atoms to implement communications or 
teleport protocols, deterministically. 

 
 

Key-words: Squeezed states. Atoms in cavities. Entanglement. 
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Capítulo 1

Introdução

Nas últimas duas décadas diversos laboratórios desenvolveram técnicas e equipamentos

que permitem a manipulação individual de átomos e fótons. Esses novos avanços na

manipulação de sistemas em nível quântico possibilitam manipular um único átomo e

fazê-lo interagir com um único fóton aprisionado em uma cavidade óptica [1]. Esses

experimentos têm possibilitado a investigação de propriedades somente observadas no

mundo quântico, que podem levar a novas tecnologias como a computação quântica [2,3],

criptografia quântica [4] e comunicação quântica [5].

Em 1965 Gordon Moore [6], observou que o número de transistores em um micro-

processador, bem como a velocidade de processamento, dobram a cada 18 meses, ao

mesmo tempo cai pela metade o número de átomos utilizados para codificar um bit de

informação. Nessa progressão chegaríamos ao limite de um bit por átomo em torno de

2015, o que implica na saturação da lei de Moore. Torna-se então natural pensar na

utilização das propriedades quânticas dos átomos para a implementação de algoritmos

computacionais. Em 1980 Paul Benioff [7, 8], verificou que um sistema intrinsecamente

quântico é capaz de reproduzir computação clássica. Em 1982 R. P. Feynman [9, 10],

propôs que sistemas quânticos poderiam ser simulados eficientemente em computadores

quânticos, com um ganho exponencial na velocidade de processamento se comparado com

os computadores clássicos.
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A formalização da idéia de computador quântico foi proposta por D. Deutsh em

1985 [11]. Neste trabalho foram utilizadas características quânticas próprias de sistemas

microscópicos, como superposição de amplitudes de probabilidade para resolver um prob-

lema envolvendo funções binárias. Outra grande contribuição na área de computação

quântica foi o algoritmo quântico proposto pelo matemático Peter Shor em 1994 [12],

para a decomposição de um número em seus fatores primos. O algoritmo de Shor é ex-

ponencialmente mais rápido que o melhor algoritmo clássico conhecido. A dificuldade na

fatoração de números grandes é a base de um método criptográfico muito utilizados at-

ualmente, o método RSA. A importância pratica dessa descoberta reside na possibilidade

de que um computador quântico permitiria a quebra de mensagens criptografadas em um

tempo exponencialmente menor do que um computador clássico.

As propriedades de sistemas quânticos também podem ser utilizadas para a realização

de comunicação segura. O surgimento do campo da comunicação quântica teve início

em 1984, através da proposta apresentada por Bennett e Brassad [4]. Neste artigo eles

apresentaram uma proposta de comunicação segura entre dois laboratórios, onde a men-

sagem era enviada através de fótons polarizados. A segurança do protocolo baseia-se

no fato de que uma medida de um invasor sobre os fótons enviados interfere destrutiva-

mente no estado quântico dos fótons. Em 1991 Ekert [5], apresentou um protocolo de

comunicação entre dois laboratórios remotos (Alice e Bob), a mensagem é criptografada

através de operações unitárias realizadas por uma parte e a segurança é baseada no máx-

imo emaranhamento entre as partículas espacialmente separadas compartilhas pelos dois

laboratórios.

Devido a seu grande potencial e superioridade no processamento da informação em

relação a computação clássica, existe um grande interesse em pesquisas direcionadas na

manipulação controlada de sistemas quânticos. Sistemas físicos atualmente considerados

para a implementação de operações quânticas incluem íons em armadilhas magnéticas [13],

átomos e fótons em cavidades [14], redes cristalinas ópticas [15], moléculas em soluções

líquidas manipuladas através de técnicas de ressonância nuclear magnética [16], pontos
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quânticos [17] e supercondutores [18].

As cavidades ópticas com átomos de dois níveis representam um sistema que pode ser

utilizado no processamento da informação quântica. Experimentalmente isso é possível,

quando colocamos átomos em cavidades sem dissipação, ou seja, com altos valores de

qualidade. Os modos do campo eletromagnético na cavidade com alto valor de intensidade

de campo elétrico permitem um acoplamento dipolar forte entre átomo e campo. Se

ajustarmos as cavidades de modo a produzir ondas estacionárias onde a frequência angular

de um dado modo do campo eletromagnético é igual à frequência de transição dos átomos

de dois níveis, podemos gerar interação ressonante entre átomos e fótons. Existem várias

propostas, para a geração de estados emaranhados de átomos de dois níveis em uma

cavidade óptica, [19—24].

O emaranhamento compartilhado entre sistemas espacialmente separados representa

um recurso central para a comunicação quântica [25] e computação quântica distribuída

[26]. A computação quântica distribuída refere-se a um computador quântico formado por

uma rede de processadores conectados por uma linha de transmissão [27]. Por este motivo

atualmente tem havido grande interesse no emaranhamento entre átomos aprisionados em

cavidades distintas.

Nesta tese apresentamos uma proposta de geração de emaranhamento entre três áto-

mos de dois níveis aprisionados em um sistema de duas cavidades espacialmente separadas,

através da interação com um estado comprimido de dois modos do campo eletromagnético.

No estudo da dinâmica de emaranhamento do sistema composto utilizamos diferentes

estados do campo, para isso variamos o parâmetro de compressão, que é diretamente

proporcional a intensidade do campo comprimido de dois modos. Também consideramos

estados inicias separáveis e emaranhados dos dois átomos localizados na cavidade do lab-

oratório de Alice, com o objetivo de verificar a influência de emaranhamento inicial dos

dois átomos na transferência de emaranhamento do campo para os átomos nas cavidades

distintas.

No capítulo (2), explicamos o conceito de emaranhamento de um sistema quântico,
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apresentando as propriedades de sistemas quânticos emaranhados e separáveis. Além

disso, verificamos quais propriedades uma medida de emaranhamento deve satisfazer.

Conhecendo as propriedades de uma medida de emaranhamento expomos alguns quan-

tificadores que são: entropia de Von Neumann, entropia linear, concorrência, negatividade

global e negatividade tipo-K.

No capítulo (3), exibimos a quantização do campo eletromagnético e compressão nas

quadraturas do campo. Além disso, apresentamos alguns estados do campo eletromag-

nético que são: estados de Fock, estados coerentes, estados comprimidos e estado de vácuo

comprimido de dois modos. Como os estados comprimidos de dois modos serão utilizados

no sistema proposto no capítulo (4), exibimos a representação desse estado no espaço de

fase através da função Q e quantificamos seu emaranhamento utilizando-se da entropia

de Von Neumann e matriz de covariância.

No capítulo (4), apresentamos uma proposta para a geração de emaranhamento entre

três átomos localizados em duas cavidades espacialmente separadas [28], onde a cavidade

C1 está no laboratório de Alice e possui dois átomos aprisionados e a cavidade C2 que

está no laboratório de Bob possui um único átomo de dois níveis. Estas cavidades estão

inicialmente no estado do vácuo, um estado comprimido de dois modos é enviado para as

cavidades, onde cada modo do campo é enviado para uma cavidade distinta. A junção

entre campo externo e campo na cavidade é feita por um divisor de feixe (beam splitter).

Expressões analíticas foram obtidas para os operadores de estado do sistema composto,

átomos e campo, considerando diferentes estados iniciais do campo e diferente estados

iniciais dos dois átomos localizados na cavidade do laboratório de Alice.

No capítulo (5), calculamos o emaranhamento dos átomos e campo para verificar-

mos a transferência de emaranhamento das variáveis contínuas do campo para os átomos

localizado nas cavidades distintas. Utilizando-se dos operadores de estado dos átomos

considerando diferentes estados iniciais do campo e dos átomos, calculamos a negativi-

dade global para detectar o emaranhamento livre dos átomos nas cavidades espacialmente

separadas. Como o estado do campo possui um número infinito de graus de liberdade,
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utilizamos o operador de estado do campo para o cálculo da função Q e número médio de

fótons. Com isso obteve-se uma análise qualitativa da transferência de emaranhamento

dos modos do campo para os átomos nas cavidades distintas.

O estado de vácuo comprimido de dois modos é um estado do campo eletromagnético

de variáveis contínuas, ou seja, possui infinitos graus de liberdade. Por esse motivo no

capítulo (5) não foi possível calcular a negatividade global para quantificar o emaran-

hamento entre os modos do campo nas duas cavidades. No capítulo (6), apresentamos

uma aproximação para o estado do campo nas cavidades que produz uma dinâmica de

emaranhamento similar a apresentada no capítulo (5). Deste modo calculamos a nega-

tividade global do campo nas cavidades e verificamos a transferência de emaranhamento

do campo para os átomos nas cavidades espacialmente separadas.

O sistema proposto no capítulo (4), é composto por cavidades espacialmente sepa-

radas que não interagem entre si. Sistemas com átomos aprisionados em cavidades es-

pacialmente separadas podem ser utilizados na comunicação quântica. No capítulo (7),

analisamos o operador reduzido dos átomos no tempo de interação onde negatividade

global da transposta parcial do operador de estado dos átomos com relação ao qubit B é

máxima. Verificamos que o operador de estados dos átomos apresenta emaranhamento do

tipo W com alta probabilidade acrescido de uma parcela de ruído quântico. Analisando a

função de onda do sistema composto, podemos obter um estado do tipo W com alta prob-

abilidade, através de uma medida sobre o estado do campo nas cavidades. Usando um

protocolo simples proposto por Z. L. Cao [148], utilizamos um qubit auxiliar na cavidade

2 e uma transformação unitária, para destilar um estado W, a partir do estado do tipo

W fornecido pelo sistema. Deste modo podemos usar o emaranhamento dos três átomos

espacialmente separados para implementação dos protocolos de comunicação quântica e

teletransporte determinísticos.
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Capítulo 2

Emaranhamento de estados

quânticos

2.1 Introdução

O emaranhamento é uma das características de maior estranheza na mecânica quân-

tica. Essa propriedade de sistemas quânticos compostos foi primeiramente apontada por

Einstein, Podolsky e Rosen [29], que em 1935 propuseram um experimento mental con-

hecido como paradoxo EPR. Nesse experimento o resultado de uma medida realizada em

uma parte do sistema quântico apresenta efeito instantâneo no resultado de uma medida

realizada em outra parte, independente da distância entre as partes. Ainda em 1935,

Schrödinger [30] observou no estudo de sistemas quânticos correlações nunca vistas em

sistemas clássicos e as denominou emaranhamento.

Em 1964 Bell [31], apresentou um teorema que propõe uma desigualdade que relaciona

as probabilidades de detecção de dois observáveis dicotômicos, relativos a dois sistemas. Se

a correlação entre os dois sistemas for descrita por uma teoria realista local, a desigualdade

é sempre satisfeita. Por outro lado a violação dessa desigualdade implica que os sistemas

em questão exibem uma correlação não-local, prevista pela mecânica quântica.

A desigualdade de Bell tem base no paradoxo EPR, em que dois observadores remotos,
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(denominados posteriormente Alice e Bob) compartilham um par de partículas emaran-

hadas. Bell afirmou que a correlação entre as partículas é devida ao emaranhamento

quântico do par. Uma medição feita por um observador permite conhecer o estado da

outra partícula do par. Esta idéia está inteiramente de acordo com o princípio da incerteza

de Heisenberg, que é um conceito fundamental da mecânica quântica. O emaranhamento

quântico, não possui nenhum análogo clássico, este elemento aparece na violação da de-

sigualdade de Bell. A comprovação experimental da desigualdade de Bell foi feita em 1982

por A. Aspect [32], que confirmou a existência de correlações não locais preditas como

emaranhamento.

O emaranhamento não é apenas uma propriedade teórica de sistemas quânticos, e

pode ser gerado através de alguns experimentos em laboratório. Em 1996 C. Monroe

et al [33], obtiveram experimentalmente um estado emaranhado análogo ao proposto

por Schrödinger, que ficou conhecido como estado do tipo gato de Schrödinger. Esse

resultado comprovou definitivamente que o emaranhamento é uma propriedade não local

da mecânica quântica. Outros experimentos foram realizados para a geração de estados

emaranhados com átomos e fótons [1].

Nas últimas duas décadas o emaranhamento quântico tem sido objeto de varias pesquisas

e vem sendo aplicado em uma série de protocolos de informação e criptografia quântica.

Como uma de suas principais aplicações temos a codificação superdensa [34], que con-

siste na transmissão de informação utilizando-se de bits quânticos (qubits) emaranhados.

O emaranhamento também é usado na criptografia quântica [35], para a distribuição

de chaves quânticas. Além disso, no teletransporte de estados quânticos [36] o emaran-

hamento é fundamental para o envio da informação de um sistema quântico para outro.

Não podemos esquecer que o emaranhamento é um recurso fundamental na computação

quântica [2].

Sistemas quânticos realistas apresentam superposição de estados e a interação com o

ambiente resulta na perda da pureza. Para um sistema de átomos aprisionados em uma

cavidade as principais fontes de perda de coerência são: emissões espontâneas, perda de
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fótons na cavidade e oscilações na fonte do campo. Alguns experimentos foram realiza-

dos para verificar essas perdas de coerência [37, 38]. Sistemas de átomos emaranhados

aprisionados em cavidades ópticas que interagem com os modos do campo nas cavidades

perdem correlações ocasionando o desaparecimento do emaranhamento. Em 1996 L. Davi-

dovich [39], apresentou uma proposta teórica para este sistema. Um tipo de perda de

correlação observada na dinâmica de emaranhamento de dois átomos aprisionados em

uma cavidade que interagem com o campo foi apontado por T. Yu e J. H. Eberly [41], e

denominada como morte súbita de emaranhamento (ESD). A ESD é um fenômeno que

ocorre quando o emaranhamento cai abruptamente a zero em um tempo finito, diferente

de um decaimento assintótico.

Neste capítulo apresentamos a representação de estados quânticos puros e mistos

através do operador densidade. Na seção (2.2) discutimos o conceito de emaranhamento

de sistemas quânticos compostos e o critério de separabilidade de Peres. Na seção (2.3)

demonstramos as propriedades que uma medida de emaranhamento deve satisfazer e al-

guns quantificadores de emaranhamento. Na seção (2.4) discutimos a perda de correlação

para sistemas quânticos compostos que interagem com o ambiente.

2.2 Operador densidade

Estados quânticos podem ser representados através de operadores definidos no espaço

de Hilbert (H), um espaço vetorial complexo de dimensão (d) que contem os vetores

de estados do sistema quântico. O operador que representa um estado quântico deve

fornecer toda a informação possível sobre as propriedades de um sistema quântico, bem

como sua evolução temporal. De acordo com um dos postulados da mecânica quântica,

a cada observável de um sistema quântico, referente uma quantidade física mensurável,

associamos um operador Hermitiano. Esse operador deve ser Hermitiano dado seus auto-

valores reais. Os autovalores do operador de estado representam probabilidades. Como a

soma das probabilidades representa a probabilidade total, o operador de estado deve ter
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traço unitário. Deste modo podemos representar um estado quântico por um operador

densidade ρ̂ tal que,

ρ̂ = ρ̂†; ρ̂ ≥ 0; Tr(ρ̂) = 1.

O operador densidade, na sua forma geral representa uma mistura estatística de proje-

tores,

ρ̂ =
X
i

Pi |Ψii hΨi| ;
X
i

Pi = 1, (2.1)

onde Pi é a probabilidade do estado |Ψii.

Se considerarmos um caso especial, onde ρ̂ tem a forma

ρ̂ = |Ψii hΨi| , (2.2)

ρ̂ representa um estado puro e pode ser representado como uma função de onda, enquanto

os estados mistos Eq. (2.1), não podem ser representados como uma função de onda.

2.3 Emaranhamento

Como já verificamos anteriormente, um sistema quântico pode ser representado por

um operador densidade ρ̂, no espaço de Hilbert (H). Entretanto, um sistema quântico

pode ser constituído de vários subsistemas. Neste caso o espaço de Hilbert associado ao

sistema composto pode ser visto como uma composição de espaços individuais de vários

subsistemas, ou seja,

H = H1 ⊗H2 ⊗ ...⊗HN . (2.3)

onde H1,H2, ... e HN , são espaços de Hilbert nos quais os operados ρ̂1,ρ̂2,.... e ρ̂N , refer-

entes aos subsistemas (1, 2, ..., N), são definidos.

A noção de emaranhamento surge da estrutura tensorial apresentada na Eq. (2.3).

5



2.3.1 Definição de um estado puro separável

Alguns estados puros de sistemas quânticos compostos são fatoráveis e podem ser

representados na forma,

|Ψi = |Ψ1i⊗ |Ψ2i⊗ ...⊗ |ΨNi . (2.4)

Quando essa fatoração não é possível temos estados puros emaranhados.

2.3.2 Definição de um estado misto separável

Se um estado misto pode ser descrito como,

ρ̂ = ρ̂1 ⊗ ρ̂2 ⊗ ...⊗ ρ̂N , (2.5)

ele é chamado estado misto fatorável. Qualquer estado misto que pode ser descrito na

forma,

ρ̂ =
X
i

Pi

¡
ρ̂i1 ⊗ ρ̂i2 ⊗ ...⊗ ρ̂iN

¢
, (2.6)

que é um estado misto separável. Se um estado misto não pode ser representado como a

Eq. (2.6), então temos um estado misto emaranhado.

Observamos que o estado representado pela Eq. (2.4) é um caso particular da Eq.

(2.5), para sistemas quânticos constituídos apenas de subsistemas em estados puros. A

Eq.(2.5), é um caso particular da Eq. (2.6) quando Pi = 1.

2.3.3 Critério de separabilidade de Peres

Para entendermos o critério de separabilidade de Peres [62], primeiramente devemos

definir a operação de transposição parcial de um estado quântico. Dado um estado quân-

tico composto por duas partes A e B, descrito da seguinte forma,

ρ̂AB =
X
i,j,k,l

λijkl |iiA |jiB hk|A hl|B . (2.7)
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A transposição parcial é definida como,

ρ̂TBAB =
X
i,j,k,l

λijkl |iiA |liB hk|A hj|B . (2.8)

Verificamos que se ρ̂AB for um operador separável,

ρ̂AB =
X
i

Pi

¡
ρ̂iA ⊗ ρ̂iB

¢
. (2.9)

Sua transposta parcial resulta em um operador positivo. Caso a transposta parcial de

ρ̂AB não seja positiva, ρ̂AB é emaranhado.

Peres afirmou que esse critério era válido para dimensões arbitrárias do espaço de

Hilbert. Porém em 1996, M. P. Horodecki e R. Horodecki [63], demonstraram que esse

critério é uma condição de separabilidade necessária e suficiente para os estados com di-

mensões 2⊗2 e 2⊗3, para outras dimensões se tornando somente uma condição necessária.

Quando consideramos estados quânticos com dimensões maiores que as citadas, alguns

estados emaranhados possuem transposta parcial positiva e esses estados possuem emaran-

hamento ligado, que é emaranhamento não destilável [69].

2.3.4 Estados emaranhados de dois qubits

Considerando um estado quântico de sistema composto, representado pelo espaço de

Hilbert H1⊗H2 com dimensões d1⊗d2, o estado puro mais geral neste espaço tem forma,

|Ψi12 =
X
i,j

cij |ii1 |ji2 , (i = 1, ..., d1; j = 1, ..., d2)

onde cij são os coeficientes complexos e |ii1 e |ji2 formam uma base completa em H1 e

H2. Considerando o estado,

|Ψi12 =
1√
2
(|gi1 |gi2 + |ei1 |ei2) , (2.10)
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que descreve o estado quântico de dois átomos de dois níveis, onde o vetor de estado

|gi denota o estado fundamental, enquanto |ei denota o estado excitado, e o índices 1 e

2 correspondem ao primeiro e segundo átomo. Como cada átomo constitui um sistema

quântico de dois níveis podemos atribuir uma base computacional em analogia aos bits

clássicos, onde |gi → |0i e |ei → |1i. Deste modo podemos reescrever o estado quântico

de um sistema de dois qubits, como,

|Ψi12 =
1√
2
(|0i1 |0i2 + |1i1 |1i2) . (2.11)

Esse estado não pode ser decomposto no produto de dois estados pertencentes cada um a

um subsistema, isto significa que o estado possui emaranhamento. Se o estado do primeiro

qubit é medido e obtemos como resultado |0i certamente o segundo qubit estará em |0i;

da mesma forma, se o estado do primeiro qubit é medido no estado |1i o segundo estará

certamente no estado |1i.

Se aplicarmos o critério de Peres no estado da Eq. (2.11), observamos que o operador

densidade,

ρ12 = (|Ψi hΨ|)12 , (2.12)

possui transposta parcial ρT212 com autovalores

λ1 =
1

2
, λ2 =

1

2
, λ3 =

1

2
, λ4 = −

1

2
. (2.13)

A existência do λ4 com valor negativo para a matriz de estado com transposta parcial

indica que o estado da Eq. (2.11) é emaranhado.

2.3.5 Estados emaranhados de três qubits

Para estados emaranhados de três qubits, Dür e colaboradores [77], demonstraram a

existência de somente duas classes de emaranhamento tripartido genuíno, a classe com
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emaranhamento tipo GHZ [75] e W [76]. O estado

|GHZi = 1√
2
(|000i+ |111i) , (2.14)

é um estado maximamente emaranhado na classe GHZ, e o estado

|W i = 1√
3
(|001i+ |010i+ |100i) . (2.15)

é um estado maximamente emaranhado na classeW . Um estado pertencente a uma dessas

classes não pode ser convertido em constituintes de outra classe por LOCC (operações

locais e comunicação clássica). O uso do critério de Peres nos estados das Eqs. (2.14) e

(2.15) demonstra transposta parcial negativa, o que indica a existência de emaranhamento.

Uma limitação no critério de Peres é o fato dele não classificar o grau de emaranhamento

existente no estado, sendo necessário para isso um quantificador de emaranhamento.

2.4 Medidas de emaranhamento

Para determinarmos o grau de emaranhamento de um estado puro ou estado misto

de um sistema quântico bipartido com dimensão arbitrária, é essencial escolhermos uma

medida apropriada de emaranhamento. Um bom quantificador de emaranhamento deve

nos fornecer valor zero para estados separáveis e valor um para estados maximamente

emaranhados. Em seu trabalho em 2002 Brub [51], demonstrou que uma medida de

emaranhamento deveria satisfazer as seguintes propriedades:

(i) Valor zero para estados separáveis:

Para um estado separável ρ, E (ρ) = 0.
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(ii) Normalização:

O emaranhamento do estado puro Ψ = 1√
d

dP
i=1

|iiA |iiB, maximamente emaranhado

de dimensão d⊗ d, é

E(|Ψi hΨ|) = log2 d, (2.16)

em que o conjunto {|iiA} compõe uma base ortonormal.

(iii) Não crescente por LOCC:

Seja um mapa ΛLOCC , implementado por uma operação local e comunicação clássica

(LOCC), então

E(ΛLOCC ρ) 6 E(ρ). (2.17)

(iv) Continuidade:

E(ρ) deve ser uma função contínua de ρ,

E (ρ)−E (σ)→ 0 para ||ρ− σ||→ 0. (2.18)

(v) Aditividade Parcial:

Considerando n cópias idênticas do estado ρ, estás cópias contém n vezes o emaran-

hamento de ρ ,

E(ρ⊗n) = nE(ρ). (2.19)

(vi) Subaditividade

Para dois sistemas independentes ρ e σ, dizemos que o sistema global é descrito por

ρ⊗ σ , e as funções que medem emaranhamento devem satisfazer,

E(ρ⊗ σ) 6 E(ρ) +E(σ). (2.20)
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(vii) Convexidade

E (ρ) deve ser convexa no espaço dos operadores,

E

ÃX
i

piρi

!
6
X
i

piE (ρi) , (2.21)

onde ρ =
P
i

piρi, para todos {pi |Ψii}, com pi > 0 e
P
i

pi = 1.

Encontrar uma medida que satisfaça todas essas propriedades é algo muito difícil. G.

Vidal [55] propôs que um bom quantificador de emaranhamento seria aquele que satisfaz

apenas a propriedade de não crescimento, em média, por operações locais e comunicação

clássica (LOCC). Deste modo definiu-se o que se chama de monótono de emaranhamento.

Vidal também demonstrou um conjunto de condições necessárias para que E seja

um monótono de emaranhamento que são:

1. Para qualquer operação local não-determinística ξi,k(ρ), realizada na i-ésima parte,

E (ρ) >
X
k

pkE (ρk) (2.22)

onde

pk = Tr
£
ξi,k(ρ)

¤
, ρk =

ξi,k(ρ)

pk
.

2. Convexidade: para qualquer ensemble {qk, ρk},

E (ρ) 6
X
k

qkE (ρk) . (2.23)

As medidas de emaranhamento devem satisfazer às propriedades citadas e são divididas

em dois tipos, operacionais e abstratas. As medidas operacionais são obtidas por meio de

operações locais e comunicação clássicas (LOCC) e as mais comuns são emaranhamento

destilável [56] e custo de emaranhamento [64]. As medidas abstratas, são usadas como

limites paras medidas operacionais; dois exemplos de medidas abstratas são concorrência

[58], que mede emaranhamento de formação e entropia relativa [65,66].
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Um grande problema na formulação de medidas de emaranhamento é a quantificação

do emaranhamento de estados mistos, que são escritos como,

ρ =
X
j

pjρj (2.24)

onde
P
j

pj = 1, e pj ≥ 0. Fisicamente isso corresponde a uma mistura de estados puros,

de modo que ρj tem probabilidade pj. Os estados mistos não podem ser representados

como função de onda, mas podemos representalos-los como uma soma de estados puros.

Não existe regra geral para saber se um estado misto possui emaranhamento ligado. O

emaranhamento ligado é o emaranhamento não destílavel atrvés de LOCC. Se um estado

misto possui emaranhamento não destilável, então esse estado possui emaranhamento

ligado [63,69].

O problema em definir um bom medidor de emaranhamento para estados mistos, está

relacionado ao fato de que diferentes medidores podem gerar diferentes ordens para os

pares de estados mistos. Portanto, existe um problema na definição do máximo emaran-

hamento para um estado misto.

2.4.1 Entropia de Von Neumann.

No início do século XX Von Neumann e Landau generalizaram o conceito de entropia,

para sistemas de partículas quânticas, onde um estado misto definido por uma matriz

densidade ρ, tem a entropia definida como,

S(ρ) = −Tr(ρ ln ρ). (2.25)

Bennett et al [78], utilizaram-se da entropia de Von Neumann como uma medida de

emaranhamento para estados bipartidos.

Dado o operador densidade ρ̂ de um par de sistemas quânticos A e B, este estado
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pode ser decomposto em uma base |Ψii, com probabilidade pi, de modo que,

ρ̂ =
X
i

pi
¯̄
Ψab
i

® ­
Ψab
i

¯̄
. (2.26)

O emaranhamento E(Ψ) é definido como a entropia de Von Neumann, de qualquer um

dos subsistemas A e B,

E(Ψ) = −Tr(ρ̂a log2 ρ̂a) = −Tr(ρ̂b log2 ρ̂b), (2.27)

onde ρ̂a é obtido através do traço parcial de ρ̂ sobre o subsistema B, e da mesma maneira

conseguimos ρ̂b, fazendo o traço parcial de ρ̂ sobre o subsistema A.

Para demonstrarmos como é calculado o traço parcial tomaremos como exemplo o

seguinte estado de dois qubits,

|ΨABi = cos θ |00i− sin θ |11i , (2.28)

o operador densidade para este estado é,

ρAB = |ΨABi hΨAB| =

⎛⎜⎝ cos2 θ − cos θ sin θ

− cos θ sin θ sin2 θ

⎞⎟⎠ . (2.29)

Verificando traço parcial em relação ao subsistema B temos,

ρA = TrB(ρAB) =

⎛⎜⎝ cos2 θ 0

0 sin2 θ

⎞⎟⎠ (2.30)

Agora iremos verificar a entropia para o estado |ΨABi,

E(ΨAB) = −
£
cos2 θ log2(cos

2 θ) + sin2 θ log2(sin
2 θ)
¤
. (2.31)

Podemos ver que a quantidade E(ΨAB) tem valor 0, para θ = 0 e θ = π/2, para estes
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valores de θ temos estados separáveis. Para θ = π/4 temos E(ΨAB) = 1, para este valor

de θ temos um estado maximamente emaranhado de dois qubits.

2.4.2 Entropia Linear

A entropia linear é uma medida de pureza de um estado [57], e é definida como,

Sl(ρ) =
d

d− 1
£
1− Tr(ρ2)

¤
. (2.32)

Para um estado puro no espaço de Hilbert com dimensão d a entropia linear é zero e para

um estado maximamente misto Sl(ρ) = 1.

2.4.3 Concorrência

Hill e Wootters [58], apresentaram um tipo de medida de emaranhamento de formação,

denominada concorrência. Neste trabalho eles obtiveram uma expressão exata para a

medida de emaranhamento de formação de dois qubtis.

Para demonstrarmos esta medida de emaranhamento, primeiramente iremos introduzir

uma transformação de "spin flip", que é uma função aplicável sobre estados de um número

arbitrário de qubits. O primeiro passo é demonstrar essa transformação sobre um estado

puro de um único qubit, ¯̄̄
Ψ̃
E
= σy |Ψ∗i , (2.33)

onde |Ψ∗i representa o conjugado complexo de |Ψi.

Para realizarmos a transformação spin flip sobre n qubits, devemos fazer essa operação

individualmente em cada qubit. A operação spin flip para um estado geral ρ de dois qubits

tem o seguinte forma,

ρ̃ = (σy ⊗ σy)ρ
∗(σy ⊗ σy). (2.34)

Podemos utilizar a transformação de spin flip para expressar emaranhamento de estados
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puros por,

E(Ψ) = ξ(C(Ψ)), (2.35)

onde definimos concorrência C como,

C(Ψ) =
¯̄̄D
Ψ|Ψ̃

E¯̄̄
, (2.36)

e a função ξ é dada por,

ξ(C) = h

µ
1 +
√
1− C2

2

¶
, (2.37)

h(x) é a função entropia binária, que tem a forma,

h(x) = − [x log2 x+ (1− x) log2(1− x)] . (2.38)

ξ(C) é uma função monotônica e varia de 0 a 1, assim como C também varia de 0 a

1. A concorrência pode ser usada como medida de emaranhamento. Como exemplo

consideraremos um estado maximamente emaranhado de dois qubtis.

|ΨABi =
1√
2
(|01i− |10i) . (2.39)

A concorrência que é dada por
¯̄̄D
Ψ|Ψ̃

E¯̄̄
. Para o estado Eq. (2.39), tem valor 1. Podemos

utilizar como outro exemplo o estado separável |ΨABi = |01i, para o qual a concorrência

tem valor 0.

Para estados mistos a concorrência pode ser expressa da seguinte forma,

C(ρ) = {0,Λ1,Λ2,Λ3,Λ4}, (2.40)

onde os Λis são as raízes quadradas dos autovalores da matriz não Hermitiana ρρ̃. A

determinação física da concorrência C(ρ), bem como a execução experimental, foram

obtidas para um sistema de dois qubits. Esses resultados são encontrados nos trabalhos
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de Mintert [59], Horodecki [60] e Walborn [61].

2.4.4 Negatividade Global

O conceito de negatividade tem origem na observação feita por Peres [62] apresentada

na seção (2.3), onde a transposta parcial de uma matriz densidade, associada com um

estado separável ainda é uma matriz densidade valida. Horodecki et. al. [63], demonstram

que o critério de Peres é um condição necessária para um estado ser separável, para

dimensões do espaço de Hilbert, 2⊗2 e 2⊗3. O critério de Peres nos leva a uma medida

de emaranhamento chamada negatividade.

A negatividade é uma medida de emaranhamento para qualquer tipo de estado puro

ou misto de um sistema bipartido arbitrário [70—72]. Essa medida se baseia na norma do

traço da transposta parcial ρTAAB, do estado bipartido ρAB. Com isso temos a negatividade

definida como,

N(ρAB) =
¯̄¯̄
ρTAAB

¯̄¯̄
− 1, (2.41)

onde
¯̄¯̄
ρTAAB

¯̄¯̄
, é a norma do traço de ρTAAB, que é o mesmo que a soma dos módulos dos

autovalores de ρTAAB. Utilizando a definição da norma do traço e o fato que Tr(ρ
TA
AB) = 1,

nós temos, ¯̄¯̄
ρTAAB

¯̄¯̄
= 2

X
i

¯̄
λ−i
¯̄
+ 1, (2.42)

onde λ−i são os autovalores negativos da matriz ρ
TA
AB. Deste modo a negatividade pode ser

escrita como,

N(ρAB) = 2
X
i

¯̄
λ−i
¯̄
. (2.43)

A negatividade de um estado bipartido maximamente emaranhado equivale a 1, e para

um estado separável tem valor 0.

A negatividade é uma medida de emaranhamento bastante usada pois ela tem capaci-

dade de detectar emaranhamento livre de estados bipartidos de qualquer dimensão. Temos
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que lembrar que estados que possuem transposta parcial positiva e possuem emaran-

hamento, são estados com emaranhamento ligado, ou emaranhamento não destilável e

para esses estados a negatividade não detecta o emaranhamento.

Apesar da negatividade não detectar emaranhamento ligado, ela nos permite deter-

minar dentro da dinâmica do sistema o emaranhamento livre e tempos de interação onde

o emaranhamento é máximo, por esse motivo se torna uma medida de emaranhamento

válida para o sistema apresentado no capítulo (5).

2.4.5 Negatividade tipo-k

Verificamos que o critério de Peres não possibilita a classificação do tipo de emaran-

hamento de um estado quântico de muitos partidos. Uma proposta que possibilita a

classificação dos tipos de emaranhamento de estados com N-partidos foi apresentada por

S. S. Sharma e N. K. Sharma [73].

Para um sistema N-partido, composto com três ou mais partes, pode-se dividir o

sistema em M partes, onde cada parte contém um ou mais subsistemas. Se considerarmos

um único subsistema, de um sistema composto por M partes, esse subsistema pode estar

emaranhado, com seu complemento de diferentes maneiras. Por exemplo, num sistema de

três qubits (ABC), o subsistema A pode não estar emaranhado com o sistema BC, como

também pode haver emaranhamento entre A e BC, ou AB com C e AC com B

Para demonstrarmos como é calculada a negatividade tipo-k [74], primeiro mostraremos

como é feita a transposta parcial tipo-k (2 6 K 6 N) de um estado ρ̂ com relação a um

qubit p, é obtida da matriz ρ mediante a aplicação das seguintes condições:

­
i1i2...iN |ρ̂TAK |j1j2...jn

®
=
­
i1i2...ip−1, jp, ip+1...iN |ρ̂TAK |j1j2...jp−1, ip, jp+1...jN

®

se
NX

m=1

(1− δim,jm) = K, (2.44)

17



­
i1i2...iN |ρ̂TAK |j1j2...jn

®
= hi1i2...iN |ρ̂|j1j2...jni se

NX
m=1

(1− δim,jm) 6= K,

onde

δim,jm = 1 para im = jm,

δim,jm = 0 para im 6= jm. (2.45)

Um elemento de matriz típico do operador ρ̂ envolve a troca de estado dos K subsis-

tema, com i ∈ [0, N ]. Para um sistema N-partido, o operador ρ̂ pode ser dividido em N

partes rotuladas por K(0 6 K 6 N) e escrita como,

ρ̂ =
NX

m=1

R̂K , (2.46)

com

R̂K =
X
IK

hi1i2...iN |ρ̂|j1j2...jni |i1i2...iNi hj1j2...jN | , (2.47)

onde

Ik = i1i2...iN , j1j2...jN :

Ã
NX

m=1

δim,jm = N −K

!
. (2.48)

A transposta parcial tipo-K com relação ao subsistema p é escrita como,

ρ̂
Tp
K =

X
K0=0,1...N

K 6=K

R̂K0 + R̂
Tp
K . (2.49)

A negatividade tipo-K é calculada a partir da transposta parcial tipo-K da matriz ρ̂

com respeito a um subsistema p, e é definida como,

Np
K =

¯̄̄¯̄̄
ρ
Tp
K

¯̄̄¯̄̄
1
− 1, (2.50)

onde
¯̄̄¯̄̄
ρ
Tp
K

¯̄̄¯̄̄
1
, é a norma do traço de ρTpK . Usando a definição da norma do traço, e o fato
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que tr(ρTpK ) = 1, nos temos, ¯̄̄¯̄̄
ρ
Tp
K

¯̄̄¯̄̄
= 2

X
i

¯̄
λK−i

¯̄
+ 1, (2.51)

onde λK−i , são os autovalores negativos da matriz ρTpK . Com isso a negatividade pode ser

escrita como,

Np
K = 2

X
i

¯̄
λK−i

¯̄
, (2.52)

com

(p = 2, 3, ..., N). (2.53)

A negatividade Np
K, depende das correlações quânticas tipo-K, e é uma medida de

todos os tipos possíveis de emaranhamento atribuídos para as correlações quânticas tipo-

K. Intuitivamente para um sistema que tem emaranhamento N-partido puro, é necessário

que as correlações quânticas tipo-N não sejam zero.Por outro lado emaranhamento N-

partido pode ser gerado por correlações quânticas tipo-(N -1) .
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Capítulo 3

Emaranhamento de variáveis

contínuas

3.1 Introdução

A informação quântica constitui um campo relativamente novo na física, e tem como

objetivo utilizar conceitos de mecânica quântica na teoria de informação. Uma proposta

teórica no campo da informação quântica, que justifica o uso de elementos da mecânica

quântica para a transferência de informação é o teletransporte de estado quânticos, pro-

posto por Bennett 1993 [36], neste artigo são usados variáveis discretas (estado excitado

e fundamental) dos átomos para o envio de informação. Posteriormente, em 1994, Vaid-

man [79], demonstrou o mesmo teletransporte utilizando variáveis contínuas do campo

eletromagnético.

Estados quânticos com variáveis contínuas são eficientemente produzidos através do

processo de conversão paramétrica descendente [80]. Esse processo consiste na incidência

de um fóton através de um meio óptico não linear (cristal). A interação do fóton com o

cristal resulta em dois fótons que possuem emaranhamento entre as quadraturas do campo

eletromagnético (posição e momento). O uso desse tipo de emaranhamento em determi-

nados protocolos de comunicação quântica, depende da qualidade do emaranhamento do
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estado preparado. Portanto qualquer protocolo baseado no emaranhamento de variáveis

contínuas é imperfeito. A eficiência do protocolo depende do grau de compressão do

laser. Para a eficiência desejada necessitamos altos parâmetros de compressão, que ja

foram obtidos experimentalmente [81]. Portando estados quânticos de variáveis contínuas

podem e são utilizados na implementação protocolos de comunicação quântica.

Estados quânticos de dois qubits podem ser usados para o envio de informação através

da codificação superdensa [34], o emaranhamento compartilhado pelo par de qubits lo-

calizados em laboratorios remotos de Alice e Bob, é utilizado para codificar mensagem.

O código superdenso utilizando emaranhamento de variáveis contínuas, foi proposto por

Braunstein e Kinbem (2000) [83], nesse trabalho demonstraram que utilizando estados

comprimidos de dois modos é possível obter comunicação eficiente.

A criptografia quântica baseada no emaranhamento das variáveis contínuas do campo

eletromagnético, dependem das correlações das quadraturas do estado comprimido de

dois modos. Em 1997 Cohen [84], considerou o caso ideal com parâmetro de compressão

infinito que fornece correlação perfeita. Uma proposta realística para criptografia apresen-

tada por Pereira e colaboradores em (2000) [85], onde foi proposto criptografia utilizando

compressão finita das quadraturas para estados comprimidos de dois modos.

Podemos também utilizar o emaranhamento entre as variáveis contínuas para trans-

ferência de emaranhamento para sistemas de variáveis discretas, W. Son [97] apresentou

uma proposta de transferência de emaranhamento das variáveis contínuas do campo para

um sistema de dois átomos localizados em duas caviades espacialmente separadas. Em

2009 [28], apresentamos uma proposta para geração de emaranhamento entre três átomos

de dois níveis, localizados em duas cavidades espacialmente separadas. As cavidades es-

tão inicialmente no estado vácuo e um estado comprimido de dois modos é enviado para

as cavidades, através de um divisor de feixe. Nesse caso o emaranhamento das variáveis

contínuas do campo é transferido para um sistema de variáveis discretas que corresponde

aos átomos localizado nas cavidades.

O estado vácuo comprimido de dois modos é um estado quântico de variáveis contínuas,
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que será utilizado no capítulo (4), na transferência de emaranhamento para sistemas de

variáveis discretas que são os átomos localizados em cavidades. Para melhor entendi-

mento desse estado do campo eletromagnético, demonstraremos a quantização do campo

eletromagnético, e apresentaremos os principais estados do campo eletromagnético, que

são: estado de Fock, estado coerente, estado comprimido e estado vácuo comprimido de

dois modos. Também demonstraremos a função Q, para representação do estados vácuo

comprimido de dois modos no espaço de fase. Para quantificação do emaranhamento

do estado vácuo comprimido de dois modos utilizaremos a Entropia de Von Neumann e

matriz covariância.

3.2 Quantização do campo eletromagnético

Consideramos ondas eletromagnéticas em uma região do espaço, onde a parte transver-

sal da densidade de corrente é igual a zero (JT = 0). Este é o gauge de Coulomb no qual,

∇. �A (�r, t) = 0. Neste caso o potencial vetor �A (�r, t) deverá satisfazer a equação de onda,

∇2 �A (�r, t) + ∂2

∂t2
�A (�r, t) = 0. (3.1)

Admitindo que o campo eletromagnético existe em uma caixa de lado L, o potencial

vetor pode ser expandido em uma série de Fourier como,

�A (�r, t) =
X
k

h
�Ak (t) e

i �k.�r + �A∗k (t) e
−i �k.�r

i
, (3.2)

onde os componentes �k = (kx, ky, kz), assumem valores discretos kj = 2πnj/L, com (

nj = 0,±1,±2...). A condição do gauge de Coulomb é satisfeita apenas se �k. �Ak (t) = 0

e �k. �A∗k (t) = 0. As componentes de �A (�r, t) são independentes e separáveis satisfazendo a

equação do campo,
∂2

∂t2
�Ak (t) + ω2k �Ak (t) = 0 (3.3)
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onde ωk = c |k|.

Devemos introduzir uma posição efetiva e momento associado, com o modo do campo

eletromagnético dentro da caixa e calcular o valor médio da energia.

A solução da Eq. (3.3) pode ser dada como �Ak (t) = �Ak exp(−iωkt), deste modo o

potencial vetor é escrito como,

�Ak (�r, t) =
X
k

h
�Ake

−i( ωkt−�k.�r) + �A∗ke
i( ωkt−�k.�r)

i
. (3.4)

O valor médio da energia contendo um único modo �k é obtido através da integral,

ξ̄k =
1

2

Z
caixa

¡
ε0Ē

2 + μ0H̄
2
¢
d3V. (3.5)

Os campos elétrico e magnético associados com o modo �k, podem ser expressos em

termos do potencial vetor �Ak, através das equações,

�Ek (�r, t) = −
∂

∂t
�Ak, (3.6)

�Hk (�r, t) =
1

μ0
∇× �Ak. (3.7)

Através das relações do campo elétrico e magnético, com o potencial vetor, podemos

obter a relação, ¯̄̄
�Ek

¯̄̄
=

r
μ0
ε0

¯̄̄
�Hk

¯̄̄
. (3.8)

Desta maneira podemos expressar o valor médio de energia, contendo um único modo

de k como,

ξ̄k = 2ε0V ω
2
k
�Ak · �A∗k, (3.9)

onde V = L3.

O vetor �Ak associado a um dado modo k, é um número complexo. Portanto podemos

escrever-lo através de quadraturas generalizadas adimensionais de posição x e momento
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p, como,

�Ak =
1

2

r
}

2ε0V ωk
(xk + ipk) �k (3.10)

�A∗k =
1

2

r
}

2ε0V ωk
(xk − ipk) �k, (3.11)

as coordenadas xk e pk são quantidades escalares.

A energia média associada a um único modo do campo pode ser expressa como,

ξ̄k =
}ωk

4

¡
x2k + p2k

¢
. (3.12)

A aproximação mais direta para a quantização do campo eletromagnético, consiste na

substituição das variáveis clássicas xk e pk pelos operadores quânticos x̂k e p̂k, de maneira

que,

[x̂k, p̂k] = 2iδkk0 1̂ (3.13)

Nós associamos a cada modo do campo eletromagnético um oscilador harmônico quân-

tico, definindo os operadores de aniquilação e criação de fótons,

âk =
1

2
(x̂k + i p̂k) e â†k =

1

2
(x̂k − i p̂k) . (3.14)

Conseqüentemente o operador número de fótons no modo k, e dado por,

n̂k = â†kâk. (3.15)

O vetor �Ak é quantizado, usando as definições da equação 3.14, nas equações 3.10 e

3.11, com isso temos,

Âk =
1

2

r
}

2ε0V ωk
âk, (3.16)

Â∗k =
1

2

r
}

2ε0V ωk
â†k. (3.17)
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Utilizando-se das expressões quantizadas do vetor �Ak, podemos escrever as expressões

quantizadas para o campo elétrico e magnético associado ao modo k, como

Êk = i

r
}ωk

2ε0V
��k
h
âke

−i( ωkt−�k.�r) − â†ke
i( ωkt−�k.�r)

i
, (3.18)

Ĥk =

s
}c2

2μ0V ωk

�k ×��k
h
âke

−i( ωkt−�k.�r) − â†ke
i( ωkt−�k.�r)

i
. (3.19)

O Hamiltoniano para o campo eletromagnético quantizado pode ser escrito como,

Ĥ =
1

2

Z
caixa

³
ε0Ê

2 + μ0Ĥ
2
´
d3V =

X
k

}ωk

µ
â†kâk +

1

2

¶
, (3.20)

onde a somatória em k representa um conjunto de osciladores harmônicos.

3.3 Relações de incerteza e compressão das flutu-

ações quânticas

Considerando a relação de incerteza de um observável Â, a variação média é definida

por,

(∆A)2 =
D
Â2
E
−
D
Â
E2

. (3.21)

Para dois observáveis Â e B̂, que não comutam, temos a seguinte relação,

h
Â, B̂

i
= iĈ, (3.22)

neste caso não existem auto-estados simultâneos entre os observáveis Â e B̂, deste modo

eles não podem ser determinados precisamente quando medidos.

A relação de incerteza entre os dois observáveis pode ser expressa como,

∆A∆B ≥ 1
2

¯̄̄D
Ĉ
E¯̄̄

. (3.23)
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O estado em que ∆A∆B =
¯̄̄D
Ĉ
E¯̄̄

/2, é chamado de estado inteligente. Se obtemos

a incerteza mínima para os observáveis Â e B̂, ou seja, ∆A = ∆B = U , então o estado

inteligente satisfaz a relação,

U2 =
1

2

¯̄̄D
Ĉ
E¯̄̄

. (3.24)

Um estado inteligente, com incerteza ∆A < U , é chamado de estado comprimido em

relação ao observável Â.

3.4 Compressão das quadraturas do campo

Considerando um campo eletromagnético de modo único, onde os operadores x̂ e p̂

satisfazem a relação de comutação de Heisenberg,

[x̂, p̂] = i~, (3.25)

as relações de incerteza desses observáveis podem ser escritas como,

(∆x)2(∆p)2 ≥ ~
2

4
. (3.26)

Podemos também definir x̂ admitindo ~ = 1, de modo que,

x̂θ =
1√
2

¡
âe−iθ + â†eiθ

¢
. (3.27)

Com isso temos,

x̂ =
1√
2

¡
â+ â†

¢
= x̂0 (3.28)

e

p̂ =
1√
2i

¡
â− â†

¢
= x̂π/2. (3.29)
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A relação de incerteza para duas quadraturas x̂θ e x̂θ+π/2, pode ser escrita como

(∆x̂θ)(∆x̂θ+π/2) ≥
1

2
. (3.30)

Existe uma determinada classe de estados para qual a igualdade na relação de incerteza

é satisfeita. Estes estados são estados de incerteza mínima, dentro deste grupo de estados

com incerteza mínima existe um grupo de estados comprimidos para qual,

(∆x̂θ)
2 ≤ 1√

2
. (3.31)

Para o caso em que o Hamiltoniano livre é invariante sob rotações de fase, os auto-

estados do Hamiltoniano livre, podem ser estados de incerteza mínima, mas não podem

ser estados comprimidos.

3.5 Estados de Fock

Consideramos um único modo do campo eletromagnético com freqüência υ, onde os

operadores de criação e aniquilação para o campo são â† e â, respectivamente, e o vetor

|ni é um auto estado do operador n̂, com correspondente auto-valor de energia En, ou

seja

Ĥ |ni = ~υ
µ
â†â+

1

2

¶
|ni = En |ni . (3.32)

Aplicando o operador a no lado direito da equação (2.32), e utilizando a relação de

comutação
£
a, a†

¤
= 1, nós obtemos a seguinte equação,

Ĥâ |ni = (En − ~υ)â |ni . (3.33)

Isso significa que o estado

αn |n− 1i = â |ni , (3.34)
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na Eq. 3.34 temos um auto-vetor |n− 1i, com auto-valor de energia reduzido de ~υ, ou

seja

En−1 = En − ~υ. (3.35)

Se repetirmos o procedimento da Eq. 3.34 n vezes, nós descemos a escada de energias

em degraus de ~v, até que obtermos,

Ĥâ |0i = (E0 − ~υ)â |0i . (3.36)

O autovalor de energia E0 representa a energia do estado vácuo. Nós não possuímos

valores de energia menores que E0 para o oscilador, com isso concluímos que,

â |0i = 0. (3.37)

A energia do estado vácuo é obtida aplicando o operador Ĥ sobre o estado |0i,

Ĥ |0i = ~ν
2
|0i = E0 |0i . (3.38)

Através da Eq. 3.32, concluímos que a energia para o oscilador tem a seguinte forma,

En =

µ
n+

1

2

¶
~ν. (3.39)

Podemos determinar a constante de normalização αn Eq. 3.34, da seguinte forma,

hn− 1|n− 1i = 1

|αn|2
­
n|â†â|n

®
=

n

|αn|2
hn|ni = n

|αn|2
= 1. (3.40)

Com isso temos que αn =
√
n, desta maneira podemos escrever a Eq 3.34 como,

â |ni =
√
n |n− 1i . (3.41)
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Também podemos calcular o valor de αn para o caso em que â† atua sobre o estado |ni ,

a† |ni =
√
n+ 1 |n+ 1i . (3.42)

Se aplicarmos a† repetidas vezes sobre o estado |0i, obtemos,

|ni =
¡
â†
¢n

√
n!
|0i . (3.43)

Os auto estados |ni são chamados de estados de Fock ou estados número. Eles formam

um conjunto completo de estados, de modo que,

∞X
n=0

|ni hn| = 1. (3.44)

Os autovalores de energia para esses estados são discretos, e o quanta de energia corre-

sponde a ~ν, o auto valor de energia do estado |0i equivale ~ν/2, e é conhecido como

energia do vácuo. As energias dos estados de Fock contrastam com os valores de energias

para um campo eletromagnético clássico que possui um espectro contínuo de energia.

3.6 Estados Coerentes

Os estados coerentes foram primeiramente descobertos por Schrödinger em 1926, nesse

ano ele produziu seis importantes artigos [86], onde o principal artigo se tratava da solução

do átomo de hidrogênio.

Usando a função geradora encontrada no livro clássico de Courant e Hilbert, Schrödinger

demonstrou que uma função de onda Gaussiana pode ser construída como uma super-

posição particular de funções de ondas, correspondentes para os auto-valores discretos do

oscilador harmônico. Ele também descobriu que esses estados possuíam propriedades

semi-clássicas.

No inicio da década de sessenta Glauber [87] apresentou relações entre os estados
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coerentes e propriedades do campo de radiação, dando origem ao que se conhece hoje

como óptica quântica.

Um estado coerente é um estado não clássico com comportamento bem próximo ao

dos estados clássicos. Um estado coerente do campo eletromagnético pode ser definido

como auto estados do operador de aniquilação, ou seja,

â |αi = α |αi , (3.45)

onde α é um número complexo. Atuando com o operador identidade sobre |αi, temos

|αi =
∞X
n=0

|ni hn|αi . (3.46)

Utilizando-se da equação 3.43, podemos escrever a equação 3.46 como,

|αi = h0|αi
∞X
n=0

(α)n√
n!
|ni . (3.47)

Através da relação de ortogonalidade hα|αi = 1, podemos determinar a constante de

normalização h0|αi,

hα|αi = |h0|αi|2
∞X
n=0

|α|2n

n!
= 1,

com isso temos,

h0|αi = exp
Ã
− |α|

2

2

!
. (3.48)

Deste modo, a expressão para o estado coerente |αi, tem a seguinte forma,

|αi = e
−|α|2
2

X
n

αn

√
n!
|ni = e

−|α|2
2

X
n

¡
αâ†
¢n

n!
|0i . (3.49)

Podemos utilizar a propriedade exp(−α̂∗â) |0i = |0i, para reescrever a equação 3.50,

de modo que,

|αi = e
−|α|2
2 eαa

†
eα
∗a |0i . (3.50)
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Definindo o operador de deslocamento

D̂(α) = e
−|α|2
2 eαâ

†
e−α

∗â, (3.51)

verificamos que |αi = D̂(α) |0i.

Utilizando-se da fórmula de Baker-Hausdorff, que demonstra que se os operadores Â

e B̂, comutam com
h
Â, B̂

i
se,

[[Â, B̂], Â] = [[Â, B̂], B̂] = 0, (3.52)

eles possuem a seguinte propriedade,

eÂ+B̂ = e[Â,B̂]/2eÂeB̂. (3.53)

Como â† e â, possuem a mesma relação de comutação da equação 3.53 podemos reescrever

o operador deslocamento D̂(α) como,

D̂(α) = e(αâ
†−α∗â). (3.54)

O operador deslocamento é unitário,

D̂(α) =
³
D̂(α)

´−1
= D̂(α)†. (3.55)

Atuando D̂(α), sobre os operadores de aniquilação e criação, â e â† temos,

D̂−1(α)âD̂(a) = â+ α (3.56)

D̂−1(α)â†D̂(a) = â† + α∗. (3.57)

Isso representa um deslocamento nas quadraturas x e p, do campo eletromagnético.
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Podemos verificar esse deslocamento nas quadraturas do campo aplicando o operador

deslocamento em x̂ e p̂,

D̂−1(α)x̂D̂(a) =

r
~
2ωm

(â† + α∗ + â+ α) =

r
~
2ωm

[x̂+Re(α)] , (3.58)

D̂−1(α)p̂D̂(a) =

r
~ωm
2
(â† + α∗ − â− α) =

r
~ωm
2

[p̂− Im(α)] . (3.59)

Através das equações 3.58 e 3.59, demonstramos que a ação do operador deslocamento

provoca um deslocamento nas quadraturas do campo. Conseqüentemente um estado

coerente |αi = D̂(α) |0i, tem quadraturas,

hx̂i =
r

~
2ωm

Re(α) e hp̂i = −
r
~ωm
2

Im(α).

3.6.1 Propriedades dos estados coerentes.

Não ortogonalidade

O produto escalar entre dois estados coerentes tem resultado não nulo, ou seja estados

coerentes, são estados não ortogonais. Podemos verificar essa propriedade calculando o

produto escalar entre os estado |αi e |βi,

hβ|αi = exp
µ
−1
2
|β|2 + αβ∗ − 1

2
|α|2

¶
, (3.60)

tomando o módulo da equação 3.60 temos

|hβ|αi|2 = exp
¡
− |β − α|2

¢
(3.61)

ou

|hβ|αi| = exp
µ
−1
2
|β − α|2

¶
. (3.62)
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Supercompleteza

O conjunto de todos os estados coerentes |αi, formam um conjunto supercompleto.

Para demonstrarmos essa propriedade, primeiro devemos considerar a seguinte integral,

J =

Z
|αi hα| d2α, (3.63)

onde d2α = d(Reα)d(Imα). Reescrevendo a integral, com o estado |αi, escrito em função

do estado |ni Eq. 3.48 temos,

J =
X
n,n0

|n0i hn|√
n0!n!

∞Z
0

(α∗)n
0
αn exp[− |α|2]d2α. (3.64)

Para calcular a integral utilizaremos coordenadas polares,

α = reiθ, d2α = rdrdθ. (3.65)

Deste modo a integral tem a seguinte forma,

J =
X
n,n0

|n0i hn|√
n0!n!

∞Z
0

rn
0+n+1e−r

2

dr

∞Z
0

ei(n
0−n)θdθ. (3.66)

Para todo n0 6= n a expressão acima se anula, desta maneira ela assume a seguinte

forma,

J =
X
n

|ni hn|
n!

∞Z
0

r2n+1e−r
2

dr = π. (3.67)

Com isso podemos verificar que a relação de completeza para os estados coerentes é

escrita como,
1

π

Z
|αi hα| d2α = 1. (3.68)

Relação de incerteza para estados coerentes.
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Utilizando-se da equação 3.49, â |αi = α |αi obtemos os valores esperados dos oper-

adores x̂, x̂2, p̂ e p̂2, como

hα|x̂|αi =
r

~
2mω

(α+ α∗), (3.69)

­
α|x̂2|α

®
=

µ
~
2mω

¶£
(α+ α∗)2 + 1

¤
, (3.70)

hα|p̂|αi = i

r
~mω

2
(α− α∗) (3.71)

e ­
α|p̂2|α

®
= −

µ
~mω

2

¶£
(α− α∗)2 − 1

¤
.

Fazendo uso dos valores esperados podemos calcular as incertezas 4x e 4p, com isso

temos,

(4x̂)2 =
­
x̂2
®
− hx̂i2 =

µ
~
2mω

¶
(3.72)

e

(4p̂)2 =
­
p̂2
®
− hp̂i2 = 2mω

~
. (3.73)

Desta maneira obtemos a relação de incerteza 4x̂4 p̂ = ~/2, mostrando com isso que

estados coerentes são estados com incerteza mínima.

3.7 Estados Comprimidos

Em 1927, Kennard [88] escreveu um artigo sobre movimento quântico, onde introduziu

os estados comprimidos. Esses estados são distribuições gaussianas, e suas larguras não

são as mesmas do estado fundamental, e a largura do produto das incertezas para estes

estados varia com tempo. Na época este artigo não teve muita importância, só sendo

estudado tempos mais tarde.

Para estudarmos os estados comprimidos, primeiramente verificaremos a relação de

incerteza para estes estados.

Considerando dois operadores Hermitianos Â e B̂, que satisfazem a seguinte relação
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de comutação,

[Â, B̂] = iĈ, (3.74)

de acordo com as relações de incerteza de Heisenberg, o produto das incertezas de dois

observáveis A e B, é dado por,

4Â4 B̂ ≥ 1
2

¯̄̄D
Ĉ
E¯̄̄

. (3.75)

Um estado é chamado de comprimido se a incerteza em um observável (A, por exemplo)

satisfaz a relação, ³
4Â

´2
<
1

2

D
Ĉ
E
, . (3.76)

além desta condição esse estado deve possuir incerteza mínima ou seja,

4Â4 B̂ =
1

2

¯̄̄D
Ĉ
E¯̄̄

. (3.77)

Satisfazendo essas duas propriedades o estado é chamado de estado comprimido ideal.

O operador de compressão Ŝ(ξ), é definido como,

Ŝ(ξ) = exp
1

2

¡
ξ∗â2 − ξâ†2

¢
, (3.78)

onde ξ = s exp(iθ), é um número complexo arbitrário. Também podemos verificar que

Ŝ(ξ), é um operador unitário,

Ŝ(ξ) =
³
Ŝ(ξ)

´−1
= Ŝ†(ξ). (3.79)

Atuando com Ŝ(ξ) sobre os operadores de aniquilação e criação, â e â† temos,

Ŝ†(ξ)âŜ(ξ) = â cosh s− â†eiθ sinh s = μâ− νâ†, (3.80)

Ŝ†(ξ)â†Ŝ(ξ) = â† cosh s− âe−iθ sinh s. = μa† − ν∗a, (3.81)
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onde μ = cosh s, e ν = eiθ sinh s. As equações acima são obtidas utilizando a seguinte

propriedade dos operadores,

eÂB̂e−Â = B̂ − [Â, B̂] + 1

2!

h
Â, [Â, B̂]

i
+ ... (3.82)

Podemos reescrever as Eqs 3.80 e 3.81 definindo novos operadores de aniquilação e

criação de fótons do campo comprimido, b̂ e b̂†,

μâ− νâ† = b̂, (3.83)

μâ† − ν∗â = b̂†. (3.84)

Dado as quadraturas do campo eletromagnético,

X̂1 =
1√
2

¡
â+ â†

¢
(3.85)

X̂2 =
1

i
√
2

¡
â− â†

¢
. (3.86)

Atuando com S(ξ), sobre as quadraturas do campo temos,

Ŝ†(ξ)X̂1Ŝ(ξ) =
1√
2

³
b̂+ b̂†

´
= Ŷ1, (3.87)

Ŝ†(ξ)X̂2Ŝ(ξ) =
1

i
√
2

³
b̂− b̂†

´
= Ŷ2. (3.88)

Podemos reescrever Ŷ1 e Ŷ2, em termos de X̂1 e X̂2,

Ŷ1 = X̂1e
−s, (3.89)

Ŷ2 = X̂2e
s. (3.90)

Através das Eqs. (3.89) e (3.90), podemos concluir que a ação do operador de compressão
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sobre as quadraturas do campo, causa um alargamento em uma quadratura e a compressão

de outra, dependendo do valor de s ser positivo ou negativo.

Um estado coerente comprimido |α, ξi, é obtido a partir da ação do operador desloca-

mento D̂(α), sobre o estado vácuo, seguido da ação do operador de compressão Ŝ(ξ),

|α, ξi = Ŝ(ξ)D̂(α) |0i . (3.91)

Um estado coerente é gerado a partir de termos lineares de â e â†, enquanto um estado

comprimido é gerado via termos quadráticos em a e a†. Verificaremos a seguir os valores

esperados de â, â†, â2, (â†)2 e â†â, para o estado |α, ξi. Com isso temos,

hai = hα, ξ|â|α, ξi =
D
0|D̂†(α)Ŝ†(ξ)â Ŝ(ξ)D̂(α)|0

E

=
­
α|â cosh s− â†eiθ sinh s|α

®
= α cosh s− α∗eiθ sinh s, (3.92)

­
â2
®
=
D¡

â†
¢2E∗

=
D
0|D̂†(α)Ŝ†(ξ)â2Ŝ(ξ)D̂(α)|0

E
=
D
α|Ŝ†(ξ)âŜ(ξ)Ŝ†(ξ)âŜ(ξ)|α

E
= α2 cosh2 s− (α∗)2 e2iθ sinh2 s− 2 |α|2 eiθ sinh s cosh s

−eiθ sinh s cosh s, (3.93)

­
â†â
®
= |α|2 (cosh2 s+ sinh2 s)− (α∗)2 eiθ sinh s cosh s

−α2e−iθ sinh s cosh s+ sinh2 s. (3.94)

Utilizando desses resultados, as incertezas nas quadraturas Y1 e Y2, são

³
4Ŷ1

´2
=
D
(Ŷ1)

2
E
−
D
Ŷ1
E2
=
1

4
e−2s, (3.95)
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(4Y2)
2 =

­
(Y2)

2
®
− hY2i2 =

1

4
e2s. (3.96)

Com isso podemos verificar que um estado coerente comprimido possui incerteza mínima,

4Ŷ14 Ŷ2 =
1

4
.

Verificando o resultado das incertezas 4Y1 e 4Y2, percebemos que estás quantidades

dependem do valor de s. Então se uma quadratura é comprimida conseqüentemente a

outra quadratura é alargada.

3.7.1 Estados comprimidos de dois modos

Estados comprimidos são gerados através de conversão paramétrica descendente. Este

processo consiste na incidência de fótons sobre um meio óptico não linear (cristal de

KH2PO4). Considerando um fóton com freqüência ω1 enviado através de um meio óptico

não linear, após a interação com o meio, o campo é convertido para dois fótons com

freqüência ω2 e ω3, onde ω1 = ω2 + ω3.

Na representação de interação o Hamiltoniano efetivo correspondente para o processo

de conversão paramétrica descendente, é escrito como,

ĤI = i~k(â†1â
†
2e

iθ − â1â2e
−iθ),

as quantidades k e θ , representam a intensidade do campo dirigido e ângulo de fase. Os

subscritos 1 e 2 dos operadores bosônicos de criação e aniquilação indicam qual modo

do campo os operadores correspondem, pois se trata de um campo comprimido de dois

modos. O operador evolução para o processo de conversão paramétrica descendente é

dado por,

Û(t) = exp[−iĤIt/~] = exp(ξ â†1â
†
2 − ξ∗â1â2) ≡ Ŝ12(ξ), (3.97)

onde Ŝ12(ξ) é chamado de operador de compressão de dois modos. Onde ξ = s exp [iθ], o
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parâmetro de compressão é dado por s = kt. O operador Ŝ12(ξ) é um operador unitário,

satisfazendo,

Ŝ12(ξ) =
³
Ŝ12(ξ)

´−1
= Ŝ†12(ξ).

Atuando com Ŝ12(ξ) sobre os operadores de aniquilação do primeiro e segundo modo

do campo â1 e â2, usando a relação

eÂB̂e−Â = B̂ − [Â, B̂] + 1

2!

h
Â, [Â, B̂]

i
+ ...,

obtemos,

Ŝ†12(ξ)â1Ŝ12(ξ) = â1 cosh s+ â†2 sinh s = μâ1 + νâ†2, (3.98)

Ŝ†12(ξ)â2Ŝ12(ξ) = â2 cosh s+ â†1 sinh s = μa2 + νa†1, (3.99)

onde μ = cosh s e ν = sinh s.

Podemos reescrever as Eqs. (3.98) e (3.99) definindo novos operadores de aniquilação

e criação de fótons do campo comprimido de dois modos, b̂1 e b̂2,

b̂1 = μâ1 + νâ†2, b̂2 = μâ2 + νâ†1. (3.100)

As quadraturas do campo eletromagnético de dois modos são definidas como,

X̂1 =
1√
2

³
â1 + â†1

´
, P̂1 =

1

i
√
2

³
â1 − â†1

´
, (3.101)

X̂2 =
1√
2

³
â2 + â†2

´
, P̂2 =

1

i
√
2

³
â2 − â†2

´
, (3.102)

onde o índice 1 e (2), representam as quadraturas do primeiro e (segundo) modo do campo

comprimido.

Podemos escrever um operador posição com soma das quadraturas, X̂ = X̂1 + X̂2, e

um operador momento do mesmo modo, P̂ = P̂1 + P̂2. Atuando com S12(ξ), sobre as
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quadraturas combinadas X̂ e P̂ temos,

Ŝ†12(ξ)X̂Ŝ12(ξ) =
1√
2

h³
b̂1 + b̂†1

´
+
³
b̂2 + b̂†2

´i
= X̂ 0, (3.103)

Ŝ†12(ξ)P̂ Ŝ12(ξ) =
1

i
√
2

h³
b̂1 − b̂†1

´
+
³
b̂2 − b̂†2

´i
= P̂ 0. (3.104)

Podemos reescrever X̂ 0 e P̂ 0, em termos das quadraturas combinadas X̂ e P̂ ,

X̂ 0 = X̂es, P̂ 0 = P̂ e−s. (3.105)

Como verificamos a ação do operador de compressão de dois modos nas quadraturas

combinadas podemos calcular a variância das quadraturas combinadas X̂ e P̂ , utilizando

o valor esperado dos operadores X̂ , P̂ , X̂2 e P̂ 2 no estado Ŝ12 |00i, com isso temos,

³
4X̂

´2
=
1

4
e2s,

³
4P̂

´2
=
1

4
e−2s. (3.106)

Através das Eq. (3.106), podemos concluir que a ação do operador de compressão de

dois modos, sobre as quadraturas combinadas do campo X̂ e P̂ , causa um alargamento

na incerteza de uma quadratura e a compressão da outra, dependendo do valor de s ser

positivo ou negativo. O operador de compressão de dois modos não causa alargamento

e compressão nas quadraturas de um único modo do campo, esse efeito só ocorre sobre

posição do primeiro modo e posição do segundo modo. Esse alargamento e compressão

sobre as incertezas, ocorre de modo que o estado permanece com incerteza mínima.

O operador Ŝ12(ξ) Eq. (3.97), pode ser reescrito na forma de um produto de exponen-

ciais, ou seja,

Ŝ12(ξ) = (cosh s)−1 exp
h
−â†1â†2 e2iθ tanh s

i
exp

h
−
³
â†1â1 + â†2â2

´
ln (cosh s)

i
×(3.107)

exp
£
−â1â2 e2iθ tanh s

¤
.
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A ação do operador compressão S12(ξ), sobre o vácuo produz um estado comprimido

de dois modos,

|ξi12 = Ŝ12(ξ) |0i1 |0i2 = (cosh s)
−1 exp

h
−â†1â†2 e2iθ tanh s

i
|0i1 |0i2 =

µ
1

cosh s

¶ ∞X
m=0

eimθ (tanh s)m |mi1 |mi2 . (3.108)

Os estados comprimidos são estados do campo eletromagnético com variáveis con-

tínuas, são produzidos eficientemente por conversão paramétrica descendente e podem ser

utilizados em protocolos de comunicação quântica como código superdenso, criptografia

quântica e teletransporte de estados quânticos. No capítulo (5) utilizaremos o estado

do vácuo comprimido de dois modos para transferência de emaranhamento para átomos

localizados em cavidades espacialmente separadas.

3.8 Representação de estados quânticos no espaço de

fase

Estados quânticos diferentemente de estados clássicos não podem ser representado

como pontos no espaço de fase devido a incerteza no conhecimento simultâneo do momento

e posição de uma partícula. Está limitação imposta pela mecânica quântica implica na

impossibilidade de uma distribuição única das probabilidades sobre o espaço de fase para

as possíveis configurações de um sistema quântico. Porém é possível obter algumas funções

que fornecem representações dos sistemas quânticos no espaço de fase.

Nesta seção apresentaremos uma descrição do estado comprimido de dois modos em

termos da função real de distribuição de coordenadas no espaço de fase, conhecida como

Função Q. No capítulo (5) utilizaremos a função Q, na análise qualitativa do emaran-

hamento entre os modos do campo eletromagnético, de duas cavidades espacialmente

separadas.
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3.8.1 Função Q

Um estado quântico pode ser facilmente representado no espaço de fase através das

quasiprobabilidades, também conhecida como função Q, que é definida como,

Q(α) =
1

π
hα| ρ̂ |αi , (3.109)

Esse tipo de função representa os elementos diagonais do operador densidade em um estado

coerente. A função Q para um estado vácuo comprimido de dois modos Eq. (3.108) tem

a seguinte forma [89],

Q(α, β) =
1

π2
hα, β| ρ̂12 |α, βi , (3.110)

onde α e β são estados coerentes para o modo 1 e modo 2 do campo e ρ̂12 = |ξi hξ|12 é

o operador densidade para o estado comprimido de dois modos Eq. (3.108). A função Q

para o estado ρ̂12 tem expressão,

Q(α, β) =
1

π2 cosh2 s
e−2[|α|

2+|β|2−|α||β| tanh(s)]. (3.111)

Através da Eq. (3.111), fizemos um gráfico para verificar o comportamento da função

de quasiprobabilidades Q(α, β) em função das quadraturas de posição (x1) do primeiro

modo e (x2) do segundo modo, fixando o valor do momento do primeiro e (segundo) modo

p1 = 0.1 e (p2 = 0.1), que está representado na figura (3.1).

Através da figura (3.1), verificamos que para s = 0, 0 as variâncias nas quadraturas

de posição de primeiro modo ∆x1 e do segundo ∆x2 são iguais. Quando aumentamos

o parâmetro de compressão percebemos a diminuição da variância de uma quadratura e

o aumento na variância da outra quadratura. Esse comportamento indica que a corre-

lação entre as quadraturas do primeiro e segundo modo são dependentes do parâmetro de

compressão
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Figura 3.1: Função Q verus posição do primeiro modo campo x1 e posição do segundo
modo do campo x2, considerando os parâmetros de compressão s = 0, 0, s = 0, 2, s = 0, 64
e s = 1, 5.
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3.9 Emaranhamento.

Estados quânticos que possuem variáveis contínuas, são estados com dimensão do

espaço de Hilbert infinita, como os estados coerentes e estados comprimidos. Nessa seção

apresentaremos duas maneiras de quantificar o emaranhamento do estado comprimido de

dois modos utilizando-se da entropia de Von Neumann e matriz covariância.

3.9.1 Entropia de Von Neumann para o estado do vácuo com-

primido de dois modos

Como foi apresentada no capítulo (2) a entropia de Von Neumann é uma medida de

emaranhamento para um estado bipartido puro com dimensão arbitrária, que é definida

como,

E(ρ̂12) = −Tr ρ̂1 ln ρ̂1 = −Tr ρ̂2 ln ρ̂2., (3.112)

onde ρ1 = Tr2 (ρ̂12) e ρ2 = Tr1 (ρ̂12),

Essa medida de emaranhamento corresponde à fração de estados maximamente emaran-

hados contida em um estado puro. Por exemplo, se EV.N. = 0.4 significa que mil cópias de

um estado podem ser transformadas em 400 cópias de estados maximamente emaranhados

de dois qubits, através de LOCC.

Podemos utilizar a entropia de Von Neumann para quantificar o emaranhamento do

estado de vácuo comprimido de dois modos Eq. (3.108) [93]. Para calcularmos a entropia

necessitamos do operador densidade para o estado comprimido de dois modos, que é dado

por,

ρ12 = |ξi12 hξ|12 =
µ

1

cosh s

¶2 ∞X
n=0
n0=0

(tanh s)n+n
0 |ni1 |ni2 hn0|1 hn0|2 . (3.113)

Deste modo a entropia de Von Neumann para um único modo do estado comprimido, tem
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Figura 3.2: Entropia de Von Neumann E versus parâmetro de compressão s.

a seguinte forma [94],

E = cosh2 s log2(cosh
2 s)− sinh2 s log2(sinh2 s). (3.114)

O gráfico da figura (3.2), onde plotamos o emaranhamento E em função do parâmetro

s, mostra que o emaranhamento é praticamente linear em relação ao parâmetro de com-

pressão s. Para o parâmetro de compressão s tendendo ao infinito (s → ∞), o estado

comprimido de dois modos é maximamente comprimido e maximamente emaranhado,

porém isso não é possível pois é necessário energias infinitas. Podemos verificar essa afir-

mação através do cálculo do número médio de fótons em cada modo do estado comprimido,

que é dado por, hn1i = hn2i = sinh2 s.

A figura (3.3) demonstra que quando o parâmetro de compressão tende a infinito

(s→∞), o número médio de fótons do estado comprimido de dois modos também tende

a infinito (hni→∞), o equivalente também acontece com a energia do estado comprimido

(E →∞).
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Figura 3.3: Número médio de fóntons hni versus parâmetro de compressão s.

3.9.2 Matriz covariância

Estados Gaussianos bipartidos podem ser representados através de uma matriz de co-

variância. Esta matriz é caracterizada pelos valores esperados dos operadores de posição

e momento do primerio e segundo modos. Considerando um estado de dois modos abi-

trários, a matriz de covariância V (4×4) fornece toda as propriedades de emaranhamento

do estado. Podemos escrever a matriz de correlação V na forma de blocos como,

V N =

⎛⎜⎝ A C

CT B

⎞⎟⎠ , (3.115)

onde A, B e C são matrizes reais 2x2, que tem a seguinte forma,

A =

⎛⎜⎝ hx̂21i hx̂1i hp̂1i

hx̂1i hp̂1i hp̂21i

⎞⎟⎠ , B =

⎛⎜⎝ hx̂22i hx̂2i hp̂2i

hx̂2i hp̂2i hp̂21i

⎞⎟⎠
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C =

⎛⎜⎝ hx̂1i hx̂2i hx̂2i hp̂1i

hp̂2i hx̂1i hp̂1i hp̂2i

⎞⎟⎠ .

Estados quânticos com variáveis contínuas possuem uma versão do critério de sepa-

rabilidade de Peres [62], Horodecki [63], baseado na transposta parcial para sistema com

dimensão 2x2 e 2x3.Esse critério de separabilidade para variáveis contínuas foi proposto

por Simon em 2000 [95], e é definido como,

detAdetB +

µ
1

16
− |detC|

¶2
− Tr

¡
AJCJBJCTJ

¢
(3.116)

≥ 1

16
(detA+ detB) ,

onde J é uma matriz 2x2,

J =

⎛⎜⎝ 0 1

−1 0

⎞⎟⎠ .

Qualquer estado bipartido separável satisfaz a desigualdade da Eq (3.116), deste modo

esse critério representa uma condição necessária para separabilidade, e a violação da Eq

(3.116) é uma condição suficiente para inseparabilidade. Podemos definir duas formas

padrão para as matrizes de correlação,

V
(2)
I =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a 0 c 0

0 a 0 c0

c 0 b 0

0 c0 0 b

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3.117)

e

V
(2)
II =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1 0 c1 0

0 a2 0 c2

c1 0 b2 0

0 c2 0 b2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.118)
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onde os elementos da matriz V (2)
II satisfazem as relações,

a1 − 1/4
b1 − 1/4

=
a2 − 1/4
b2 − 1/4

, (3.119)

|c1|− |c2| =
p
(a1 − 1/4) (b1 − 1/4)

−
p
(a2 − 1/4) (b2 − 1/4).

Qualquer matriz correlação pode ser transformada na matriz padrão da Eq. (3.117)

utilizando uma transformação unitária canônica apropriada [95].

Para a matriz na forma padrão V
(2)
I a condição de separabilidade necessária Eq.

(3.116), pode ser simplificada como,

16
¡
ab− c2

¢
(ab− c02) ≥ (a2 + b2) + 2 |cc0|− 1

16
. (3.120)

Um critério de separabilidade similar, aplicado a um sistema de dois modos com var-

iáveis contínuas e expressado em termos das variâncias nas quadraturas envolvendo o

operadores posição e momento, foi apresentado por Duan e Geidke em 2000 [96] esse

critério é baseado na transposta parcial. Expressado em termos dos elementos de V (2)
II ,

ele é uma condição necessária e suficiente para a separabilidade de estados Gaussianos de

dois modos, e pode ser escrito como,

­
(û)2

®
+
­
(v̂)2

®
≥ a20
2
+
1

a20
, (3.121)

onde

û = a0x̂1 −
c1

|c1| a0
x̂2 (3.122)

v̂ = a0p̂1 −
c2

|c2| a0
p̂2

a20 =

s
b1 − 1/4
a1 − 1/4

=

s
b2 − 1/4
a2 − 1/4

.
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Figura 3.4: Violação do critério de peres para o estado comprimido de dois modos em
função do parâmetro de compressão s.

Podemos utilizar esse critério de separabilidade de estados gaussianos Eq. (3.121) para

quantificação do emaranhamento do estado vácuo comprimido de dois modos.

A figura (3.4) demonstra que a violação critério de Simon cresce com o parâmetro

de compressão, isso representa que o grau de emaranhamento dos modos do campo com-

primido de dois modos é proporcional ã intensidade do campo.

As medidas de emaranhamento e representação no espaço de fase serão utilizadas no

capítulo (5), onde será feito um estudo detalhado da dinâmica de emaranhamento do

campo nas cavidades para o sistema proposto no capítulo (4).
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Capítulo 4

Geração de emaranhamento entre

qubits remotos

4.1 Introdução

Existe uma série de protocolos de comunicação quântica onde se faz necessário o uso

de partículas remotamente emaranhadas. Em 1991 Ekert [5], apresentou um protocolo de

comunicação entre dois laboratórios remotos (Alice e Bob), onde a segurança é baseada

no máximo emaranhamento entre as partículas espacialmente separadas. Bennet, em

1992 [35], apresentou uma proposta de comunicação utilizando estados de dois fótons

emaranhados. No mesmo ano Bennet [34] propôs outro protocolo de comunicação quân-

tica utilizando emaranhamento entre partículas distantes, onde a mensagem é codificada

através de operações unitárias. Em 2003, A. Beige e colaboradores [113] propuseram um

novo conceito de comunicação segura, chamado de comunicação quântica segura e direta

(QCSD). Nessa nova proposta o emaranhamento compartilhado pelos laboratórios faz com

que não seja necessário a criação de uma chave criptografada, e a mensagem é enviada

diretamente.

Estados quânticos com três qubits também são utilizados na comunicação quântica.
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Em 1993 Bennet e colaboradores [36], apresentaram uma proposta de teletransporte de

estados quânticos, onde Alice e Bob compartilham um par de Bell, Alice possui uma

partícula com estado desconhecido. Alice pode enviar o estado quântico da partícula

desconhecida para Bob, através de operações locais e comunicação clássica. J. Joo e co-

laboradores [114] apresentaram uma proposta de teletransporte utilizando estados W . D.

Park e colaboradores [115], demontraram teletransporte com estadosW e GHZ mistos. J.

Wang e colaboradores [116], apresentaram um protocolo onde foi utilizado estadosW para

a comunicação. Nesse protocolo Alice fica com dois qubits e envia o qubit remanescente

para Bob, Alice criptografa a mensagem fazendo operações locais I e iσy.

Um dos maiores problemas na comunicação quântica é a geração e preservação do

emaranhamento entre partículas espacialmente separadas. Um mecanismo que possibilita

a geração de emaranhamento entre partículas distantes, é o uso de um elemento pro-

pagante que interage com as partículas estáticas gerando emaranhamento. A interação

entre qubits estacionários e qubits propagantes tem sido muito explorado no campo da

informação quântica e computação quântica distribuída. Lim e colaboradores [99], ap-

resentaram a possibilidade de realizar computação quântica distribuída utilizando uma

fonte de fótons únicos em sistemas de átomos aprisionados em cavidades. Normalmente

os qubits propagantes são fótons e os qubits estacionários são átomos aprisionados em

cavidades. Existem algumas propostas para geração de emaranhamento entre átomos

através de fótons propagantes. S. Bose e colaboradores [101], mostraram como o estado

de um átomo aprisionado em uma cavidade pode ser teletransportado para um segundo

átomo aprisionado em uma cavidade distante através da detecção de fótons emitidos pelas

cavidades. C. Cabrillo e colaborados [102], demonstraram uma proposta para a geração

de emaranhamento entre átomos aprisionados em cavidades distantes, através do envio

de um ou dois átomos excitados através das cavidades; e a ocorrência de emissão espon-

tânea dos átomos enviados leva ao emaranhamento entre os átomos nas cavidades. X. L.

Feng [103], apresentou uma proposta para geração de emaranhamento entre átomos de

três níveis espacialmente separados utilizando-se de fótons polarizados.
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Estados quânticos de variáveis contínuas assim como os qubits de variáveis discretas

podem ser utilizados na comunicação quântica [79,83—85]. Além disso, é possível utilizar

o emaranhamento das variáveis contínuas do campo para gerar emaranhamento entre

átomos distantes. Uma proposta para geração de emaranhamento entre átomos local-

izados em cavidades espacialmente separadas através de estados bipartidos de variáveis

contínuas foi apresentado por W. Son [97]. Em 2009 propusemos um esquema de geração

de emaranhamento tripartido entre dois laboratórios remotos, através da interação de

átomos com um estado comprimido de dois modos, onde cada modo do campo é enviado

para um laboratório [28].

Para melhor entendimento da nossa proposta, o capítulo está dividido em cinco seções,

que são: diagrama experimental, estados iniciais do campo nas cavidade, estados iniciais

dos átomos, Hamiltoniano do sistema composto e operador de estado para o sistema

composto

4.2 Diagrama experimental

O diagrama esquemático de nossa proposta para geração de emaranhamento tripar-

tido entre átomos localizados em cavidades espacialmente separadas esta representado na

figura (4.1).

Alice possui em seu laboratório uma cavidade C1 e em um outro laboratório espa-

cialmente separado, Bob possui uma cavidade C2. Essas cavidades estão inicialmente

no estado de vácuo, Alice prepara dois átomos de dois níveis (A1 e A2) em um estado

emaranhado ou separável, e Bob prepara um único átomo B de dois níveis no estado

fundamental. Alice envia seus qubits para cavidade C1 e os aprisiona em sua cavidade

??, e Bob executa o mesmo procedimento com o qubit B na cavidade C2. Depois do

procedimento de aprisionamento dos três átomos, é enviado paras as cavidades um campo

comprimido de dois modos. O campo comprimido de dois modos, é gerado através de um
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Figura 4.1: Diagrama esquemático

processo de conversão paramétrica descendente onde fótons interagem com um meio óp-

tico não linear (cristal) produzindo um estado comprimido de dois modos, como descrito

no capítulo (3). Cada modo do campo comprimido é enviado para uma cavidade de modo

que a junção entre campo externo e campo na cavidade é feita através de um divisor de

feixe que é a própria parede da cavidade.

Neste capítulo apresentamos as expressões analíticas para o estado do sistema com-

posto, estado dos átomos e estado do campo para o sistema proposto. Estes resultados

são utilizados para estudar a dinâmica de emaranhamento entre os átomos localizados

nas cavidades espacialmente separadas e os modos do campo nas cavidades. Os átomos

(A1 e A2) e (B) estão inicialmente em um estado separável e o emaranhamento é gerado

através da transferência do emaranhamento das variáveis contínuas do estado comprim-

ido de dois modos. Em nossa proposta de 2009 [28], utilizamos no estudo da dinâmica

do sistema o estado inicial atômico com todos os átomos no estado fundamental. Neste

capítulo estudaremos a dinâmica do sistema para diferentes estados iniciais atômicos na

cavidade C1 que possui os átomos (A1 e A2). O estudo da dinâmica do sistema para

diferentes estados iniciais atômicos, tem como objetivo fixar condições iniciais necessárias

para obter um bom grau de emaranhamento entre os átomos, e que o emaranhamento
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permaneça por um tempo suficiente para implementação de protocolos.

4.3 Estados iniciais do campo nas cavidades.

Os estados comprimidos de dois modos [53], podem ser gerados através de um processo

de conversão paramétrica descendente como foi demonstrado no capítulo (3). O operador

de compressão associado a esse processo pode ser escrito como,

Ŝ(s) = exp(−sâb̂+ sâ†b̂†), (4.1)

onde s é parâmetro de compressão e â e b̂ são os operadores bosônicos de aniquilação e â†e

b̂† são os operadores bosônicos de criação dos fótons nos modos a e b respectivamente. A

atuação do operador Ŝ(s) sobre os estado do vácuo |0, 0i, produz um estado comprimido

de dois modos.

|ΨF i =
1

cosh s

∞X
n=0

(tanh s)n |n, ni , (4.2)

Como verificamos no capítulo (3) através da entropia de Von Neumann o emaranhamento

do estado comprimido de dois modos tem uma relação aproximadamente linear com

parâmetro de compressão s [54].

Consideramos duas cavidades preparadas no estado do vácuo no tempo t = 0. A

junção entre campo externo e cavidade, é feita através do operador divisor de feixe [117],

B̂(θ) = exp

∙
θ

2
(ĉf̂ † − ĉ†f̂)

¸
, (4.3)

onde ĉ e (ĉ†), são os operadores de aniquilação e (criação) para o campo na cavidade e

f̂ (e f̂ †), são os operadores de aniquilação e (criação) para o campo externo, o coeficiente

(r = cos(θ/2)), representa a refletividade do divisor de feixe.

Como o campo comprimido possui dois modos, cada modo do campo é enviado para

uma cavidade, consideraremos o caso que cada modo do campo possui a mesma frequência.
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Com a injeção de ρF = |ΨF i hΨF | nas cavidade que tem estado inicial vácuo, obtemos o

operador densidade total para o estado do campo numa única cavidade,

ρ̂fC1 = B̂1(θ)ρ̂f |0i h0|C1 B̂
†
1(θ). (4.4)

Para obtermos o campo nas cavidades, devemos fazer um traço sobre os graus de

liberdade do campo externo na equação (4.4), de modo que,

ρ̂C1 = Trf
¡
ρ̂fC1

¢
. (4.5)

Após fazer o traço sobre o campo externo, o estado quântico do campo nas cavidades

C1 e C2, tem a seguinte forma,

ρ̂C1C2 =

µ
1

cosh s

¶2 ∞X
n,m=0

min[n,m]X
k,l=0

(tanh s)n+mGnm
kl (θ) (4.6)

×|n− kiC1 |n− liC2 hm− k|C1 hm− l|C2

onde

Gnm
kl (θ) = Cn

k (θ)C
m
k (θ)C

n
l (θ)C

m
l (θ) , (4.7)

com

Cn
k (θ) =

s
n!

k!(n− k)!
cosk

θ

2
sinn−k

θ

2
. (4.8)

O operador densidade ρ̂C1C2 representa o campo nas cavidades em um estado emaran-

hado, onde o grau de emaranhamento entre os modos do campo nas cavidades depende

do parâmetro de compressão s, como foi demonstrado no capítulo (3). O grau de mis-

tura do campo nas cavidades depende da refletividade (r = cos(θ/2)) do divisor de feixe.

Quando o divisor de feixe possui transmitância total (θ = π), temos um estado puro para

o campo nas cavidades. Deste modo diferentes parâmetros de compressão e diferentes

refletividades fornecem estados distintos do campo nas cavidades.
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4.4 Base acoplada e estados iniciais dos átomos

Os operadores de Pauli (σ̂x, σ̂y e σ̂z) possuem apenas dois autovalores, por este motivo

possibilitam a descrição de sistemas de dois níveis como o sistema de átomos apresentado

neste capítulo. Cada componente dos operadores de Pauli é definida como σ̂j = 2Ŝj(j =

x, y, z), onde Sj são os operadores de spin 1/2, que satisfazem as relação de comutação,

h
Ŝi, Ŝj

i
= i�ijkŜk, (4.9)

com isso temos,

[σ̂i, σ̂j] = 2i�ijkσ̂k. (4.10)

Os operadores de Pauli da mesma forma que os operadores de spin satisfazem a álgebra

de Lie Su(2), onde σ̂x, σ̂y e σ̂z, são os operadores da álgebra e σ̂
2 = σ̂2x + σ̂2y + σ̂2z é o

operador de Casimir pois, £
σ̂2, σ̂i

¤
= 0, (4.11)

para qualquer i. Um átomo de dois níveis pode ser descrito na base |σ,mσi sendo que os

autovalores de σ̂2 e σ̂z são dados por,

σ̂2 |σ,mσi = σ(σ + 2) |σ,mσi , σ̂z |σ,mσi = mσ |σ,mσi . (4.12)

Para um único átomo σ = 1 e mσ = ±1.

Analogamente aos operadores de spin, podemos definir os operadores de abaixamento

e levantamento como,

σ̂+ =
σ̂x + iσ̂y

2
, σ̂− =

σ̂x − iσ̂y
2

. (4.13)

Que satisfazem as relações de comutação,

[σ̂+, σ̂−] = σ̂z, [σ̂z, σ̂+] = 2σ̂+, [σ̂z, σ̂−] = 2σ̂−. (4.14)
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Através das relações de comutação Eq. (4.14), verificamos que σ̂+ aumenta duas vezes

o autovalor de σ̂z e σ̂− diminui duas unidades, com isso temos,

σ̂+ |σ,mσi = c+ |σ,mσ + 2i , σ̂− |σ,mσi = c− |σ,mσ − 2i . (4.15)

Podemos determinar os coeficientes c+ e c−, utilizando-se do operador de Casimir,

σ̂+ |σ,mσi =

p
σ (σ + 2)−mσ (mσ + 2)

2
|σ,mσ + 2i , (4.16)

σ̂− |σ,mσi =

p
σ (σ + 2)−mσ (mσ − 2)

2
|σ,mσ − 2i .

4.4.1 Adição de momento angular

Quando dois ou mais átomos são combinados para formar o spin total do sistema,

devemos somar vetorialmente os spins de cada átomo e as componentes σ̂z podem ser

somadas escalarmente. Utilizaremos o exemplo de dois átomos que recai sobre o sistema

apresentado no diagrama esquemático. O operador σ̂ e a componente σ̂z total, podem ser

escritas como,

σ̂ = σ̂(1) + σ̂(2), σ̂z = σ̂(1)z + σ̂(2)z .

Deste modo σ̂2 é escrito como,

σ̂2 = σ̂.σ̂ = σ̂(1).σ̂(1) + σ̂(2).σ̂(2) + 2σ̂(1).σ̂(2). (4.17)

Podemos reescrever a Eq. (4.17), sabendo que σ̂(1).σ̂(1) = 4σ̂
(1)
+ .σ̂

(1)
+ − 2σ̂(1)z + σ̂(1)z .σ̂(1)z ,

como

σ̂(1).σ̂(2) = σ̂(1)x .σ̂(2)x + σ̂(1)y .σ̂(2)y + σ̂(1)z .σ̂(2)z (4.18)

= 2σ̂
(1)
+ .σ̂

(2)
− + 2σ̂

(1)
− .σ̂

(2)
+ + σ̂(1)z .σ̂(2)z .
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Substituindo Eq. (4.18) na Eq. (4.17), obtemos

σ̂2 = 4σ̂+σ̂+ − 2σ̂z + σ̂z
2. (4.19)

onde σ̂+ = σ̂
(1)
+ + σ̂

(2)
+ e σ̂− = σ̂

(1)
− + σ̂

(2)
− .

A base produto dos dois átomos
¯̄̄
σ(1),m

(1)
σ

E ¯̄̄
σ(2),m

(2)
σ

E
pode ser simplificada como¯̄̄

m
(1)
σ ,m

(2)
σ

E
. Nesta base os estados possíveis para os dois átomos são: |−1,−1i, |1,−1i,

|−1, 1i e |1, 1i. Diagonalizando σ̂2 os autovalores na base |σ,mσi são: |2,−2i, |2, 0i, |2, 2i

e |0, 0i, que em termos da base produto são escritos como,

|2,−2i = |−1,−1i , |2, 0i = 1√
2
(|−1, 1i+ |1,−1i) ,

|2, 2i = |1, 1i , |0, 0i = 1√
2
(|−1, 1i− |1,−1i) .

Para a cavidade C1 localizada no laboratório de Alice que possui dois átomos (A1 eA2),

os estados possíveis na base acoplada são: |2,−2iA1A2 , |2, 0iA1A2, |2, 2iA1A2 e |0, 0iA1A2 .

Para cavidade C2 que possui um único átomo aprisionado (B) temos: |1,−1iB e |1, 1iB.

O Hamiltoniano que utilizaremos para verificar a evolução temporal do sistema, que

será apresentado na próxima seção comuta com σ̂2. Devido a simetria do Hamiltoniano,

a evolução temporal do sistema não permite misturas entre os estados de base com σ = 2

e σ = 0. Podemos verificar entre os estados de base que só existe um estado com σ = 0.

Se utilizarmos como estado inicial atômico o estado |0, 0iA1A2, este estado não evoluirá

para outros estados. Por este motivo no estudo da dinâmica do sistema só utilizaremos

estados iniciais atômicos com σ = 2. Com isso a base do sistema composto é dada por,

|2,−2iA1A2 |1,−1iB , |2, 0iA1A2 |1,−1iB , |2, 2iA1A2 |1,−1iB , (4.20)

|2,−2iA1A2 |1, 1iB , |2, 0iA1A2 |1, 1iB e |2, 2iA1A2 |1, 1iB .

Utilizaremos combinações lineares de diferentes estados iniciais atômicos no estudo da
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evolução temporal do sistema composto.

4.5 Hamiltoniano do sistema composto

Para estudarmos a interação entre átomo e campo tanto para o caso de átomos em

cavidades únicas como para sistemas com cavidades espacialmente separadas, utilizamos

ummodelo teórico formulado por Jaynes e Cummings [118] em 1963. Esse modelo descreve

a interação de um átomo de dois níveis com o campo eletromagnético. Além de ser de

grande simplicidade ele possui uma vasta riqueza de detalhes, e vem sendo muito estudado

nas últimas décadas. Um trabalho de revisão sobre o modelo de Jaynes e Cummings

(JCM) e algumas das aplicações foi publicado por Shore e Knight [136]. Existem varias

derivações do JCM, uma delas é o modelo de Tavis-Cummings que generaliza o JCM para

N átomos [134].

4.5.1 Hamiltoniano de um átomo na cavidade

Considerando um átomo de dois níveis onde o estado fundamental é designado pelo

vetor |gi e o estado excitado pelo vetor |ei, que interagem com um campo de único modo,

o Hamiltoniano para o sistema pode ser escrito como,

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1 (4.21)

onde Ĥ0 é o Hamiltoniano livre e Ĥ1 é o Hamiltoniano de interação.

Hamiltoniano livre

O Hamiltoniano livre Ĥ0 tem a seguinte forma,

Ĥ0 = ~ωcâ
†â+

~ωo

2
σ̂z. (4.22)
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onde ~ωc é energia do campo na cavidade e ~ωo é a energia de transição entre os estados

|gi e |ei .

Hamiltoniano de interação

O campo eletromagnético pode ser confinado em uma estreita faixa de frequências

bem definidas em uma cavidade de Fabry-Perot. A cavidade de Frabry-Perot consiste em

duas superfícies espelhadas com uma pequena separação entre elas de modo que o campo

eletromagnético forme ondas estacionárias dentro da cavidade. O operador campo elétrico

associado a um único modo do campo quantizado em uma cavidade como foi demonstrado

no capítulo (3) é dado por [137],

Ê = E0(â
† + â). (4.23)

O Hamiltoniano de interação Ĥ1 tem a seguinte forma,

Ĥ1 = −μ̂.Ê, (4.24)

e descreve a interação do campo elétrico com o dipolo elétrico μ̂ do átomo [138]. A

componente z do operador de Pauli pode ser escrita como σ̂z = |ei he| − |gi hg| e tem

autovalores ±1. Utilizando-se da base dos estados internos, o momento de dipolo elétrico

pode ser escrito como

μ̂ = hg| μ̂ |ei |gi he|+ he| μ̂ |gi |ei hg| . (4.25)

Através da Eqs. (4.23) e (4.25) podemos reescrever a Eq. (4.24) como,

Ĥ1 = ~g(σ̂+ + σ̂−)(â
† + â) (4.26)

onde ~g = − hg| μ̂ |eiE0. Definimos os operadores σ̂+ = |ei hg|, σ̂− = |gi he|, que junto

com o operador σ̂z satisfazem a álgebra dos operadores de Pauli.
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Representação de interação

Podemos obter o Hamiltoniano de interação Ĥ1 Eq. (4.26), na representação de inter-

ação através da seguinte transformação,

ĤI = ei
Ĥ0
~ tĤ1e

−i Ĥ0~ t, (4.27)

de modo que,

ĤI = ~g(σ̂+eiωot + σ̂−e
−iωot)(â†eiωct + âe−iωct), (4.28)

que pode ser reescrito como,

ĤI = ~g(σ̂+â†ei∆t + σ̂−â
†e−iδt + σ̂+âe

iδt + σ̂−âe
−i∆t), (4.29)

onde δ = ωo − ωc e ∆ = ωo + ωc. Através da aproximação de onda girante podemos

desprezar os termos que oscilam com alta frequência, ou seja os temos que contenham

∆ >> g. Podemos também considerar que a frequência do campo na cavidade seja

aproximadamente igual a frequência de transição atômica, ou seja δ ' 0 . Com essas

aproximações o Hamiltoniano de interação na representação de interação Eq. (4.29) se

resume a

ĤI = ~g(σ̂+â+ σ̂−â
†). (4.30)

O primeiro termo da Eq. (4.30), descreve o processo de excitação de um átomo junto com

a aniquilação de um fóton do campo na cavidade, já o segundo termo descreve o processo

de desexcitação atômica acompanhado da criação de um fóton na cavidade.
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4.5.2 Hamiltoniano de N átomos na cavidade.

Quando consideramosN átomos aprisionados dentro de uma cavidade, o Hamiltoniano

livre Ĥ0 Eq. (4.22) é reescrito como

Ĥ0 = ~ωcâ
†â+

~ωo

2

NX
i=1

σ̂(i)z . (4.31)

Os átomos são colocados distantes um do outro, para não haver interação dipolo-

dipolo. Os átomos individuais interagem com o campo pela Eq. (4.26), de modo que

o Hamiltoniano de interação é a soma da contribuição de cada átomo individual. Con-

siderando as mesmas condições impostas para obter o Hamiltoniano da Eq. (4.30), deste

modo, obtemos o Hamiltoniano de interação na representação de interação para N átomos

que estão aprisonados a uma distância em que não ocorra interação de dipolo entre eles,

que é dado por,

ĤI = ~g
NX
i=1

(σ̂
(i)
+ â+ σ̂

(i)
− â†). (4.32)

4.6 Operador evolução para átomos interagindo com

o campo no estado de Fock

Consideramos a cavidade do laboratório de Alice apresentada no diagrama esquemático

que possui dois átomos de dois níveis (A1 e A2) aprisionados, interagindo com o campo

eletromagnético no estado de Fock |ni. Utilizaremos a base acoplada para representar

os estados dos átomos e n indicará o número de fótons na cavidade. Deste modo a base

do sistema composto por átomos e campo será representada como |σ,mσ, ni. Os estados

possíveis para o sistema no caso em que os átomos são preparados no estado fundamental

e a cavidade possui n fótons em t = 0 são: |2,−2, ni , |2, 0, n− 1i e |2, 2, n− 2i. O

Hamiltoniano de interação pode ser escrito na forma matricial como,
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H
(1)
I =

√
2~g

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

√
n 0

√
n 0

p
(n− 1)

0
p
(n− 1) 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.33)

Podemos obter o operador evolução para cavidade C1 diagonalizando o Hamiltoniano

de interação Eq. (4.33). Deste modo, conseguimos calcular os autovalores e autovetores.

Devemos então escrever os estados de base do sistema como combinação dos auto estados

do Hamiltoniano diagonal. Com isso podemos aplicar a operação de evolução temporal,

Û1(t) = exp

"
−iH

(1)
I t

~

#
, (4.34)

sobre os estados base do sistema. Esse procedimento permite obter o operador evolução

para cavidade C1.

Definindo o parâmetro de interação1 τ = gt, o operador de evolução Ûn
1 (τ) para

cavidade C1 com n fótons, pode ser escrito na forma matricial como,

Un
1 (τ) (4.35)

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

β2 cos (α2+β2)τ +α2

α2+β2

−iβ sin (α2+β2)τ

(α2+β2)

αβ cos (α2+β2)τ −1
α2+β2

−iβ sin (α2+β2)τ

(α2+β2)
cos
³q¡

α2 + β2
¢
τ
´ −iα sin (α2+β2)τ

(α2+β2)
αβ cos (α2+β2)τ −1

α2+β2
−iα sin

³q¡
α2 + β2

¢
τ
´

α2 cos (α2+β2)τ +β2

α2+β2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
onde α =

p
2 (n− 1), β =

√
2n.

Consideramos um único átomo de dois níveis aprisionado na cavidade C2 sem dissi-

pação, localizada no laboratório de Bob, interagindo com um campo eletromagnético de

modo único no estado de Fock |mi. Os estados de base para o caso em que o átomo é

preparado no estado fundamental e o campo na cavidade tem m fótons em t = 0 são:

1A quantidade τ é chamada de parâmetro de interação, é definida como o produto da intensidade de
interação g pelo tempo t.
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|1,−1,mi e |1, 1,m− 1i. O Hamiltoniano de interação na forma matricial é dado por

H
(2)
I = ~g

⎛⎜⎝ 0
√
m

√
m 0

⎞⎟⎠ . (4.36)

Na cavidade C2 que possuim fótons, a representação matricial do operador de evolução

Ûm
2 (t) tem a seguinte forma,

Um
2 (τ) =

⎛⎜⎝ cos (
√
mτ) −i sin (√mτ)

−i sin (√mτ) cos (
√
mτ)

⎞⎟⎠ . (4.37)

Fazendo um produto tensorial entre os operadores das equações (4.35) e (4.37), obte-

mos o operador evolução temporal total, de modo que,

Un,m
12 (τ) = Un

1 (τ)⊗ Um
2 (τ), (4.38)

no espaçoC6 = C3⊗C2 para o sistema, na base, |2,−2, ni1 |1,−1,mi2,|2, 0, n− 1i1 |1,−1,mi2,

|2, 2, n− 2i1 |1,−1,mi2, |2,−2, ni1 |1, 1,m− 1i2, |2, 0, n− 1i1 |1,m− 1i2
e |2, 2, n− 2i1 |1,−1,m− 1i2. Considerando o estado inicial |Φ(0)i = |2,−2, ni1 |1,−1,mi2,

o estado do sistema no tempo de interação τ é dado por,

ρ̂(τ) = Un,m
12 (τ) |2,−2, ni1 |1,−1,mi2 h2,−2, n| h1,−1,m| (U

n,m
12 (τ))

† , (4.39)

onde Û12(τ) |Φ(0)i, é escrito como,
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Φ(τ) =
cos (
√
mτ)

α2 + β2

∙
α2 + β2 cos

µ
τ

q
α2 + β2

¶¸
|−2, ni1 |−1,mi2

+cos
¡√

mτ
¢ " −iβp

α2 + β2
sin

µ
τ

q
α2 + β2

¶#
|0, n− 1i1 |−1,mi2

+
cos (
√
mτ)αβ

α2 + β2

µ
cos

µ
τ

q
α2 + β2

¶
− 1
¶
|2, n− 2i1 |−1,mi2

+
i sin (

√
mτ)α2

α2 + β2

∙
α2 + β2 cos

µ
τ

q
α2 + β2

¶¸
|−2, ni1 |1,m− 1i2

+
sin (
√
mτ)βp

α2 + β2

∙
sin

µ
τ

q
α2 + β2

¶¸
|0, n− 1i1 |1,m− 1i2

+
i sin (

√
mτ)αβ

³
cos
³
τ
p
α2 + β2

´
− 1
´

α2 + β2
|2, n− 2i1 |1,m− 1i2. (4.40)

Através da Eq. (4.38), verificamos que o sistema composto por átomos e campo nas

cavidadesC1 eC2, evolui separadamente em cada cavidade. A utilização de estados iniciais

do campo nas cavidades que não possuem correlação, faz com que a evolução temporal do

sistema não gere emaranhamento entre os átomos nas cavidades espacialmente separadas.

Para que ocorra geração de emaranhamento entre os átomos, necessitamos de um estado

do campo que possua correlação, como o estado comprimido de dois modos apresentado

no capítulo (3). Na seção (4.7), iremos utilizar o operador evolução da Eq. (4.38), para

estudarmos a evolução temporal do sistema composto por átomos e campo comprimido.

4.7 Operador evolução para o sistema composto

Nesta seção temos como objetivo obter expressões analíticas para o operador de estado

do sistema composto como função do tempo (ver diagrama esquemático figura (4.1). A

cavidade C1 possui dois átomos (A1 e A2) aprisionados e a cavidade C2 possui um único

átomo (B). As cavidades são inicialmente preparadas no estado vácuo em (t = 0). Um

estado comprimido de dois modos Eq. (4.6), é enviado para as cavidades através de um

divisor de feixe, o primeiro (segundo) modo do campo é enviado para a cavidade C1 (C2).
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O estado do sistema composto sem a interação átomo-campo é representado por,

ρ̂(0) = ρ̂A1A2B(0)⊗ ρ̂c1c2(0), (4.41)

onde ρ̂A1A2B(0) é o estado inicial para os três átomos e ρ̂C1C2(0), Eq. (4.6), representa

o estado do vácuo comprimido de dois modos. Diferentes estados iniciais dos átomos e

diferentes estados iniciais do campo proporcionam diferentes evoluções temporais para o

sistema composto. O operador de estado para o sistema composto após a interação entre

os átomos e os campos comprimidos nas duas cavidades, no tempo de interação τ é dado

por,

ρ̂(τ) = Û12(τ)ρ̂A1A2B(0)⊗ ρ̂c1c2(0)Û
†
12(τ), (4.42)

onde

Û12(τ) =
∞X
n=0

min[n]X
k,l=0

Un−k
1 (τ)⊗ Un−l

2 (τ),

é o operador total de evolução para o sistema composto por átomos e campo nas duas

cavidades.

Com o objetivo de estudar a dinâmica de emaranhamento do sistema através do op-

erador de estado do sistema composto ρ̂(τ) Eq. (4.42), utilizaremos diferentes estados

iniciais atômicos na cavidade localizada no laboratório de Alice e diferentes estados ini-

ciais do campo para o estudo da dinâmica do sistema composto. Os estados do campo

nas cavidades podem ser modificados atráves de diferentes parâmetros de compressão e

diferentes refletividades dos divisores de feixe. Os diferentes estados iniciais dos átomos

na cavidade C1 podem ser construídos através de combinações lineares dos estados de

base dos átomos. Verificamos através da Eq. (4.20), que existem três estados atômicos

possíveis na cavidade C1, que são representados na base acoplada como,

|2,−2i , |2, 0i , |2, 2i . (4.43)
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Estes estados podem ser representados na base computacional, já que possuímos átomos

de dois níveis aprisionados nas cavidades, associando o vetor |0i para o estado fundamen-

tal e |1i para o estado excitado. Deste modo a correspondência entre base acoplada e

computacional é dada por,

|2,−2i = |0, 0i , |2, 0i = 1√
2
(|0, 1i+ |1, 0i) , |2, 2i = |1, 1i . (4.44)

Iniciaremos nosso estudo da dinâmica do sistema composto considerando o estado

inicial atômico como uma combinação linear dos estados de base |2,−2iA1A2 |1,−1iB e

|2, 2iA1A2 |1,−1iB, de modo que,

|Φα
1 (0)iA1A2B =

³√
α |2,−2i+

p
(1− α) |2, 2i

´
A1A2

|1,−1iB , (4.45)

com 0 ≤ α ≤ 1. Para α = 1 (α = 0), temos um estado separável |2,−2iA1A2 (|2, 2iA1A2)

na cavidade de Alice. Para 0 < α < 1 temos um estado emaranhado na cavidade de

Alice, sendo que para α = 1/2 os qubits A1 e A2 localizados na cavidade de Alice estão

em um estado maximamente emaranhado. O estado |1,−1iB, representa um único átomo

no estado fundamental na cavidade de Bob. Os resultados do estudo do sistema composto

a partir do estado inicial |Φα
1 (0)iA1A2B com α = 1, foram apresentado em nosso artigo em

2009 [28].

Verificaremos também a dinâmica do sistema composto para o estado inicial atômico,

|Φ2(0)i = |2, 0iA1A2 |1,−1iB , (4.46)

representado na base computacional como,

|Φ2(0)i =
1√
2
(|10i+ |01i)A1A2 |1iB , (4.47)

que representa um estado maximamente emaranhado entre os átomos da cavidade de
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Alice e um único átomo em um estado fundamental na cavidade de Bob.

A utilização de diferentes estados iniciais atômicos na cavidade C1 e diferentes estados

iniciais do campo tem como objetivo verificar a transferência de emaranhamento do campo

comprimido para os átomos localizados nas cavidades espacialmente separadas. Esses

diferentes estados iniciais proporcionam uma modificação no campo na cavidade C1 como

função do tempo, ou seja uma dinâmica de emaranhamento especifica para cada condição

inicial considerada.

4.7.1 Estados iniciais atômicos |Φα
1 (0)i

Nessa seção calcularemos o operador de estado do sistema composto considerando

estado inicial atômico |Φα
1 (0)i. O operador de estado para os três átomos no tempo t = 0

é dado por,

ρ̂αA1A2B(0) = |Φ
α
1 (0)i hΦα

1 (0)| , (4.48)

com o estado do sistema total composto por átomos e campos comprimidos, após o tempo

de interação τ , descrito como,

ρ̂α(τ , θ, s) (4.49)

=

µ
1

cosh s

¶2 ⎡⎣ ∞X
n,m=0

min[n,m]X
k,l=0

Ûn−k,n−l
12 (τ)(tanh s)n+mGnm

kl (θ)×

(|α| |2,−2, n− ki1 |1,−1, n− li2 h2,−2,m− k|1 h1,−1,m− l|2

+
q¡

α− |α|2
¢
|2,−2, n− ki1 |1,−1, n− li2 h2, 2,m− k|1 h1,−1,m− l|2

+
q¡

α∗ − |α|2
¢
|2, 2, n− ki1 |1,−1, n− li2 h2,−2,m− k|1 h1,−1,m− l|2

+
¯̄̄p
(1− α)

¯̄̄2
|2, 2, n− ki1 |1,−1, n− li2 h2, 2,m− k|1 h1,−1,m− l|2

¶
Û †m−k,m−l
12 (τ)

¸
.

Através do operador de estado do sistema composto ρ̂α(τ , θ, s), Eq. (4.49), podemos

calcular o operador reduzido para os átomos e campo.
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Operador de estado para os átomos nas cavidades

Para verificarmos a dinâmica de emaranhamento entre os átomos, necessitamos do

estado reduzido atômico. O estado reduzido dos átomos ρ̂αA1A2B(τ , θ, s) é obtido através

do traço sobre os graus de liberdade do campo em ρ̂α(τ , θ, s),

ρ̂αA1A2B(τ , θ, s) = TrC1C2(ρ̂
α(τ)). (4.50)

A representação matricial de ραA1A2B(τ , θ, s), na base acoplada |2,−2iA1A2 |1,−1iB, |2, 0iA1A2 |1,−1iB,

|2, 2iA1A2 |1,−1iB, |2,−2iA1A2 |1, 1iB, |2, 0iA1A2 |1, 1iB, |2, 2iA1A2 |1iB, tem a seguinte

forma,

ραA1A2B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρα11 0 ρα13 0 ρα15 0

0 ρα22 0 ρα42 0 ρα26

ρα13 0 ρα33 0 ρα53 0

0 ρα42 0 ρα44 0 ρα46

ρα15 0 ρα53 0 ρα55 0

0 ρα26 0 ρα46 0 ρα66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4.51)

Podemos reescrever a matriz ραA1A2B(τ , θ, s) Eq. (4.51), em uma base computacional pois

possuímos átomos de dois níveis nas cavidades. Portanto para o estado fundamental do

átomo associamos o vetor de estado |0i e o estado excitado é representado por |1i. Deste

modo a correspondência entre a base acoplada e base computacional é dada por,

|−2,−1i = |000iA1A2B , |0,−1i =
¡
|010iA1A2B + |100iA1A2B

¢
√
2

,

|2,−1i = |110iA1A2B , |−2, 1i = |001iA1A2B , (4.52)

|0, 1i =

¡
|011iA1A2B + |101iA1A2B

¢
√
2

, |2, 1i = |111iA1A2B .

O operador ραA1A2B(τ , θ, s) Eq. (4.51) pode ser reescrito na base computacional como,
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ραA1A2B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρα11 0 0 ρα13 0
ρα15√
2

ρα15√
2

0

0
ρα22
2

ρα22
2

0 ρα42 0 0
ρα26√
2

0
ρα22
2

ρα22
2

0 0 0 0
ρα26√
2

ρα13 0 0 ρα33 0 0 ρα53 0

0 ρα42 0 0 ρα44 0 0 ρα46
ρα15√
2

0 0 0 0
ρα55
2

ρα55
2

0

ρα15√
2

0 0 ρα53 0
ρα55
2

ρα55
2

0

0
ρα26√
2

ρα26√
2

0 ρα46 0 0 ρα66

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (4.53)

onde os elementos de matriz ραA1A2B(τ , θ, s), tem a seguinte forma,

ρα11(τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

F nn
kl (s, θ) cos

2
³p

(n− l)τ
´½ |α|

(2n− 2k − 1)2
× (4.54)

h
(n− k) cos

³p
(4n− 4k − 2)τ

´
+ (n− k − 1)

i2
+
¯̄̄p
(1− α)

¯̄̄2
(n− k + 1) (n− k + 2)×h

cos
p
(4n− 4k + 6)τ − 1

i2
(2n− 2k + 3)2

⎫⎪⎬⎪⎭ ,

ρα22(τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn
kl (s, θ) cos

2
³p

(n− l)τ
´½

|α| (n− k)

(2n− 2k − 1) (4.55)

sin2
³p

(4n− 4k − 2)τ
´
+
¯̄̄p
(1− α)

¯̄̄2
(n− k + 1)

sin2
p
(4n− 4k + 6)τ
2n− 2k + 3

)
,
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ρα33(τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

F nn
kl (s, θ) cos

2
³p

(n− l)τ
´½
|α| (n− k)

(2n− 2k − 1)2
× (4.56)

(n− k − 1)
h
cos
³p

(4n− 4k − 2)τ
´
− 1
i2
+

¯̄̄p
(1− α)

¯̄̄
(2n− 2k + 3)2h

(n− k + 1) cos
p
(4n− 4k + 6)τ + n− k + 2

i2¾
,

ρα44(τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

F nn
kl (s, θ) sin

2
³p

(n− l)τ
´½ |α|

(2n− 2k − 1)2
× (4.57)

h
(n− k) cos

³p
(4n− 4k − 2)τ

´
+ (n− k − 1)

i2
+
¯̄̄p
(1− α)

¯̄̄2
(n− k + 1)

h
cos
p
(4n− 4k + 6)τ − 1

i2
×

(n− k + 2)

(2n− 2k + 3)2
¾
,

ρα55(τ) =
∞X
n=0

X
k,l=0

Fnn
kl (θ) sin

2
³p

(n− l)τ
´½

|α| (n− k)

(2m− 2k − 1) × (4.58)

sin2
³p

(4n− 4k − 2)τ
´
+
¯̄̄p
(1− α)

¯̄̄2 (n− k + 1)

2n− 2k + 3
sin2

p
(4n− 4k + 6)τ

o
,

ρα66(τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn
kl (θ) sin

2
³p

(n− l)τ
´½

|α| (n− k − 1) (n− k)

(2n− 2k − 1)2
× (4.59)

h
cos
p
(4n− 4k − 2)τ − 1

i2
+

¯̄̄p
(1− α)

¯̄̄2
(2n− 2k + 3)2

×h
(n− k + 1) cos

p
(4n− 4k + 6)τ + n− k + 2

i2¾
,
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ρα15(τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn+1
kl (θ)

q¡
α− |α|2

¢
cos
³p

(n− l)τ
´³
sin
p
(n− l + 1)τ (́4.60)(

−
p
(n− k + 1)p

(2n− 2k + 1) (2n− 2k − 1)
sin
³p

(4n− 4k + 2)τ
´
×h

(n− k) cos
³p

(4n− 4k − 2)τ
´
+ (n− k − 1)

i
+
− (n− k + 2)

p
(n− k + 1)p

(2n+ 5− 2k) (2n− 2k + 3)

h
cos
p
(4n− 4k + 6)τ − 1

i
×

sin
p
(4n+ 10− 4k)τ

o
,

ρα26(τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn+1
kl (θ)

q¡
α− |α|2

¢
cos
³p

(n− l)τ
´
sin
³p

(n− l + 1)τ (́4.61)(
(n− k)

p
(n− k + 1)p

(2n− 2k − 1) (2n− 2k + 1)

h
cos
³p

(4n− 4k + 2)τ
´
− 1
i

sin
³p

(4n− 4k − 2)τ
´
+

p
(n− k + 1) sin

p
(4n− 4k + 6)τ

(2n+ 5− 2k)
p
(2n− 2k + 3)

×h
(n− k + 2) cos

p
(4n+ 10− 4k)τ + n+ 3− k

io
,

ρα13(τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn+1
kl (θ)

q¡
α− |α|2

¢ ³
cos2

p
(n− l)τ

´
(2n− 2k + 3) (2n− 2k − 1) × (4.62)h

(n− k + 1) cos
p
(4n− 4k + 6)τ + n− k + 2

i
×h

(n− k) cos
p
(4n− 4k − 2)τ + n− k − 1

i
,

ρα42 =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn+1
kl (θ)

³
cos
p
(n− l)τ

´p
(n− k + 1)p

(2n− 2k + 3) (2n− 2k − 1)
× (4.63)

sin
p
(4n− 4k + 6)τ

³
sin
p
(n− l)τ

´
×h

(n− k) cos
p
(4n− 4k − 2)τ + n− k − 1

i
,
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ρα46(τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn+1
kl (θ)

q¡
α− |α|2

¢ ³
sin2

p
(n− l)τ

´
(2n− 2k + 3) (2n− 2k − 1) × (4.64)h

(n− k + 1) cos
p
(4n− 4k + 6)τ + n− k + 2

i
×h

(n− k) cos
p
(4n− 4k − 2)τ + n− k − 1

i
,

ρα53(τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn+1
kl (θ)

q¡
α− |α|2

¢p
(n− k) sin

p
(4n− 4k − 2)τ × (4.65)

⎛⎝−
³
cos
p
(n− l)τ

´³
sin
p
(n− l)τ

´
(2n− 2k + 3)

p
(2n− 2k − 1)

⎞⎠×
h
(n− k + 1) cos

p
(4n− 4k + 6)τ + n− k + 2

i
,

onde

Fnn
kl (s, θ) =

(tanh s)2n

(cosh s)2
Gnn
kl (θ), (4.66)

F nn+1
kl (s, θ) =

(tanh s)2n+1

(cosh s)2
Gnn+1
kl (θ).

As funções Gnn
kl (θ) e G

nn+1
kl (θ) estão demonstradas na equação (4.7).

Operador de estado para o campo nas cavidades

Dado o operador densidade do sistema composto ρ̂α(τ , θ, s) Eq. (4.42), podemos

calcular operador densidade reduzido para o campo nas cavidades C1 e C2, fazendo um

traço sobre os graus de liberdade dos átomos,

ραC1C2(τ , θ, s) = TrA1A2B [ρ(τ , θ, s)] .
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Deste modo o estado reduzido do campo tem a seguinte forma,

ραC1C2(τ) (4.67)

= |α|
( ∞X

n.m=0

maxn,mX
k.l=0

£¡
An,m
1 (τ) +An+1,m+1

5 (τ)
¢
|ni |ni hm| hm|

¤
∞

+
X
n.m=1

maxn,mX
k.l=1

£¡
An,m
2 (τ) +An+1,m+1

6 (τ)
¢
|n− 1i |ni hm− 1| hm|

+An,m
4 (τ) |ni |n− 1i hm| hm− 1|]
∞

+
X
n.m=2

maxn,mX
k.l=2

[An,m
3 (τ) |n− 2i |ni hm− 2| hm|] ,

)

+
¯̄̄p
(1− α)

¯̄̄2( ∞X
n.m=0

maxn,mX
k.l=0

[Bn,m
3 (τ) |ni |ni hm| hm|¡

Bn,m
1 (τ) +Bn+1,m+1

5 (τ)
¢
|n+ 2i |ni hm+ 2| hm|

¤
∞

+
X
n.m=0

maxn,mX
k.l=0

£¡
Bn,m
2 (τ) +Bn+1,m+1

6 (τ)
¢
|n+ 1i |ni hm+ 1| hm|

∞

+
X
n.m=1

maxn,mX
k.l=1

[Bn,m
4 (τ) |n− 1i |ni hm− 1| hm|] ,

)

onde os coeficientes são:

An,m
1 (τ) = F nm

kl (s, θ) cos
³p

(n− l)τ
´
cos
³p

(m− l)τ
´
× (4.68)h

(n− k) cos
³p

(4n− 4k − 2)τ
´
+ (n− k − 1)

i
h
(m− k) cos

³p
(4m− 4k − 2)τ

´
+ (m− k − 1)

i
,

An+1,m+1
2 (τ) = Fn+1,m+1

kl (s, θ) cos
³p

(n− l + 1)τ
´
cos
³p

(m− l + 1)τ
´
(4.69)

sin
³p

(4n− 4k + 2)τ
´
sin
³p

(4m− 4k + 2)τ
´

p
(n− k + 1) (m− k + 1)p

(2n− 2k + 1) (2m− 2k + 1)
,
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An,m
3 (τ) = Fnn

kl (s, θ) cos
³p

(n− l)τ
´
cos
³p

(m− l)τ
´

(4.70)p
(n− k) (n− k − 1)

p
(m− k) (m− k − 1)

(2n− 2k − 1) (2m− 2k − 1)h
cos
³p

(4n− 4k − 2)τ
´
− 1
i h
cos
³p

(4m− 4k − 2)τ
´
− 1
i
,

An,m
4 (τ) = Fnn

kl (s, θ)
sin
³p

(n− l)τ
´

(2n− 2k − 1)
sin
³p

(m− l)τ
´

(2m− 2k − 1) (4.71)h
(n− k) cos

³p
(4n− 4k − 2)τ

´
+ (n− k − 1)

i
h
(m− k) cos

³p
(4m− 4k − 2)τ

´
+ (m− k − 1)

i

An+1,m+1
5 (τ) = Fn+1,n+1

kl (θ) sin
³p

(n− l + 1)τ
´
sin
³p

(m− l + 1)τ
´

(4.72)p
(n− k + 1)

p
(m− k + 1)p

(2n− 2k + 1)
p
(2m− 2k + 1)

sin
³p

(4n− 4k + 2)τ
´
sin
³p

(4m− 4k + 2)τ
´
,

An+1,m+1
6 (τ) = F n+1,n+1

kl (θ) sin
³p

(n− l + 1)τ
´
sin
³p

(m− l + 1)τ
´

(4.73)p
(n− k) (n− k + 1)

(2n− 2k + 1)

p
(n− k) (n− k + 1)

(2n− 2k + 1)h
cos
p
(4n− 4k + 2)τ − 1

i h
cos
p
(4n− 4k + 2)τ − 1

i
,

Bn,m
1 (τ) = Fnm

kl (s, θ) cos
³p

(n− l)τ
´p

(n− k + 1) (n− k + 2) (4.74)h
cos
p
(4n− 4k + 6)τ − 1

i
(2n− 2k + 3)

cos
³p

(m− l)τ
´p

(m− k + 1) (m− k + 2)h
cos
p
(4m− 4k + 6)τ − 1

i
(2m− 2k + 3) ,
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Bn,m
2 (τ) = F nm

kl (s, θ) cos
³p

(n− l)τ
´p

(n− k + 1)
sin
³p

(4n− 4k + 6)τ
´

√
2n− 2k + 3

(4.75)

cos
³p

(m− l)τ
´p

(m− k + 1)
sin
³p

(4m− 4k + 6)τ
´

√
2m− 2k + 3

,

Bn,m
3 (τ) = F nm

kl (s, θ)
cos
³p

(n− l)τ
´

(2n− 2k + 3) (4.76)h
(n− k + 1) cos

p
(4n− 4k + 6)τ + n− k + 2

i
cos
³p

(m− l)τ
´

(2m− 2k + 3)h
(m− k + 1) cos

³p
(4m− 4k + 6)τ

´
+m− k + 2

i
,

Bn,m
4 (τ) = Fnm

kl (s, θ) sin
³p

(n− l)τ
´ p(n− k + 2)

(2n− 2k + 3) (4.77)p
(n− k + 1)

h
cos
p
(4n− 4k + 6)τ − 1

i
sin
³p

(m− l)τ
´ p(m− k + 2)

(2m− 2k + 3)p
(m− k + 1)

h
cos
p
(4m− 4k + 6)τ − 1

i
,

Bn+1,m+1
5 (τ) = F n+1m+1

kl (s, θ) sin
³p

(n− l)τ
´r (n− k + 1)

2n− 2k + 3 (4.78)

sin
³p

(4n− 4k + 6)τ
´
sin
³p

(m− l)τ
´r (m− k + 1)

2m− 2k + 3
sin
³p

(4m− 4k + 6)τ
´
,
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Bn+1,m+1
6 (τ) = Fn+1m+1

kl (s, θ)
sin
³p

(n− l)τ
´

(2n− 2k + 3) (4.79)h
(n− k + 1) cos

p
(4n− 4k + 6)τ + n− k + 2

i
sin
³p

(m− l)τ
´

(2m− 2k + 3)h
(m− k + 1) cos

p
(4m− 4k + 6)τ +m− k + 2

i
,

com

F nm
kl (s, θ) =

(tanh s)n+m

(cosh s)2
Gnm
kl (θ). (4.80)

a funções Gnm
kl (θ) esta demonstradaa na equação (4.7).

4.7.2 Estado inicial atômico |Φ2(0)i

Outra possibilidade para estado inicial atômico na cavidade C1 localizada no labo-

ratório de Alice é o estado |Φ2(0)i = |2, 0iA1A2 |1,−1iB. O estado dos três átomos no

instante t = 0 é dado por

ρ̂Φ2A1A2B(0) = |Φ2(0)i hΦ2(0)| , (4.81)

com o estado do sistema total após o tempo de interação t é escrito como,

ρ̂Φ2(τ , θ, s) (4.82)

=

µ
1

cosh s

¶2
Û12(τ)

⎡⎣ ∞X
n,m=0

min[n,m]X
k,l=0

(tanh s)n+mGnm
kl (θ)×

|2, 0, n− ki1 |1,−1, n− li2 h2, 0,m− k| h1,−1,m− l|] Û †
12(τ).

Operador de estado para os átomos

O operador de estado dos átomos ρ̂Φ2A1A2B(τ , θ, s) é obtido através do traço sobre os

graus de liberdade do campo em ρ̂Φ2(τ , θ, s) Eq. (4.82),
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ρ̂Φ2A1A2B(τ , θ, s) = Trc1c2(ρ̂
Φ2(τ , θ, s)). (4.83)

A representação matricial de ρΦ2A1A2B(τ , θ, s), na base |2,−2iA1A2 |1,−1iB, |2, 0iA1A2 |1,−1iB,

|2, 2iA1A2 |1,−1iB, |2,−2iA1A2 |1, 1iB, |2, 0iA1A2 |1, 1iB, |2, 2iA1A2 |1iB, é escrita como,

ρ̂Φ2A1A2B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ρΦ211 0 0 0 ρΦ215 0

0 ρΦ222 0 0 0 ρΦ226

0 0 ρΦ233 0 0 0

0 0 0 ρΦ244 0 0

ρΦ215 0 0 0 ρΦ255 0

0 ρΦ226 0 0 0 ρΦ266

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (4.84)

onde os elementos da matriz ρΦ2A1A2B, possuem a seguinte forma,

ρΦ211 (τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn
kl (s, θ)

³
cos2

p
(n− l)τ

´
(n− k + 1)

sin2
p
(4n− 4k + 2)τ
2n− 2k + 1 , (4.85)

ρΦ222 (τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

F nn
kl (s, θ)

³
cos2

p
(n− l)τ

´
cos2

p
(4n− 4k + 2)τ , (4.86)

ρΦ233 (τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn
kl (s, θ)

³
cos2

p
(n− l)τ

´
(n− k)

sin2
p
(4n− 4k + 2)τ
2n− 2k + 1 , (4.87)

ρΦ244 (τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn
kl (s, θ)

³
sin2

p
(n− l)τ

´
(n− k + 1)

sin2
p
(4n− 4k + 2)τ
2n− 2k + 1 , (4.88)

ρΦ255 (τ) =
∞X
n=0

X
k,l=0

F nn
kl (θ)

³
sin2

p
(n− l)τ

´
cos2

p
(4n− 4k + 2)τ , (4.89)

ρΦ266 (τ) =
∞X
n=0

nX
k,l=0

F nn
kl (θ)

³
sin2

p
(n− l)τ

´
(n− k)

sin2
p
(4n− 4k + 2)τ
2n− 2k + 1 , (4.90)

78



ρΦ215 =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn+1
kl (θ)

(p
(n− k + 1)

sin
p
(4n− 4k + 2)τp
(2n− 2k + 1)

(4.91)

cos
p
(n− l)τ cos

p
(4n− 4k + 6)τ sin

p
(n+ 1− l)τ

o
,

ρΦ226 =
∞X
n=0

nX
k,l=0

Fnn+1
kl (θ)

(
−
p
(n− k + 1)

sin
p
(4n− 4k + 6)τp
(2n− 2k + 3)

(4.92)³
cos
p
(n− l)τ cos

p
(4n− 4k + 2)τ sin

p
(n+ 1− l)τ

´o
,

onde

Fnn
kl (s, θ) =

(tanh s)2n

(cosh s)2
Gnn
kl (θ), (4.93)

F nn+1
kl (s, θ) =

(tanh s)2n+1

(cosh s)2
Gnn+1
kl (θ).

As funções Gnn
kl (θ) e G

nn+1
kl (θ) estão demonstradas na equação (4.7).

Operador de estado para o campo

Quando consideramos os átomos na cavidade preparados no estado |Φ2(0)i Eq. (4.81),

operador de estado para o campo nas cavidades tem a seguinte forma,

ρΦ2C1C2(τ) = |α|
( ∞X

n.m=0

maxn,mX
k.l=0

£¡
Dn,m
1 (τ) +Dn+1,m+1

5 (τ)
¢
|n+ 1i |ni hm+ 1| hm|

¤
(4.94)

∞

+
X
n.m=0

maxn,mX
k.l=0

£¡
Dn,m
2 (τ) +Dn+1,m+1

6 (τ)
¢
|ni |ni hm| hm|

+Dn+1,m+1
4 (τ) |n+ 2i |ni hm+ 2| hm|

¤
∞

+
X
n.m=1

maxn,mX
k.l=1

[Dn,m
3 (τ) |n− 1i |ni hm− 1| hm|] ,

)

79



onde os coeficientes são:

Dn,m
1 (τ) = Fnm

kl (s, θ)
³
cos
p
(n− l)τ

´p
(n− k + 1)

sin
p
(4n− 4k + 2)τ√
2n− 2k + 1

×(4.95)³
cos
p
(m− l)τ

´p
(m− k + 1)

sin
p
(4m− 4k + 2)τ√
2m− 2k + 1

Dn,m
2 (τ) = Fn+1,m+1

kl (s, θ) cos
³p

(n− l)τ
´
cos
³p

(4n− 4k + 2)τ
´

(4.96)

cos
³p

(m− l)τ
´
cos
³p

(4m− 4k + 2)τ
´

Dn,m
3 (τ) = Fnm

kl (s, θ)
³
cos
p
(n− l)τ

´p
(n− k)

sin
p
(4n− 4k + 2)τ√
2n− 2k + 1

(4.97)

cos
³p

(m− l)τ
´p

(m− k)
sin
p
(4m− 4k + 2)τ√
2m− 2k + 1

Dn+1,m+1
4 (τ) = Fn+1m+1

kl (s, θ) sin
³p

(n− l)τ
´p

(n− k + 1) (4.98)

sin
³p

(4n− 4k + 2)τ
´

√
2n− 2k + 1

sin
³p

(m− l)τ
´p

(m− k + 1)

sin
³p

(4n− 4k + 2)τ
´

√
2m− 2k + 1

Dn+1,m+1
5 (τ) = Fn+1,m+1

kl (θ) sin
³p

(n− l)τ
´
cos
³p

(4n− 4k + 2)τ
´

(4.99)

sin
³p

(m− l)τ
´
cos
³p

(4m− 4k + 2)τ
´

Dn+1,m+1
6 (τ) = F n+1,m+1

kl (θ) sin
³p

(n− l)τ
´p

(n− k) (4.100)

sin
³p

(4n− 4k + 2)τ
´

√
2n− 2k + 1

sin
³p

(m− l)τ
´p

(m− k)

sin
³p

(4m− 4k + 2)τ
´

√
2m− 2k + 1
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Os operadores de estado para os átomos e campo como função de tempo, considerando

diferentes estados iniciais para o campo e paras os átomos, serão utilizados no estudo da

dinâmica de emaranhamento do sistema composto que será apresentado no capítulo (5).
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Capítulo 5

Dinâmica de emaranhamento do

sistema composto-cálculos numéricos

5.1 Introdução

Qubits estacionários espacialmente separados podem ser emaranhados através de um

elemento propagante. Os qubits estacionários podem ser átomos localizados em cavidades

e os qubtis propagantes podem ser fótons. Estados quânticos do campo eletromagnético

com variáveis contínuas podem ser utilizados para emaranhar átomos em cavidades dis-

tantes através da transferência de emaranhamento das variáveis contínuas do campo para

os átomos nas cavidades espacialmente separadas. Em 2002 W. Son [97], apresentou uma

proposta de geração de emaranhamento bipartido através da transferência de emaran-

hamento das variáveis contínuas do campo para os átomos localizados em cavidades es-

pacialmente separadas, onde a dinâmica de emaranhamento atômico foi estudada através

da negatividade global. Em 2004 Mauro Paternostro e W. Son [98], estenderam esta pro-

posta de geração de emaranhamento, realizando um estudo do emaranhamento do campo

nas cavidade através da matriz de covariância. Em 2009 propusemos um esquema de

geração de emaranhamento atômico tripartido entre dois laboratórios remotos, através

da interação de três átomos com um estado comprimido de dois modos, onde cada modo
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do campo é enviado para um laboratório [28]. Em nossa proposta verificamos a transfer-

ência de emaranhamento do campo para os átomos, porém não foi feito nenhum estudo

do emaranhamento entre os modos do campo nas cavidades. Nesse artigo os três átomos

localizados nas duas cavidades espacialmente separadas eram preparados em um estado

separável com os três qubits no estado fundamental |000iA1A2B essa condição inicial recai

sobre um caso particular apresentado no capítulo anterior que é o estado inicial atômico

|Φα
1 (0)i com α = 1. Foi verificado que a dinâmica do sistema reduzido atômico, gerava

emaranhamento tipo W [76].

Neste capítulo temos como objetivo verificar a transferência de emaranhamento das

variáveis contínuas do estado comprimido de dois modos para os átomos localizados em

cavidades espacialmente separadas. No estudo da dinâmica de emaranhamento, utilizare-

mos diferentes estados iniciais do campo e diferentes estados inicias dos átomos (A1 e A2)

localizados na cavidade do laboratório de Alice. Pretendemos observar como o emaran-

hamento inicial entre os qubits (A1 e A2) modifica a transferência de emaranhamento do

campo para os átomos. No capítulo anterior obtivemos expressões analíticas para o es-

tado do sistema composto, estado do campo e estado dos átomos como função do tempo,

parâmetro de compressão e refletividade do divisor de feixe. Essas expressões analíticas

serão utilizadas para quantificar o emaranhamento entre os átomos através da negativi-

dade global e uma análise qualitativa do emaranhamento do campo será feita utilizando

a função Q e o número médio de fótons nas cavidades. Para estudarmos a dinâmica de

emaranhamento do sistema composto desconsideramos o efeito do divisor de feixe sobre o

campo nas cavidades. O que nos motivou a adotar essa refletividade do divisor, é o fato

de que qualquer refletividade r > 0, tem efeito de diminuição no grau de emaranhamento

transferido para os átomos nas cavidades [97].

O capítulo será dividido em duas seções onde apresentaremos o estudo da dinâmica de

emaranhamento dos átomos nas cavidades distintas e o estudo do emaranhamento entre

os modos do campo nas cavidades.
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5.2 Emaranhamento dos átomos nas cavidades dis-

tintas

Nesta seção calcularemos a negatividade global da transposta parcial do operador de

estado atômico, com relação ao qubit B, para verificar o emaranhamento entre os átomos

nas cavidades espacialmente separadas (qubit B e par A1, A2). Como foi apresentado no

capítulo (2) a negatividade global para um estado misto não possibilita a detecção do

emaranhamento ligado, porém é uma medida suficiente para verificar o emaranhamento

livre. Dividimos esta seção no estudo do emaranhamento para os estados iniciais atômicos

|Φα
1 (0)i e |Φ2(0)i .

5.2.1 Estados iniciais |Φα
1 (0)i

Utilizando-se do operador de estado atômico ραA1A2B(τ) Eq. (4.51), calculamos a neg-

atividade global [52] como foi definida no capítulo (2), para verificar o emaranhamento

do qubit B com o par A1, A2. Como estamos analisando a transferência de emaran-

hamento das variáveis contínuas do campo comprimido de dois modos para os átomos nas

cavidades distintas, devemos calcular o emaranhamento entre os átomos nas cavidades

espacialmente separadas. Neste caso a negatividade global [52] da transposta parcial do

estado ραA1A2B com relação ao qubit B é definida como

NB
G (ρ

α
A1A2B

) =
¯̄¯̄
ρ̂TBA1A2B

¯̄¯̄
− 1 = 2

X
i

¯̄
λ−i
¯̄
, (5.1)

portanto nosso interesse é verificar correlações entre o qubit B e o par A1, A2, ou seja

correlações entre átomos em cavidades distintas. Devido a simetria do operador de estado

atômico a negatividade global detecta tanto o emaranhamento dos qubits B e A1, como

B e A2. Resultados numéricos foram obtidos a partir da equação (5.1), utilizando-se o

programa FORTRAN. Os cálculos numéricos foram feitos para θ = 3, 14, ou seja refle-

tividade do divisor de feixe (r = 0) pois (r = cos(θ/2)). Os resultados numéricos para a
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Figura 5.1: Negatividade global NB
G (ρ

Φ1
A1A2B

) em função do parâmetro de compressão s e
parâmetro de interação τ = gt, para o estado inicial |Φα=1

1 i.

negatividade NB
G (ρ

Φ1
A1A2B

) estão representados em três figuras. O estado inicial atômico

utilizado no estudo da dinâmica de emaranhamento do sistema atômico em nossa proposta

em 2009, está apresentado na figura (5.1). Na figura (5.2), utilizamos uma combinação

linear do estado inicial da figura (5.1) com o estado |2, 2iA1A2 |1− 1iB, configurando um

estado maximamente emaranhado dos dois qubits na cavidade C1 no instante t = 0.

Na figura (5.1), plotamos a negatividade NB
G (ρ

α
A1A2B

) considerando estado inicial

atômico |Φα
1 (0)i com α = 1 em função do parâmetro de compressão s e parâmetro de

interação τ . Verificamos que com s tendendo a zero, o emaranhamento livre entre os

átomos diminui, e é nulo com s = 0. Para s = 1 temos maior quantidade de regiões

com emaranhamento nulo, estas regiões diminuem com s tendendo a zero. O primeiro

pico na negatividade global é NB
G (ρ

α
A1A2B

) = 0, 68, e ocorre para s = 0, 64 e τ = 1, 25.

Para s = 0, 64, o emaranhamento decai para a zero no tempo de interação τ = 2, 05,
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Figura 5.2: Negatividade global NB
G (ρ

Φ1
A1A2B

) em função do parâmetro de compressão s e
parâmetro de interação τ = gt, para o estado inicial

¯̄
Φα=0,5
1

®
.

ocorrendo o renascimento do emaranhamento em τ = 2, 45. Entre os tempos de interação

τ = 2, 45 e τ = 7, 00, observamos que a negatividade global decai a zero e renasce por

duas vezes e atinge seu valor máximo NB
G (ρ

α
A1A2B

) = 0, 68 em τ = 7, 78. Para os tempos

de interação τ = 1, 25 e τ = 7, 78 temos o pico da negatividade global em s = 0, 64, para

valores de s > 0, 64 observamos diminuição na negatividade global, isso também ocorre

para s < 0, 64. Para o tempo de interação τ = 2.05 temos negatividade global nula para

s = 0, 64 e para valores de s > 0, 64 a negatividade global permanece nula, deixando de

ser nula para s < 0, 25. A negatividade global é uma função continua nos tempos de

interação 0 < τ < 10, porém o grau de emaranhamento atômico é muito pequeno quando

comparamos com o obtido com s = 0, 64.

Na figura (5.2), temos negatividade NB
G (ρ

α
A1A2B

) em função do parâmetro de com-

pressão e parâmetro de interação, considerando estado inicial atômico |Φα
1 (0)i com α =

86



0, 5. Este valor de α corresponde a um estado inicial maximamente emaranhado dos

átomos A1 e A2 localizados na cavidade de Alice. Este estado inicial, diminui o grau de

emaranhamento entre os qubits nas cavidades espacialmente separadas. Essa verificação é

feita quando comparamos essa dinâmica de emaranhamento com o caso em que consider-

amos estado inicial com α = 1, figura (5.1). O valor máximo da negatividade para α = 0, 5

é NB
G (ρ

α
A1A2B

) = 0, 5, com parâmetro de compressão s = 0, 64. Comparando esse estado

inicial atômico com estado inicial apresentado na figura (5.1), verificamos uma diminuição

no valor do pico de emaranhamento. Porém o valor máximo de emaranhamento e também

obtido para s = 0, 64. O estado inicial maximamente emaranhando, não produz nenhum

atraso no desaparecimento do emaranhamento. Além disso, esse estado inicial atômico

aumenta as regiões com emaranhamento nulo.

Comparando as características das figuras (5.1) e (5.2), verificamos que o valor de

parâmetro de compressão que nos fornece o maior pico de emaranhamento atômico é

s = 0, 64. Com essa informação, na figura (5.3) fixamos s = 0, 64 e variamos o parâmetro

α obtendo a dinâmica de emaranhamento para varios estados iniciais atômicos da cavidade

C1.

A figura (5.3), é um gráfico em curva de nível da NB
G (ρ

α
A1A2B

) em função do parâmetro

de interação τ e α. Para α = 1 (α = 0), temos os qubits A1 e A2 que estão localiza-

dos na cavidade de Alice em um estado inicial separável |00iA1A2 (|11iA1A2), com qubit

localizado na cavidade de Bob no estado |0iB. Observamos que para 0 < α < 1, que

corresponde a estados emaranhados na cavidade C1, uma maior quantidade de regiões

com emaranhamento zero comparadas com o caso em que o estado inicial atômico é sep-

arável com α = 1. Também percebemos que o maior pico de NB
G (ρ

α
A1A2B

) ocorre para o

estado inicial com (α = 1). O uso do estado inicial separável |11iA1A2 que corresponde a

α = 0, nos fornece o menor grau de emaranhamento, além de possuir maior quantidade

de regiões com emaranhamento zero comparado com os outros estados iniciais atômicos

apresentados. Para α = 0, 8 verificamos um prolongamento no tempo de interação para
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Figura 5.3: Negatividade global NB
G (ρ

Φ1
A1A2B

), com s = 0, 64, em função de α e parâmetro
de interação τ = gt, para o estado inicial |Φα

1 i.
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a ocorrência do primeiro desaparecimento do emaranhamento. Lembramos que α = 0

corresponde ao estado inicial com os dois átomos da cavidade C1 no estado excitado em

t = 0. Este estado inicial atômico pode acrescentar até dois fótons adicionais ao campo

da cavidade, assim aumentando o número médio de fótons na cavidade.

Para analisarmos de forma mais detalhada o efeito do estado inicial dos átomos

emaranhados da cavidade C1 sobre a transferência de emaranhamento para os átomos

nas cavidades distintas plotamos a figura (5.4).

Figura 5.4: Negatividade global NB
G (ρ

Φ1
A1A2B

) com α = 0, 8 (linha verde) e α = 1 (linha
azul), para s = 0, 64, versus o parâmetro de interação τ = gt, para o estado inicial |Φα

1 i.

Na figura (5.4), temos a negatividade global NB
G (ρ

α
A1A2B

) em função do parâmetro

de interação τ , considerando s = 0, 64. Quando os qubits A1 e A2 localizados na cavi-

dade C1, estão em um estado inicial emaranhado com α = 0, 8 linha verde, obtemos um

prolongamento no tempo de interação para ocorrência do desaparecimento do emaran-

hamento τ = 2, 95, comparado com o estado inicial com α = 1 linha azul onde temos
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o desaparecimento do emaranhamento com τ = 2, 05. Pode-se também observar que

para o tempo de interação τ = 1, 25, o estado inicial com α = 0, 8, tem como valor de

negatividade NB
G (ρ

α
A1A2B

) = 0, 60, o uso deste estado inicial provoca um diminuição do

grau de emaranhamento comparada com o estado inicial com α = 1 que tem como valor

NB
G (ρ

α
A1A2B

) = 0, 67. Também verificamos uma redução no grau de emaranhamento para o

tempo de interação τ = 7, 75 quando iniciamos o sistema com estado inicial com α = 0, 8,

temos como valor da negatividade global NB
G (ρ

α
A1A2B

) = 0, 60, enquanto que para estado

inicial separável com α = 1 temos como valor da negatividade global NB
G (ρ

α
A1A2B

) = 0, 69.

Através da análise da figura (5.4), concluímos que o uso do estado inicial
¯̄
Φα=0,8
1

®
não

configura em uma boa para a dinâmica de emaranhamento do sistema atômico. Apesar de

obtemos um pequeno prolongamento do tempo em que o emaranhamento livre desaparece,

este estado gera uma diminuição nos picos da negatividade global.

5.2.2 Estado inicial |Φ2(0)i

Nesta seção utilizaremos o estado inicial atômico |Φ2(0)i Eq. (4.81) no estudo da

dinâmica de emaranhamento do sistema composto. Os estados iniciais |Φ2(0)i e
¯̄
Φα=0,5
1 (0)

®
,

possuem os qubits A1 e A2 em um estado maximamente emaranhado, porém eles diferem

pelo fato do estado de |Φ2(0)i permitir apenas uma única excitação na cavidade C1,

enquanto que para o estado
¯̄
Φα=0,5
1

®
podemos ter até duas excitações na cavidade C1.

O cálculo do emaranhamento entre o qubit B com o par A1A2, considerando o estado

inicial |Φ2(0)i , Eq. (4.81), é feito a partir do operador de estado atômico ρΦ2A1A2B(τ)

Eq. (4.84), da mesma forma que a seção anterior, utilizando a negatividade global da

transposta parcial do operador de estado do sistema atômico ρΦ2A1A2B(τ), Eq. (4.84), com

relação ao qubit B, que tem como expressão analítica,

NB
G (s, θ, τ) = −2

¡
λ−1 + λ−2

¢
(5.2)
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onde

λ−1 =
¡
ρΦ233 + ρΦ255

¢
−
q
(ρΦ233 − ρΦ255 )

2 + 4ρΦ2226 (5.3)

se ¡
ρΦ233 + ρΦ255

¢
<

q
(ρΦ233 − ρΦ255 )

2 + 4ρΦ2226 , (5.4)

similarmente

λ−2 =
¡
ρΦ222 + ρΦ244

¢
−
q¡

ρΦ222 − ρΦ244
¢2
+ 4ρΦ2215 (5.5)

se ¡
ρΦ222 + ρΦ244

¢
<

q¡
ρΦ222 − ρΦ244

¢2
+ 4ρΦ2215 (5.6)

e λ−2 = 0, se ¡
ρΦ222 + ρΦ244

¢
≥
q¡

ρΦ222 − ρΦ244
¢2
+ 4ρΦ2215 . (5.7)

Na figura (5.5) plotamos a negatividade NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) em função do parâmetro de com-

pressão s e parâmetro de interação τ , considerando estado inicial atômico |Φ2(0)i, que

representa os qubits A1 e A2 localizados na cavidade de Alice no estado inicial maxima-

mente emaranhado 1/
√
2 (|01i+ |10i)A1A2, e qubit de Bob no estado |0iB. Nesse caso

valor máximo da negatividade global é (NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) = 0, 73), este valor ocorre para o

parâmetro de compressão (s = 0, 64) e parâmetro de interação (τ = 7, 75). Para o valor

de parâmetro de compressão (s = 0, 64), o tempo de interação para ocorrência do de-

saparecimento do emaranhamento é (τ = 5, 65). Quando comparando NB
G (ρ

Φ1
A1A2B

) com

(α = 1.0) figura (5.1), com NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) figura 5.5, verificamos que existem menos regiões

com emaranhamento zero para o estado inicial atômico |Φ2(0)i, Eq. (4.81).

Para verificarmos de forma mais detalhada a dinâmica de emaranhamento para os

estados iniciais |Φα=1
1 (0)i e |Φ2(0)i, construímos um gráfico considerando a negatividade

global (NB
G ) em função do parâmetro de interação e fixando o parâmetro de compressão

em s = 0.64.
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Figura 5.5: Negatividade global NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) em função do parâmetro de compressão s e
parâmetro de interação τ = gt, para o estado inicial |Φ2i.
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Figura 5.6: Negatividade global NB
G (ρ

Φ1
A1A2B

) (linha vermelha) eNB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) (linha preta),
para parâmetro de compressão s = 0, 64, em função do parâmetro de interação τ = gt.
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Na figura 5.6 temos a negatividade NB
G (ρ

α
A1A2B

) e NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) versus tempo de in-

teração τ , utilizando parâmetro de compressão (s = 0, 64). Observamos que o tempo de

interação para ocorrência do primeiro desaparecimento de emaranhamento para o estado

inicial atômico Φ2 é (τ = 5, 65), esse tempo de interação corresponde, a mais que duas

vezes o tempo de interação para ocorrência do desaparecimento do emaranhamento para

o estado inicial Φ1 (α = 1) , que é (τ = 2, 05). Quando analisamos o tempo de interação

em que acontece o primeiro renascimento de emaranhamento, verificamos que o estado

Φ2 tem um tempo de interação τ = 0.15, enquanto o estado inicial Φ1 possui um tempo

de interação mais longo τ = 0.40. Apesar do estado inicial Φ2 possuir seis ESD, enquanto

Φ1 possui apenas cinco, o tempo de interação com emaranhamento zero é τ = 1, 15 para

os dois estados iniciais. Esses resultados foram obtidos para os tempos de interação 0 <

τ < 10.0. O valor máximo da negatividade para o estado inicial Φ1 é (NB
G (ρ

Φ1
A1A2B

) = 0, 69)

para o tempo de interação (τ = 7, 78), para o mesmo tempo de interação possuímos um

maior valor para a negatividade do estado inicial Φ2, que é (NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) = 0, 73) . Para

o tempo de interação (τ = 4, 55), onde o resultado da negatividade do estado inicial

Φ2 (NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) = 0, 41), para esse mesmo tempo de interação o estado inicial Φ1 tem

emaranhamento nulo. Também foi observado que para os tempos de interação (τ = 2, 05)

e (τ = 4, 25) temosNB
G (ρ

Φ1
A1A2B

) = 0, enquanto que para esses mesmos tempos de interação

(NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) = 0, 33) e (NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) = 0, 21).

Quando comparamos NB
G (ρ

α
A1A2B

) e NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) considerando parâmetro de com-

pressão (s = 0, 64) verificamos que o estado inicial Φ2 nos fornece maior grau de emaran-

hamento em comparação com estado inicial Φ1(α = 1). Observa-se desaparecimento do

emaranhamento e renascimento no intervalo de tempo de interação (0 < τ < 5, 65) para o

estado inicial Φ1, enquanto que para o estado inicial Φ2, a negatividade globalNB
G (ρ

Φ2
A1A2B

)

é função continua no mesmo intervalo de tempo de interação.
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5.3 Morte súbita de emaranhamento, NB
G = 0 para os

estados iniciais atômicos |Φα
1 (0)i e |Φ2(0)i.

Uma nova linha de estudos relacionados com o comportamento da dinâmica de sistemas

quânticos elementares está ligada com a descoberta que correlações entre duas unidades

quânticas de informação chamadas de qubits, podem ser desagregadas devido a interações

com o ambiente de uma forma nunca vista anteriormente no estudo da dissipação. Esse

novo tipo de dissipação do emaranhamento quântico foi observado por T. Yu and J. H.

Eberly, [41], [42], e é denominado morte de súbita de emaranhamento (ESD)

Tanto as correlações quânticas como as clássicas sempre decaem como um resultado de

ruídos devido a interações com o ambiente [43]. Porém a degradação do emaranhamento

compartilhado por duas ou mais partes é inevitável [44]. T. Yu and J. H. Eberly [41],

observaram que no tratamento teórico da emissão espontânea de dois átomos, o emaran-

hamento não se comporta de acordo com a lei da meia-vida. Esse fenômeno é denominado,

morte súbita de emaranhamento (ESD) e refere-se ao fato que o emaranhamento cai a

zero em um tempo finito diferente de um decaimento assintótico.

A ESD já foi detectada em experimentos em laboratório em dois contextos diferentes,

M. P. Almeida et. al. [45], verificaram a ESD em um experimento utilizando pares de

fótons e J. Laurat et. al. [47], observaram experimentalmente a ESD para ensambles

atômicos.

Já foram feitas uma série de verificações teóricas para este fenômeno, para o caso de

átomos aprisionados em cavidades ópticas, C. Li et all [49], demonstraram a dinâmica

de emaranhamento de dois átomos aprisionados em uma cavidade de modo único onde

os átomos interagem com o campo da cavidade através do processo de dois fótons e um

campo clássico externo é adicionado. Nesse artigo foi verificado que a ESD ocorre para

diferentes estados iniciais atômicos, e a evolução do emaranhamento pode ser controlada

pelo o ajuste da dissonância entre as frequências do átomo e campo externo. Outro artigo

onde é verificada a ESD para átomos aprisionados e cavidades espacialmente separadas
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foi proposto por J. S. Zhang e J. B. Xu [50]. Neste artigo pode-se controlar a morte

súbita de emaranhamento e o renascimento do emaranhamento em um sistema de duas

cavidades, onde cada uma possui um átomo de dois níveis aprisionado. Os dois átomos

são inicialmente preparados em um estado emaranhado e enviados para as cavidades nos

estados do vácuo. Dois campos clássicos são enviados adicionalmente, sendo que cada

um para uma cavidade. O fenômeno de ESD e ESB pode ser controlado pelo campo

clássico enviado para as cavidades. A quantidade de emaranhamento dos dois átomos

ou das cavidades pode ser significativamente aumentada devido a aplicação dos campos

clássicos.

Em nosso trabalho [28], para a geração de emaranhamento entre três átomos localiza-

dos em duas cavidade espacialmente separadas, o emaranhamento é transferido para os

átomos através das variáveis contínuas do campo eletromagnético. Observa-se o fenômeno

de morte súbita de emaranhamento. Nesse artigo não foi estudado nenhum mecânismo

para prolongamento do tempo de interação para ocorrência de morte súbita de emaran-

hamento.

Como estamos interessados na possível aplicação do emaranhamento atômico em pro-

tocolos de comunicação quântica, devemos evitar dentro da dinâmica de emaranhamento,

os tempos de interação onde ocorremmorte súbita de emaranhamento (ESD). Deste modo,

podemos determinar quais são as condições que o emaranhamento livre entre o qubit B

e o par A1 e A2 é nulo. Para o caso em que os átomos do sistema são preparados no

estado |Φα=1
1 (0)i Eq. (4.45), temos o operador densidade reduzido ραA1A2B, Eq. (4.51),

com mesma forma que o operador densidade reduzido ρΦ2A1A2B, Eq. (4.84), pois os elemen-

tos ρΦ113 , ρ
Φ1
42 , ρ

Φ1
46 e ρ

Φ1
53 , Eqs. (4.62), (4.63), (4.64), e (4.65), assumem valor zero quando

temos α = 1. Neste caso conseguimos obter uma expressão analítica para a negatividade

global NB
G (ρ

α
A1A2B

), que é similar a expressão para negatividade NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

), Eq. (5.2).

Utilizando-se da Eq. (5.2), podemos determinar que as condições para o desaparecimento
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do emaranhamento livre que é dada por,

ρ33ρ55 ≥ (ρ26)2 e ρ22ρ44 ≥
¡
ρ
15

¢2
. (5.8)

Na Eq. (5.8), omitimos o sobrescrito α e Φ2, por ela ser similar para ambos estados

iniciais.

Quando as duas condições da Eq. (5.8) são satisfeitas, ocorre o desaparecimento do

emaranhamento livre atômico. Analisando a Eq. (5.8), verificamos que um dos causadores

do desaparecimento do emaranhamento é o aumento simultâneo dentro da dinâmica do

sistema dos elementos ρ33 e ρ44, que correspondem às probabilidades de ocupação dos es-

tados de base |2, 2iA1A2 |1,−1iB e |2,−2iA1A2 |1, 1iB. Estes estados não possuem conexão

com nenhum outro estado dentro do operador de estado atômico, Eqs. (4.51), com α = 1

e Eq. (4.84). Isso demonstra que esses estado não possuem emaranhamento. O au-

mento nessas probabilidades de ocupação contribui para o aumento do ruído quântico,

consequentemente a diminuição do grau emaranhamento, o que pode acarretar no desa-

parecimento do emaranhamento livre.

5.4 Emaranhamento do campo nas cavidades distin-

tas

Como possuímos nas cavidades um estado do campo com variáveis contínuas não

podemos utilizar a negatividade global para quantificar o seu emaranhamento, pois estes

estados possuem infinitos graus de liberdade. Por este motivo devemos utilizar outro

tipo de quantificador para o emaranhamento do campo que foi apresentado no capítulo

(3). Nesta seção utilizaremos a função Q para uma análise qualitativa do emaranhamento

entre os modos do campo nas cavidades. A seção está dividida no estudo da dinâmica de

emaranhamento para os estados inicias atômicos |Φα
1 (0)i Eq. (4.45) e |Φ2(0)i Eq. (4.81).
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5.4.1 Estado inicial |Φα
1 (0)i

No estudo da dinâmica de emaranhamento deste capítulo, verificamos que o estado

inicial atômico |Φα
1 (0)i tem maior grau de emaranhamento atômico com α = 1. Por este

motivo calcularemos a função Q somente para o caso α = 1. A função Q para o estado

reduzido do campo Eq. (4.67), apresentada no capítulo (3), é dada por,

Q(η, γ) =
1

π2
hη, γ| ραC1C2(τ) |η, γi , (5.9)

onde η = x1+ ip1 e γ = x2+ i p2, são parâmetros que caracterizam estados coerentes que

foram apresentados no capítulo (3). Deste modo a função Q para o operador de estado

do campo nas cavidades ραC1C2(τ) Eq. (4.67), tem a seguinte forma,

Q(η, γ) =
exp

£
−
¡
|η|2 + |γ|2

¢¤
π2 cosh2 (s)

× (5.10)(
+exp [(ηγ + η∗γ∗) tanh (s)]

∞X
n.m=0

¡
An,m
1 (τ) +An+1,m+1

5 (τ)
¢

∞

+
X

n.m=1

"
ηn−1γnp
n!(n− 1)!

(η∗)m−1 (γ∗)mp
m!(m− 1)!

tanhn+m(s)
¡
An,m
2 (τ) +An+1,m+1

6 (τ)
¢

+
ηnγn−1p
n!(n− 1)!

(η∗)m (γ∗)m−1p
m!(m− 1)!

tanhn+m(s)An,m
2 (τ)

#
∞

+
X

n.m=2

ηn−2γn−1p
(n− 2)!(n− 1)!

(η∗)m−2 (γ∗)m−1p
(m− 2)!(m− 1)!

tanhn+m(s)An,m
3 (τ)

)
.

Com o objetivo de verificar a variância nas quadraturas de posição do primeiro e

segundo modo, construímos um gráfico da função Q(η, γ) em função das posições do

primeiro e segundo modos (x1 e x2), fixando os valores de momentos (p1 = 0, 1 e p2 = 0, 1),

como mostra a figura (5.7).

Nesta figura escolhemos os tempos de interação onde o emaranhamento atômico é nulo

(τ = 0.0 e τ = 2.45), e os tempos de interação (τ = 1, 1 e τ = 7, 75) que correspondem a

picos no emaranhamento atômico. Para o tempo de interação τ = 0.0 temos o maior grau

de correlação entre as quadraturas de posição do primeiro e segundo modos, observamos
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Figura 5.7: Função Q versus posição do primeiro modo do campo e posição do segundo
modo do campo, considerando estado inicial atômico |Φα=1

1 i e parâmetros de compressão
s = 0, 64.
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Figura 5.8: Número médio de fótons para primeira cavidade hn1i, segunda cavidade hn2i e
cavidades conjuntas hn1n2i em função do parâmetro de interação considerando parâmetro
de compressão s = 0, 64, para o estado inicial |Φα=1

1 i.

que uma quadratura é comprimida enquanto a outra é alargada. Essa maior correlação

ocorre porque ainda não aconteceu a interação entre átomos e campo comprimido. Para

o tempo de interação τ = 2.45 existe certo grau de correlação entres os modos do campo

porém ele é menor que para τ = 0. Para os tempo de interação (τ = 1, 1 e τ = 7, 75)

existe o menor grau de correlação entre os modos do campo, para estes tempos de in-

teração o sistema tem máximo emaranhamento atômico e isto indica transferência de

emaranhamento do campo para os átomos nas cavidades.

Uma melhor análise do campo nas cavidades pode ser feita através do número médio

de fótons na primeira e segunda cavidade.

Na figura (5.8) plotamos o número médio de fótons na primeira cavidade hn1i, número

médio de fóton na segunda cavidade hn2i e hn1n2i− hn1i hn2i que mede a correlação entre

as intensidades do campo nas duas cavidades, para o estado inical atômico |Φα=1
1 (0)i e

parâmetro de compressão s = 0, 64. Percebemos que para os tempos (τ = 0.0 e τ = 2.45)

temos picos nos números médio de fótons hn1i e hn2i, também verificamos maior grau de

correlação entre a intensidade do campo nas duas cavidades. Para os tempos de interação
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(τ = 1.1 e τ = 7.75), observamos vales nos números médios de fótons (hn1i e hn2i), também

se verifica diminuição na correlação entre as intensidades do campo nas cavidades. Isso

demonstra que a correlação dos modos do campo nas cavidades são transferidas para os

átomos.

5.4.2 Estado inicial |Φ2(0)i

Considerando o operador de estado do campo nas cavidades ρΦ2C1C2(τ) Eq. (4.94), a

função Q para este estado é dada por,

Q(η, γ) =
exp

£
−
¡
|η|2 + |γ|2

¢¤
π2 cosh2 (s)

× (5.11)(
+exp [(ηγ + η∗γ∗) tanh (s)]

∞X
n.m=0

¡
Dn,m
2 (τ) +Dn+1,m+1

6 (τ)
¢

∞

+
X

n.m=0

"
ηn+1γnp
n!(n+ 1)!

(η∗)m+1 (γ∗)mp
m!(m+ 1)!

tanhn+m(s)
¡
Dn,m
1 (τ) +Dn+1,m+1

5 (τ)
¢

+
ηnγn+2p
n!(n+ 2)!

(η∗)m (γ∗)m+2p
m!(m+ 2)!

tanhn+m(s)Dn+1,m+1
4 (τ)

#
∞

+
X

n.m=1

ηn−1γmp
(n− 1)!n!

(η∗)m−1 (γ∗)mp
(m− 1)!m!

tanhn+m(s)Dn,m
3 (τ)

)
.

Com o objetivo de verificar a variância nas quadraturas de posição do primeiro e segundo

modo, plotamos um gráfico da função Q(η, γ) em função da posição do primeiro e segundo

modo das quadraturas do campo (x1 e x2) fixando os momentos (p1 = 0.1 e p2 = 0.1),

que está demonstrado na figura (5.9).

Nesta figura escolhemos os tempos de interação (τ = 0, 0 e τ = 9, 05), onde o emaran-

hamento entre os átomos é nulo e os tempos de interação (τ = 1, 3 e τ = 7, 75) onde

o emaranhamento entre os átomos é máximo. Para o tempo de interação τ = 0, 0 ob-

servamos o mesmo grau de correlação entre o primeiro e segundo modo do campo nas

cavidades que o caso apresentado na figura (5.7), pois consideramos o mesmo estado in-

cial do campo em ambos os casos. Para os tempos de interação (τ = 0, 0 e τ = 9, 05)
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Figura 5.9: Função Q verus posição do primeiro modo do campo e posição do segundo
modo do campo, considerando estado inicial atômico |Φ2i e parâmetros de compressão
s = 0, 64.
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Figura 5.10: Número médio de fótons para primeira cavidade hn1i, segunda cavidade
hn2i e cavidades conjuntas hn1n2i em função do parâmetro de interação considerando
parâmetro de compressão s = 0, 64, para o estado inicial |Φ2i.

onde o emaranhamento atômico é nulo observamos maior correlação entre os modos do

campo indicados pela variância nas quadraturas. Para os tempos de interação (τ = 1, 3 e

τ = 7, 75) onde o emaranhamento atômico é máximo observamos menor correlação entre

os modos do campo nas cavidades.

Uma melhor análise do campo nas cavidades pode ser feita através do número médio

de fótons na primeira e segunda cavidade.

Na figura (5.10) plotamos o número médio de fótons na primeira cavidade hn1i, número

médio de fóton na segunda cavidade hn2i e hn1n2i − hn1i hn2i que mede a correlação

entre a intensidade do campo nas duas cavidades, para o estado inicial atômico |Φ2(0)i

considerando parâmetro de compressão s = 0, 64. Verificamos que para o tempo de

interação τ = 0, 0, existe o maior grau de correlação entre a intensidade do campo nas

cavidades. Para o tempo de interação τ = 9, 05 notamos que o sistema possui certo grau

de correlação porém essa é menor que a observada em t = 0, isso acontece porque parte

da correlação esta no sistema de átomos e não é observada pela negatividade global pois

se trata de emaranhamento ligado. Para os tempos de interação (τ = 1, 3 e τ = 7, 75)
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verificamos menor grau de correlação entre a intensidade do campo, também observamos

que o hn1i > 1, devido ao estado inicial atômico permitir uma excitação no campo da

cavidade, isso pode ser observado na figura (5.9) onde o estado do campo se divide em

dois pacotes.
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Capítulo 6

Dinâmica de emaranhamento do

sistema composto-campo na

cavidade em um estado aproximado

6.1 Introdução

No capítulo (5), realizamos um estudo da dinâmica de emaranhamento atômico para

um sistema composto por cavidades espacialmente separadas que interagem com um es-

tado comprimido de dois modos. O campo é enviado para as cavidades através de um

divisor de feixe. O emaranhamento entre átomos foi calculado utilizando como medida

a negatividade global [52], através do estado reduzido atômico. Não foi possível utilizar

a negatividade global para quantificar o emaranhamento entre os modos do campo nas

cavidades, pois estes possuem infinitos graus de liberdade. Existem algumas medidas

para quantificação do emaranhamento para esse tipo de estado, que foram apresentadas

no capítulo (3).

Nesse capítulo apresentamos uma aproximação para o estado do campo nas cavidades.

Através dessa aproximação é possível calcular a negatividade global para quantificar o

emaranhamento entre os modos do campo nas cavidades. Dessa maneira podemos verificar
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de forma detalhada como acontece a transferência de emaranhamento do campo para os

átomos.

Para demonstrarmos como é feito o truncamento para o estado do campo, necessitamos

do estado inicial do campo nas cavidades que é dado por,

ρ̂c1c2 =

µ
1

cosh s

¶2 ∞X
n,m=0

min[n,m]X
k,l=0

(tanh s)n+mGnm
kl (θ) (6.1)

× |n− k, n− li hm− k,m− l|

onde

Gnm
kl (θ) = Cn

k (θ)C
m
k (θ)C

n
l (θ)C

m
l (θ) , (6.2)

com

Cn
k (θ) =

s
n!

k!(n− k)!
cosk

θ

2
sinn−k

θ

2
. (6.3)

O grau de mistura do estado campo, Eq.(6.1), nas cavidades é definido pela refletivi-

dade do divisor de feixe descrita pelo parâmetro θ. Quando usamos um divisor de feixe

com refletividade zero, temos um valor de (θ = π), pois a refletividade do divisor de feixe

é dada por r = cos(θ/2̇). Para (θ = π) na Eq (6.3), temos Cn
k (θ) = 0 para qualquer k 6= 0,

e Cn
k (θ) = 1 para k = 0. Quando utilizamos um divisor de feixe com refletividade zero

temos o campo nas cavidades em um estado puro,

|ξic1c2 =
µ

1

cosh s

¶ ∞X
n=0

(tanh s)n |niC1 |niC2 . (6.4)

A função de onda que descreve o estado do campo nas cavidades Eq. (6.4), representa um

estado do vácuo comprimido de dois modos, onde cada modo do campo esta localizado

em uma cavidade, ou seja, o primeiro modo do campo está localizado na cavidade do

laboratório de Alice e o segundo modo do campo esta localizado na cavidade localizada

no laboratório de Bob.

No capítulo (5) verificamos que o parâmetro de compressão que nos fornece o maior
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grau de emaranhamento entre os átomos é s = 0, 64. Substituindo esse valor de parâmetro

de compressão na Eq. (6.4) e expandindo, obtemos,

|ξ0ic1c2 = 0.825 |00i+ 0.466 |11i+ 0.263 |22i+ 0.149 |33i+ 0.084 |44i+ ... (6.5)

Analisando a Eq. (6.5), verificamos que a probabilidade de ocupação para os estados

|00i, |11i e |22i, são (0,68), (0,22) e (0,07), consequentemente temos de 97% chance

de em uma medida encontramos o campo nas cavidades em um desses 3 estados. Já

as probabilidades de ocupação para os estados |33i e |44i, são respectivamente (0,02) e

(0,007), configurando um total de 2,7% para estes dois estados. Para medirmos os estados

do campo na cavidade com número de fótons maiores que 4, teremos uma probabilidade

de 0,3%, que é um valor relativamente pequeno se comparado com os 97% dos estados

|00i, |11i e |22i.

Uma possível aproximação para o estudo da dinâmica de emaranhamento para do

sistema apresentado no capítulo (4), é utilizar o campo nas cavidades no estado da Eq.

(6.5) expandido até (n = 4) e normalizado, de modo que,

|ξ00ic1c2 = 0.828 |00i+ 0.467 |11i+ 0.264 |22i+ 0.149 |33i+ 0.084 |44i . (6.6)

6.2 Emaranhamento dos átomos nas cavidades dis-

tintas.

Nessa seção estudaremos a dinâmica de emaranhamento para um sistema composto por

duas cavidades espacialmente separadas onde a cavidade um está localizada no laboratório

de Alice e possui dois átomos aprisionados e a cavidade dois localizada no laboratório de

Bob possui um único átomo aprisionado esses átomos interagem com o campo na cavidade

no estado número Eq. (6.6). O estudo da dinâmica de emaranhamento e análoga a do
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capítulo anterior, a única diferença é o estado do campo nas cavidades.

6.2.1 Estado inicial |Φα
1 (0)i

Primeiramente verificaremos a dinâmica para os átomos preparados no estado |Φα=1
1 (0)i

Eq. (4.45), este estado corresponde a um estado inicial atômico separável com os três áto-

mos no estado fundamental,

|Φα
1 (0)i = |2,−2iA1A2 |1,−1iB |ξ

00ic1c2 (6.7)

A ação do operador de evolução da Eq. (4.38) sobre o estado inicial Eq. (6.7), nos fornece

a evolução temporal para o sistema composto, onde o operador de estado total após o

tempo de interação τ , é dado por

ρ̂(1) (τ) = |Φα
1 (τ)i hΦα

1 (τ)| . (6.8)

O estado reduzido para o sistema atômico é calculado através do traço sobre os graus

de liberdade do campo na Eq. (6.8), como

ρ̂
(1)
A1A2B

= TrC1C2
£
ρ(1) (τ)

¤
. (6.9)

Amatriz densidade reduzida ρ(1)A1A2B
(τ), na base acoplada |2,−2i1 |1,−1i2, |2, 0i1 |1,−1i2,

|2, 2i1 |1,−1i2, |2,−2i1 |1, 1i2, |2, 0i1 |1, 1i2, |2, 2i1 |1i2, tem forma semelhante ao oper-

ador densidade reduzido atômico, Eq (4.84), e seus elementos de matriz, são escritos

como,

ρ
(1)
11 =

4X
n=0

(an)
2 ¡cos√nτ¢2

h
n cos

p
(4n− 2)τ + n− 1

i2
(2n− 1)2

, (6.10)

ρ
(1)
22 =

4X
n=0

(an)
2 n
¡
cos
√
nτ
¢2 ³sinp(4n− 2)τ´2

(2n− 1) , (6.11)
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ρ
(1)
33 =

4X
n=0

(an)
2 ¡n2 − n

¢ ¡
cos
√
nτ
¢2 hcosp(4n− 2)τ − 1i2

(2n− 1)2
, (6.12)

ρ
(1)
44 =

4X
n=0

(an)
2 ¡sin√nτ¢2

h
n cos

p
(4n− 2)τ + n− 1

i2
(2n− 1)2

, (6.13)

ρ
(1)
55 =

4X
n=0

(an)
2 n
¡
sin
√
nτ
¢2 ³sinp(4n− 2)τ´2³p

(2n− 1)
´2 , (6.14)

ρ
(1)
66 =

4X
n=0

(an)
2 ¡n2 − n

¢ ¡
sin
√
nτ
¢2 hcosp(4n− 2)τ − 1i2

(2n− 1)2
, (6.15)

ρ
(1)
15 = −a0a1 sin τ sin

³√
2τ
´
− a1a2

r
2

3
cos τ cos

³√
2τ
´
sin
³√
2τ
´
sin
³√
6τ (́6.16)

−a2a3
r
3

5

cos
¡√
2τ
¢

3

h
2 cos

³√
6τ
´
+ 1
i
sin
³√
3τ
´
sin
³√
10τ

´
−a3a4

cos
¡√
3τ
¢

5

h
3 cos

³√
10τ

´
+ 2
i 2 sin (2τ)√

5
sin
³√
14τ

´
,

e

ρ
(1)
26 = −a1a2

√
2

3
cos τ sin

³√
2τ
´
sin
³√
2τ
´h
cos
³√
6τ
´
− 1
i

(6.17)

−a2a3
r
2

3
cos
³√
2τ
´
sin
³√
6τ
´ √6 sin ¡√3τ¢

5

h
cos
³√
10τ

´
− 1
i

−a3a4
r
3

5
cos
³√
3τ
´
sin
³√
10τ

´ √12 sin (2τ)
7

h
cos
³√
14τ

´
− 1
i
.

Para calcularmos o grau de emaranhamento do qubit B com o par A1A2 utilizamos a

negatividade global [52], que tem expressão analítica análoga a Eq. (5.2). O resultados

numéricos para NB
G (ρ

(1)TA1A2
A1A2B

) estão representados na figura (6.1).

Comparando o gráfico da figura (6.1) que possui o campo na cavidade em um estado

aproximado Eq.(6.5), com o resultado apresentado na figura (5.6), onde temos o campo

em um estado comprimido de dois modos Eq. (6.1), verificamos total correspondência
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Figura 6.1: Negatividade global NB
G (ρ

(1)
A1A2B

), considerando campo na cavidade no estado
aproximado |ξ00i, em função do parâmetro de interação τ .

entre as duas figuras. Isso mostra que a aproximação usada para o estado do campo nas

cavidades, configura um bom artifício para o estudo da dinâmica de emaranhamento do

sistema atômico. Podemos observar de outra forma que o estado aproximado nos fornece

um bom mecanismo para o estudo do emaranhamento do sistema atômico. Para isso

devemos comparar os elementos de matriz do operador densidade reduzido em função

do parâmetro de interação, para o caso em que o sistema possui o estado do campo

aproximado Eq. (6.9) e quando o sistema possui os átomos interagindo com o campo no

estado vácuo comprimido de dois modos Eq. (4.51).

Comparando a figura (6.2) que possui o campo na cavidade no estado aproximado

Eq. (7.15), com a figura (6.3) onde os átomos interagem com um campo no estado do

vácuo comprimido de dois modos com parâmetro de compressão (s = 0.64). Verificamos

correspondência nos elementos da diagonal principal que representam a probabilidade de

ocupação (ρ(1)11 , ρ
(1)
22 , ρ

(1)
33 , ρ

(1)
44 , ρ

(1)
55 e ρ

(1)
66 ) e também nos elementos de fora da diagonal

(ρ(1)15 e ρ
(1)
26 ). Também observamos que o máximo emaranhamento τ = 1.25 ocorre quando

temos um pico no elemento ρ55 = 0, 19. A morte súbita de emaranhamento ocorre quando

os elementos ρ33 = 0, 001 e ρ44 = 0, 15 para tempo de interação τ = 2, 3, esses elementos
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Figura 6.2: Probabilidade de ocupação ρ
(1)
11 , ρ

(1)
22 , ρ

(1)
33 , ρ

(1)
44 , ρ

(1)
55 , ρ

(1)
66 e elementos fora da

diagonal ρ(1)15 e ρ
(1)
26 , considerando o campo na cavidade no estado aproximado |ξ00i, versus

parâmetro de interação τ .

Figura 6.3: Probabilidade de ocupação ρΦ111 , ρ
Φ1
22 , ρ

Φ1
33 , ρ

Φ1
44 , ρ

Φ1
55 , ρ

Φ1
66 e elementos fora da

diagonal ρΦ115 e ρ
Φ1
26 , considerando parâmetro de compressão s = 0.64, versus parâmetro de

interação τ .
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configuram ruído quântico.

6.2.2 Estado inicial |Φ2(0)i

Considerando os átomos preparados no estado |Φ2(0)i Eq. (4.81), esse estado corre-

sponde a um estado maximamente emaranhando entre os qubits localizados na cavidade

do laboratório de Alice e o qubit do laboratório de Bob se encontra no estado fundamental.

O campo nas cavidades está no estado número dado pela Eq. (6.6),

|Φ2(0)i = |2, 0iA1A2 |1,−1iB |ξ
00ic1c2 (6.18)

A evolução temporal para o sistema de átomos e campo é obtida através da ação do op-

erador de evolução Eq. (4.38), sobre o estado |Φ2(0)i com isso temos a evolução temporal

do sistema composto, onde o operador de estado total após o tempo de interação τ , é

dado por

ρ̂(2) (τ) = |Φ2(τ)i hΦ2(τ)| . (6.19)

O estado reduzido para o sistema atômico é calculado através do traço sobre os graus

de liberdade do campo na Eq. (6.19), como ρ̂(1)A1A2B
= TrC1C2

£
ρ(1) (τ)

¤
, e tem forma semel-

hante ao operador densidade reduzido Eq. (4.84), e seus elementos de matriz ρ(2)A1A2B(τ),

são dados por,

ρ
(2)
11 =

4X
n=0

(an)
2 n+ 1

2n+ 1
cos2

¡√
nτ
¢
sin2

³p
(4n+ 2)τ

´
, (6.20)

ρ
(2)
22 =

4X
n=0

(an)
2 cos2

¡√
nτ
¢
cos2

³p
(4n+ 2)τ

´
, (6.21)

ρ
(2)
33 =

4X
n=0

(an)
2 n

2n+ 1
cos2

¡√
nτ
¢
sin2

³p
(4n+ 2)τ

´
, (6.22)
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ρ
(2)
44 =

4X
n=0
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2 n+ 1

2n+ 1
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nτ
¢
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³p
(4n+ 2)τ

´
, (6.23)

ρ
(2)
55 =
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n=0
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´
, (6.24)
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´
, (6.25)
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´

(6.26)
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e
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(6.27)
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³√
14τ

´
sin (2τ) sin

³√
18τ

´
.

A expressão para negatividade global entre o qubit B e o par A1A2 é análoga a Eq.

(5.2). Resultados numéricos para a negatividade global NB
G (ρ

(2)

A1A2B
) estão representados

na figura (6.4),

Na figura (6.4) verificamos correspondência entre os resultados numéricos obtidos uti-

lizando estado do campo aproximado Eq. (6.6), com os resultados obtidos na figura (5.6).

Mesmo havendo modificação do estado inicial atômico a aproximação permanece válida.

Para melhor entendimento da dinâmica do sistema comparamos a probabilidade de
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Figura 6.4: Negatividade global NB
G (ρ

(2)
A1A2B

), considerando campo na cavidade no estado
aproximado |ξ00i, em função do parâmetro de interação τ .

ocupação para o estado aproximado e estado vácuo comprimido de dois modos que estão

apresentados nas figuras (6.5) e (6.6).

Igualmente às figuras (6.2) e (6.3), nas figuras (6.5) e (6.6) os elementos da diagonal

principal e fora da diagonal são correspondentes para o estado do campo aproximado e

estado campo vácuo comprimido de dois modos. O máximo emaranhamento para τ = 1.3

ocorre quando temos um pico para a probabilidade de ocupação ρ55 = 0.22. Não ocorre

morte súbita de emaranhamento para tempo de interação τ < 4, devido à contribuição

de emaranhamento dos elementos de matriz ρ22 e ρ66.

6.3 Emaranhamento do campo nas cavidades distin-

tas

6.3.1 Estado inicial atômico |Φα
1 (0)i

Essa seção tem como objetivo estudo da dinâmica de emaranhamento entre os modos

do campo nas cavidades para o estado aproximado, para isso necessitamos do operador
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Figura 6.5: Probabilidade de ocupação ρ
(2)
11 , ρ

(2)
22 , ρ

(2)
33 , ρ

(2)
44 , ρ

(2)
55 , ρ

(2)
66 e elementos fora da

diagonal ρ(2)15 e ρ
(2)
26 , considerando o campo na cavidade no estado aproximado |ξ00i, versus

parâmetro de interação τ .

Figura 6.6: Probabilidade de ocupação ρΦ211 , ρ
Φ2
22 , ρ

Φ2
33 , ρ

Φ2
44 , ρ

Φ2
55 , ρ

Φ2
66 e elementos fora da

diagonal ρΦ215 e ρ
Φ2
26 , considerando parâmetro de compressão s = 0.64, versus parâmetro de

interação τ .
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densidade reduzido do campo nas cavidades ρ(1)C1C2
(τ), que é obtido a partir do traço sobre

os graus de liberdade dos átomos das cavidade. Considerando que os átomos e o campo

na cavidade estão no estado ρ(1)(τ) Eq. (6.8), no qual este estado representa a evolução

temporal do sistema para o caso em que os três átomos estão no estado fundamental e o

campo na cavidade está no estado aproximado Eq. (7.15), o operador densidade reduzido

para o campo é dado por,

ρ
(1)
C1C2

(τ) = TrA1A2B
£
ρ(1)(τ)

¤
. (6.28)

O estado reduzido do campo pode ser escrito como,

ρ
(1)
C1C2

(τ) =
4X

m,n=0

£¡
An,m
1 (τ) +An+1,m+1

5 (τ)
¢
|ni |ni hm| hm|

¤
(6.29)

+
4X

m,n=1

£¡
An,m
2 (τ) +An+1,m+1

6 (τ)
¢
|n− 1i |ni hm− 1| hm|

+An,m
4 (τ) |ni |n− 1i hm| hm− 1|]

+
4X

m,n=2

[An,m
3 (τ) |n− 2i |ni hm− 2| hm|] ,

onde

An,m
1 (τ) = (anam)

¡
cos
√
nτ
¢ hn cosp(4n− 2)τ + n− 1

i
(2n− 1) (6.30)

¡
cos
√
mτ
¢ hm cosp(4m− 2)τ +m− 1

i
(2m− 1)

An,m
2 (τ) = (anam)n cos

¡√
nτ
¢ sin³p(4n− 2)τ´p

(2n− 1)
(6.31)

m cos
¡√

mτ
¢ sin³p(4m− 2)τ´p

(2m− 1)
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An,m
3 (τ) = (anam)

p
(n2 − n) cos

¡√
nτ
¢ hcos³p(4n− 2)τ´− 1i

(2n− 1) (6.32)

p
(m2 −m) cos

¡√
mτ
¢ hcos³p(4m− 2)τ´− 1i

(2m− 1)

An,m
4 (τ) =

4X
m,n=1

(anam)
¡
sin
√
nτ
¢ hn cosp(4n− 2)τ + n− 1

i
(2n− 1) (6.33)

sin
¡√

mτ
¢ hm cos³p(4m− 2)τ´+m− 1

i
(2m− 1)

An+1,m+1
5 (τ) = (an+1am+1) (n+ 1) sin

³p
(n+ 1)τ

´ sin³p(4n+ 2)τ´p
(2n+ 1)

(6.34)

(m+ 1)
³
sin
p
(m+ 1)τ

´ sin³p(4m+ 2)τ
´

p
(2m+ 1)

An+1,m+1
6 (τ) = (an+1am+1)

p
(n2 + n) sin

³p
(n+ 1)τ

´ hcosp(4n+ 2)τ − 1i
(2n+ 1)

(6.35)

p
(m2 +m) sin

³p
(m+ 1)τ

´ hcosp(4m+ 2)τ − 1
i

(2m+ 1)

Utilizando-se do operador densidade reduzido ρ(1)C1C2B
(τ) Eq. (6.29), calculamos a neg-

atividade global [52], para verificar o emaranhamento entre os modos do campo eletro-

magnético nas cavidades C1e C2.

Os resultados numéricos para a negatividade NC1
G (ρ

(1)
C1C2

) estão representados na figura

(6.7).

A figura (6.7), demonstra que os modos do estado campo nas cavidades tem emaran-
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Figura 6.7: Negatividade global NC1
G (ρ

(1)
C1C2

), considerando o campo nas cavidades no
estado aproximado |ξ00i, em função do parâmetro de interação τ .

hamento máximo NC1
G = 0.55, para tempo de interação zero. A máxima correlação entre

os modos do campo ocorre enquanto não existe interação com os átomos nas cavidade

(t = 0). Para o tempo de interação (τ = 1.1) temos um mínimo de emaranhamento

(NC1
G = 0.04) indicando que possivelmente as correlações entre os modos do campo foi

transferida para os átomos. Para (τ = 2, 25) o sistema retoma parcialmente o emaran-

hamento (NC1
G = 0.3), porém para o tempo de interação (τ < 10) o emaranhamento do

campo não retoma o valor inicial (NC1
G = 0.55).

6.3.2 Estado inicial atômico |Φ2(0)i

Considerando que os átomos e o campo na cavidade estão no estado ρ(2)(τ) Eq.

(6.19), este estado representa a evolução temporal do sistema para o caso em que os

dois átomos localizados na cavidade do laboratório de Alice foram preparados no estado

de Bell ((|01i+ |10i) /
√
2), e o átomo aprisionado na cavidade localizada no laboratório

de Bob está no estado fundamental. O campo nas cavidades está no estado aproximado

Eq. (7.15). Deste modo o operador densidade reduzido para o campo pode ser obtido de
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forma semelhante a Eq. (6.28), através do traço sobre os graus de liberdade do sistema

atômico, como,

ρ
(2)
C1C2

(τ) =
4X

m,n=0

£¡
Bn,m
2 (τ) +Bn+1,m+1

6 (τ)
¢
|ni |ni hm| hm|

¤
(6.36)

+
4X

m,n=0

£¡
Bn,m
1 (τ) +Bn+1,m+1

5 (τ)
¢
|n+ 1i |ni hm+ 1| hm|

¤
+

4X
m,n=1

[Bn,m
3 (τ) |n− 1i |ni hm− 1| hm|

+Bn,m
5 (τ) |n+ 1i |n− 1i hm+ 1| hm− 1|]

onde

Bn,m
1 (τ) = (anam)

r
n+ 1

2n+ 1
cos
¡√

nτ
¢
sin
³p

(4n+ 2)τ
´

(6.37)r
m+ 1

2m+ 1
cos
¡√

mτ
¢
sin
³p

(4m+ 2)τ
´

Bn,m
2 (τ) = (anam) cos

¡√
nτ
¢
cos
³p

(4n+ 2)τ
´

(6.38)

cos
¡√

mτ
¢
cos
³p

(4m+ 2)τ
´

Bn,m
3 (τ) = (anam)

r
n

2n+ 1
cos
¡√

nτ
¢
sin
³p

(4n+ 2)τ
´

(6.39)r
m

2m+ 1
cos
¡√

mτ
¢
sin
³p

(4m+ 2)τ
´

Bn,m
4 (τ) = (anam)

r
n+ 1

2n+ 1
sin
¡√

nτ
¢
sin
³p

(4n+ 2)τ
´

(6.40)r
m+ 1

2m+ 1
sin
¡√

mτ
¢
sin
³p

(4m+ 2)τ
´
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Figura 6.8: Negatividade global NC1
G (ρ

(2)
C1C2

), considerando campo na cavidade no estado
aproxima do |ξ00i, em função do parâmetro de interação τ .

Bn+1,m+1
5 (τ) = (an+1am+1) sin

³p
(n+ 1)τ

´
cos
³p

(4n+ 6)τ
´

(6.41)

sin
³p

(m+ 1)τ
´
cos
³p

(4m+ 6)τ
´

Bn+1,m+1
6 (τ) = (an+1am+1)

r
n+ 1

2n+ 3
sin
³p

(n+ 1)τ
´
sin
³p

(4n+ 6)τ
´
(6.42)r

n+ 1

2n+ 3
sin
³p

(n+ 1)τ
´
sin
³p

(4n+ 6)τ
´

Utilizando-se do operador densidade reduzido ρ
(2)
C1C2B

(τ) equação (6.36), Calculamos a

negatividade global NC1
G (ρ

(2)
C1C2

) para verificar o emaranhamento entre o campo nas cavi-

dades. Os resultados numéricos para a negatividade NC1
G (ρ

(2)
C1C2

) estão representados na

figura (6.8).

Similarmente à figura (6.7), na figura (6.8) temos o mesmo valor de negatividade para

os modos do campo nas cavidades, (NC1
G = 0.55), já que o sistema possui inicialmente

o mesmo estado do campo, o que difere é o estado inicial atômico. Percebemos que os

modos do campo perdem correlação, e temos um mínimo da negatividade (NC1
G = 0.1)
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Figura 6.9: Negatividades globais NB
G (ρ

(1)
A1A2B

), NC1
G (ρ

(1)
C1C2

) e NA1
G (ρ

(1)
A1A2

) considerando
campo na cavidade no estado aproximado |ξ00i, em função do parâmetro de interação τ .

para (τ = 1.3). O menor valor da negatividade ocorre para (τ = 8.05) e tem como valor

(NC1
G = 0.08). Verificamos que o emaranhamento do campo na figura (6.8), não oscila

da mesma forma que na figura (6.7). Isso ocorre devido ao emaranhamento inicial dos

átomos na cavidade C1 do laboratório de Alice.

6.4 Transferência de emaranhamento

Para verificar de uma forma mais detalhada de que maneira se dá a transferência de

emaranhamento, devemos analisar o emaranhamento para o estado reduzido do campo e

o estado reduzido dos átomos, que está apresentado nas figuras (6.9) e (6.10).

Considerando o sistema no estado da Eq. (7.15), na figura (6.9) temos a negativi-

dade global NB
G (ρ

TA1A2
A1A2B

) utilizada para verificar a correlação entre o átomo B e os áto-

mos A1 e A2. Para verificar a correlação entre os átomos na cavidade de Alice, calcu-

lamos a NA1
G (ρ

TA2
A1A2

). O emaranhamento entre os modos do campo nas cavidades espa-

cialmente separadas é calculado através da NC1
G (ρ

TC2
C1C2

). Para o tempo inicial (τ = 0),

existe apenas emaranhamento entre os modos do campo, os átomos encontram-se em
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um estado separável pois, NB
G (ρ

TA1A2
A1A2B

) = NA1
G (ρ

TA2
A1A2

) = 0. Para (τ = 1.25), observa-

se um máximo na negatividade NB
G (ρ

TA1A2
A1A2B

) = 0.67, que mede o emaranhamento en-

tre o átomo B e o par A1A2. Para esse mesmo tempo de interação temos a neg-

atividade NA1
G (ρ

TA2
A1A2

) = 0.037, esse valor é bem próximo ao pico para essa medida

NA1
G (ρ

TA2
A1A2

) = 0.039. Quando analisamos esse mesmo tempo de interação a negativi-

dade do campo tem valor NC1
G (ρ

TC2
C1C2

) = 0.05 que é um valor próximo ao mínimo dessa

medida NC1
G (ρ

TC2
C1C2

) = 0.04. Uma análise semelhante a essa pode ser feita para o tempo

de interação (τ = 7.75) que nos fornece a negatividade global NB
G (ρ

TA1A2
A1A2B

) = 0.69. Ver-

ificamos para esses dois tempos de interação (τ = 1.25) e (τ = 7.75) a transferência

de emaranhamento dos modos do campo das cavidades espacialmente separadas para os

átomos.

A morte súbita de emaranhamento ocorre em (τ = 2, 05), temos valor próximo do

pico para o emaranhamento entre os modos do campo NC1
G (ρ

TC2
C1C2

) = 0.24, enquanto que

o emaranhamento entre os átomos nas cavidade é NB
G (ρ

TA1A2
A1A2B

) = NA1
G (ρ

TA2
A1A2

) = 0. Os

átomos retomam o emaranhamento (renascimento) para (τ = 2, 45), quando o campo

começa a perder correlação.

Na figura (6.10), temos as negatividades NB
G (ρ

(2)
A1A2B

), NC1
G (ρ

(2)
C1C2

) e NA1
G (ρ

(2)
A1A2

), que

são usadas para verificar o emaranhamento entre os átomos nas cavidade espacialmente

separadas, entre os modos do campo nas cavidades e entre os átomos na cavidade de

Alice. Verificamos que para o tempo de interação (t = 0), temos a negatividade do campo

NC1
G (ρ

(2)
C1C2

) = 0.55, negatividade entre os qubits A1 e A2, N
A1
G (ρ

(2)
A1A2

) = 1 e o emaran-

hamento entre o qubit B e o par A1 e A2, é nulo. Para esse tempo de interação temos

um estado maximamente entre os átomos na cavidade de Alice, o campo possui máxima

correlação, e os átomos nas cavidades espacialmente separadas estão em um estado sepa-

rável. Para o tempo de interação (τ = 7, 75) temos o valor de máximo de emaranhamento

entre o qubit B e o par A1 e A2, onde NB
G (ρ

(2)
A1A2B

) = 0, 73. Para esse tempo de inter-

ação temos um valor próximo ao minimo para negatividade do campo NC1
G (ρ

(2)
C1C2

) = 0, 14

e seu valor mínimo é NC1
G (ρ

(2)
C1C2

) = 0, 13. A negatividade entre os átomos localizados
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Figura 6.10: Negatividades globais NB
G (ρ

(2)
A1A2B

), NC1
G (ρ

(2)
C1C2

) e NA1
G (ρ

(2)
A1A2

) considerando
campo na cavidade no estado aproximado |ξ00i, em função do parâmetro de interação τ .

na cavidade de Alice é NA1
G (ρ

(2)
A1A2

) = 0, 02. Através desses resultados verificamos que

as correlacões entre os modos do campo são transferidas para os átomos localizados nas

caviades espacialmente separadas. Quando observamos o tempo de interação (τ = 8, 95),

onde emaranhamento entre qubit B e o par A1 e A2, é nulo. Para esse tempo de interação

temos um valor próximo ao máximo negatividade do campo NC1
G (ρ

(2)
C1C2

) = 0, 42 e máximo

valor para negatividade dos qubits A1 e A2, N
A1
G (ρ

(2)
A1A2

) = 0, 95. Para este tempo de

interação temos um situação parecidade com a observada em (t = 0).

Através do estado reduzido do campo pode-se fazer um estudo detalhado da dinâmica

de emaranhamento do campo das cavidades. Com isso verificou-se a transferência de

emaranhamento entre os modos do campo nas cavidades espacialmente separandas para

os átomos localizados nas cavidades.

A dinâmica do estado aproximado demonstrou ser uma boa ferramenta no estudo do

emaranhamento dos átomos, isso pode ser verificado comparando os resultados obtidos

nos capítulos (5) e (6). Quando utilizamos a negatividade como medida de emaran-

hamento para o campo nas cavidades obtemos uma boa ideia do que está na transferência
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de emaranhamento do sistema. Podemos afirmar que a negatividade do campo é uma

medida de emaranhamento comparando com os resultados obtidos no capítulo (5) para o

emaranhamento do campo.
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Capítulo 7

Comunicação quântica utilizando o

estado emaranhado de três átomos.

Estados emaranhados de três qubits podem ser utilizados para realização de protocolos

de comunicação quântica, criptografia quântica e teletransporte de estados quânticos. Em

1998 A. Karlsson [141], apresentou uma proposta de teletransporte de estados quânticos,

com estado GHZ de três qubits. Em 1999 Hillery [140], propôs um protocolo de comuni-

cação quântica envolvendo três laboratórios que compartilhavam qubits no estado GHZ.

Outro estado emaranhado de três qubits que pode ser empregado no teletransporte, é o

estado W [142—145]. Jaewoo Joo e colalaboradores [146], apresentaram uma proposta de

teletransporte utilizando estado W de três qubits, considerando dois casos diferentes, no

primeiro caso os três qubits estão localizados em três laboratórios remotos, no segundo

caso os três qubits estão localizados em dois laboratórios remotos. Em 2008 X. Yang [147],

apresentou uma proposta de comunicação quântica segura utilizando-se de estados tipo

W que não são maximamente emaranhados.

Estados mistos de três qubits também podem ser usados no teletransporte de estados

quânticos. D. Park e colaboradores [115], apresentaram uma proposta de teletransporte

de estados quânticos com estados mistos de três qubits com emaranhamento tipo GHZ e
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W.

Neste capítulo examinaremos o operador de estado dos átomos para o estado inicial

|Φα
1 (0)i Eq. (4.45) com α = 1, considerando o tempo de interação τ = 7, 75 e o estado

inicial |Φ2(0)i para tempo de interação τ = 7, 71. Para estes tempos de interação temos

um pico na negatividade global da tranposta parcial do operador de estado reduzido

ρA1A2B com respeito ao qubit B, indicando maior grau de emaranhamento entre os átomos

nas cavidades espacialmente separadas. Verificamos que o operador de estado atômico,

apresenta emaranhamento tipo W para os dois estados iniciais dos átomos |Φα
1 (0)i com

α = 1 e |Φ2(0)i. Por outro lado quando analisamos a função de onda do sistema composto

pelos três átomos e campo nas cavidades, podemos ter acesso a um estado tipo W puro

com alta probabilidade através de uma medida sobre o estado do campo nas cavidades.

Um estado W maximamente emaranhamento pode ser destilado através do protocolo

proposto por Zuo-Liang Cao [148]. O estado W maximamente emaranhado do sistema de

átomos pode ser usado na comunicação quântica, criptografia e teletransporte.

7.1 Estado incial |Φα
1 (0)i .

Considerando parâmetro de compressão s = 0, 64 e tempo de interação τ = 7, 75, onde

temos um pico de emaranhamento atômico verificado pela negatividade global no capítulo

(5), o operador de estado atômico do sistema é dado por,

ραA1A2B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0, 68869 0 0 0 0, 38237 0

0 0, 00639 0 0 0 0, 00167

0 0 0, 00528 0 0 0

0 0 0 0, 07924 0 0

0, 38237 0 0 0 0, 21953 0

0 0, 00167 0 0 0 8, 7× 10−4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (7.1)

Podemos ter uma melhor visualização do emaranhamento do sistema, diagonalizando
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o operador de estado Eq. (7.1), e reescrevendo em uma base de auto estados como,

ραA1A2B = P1 |W1i hW1|+ P2 |W2i hW2|+ P3 |W3i hW3| (7.2)

+P4 |W4i hW4|+ P5 |110i h110|+ P6 |001i h001| .

onde P1 = 0.902 7, P2 = 0.00552, P3 = 0.006 85, P4 = 0.0004 0, P5 = 0, 00528, P6 =

0, 07924, e

|W1i = 0.872 62 |000iA1A2B + 0.488 4
µ
|011i+ |101i√

2

¶
A1A2B

, (7.3)

|W2i = 0.488 4 |000iA1A2B − 0.872 62
µ
|011i+ |101i√

2

¶
A1A2B

, (7.4)

|W3i = 0.268 73 |111iA1A2B + 0.963 22
µ
|010i+ |100i√

2

¶
A1A2B

, (7.5)

|W4i = −0.963 22 |111iA1A2B + 0.268 73
µ
|010i+ |100i√

2

¶
A1A2B

. (7.6)

Através da Eq. (7.2), observamos que P1 >> P2 + P3 + P4, isso indica que a maior

contribuição do emaranhamento atômico é proveniente do estadoW1, e que os estadosW2,

W3 eW4 apresentam pequenas probabilidades comparados comW1. Também verificamos

que P1 >> P5 + P6, as probabilidades de ocupação P5 e P6 correspondem aos estados

separáveis |110i e |001i. Essa análise demonstra que para o tempo de interação τ = 7, 75,

a probabilidade de numamedição sobre o sistema encontramos os átomos no estado |W1i, é

maior que a soma das probabilidades dos outros estados. Deste modo podemos reescrever

a Eq. (7.2) como,

ραA1A2B = P1 |W1i hW1|+ (1− P1)ρ̂ruı́do. (7.7)

Verificamos na Eq. (7.7), que o estado de maior probabilidade, e que pode ser usado

na comunicação é o estado |W1i com probabilidade P1, a parte remanescente ao operador

de estado atômico corresponde a um ruído quântico com probabilidade (1− P1).
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7.2 Estado incial |Φ2(0)i .

Também verificamos que o operador de estado dos átomos, para o estado inicial

atômico |Φ2(0)i e parâmetro de compressão s = 0, 64 no tempo de interação τ = 7, 71, nos

fornece um pico de emaranhamento atômico apresentado através da negatividade global

no capítulo (5), O estado atômico do sistema é dado por,

ρΦ2A1A2B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0.68092 0 0 0 −0.38057 0

0 0.01880 0 0 0 −0.00546

0 0 0.00453 0 0 0

0 0 0 0.02293 0 0

−0.38057 0 0 0 0.25714 0

0 −0.00546 0 0 0 0.01568

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (7.8)

que pode ser reescrito em uma base de auto estados como,

ρΦ2A1A2B = P 01 |W5i hW5|+ P 02 |W6i hW6|+ P 03 |W7i hW7| (7.9)

+P 04 |W8i hW8|+ P 05 |110i h110|+ P 06 |001i h001| .

onde P 01 = 0.904 61, P 02 = 0.03344 , P 03 = 0.02291, P 04 = 0.01 156, P 05 = 0.00453,

P 06 = 0.02293, e

|W5i = 0.862 11 |000iA1A2B − 0.506 73
µ
|011i+ |101i√

2

¶
A1A2B

, (7.10)

|W6i = 0.506 73 |000iA1A2B + 0.862 11
µ
|011i+ |101i√

2

¶
A1A2B

, (7.11)

|W7i = 0.798 35 |111iA1A2B − 0.602 20
µ
|010i+ |100i√

2

¶
A1A2B

, (7.12)

|W8i = 0.602 20 |111iA1A2B + 0.798 35
µ
|010i+ |100i√

2

¶
A1A2B

. (7.13)
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Da mesma forma que a Eq. (7.2), a Eq. (7.9) tem P 01 > P 02+P 03+P 04+P 05+P 06, onde

observamos maior probabilidade em um medida sobre o sistema, encontrarmos o estado

|W5i. Podemos escrever a Eq. (7.9) da mesma forma que a Eq. (7.7), como

ρΦ2A1A2B = P 01 |W5i hW5|+ (1− P 01)ρ̂0ruı́do. (7.14)

Na Eq. (7.14), verificamos que o estado |W5i com probabilidade P 01, pode ser base de

um protoco e o estado ρ̂0ruı́do com probabilidade (1−P 01), corresponde a ruído quântico.

7.3 Acesso ao estado puro dos átomos

Estado inicial |Φα
1 (0)i

Podemos ter acesso ao estado puro dos três átomos, através de uma medição feita sobre

o estado do campo nas cavidades. Para entendermos esse processo devemos escrever a

função de onda para a evolução temporal do estado inicial atômico |Φα
1 (0)i com α = 1,

considerando parâmetro de compressão s = 0, 64, com isso temos

|Φ1(τ)i = a0 |Ψ0i+ a1 |Ψ1(τ)i+ a2 |Ψ2(τ)i+ a3 |Ψ3(τ)i+ a4 |Ψ4(τ)i+ ... (7.15)

onde a0 = 0.825 , a1 = 0.466 , a2 = 0.263 , a3 = 0.149, a4 = 0.084 e

|Ψ0i = |2,−2iA1A2 |1,−1iB |0, 0iC1C2 , (7.16)

|Ψ1(τ)i = cos τ cos
³√
2τ
´
|2,−2iA1A2 |1,−1iB |1, 1iC1C2 (7.17)

−i cos τ sin
³√
2τ
´
|2, 0iA1A2 |1,−1iB |0, 1iC1C2

−i sin τ cos
³√
2τ
´
|2,−2iA1A2 |1, 1iB |1, 0iC1C2

− sin τ sin
³√
2τ
´
|2, 0iA1A2 |1, 1iB |0, 0iC1C2 ,
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|Ψ2(τ)i =
cos
¡√
2τ
¢

3

h
2 cos

³√
6τ
´
+ 1
i
|2,−2iA1A2 |1,−1iB |2, 2iC1C2 (7.18)

−i
r
2

3
cos
³√
2τ
´
sin
³√
6τ
´
|2, 0iA1A2 |1,−1iB |1, 2iC1C2

+

√
2 cos

¡√
2τ
¢

3

h
cos
³√
6τ
´
− 1
i
|2, 2iA1A2 |1,−1iB |0, 2iC1C2

−
i sin

¡√
2τ
¢

3

h
2 cos

³√
6τ
´
+ 1
i
|2,−2iA1A2 |1, 1iB |2, 1iC1C2

−
r
2

3
sin
³√
2τ
´
sin
³√
6τ
´
|2, 0iA1A2 |1, 1iB |1, 1iC1C2

− i
√
2

3
sin
³√
2τ
´h
cos
³√
6τ
´
− 1.0

i
|2, 2iA1A2 |1, 1iB |0, 1iC1C2 .

Os vetores de estado |Ψ3(τ)i,|Ψ4(τ)i,...,|Ψn(τ)i, não possuem estados números do tipo

|0, 0iC1C2. Se realizarmos umamedida sobre o estado do campo nas cavidades e obtivermos

como resultado o estado |0, 0iC1C2, o sistema de átomos colapsa no estado,

¯̄
WΦ1(τ)

®
=
1

N

"
a0 |000iA1A2B +−a1 sin (τ) sin

³√
2τ
´µ |011i+ |101i√

2

¶
A1A2B

#
, (7.19)

onde N é uma constante de normalização.

Para uma medição feita sobre o campo no tempo de interação τ = 7, 75, a probabili-

dade de encontramos o campo nas cavidades no estado |0, 0iC1C2 é de aproximadamente

90%. Para este tempo de interação o estado dos átmos nas cavidades se reduz para,

¯̄
WΦ1(7.75)

®
= 0, 871 |000iA1A2B + 0, 491

µ
|011i+ |101i√

2

¶
A1A2B

. (7.20)

Estado inicial |Φ2(0)i

A evolução temporal para o estado inicial atômico |Φ2(0)i considerando parâmetro de

compressão s = 0, 64, tem a função de onda escrita como,

|Φ2(τ)i = a0 |Ψ00i+ a1 |Ψ0
1(τ)i+ a2 |Ψ0

2(τ)i+ a3 |Ψ0
3(τ)i+ a4 |Ψ0

4(τ)i+ ... (7.21)
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onde a0 = 0.825 , a1 = 0.466 , a2 = 0.263 , a3 = 0.149, a4 = 0.084 e

|Ψ0
0i = −i sin

³√
2τ
´
|2,−2iA1A2 |1,−1iB |1, 0iC1C2 (7.22)

+cos
³√
2τ
´
|2, 0iA1A2 |1,−1iB |0, 0iC1C2 ,

|Ψ0
1(τ)i = −i

r
2

3
(cos τ) sin

³√
6τ
´
|2,−2iA1A2 |1,−1iB |2, 1iC1C2 (7.23)

+cos (τ) cos
³√
6τ
´
|2, 0iA1A2 |1,−1iB |1, 1iC1C2

−icos (τ)√
3
sin
³√
6τ
´
|2, 2iA1A2 |1,−1iB |0, 1iC1C2

−
r
2

3
sin (τ) sin

³√
6τ
´
|2,−2iA1A2 |1, 1iB |2, 0iC1C2

−i sin (τ) cos
³√
6τ
´
|2, 0iA1A2 |1, 1iB |1, 0iC1C2

−sin (τ)√
3
sin
³√
6τ
´
|2, 2iA1A2 |1, 1iB |0, 0iC1C2 ,

|Ψ02(τ)i = −i
r
3

5
cos
³√
2τ
´
sin
³√
10τ

´
|2,−2iA1A2 |1,−1iB |3, 2iC1C2 (7.24)

+cos
³√
2τ
´
cos
³√
10τ

´
|2, 0iA1A2 |1,−1iB |2, 2iC1C2

−i
r
2

5
cos
³√
2τ
´
sin
³√
10τ

´
|2, 2iA1A2 |1,−1iB |1, 2iC1C2

−
r
3

5
sin
³√
2τ
´
sin
³√
10τ

´
|2,−2iA1A2 |1, 1iB |3, 1iC1C2

−i sin
³√
2τ
´
cos
³√
10τ

´
|2, 0iA1A2 |1, 1iB |2, 1iC1C2 ,

−
r
2

5
sin
³√
2τ
´
sin
³√
10τ

´
|2, 2iA1A2 |1, 1iB |1, 1iC1C2 .

Os vetores de estado |Ψ03(τ)i,|Ψ0
4(τ)i,...,|Ψ0

n(τ)i, não possuem estados com números de

fótons |1, 0iC1C2 . Se realizarmos uma medição sobre o estado do campo nas cavidades e
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obtivermos como resultado o estado |1, 0iC1C2, os átomos se colapsam no estado,

¯̄
WΦ2(τ)

®
(7.25)

=
1

N

"
−a0i sin

³√
2τ
´
|000iA1A2B − a1i sin (τ) cos

³√
6τ
´µ |011i+ |101i√

2

¶
A1A2B

#
.

onde N é uma constante de normalização.

Para uma medição realizada sobre o campo no tempo de interação τ = 7, 71, a proba-

bilidade de encontramos o campo na cavidade no estado |1, 0iC1C2 é de aproximadamente

90%. Se em uma medição obtivermos o estado |1, 0iC1C2, o estado dos átomos nas cavi-

dades tem a seguinte forma,

¯̄
WΦ2(7, 71)

®
= −0, 872i |000iA1A2B − 0, 489i

µ
|011i+ |101i√

2

¶
A1A2B

. (7.26)

Como já foi citado anteriormente X. Yang [147], apresentou uma proposta de co-

municação quântica segura utilizando-se de estados tipo W , que não são maximamente

emaranhados. Deste modo o emaranhamento atômico dos estados das Eqs. (7.20) e

(7.26), obtidos através da interação de átomos localizados em cavidades espacialmente

separadas com um estado comprimido de dois modos, podem ser usados em um protocolo

de comunicação quântica.

7.4 Destilação do emaranhamento de três qubits.

É possível destilar um estado W a partir do estado dos átomos das Eqs. (7.20) e

(7.26), através de um protocolo proposto por Zuo-Liang Cao [148]. Como possuímos um

estado tipo W com forma geral,

|W 0i = (a |000i+ b |011i+ b |101i)
A1A2B

. (7.27)
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Como nosso sistema fornece um estado de átomos com dois coeficientes com valores iguais

precisamos somente de um passo do protocolo [148]. Para realizarmos destilação do estado,

necessitamos colocar um qubit auxiliar na cavidade de Bob com o estado conhecido |1ia.

Com isso temos um estado de 4 qubits dado por,

|W 00i =
³
a |000i

A1A2B
+ b |011i

A1A2B
+ b |101i

A1A2B

´
|1ia . (7.28)

Bob então deve realizar uma operação unitária na base |00i
Ba
, |10i

Ba
, |01i

Ba
e |11i

Ba
, que

tem a seguinte forma,

UBa =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 b
a

−
q
1−

¯̄
b
a

¯̄2
0

0
q
1−

¯̄
b
a

¯̄2 b
a

0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (7.29)

sobre as partículas que estão em seu laboratório (qubit B e qubit auxiliar a). Com isso

o estado da Eq. (7.28), assume a seguinte forma,

|W 000i =
³
b |000i

A1A2B
+ b |011i

A1A2B
+ b |101i

A1A2B

´
|1ia (7.30)

−b
q
1− |b/a|2 |001i

A1A2B
|0ia .

Bob então deve realizar uma medição sobre qubit auxiliar a. Se o qubit auxiliar está

no estado |1ia, nós podemos extrair um estado W maximamente emaranhado do estado

W 0 da Eq. (7.27). Normalizando o estado verificamos que o estado W maximamente

emaranhado obtido, tem a seguinte forma,

|W i = 1√
3

³
|000i

A1A2B
+ |011i

A1A2B
+ |101i

A1A2B

´
. (7.31)

Portanto a probabilidade de sucesso para obtenção do estado W maximamente emaran-
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hado da Eq. (7.31) equivale a P = 3 |b|2 .

Podemos relacionar a probabilidade de sucesso no protocolo de destilação com a neg-

ativadade global do operador estado ρA1A2B = |W 0i hW 0|, com respeito ao qubit B, de

modo que,

P =
3

4
+
3

4

q
1− (NB

G )
2
, (7.32)

onde 0 <
¡
NB

G

¢2 ≤ 8/9. Com isso verificamos que quanto maior a negatividade do estado
maior será a probabilidade de sucesso.

Através do protocolo de destilação conseguimos extrair um estado W com probabil-

idade P = 0, 36 para o estado inicial |Φα
1 (0)i com α = 1 e com P = 0, 355 para o

estado inicial |Φ2(0)i. Deste modo podemos utilizar o estado emaranhado dos três áto-

mos espacialmente separados para protocolos de comunicação quântica e teletransporte

determinísticos.
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Capítulo 8

Conclusão

Neste trabalho estudamos a transferência de emaranhamento das variáveis contínuas

do estado comprimido de dois modos, para um sistema de átomos aprisionados em cavi-

dades espacialmente separadas. O sistema proposto é composto por duas cavidades, sendo

que a primeira cavidade está localizada no laboratório de Alice e possui dois átomos apri-

sionados e a segunda cavidade está no laboratório de Bob e possui um único átomo

aprisionado. Um estado comprimido de dois modos do campo eletromagnético é enviado

para as cavidades. A junção entre campo externo e campo nas cavidade é feita através

de um divisor de feixe, sendo que cada cavidade recebe um modo do campo.

Foram obtidas expressões analíticas para o estado do sistema composto, estado dos

átomos e estado do campo, em função do parâmetro de compressão, parâmetro de in-

teração e refletividade do divisor de feixe. No estudo da dinâmica do sistema composto

utilizamos diferentes estados iniciais do campo e diferentes estados iniciais dos dois áto-

mos localizados na cavidade de Alice. Para o estudo da transferência de emaranhamento

das variáveis contínuas do campo para os átomos nas cavidades distintas, consideramos

estados iniciais separáveis e emaranhados dos dois átomos da cavidade de Alice. Com o

objetivo de realizar um estudo comparativo da dinâmica de emaranhamento para os áto-

mos da cavidade de Alice em um estado inicial separável e a influência do emaranhamento

inicial dos átomos da cavidade de Alice na transferência de emaranhamento das variáveis
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contínuas do campo para os átomos.

A análise da transferência de emaranhamento do campo para os átomos, é feita através

do operador de estado atômico que foi obtido através do traço sobre os graus de liberdade

do campo no operador de estado do sistema composto. O cálculo do emaranhamento

foi feito utilizando a negatividade global da transposta parcial do operador de estado

ρ̂A1A2B(τ) com relação a qubit B, para verificar o emaranhamento dos átomos nas cavi-

dades espacialmente separadas. Nossa análise de transferência de emaranhamento se inicia

considerando o estado inicial atômico |Φα=1
1 (0)i, que representa todos os três átomos no

estado fundamental. No cálculo da dinâmica de emaranhamento desconsideramos o efeito

do divisor de feixe adotando refletividade zero. Com isso calculamos o emaranhamento

livre do qubit B com o par A1A2 em função do parâmetro de interação e parâmetro

de compressão. Verificamos que os maiores picos de emaranhamento são obtidos com o

parâmetro de compressão s = 0, 64, para valores de s menores que s = 0, 64, observamos

diminuição no grau de emaranhamento e para s = 0 a negatividade global é nula. Para val-

ores de s maiores que s = 0, 64, temos a diminuição no grau de emaranhamento e aumento

nas regiões com emaranhamento livre nulo. Para s = 0, 64, verificamos maior transferên-

cia do emaranhamento do campo para os átomos no tempo de interação τ = 1, 25 onde

NB
G (ρ

α
A1A2B

) = 0, 66, o sistema evolui de modo que o emaranhamento decai abruptamente

para zero em τ = 2, 05 e renasce em τ = 2, 45, atingindo seu pico máximo em τ = 7, 75

com NB
G (ρ

α
A1A2B

) = 0, 68.

Nossa segunda análise é feita considerando o estado inicial atômico
¯̄
Φα=0,5
1 (0)

®
, que

corresponde a um estado maximamente emaranhado entre os átomos da cavidade de Alice

e o átomo da cavidade de Bob no estado fundamental. No estudo do emaranhamento

entre os átomos nas cavidades espacialmente separadas verificamos que os maiores picos de

emaranhamento ocorrem para s = 0, 64, porém observamos diminuição nos picos máximos

de emaranhamento quando comparamos com a evolução do sistema para o estado inicial

atômico |Φα=1
1 (0)i e aumento nas regiões com emaranhamento livre nulo.

Através das duas primeiras escolhas de estados iniciais atômicos verificamos que os
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maiores picos da negatividade global ocorrem para s = 0, 64, por este motivo calculamos

a dinâmica de emaranhamento do sistema de átomos fixando s = 0, 64 e variando o

parâmetro 0 ≤ α ≤ 1, deste modo obtivemos a dinâmica do sistema para vários estados

iniciais dos átomos na cavidade de Alice. Para os valores de α = 0 e α = 1 os átomos na

cavidade de Alice estão em estados separáveis, para 0 < α < 1 os átomos A1 e A2 estão

em um estado emaranhado. Desde modo foi observado que para valores de α < 1, temos

uma diminuição no grau de emaranhamento livre atômico e aumento nas regiões com

emaranhamento livre nulo, sendo que a maior quantidade de regiões com emaranhamento

livre nulo ocorre para α = 0. Para α = 1, temos os maiores picos na negatividade global

e menores regiões com emaranhamento nulo. Os estados iniciais |Φα
1 (0)i com 0 ≤ α < 1,

fornecem menor transferência de emaranhamento do campo para os átomos, porque este

tipo de estado permite duas excitações na cavidade C1 interferindo na transferência de

emaranhamento proveniente do campo.

O estado do campo nas cavidades possui infinitos graus de liberdade, por este motivo

não é possível utilizar-se da negatividade global para o cálculo do emaranhamento dos

modos do campo nas cavidades espacialmente separadas. Então calculamos a função Q e

o número médio de fótons do operador de estado do campo para o estado inicial atômico

|Φα=1
1 (0)i, para uma análise qualitativa do emaranhamento do campo nas cavidades dis-

tintas. Deste modo verificamos que a maior correlação entre os modos do campo nas

cavidades, ocorre para t = 0, onde ainda não aconteceu interação entre os átomos e o

campo. Para τ = 1, 1 onde temos um pico na negatividade global dos átomos, observa-

mos a diminuição nas correlações dos modos do campo. No tempo de interação τ = 2, 45,

temos o desaparecimento do emaranhamento livre dos átomos, e as correlações do campo

são retomadas, porém não retornam a seu valor inicial, isso indica que o sistema de

átomos possui emaranhamento ligado. Em τ = 7, 75, onde temos o pico máximo da nega-

tividade global dos átomos, também acontece uma diminuição nas correlações do campo.

A análise apresentada indica transferência de emaranhamento das variáveis contínuas do

campo para os átomos.
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Outra proposta de estado inicial atômico apresentada é o estado inicial |Φ2(0)i, que

corresponde a um estado maximamente emaranhado entre os átomos da cavidade de Alice

e o átomo da cavidade de Bob no estado fundamental. O que difere o estado |Φ2(0)i do

estado inicial
¯̄
Φα=0,5
1 (0)

®
, é que apesar de ambos terem os átomos A1 e A2 em um estado

maximamente emaranhado, o estado |Φ2(0)i admite somente uma excitação no campo

da cavidade de Alice enquanto o estado
¯̄
Φα=0,5
1 (0)

®
, admite até duas excitações. Verifi-

camos no estudo da dinâmica de emaranhamento que o valor de parâmetro de compressão

que fornece maior transferência de emaranhamento é s = 0, 64. Para este parâmetro de

compressão verificamos um pico de emaranhamento em τ = 1, 3 e o emaranhamento

desaparece em τ = 5, 56, renascendo e atingindo seu maior valor em τ = 7, 71 com

NB
G (ρ

Φ2
A1A2B

) = 0, 73. Para uma análise qualitativa do emaranhamento do campo nas

cavidades distintas utilizamos a função Q e o número médio de fótons. Deste modo ob-

servamos que a maior correlação entre os modos do campo ocorre em t = 0, onde não

aconteceu interação átomo e campo. Para os tempos de interação τ = 0, 0 e τ = 9, 05 onde

o emaranhamento dos átomos é nulo temos a maior grau de correlação entre os modos do

campo. Nos tempo de interação τ = 1, 3 e τ = 7, 71, onde temos picos na negatividade

global dos átomos, verifica-se menor grau de correlação entre os modos do campo. O que

indica transferência de emaranhamento. Quando comparamos a dinâmica de emaran-

hamento para os estados iniciais |Φ2(0)i e |Φα=1
1 (0)i, verificamos que a transferência de

emaranhamento do campo é menor para o estado inicial |Φ2(0)i. Isso ocorre devido ao

emaranhamento inicial dos qubits A1 e A2 para o estado |Φ2(0)i. Uma boa parcela do

emaranhamento do qubit B com o par A1 e A2 é proveniente do emaranhamento inicial

do par A1 e A2. Isso ocorre devido as relações monogâmicas de emaranhamento.

Como não é possível calcular a negatividade global para quantificar o emaranhamento

do campo, apresentamos um estado número de fótons que efetivamente produz uma

dinâmica de emaranhamento similar a apresentada no capítulo (5), isso é confirmado

pelo cálculo da negatividade global da transposta parcial dos estados atômicos ρ̂(1)A1A2B
(τ)

e ρ̂(2)A1A2B
(τ), com relação ao qubit B. A negatividade para estes operadores de estado
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demonstra resultados próximos aos obtidos no capítulo (5). Quando calculamos a nega-

tividade global do operador de estados do campo ρ̂(1)C1C2
(τ) e ρ̂(2)C1C2

(τ) com relação a C2 e

comparamos com os resultados obtidos para a função Q e número médio de fótons ver-

ificados no capítulo (5), concluímos que a negatividade global NC2
G (ρ̂

(1)
C1C2

) e NC2
G (ρ̂

(2)
C1C2

),

configura um bom artifício para o estudo da transferência de emaranhamento dos modos

campo para os átomos nas cavidades espacialmente separadas.

Através do operador de estado reduzido dos átomos verificamos emaranhamento tipo

W , este tipo de emaranhamento pode ser utilizado em protocolos de comunicação quân-

tica, teletransporte de estados quânticos e criptografia quântica. Os operadores de estado

ρ̂αA1A2B(τ) com α = 1 para τ = 7, 75 e ρ̂Φ2A1A2B(τ) para o tempo de interação τ = 7, 71,

apresenta picos na negatividade global da transposta parcial do operador de estado com

respeito ao qubit B. Nos dois casos observamos que o operador de estado apresenta uma

grande parcela de emaranhamento tipo W acrescido de um pequena parcela de ruído

quântico. Podemos ter acesso a um estado W puro dos três átomos com alta probabili-

dade quando analisamos a função de onda para o sistema composto. O estado puro dos

átomos é obtido através de uma medição sobre os graus de liberdade do campo das cavi-

dades no sistema composto. Quando medimos o campo no tempo de interação τ = 7, 75

para o caso que os átomos são preparados no estado inicial |Φα=1
1 (0)i, com parâmetro de

compressão s = 0, 64, obtemos aproximadamente 90% de probabilidade de encontramos

o campo nas cavidades no estado |00iC1C2 . Caso este resultado seja obtido o sistema de

átomos se colapsa para um estado do tipo
¯̄
WΦ1(7.75)

®
Eq. (7.20). O mesmo acontece

quanto medimos o campo para o caso em que o sistema tem como estado inicial atômico

|Φ2(0)i, com s = 0, 64. Neste caso para o tempo de interação τ = 7, 71 temos aproximada-

mente 90% de probabilidade de medirmos o campo nas cavidades no estado |01iC1C2 . Caso

este resultado seja obtido o sistema de átomos se colapsa em um estado tipo
¯̄
WΦ2(7.71)

®
Eq. (7.26). Através do protocolo proposto por Z. L. Cao [148], onde é necessário o uso

de um qubit auxiliar na cavidade 2, podemos destilar um estado W, a partir do estado

tipo W fornecido pelo sistema. Deste modo podemos usar o emaranhamento dos três
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átomos espacialmente separados em protocolos de comunicação quântica e teletransporte

determinísticos.

O principal resultados que devemos destacar neste trabalho diz respeito ao maior pico

de emaranhamento atômico obtido no estudo da dinâmica de emaranhamento para os

estados iniciais |Φα=1
1 (0)i e |Φ2(0)i. Verificamos que ambos estados iniciais apresentam

valores próximos para os picos da negatividade global da transposta parcial do oper-

ador de estado dos átomos com relação ao qubit B. Por outro lado quando analisamos

a transferência de emaranhamento do campo para os átomos observamos que o grau

de emaranhamento transferido do campo para os átomos é menor para o estado inicial

atômico |Φ2(0)i. O estado inicial |Φ2(0)i possui os qubits A1 e A2 em um estado maxi-

mente emaranhado enquanto que o estado estado inicial |Φα=1
1 (0)i têm os três átomos em

um estado separável. Como o estado inicial |Φ2(0)i possui máximo emaranhamento entre

os átomos A1 e A2, a quantidade de emaranhamento transferido do campo para os átomos

nas cavidades espacialmente separada é menor. Com isso verificamos que para esse caso

o campo funciona como uma ponte para trânsferencia de emaranhamento e o maior pico

emaranhamento entre os átomos nas cavidades espacialmente separadas é proveniente de

uma parcela de emaranhamento transferido do par A1 e A2. Outro resultado que deve-

mos destacar é a possibilidade de utilização do emaranhamento atômico do sistema em

protocolos determinísticos de comunicação quântica e teletransporte.

Um possível estudo futuro para este trabalho é a verificação da dinâmica de emaran-

hamento para o sistema apresentado na tese considerando três ou mais átomos na cavi-

dade de Alice. Também podemos estudar a dinâmica do sistema considerando dissipações.

Desta forma podemos conseguir uma descrição mais condizente com uma implementação

experimental.
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