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REIS, Paulo José dos. Transferéncia de correlagdes das varidveis continuas e geragio de
emaranhamento de trés &tomos em cavidades remotas. 2012. Tese (Doutorado em Fisica) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2012.

RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma proposta para geracdo de emaranhamento entre trés
atomos localizados em duas cavidades espacialmente separadas, através da transferéncia de
emaranhamento das variaveis continuas do campo comprimido de dois modos. Um par de
atomos A1 e A, preparados em um estado separavel ou emaranhado, interage com um
unico modo do campo comprimido de dois modos na cavidade 1, enquanto o atomo B
interage com o segundo modo do campo na cavidade 2. Expressoes analiticas foram obtidas
para o estado do sistema composto, estado do campo e estado dos dtomos em funcgido do
parametro de interacdo e parametro de compressdo, considerando diferentes estados
iniciais do campo e dos datomos, localizados na cavidade de Alice. Noés analisamos
numericamente a geragdo, morte subita, e renascimento de emaranhamento dos trés
atomos, como funcdo do estado inicial dos dtomos A1 e A2 e parametro de compressdo do
campo eletromagnético. Como o campo nas cavidades possui infinitos graus de liberdade,
utilizamos funcdo Q e o numero médio de fétons, para uma andlise qualitativa do
emaranhamento dos modos campo nas cavidades distintas. Aproximamos o estado
comprimido do campo por um estado nimero dos foétons, que produz uma dindmica de
emaranhamento similar a do sistema proposto. Com esta aproximagdo pode-se calcular a
negatividade global do campo e verificar a transferéncia de emaranhamento dos modos do
campo para os atomos nas cavidades espacialmente separadas. O estado dos atomos
apresenta emaranhamento tipo W, que pode ser utilizado em protocolos de comunicagao
quantica. Um estado emaranhado puro de trés atomos pode ser obtido com alta
probabilidade, através de uma medida sobre o estado do campo nas cavidades. Usando um
protocolo simples, onde utilizamos um qubit auxiliar na cavidade 2, podemos destilar um
estado W, a partir do estado tipo W fornecido pelo sistema. A probabilidade de destilagdo
depende do emaranhamento do estado tipo W. Deste modo podemos utilizar o estado
emaranhado de trés atomos espacialmente separados em protocolos de comunicagdo
quantica e teletransporte deterministicos.

Palavras-chave: Estados comprimidos. Atomos em cavidade. Emaranhamento.



REIS, Paulo José dos. Transfer correlations for continuous variables and the generation of
entanglement of three atoms in cavities remote. 2012. Tese (Doctorate in Physics) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2012.

ABSTRACT

In this work we present a proposal to generate entanglement amongst three atoms located
in two spatially separated cavities through entanglement transfer from continuous
variables of two mode squeezed field. Pair of atoms Aland A2, prepared either in a
separable state or in an entangled state, interacts with a single mode of a two mode
squeezed cavity field while a third atomic qubit B interacts with the second mode of the
squeezed field in a remote cavity. Analytical expressions have been obtained for the state
of composite system, state of the field and state of the atoms, considering different states
of atoms and field. We then analyze numerically, the generation, sudden death and
revival of three qubit entanglement as a function of initial entanglement of qubits AiA>
and degree of squeezing of electromagnetic field. As the field inside the cavities has
infinite degrees of freedom, we use the Q function and the average photon number, to do
a qualitative analysis of the entanglement of field modes in the distinct cavities. An
approximate photon number state that effectively produces an entanglement dynamics
very close to the one obtained for the proposed system was considered. With such an
approximation one can calculate the global negativity of the field and verify the
entanglement transfer from field modes to atoms in spatially separated cavities. The state
operator of three atoms displays W type entanglement which can be used in quantum
communication protocols. A pure entangled state of three atoms may be obtained with
high probability, by measurement of the field state in the cavities. Further, a W state can
be distilled from the W type state provided by the system. Probability of success of
distillation protocol depends on the amount of entanglement in W type state. In this way,
we can use three spatially separated entangled atoms to implement communications or
teleport protocols, deterministically.

Key-words: Squeezed states. Atoms in cavities. Entanglement.
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Capitulo 1

Introducao

Nas tltimas duas décadas diversos laboratérios desenvolveram técnicas e equipamentos
que permitem a manipulacao individual de dtomos e fétons. Esses novos avancos na
manipulacao de sistemas em nivel quantico possibilitam manipular um inico dtomo e
fazé-lo interagir com um unico féton aprisionado em uma cavidade optica [1]. Esses
experimentos tém possibilitado a investigacao de propriedades somente observadas no
mundo quantico, que podem levar a novas tecnologias como a computagao quantica [2,3],
criptografia quantica [4] e comunicagao quéntica [5].

Em 1965 Gordon Moore [6], observou que o nimero de transistores em um micro-
processador, bem como a velocidade de processamento, dobram a cada 18 meses, ao
mesmo tempo cai pela metade o nimero de dtomos utilizados para codificar um bit de
informacao. Nessa progressao chegarfamos ao limite de um bit por dtomo em torno de
2015, o que implica na saturacao da lei de Moore. Torna-se entao natural pensar na
utilizacao das propriedades quénticas dos dtomos para a implementacao de algoritmos
computacionais. Em 1980 Paul Benioff [7, 8], verificou que um sistema intrinsecamente
quéntico é capaz de reproduzir computacao classica. Em 1982 R. P. Feynman [9, 10],
propos que sistemas quanticos poderiam ser simulados eficientemente em computadores
quanticos, com um ganho exponencial na velocidade de processamento se comparado com

os computadores cldssicos.
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A formalizacao da idéia de computador quantico foi proposta por D. Deutsh em
1985 [11]. Neste trabalho foram utilizadas caracteristicas quéanticas préprias de sistemas
microscopicos, como superposi¢ao de amplitudes de probabilidade para resolver um prob-
lema envolvendo funcoes bindrias. Outra grande contribuicao na drea de computagao
quantica foi o algoritmo quéntico proposto pelo matemdtico Peter Shor em 1994 [12],
para a decomposicao de um nimero em seus fatores primos. O algoritmo de Shor é ex-
ponencialmente mais rdpido que o melhor algoritmo clédssico conhecido. A dificuldade na
fatoragao de niimeros grandes é a base de um método criptografico muito utilizados at-
ualmente, o método RSA. A importancia pratica dessa descoberta reside na possibilidade
de que um computador quantico permitiria a quebra de mensagens criptografadas em um
tempo exponencialmente menor do que um computador cldssico.

As propriedades de sistemas quanticos também podem ser utilizadas para a realizagao
de comunicacao segura. O surgimento do campo da comunicacao quantica teve inicio
em 1984, através da proposta apresentada por Bennett e Brassad [4]. Neste artigo eles
apresentaram uma proposta de comunicacao segura entre dois laboratérios, onde a men-
sagem era enviada através de fétons polarizados. A seguranca do protocolo baseia-se
no fato de que uma medida de um invasor sobre os fétons enviados interfere destrutiva-
mente no estado quantico dos fétons. Em 1991 Ekert [5], apresentou um protocolo de
comunicagao entre dois laboratérios remotos (Alice e Bob), a mensagem é criptografada
através de operagoes unitérias realizadas por uma parte e a seguranca é baseada no mé&x-
imo emaranhamento entre as particulas espacialmente separadas compartilhas pelos dois
laboratoérios.

Devido a seu grande potencial e superioridade no processamento da informacao em
relacao a computacao classica, existe um grande interesse em pesquisas direcionadas na
manipulagao controlada de sistemas quanticos. Sistemas fisicos atualmente considerados
para a implementacgao de operagdes quanticas incluem fons em armadilhas magnéticas [13],
atomos e fétons em cavidades [14], redes cristalinas 6pticas [15], moléculas em solugdes

liquidas manipuladas através de técnicas de ressondncia nuclear magnética [16], pontos



quénticos [17] e supercondutores [18].

As cavidades épticas com dtomos de dois niveis representam um sistema que pode ser
utilizado no processamento da informacgao quantica. Experimentalmente isso é possivel,
quando colocamos dtomos em cavidades sem dissipacao, ou seja, com altos valores de
qualidade. Os modos do campo eletromagnético na cavidade com alto valor de intensidade
de campo elétrico permitem um acoplamento dipolar forte entre dtomo e campo. Se
ajustarmos as cavidades de modo a produzir ondas estaciondrias onde a frequéncia angular
de um dado modo do campo eletromagnético é igual a frequéncia de transicao dos d&tomos
de dois niveis, podemos gerar interacao ressonante entre atomos e fétons. Existem varias
propostas, para a geracao de estados emaranhados de dtomos de dois niveis em uma
cavidade éptica, [19-24].

O emaranhamento compartilhado entre sistemas espacialmente separados representa
um recurso central para a comunicagdo quantica [25] e computagao quantica distribuida
[26]. A computacao quantica distribuida refere-se a um computador quantico formado por
uma rede de processadores conectados por uma linha de transmissao [27]. Por este motivo
atualmente tem havido grande interesse no emaranhamento entre &tomos aprisionados em
cavidades distintas.

Nesta tese apresentamos uma proposta de geracao de emaranhamento entre trés dto-
mos de dois niveis aprisionados em um sistema de duas cavidades espacialmente separadas,
através da interacao com um estado comprimido de dois modos do campo eletromagnético.
No estudo da dindmica de emaranhamento do sistema composto utilizamos diferentes
estados do campo, para isso variamos o pardmetro de compressao, que é diretamente
proporcional a intensidade do campo comprimido de dois modos. Também consideramos
estados inicias separdveis e emaranhados dos dois dtomos localizados na cavidade do lab-
oratério de Alice, com o objetivo de verificar a influéncia de emaranhamento inicial dos
dois 4tomos na transferéncia de emaranhamento do campo para os dtomos nas cavidades
distintas.

No capitulo (2), explicamos o conceito de emaranhamento de um sistema quéntico,

el



apresentando as propriedades de sistemas quanticos emaranhados e separdveis. Além
disso, verificamos quais propriedades uma medida de emaranhamento deve satisfazer.
Conhecendo as propriedades de uma medida de emaranhamento expomos alguns quan-
tificadores que sao: entropia de Von Neumann, entropia linear, concorréncia, negatividade
global e negatividade tipo-K.

No capitulo (3), exibimos a quantizagdo do campo eletromagnético e compressao nas
quadraturas do campo. Além disso, apresentamos alguns estados do campo eletromag-
nético que sao: estados de Fock, estados coerentes, estados comprimidos e estado de vacuo
comprimido de dois modos. Como os estados comprimidos de dois modos serao utilizados
no sistema proposto no capitulo (4), exibimos a representagao desse estado no espaco de
fase através da funcao QQ e quantificamos seu emaranhamento utilizando-se da entropia
de Von Neumann e matriz de covariancia.

No capitulo (4), apresentamos uma proposta para a gera¢ao de emaranhamento entre
trés dtomos localizados em duas cavidades espacialmente separadas [28], onde a cavidade
C1 estd no laboratério de Alice e possui dois dtomos aprisionados e a cavidade Cy que
estd no laboratério de Bob possui um tnico atomo de dois niveis. Estas cavidades estao
inicialmente no estado do vdcuo, um estado comprimido de dois modos é enviado para as
cavidades, onde cada modo do campo é enviado para uma cavidade distinta. A jungao
entre campo externo e campo na cavidade é feita por um divisor de feixe (beam splitter).
Expressoes analiticas foram obtidas para os operadores de estado do sistema composto,
dtomos e campo, considerando diferentes estados iniciais do campo e diferente estados
iniciais dos dois dtomos localizados na cavidade do laboratério de Alice.

No capitulo (5), calculamos o emaranhamento dos dtomos e campo para verificar-
mos a transferéncia de emaranhamento das varidveis continuas do campo para os d&tomos
localizado nas cavidades distintas. Utilizando-se dos operadores de estado dos &tomos
considerando diferentes estados iniciais do campo e dos dtomos, calculamos a negativi-
dade global para detectar o emaranhamento livre dos d4tomos nas cavidades espacialmente

separadas. Como o estado do campo possui um nimero infinito de graus de liberdade,

xil



utilizamos o operador de estado do campo para o cédlculo da funcao QQ e niimero médio de
fétons. Com isso obteve-se uma andlise qualitativa da transferéncia de emaranhamento
dos modos do campo para os dtomos nas cavidades distintas.

O estado de vdcuo comprimido de dois modos é um estado do campo eletromagnético
de varidveis continuas, ou seja, possui infinitos graus de liberdade. Por esse motivo no
capitulo (5) nao foi possivel calcular a negatividade global para quantificar o emaran-
hamento entre os modos do campo nas duas cavidades. No capitulo (6), apresentamos
uma aproximacao para o estado do campo nas cavidades que produz uma dindmica de
emaranhamento similar a apresentada no capitulo (5). Deste modo calculamos a nega-
tividade global do campo nas cavidades e verificamos a transferéncia de emaranhamento

do campo para os dtomos nas cavidades espacialmente separadas.

O sistema proposto no capitulo (4), é composto por cavidades espacialmente sepa-
radas que nao interagem entre si. Sistemas com &tomos aprisionados em cavidades es-
pacialmente separadas podem ser utilizados na comunicacao quéantica. No capitulo (7),
analisamos o operador reduzido dos atomos no tempo de interagao onde negatividade
global da transposta parcial do operador de estado dos dtomos com relacao ao qubit B é
méxima. Verificamos que o operador de estados dos dtomos apresenta emaranhamento do
tipo W com alta probabilidade acrescido de uma parcela de ruido quantico. Analisando a
funcao de onda do sistema composto, podemos obter um estado do tipo W com alta prob-
abilidade, através de uma medida sobre o estado do campo nas cavidades. Usando um
protocolo simples proposto por Z. L. Cao [148], utilizamos um qubit auxiliar na cavidade
2 e uma transformacao unitéria, para destilar um estado W, a partir do estado do tipo
W fornecido pelo sistema. Deste modo podemos usar o emaranhamento dos trés dtomos
espacialmente separados para implementacao dos protocolos de comunicacao quantica e

teletransporte deterministicos.



Capitulo 2

Emaranhamento de estados

quanticos

2.1 Introducao

O emaranhamento é uma das caracteristicas de maior estranheza na mecéanica quan-
tica. Essa propriedade de sistemas quanticos compostos foi primeiramente apontada por
Einstein, Podolsky e Rosen [29], que em 1935 propuseram um experimento mental con-
hecido como paradoxo EPR. Nesse experimento o resultado de uma medida realizada em
uma parte do sistema quéantico apresenta efeito instantaneo no resultado de uma medida
realizada em outra parte, independente da distancia entre as partes. Ainda em 1935,
Schrodinger [30] observou no estudo de sistemas quéanticos correlagdes nunca vistas em
sistemas cldssicos e as denominou emaranhamento.

Em 1964 Bell [31], apresentou um teorema que propoe uma desigualdade que relaciona
as probabilidades de deteccao de dois observéveis dicotomicos, relativos a dois sistemas. Se
a correlacao entre os dois sistemas for descrita por uma teoria realista local, a desigualdade
é sempre satisfeita. Por outro lado a violacao dessa desigualdade implica que os sistemas
em questao exibem uma correlagao nao-local, prevista pela mecénica quéantica.

A desigualdade de Bell tem base no paradoxo EPR, em que dois observadores remotos,



(denominados posteriormente Alice e Bob) compartilham um par de particulas emaran-
hadas. Bell afirmou que a correlacao entre as particulas é devida ao emaranhamento
quantico do par. Uma medigao feita por um observador permite conhecer o estado da
outra particula do par. Esta idéia estd inteiramente de acordo com o principio da incerteza
de Heisenberg, que é um conceito fundamental da mecénica quéntica. O emaranhamento
quantico, nao possui nenhum andlogo classico, este elemento aparece na violacao da de-
sigualdade de Bell. A comprovacao experimental da desigualdade de Bell foi feita em 1982
por A. Aspect [32], que confirmou a existéncia de correlagoes nao locais preditas como
emaranhamento.

O emaranhamento nao é apenas uma propriedade tedrica de sistemas quénticos, e
pode ser gerado através de alguns experimentos em laboratério. Em 1996 C. Monroe
et al [33], obtiveram experimentalmente um estado emaranhado andlogo ao proposto
por Schrodinger, que ficou conhecido como estado do tipo gato de Schrodinger. Esse
resultado comprovou definitivamente que o emaranhamento é uma propriedade nao local
da mecanica quantica. Outros experimentos foram realizados para a geracao de estados
emaranhados com dtomos e fétons [1].

Nas tltimas duas décadas o emaranhamento quantico tem sido objeto de varias pesquisas
e vem sendo aplicado em uma série de protocolos de informacao e criptografia quantica.
Como uma de suas principais aplicagoes temos a codificagdo superdensa [34], que con-
siste na transmissao de informagao utilizando-se de bits quanticos (qubits) emaranhados.
O emaranhamento também é usado na criptografia quantica [35], para a distribuigao
de chaves quanticas. Além disso, no teletransporte de estados quanticos [36] o emaran-
hamento é fundamental para o envio da informacao de um sistema quéantico para outro.
Nao podemos esquecer que o emaranhamento é um recurso fundamental na computagao
quéntica [2].

Sistemas quéanticos realistas apresentam superposicao de estados e a interagao com o
ambiente resulta na perda da pureza. Para um sistema de dtomos aprisionados em uma

cavidade as principais fontes de perda de coeréncia sao: emissoes espontaneas, perda de



fétons na cavidade e oscilagoes na fonte do campo. Alguns experimentos foram realiza-
dos para verificar essas perdas de coeréncia [37,38]. Sistemas de dtomos emaranhados
aprisionados em cavidades épticas que interagem com os modos do campo nas cavidades
perdem correlacoes ocasionando o desaparecimento do emaranhamento. Em 1996 L. Davi-
dovich [39], apresentou uma proposta tedrica para este sistema. Um tipo de perda de
correlagao observada na dindmica de emaranhamento de dois dtomos aprisionados em
uma cavidade que interagem com o campo foi apontado por T. Yu e J. H. Eberly [41], e
denominada como morte stbita de emaranhamento (ESD). A ESD ¢ um fendémeno que
ocorre quando o emaranhamento cai abruptamente a zero em um tempo finito, diferente
de um decaimento assintético.

Neste capitulo apresentamos a representacao de estados quénticos puros e mistos
através do operador densidade. Na secao (2.2) discutimos o conceito de emaranhamento
de sistemas quanticos compostos e o critério de separabilidade de Peres. Na secao (2.3)
demonstramos as propriedades que uma medida de emaranhamento deve satisfazer e al-
guns quantificadores de emaranhamento. Na se¢ao (2.4) discutimos a perda de correlagao

para sistemas quanticos compostos que interagem com o ambiente.

2.2 Operador densidade

Estados quanticos podem ser representados através de operadores definidos no espaco
de Hilbert (H), um espago vetorial complexo de dimensdo (d) que contem os vetores
de estados do sistema quantico. O operador que representa um estado quéntico deve
fornecer toda a informacao possivel sobre as propriedades de um sistema quéntico, bem
como sua evolugao temporal. De acordo com um dos postulados da mecénica quéntica,
a cada observdavel de um sistema quantico, referente uma quantidade fisica mensuravel,
associamos um operador Hermitiano. Esse operador deve ser Hermitiano dado seus auto-
valores reais. Os autovalores do operador de estado representam probabilidades. Como a

soma das probabilidades representa a probabilidade total, o operador de estado deve ter



trago unitdrio. Deste modo podemos representar um estado quantico por um operador
densidade p tal que,

p=pls p=0; Tr(p) = 1.

O operador densidade, na sua forma geral representa uma mistura estatistica de proje-

tores,
p= PIU)(Ul;) P=1, (2.1)

onde P; é a probabilidade do estado | ;).

Se considerarmos um caso especial, onde p tem a forma
p= %) (Tl (2.2)

p representa um estado puro e pode ser representado como uma fungao de onda, enquanto

os estados mistos Eq. (2.1), ndo podem ser representados como uma funcao de onda.

2.3 Emaranhamento

Como j& verificamos anteriormente, um sistema quéntico pode ser representado por
um operador densidade p, no espago de Hilbert (H). Entretanto, um sistema quéntico
pode ser constituido de varios subsistemas. Neste caso o espago de Hilbert associado ao
sistema composto pode ser visto como uma composi¢ao de espagos individuais de varios

subsistemas, ou seja,

H=H QH,®..Q Hy. (2.3)

onde Hiy, H,, ... e Hy, sao espacos de Hilbert nos quais os operados py,ps,.... € py, refer-
entes aos subsistemas (1,2, ..., N), sdo definidos.

A nocao de emaranhamento surge da estrutura tensorial apresentada na Eq. (2.3).



2.3.1 Definicao de um estado puro separavel

Alguns estados puros de sistemas quanticos compostos sao fatordveis e podem ser
representados na forma,

U) = [U) ® [¥s) @ ... @ [¥y) . (2.4)

Quando essa fatoragao nao é possivel temos estados puros emaranhados.

2.3.2 Definicao de um estado misto separavel

Se um estado misto pode ser descrito como,

ﬁ:p1®ﬁ2®~-®ﬁ1\h (2-5)

ele é chamado estado misto fatordvel. Qualquer estado misto que pode ser descrito na

forma,
p=> PP oph®..0p), (2.6)

que é um estado misto separdvel. Se um estado misto nao pode ser representado como a
Eq. (2.6), entdo temos um estado misto emaranhado.

Observamos que o estado representado pela Eq. (2.4) é um caso particular da Eq.
(2.5), para sistemas quanticos constituidos apenas de subsistemas em estados puros. A

Eq.(2.5), € um caso particular da Eq. (2.6) quando P, = 1.

2.3.3 Critério de separabilidade de Peres

Para entendermos o critério de separabilidade de Peres [62], primeiramente devemos
definir a operacao de transposicao parcial de um estado quéntico. Dado um estado quan-

tico composto por duas partes A e B, descrito da seguinte forma,

pan =D At li)ali)p (Kl (Ulp - (2.7)

z‘hj?k?l



A transposicao parcial é definida como,

AgBB - ZAUM | A |l <k|A <j|B . (28)

1,5,k,1

Verificamos que se p 45 for um operador separdvel,

Pap = ZP Pa © ) (2.9)

Sua transposta parcial resulta em um operador positivo. Caso a transposta parcial de
pap NAo seja positiva, p,p € emaranhado.

Peres afirmou que esse critério era vdlido para dimensoes arbitrarias do espaco de
Hilbert. Porém em 1996, M. P. Horodecki e R. Horodecki [63], demonstraram que esse
critério ¢ uma condicao de separabilidade necessédria e suficiente para os estados com di-
mensoes 2R 2 e 2®3, para outras dimensoes se tornando somente uma condi¢ao necessaria.
Quando consideramos estados quanticos com dimensoes maiores que as citadas, alguns
estados emaranhados possuem transposta parcial positiva e esses estados possuem emaran-

hamento ligado, que é emaranhamento nao destilavel [69].

2.3.4 Estados emaranhados de dois qubits

Considerando um estado quantico de sistema composto, representado pelo espaco de

Hilbert H; ® Hy com dimensoes d; ® ds, 0 estado puro mais geral neste espaco tem forma,

W)y = cili)y i)y, (i=1,.di;j=1,....dp)

0]

onde c¢;; sao os coeficientes complexos e |i), e |j), formam uma base completa em H; e

H,. Considerando o estado,

|\1/>12 = 7 (|9> |9>2 + ’€>1 |e>2) ’ (2.10)



que descreve o estado quantico de dois dtomos de dois niveis, onde o vetor de estado
|g) denota o estado fundamental, enquanto |e) denota o estado excitado, e o indices 1 e
2 correspondem ao primeiro e segundo dtomo. Como cada dtomo constitui um sistema
quantico de dois niveis podemos atribuir uma base computacional em analogia aos bits
clédssicos, onde |g) — |0) e |e) — |1). Deste modo podemos reescrever o estado quantico
de um sistema de dois qubits, como,

1
W)y, = 7 (10)1 1005 + 1)1 [1)5) - (2.11)

Esse estado nao pode ser decomposto no produto de dois estados pertencentes cada um a
um subsistema, isto significa que o estado possui emaranhamento. Se o estado do primeiro
qubit é medido e obtemos como resultado |0) certamente o segundo qubit estard em |0);
da mesma forma, se o estado do primeiro qubit é medido no estado |1) o segundo estara
certamente no estado |1).

Se aplicarmos o critério de Peres no estado da Eq. (2.11), observamos que o operador

densidade,

P12 = ([9) (¥])y,, (2.12)

possui transposta parcial p{% com autovalores
S A= ——. (2.13)

A existéncia do A4 com valor negativo para a matriz de estado com transposta parcial

indica que o estado da Eq. (2.11) é emaranhado.

2.3.5 Estados emaranhados de trés qubits

Para estados emaranhados de trés qubits, Diir e colaboradores [77], demonstraram a

existéncia de somente duas classes de emaranhamento tripartido genuino, a classe com



emaranhamento tipo GHZ [75] e W [76]. O estado

1

IGHZ) = NG

(]000) + |111)), (2.14)
¢ um estado maximamente emaranhado na classe GHZ, e o estado

1
W) = 7 (|001) + 010) + [100)) . (2.15)

¢ um estado maximamente emaranhado na classe W. Um estado pertencente a uma dessas
classes nao pode ser convertido em constituintes de outra classe por LOCC (operagoes
locais e comunicagao cldssica). O uso do critério de Peres nos estados das Egs. (2.14) e
(2.15) demonstra transposta parcial negativa, o que indica a existéncia de emaranhamento.
Uma limitacao no critério de Peres é o fato dele nao classificar o grau de emaranhamento

existente no estado, sendo necessdrio para isso um quantificador de emaranhamento.

2.4 Medidas de emaranhamento

Para determinarmos o grau de emaranhamento de um estado puro ou estado misto
de um sistema quéntico bipartido com dimensao arbitraria, é essencial escolhermos uma
medida apropriada de emaranhamento. Um bom quantificador de emaranhamento deve
nos fornecer valor zero para estados separdveis e valor um para estados maximamente
emaranhados. Em seu trabalho em 2002 Brub [51], demonstrou que uma medida de

emaranhamento deveria satisfazer as seguintes propriedades:

(i) Valor zero para estados separdveis:

Para um estado separdvel p, E (p) = 0.



(ii) Normalizacao:

d
O emaranhamento do estado puro ¥ = ﬁz |i)*]i)”, maximamente emaranhado
i=1
de dimensao d ® d, &

E(|¥) (¥]) = log, d, (2.16)

. WA ~
em que o conjunto {|i)”} compoe uma base ortonormal.

(iii) Nao crescente por LOCC:

Seja um mapa Aroce, implementado por uma operacao local e comunicagao cldssica
(LOCC), entao

E(Aroce p) < E(p). (2.17)

(iv) Continuidade:

E(p) deve ser uma fungao continua de p,
E(p)— E(0) — 0 para ||p—a|| — 0. (2.18)

(v) Aditividade Parcial:

Considerando n cépias idénticas do estado p, estds cépias contém n vezes o emaran-

hamento de p,

E(p®") = nE(p). (2.19)

(vi) Subaditividade

Para dois sistemas independentes p e o, dizemos que o sistema global é descrito por

p ® o, e as fungoes que medem emaranhamento devem satisfazer,

E(p® o) < E(p) + E(0). (2.20)
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(vii) Convexidade

E (p) deve ser convexa no espago dos operadores,

E (Zpiﬂz) S Zp@-E (P) 5 (2.21)

onde p = Zpipi, para todos {p; |¥;)}, com p; >0 e Zpi =1.
i i
Encontrar uma medida que satisfaca todas essas propriedades é algo muito dificil. G.
Vidal [55] propos que um bom quantificador de emaranhamento seria aquele que satisfaz
apenas a propriedade de nao crescimento, em média, por operacoes locais e comunicacao
classica (LOCC). Deste modo definiu-se o que se chama de monétono de emaranhamento.
Vidal também demonstrou um conjunto de condigoes necessarias para que E seja
um monétono de emaranhamento que sao:

1. Para qualquer operacao local nao-deterministica , ;(p), realizada na i-ésima parte,

E(p)=>_ mE (py) (2.22)
k
onde
&i(p)
=1r | , P = — )
Pk [5 k(ﬂ)} Pk e
2. Convexidade: para qualquer ensemble {qx, py.},
E(p) <> _aE (py). (2.23)

k

As medidas de emaranhamento devem satisfazer as propriedades citadas e sao divididas
em dois tipos, operacionais e abstratas. As medidas operacionais sao obtidas por meio de
operacoes locais e comunicagao classicas (LOCC) e as mais comuns sao emaranhamento
destilavel [56] e custo de emaranhamento [64]. As medidas abstratas, sdo usadas como
limites paras medidas operacionais; dois exemplos de medidas abstratas sao concorréncia

[58], que mede emaranhamento de formagcao e entropia relativa [65,66].
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Um grande problema na formulacao de medidas de emaranhamento é a quantificagao

do emaranhamento de estados mistos, que sao escritos como,
p= pip; (2.24)
J

onde Z p; = 1, e p; > 0. Fisicamente isso corresponde a uma mistura de estados puros,
de mozio que p; tem probabilidade p;. Os estados mistos nao podem ser representados
como funcao de onda, mas podemos representalos-los como uma soma de estados puros.
Nao existe regra geral para saber se um estado misto possui emaranhamento ligado. O
emaranhamento ligado é o emaranhamento nao destilavel atrvés de LOCC. Se um estado
misto possui emaranhamento nao destildvel, entao esse estado possui emaranhamento
ligado [63,69].

O problema em definir um bom medidor de emaranhamento para estados mistos, estd
relacionado ao fato de que diferentes medidores podem gerar diferentes ordens para os

pares de estados mistos. Portanto, existe um problema na definicao do maximo emaran-

hamento para um estado misto.

2.4.1 Entropia de Von Neumann.

No inicio do século XX Von Neumann e Landau generalizaram o conceito de entropia,
para sistemas de particulas quénticas, onde um estado misto definido por uma matriz

densidade p, tem a entropia definida como,
S(p) = =Tr(plnp). (2.25)

Bennett et al [78], utilizaram-se da entropia de Von Neumann como uma medida de
emaranhamento para estados bipartidos.

Dado o operador densidade p de um par de sistemas quanticos A e B, este estado

12



pode ser decomposto em uma base |¥;), com probabilidade p;, de modo que,

b= ) (). (226)

O emaranhamento E(¥) ¢ definido como a entropia de Von Neumann, de qualquer um

dos subsistemas A e B,

E(V) = =Tr(p,logy p,) = =T (py1ogy i), (2.27)

onde p, ¢ obtido através do trago parcial de p sobre o subsistema B, e da mesma maneira
conseguimos py, fazendo o trago parcial de p sobre o subsistema A.
Para demonstrarmos como é calculado o traco parcial tomaremos como exemplo o

seguinte estado de dois qubits,
|Wap) = cos#|00) —sinf [11), (2.28)
o operador densidade para este estado é,

cos? 0 — cosfsin
Pap = |Yag) (Yap| = : (2.29)
—cosfsind sin 6

Verificando traco parcial em relagao ao subsistema B temos,

cos?f 0
pa=Trp(pap) = (2.30)
0 sin? 6

Agora iremos verificar a entropia para o estado |V 45),
E(Vap) = — [cos® §logy(cos® 0) + sin® 6 log, (sin* 6)] . (2.31)
Podemos ver que a quantidade F (VU 45) tem valor 0, para § = 0 e §# = 7/2, para estes
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valores de 6 temos estados separdveis. Para 6 = /4 temos E(¥45) = 1, para este valor

de 0 temos um estado maximamente emaranhado de dois qubits.

2.4.2 Entropia Linear

A entropia linear é uma medida de pureza de um estado [57], e é definida como,
Silp) = — [1 = Tr(p*)]. (2.32)

Para um estado puro no espaco de Hilbert com dimensao d a entropia linear é zero e para

um estado maximamente misto S;(p) = 1.

2.4.3 Concorréncia

Hill e Wootters [58], apresentaram um tipo de medida de emaranhamento de formacao,
denominada concorréncia. Neste trabalho eles obtiveram uma expressao exata para a
medida de emaranhamento de formacao de dois qubtis.

Para demonstrarmos esta medida de emaranhamento, primeiramente iremos introduzir
uma transformacao de "spin flip", que é uma funcao aplicdvel sobre estados de um nimero
arbitrdrio de qubits. O primeiro passo é demonstrar essa transformacao sobre um estado

puro de um tnico qubit,

)\11> =0, | U, (2.33)

onde |U*) representa o conjugado complexo de | ).

Para realizarmos a transformacao spin flip sobre n qubits, devemos fazer essa operacao
individualmente em cada qubit. A operagao spin flip para um estado geral p de dois qubits
tem o seguinte forma,

p=(oy®0y)p*(oy @0y). (2.34)
Podemos utilizar a transformacao de spin flip para expressar emaranhamento de estados
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puros por,

E(¥) = £(C(9)), (2.35)

onde definimos concorréncia C' como,
O(0) = )<@|xy>‘ , (2.36)

e a funcao ¢ é dada por,

1 1—-C?
{0 = (F==). (2.37)
h(x) é a fungdo entropia bindria, que tem a forma,
h(z) = —[xlogyx + (1 — x) logy (1 — x)]. (2.38)

£(C) é uma funcdo monotonica e varia de 0 a 1, assim como C' também varia de 0 a
1. A concorréncia pode ser usada como medida de emaranhamento. Como exemplo

consideraremos um estado maximamente emaranhado de dois qubtis.

1

|\IJAB> - \/i

(101) — [10)). (2.39)

A concorréncia que é dada por <\Iflq/> ) Para o estado Eq. (2.39), tem valor 1. Podemos

utilizar como outro exemplo o estado separével |W45) = |01), para o qual a concorréncia

tem valor 0.

Para estados mistos a concorréncia pode ser expressa da seguinte forma,
C(ﬂ) = {07A1aA2>A37A4}7 (240)

onde os A;s sao as raizes quadradas dos autovalores da matriz nao Hermitiana pp. A
determinagao fisica da concorréncia C(p), bem como a execugdo experimental, foram

obtidas para um sistema de dois qubits. Esses resultados sao encontrados nos trabalhos
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de Mintert [59], Horodecki [60] e Walborn [61].

2.4.4 Negatividade Global

O conceito de negatividade tem origem na observagao feita por Peres [62] apresentada
na segao (2.3), onde a transposta parcial de uma matriz densidade, associada com um
estado separdvel ainda ¢ uma matriz densidade valida. Horodecki et. al. [63], demonstram
que o critério de Peres ¢ um condicao necessdria para um estado ser separdvel, para
dimensoes do espago de Hilbert, 22 e 2®3. O critério de Peres nos leva a uma medida
de emaranhamento chamada negatividade.

A negatividade é uma medida de emaranhamento para qualquer tipo de estado puro
ou misto de um sistema bipartido arbitrario [70-72]. Essa medida se baseia na norma do
trago da transposta parcial pﬁ“é, do estado bipartido p,z. Com isso temos a negatividade

definida como,

N(pag) = ||ois|| — 1, (2.41)

onde Hpi“l‘g‘ |, ¢ a norma do trago de p’%, que & o mesmo que a soma dos médulos dos
autovalores de p%. Utilizando a definicio da norma do trago e o fato que Tr(py) = 1,

noés temos,

Ikl =2 A +1, (2.42)

onde \; sao os autovalores negativos da matriz pg‘l‘g. Deste modo a negatividade pode ser

escrita como,

N(pan) =23 X1 (2.43)

A negatividade de um estado bipartido maximamente emaranhado equivale a 1, e para
um estado separavel tem valor 0.
A negatividade é uma medida de emaranhamento bastante usada pois ela tem capaci-

dade de detectar emaranhamento livre de estados bipartidos de qualquer dimensao. Temos
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que lembrar que estados que possuem transposta parcial positiva e possuem emaran-
hamento, sao estados com emaranhamento ligado, ou emaranhamento nao destildvel e
para esses estados a negatividade nao detecta o emaranhamento.

Apesar da negatividade nao detectar emaranhamento ligado, ela nos permite deter-
minar dentro da dindmica do sistema o emaranhamento livre e tempos de interacao onde
o emaranhamento ¢ maximo, por esse motivo se torna uma medida de emaranhamento

valida para o sistema apresentado no capitulo (5).

2.4.5 Negatividade tipo-k

Verificamos que o critério de Peres nao possibilita a classificacao do tipo de emaran-
hamento de um estado quéantico de muitos partidos. Uma proposta que possibilita a
classificacao dos tipos de emaranhamento de estados com N-partidos foi apresentada por
S. S. Sharma e N. K. Sharma [73].

Para um sistema N-partido, composto com trés ou mais partes, pode-se dividir o
sistema em M partes, onde cada parte contém um ou mais subsistemas. Se considerarmos
um unico subsistema, de um sistema composto por M partes, esse subsistema pode estar
emaranhado, com seu complemento de diferentes maneiras. Por exemplo, num sistema de
trés qubits (ABC), o subsistema A pode nao estar emaranhado com o sistema BC, como
também pode haver emaranhamento entre A e BC, ou AB com C e AC com B

Para demonstrarmos como é calculada a negatividade tipo-k [74], primeiro mostraremos
como ¢ feita a transposta parcial tipo-k (2 < K < N) de um estado p com relagdo a um

qubit p, é obtida da matriz p mediante a aplicacao das seguintes condicoes:
.. . ATu s - . e . .. . ATa) s - . .. .
<2122---2N|PK |J1]2---jn> = <2122---Zp—17]p7Zp+1---ZN|pK ’]1]2"']]3—19Zpajp+l"']N>

se Y (1—=0;,,) =K, (2.44)
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N
(irig.in|pi e dn) = (ivizein|pljrje-dn) s€Y (1= 8i,5.) # K,

m=1
onde

o =1 para i, = jn,

imﬂ"ln
Oiveim = 0 DATA Gy, F iy (2.45)

Um elemento de matriz tipico do operador p envolve a troca de estado dos K subsis-
tema, com i € [0, N]. Para um sistema N-partido, o operador p pode ser dividido em N

partes rotuladas por K (0 < K < N) e escrita como,

N

m=1
com
Ric = (ivige.in|pljrja---jn) liriz...in) (jrja-.jnl (2.47)
I
onde
N
Ik = ilig...iN,jle...jN . (Zéim,jm =N — K) . (248)
m=1

A transposta parcial tipo-K com relacao ao subsistema p é escrita como,

pe= > R+ Re (2.49)
K'=01..N
K#K

A negatividade tipo-K ¢é calculada a partir da transposta parcial tipo-K da matriz p

com respeito a um subsistema p, e é definida como,

—1, (2.50)

T
-

onde pr{” , ¢ a norma do traco de pfé’. Usando a definicao da norma do traco, e o fato
1
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que tr(pf{”) = 1, nos temos,

Hp? )R ST (2.51)

— ~ . . T, . ..
onde /\Z-K , sao os autovalores negativos da matriz p,”. Com isso a negatividade pode ser

escrita como,

NE=2) A, (2.52)

com

(p=2,3,..,N). (2.53)

A negatividade N7., depende das correlagbes quanticas tipo-K, e é uma medida de
todos os tipos possiveis de emaranhamento atribuidos para as correlacoes quanticas tipo-
K. Intuitivamente para um sistema que tem emaranhamento N-partido puro, é necessario
que as correlacoes quénticas tipo-N nao sejam zero.Por outro lado emaranhamento N-

partido pode ser gerado por correlagoes quénticas tipo-(N -1) .
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Capitulo 3

Emaranhamento de variaveis

continuas

3.1 Introducao

A informacao quéntica constitui um campo relativamente novo na fisica, e tem como
objetivo utilizar conceitos de mecénica quantica na teoria de informacao. Uma proposta
tedrica no campo da informacao quantica, que justifica o uso de elementos da mecénica
quantica para a transferéncia de informacao é o teletransporte de estado quanticos, pro-
posto por Bennett 1993 [36], neste artigo sao usados varidveis discretas (estado excitado
e fundamental) dos d4tomos para o envio de informagao. Posteriormente, em 1994, Vaid-
man [79], demonstrou o mesmo teletransporte utilizando varidveis continuas do campo
eletromagnético.

Estados quanticos com varidveis continuas sao eficientemente produzidos através do
processo de conversao paramétrica descendente [80]. Esse processo consiste na incidéncia
de um féton através de um meio éptico nao linear (cristal). A interagao do féton com o
cristal resulta em dois fé6tons que possuem emaranhamento entre as quadraturas do campo
eletromagnético (posigao e momento). O uso desse tipo de emaranhamento em determi-

nados protocolos de comunicagao quéntica, depende da qualidade do emaranhamento do
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estado preparado. Portanto qualquer protocolo baseado no emaranhamento de varidveis
continuas é imperfeito. A eficiéncia do protocolo depende do grau de compressao do
laser. Para a eficiéncia desejada necessitamos altos parametros de compressao, que ja
foram obtidos experimentalmente [81]. Portando estados quanticos de varidveis continuas
podem e sao utilizados na implementacao protocolos de comunicacao quéntica.

Estados quanticos de dois qubits podem ser usados para o envio de informacao através
da codificagao superdensa [34], o emaranhamento compartilhado pelo par de qubits lo-
calizados em laboratorios remotos de Alice e Bob, ¢ utilizado para codificar mensagem.
O cédigo superdenso utilizando emaranhamento de varidveis continuas, foi proposto por
Braunstein e Kinbem (2000) [83], nesse trabalho demonstraram que utilizando estados
comprimidos de dois modos é possivel obter comunicacao eficiente.

A criptografia quantica baseada no emaranhamento das varidveis continuas do campo
eletromagnético, dependem das correlacoes das quadraturas do estado comprimido de
dois modos. Em 1997 Cohen [84], considerou o caso ideal com parametro de compressao
infinito que fornece correlacao perfeita. Uma proposta realistica para criptografia apresen-
tada por Pereira e colaboradores em (2000) [85], onde foi proposto criptografia utilizando
compressao finita das quadraturas para estados comprimidos de dois modos.

Podemos também utilizar o emaranhamento entre as varidveis continuas para trans-
feréncia de emaranhamento para sistemas de varidveis discretas, W. Son [97] apresentou
uma proposta de transferéncia de emaranhamento das varidveis continuas do campo para
um sistema de dois dtomos localizados em duas caviades espacialmente separadas. Em
2009 [28], apresentamos uma proposta para geracao de emaranhamento entre trés dtomos
de dois niveis, localizados em duas cavidades espacialmente separadas. As cavidades es-
tao inicialmente no estado vacuo e um estado comprimido de dois modos é enviado para
as cavidades, através de um divisor de feixe. Nesse caso o emaranhamento das varidveis
continuas do campo é transferido para um sistema de varidveis discretas que corresponde
aos dtomos localizado nas cavidades.

O estado vacuo comprimido de dois modos é um estado quéntico de varidveis continuas,
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que serd utilizado no capitulo (4), na transferéncia de emaranhamento para sistemas de
varidveis discretas que sao os atomos localizados em cavidades. Para melhor entendi-
mento desse estado do campo eletromagnético, demonstraremos a quantizagao do campo
eletromagnético, e apresentaremos os principais estados do campo eletromagnético, que
sao: estado de Fock, estado coerente, estado comprimido e estado vacuo comprimido de
dois modos. Também demonstraremos a funcao Q, para representacao do estados vdcuo
comprimido de dois modos no espaco de fase. Para quantificacio do emaranhamento
do estado vicuo comprimido de dois modos utilizaremos a Entropia de Von Neumann e

matriz covariancia.

3.2 Quantizacao do campo eletromagnético

Consideramos ondas eletromagnéticas em uma regiao do espaco, onde a parte transver-
sal da densidade de corrente é igual a zero (Jr = 0). Este é o gauge de Coulomb no qual,

V.A (7,t) = 0. Neste caso o potencial vetor A (7,t) deverd satisfazer a equagao de onda,

o
A =0. (3.1)

V2A (7 t) +
Admitindo que o campo eletromagnético existe em uma caixa de lado L, o potencial

vetor pode ser expandido em uma série de Fourier como,
AFn =% [A’k () el B A2 () e k] , (3.2)

onde os componentes k = (kg ky, k), assumem valores discretos k; = 2mn;/L, com (
n; = 0,£1,42...). A condicao do gauge de Coulomb ¢ satisfeita apenas se kA, (t) =0
e E/TZ (t) = 0. As componentes de A (7,t) sio independentes e separéveis satisfazendo a
equacao do campo,

0* =

5 (1) + WAL (t) =0 (3.3)
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onde wy, = c|k|.

Devemos introduzir uma posicao efetiva e momento associado, com o modo do campo
eletromagnético dentro da caixa e calcular o valor médio da energia.
A solucio da Eq. (3.3) pode ser dada como Ay (1) = Ay exp(—iwyt), deste modo o

potencial vetor é escrito como,
1 (= _ 1 —i( wkt—E.F> Tw i wpt—FE.7)
A (7)) =) [ Age + Aze : (3.4)
k

O valor médio da energia contendo um inico modo k é obtido através da integral,

1

&:5/ (%W+Mﬁﬂ$V (3.5)

Os campos elétrico e magnético associados com o modo k, podem ser expressos em

termos do potencial vetor Ay, através das equagoes,

| o -
By (Fit) = —=4 .
k(rvt) ot k> (3 6)
= 1 -
Hk (’l“,t) =—V x Ak (37)
Ho

Através das relacoes do campo elétrico e magnético, com o potencial vetor, podemos

‘Ek‘:,/@‘ﬁk‘. (3.8)
€0

Desta maneira podemos expressar o valor médio de energia, contendo um tinico modo

obter a relagao,

de k como,

£, = 2eVWi A, - Ay, (3.9)

onde V = L3.
O vetor Aj, associado a um dado modo k, é um nimero complexo. Portanto podemos

escrever-lo através de quadraturas generalizadas adimensionais de posicao z e momento
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P, COMO,

- 1/ h )
A = 5 SeaVoon (xk + Zpk) €k (3'10)
-1/ n ,

E= 3 Vo (xp — ipk) €k, (3.11)

as coordenadas z; e p; sao quantidades escalares.

A energia média associada a um tinico modo do campo pode ser expressa como,

(o + 7). (312)

_
®=T

A aproximagao mais direta para a quantizacao do campo eletromagnético, consiste na
substituicao das varidveis cléssicas x; e pi pelos operadores quanticos Iy € py, de maneira

que,

[Tk, ] = 20641 (3.13)

Noés associamos a cada modo do campo eletromagnético um oscilador harmoénico quan-

tico, definindo os operadores de aniquilagao e criacao de fétons,

I SO R A
ak:§(xk+lpk) e a;=§<xk_lpk). (3.14)

Conseqiientemente o operador mimero de f6tons no modo £, e dado por,
Ay, = aldy. (3.15)

O vetor Ay é quantizado, usando as defini¢oes da equagao 3.14, nas equagoes 3.10 e

. 1 h

A = = Q 1
K9 V 2e0Vwi ks (3.16)
. 1 h

A=/ Q. 1
k™9 2e0V Wi @ (3.17)
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Utilizando-se das expressoes quantizadas do vetor A, podemos escrever as expressoes

quantizadas para o campo elétrico e magnético associado ao modo £, como

- hw ; aa ; e

=i 280‘/%}4: |:dke—z< wkt—k.r) . &]Tcez< wkt—k.r):| : (318)
. Ne2 = LT i wrt—Ri) At il wnt—kF
e AL L ] 3.19)

O Hamiltoniano para o campo eletromagnético quantizado pode ser escrito como,

1 . A 1
carxra k

onde a somatéria em k representa um conjunto de osciladores harmonicos.

3.3 Relacoes de incerteza e compressao das flutu-
acoes quinticas

Considerando a relagao de incerteza de um observavel A, a variagao média é definida

por,

) N\ 2
(AA) = <A2> - <A> . (3.21)

Para dois observéveis A e B , que nao comutam, temos a seguinte relagao,
[A, B} —iC, (3.22)

neste caso nao existem auto-estados simultdneos entre os observaveis A e B, deste modo
eles nao podem ser determinados precisamente quando medidos.

A relacao de incerteza entre os dois observiveis pode ser expressa como,

AAAB > )<C>) . (3.23)

N —



O estado em que AAAB = ‘<é >‘ /2, & chamado de estado inteligente. Se obtemos
a incerteza minima para os observiveis Ae B, ou seja, AA = AB = U, entao o estado
inteligente satisfaz a relagao,

U? = ‘<C>‘ . (3.24)

N =

Um estado inteligente, com incerteza AA < U, é chamado de estado comprimido em

relacao ao observédvel A.

3.4 Compressao das quadraturas do campo

Considerando um campo eletromagnético de modo tnico, onde os operadores T e p

satisfazem a relacao de comutacao de Heisenberg,
%, p] = ih, (3.25)
as relacoes de incerteza desses observaveis podem ser escritas como,

(Ax)*(Ap)? > h{. (3.26)

Podemos também definir # admitindo 2 = 1, de modo que,

. Lo g | a6
T = ae v —|—CL 61 . 3‘27
=7 ) (3.27)
Com isso temos,
1
t=— (a+a') =z (3.28)
e
p= _1 (& - dT) = Tr/2 (3.29)
V2i
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A relagao de incerteza para duas quadraturas &y e Z94r/2, pode ser escrita como

(Adg)(Adipinsa) > . (3.30)

DO | —

Existe uma determinada classe de estados para qual a igualdade na relagao de incerteza
é satisfeita. Estes estados sao estados de incerteza minima, dentro deste grupo de estados

com incerteza minima existe um grupo de estados comprimidos para qual,

A \2 1
(Ay) Sﬁ‘ (3.31)

Para o caso em que o Hamiltoniano livre é invariante sob rotacoes de fase, os auto-
estados do Hamiltoniano livre, podem ser estados de incerteza minima, mas nao podem

ser estados comprimidos.

3.5 Estados de Fock

Consideramos um tinico modo do campo eletromagnético com freqiiéncia v, onde os
operadores de criacao e aniquilacdo para o campo sao a' e @, respectivamente, e o vetor
|n) é um auto estado do operador 7, com correspondente auto-valor de energia E,, ou
seja

0y = hw (a*a + %) In) = E, n) . (3.32)

Aplicando o operador a no lado direito da equagao (2.32), e utilizando a relagao de

comutacao [a, aT} = 1, nés obtemos a seguinte equacao,
Ha|n) = (E, — hv)a|n) . (3.33)

Isso significa que o estado

ap|n—1)=a|n), (3.34)
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na Eq. 3.34 temos um auto-vetor |n — 1), com auto-valor de energia reduzido de hv, ou
seja

B 1 = E, — hv. (3.35)

Se repetirmos o procedimento da Eq. 3.34 n vezes, nés descemos a escada de energias

em degraus de hv, até que obtermos,
Ha|0) = (Ey — hw)al0) . (3.36)

O autovalor de energia FEj representa a energia do estado vdcuo. Noés nao possuimos

valores de energia menores que Fy para o oscilador, com isso concluimos que,
al0) = 0. (3.37)
A energia do estado vdcuo é obtida aplicando o operador H sobre o estado |0),
ﬁm:%m:%m. (3.39)
Através da Eq. 3.32, concluimos que a energia para o oscilador tem a seguinte forma,
= (n + %) hw. (3.39)

Podemos determinar a constante de normalizacao «,, Eq. 3.34, da seguinte forma,

n

=1. (3.40)

(nlataln) =

n=in 1) = !

n

”|2 (nln) =

2 2
| | |

|t

Com isso temos que «,, = y/n, desta maneira podemos escrever a Eq 3.34 como,

aln) = /nln—1). (3.41)
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Também podemos calcular o valor de a,, para o caso em que a' atua sobre o estado |n),

a'ln) =vn+1|n+1). (3.42)

Se aplicarmos a' repetidas vezes sobre o estado |0), obtemos,

_ @) 10) . (3.43)

Os auto estados |n) sao chamados de estados de Fock ou estados nimero. Eles formam

um conjunto completo de estados, de modo que,

> In) (n] = 1. (3.44)

Os autovalores de energia para esses estados sao discretos, e o quanta de energia corre-
sponde a fiv, o auto valor de energia do estado |0) equivale fiv/2, e é conhecido como
energia do vdcuo. As energias dos estados de Fock contrastam com os valores de energias

para um campo eletromagnético cldssico que possui um espectro continuo de energia.

3.6 Estados Coerentes

Os estados coerentes foram primeiramente descobertos por Schrodinger em 1926, nesse
ano ele produziu seis importantes artigos [86], onde o principal artigo se tratava da solugao
do dtomo de hidrogénio.

Usando a funcao geradora encontrada no livro cléssico de Courant e Hilbert, Schrodinger
demonstrou que uma funcao de onda Gaussiana pode ser construida como uma super-
posicao particular de fungoes de ondas, correspondentes para os auto-valores discretos do
oscilador harménico. Ele também descobriu que esses estados possufam propriedades
semi-cléssicas.

No inicio da década de sessenta Glauber [87] apresentou relagtes entre os estados
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coerentes e propriedades do campo de radiagao, dando origem ao que se conhece hoje
como Optica quantica.

Um estado coerente é um estado nao cldssico com comportamento bem préximo ao
dos estados classicos. Um estado coerente do campo eletromagnético pode ser definido

como auto estados do operador de aniquilacao, ou seja,
ala) = ala), (3.45)
onde « € um nimero complexo. Atuando com o operador identidade sobre |a), temos
o) = > (k). (3.46

Utilizando-se da equacao 3.43, podemos escrever a equacao 3.46 como,

oo )n
la) = (0]a) Z —= (3.47)
v "
Através da relacdo de ortogonalidade (o|a) = 1, podemos determinar a constante de

normalizagao (0|a),

(a]a) = [(0]a)[?

com isso temos,

(0]a) = exp (—%) : (3.48)

Deste modo, a expressao para o estado coerente |a), tem a seguinte forma,

—la? az Q&Tn
ZW —e 2 Z( n!) 0). (3.49)

n

Podemos utilizar a propriedade exp(—a&*a)|0) = |0), para reescrever a equagao 3.50,

de modo que,

o) = 67‘2‘1‘2 eoatgata

) (3.50)
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Definindo o operador de deslocamento

2
~ —lo]

D(a) = e~z e (3.51)

verificamos que |o) = D(a)|0).
Utilizando-se da férmula de Baker-Hausdorff, que demonstra que se os operadores A

e B, comutam com [121, B] se,
1A, B], A] = [[A, B], B] = 0, (3.52)
eles possuem a seguinte propriedade,
eATB — glABl/2gAcB, (3.53)

Como a' e @, possuem a mesma relacio de comutacao da equacio 3.53 podemos reescrever

o operador deslocamento D(a) como,
D(a) = elod'=o"a), (3.54)

O operador deslocamento é unitério,

A

~ -1 A
D(a) = (D(a)) = D(a)'. (3.55)
Atuando ﬁ(a), sobre os operadores de aniquilacao e criacdo, @ e a' temos,
DY a)aD(a) = a+ « (3.56)

A

DY (a)a'D(a) = a' + o*. (3.57)

Isso representa um deslocamento nas quadraturas x e p, do campo eletromagnético.
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Podemos verificar esse deslocamento nas quadraturas do campo aplicando o operador

deslocamento em e p,

DY @)iD(a) = {/——(a! + o +a+a) = /% G Re()],  (3.59)

2wm

DY (a)pD(a) = 1/ h“;mw tat—a—a)= @ [p — Im(a)] . (3.59)

Através das equacoes 3.58 e 3.59, demonstramos que a acao do operador deslocamento

provoca um deslocamento nas quadraturas do campo. Conseqiientemente um estado

coerente |a) = D(a)|0), tem quadraturas,

(&) = ,/% Re(a) e (p) = — @Im(a).

3.6.1 Propriedades dos estados coerentes.
Nao ortogonalidade

O produto escalar entre dois estados coerentes tem resultado nao nulo, ou seja estados
coerentes, sao estados nao ortogonais. Podemos verificar essa propriedade calculando o

produto escalar entre os estado |a) e |3),

(Bla) = exp (—% 18] + o™ — % |a|2> , (3.60)

tomando o médulo da equagao 3.60 temos

(Bla)[* = exp (— |8 — af) (3.61)

ou

(3la)] = exp (515 - al*). (3.62)
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Supercompleteza

O conjunto de todos os estados coerentes |a), formam um conjunto supercompleto.

Para demonstrarmos essa propriedade, primeiro devemos considerar a seguinte integral,

_ / ) (o] o, (3.63)

onde d>« = d(Re a)d(Im ). Reescrevendo a integral, com o estado |a), escrito em fungao

do estado |n) Eq. 3.48 temos,
J = ZM / ()" a" exp[— |a|]d%a. (3.64)
Para calcular a integral utilizaremos coordenadas polares,
a=re?  d’a=rdrds. (3.65)
Deste modo a integral tem a seguinte forma,

}: “+m4-¢dﬁ/e“ 044, (3.66)
Vn /l
n 0

Para todo n’ # n a expressao acima se anula, desta maneira ela assume a seguinte
forma,

n!

J = Z—|n> u P2 e dr = 1. (3.67)

Com isso podemos verificar que a relacao de completeza para os estados coerentes é

escrita como,

% / ) (o] a = 1. (3.68)

Relagao de incerteza para estados coerentes.

33



Utilizando-se da equagao 3.49, a|a) = «|a) obtemos os valores esperados dos oper-
S A2 s B2
adores 7, &2, p e p*, como

(o) = %(a +a), (3.69)

2mw

(alpla) =14/ mTw(a —a’) (3.71)

(alitia) = - (%52 [fa = oy - 1).

(a|d?|a) = (i> (o +a*)® +1], (3.70)

Fazendo uso dos valores esperados podemos calcular as incertezas Az e Ap, com isso

temos,
(00 =@ - 3 = () (372
(85 = (77) — () = 7 (3.73)

Desta maneira obtemos a relagao de incerteza Az A p = h/2, mostrando com isso que

estados coerentes sao estados com incerteza minima.

3.7 Estados Comprimidos

Em 1927, Kennard [88] escreveu um artigo sobre movimento quéntico, onde introduziu
os estados comprimidos. Esses estados sao distribuigoes gaussianas, e suas larguras nao
sao as mesmas do estado fundamental, e a largura do produto das incertezas para estes
estados varia com tempo. Na época este artigo nao teve muita importancia, sé sendo
estudado tempos mais tarde.

Para estudarmos os estados comprimidos, primeiramente verificaremos a relacao de
incerteza para estes estados.

Considerando dois operadores Hermitianos A e B, que satisfazem a seguinte relacao
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de comutagao,

(A, B] =iC, (3.74)

de acordo com as relagoes de incerteza de Heisenberg, o produto das incertezas de dois

observaveis A e B, é dado por,
A A 1 A
> — . .
AAAB_2’<C>’ (3.75)

Um estado é chamado de comprimido se a incerteza em um observével (A, por exemplo)

satisfaz a relacao,

(AA)2 < % <C> .. (3.76)

além desta condicao esse estado deve possuir incerteza minima ou seja,

AANB = ‘<0>‘ (3.77)

N —

Satisfazendo essas duas propriedades o estado é chamado de estado comprimido ideal.

O operador de compressio S (&), é definido como,

A

S(&) = exp% (¢a® — a), (3.78)

onde ¢ = sexp(if), ¢ um nimero complexo arbitrario. Também podemos verificar que

S (€), é um operador unitario,

56 = (5©) =8 (3.79)

Atuando com S (€) sobre os operadores de aniquilagio e criacdo, G e a' temos,

A

S1(€)aS(€) = acoshs — afe? sinh s = pa — val, (3.80)

SH(€)atS(€) = af coshs — aesinh s. = pa’ — v*a, (3.81)
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onde /1 = coshs, e v = e?sinhs. As equacdes acima sdo obtidas utilizando a seguinte

propriedade dos operadores,

A N A

ABe A =B A, B+ % [A, A, B]] T (3.82)

Podemos reescrever as Eqs 3.80 e 3.81 definindo novos operadores de aniquilacao e

criacao de fétons do campo comprimido, be IST,

~

pa — val = b, (3.83)

pat —vra = b, (3.84)

Dado as quadraturas do campo eletromagnético,

- 1
Xi=—(a+a 3.85
Xy = (a—al). (3.86)
iv/2
Atuando com S(§), sobre as quadraturas do campo temos,
St D 1 (5 o .
S'(OX5(€) = - (b+1') = Vi, (3.87)
&t PN 1 /- o -
$1©)X28(6) = —= (b— ') = V2. (3.88)
V2
Podemos reescrever Y; e 372, em termos de X e Xg,
Y, = Xpe7, (3.89)
Y, = Xyt (3.90)

Através das Egs. (3.89) e (3.90), podemos concluir que a agao do operador de compressao
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sobre as quadraturas do campo, causa um alargamento em uma quadratura e a compressao

de outra, dependendo do valor de s ser positivo ou negativo.

Um estado coerente comprimido |«, §), é obtido a partir da agdo do operador desloca-

mento D(a), sobre o estado vicuo, seguido da acao do operador de compressao S(€),

@, &) = S(€)D(a) |0).

(3.91)

Um estado coerente é gerado a partir de termos lineares de @ e af, enquanto um estado

comprimido é gerado via termos quadréticos em a e af. Verificaremos a seguir os valores

esperados de a, af, a2, (a")? e a'a, para o estado |a, £). Com isso temos,

() = (@, &lala, ) = (01D'(@)$1(©)a S(&)D(a)[0)

= (alacosh s — a'e” sinh sa)

= acoshs — a*e? sinh s,

= o? cosh? s — (a*)® €*’ sinh? s — 2|a|? € sinh s cosh s
—e" sinh s cosh s,
(a'a) = la? (cosh? s 4 sinh? s) — (o*)? € sinh s cosh s
2

—a?e " sinh s cosh s + sinh? s.

Utilizando desses resultados, as incertezas nas quadraturas Y; e Y3, sao
A\ 2 . 2 1]
(a%1) = (007) = () =37
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(AY)? = (1)) — {¥a)? = 7. (3.96)

Com isso podemos verificar que um estado coerente comprimido possui incerteza minima,
- ~ 1

Verificando o resultado das incertezas AY; e AYs, percebemos que estas quantidades
dependem do valor de s. Entao se uma quadratura é comprimida conseqiientemente a

outra quadratura ¢ alargada.

3.7.1 Estados comprimidos de dois modos

Estados comprimidos sao gerados através de conversao paramétrica descendente. Este
processo consiste na incidéncia de f6tons sobre um meio 6ptico nao linear (cristal de
KH,PO,). Considerando um féton com freqiiéncia w; enviado através de um meio 6ptico
nao linear, apds a interacao com o meio, o campo é convertido para dois fétons com
freqiiéncia wsy e w3, onde wi = ws + ws.

Na representacao de interacao o Hamiltoniano efetivo correspondente para o processo

de conversao paramétrica descendente, é escrito como,
H; = ihk(alale — aqaqe™),

as quantidades k e 0, representam a intensidade do campo dirigido e angulo de fase. Os
subscritos 1 e 2 dos operadores bosbdnicos de criacao e aniquilagao indicam qual modo
do campo os operadores correspondem, pois se trata de um campo comprimido de dois
modos. O operador evolugao para o processo de conversao paramétrica descendente é
dado por,

A

U(t) = exp[—iHt/h] = exp(€ alab — & aas) = Sia(€), (3.97)

onde S15(€) € chamado de operador de compressao de dois modos. Onde € = sexp [if], o
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parametro de compressao é dado por s = kt. O operador glg(f ) € um operador unitério,

satisfazendo,

A

312(5) = (Sm(f))_l - 5’12(5)

Atuando com 5'12(5 ) sobre os operadores de aniquila¢ao do primeiro e segundo modo

do campo a; e as, usando a relacao

. A PN 11~ .~ &
e\Be ! = B—[A, B+ [A, A, B]} b
obtemos,
S15(€)a1Sh2(€) = ay cosh s + alsinh s = pa, + val, (3.98)
S15(€)agSha(€) = ag cosh s + al sinh s = pay + val, (3.99)

onde 1 = cosh s e v = sinh s.
Podemos reescrever as Eqs. (3.98) e (3.99) definindo novos operadores de aniquilagao

e criagao de fétons do campo comprimido de dois modos, b; e by,

by = iy + vad, by = pig + val. (3.100)

As quadraturas do campo eletromagnético de dois modos sao definidas como,

. 1 /. . - /. .
Xl = ﬁ (al + (ZI) s Pl = m <CL1 — CLI) y (3101)
A N VO B
XQ = ﬁ (ag + (1/2> s P2 = m (CLQ — CLQ) y (3102)

onde o indice 1 e (2), representam as quadraturas do primeiro e (segundo) modo do campo

comprimido.

Podemos escrever um operador posicao com soma das quadraturas, X = X; + X, e

N

um operador momento do mesmo modo, P = ]51 + ]52. Atuando com S13(€), sobre as
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quadraturas combinadas X e P temos,

S12(6) X S1a(€) = % (b4 81) + (b +8E)] = X, (3.103)
ST (&) PS1x(€) = % (b= 8]) + (b —B)| = P (3.104)

Podemos reescrever X’ e P’ , em termos das quadraturas combinadas Xe p,
X' = Xe*, P = Pe . (3.105)

Como verificamos a agao do operador de compressao de dois modos nas quadraturas
combinadas podemos calcular a varidncia das quadraturas combinadas X e P, utilizando

o valor esperado dos operadores X , p, X2 e P2 no estado Sy» |00), com isso temos,
N2 1 N2 1
<AX> = ¢%, <AP> — e, (3.106)

Através das Eq. (3.106), podemos concluir que a agdo do operador de compressao de
dois modos, sobre as quadraturas combinadas do campo X e p, causa um alargamento
na incerteza de uma quadratura e a compressao da outra, dependendo do valor de s ser
positivo ou negativo. O operador de compressao de dois modos nao causa alargamento
e compressao nas quadraturas de um tnico modo do campo, esse efeito s6 ocorre sobre
posicao do primeiro modo e posicao do segundo modo. Esse alargamento e compressao
sobre as incertezas, ocorre de modo que o estado permanece com incerteza minima.

O operador g12<€ ) Eq. (3.97), pode ser reescrito na forma de um produto de exponen-

ciais, ou seja,

S12(6) = (coshs) 'exp [—di&; ¢*" tanh s} exp [— (didl + d£d2> In (cosh s)](&107)

exp [—a1a2 2 tanh 3} .
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A agéo do operador compressao Si2(§), sobre o vacuo produz um estado comprimido

de dois modos,

€12 = $12(€)10); 10), = (cosh s) ™ exp | ~ala] ¢*” tanh s| [0}, |0), =

( ! >§;eim9(tanhs)m|m)l|m)2. (3.108)

cosh s

Os estados comprimidos sao estados do campo eletromagnético com varidveis con-
tinuas, sao produzidos eficientemente por conversao paramétrica descendente e podem ser
utilizados em protocolos de comunicacao quantica como cédigo superdenso, criptografia
quantica e teletransporte de estados quénticos. No capitulo (5) utilizaremos o estado
do vacuo comprimido de dois modos para transferéncia de emaranhamento para dtomos

localizados em cavidades espacialmente separadas.

3.8 Representacao de estados quanticos no espaco de
fase

Estados quéanticos diferentemente de estados cldssicos nao podem ser representado
como pontos no espaco de fase devido a incerteza no conhecimento simultdneo do momento
e posicao de uma particula. Esta limitacao imposta pela mecénica quantica implica na
impossibilidade de uma distribuicao tinica das probabilidades sobre o espaco de fase para
as possiveis configuragoes de um sistema quéntico. Porém é possivel obter algumas funcoes
que fornecem representacoes dos sistemas quanticos no espacgo de fase.

Nesta secao apresentaremos uma descricao do estado comprimido de dois modos em
termos da funcgao real de distribuicao de coordenadas no espaco de fase, conhecida como
Funcao Q. No capitulo (5) utilizaremos a fun¢ao Q, na anilise qualitativa do emaran-
hamento entre os modos do campo eletromagnético, de duas cavidades espacialmente

separadas.
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3.8.1 Fungao Q

Um estado quantico pode ser facilmente representado no espaco de fase através das

quasiprobabilidades, também conhecida como fungao Q, que é definida como,

Qo) = — {al pla), (3.109)

Esse tipo de fungao representa os elementos diagonais do operador densidade em um estado
coerente. A fungao Q para um estado vacuo comprimido de dois modos Eq. (3.108) tem

a seguinte forma [89],

Q0. 5) = =5 {0 8l pra |, B), (3110

onde « e 3 sao estados coerentes para 0 modo 1 e modo 2 do campo e py, = [€) (|5 €
o operador densidade para o estado comprimido de dois modos Eq. (3.108). A fungao Q

para o estado p;, tem expressao,

Q0 ) = — L o2l 18 -allaltanb ()] (3.111)
72 cosh” s
Através da Eq. (3.111), fizemos um gréfico para verificar o comportamento da fungao
de quasiprobabilidades Q(«, 3) em fungao das quadraturas de posi¢ao (1) do primeiro
modo e (z2) do segundo modo, fixando o valor do momento do primeiro e (segundo) modo
p1=0.1 e (py =0.1), que estd representado na figura (3.1).

Através da figura (3.1), verificamos que para s = 0,0 as varidncias nas quadraturas
de posicao de primeiro modo Az; e do segundo Az, sao iguais. Quando aumentamos
o pardmetro de compressao percebemos a diminuicao da varidncia de uma quadratura e
o aumento na variancia da outra quadratura. Esse comportamento indica que a corre-
lacao entre as quadraturas do primeiro e segundo modo sao dependentes do pardmetro de

COMPpressao
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Figura 3.1: Funcao Q verus posi¢ao do primeiro modo campo x; e posi¢ao do segundo
modo do campo x5, considerando os pardmetros de compressao s = 0,0, s = 0,2, s = 0,64
es=1,5.
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3.9 Emaranhamento.

Estados quéanticos que possuem varidveis continuas, sao estados com dimensao do
espaco de Hilbert infinita, como os estados coerentes e estados comprimidos. Nessa secao
apresentaremos duas maneiras de quantificar o emaranhamento do estado comprimido de

dois modos utilizando-se da entropia de Von Neumann e matriz covariancia.

3.9.1 Entropia de Von Neumann para o estado do viacuo com-

primido de dois modos

Como foi apresentada no capitulo (2) a entropia de Von Neumann é uma medida de
emaranhamento para um estado bipartido puro com dimensao arbitraria, que é definida

como,

E(py) = ~Tr pyInpy = —Tr pylup,., (3.112)

onde p; = T3 (p13) € po = Tr1 (P1a),

Essa medida de emaranhamento corresponde a fragao de estados maximamente emaran-
hados contida em um estado puro. Por exemplo, se Ey. . = 0.4 significa que mil cépias de
um estado podem ser transformadas em 400 cépias de estados maximamente emaranhados
de dois qubits, através de LOCC.

Podemos utilizar a entropia de Von Neumann para quantificar o emaranhamento do
estado de vdcuo comprimido de dois modos Eq. (3.108) [93]. Para calcularmos a entropia
necessitamos do operador densidade para o estado comprimido de dois modos, que é dado

por,

1 VP& ,
P12 =€) 15 (El12 = (Coshs) > (tanhs)™*™ [n), [n), ('], (0], . (3.113)
n=0

n'=0

Deste modo a entropia de Von Neumann para um tinico modo do estado comprimido, tem
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Figura 3.2: Entropia de Von Neumann F versus pardmetro de compressao s.

a seguinte forma [94],

E = cosh? slog,(cosh? s) — sinh? s log,(sinh? s). (3.114)

O gréfico da figura (3.2), onde plotamos o emaranhamento £ em fungao do parametro
s, mostra que o emaranhamento é praticamente linear em relacao ao pardmetro de com-
pressdo s. Para o parametro de compressao s tendendo ao infinito (s — o0), o estado
comprimido de dois modos é maximamente comprimido e maximamente emaranhado,
porém isso nao é possivel pois é necessdrio energias infinitas. Podemos verificar essa afir-
macao através do cdlculo do niimero médio de f6tons em cada modo do estado comprimido,
que & dado por, (n;) = (ny) = sinh?s.

A figura (3.3) demonstra que quando o parametro de compressao tende a infinito
(s — 00), o nimero médio de f6tons do estado comprimido de dois modos também tende

a infinito ((n) — o), o equivalente também acontece com a energia do estado comprimido
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Figura 3.3: Numero médio de féntons (n) versus pardmetro de compressao s.

3.9.2 Matriz covariancia

Estados Gaussianos bipartidos podem ser representados através de uma matriz de co-
variancia. Esta matriz é caracterizada pelos valores esperados dos operadores de posi¢ao
e momento do primerio e segundo modos. Considerando um estado de dois modos abi-
trarios, a matriz de covariancia V' (4 x 4) fornece toda as propriedades de emaranhamento

do estado. Podemos escrever a matriz de correlacao V' na forma de blocos como,

A C
vV = : (3.115)

ct B

onde A, B e C sao matrizes reais 2x2, que tem a seguinte forma,

Ao (@) (&) () B (23) (&) (D2)

(@1) (1) (A7) (Z2) (p2) (A7)
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Estados quanticos com varidveis continuas possuem uma versao do critério de sepa-
rabilidade de Peres [62], Horodecki [63], baseado na transposta parcial para sistema com
dimensao 2x2 e 2x3.Esse critério de separabilidade para varidveis continuas foi proposto

por Simon em 2000 [95], e é definido como,

2
det Adet B + (1—16 — |det C|> —Tr (AJCJBJIC"J) (3.116)

1
> 1—6(detA+detB),

onde J é uma matriz 2x2,

Qualquer estado bipartido separdvel satisfaz a desigualdade da Eq (3.116), deste modo
esse critério representa uma condicao necessdria para separabilidade, e a violagao da Eq
(3.116) é uma condigao suficiente para inseparabilidade. Podemos definir duas formas

padrao para as matrizes de correlagao,

a 0 ¢ 0
0 a 0 ¢
v = (3.117)
c 0 b 0
0 0 b
e
aq 0 C1 0
0 a2 0 ¢
vy = R (3.118)
(&1 0 b2 0
0 Co 0 bg
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(2)

. 2 . ~
onde os elementos da matriz V;;’ satisfazem as relagoes,

CL1—1/4 . a2—1/4
by —1/4 — by—1/4

] = lea|l = /(ay —1/4) (by — 1/4)
—/(ay — 1/4) (by — 1/4).

(3.119)

Qualquer matriz correlagdo pode ser transformada na matriz padrao da Eq. (3.117)
utilizando uma transformagao unitdria canénica apropriada [95].
Para a matriz na forma padrao VI(Q) a condicao de separabilidade necessdria Eq.
(3.116), pode ser simplificada como,
1
16 (ab — ¢?) (ab— ¢?) > (a® + b*) + 2|cc| — o (3.120)
Um critério de separabilidade similar, aplicado a um sistema de dois modos com var-
idveis continuas e expressado em termos das varidncias nas quadraturas envolvendo o
operadores posi¢do e momento, foi apresentado por Duan e Geidke em 2000 [96] esse
critério é baseado na transposta parcial. Expressado em termos dos elementos de VI(I2 ),

ele é uma condigao necessdria e suficiente para a separabilidade de estados Gaussianos de

dois modos, e pode ser escrito como,

((@)*) + {(0)*) > 2 + =, (3.121)
2 aj
onde
~ N G .
U gy — ———T2 (3.122)
|c1] ag
N ~ Cy
v = aop1— D2
|c2| ag

oo 14 b —1/4
0 a —1/4 as —1/4
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Figura 3.4: Violacao do critério de peres para o estado comprimido de dois modos em
funcao do pardmetro de compressao s.

Podemos utilizar esse critério de separabilidade de estados gaussianos Eq. (3.121) para
quantificagao do emaranhamento do estado viacuo comprimido de dois modos.

A figura (3.4) demonstra que a violagao critério de Simon cresce com o parametro
de compressao, isso representa que o grau de emaranhamento dos modos do campo com-
primido de dois modos é proporcional a intensidade do campo.

As medidas de emaranhamento e representacao no espago de fase serao utilizadas no
capitulo (5), onde serd feito um estudo detalhado da dindmica de emaranhamento do

campo nas cavidades para o sistema proposto no capitulo (4).
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Capitulo 4

Geracao de emaranhamento entre

qubits remotos

4.1 Introducao

Existe uma série de protocolos de comunicagao quéntica onde se faz necessério o uso
de particulas remotamente emaranhadas. Em 1991 Ekert [5], apresentou um protocolo de
comunicagao entre dois laboratérios remotos (Alice e Bob), onde a seguranga é baseada
no maximo emaranhamento entre as particulas espacialmente separadas. Bennet, em
1992 [35], apresentou uma proposta de comunicagdo utilizando estados de dois fétons
emaranhados. No mesmo ano Bennet [34] propos outro protocolo de comunicagao quan-
tica utilizando emaranhamento entre particulas distantes, onde a mensagem é codificada
através de operagbes unitarias. Em 2003, A. Beige e colaboradores [113] propuseram um
novo conceito de comunicac¢ao segura, chamado de comunicacao quantica segura e direta
(QCSD). Nessa nova proposta o emaranhamento compartilhado pelos laboratérios faz com
que nao seja necessario a criacao de uma chave criptografada, e a mensagem é enviada
diretamente.

Estados quanticos com trés qubits também sao utilizados na comunicacao quéntica.
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Em 1993 Bennet e colaboradores [36], apresentaram uma proposta de teletransporte de
estados quénticos, onde Alice e Bob compartilham um par de Bell, Alice possui uma
particula com estado desconhecido. Alice pode enviar o estado quantico da particula
desconhecida para Bob, através de operacoes locais e comunicacao classica. J. Joo e co-
laboradores [114] apresentaram uma proposta de teletransporte utilizando estados W. D.
Park e colaboradores [115], demontraram teletransporte com estados W e GH Z mistos. J.
Wang e colaboradores [116], apresentaram um protocolo onde foi utilizado estados W para
a comunicacao. Nesse protocolo Alice fica com dois qubits e envia o qubit remanescente
para Bob, Alice criptografa a mensagem fazendo operagoes locais I e io,.

Um dos maiores problemas na comunicagao quantica é a geracao e preservacao do
emaranhamento entre particulas espacialmente separadas. Um mecanismo que possibilita
a geracao de emaranhamento entre particulas distantes, ¢ o uso de um elemento pro-
pagante que interage com as particulas estdticas gerando emaranhamento. A interacao
entre qubits estaciondrios e qubits propagantes tem sido muito explorado no campo da
informacdo quéntica e computagao quantica distribuida. Lim e colaboradores [99], ap-
resentaram a possibilidade de realizar computacao quéantica distribuida utilizando uma
fonte de fétons tinicos em sistemas de dtomos aprisionados em cavidades. Normalmente
os qubits propagantes sao fétons e os qubits estaciondrios sao dtomos aprisionados em
cavidades. Existem algumas propostas para geracao de emaranhamento entre dtomos
através de fétons propagantes. S. Bose e colaboradores [101], mostraram como o estado
de um dtomo aprisionado em uma cavidade pode ser teletransportado para um segundo
dtomo aprisionado em uma cavidade distante através da deteccao de fétons emitidos pelas
cavidades. C. Cabrillo e colaborados [102], demonstraram uma proposta para a geracao
de emaranhamento entre dtomos aprisionados em cavidades distantes, através do envio
de um ou dois dtomos excitados através das cavidades; e a ocorréncia de emissao espon-
tanea dos dtomos enviados leva ao emaranhamento entre os dtomos nas cavidades. X. L.
Feng [103], apresentou uma proposta para geracao de emaranhamento entre dtomos de

trés niveis espacialmente separados utilizando-se de fétons polarizados.
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Estados quénticos de varidveis continuas assim como os qubits de varidveis discretas
podem ser utilizados na comunicagdo quantica [79,83-85]. Além disso, é possivel utilizar
o emaranhamento das varidveis continuas do campo para gerar emaranhamento entre
atomos distantes. Uma proposta para geracao de emaranhamento entre dtomos local-
izados em cavidades espacialmente separadas através de estados bipartidos de varidveis
continuas foi apresentado por W. Son [97]. Em 2009 propusemos um esquema de geragao
de emaranhamento tripartido entre dois laboratérios remotos, através da interacao de
dtomos com um estado comprimido de dois modos, onde cada modo do campo é enviado

para um laboratério [28].

Para melhor entendimento da nossa proposta, o capitulo estd dividido em cinco secoes,
que sao: diagrama experimental, estados iniciais do campo nas cavidade, estados iniciais
dos atomos, Hamiltoniano do sistema composto e operador de estado para o sistema

composto

4.2 Diagrama experimental

O diagrama esquemadtico de nossa proposta para geracao de emaranhamento tripar-
tido entre dtomos localizados em cavidades espacialmente separadas esta representado na
figura (4.1).

Alice possui em seu laboratério uma cavidade C; e em um outro laboratério espa-
cialmente separado, Bob possui uma cavidade (5. Essas cavidades estao inicialmente
no estado de vécuo, Alice prepara dois dtomos de dois niveis (A; e Ay) em um estado
emaranhado ou separdavel, e Bob prepara um tnico dtomo B de dois niveis no estado
fundamental. Alice envia seus qubits para cavidade C} e os aprisiona em sua cavidade
7?7, e Bob executa o mesmo procedimento com o qubit B na cavidade Cs. Depois do
procedimento de aprisionamento dos trés d&tomos, é enviado paras as cavidades um campo

comprimido de dois modos. O campo comprimido de dois modos, é gerado através de um
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Figura 4.1: Diagrama esquematico

processo de conversao paramétrica descendente onde fétons interagem com um meio 6p-
tico nao linear (cristal) produzindo um estado comprimido de dois modos, como descrito
no capitulo (3). Cada modo do campo comprimido é enviado para uma cavidade de modo
que a juncao entre campo externo e campo na cavidade é feita através de um divisor de
feixe que é a propria parede da cavidade.

Neste capitulo apresentamos as expressoes analiticas para o estado do sistema com-
posto, estado dos dtomos e estado do campo para o sistema proposto. Estes resultados
sao utilizados para estudar a dindmica de emaranhamento entre os atomos localizados
nas cavidades espacialmente separadas e os modos do campo nas cavidades. Os dtomos
(A; e Ay) e (B) estao inicialmente em um estado separdvel e o emaranhamento é gerado
através da transferéncia do emaranhamento das varidveis continuas do estado comprim-
ido de dois modos. Em nossa proposta de 2009 [28], utilizamos no estudo da dinamica
do sistema o estado inicial atémico com todos os d&tomos no estado fundamental. Neste
capitulo estudaremos a dindmica do sistema para diferentes estados iniciais atémicos na
cavidade C; que possui os dtomos (A; e As). O estudo da dindmica do sistema para
diferentes estados iniciais atémicos, tem como objetivo fixar condigoes iniciais necessdrias

para obter um bom grau de emaranhamento entre os dtomos, e que o emaranhamento
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permanega por um tempo suficiente para implementacao de protocolos.

4.3 Estados iniciais do campo nas cavidades.

Os estados comprimidos de dois modos [53], podem ser gerados através de um processo
de conversao paramétrica descendente como foi demonstrado no capitulo (3). O operador

de compressao associado a esse processo pode ser escrito como,
S(s) = exp(—sab + salb), (4.1)

onde s é parametro de compressao e @ e b sdo os operadores bosonicos de aniquilacao e afe
bt sao os operadores bosonicos de criacao dos fétons nos modos a e b respectivamente. A
atuacao do operador S(s) sobre os estado do vécuo |0, 0), produz um estado comprimido

de dois modos.
1 o
U p) = > (tanh s)" n, n), (4.2)

cosh s

n=0

Como verificamos no capitulo (3) através da entropia de Von Neumann o emaranhamento
do estado comprimido de dois modos tem uma relagdo aproximadamente linear com
parametro de compressao s [54].

Consideramos duas cavidades preparadas no estado do vdcuo no tempo ¢t = 0. A

juncao entre campo externo e cavidade, é feita através do operador divisor de feixe [117],

A

0 . .
B(6) = exp 561 - 1), (4.3
onde ¢ e (¢'), sao os operadores de aniquilagao e (criagio) para o campo na cavidade e
f (e f T), sao os operadores de aniquilagao e (criacdo) para o campo externo, o coeficiente
(r = cos(0/2)), representa a refletividade do divisor de feixe.

Como o campo comprimido possui dois modos, cada modo do campo é enviado para

uma cavidade, consideraremos o caso que cada modo do campo possui a mesma, frequéncia.
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Com a injecao de pp = |¥p) (Vp| nas cavidade que tem estado inicial vdcuo, obtemos o

operador densidade total para o estado do campo numa tnica cavidade,

Pre, = Bi(8)py 0) (0, BI(6). (4.4)

Para obtermos o campo nas cavidades, devemos fazer um traco sobre os graus de

liberdade do campo externo na equacao (4.4), de modo que,

bCl - TTf (pfcl) . (45)

Ap6s fazer o traco sobre o campo externo, o estado quantico do campo nas cavidades

C1 e (s, tem a seguinte forma,

oo min[n,m]
[ 1 2 n—+m nm
beres = ( ) SY (s G() (46)

cosh s
n,m=0 k,l=0

X |n — k>01 In — l>cz (m — k|cl (m — l|02

onde
k' (0) = Gy (0) Gy (0) C (0) € (0), (4.7)

com
Cy ()= k'(nn—ik:)‘ cos” g sin"™ " g (4.8)

O operador densidade p., o, representa o campo nas cavidades em um estado emaran-
hado, onde o grau de emaranhamento entre os modos do campo nas cavidades depende
do parametro de compressao s, como foi demonstrado no capitulo (3). O grau de mis-
tura do campo nas cavidades depende da refletividade (r = cos(6/2)) do divisor de feixe.
Quando o divisor de feixe possui transmiténcia total (§ = 7), temos um estado puro para
o campo nas cavidades. Deste modo diferentes parametros de compressao e diferentes

refletividades fornecem estados distintos do campo nas cavidades.
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4.4 Base acoplada e estados iniciais dos atomos

Os operadores de Pauli (6,, 6, e 6,) possuem apenas dois autovalores, por este motivo
possibilitam a descri¢ao de sistemas de dois niveis como o sistema de dtomos apresentado
neste capitulo. Cada componente dos operadores de Pauli ¢ definida como 6, = 25;(j =

x,y, z), onde S; sdo os operadores de spin 1/2, que satisfazem as relagdo de comutacao,

[S’Z‘, S’ji| = iEijkgk, (49)
com isso temos,
[&i,ﬁj] = Qieijka'k:- (410)

Os operadores de Pauli da mesma forma que os operadores de spin satisfazem a dlgebra

: Aoa Ao . A2 A2 A2 A2
de Lie Su(2), onde 6., 6, e 6., sdo os operadores da élgebra e 6° = 6, + &, + 6, ¢ 0
operador de Casimir pois,

[6%,6:] =0, (4.11)

para qualquer i. Um &tomo de dois niveis pode ser descrito na base |0, m,) sendo que os

autovalores de 62 e &, sao dados por,
6% lo,my) = a(o+2)|o,m,), 6.0, my) =mgy|o,mg). (4.12)

Para um unico dtomo o =1 e m, = £1.
Analogamente aos operadores de spin, podemos definir os operadores de abaixamento

e levantamento como,

b, = % P % (4.13)

Que satisfazem as relacoes de comutacao,

[5'4,_,6'_] — 5’2, [5’2,64_] — 26'4,_, [6,3,6_] — 26'_ (414)
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Através das relagoes de comutagao Eq. (4.14), verificamos que 6, aumenta duas vezes

o autovalor de 6, e 6_ diminui duas unidades, com isso temos,

O4lo,me) =cylo,me+2), 6_|o,my) =c_|o,m, —2). (4.15)

Podemos determinar os coeficientes ¢, e c_, utilizando-se do operador de Casimir,

2) —my (Mmy + 2
Gy lo,my) = Vo (o+2) 2m (mo + >|a,mg+2>, (4.16)

b lomy) = Vo (o +2) —my (my —2) oy —2).

2

4.4.1 Adicao de momento angular

Quando dois ou mais dtomos sao combinados para formar o spin total do sistema,
devemos somar vetorialmente os spins de cada dtomo e as componentes 6, podem ser
somadas escalarmente. Utilizaremos o exemplo de dois a&tomos que recai sobre o sistema
apresentado no diagrama esquematico. O operador ¢ e a componente 7, total, podem ser

escritas como,

52 = 6.6 =6W.6W + 660 4250 52 (4.17)

Podemos reescrever a Eq. (4.17), sabendo que 6.6 = 4&5:).683) — 260 + 6160,
como

cW.6® = 61060 +460.60 + 60 60 (4.18)
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Substituindo Eq. (4.18) na Eq. (4.17), obtemos

6% =46,6, — 26, + 6% (4.19)

A

onde 6, = 5'(+1) + 6@ co_=6" 467
A base produto dos dois dtomos )a(l), mgl)> ‘0(2),mg2)> pode ser simplificada como
’m,(jl), mg2)>. Nesta base os estados possiveis para os dois dtomos sao: |—1,—1), |1,—1),

|—1,1) e |1,1). Diagonalizando 62 os autovalores na base |, m,) sdo: |2, —2), [2,0), |2,2)

e |0,0), que em termos da base produto sdo escritos como,

1
|27—2> = |_17_1>7 |270>:_2(|_171>+|17_1>)7
1

12,2) = |1,1), |0,O):\/§

(l_la 1> - |17 _1>) :

Para a cavidade C} localizada no laboratério de Alice que possui dois dtomos (A; e Asg),
os estados possiveis na base acoplada sa0: [2,=2) 4 4.5 12,0) 4, 4,5 12,2) 4,4, € [0,0) 4 4,
Para cavidade Cy que possui um tnico d4tomo aprisionado (B) temos: |1, 1)z e |1,1) 5.

O Hamiltoniano que utilizaremos para verificar a evolucao temporal do sistema, que
serd apresentado na préxima secdo comuta com 2. Devido a simetria do Hamiltoniano,
a evolugao temporal do sistema nao permite misturas entre os estados de base com o = 2
e 0 = 0. Podemos verificar entre os estados de base que s6 existe um estado com o = 0.
Se utilizarmos como estado inicial atémico o estado [0,0), 4 , este estado nio evoluird
para outros estados. Por este motivo no estudo da dindmica do sistema s6 utilizaremos

estados iniciais atomicos com o = 2. Com isso a base do sistema composto é dada por,

12,200 1L =10 12,00, 0 (L, =1), (22004 |1, =1),,  (420)

|27 _2>A1A2 |17 1>B ) |27 0>A1A2 |1’ 1>B e |27 2>A1A2 |17 1>B :

Utilizaremos combinagoes lineares de diferentes estados iniciais atémicos no estudo da
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evolucao temporal do sistema composto.

4.5 Hamiltoniano do sistema composto

Para estudarmos a interacao entre dtomo e campo tanto para o caso de dtomos em
cavidades tinicas como para sistemas com cavidades espacialmente separadas, utilizamos
um modelo tedrico formulado por Jaynes e Cummings [118] em 1963. Esse modelo descreve
a interagao de um dtomo de dois niveis com o campo eletromagnético. Além de ser de
grande simplicidade ele possui uma vasta riqueza de detalhes, e vem sendo muito estudado
nas iltimas décadas. Um trabalho de revisao sobre o modelo de Jaynes e Cummings
(JCM) e algumas das aplicagdes foi publicado por Shore e Knight [136]. Existem varias
derivacoes do JCM, uma delas é o modelo de Tavis-Cummings que generaliza o JCM para

N &tomos [134].

4.5.1 Hamiltoniano de um atomo na cavidade

Considerando um &dtomo de dois niveis onde o estado fundamental é designado pelo
vetor |g) e o estado excitado pelo vetor |e), que interagem com um campo de tinico modo,

o Hamiltoniano para o sistema pode ser escrito como,
H=Hy+ H, (4.21)
onde Hy é o Hamiltoniano livre e H; ¢ o Hamiltoniano de interacao.

Hamiltoniano livre

O Hamiltoniano livre Hy tem a seguinte forma,

5. (4.22)
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onde hw,. é energia do campo na cavidade e hw, é a energia de transicao entre os estados

lg) e e) -

Hamiltoniano de interagao

O campo eletromagnético pode ser confinado em uma estreita faixa de frequéncias
bem definidas em uma cavidade de Fabry-Perot. A cavidade de Frabry-Perot consiste em
duas superficies espelhadas com uma pequena separacao entre elas de modo que o campo
eletromagnético forme ondas estaciondrias dentro da cavidade. O operador campo elétrico
associado a um tinico modo do campo quantizado em uma cavidade como foi demonstrado

no capitulo (3) ¢ dado por [137],

E = Ey(a' +a). (4.23)

O Hamiltoniano de interacdo H; tem a seguinte forma,

A~

H = —j.E, (4.24)

e descreve a interagdo do campo elétrico com o dipolo elétrico i do dtomo [138]. A
componente z do operador de Pauli pode ser escrita como 6, = |e) (e| — |g) (g] e tem
autovalores +1. Utilizando-se da base dos estados internos, o momento de dipolo elétrico

pode ser escrito como

fr="glivle}g) (el + (el ivlg) e) (gl (4.25)

Através da Eqgs. (4.23) e (4.25) podemos reescrever a Eq. (4.24) como,

H, = hg(6, +6_)(a" +a) (4.26)

onde hg = — (g| ft|e) Eyp. Definimos os operadores &, = |e) (g|, 6_ = |g) (e, que junto

com o operador ¢, satisfazem a dlgebra dos operadores de Pauli.
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Representagao de interagao

Podemos obter o Hamiltoniano de interacao H, Eq. (4.26), na representagao de inter-

acao através da seguinte transformacao,

~ CHo, ~ A
Hy =7 Hie 7, (4.27)
de modo que,
Hy = hg(6,e™°t + 5_e ™ot (af et 4 e ™et), (4.28)
que pode ser reescrito como,
Hy = hg(6,ae™ + 6_ale ™ + 6 ae™ + 6_ae ), (4.29)

onde § = w, —w, e A = w, + w.. Através da aproximacao de onda girante podemos
desprezar os termos que oscilam com alta frequéncia, ou seja os temos que contenham
A >> g. Podemos também considerar que a frequéncia do campo na cavidade seja
aproximadamente igual a frequéncia de transicao atdmica, ou seja § ~ 0 . Com essas
aproximagoes o Hamiltoniano de interagdo na representagao de interacao Eq. (4.29) se
resume a

Hy = hg(6 a4+ 6_a"). (4.30)

O primeiro termo da Eq. (4.30), descreve o processo de excitagdo de um dtomo junto com
a aniquilacao de um féton do campo na cavidade, ja o segundo termo descreve o processo

de desexcitacao atomica acompanhado da criacao de um féton na cavidade.
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4.5.2 Hamiltoniano de N atomos na cavidade.

Quando consideramos N dtomos aprisionados dentro de uma cavidade, o Hamiltoniano

livre Hy Eq. (4.22) é reescrito como

e N
Hy = hw.ata + 2";&9. (4.31)

Os dtomos sao colocados distantes um do outro, para nao haver interacao dipolo-
dipolo. Os dtomos individuais interagem com o campo pela Eq. (4.26), de modo que
o Hamiltoniano de interacao é a soma da contribui¢ao de cada dtomo individual. Con-
siderando as mesmas condigoes impostas para obter o Hamiltoniano da Eq. (4.30), deste
modo, obtemos o Hamiltoniano de interacao na representacao de interagao para N atomos
que estao aprisonados a uma distancia em que nao ocorra interacao de dipolo entre eles,
que ¢é dado por,

N
Ay =hgy (6Va+s"ah. (4.32)
=1

4.6 Operador evolugao para atomos interagindo com
o campo no estado de Fock

Consideramos a cavidade do laboratério de Alice apresentada no diagrama esquematico
que possui dois dtomos de dois niveis (A; e As) aprisionados, interagindo com o campo
eletromagnético no estado de Fock |n). Utilizaremos a base acoplada para representar
os estados dos dtomos e n indicard o nimero de fétons na cavidade. Deste modo a base
do sistema composto por dtomos e campo serd representada como |o, m,,n). Os estados
possiveis para o sistema no caso em que os dtomos sao preparados no estado fundamental
e a cavidade possui n fétons em ¢t = 0 sdo: |2,—-2,n), |2,0,n—1) e [2,2,n—2). O

Hamiltoniano de interacao pode ser escrito na forma matricial como,
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0 Vi 0
Y =Vehg | i 0 EDRE (4.33)

0 (n—1) 0

Podemos obter o operador evolucao para cavidade C diagonalizando o Hamiltoniano
de interagao Eq. (4.33). Deste modo, conseguimos calcular os autovalores e autovetores.
Devemos entao escrever os estados de base do sistema como combinagao dos auto estados

do Hamiltoniano diagonal. Com isso podemos aplicar a operacao de evolugao temporal,

R 'H(l)t
Uy(t) = exp [—Z 7; ] , (4.34)

sobre os estados base do sistema. Esse procedimento permite obter o operador evolugao
para cavidade Cf.
Definindo o parametro de interacao' 7 = gt, o operador de evolucao Uf(T) para

cavidade '} com n fétons, pode ser escrito na forma matricial como,

U (1) (4.35)
e R o R S N o o
a2+ (02152 a5

- | ()
Al EAN sin (ffar 7)) Ll

onde a = /2(n—1), B=+2n.

Consideramos um unico dtomo de dois niveis aprisionado na cavidade C5 sem dissi-
pacao, localizada no laboratério de Bob, interagindo com um campo eletromagnético de
modo unico no estado de Fock |m). Os estados de base para o caso em que o atomo é

preparado no estado fundamental e o campo na cavidade tem m fétons em ¢t = 0 sao:

'A quantidade 7 é chamada de parametro de interacdo, é definida como o produto da intensidade de
interagao g pelo tempo t.
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|1,—1,m) e |1,1,m — 1). O Hamiltoniano de interagdo na forma matricial é dado por

H? = hg . (4.36)

Na cavidade Cy que possui m fétons, a representacao matricial do operador de evolugao

U5 (t) tem a seguinte forma,

Uy () = cos (v/mt)  —isin(y/m7) | (437)

—isin (v/m7)  cos (y/mT)

Fazendo um produto tensorial entre os operadores das equagoes (4.35) e (4.37), obte-

mos o operador evolucao temporal total, de modo que,

U™ (1) = Ut (1) @ U (7), (4.38)

no espago Cg = C3®@C, para o sistema, na base, |2, —2,n), |1, —1,m),,[2,0,n — 1), |1, —1,m),,
12,2,n —2), |1, =1,m),, |2,-2,n),|1,1,m—1),, 2,0,n—1),|1,m —1),
el|2,2,n—2),|1,—1,m — 1),. Considerando o estado inicial |®(0)) = |2, —2,n), |1, —1,m),,

o estado do sistema no tempo de interacao 7 é dado por,
ﬁ(T) = Ulném(T) |27 _27 TL>1 |1’ _1’ m>2 <27 _27 TL| <17 _17 ml (Ugm(T))T ) (439)

onde Uy(7) |®(0)), é escrito como,
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o(r) :%\@;) {aQ + (% cos (TW)} |=2,n); |[—1,m),
cos (v/ir) [\/% in (T\/m)
+ WD o (e 57) =1) fon = 2 -1,
O [ 5o (ryfar )| 12, o = ),
_ﬂ%%g%g[m%}%&?}%}Mn—DJLm—U2

isin (y/ir) af (cos (ry/a2 1 77) —1)

a2 + 3

|07n - 1>1 |_17m>2

_|_

2,0 —2), [L,m—1),.  (4.40)

Através da Eq. (4.38), verificamos que o sistema composto por dtomos e campo nas
cavidades C e (5, evolui separadamente em cada cavidade. A utilizacao de estados iniciais
do campo nas cavidades que nao possuem correlacao, faz com que a evolugao temporal do
sistema nao gere emaranhamento entre os 4&tomos nas cavidades espacialmente separadas.
Para que ocorra geragao de emaranhamento entre os dtomos, necessitamos de um estado
do campo que possua correlacao, como o estado comprimido de dois modos apresentado
no capitulo (3). Na segao (4.7), iremos utilizar o operador evolugao da Eq. (4.38), para

estudarmos a evolucao temporal do sistema composto por dtomos e campo comprimido.

4.7 Operador evolucao para o sistema composto

Nesta secao temos como objetivo obter expressoes analiticas para o operador de estado
do sistema composto como fung¢ao do tempo (ver diagrama esquemadtico figura (4.1). A
cavidade C; possui dois dtomos (A; e Ay) aprisionados e a cavidade Cy possui um tnico
atomo (B). As cavidades sao inicialmente preparadas no estado vdcuo em (¢ = 0). Um
estado comprimido de dois modos Eq. (4.6), é enviado para as cavidades através de um

divisor de feixe, o primeiro (segundo) modo do campo é enviado para a cavidade C; (Cs).
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O estado do sistema composto sem a interagao d&tomo-campo é representado por,

p(O) = pAlAzB(O) ® pclcz (0)7 (441)

onde p4, 4,5(0) é o estado inicial para os trés dtomos e pg,¢,(0), Eq. (4.6), representa
o estado do vdcuo comprimido de dois modos. Diferentes estados iniciais dos atomos e
diferentes estados iniciais do campo proporcionam diferentes evolugoes temporais para o
sistema, composto. O operador de estado para o sistema composto apds a interagao entre

0s atomos e os campos comprimidos nas duas cavidades, no tempo de interacao 7 é dado

por,
PT) = U12(7) P4, 4,5(0) @ Py, (0) UL, (7), (4.42)
onde "
U12(7') = Z ZUf_k(ﬂ ® Ug_l<7)»
n=0 k,[=0

¢ o operador total de evolugao para o sistema composto por dtomos e campo nas duas
cavidades.

Com o objetivo de estudar a dindmica de emaranhamento do sistema através do op-
erador de estado do sistema composto p(7) Eq. (4.42), utilizaremos diferentes estados
iniciais atomicos na cavidade localizada no laboratério de Alice e diferentes estados ini-
ciais do campo para o estudo da dindmica do sistema composto. Os estados do campo
nas cavidades podem ser modificados atrdaves de diferentes parametros de compressao e
diferentes refletividades dos divisores de feixe. Os diferentes estados iniciais dos dtomos
na cavidade C; podem ser construidos através de combinagoes lineares dos estados de
base dos dtomos. Verificamos através da Eq. (4.20), que existem trés estados atomicos

possiveis na cavidade C', que sao representados na base acoplada como,

12,-2), 12,0, 12,2). (4.43)
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Estes estados podem ser representados na base computacional, j4 que possuimos atomos
de dois niveis aprisionados nas cavidades, associando o vetor |0) para o estado fundamen-
tal e |1) para o estado excitado. Deste modo a correspondéncia entre base acoplada e
computacional é dada por,

1

12,-2) =10,0), |2,0) = 7

(10,1) +11,0)),]2,2) = |1,1) . (4.44)

Iniciaremos nosso estudo da dindmica do sistema composto considerando o estado
inicial atomico como uma combinagao linear dos estados de base [2,-2), . [1,—=1)gz e
12,2) 4,4, 11, —1) 5, de modo que,

D2(0)) ayaps = (VA[2,-2) + VT =) [2,2) )z (4.45)

s 11, -1
com 0 <a <1 Paraa=1(a=0), temos um estado separédvel [2,—2) , , (12,2) 4, 4,)
na cavidade de Alice. Para 0 < a < 1 temos um estado emaranhado na cavidade de
Alice, sendo que para o = 1/2 os qubits A; e As localizados na cavidade de Alice estao
em um estado maximamente emaranhado. O estado |1, —1) 5, representa um tnico dtomo
no estado fundamental na cavidade de Bob. Os resultados do estudo do sistema composto

a partir do estado inicial |®$(0)) 4 4,5 com a = 1, foram apresentado em nosso artigo em

2009 [28].

Verificaremos também a dindmica do sistema composto para o estado inicial atomico,
[©2(0)) = [2,0) 4,4, 11, =15, (4.46)

representado na base computacional como,

1

|2(0)) = NG

(110) +101)) a4, 0, )5+ (4.47)

que representa um estado maximamente emaranhado entre os dtomos da cavidade de
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Alice e um tnico d&tomo em um estado fundamental na cavidade de Bob.

A utilizagao de diferentes estados iniciais atémicos na cavidade C' e diferentes estados
iniciais do campo tem como objetivo verificar a transferéncia de emaranhamento do campo
comprimido para os dtomos localizados nas cavidades espacialmente separadas. Esses
diferentes estados iniciais proporcionam uma modificacao no campo na cavidade C; como
funcao do tempo, ou seja uma dindmica de emaranhamento especifica para cada condi¢ao

inicial considerada.

4.7.1 Estados iniciais atéomicos |9{(0))

Nessa se¢ao calcularemos o operador de estado do sistema composto considerando
estado inicial atomico |®¢(0)). O operador de estado para os trés dtomos no tempo t = 0

¢ dado por,

P a,5(0) = [€7(0)) (27(0)], (4.48)

com o estado do sistema total composto por &tomos e campos comprimidos, apds o tempo

de interacao 7, descrito como,

P (7,0, 5) (4.49)
= (Codls) j{: U™ (1) (tanh s)" G (0) %
n,m=0 k,l=0

(la| 12, =2,n = k), |1, =1,n = 1), (2,=-2,m — k|, (1, —1,m — ],
+ (a - ’a|2) ’27 _27n - k>1 |17 _Ln - l>2 <2>2am - k'l <1v _Lm - ”2
+y/ (ar = a*)12,2,n — k), |1, —1,n — 1)y (2,=2,m — k|, (1, =1,m — ],

2
+%m1—@)p@m—khm—Ln—wﬂzzm—mﬁL—Lm—u)UWkm%ﬂ}

Através do operador de estado do sistema composto p®(7,6,s), Eq. (4.49), podemos

calcular o operador reduzido para os dtomos e campo.
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Operador de estado para os atomos nas cavidades

Para verificarmos a dindmica de emaranhamento entre os atomos, necessitamos do
estado reduzido atomico. O estado reduzido dos dtomos p%, 4,5(7,0,5) é obtido através

do trago sobre os graus de liberdade do campo em p*(7, 0, s),

Z)legB(T7 97 S) = TT0102 (Iba (T)) (450)

A representacio matricial de p4, 4,5(7, 0, 5), na base acoplada 2, =2) , , [1,=1)5,[2,0), 4 [1,-1)p,

|272>A1A2 ’17 _1>B7 ‘27 _2>A1A2 |17 1>37 |270>A1A2 |17 1>Ba ’272>A1A2 |1>87 tem a SegUinte

forma,

P 0 pis 0 pf5 O
0 p3 0 pi 0 po
o Pis 0 p53 0 p53 0
PAyAB = : (4.51)
0 pi 0 piy 0 i

pis 0 ps3 0 p55 O

0 s 0 pis O pgs
Podemos reescrever a matriz p4, 4,5(7,0,s) Eq. (4.51), em uma base computacional pois
possuimos dtomos de dois niveis nas cavidades. Portanto para o estado fundamental do
dtomo associamos o vetor de estado |0) e o estado excitado é representado por |1). Deste

modo a correspondéncia entre a base acoplada e base computacional é dada por,

(1010) 4, 4,5 + 1100) 4 4, 5)

‘_27_]‘> = |000>A1A237 ‘O’_]‘> = \/5 )
2,-1) = [110), 45,2 1) = 001), , 5, (4.52)
011 + (101
oy = UMWtan £ 00nten) 3y iy,

V2

O operador p9, 4,5(7,0,s) Eq. (4.51) pode ser reescrito na base computacional como,
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(07
P11

(6%
o P13
PALAB =

i

- Sk

1

ot

onde os elementos de matriz pG, 4,5(7,0, s), tem a seguinte forma,

(6%
P26

V2

0

0

(0%
P26

V2

o
P13

(e}
P33

(67
P53

0

0

(e}
P42

0

(e}
P44

(e}
P46

(1) = iiFﬁ”(s,@)cosz (\/(n—l)7>

n=0k,l=0

[(n — k) cos (\/MT> +(n—Fk— 1)]2

P55

)
iy
o

= Sl

0?3
0
P55
2

(e

2
0

(e}
P66

o

(2n — 2k — 1)

+\mf(n—k+1)<n—k+z)x
cos /{an — 4k 4 6)r —1]

(2n — 2k + 3)°

(e o]

Poe(T) = ZiFﬁ"(s,Q)wﬁ( (n—l)7‘>

n=0£k,l=0

sin? (v/{an — 2~ D7) + |VT—a)| (n—k+1)

sin? \/(4n — 4k + 6)T

2n—2k +3
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n—2k—1)

X

(4.53)
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P33

Pﬁb‘

Y F (s, 0) cos? (ﬁT){m BB s

n=0k,l=0 (2 o 1)
VD)
(n—k—1) [cos ( (4n — 4k — 2>T> ] (2n — 2k + 3)°

[(n—k+1)c08\/(4n—4k+6)7+n—k‘-I—Q] },

po(r) = iipgn(s,e)sw( (n—z)T){( o] X (4.57)

,055

n=0k,I=0 on — 2k — 1)

[(n—k)cos( (4n—4k—2)r>+(n_k_1>]2

+‘\/(1—oz)‘2(n—k+l) [cos\/mT—lr X
(n—k+2) }7

(2n — 2k + 3)°

ZZF,;;” sm2< —l)T>{|a|< =k o ()

n=0k,I=0 —2k—1)
sin (m)

(dn — 4k + 6)7} ,

(n— k—i—l)

1_

ZZFQ” sin <\/71)7'> {\Oz| (n—k= =k X (4.59)

n=0k,l=0 <2 — 2k — 1>2

cos =T =2 — 1]+ va=al

(2n — 2k + 3)

[(n—kz—l—l)cos\/MT—{—n—k—i—Q} },
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P15

pas(T) =

013

ZZF””“ )/ (o — |oz|2) cos ( (n — Z)T) (sin (n—1+ 1)7)(4.60)

n=0k,l=0

(n—k+1) .
{_ (2’)’L 2k + 1) (2n 9k — 1) Sln( (4n — 4k+2>7'> %

n— k‘cos( (4n — 4k — 2)) +(n—Fk— 1)}

[
4 (n—k+2)y/(n—k+1) [COS\/mT 1}

(2n—|—5 2%) (2n — 2k + 3)
sin \/(4n + 10 — 4k)7 },

ZZF”’LH )y/ (a = |a]?) cos ( (n — Z)T) sin < (n—1+ 1)7)(4.61)

n=0k,l=0

(n—Fk)\/(n—k+1)
{ @n 2k _1)(2n 2k + 1) joos (Vin =1 +27) -1

S]n(\/m) \/TL k+1 Sln\/ 4n 4]€+6

(2n +5 — 2k) /(2n — 2k + 3)
[(n—k‘+2)cos\/(4n—|—10 Ak)T +n+ 3 — k‘]},

y . cos® \/(n — 1)1
ZZFW (o - |a|)(2n—<2k‘+3)(2n—22€—1)x (462)

n=0k,l=0

[(n—k+1)cosm7+n—k+2} X
[(n—k)cosmT—i-n—k—l],

o e VET) VG
nzgklzo m(zn—Qk—1)x

sin/(4n — 4k + 6)7 (sm (n—l)T) X

[(n—k)cosm7+n—k—1],

(4.63)
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y . sin?\/(n — D)7
Pis(T ZZFW V(@ = laf’) (2n —<2k 13)(2n — 2>/~c BN (4.64)

n=0k,l=0

[(n—k%—l)cosJMr%—n—k—i—Z} X
[(n—kz)cos\/MT—l—n—k—l],

Ps3(T) = F”"+1 \/a—|a| \/n— 81n\/4n—4k 2)T X (4.65)
0

n= Ok:l

( <cos (n—z)T> (sin (nm)) )

(2n — 2k +3)\/(2n — 2k — 1)

[(n—/{:—i—l)cos\/MT—l—n—k—l—Z],

onde

o tanhs)™
R = LG (4.66)
Fiii(s,0) = —(cosh 5)2 G H0).

As fungdes G1(0) e G7771(0) estdo demonstradas na equagao (4.7).

Operador de estado para o campo nas cavidades

Dado o operador densidade do sistema composto p®(7,60,s) Eq. (4.42), podemos
calcular operador densidade reduzido para o campo nas cavidades C; e (5, fazendo um

trago sobre os graus de liberdade dos dtomos,

pency(7,0,8) = Tra,a,p [p(7,0,5)] .

73



Deste modo o estado reduzido do campo tem a seguinte forma,

e, (7) (4.67)
= Ia|{z Z (AT () + A5 D)) [n) ) (m] (]

[o.9] maxmn,m

+Z Z [(A5™ () + Ag T (7)) [ — 1) |n) (m — 1] {m]
AT (7)) | — 1) (m] (m — 1]
+Z Z [A5™(r) In — >rn><m—2r<mu,}

+\/<1—a>\2{2 > B (5) ) In) (m) m

(B”’”( )+ By (7 )) n+2) [n) (m+ 2| (m|]
+ Z Z [(By™ () + By ™™ (7)) [n 4 1) |n) (m + 1] {m|

[ee) maxn,m

+Y Y B In=1)n) (m —1I<ml]7}

n.m=1 k.l=1

onde os coeficientes sao:

AT™(T) = FJ™(s,0)cos ( (n — l)7'> cos < (m — Z)T> X (4.68)
[(n—k)cos( (4n—4k5—2)7) +(n—k—1)}

[(m—k)cos(\/(4m—4k—2)7') —l—(m—kz—l)},

APHLmHL (Y o preLml (g gy o < (n—1+ 1)7-) cos ( (m—1+ 1)T> (4.69)

sin( (4n—4/€+2)7> sin (\/(4m—4k+2)7'>
Vin—k+1)(m—Fk+1)
V@n =2k +1)(2m -2k +1)
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AP™(T) = EJ'(s,0)cos ( (n— l)T) cos ( (m — l)T)

ViR k- D/ -k m— k1)

[cos (WT) - 1} [cos (\/(4m — 4k — 2)7) - 1} :

AyT(r) =

AgH—Lm-&-l (7_> _

A76L+1,m+1 (7_) _

By(r) =

(2n—2k —1)(2m — 2k — 1)

sin (/(n—0)7) sin (/(m =)
Fid"(s.6) (27<1 ok — 1)> (2q(n ok — 1)>

[(n — k) cos <\/MT> +(n—Fk— 1)}
[(m — k) cos <\/(4m — 4k — 2)7’> +(m—k— 1)}

EIA(6) sin ( (n—1+ 1)7) sin (WT)

Vin—k+1)/(m—k+1)
VvV (2n — 2k +1)\/(2m — 2k + 1)

sin (\/MT) sin (\/(4m — 4k + 2)7) ,

EI(6) sin (WT) sin (MT>

Vin—k)(n—k+1)y/(n—k)(n—k+1)
(2n — 2k +1) (2n —2k+1)

[cos \/MT — 1} [cos \/MT — 1} ,

Fi(s,0) cos (/o= D7) Vi =k + D= k1 2)
cos /(An — 4k + 6)7 1]
(2n — 2k + 3)
cos <\/(m—l)7> V(m—k+1)(m—k+2)
[cos (4m — 4k +6)T — 1}
(2m — 2k + 3)

[0)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)



V=TT o))

By™(t) = FJ™(s,0)cos (\/(n — l)T) N o 1)Sin <

Jon -2k 13 (4.75)
cos (\/im—T)7) /G~ K+ T <%6)7> ,
BI(r) = F(s,0)— < n Z)T> (4.76)

(2n — 2k + 3)
[(n—k—l—l)cos (4n—4/{:+6)7+n—k+2]
cos( (m—l)7’>
(2m — 2k + 3)
[(m—k+1)cos<\/(4m—4k+6)7'>+m—k+2},

(n—k+2)

BI'™(r) = F'(s,0)sin ( (n— z)T) o+ 3 (4.77)
\/m [cos \/MT — 1}
sn (Vo= 0)
Vim—k+1) [cos\/(4m—4k—|—6)7'— 1} ,
BrtbmH () = FrHIml(g 9 sin ( (n— z)T) % (4.78)
sin (/{0 — 3%+ 67 sin (/G — D7) %

sin (y/(@m = 4k +6)7)
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sin( (n—l)7>

(2n — 2k + 3)
[(n—/{:—i—l)cos\/MT—i-n—k—i-Z]
sin( (m—l)7>

(2m — 2k + 3)
[(m—k—kl)cos\/(4m—4k+6)7+m—k+2},

Bg+1,m+1(7_) _ F,fl“m*l(s, 0) (4.79)

com

(tanh 5)"*™

Fi"(s,0) = (cosh 3)2

G (6). (4.80)

a fungoes G}J"(0) esta demonstradaa na equagao (4.7).

4.7.2 Estado inicial atéomico |$5(0))

Outra possibilidade para estado inicial atémico na cavidade C; localizada no labo-
ratério de Alice é o estado [®5(0)) = [2,0) 4 4, |1, —1)5. O estado dos trés dtomos no

instante ¢t = 0 é dado por

PR a,5(0) = |22(0)) (D2(0)] (4.81)

com o estado do sistema total apés o tempo de interacao ¢ é escrito como,

pP* (7,0, (4.82)
1 2 A oo min[n,m)|
= (Coshs> Uia(7) | Y. ) (tanhs)" ™Gy (6)
n,m=0 Fk,I=0

|27 07 n— k)l |17 —1,71 - l>2 <2707m - k| <17 _17m - ZH [AJIZ(T)
Operador de estado para os atomos

O operador de estado dos dtomos ﬁif 4,58(7,0,5) ¢ obtido através do trago sobre os

graus de liberdade do campo em p®2(7,6,s) Eq. (4.82),
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= T ey (P*2(7,0, 5)). (4.83)

piiAzB(T7 97 8)

A representagao matricial de pifAQB(T, 0,s),nabase |2, =2) , 4 [1,=1)p, [2,0) 4 4, [1,=1) 5,

12,2) 4,0, 15, =155 12,=2) 4 4, 1L, D gy 12,00 4,4, 11, 1) 55 2,2) 4,4, 11) 5, € escrita como,
Pz 0 0 0 pE 0
0 p3 0 0 0 pi¢
A 0 0 pg2 0 0 0
P asp = (4.84)
0 0 0 pf2 0 0
piz 00 0 pz 0
0 p¢ 0 0 0 pgg
onde os elementos da matriz pif A,5> Possuem a seguinte forma,
N o sin® \/(4n — 4k + 2)71
() =35 F(s,0) <Cos (n m) (n— k1) =, (485)
n=0%k,1=0
poz (T Z Z Fi'(s,0) (cos (n Z)T) cos® \/(4n — 4k + 2)T, (4.86)
n=0k,I=0
> sin? \/(4n — 4k + 2)T
Frn( ( — ) _ Y
P2 () ZZ 17(5.6) (cos? /T D7) (n — k) L2 (4.87)
sin? \/(4n — 4k + 2)7
P (T ;%MZOF (sm (n— Z)T) (n—Fk+1) o — 2k o 1 , (4.88)
p22(r Z S Ry (sin2 (n— z)T> cos® /(n — 4k + 2)r, (4.89)
n=0%k,1=0
sin? \/(4n — 4k + 2)1
pe (T Z Z (sm (n — Z)T) (n—k) o — 2k o 1 , (4.90)

n=0£k,l=0

78



N in/(4n — 4k +2)7
pz = Y Y Fr0) 3V (n—k+ 1)- (4.91)
n=0k,l=0 V(2n —2k+1)

osy/(n—1)Tcos/(4n — 4k +6)Tsin/(n + 1 — Z)T} :

N in+/(4n — 4k + 6)7
P = ) Fo { Vin—k+1)- ) (4.92)
n=0k,l=0

<cos \/mTCOS \/MT siny/(n+1— l)T)} ,

onde

o tanh s)*" o
Fy (57 ‘9) = ((cosh 2)2 Kl (9)» (4-93)
Fy H(Sa 0) = - (cosh 3)2 G H(Q)-

As fungdes G7(0) e G771 (6) estdo demonstradas na equacio (4.7).

Operador de estado para o campo

Quando consideramos os dtomos na cavidade preparados no estado |®4(0)) Eq. (4.81),

operador de estado para o campo nas cavidades tem a seguinte forma,

peic, (T Ia!{ > Z (DY (r) + DFT" () [+ 1) [m) (e + 1] (m(4.94)

n.m=0 k.[I=0
max n,m

+Z > D™ () + D) In) ) {ml m]

n.m=0 k.I=0
~|—D"H’m“( ) In+2) |n) (m + 2| (mH

+Zl ];1 (D™ (7 |n—1>|n><m—1|<m|],}
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onde os coeficientes sdo:

sin\/(4n — 4k + 2)7

D) = F(s0) (cos In=1)7) VI =R D

X (4.95)

sin\/(4m — 4k + 2)7
(cos\/(m—l)T>\/(m—k:—l—1) NG

Dy™(r) = Fptt(s,0) cos ( (n — l)’i') cos (WT) (4.96)
cos ( (m — l)T) cos <\/(4m — 4k + 2)7‘)

DIm(r) = (s, 6) (COS\/(n—l)T>\/(n—/€)Sin \/7%2)7 (4.97)

sin \/(4m — 4k + 2)7
V2m =2k +1

cos ( (m — Z)T) (m — k)

DIt () = Erml(g g)sin <\/(n - z)T) Vin—k+1) (4.98)
i <\/%2)T> sin (\/(m — l)T) \/(m —k+1)
sin (MT)

Vom =2k +1

D () = ERYL () sin ( (n— 1)7) cos (\/mT) (4.99)
sin ( (m — l)T) cos (\/(4m — 4k + 2)7’)

Dt () = ER(g) sin (\/(n - Z)T) Jn—F) (4.100)

sin (WT)
V2n =2k +1

sin <\/(4m — 4k + 2)7’)
Vem —2k+1
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Os operadores de estado para os dtomos e campo como func¢ao de tempo, considerando
diferentes estados iniciais para o campo e paras os dtomos, serao utilizados no estudo da

dindmica de emaranhamento do sistema composto que serd apresentado no capitulo (5).
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Capitulo 5

Dindmica de emaranhamento do

sistema composto-calculos numéricos

5.1 Introducao

Qubits estaciondrios espacialmente separados podem ser emaranhados através de um
elemento propagante. Os qubits estaciondrios podem ser 4&tomos localizados em cavidades
e os qubtis propagantes podem ser fétons. Estados quanticos do campo eletromagnético
com varidveis continuas podem ser utilizados para emaranhar dtomos em cavidades dis-
tantes através da transferéncia de emaranhamento das varidveis continuas do campo para
os dtomos nas cavidades espacialmente separadas. Em 2002 W. Son [97], apresentou uma
proposta de geracao de emaranhamento bipartido através da transferéncia de emaran-
hamento das varidveis continuas do campo para os dtomos localizados em cavidades es-
pacialmente separadas, onde a dindmica de emaranhamento atomico foi estudada através
da negatividade global. Em 2004 Mauro Paternostro e W. Son [98], estenderam esta pro-
posta de geragao de emaranhamento, realizando um estudo do emaranhamento do campo
nas cavidade através da matriz de covaridncia. Em 2009 propusemos um esquema de
geracao de emaranhamento atdomico tripartido entre dois laboratérios remotos, através

da interagao de trés dtomos com um estado comprimido de dois modos, onde cada modo
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do campo ¢ enviado para um laboratério [28]. Em nossa proposta verificamos a transfer-
éncia de emaranhamento do campo para os dtomos, porém nao foi feito nenhum estudo
do emaranhamento entre os modos do campo nas cavidades. Nesse artigo os trés atomos
localizados nas duas cavidades espacialmente separadas eram preparados em um estado
separdvel com os trés qubits no estado fundamental |000) , 4,5 essa condigao inicial recai
sobre um caso particular apresentado no capitulo anterior que é o estado inicial atémico
|®¢(0)) com o = 1. Foi verificado que a dindmica do sistema reduzido atomico, gerava
emaranhamento tipo W [76].

Neste capitulo temos como objetivo verificar a transferéncia de emaranhamento das
varidveis continuas do estado comprimido de dois modos para os dtomos localizados em
cavidades espacialmente separadas. No estudo da dindmica de emaranhamento, utilizare-
mos diferentes estados iniciais do campo e diferentes estados inicias dos atomos (A; e As)
localizados na cavidade do laboratério de Alice. Pretendemos observar como o emaran-
hamento inicial entre os qubits (A; e Ay) modifica a transferéncia de emaranhamento do
campo para os atomos. No capitulo anterior obtivemos expressoes analiticas para o es-
tado do sistema composto, estado do campo e estado dos d&tomos como fungao do tempo,
pardmetro de compressao e refletividade do divisor de feixe. Essas expressoes analiticas
serao utilizadas para quantificar o emaranhamento entre os dtomos através da negativi-
dade global e uma andlise qualitativa do emaranhamento do campo sera feita utilizando
a funcao Q e o nimero médio de fétons nas cavidades. Para estudarmos a dindmica de
emaranhamento do sistema composto desconsideramos o efeito do divisor de feixe sobre o
campo nas cavidades. O que nos motivou a adotar essa refletividade do divisor, é o fato
de que qualquer refletividade r > 0, tem efeito de diminuicao no grau de emaranhamento
transferido para os dtomos nas cavidades [97].

O capitulo serd dividido em duas segoes onde apresentaremos o estudo da dindmica de
emaranhamento dos &tomos nas cavidades distintas e o estudo do emaranhamento entre

os modos do campo nas cavidades.
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5.2 Emaranhamento dos atomos nas cavidades dis-
tintas

Nesta secao calcularemos a negatividade global da transposta parcial do operador de
estado atomico, com relagao ao qubit B, para verificar o emaranhamento entre os dtomos
nas cavidades espacialmente separadas (qubit B e par Ay, Ay). Como foi apresentado no
capitulo (2) a negatividade global para um estado misto nao possibilita a detecgdo do
emaranhamento ligado, porém é uma medida suficiente para verificar o emaranhamento

livre. Dividimos esta secao no estudo do emaranhamento para os estados iniciais atomicos

|27(0)) e [®(0)) .

5.2.1 Estados iniciais |®¢(0))

Utilizando-se do operador de estado atomico p%, 4,5(7) Eq. (4.51), calculamos a neg-
atividade global [52] como foi definida no capitulo (2), para verificar o emaranhamento
do qubit B com o par A;, A;. Como estamos analisando a transferéncia de emaran-
hamento das varidveis continuas do campo comprimido de dois modos para os d&tomos nas
cavidades distintas, devemos calcular o emaranhamento entre os dtomos nas cavidades
espacialmente separadas. Neste caso a negatividade global [52] da transposta parcial do

estado p4 4, p com relacao ao qubit B é definida como

NGB(pilAzB) = @ZTAQBH —1= QZ |)‘i_} ) (5.1)

portanto nosso interesse é verificar correlagoes entre o qubit B e o par Aj, Ay, ou seja
correlagoes entre &tomos em cavidades distintas. Devido a simetria do operador de estado
atomico a negatividade global detecta tanto o emaranhamento dos qubits B e A;, como
B e As. Resultados numéricos foram obtidos a partir da equagao (5.1), utilizando-se o
programa FORTRAN. Os célculos numéricos foram feitos para # = 3,14, ou seja refle-

tividade do divisor de feixe (r = 0) pois (r = cos(#/2)). Os resultados numéricos para a
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Figura 5.1: Negatividade global Ng(pii 4,5) em funcdo do parametro de compressao s e
parametro de interagao T = gt, para o estado inicial |®§=1).

negatividade NZ (p% A,p) est@o representados em trés figuras. O estado inicial atomico
utilizado no estudo da dindmica de emaranhamento do sistema atémico em nossa proposta
em 2009, estd apresentado na figura (5.1). Na figura (5.2), utilizamos uma combinacao
linear do estado inicial da figura (5.1) com o estado [2,2), 4, |1 —1)p, configurando um
estado maximamente emaranhado dos dois qubits na cavidade C} no instante ¢t = 0.

Na figura (5.1), plotamos a negatividade N (p%, 4,5) considerando estado inicial
atomico |®{(0)) com a = 1 em funcdo do parametro de compressdo s e parametro de
interacao 7. Verificamos que com s tendendo a zero, o emaranhamento livre entre os
dtomos diminui, e é nulo com s = 0. Para s = 1 temos maior quantidade de regioes
com emaranhamento nulo, estas regides diminuem com s tendendo a zero. O primeiro
pico na negatividade global ¢ N (p%, 4,5) = 0,68, e ocorre para s = 0,64 ¢ 7 = 1,25.

Para s = 0,64, o emaranhamento decai para a zero no tempo de interacao 7 = 2,05,
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Figura 5.2: Negatividade global NZ(p%! ) em fungdo do parametro de compressio s e
pardmetro de interacao 7 = gt, para o estado inicial ‘@?20’5>.

ocorrendo o renascimento do emaranhamento em 7 = 2,45. Entre os tempos de interacao

T = 2,45 e 7 = 7,00, observamos que a negatividade global decai a zero e renasce por
duas vezes e atinge seu valor maximo N (p% 4,5) = 0,68 em 7 = 7,78. Para os tempos
de interacao 7 = 1,25 e 7 = 7,78 temos o pico da negatividade global em s = 0, 64, para
valores de s > 0,64 observamos diminui¢ao na negatividade global, isso também ocorre
para s < 0,64. Para o tempo de interacao 7 = 2.05 temos negatividade global nula para
s = 0,64 e para valores de s > 0,64 a negatividade global permanece nula, deixando de
ser nula para s < 0,25. A negatividade global é uma fungdo continua nos tempos de
interacao 0 < 7 < 10, porém o grau de emaranhamento atémico é muito pequeno quando
comparamos com o obtido com s = 0, 64.

Na figura (5.2), temos negatividade N&(p%, 4,5) em funcdo do parametro de com-

pressao e parametro de interagao, considerando estado inicial atémico |®$(0)) com a =
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0,5. Este valor de o corresponde a um estado inicial maximamente emaranhado dos
atomos A; e A, localizados na cavidade de Alice. Este estado inicial, diminui o grau de
emaranhamento entre os qubits nas cavidades espacialmente separadas. Essa verificacao é
feita quando comparamos essa dindmica de emaranhamento com o caso em que consider-
amos estado inicial com « = 1, figura (5.1). O valor maximo da negatividade para o = 0,5
& NE(p%, 4,8) = 0,5, com parametro de compressdo s = 0,64. Comparando esse estado
inicial atomico com estado inicial apresentado na figura (5.1), verificamos uma diminui¢ao
no valor do pico de emaranhamento. Porém o valor médximo de emaranhamento e também
obtido para s = 0,64. O estado inicial maximamente emaranhando, nao produz nenhum
atraso no desaparecimento do emaranhamento. Além disso, esse estado inicial atémico
aumenta as regioes com emaranhamento nulo.

Comparando as caracteristicas das figuras (5.1) e (5.2), verificamos que o valor de
pardmetro de compressao que nos fornece o maior pico de emaranhamento atéomico é
s = 0,64. Com essa informagao, na figura (5.3) fixamos s = 0,64 e variamos o parametro
a obtendo a dinAmica de emaranhamento para varios estados iniciais atomicos da cavidade

Ch.

A figura (5.3), é um grafico em curva de nivel da N5 (p%, 4, 5) em funcdo do parametro
de interacdo 7 e . Para a = 1 (o = 0), temos os qubits A; e Ay que estdo localiza-
dos na cavidade de Alice em um estado inicial separdvel [00), ,, (|11), 4,), com qubit
localizado na cavidade de Bob no estado |0) 5. Observamos que para 0 < a < 1, que
corresponde a estados emaranhados na cavidade €, uma maior quantidade de regioes
com emaranhamento zero comparadas com o caso em que o estado inicial atémico é sep-
ardvel com o = 1. Também percebemos que o maior pico de NF(p%, 4,5) ocorre para o
estado inicial com (o = 1). O uso do estado inicial separdvel |11), , ~que corresponde a
a = 0, nos fornece o menor grau de emaranhamento, além de possuir maior quantidade
de regioes com emaranhamento zero comparado com os outros estados iniciais atomicos

apresentados. Para a = 0,8 verificamos um prolongamento no tempo de interacao para
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Figura 5.3: Negatividade global NF (pfﬁ 4,8)s com s = 0,64, em funcao de o e parametro
de interacdo T = gt, para o estado inicial |®}).
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a ocorréncia do primeiro desaparecimento do emaranhamento. Lembramos que a = 0
corresponde ao estado inicial com os dois dtomos da cavidade C no estado excitado em
t = 0. Este estado inicial atébmico pode acrescentar até dois fétons adicionais ao campo
da cavidade, assim aumentando o nimero médio de fé6tons na cavidade.

Para analisarmos de forma mais detalhada o efeito do estado inicial dos dtomos
emaranhados da cavidade C} sobre a transferéncia de emaranhamento para os dtomos

nas cavidades distintas plotamos a figura (5.4).

061 [

0,0

Figura 5.4: Negatividade global NF (pii A,3) com a = 0,8 (linha verde) e @ = 1 (linha
azul), para s = 0, 64, versus o parametro de interacdo T = gt, para o estado inicial D).

Na figura (5.4), temos a negatividade global NZ(p% 4,5) em funcdo do pardmetro
de interacao 7, considerando s = 0,64. Quando os qubits A; e Ay localizados na cavi-
dade (', estao em um estado inicial emaranhado com « = 0, 8 linha verde, obtemos um
prolongamento no tempo de interagao para ocorréncia do desaparecimento do emaran-

hamento 7 = 2,95, comparado com o estado inicial com o = 1 linha azul onde temos
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o desaparecimento do emaranhamento com 7 = 2,05. Pode-se também observar que
para o tempo de interagao 7 = 1,25, o estado inicial com o = 0,8, tem como valor de
negatividade NZ(p%, 4,5) = 0,60, 0 uso deste estado inicial provoca um diminui¢éo do
grau de emaranhamento comparada com o estado inicial com o = 1 que tem como valor
NE(p%,4,5) = 0,67. Também verificamos uma redugao no grau de emaranhamento para o
tempo de interacao 7 = 7, 75 quando iniciamos o sistema com estado inicial com o = 0, 8,
temos como valor da negatividade global N& (P%,4,8) = 0,60, enquanto que para estado
inicial separdvel com o = 1 temos como valor da negatividade global NF(p% 4,5) = 0,69.

Através da andlise da figura (5.4), concluimos que o uso do estado inicial ‘(13'11:0’8> nao
configura em uma boa para a dindmica de emaranhamento do sistema atoémico. Apesar de
obtemos um pequeno prolongamento do tempo em que o emaranhamento livre desaparece,

este estado gera uma diminuicao nos picos da negatividade global.

5.2.2 Estado inicial |$5(0))

Nesta segao utilizaremos o estado inicial atomico |®5(0)) Eq. (4.81) no estudo da
dindmica de emaranhamento do sistema composto. Os estados iniciais |$5(0)) e }CID?:O’E’ (0)),
possuem os qubits A; e Ay em um estado maximamente emaranhado, porém eles diferem
pelo fato do estado de |P(0)) permitir apenas uma unica excitagdo na cavidade Ci,
enquanto que para o estado ‘@?20’5> podemos ter até duas excitagoes na cavidade Cf.

O célculo do emaranhamento entre o qubit B com o par A; As, considerando o estado
inicial |®5(0)), Eq. (4.81), ¢ feito a partir do operador de estado atdomico pif 4,8(7)
Eq. (4.84), da mesma forma que a secao anterior, utilizando a negatividade global da
transposta parcial do operador de estado do sistema atémico pi}ﬁ 4,8(7), Eq. (4.84), com

relagao ao qubit B, que tem como expressao analitica,

NE(s,0,7) = =2 (AT + A7) (5.2)
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onde

A= (o5 + p%2) — /(0% — p22)2 + 4032 (5.3)
se
(o2 + p22) < /(022 — p2)2 + 403", (5.4)
similarmente
X5 = (o5 + o%) =\ (0% — p%2) + 4ol (5.5)
se
(%2 +p%2) <\ (0% — pT7)” + 29722 (5.6)
e\, =0, se
(0% + p%2) >/ (o3 — 1) + 49722, (5.7)

Na figura (5.5) plotamos a negatividade NJ ( pi? 4,) em funcdo do pardmetro de com-
pressdo s e parametro de interagdo 7, considerando estado inicial atomico |®5(0)), que
representa os qubits A; e Ay localizados na cavidade de Alice no estado inicial maxima-
mente emaranhado 1//2 (|01) + |10)) A,4,5 € qubit de Bob no estado |0),. Nesse caso
valor médximo da negatividade global & (Ng(pij A,8) = 0,73), este valor ocorre para o
parametro de compressao (s = 0,64) e parametro de interagao (7 = 7,75). Para o valor
de parametro de compressao (s = 0,64), o tempo de interagdo para ocorréncia do de-
saparecimento do emaranhamento é (7 = 5,65). Quando comparando NZ(p%! 4, 5) com
(o = 1.0) figura (5.1), com N& (pi}ﬁ 4,p) figura 5.5, verificamos que existem menos regioes
com emaranhamento zero para o estado inicial atomico |®5(0)), Eq. (4.81).

Para verificarmos de forma mais detalhada a dindmica de emaranhamento para os
estados iniciais |®$=1(0)) e |®2(0)), construimos um grafico considerando a negatividade
global (N£) em funcao do parametro de interagao e fixando o parametro de compressao

em s = 0.64.
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Figura 5.5: Negatividade global Ng(pif 4,5) em funcdo do parametro de compressao s e
parametro de interacdo T = gt, para o estado inicial |®5).
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Figura 5.6: Negatividade global N&(p%' 4, ;) (linha vermelha) e NE(p%? 4, 5) (linha preta),
para parametro de compressao s = 0,64, em fungao do parametro de interagao 7 = gt.
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Na figura 5.6 temos a negatividade N (p%, 4,5) ¢ N& (pii A,p) Vversus tempo de in-
teragao 7, utilizando parametro de compressao (s = 0,64). Observamos que o tempo de
interacao para ocorréncia do primeiro desaparecimento de emaranhamento para o estado
inicial atébmico @5 é (7 = 5,65), esse tempo de interagdo corresponde, a mais que duas
vezes o tempo de interagao para ocorréncia do desaparecimento do emaranhamento para
o estado inicial ®; (& = 1), que ¢é (7 = 2,05). Quando analisamos o tempo de interagao
em que acontece o primeiro renascimento de emaranhamento, verificamos que o estado
®, tem um tempo de interacao 7 = 0.15, enquanto o estado inicial ®; possui um tempo
de interacao mais longo 7 = 0.40. Apesar do estado inicial ®, possuir seis ESD, enquanto
®, possui apenas cinco, o tempo de interacao com emaranhamento zero é 7 = 1,15 para
os dois estados iniciais. Esses resultados foram obtidos para os tempos de interacao 0 <
7 < 10.0. O valor méximo da negatividade para o estado inicial ®; & (N& (p3! 4, 5) = 0,69)
para o tempo de interagdo (7 = 7,78), para o mesmo tempo de interacdo possuimos um
maior valor para a negatividade do estado inicial @5, que é (NE(p%?4,5) = 0,73) . Para
o tempo de interacdo (7 = 4,55), onde o resultado da negatividade do estado inicial
d, (Ng(pif 4,8) = 0,41), para esse mesmo tempo de interagao o estado inicial ®; tem
emaranhamento nulo. Também foi observado que para os tempos de interacao (7 = 2,05)
e (T = 4,25) temos N5( pfi 4,8) = 0, enquanto que para esses mesmos tempos de interagao
(NE(p% 4y5) = 0,33) € (NE(p%,5) = 0,21).

Quando comparamos N&(p%, 4,5) € NE(p24,5) considerando parametro de com-
pressao (s = 0,64) verificamos que o estado inicial ®5 nos fornece maior grau de emaran-
hamento em comparagao com estado inicial ®1(« = 1). Observa-se desaparecimento do
emaranhamento e renascimento no intervalo de tempo de interagao (0 < 7 < 5,65) para o
estado inicial ®;, enquanto que para o estado inicial ®,, a negatividade global N (pii Ay 5)

é funcao continua no mesmo intervalo de tempo de interacao.
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5.3 Morte stiibita de emaranhamento, Ng = () para os
estados iniciais atomicos |9{(0)) e |$5(0)).

Uma nova linha de estudos relacionados com o comportamento da dindmica de sistemas
quanticos elementares estd ligada com a descoberta que correlagoes entre duas unidades
quanticas de informacao chamadas de qubits, podem ser desagregadas devido a interacoes
com o ambiente de uma forma nunca vista anteriormente no estudo da dissipacao. Esse
novo tipo de dissipagao do emaranhamento quantico foi observado por T. Yu and J. H.
Eberly, [41], [42], e ¢ denominado morte de stubita de emaranhamento (ESD)

Tanto as correlagoes quéanticas como as cldssicas sempre decaem como um resultado de
ruidos devido a interagoes com o ambiente [43]. Porém a degradacdo do emaranhamento
compartilhado por duas ou mais partes ¢ inevitavel [44]. T. Yu and J. H. Eberly [41],
observaram que no tratamento tedrico da emissao espontianea de dois dtomos, o emaran-
hamento nao se comporta de acordo com a lei da meia-vida. Esse fendmeno é denominado,
morte sibita de emaranhamento (ESD) e refere-se ao fato que o emaranhamento cai a
zero em um tempo finito diferente de um decaimento assintético.

A ESD ja foi detectada em experimentos em laboratério em dois contextos diferentes,
M. P. Almeida et. al. [45], verificaram a ESD em um experimento utilizando pares de
fétons e J. Laurat et. al. [47], observaram experimentalmente a ESD para ensambles
atomicos.

Jé foram feitas uma série de verificagoes tedricas para este fendmeno, para o caso de
atomos aprisionados em cavidades 6pticas, C. Li et all [49], demonstraram a dinamica
de emaranhamento de dois dtomos aprisionados em uma cavidade de modo tinico onde
os atomos interagem com o campo da cavidade através do processo de dois fétons e um
campo cléssico externo é adicionado. Nesse artigo foi verificado que a ESD ocorre para
diferentes estados iniciais atomicos, e a evolucao do emaranhamento pode ser controlada
pelo o ajuste da dissonéncia entre as frequéncias do dtomo e campo externo. Outro artigo

onde é verificada a ESD para datomos aprisionados e cavidades espacialmente separadas
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foi proposto por J. S. Zhang e J. B. Xu [50]. Neste artigo pode-se controlar a morte
stibita de emaranhamento e o renascimento do emaranhamento em um sistema de duas
cavidades, onde cada uma possui um dtomo de dois niveis aprisionado. Os dois dtomos
sao inicialmente preparados em um estado emaranhado e enviados para as cavidades nos
estados do vacuo. Dois campos cldssicos sao enviados adicionalmente, sendo que cada
um para uma cavidade. O fenomeno de ESD e ESB pode ser controlado pelo campo
classico enviado para as cavidades. A quantidade de emaranhamento dos dois &tomos
ou das cavidades pode ser significativamente aumentada devido a aplicagao dos campos
classicos.

Em nosso trabalho [28], para a geracao de emaranhamento entre trés atomos localiza-
dos em duas cavidade espacialmente separadas, o emaranhamento é transferido para os
dtomos através das varidveis continuas do campo eletromagnético. Observa-se o fendbmeno
de morte sibita de emaranhamento. Nesse artigo nao foi estudado nenhum mecanismo
para prolongamento do tempo de interacao para ocorréncia de morte sibita de emaran-
hamento.

Como estamos interessados na possivel aplicacao do emaranhamento atomico em pro-
tocolos de comunicacao quantica, devemos evitar dentro da dindmica de emaranhamento,
os tempos de interagao onde ocorrem morte sibita de emaranhamento (ESD). Deste modo,
podemos determinar quais sao as condi¢oes que o emaranhamento livre entre o qubit B
e o par A; e Ay é nulo. Para o caso em que os dtomos do sistema sao preparados no
estado |®¢=1(0)) Eq. (4.45), temos o operador densidade reduzido p%, 4,5, Eq. (4.51),
com mesma forma que o operador densidade reduzido pif 4,5 Eq. (4.84), pois os elemen-
tos piy, pias pit e pet, Eqs. (4.62), (4.63), (4.64), e (4.65), assumem valor zero quando
temos o = 1. Neste caso conseguimos obter uma expressao analitica para a negatividade
global NE(p3, 4,5), que ¢ similar a expressdo para negatividade N&(p% 4. 5), Eq. (5.2).

Utilizando-se da Eq. (5.2), podemos determinar que as condi¢oes para o desaparecimento

96



do emaranhamento livre que é dada por,

2 2
P33P55 = (1026) € PoaPag = (015) . (5-8)

Na Eq. (5.8), omitimos o sobrescrito o e ®,, por ela ser similar para ambos estados
iniciais.

Quando as duas condigoes da Eq. (5.8) sdo satisfeitas, ocorre o desaparecimento do
emaranhamento livre atémico. Analisando a Eq. (5.8), verificamos que um dos causadores
do desaparecimento do emaranhamento é o aumento simultdneo dentro da dindmica do
sistema dos elementos ps5 € p,y, que correspondem as probabilidades de ocupagao dos es-
tados de base [2,2) 4 4. |1, —1)5 e [2,—2), 4, |1,1) 5. Estes estados nao possuem conexao
com nenhum outro estado dentro do operador de estado atémico, Egs. (4.51), com o =1
e Eq. (4.84). Isso demonstra que esses estado néo possuem emaranhamento. O au-
mento nessas probabilidades de ocupacgao contribui para o aumento do ruido quéntico,
consequentemente a diminui¢ao do grau emaranhamento, o que pode acarretar no desa-

parecimento do emaranhamento livre.

5.4 Emaranhamento do campo nas cavidades distin-
tas

Como possuimos nas cavidades um estado do campo com varidveis continuas nao
podemos utilizar a negatividade global para quantificar o seu emaranhamento, pois estes
estados possuem infinitos graus de liberdade. Por este motivo devemos utilizar outro
tipo de quantificador para o emaranhamento do campo que foi apresentado no capitulo
(3). Nesta secao utilizaremos a fungdo Q para uma anélise qualitativa do emaranhamento
entre os modos do campo nas cavidades. A secao estd dividida no estudo da dindmica de

emaranhamento para os estados inicias atomicos |9$(0)) Eq. (4.45) e |$2(0)) Eq. (4.81).
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5.4.1 Estado inicial |®{(0))

No estudo da dindmica de emaranhamento deste capitulo, verificamos que o estado
inicial atomico |®§(0)) tem maior grau de emaranhamento atémico com « = 1. Por este
motivo calcularemos a fungao Q somente para o caso a = 1. A fungao Q para o estado

reduzido do campo Eq. (4.67), apresentada no capitulo (3), é dada por,

Q) = =5 07 P 1. 7) 59

onde 1 = x1 +1p; € ¥ = x5+ 1 po, sa0 pardmetros que caracterizam estados coerentes que
foram apresentados no capitulo (3). Deste modo a fungao Q para o operador de estado

do campo nas cavidades pg, ,(7) Eq. (4.67), tem a seguinte forma,

Quny) = =2 (1)) (5.10)

72 cosh? ()
{+ exp [(ny + n*y*) tanh (s)] Z (A;L’m(T> + AQ“’"L“(T))

Z ()" (7*)"1 tanh"+m(s) (A;m(T) + Ag+1’m+1(7))

n.m=1 \/n' n-—= 1 \/m'
nn—1 *\M m—1
nmry (77 ) (fy ) th+m(S>Ag7m(7')

\/n' (n—1)! \/m'

n 1 (n*)mf2 (7*)m,1 o .
an;V (n=2)l(n = Dl/(m = 2)!(m — 1)! A (T)} |

Com o objetivo de verificar a varidncia nas quadraturas de posicao do primeiro e
segundo modo, construimos um grafico da fun¢do Q(n,7v) em funcdo das posigdes do
primeiro e segundo modos (x; e z3), fixando os valores de momentos (p; = 0,1 ep; = 0,1),
como mostra a figura (5.7).

Nesta figura escolhemos os tempos de interagao onde o emaranhamento atomico é nulo
(1 =0.0 e 7 = 2.45), e os tempos de interacdo (7 = 1,1 e 7 = 7,75) que correspondem a
picos no emaranhamento atéomico. Para o tempo de interacao 7 = 0.0 temos o maior grau

de correlacao entre as quadraturas de posicao do primeiro e segundo modos, observamos
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Figura 5.7: Funcao Q versus posi¢ao do primeiro modo do campo e posicao do segundo
modo do campo, considerando estado inicial atémico |®¢=!) e parametros de compressao
s =10,64.

99



—_— N>

0,6- (D1 —

——<n,n,>-<n_><n>

Figura 5.8: Nimero médio de fétons para primeira cavidade (n,), segunda cavidade (ns) e
cavidades conjuntas (nins) em funcdo do parametro de interagao considerando parametro
de compressdo s = 0, 64, para o estado inicial |®¢=1).

que uma quadratura é comprimida enquanto a outra é alargada. Essa maior correlacao
ocorre porque ainda nao aconteceu a interagao entre dtomos e campo comprimido. Para
o tempo de interacao 7 = 2.45 existe certo grau de correlacao entres os modos do campo
porém ele é menor que para 7 = 0. Para os tempo de interagdo (71 = 1,1 e 7 = 7,75)
existe o menor grau de correlacao entre os modos do campo, para estes tempos de in-
teracao o sistema tem médximo emaranhamento atomico e isto indica transferéncia de
emaranhamento do campo para os dtomos nas cavidades.

Uma melhor andlise do campo nas cavidades pode ser feita através do niimero médio
de fétons na primeira e segunda cavidade.

Na figura (5.8) plotamos o nimero médio de f6tons na primeira cavidade (n;), nimero
médio de f6ton na segunda cavidade (ns) e (n1ng) — (n1) (ns) que mede a correlagao entre
as intensidades do campo nas duas cavidades, para o estado inical atomico |®¢=1(0)) e
parametro de compressao s = 0, 64. Percebemos que para os tempos (7 = 0.0 e 7 = 2.45)
temos picos nos niumeros médio de fétons (n1) e (ny), também verificamos maior grau de

correlacao entre a intensidade do campo nas duas cavidades. Para os tempos de interacao
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(1 =1.1e1 = 7.75), observamos vales nos nimeros médios de fétons ((n;) e (ny)), também
se verifica diminuicao na correlagao entre as intensidades do campo nas cavidades. Isso
demonstra que a correlacao dos modos do campo nas cavidades sao transferidas para os

atomos.

5.4.2 Estado inicial |$5(0))

Considerando o operador de estado do campo nas cavidades p¢?q, (1) Eq. (4.94), a

funcao QQ para este estado é dada por,
2 2
exp |— (Inl” + 1|
Qn,v) = | ) X (5.11)

72 cosh? ()

{+ exp [(ny +n™y*) tanh (s)] Y (D5™(7) + Dt (7))
0"ty (n )m+1 (’Y*)m n+m n,m ntlm+l
:n; \/nl (n+1)! \/m| (m+1)! tanh™"(s) (Dl () + D5 ( ))
eyt (U*)m (’Y*)m+2 n+m n+1,m+1
Jl(n 1 2)! N T m]

:,,;\/ (n—1)n! (\7}) — (1;!7)71! tanh”er(s)Dg’m(T)} _

Com o objetivo de verificar a varidncia nas quadraturas de posi¢ao do primeiro e segundo
modo, plotamos um grafico da funcao Q(7,y) em funcao da posigao do primeiro e segundo
modo das quadraturas do campo (x; e x3) fixando os momentos (p; = 0.1 e p; = 0.1),
que estd demonstrado na figura (5.9).

Nesta figura escolhemos os tempos de interagao (7 = 0,0 e 7 = 9,05), onde o0 emaran-
hamento entre os dtomos é nulo e os tempos de interagdo (7 = 1,3 e 7 = 7,75) onde
o emaranhamento entre os dtomos é méaximo. Para o tempo de interacao 7 = 0,0 ob-
servamos 0 mesmo grau de correlagao entre o primeiro e segundo modo do campo nas
cavidades que o caso apresentado na figura (5.7), pois consideramos o mesmo estado in-

cial do campo em ambos os casos. Para os tempos de interagdo (7 = 0,0 e 7 = 9,05)
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Figura 5.9: Fungao Q verus posi¢ao do primeiro modo do campo e posi¢cao do segundo
modo do campo, considerando estado inicial atomico |®,) e parametros de compressao
s =0,64.
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Figura 5.10: Numero médio de fétons para primeira cavidade (n;), segunda cavidade
(ng) e cavidades conjuntas (ning) em fungdo do parametro de interacdo considerando
parametro de compressao s = 0, 64, para o estado inicial |®5).

onde o emaranhamento atomico é nulo observamos maior correlacao entre os modos do
campo indicados pela varidncia nas quadraturas. Para os tempos de interacdo (7 = 1,3 e
T =17,75) onde o emaranhamento atomico ¢ méximo observamos menor correlagao entre
os modos do campo nas cavidades.

Uma melhor andlise do campo nas cavidades pode ser feita através do nimero médio
de fétons na primeira e segunda cavidade.

Na figura (5.10) plotamos o nimero médio de f6tons na primeira cavidade (n;), nimero
médio de féton na segunda cavidade (ny) e (ning) — (n1) (n2) que mede a correlagao
entre a intensidade do campo nas duas cavidades, para o estado inicial atomico |P2(0))
considerando parametro de compressao s = 0,64. Verificamos que para o tempo de
interacao 7 = 0,0, existe o maior grau de correlacao entre a intensidade do campo nas
cavidades. Para o tempo de interagao 7 = 9,05 notamos que o sistema possui certo grau
de correlacao porém essa é menor que a observada em t = 0, isso acontece porque parte
da correlacao esta no sistema de dtomos e nao é observada pela negatividade global pois

se trata de emaranhamento ligado. Para os tempos de interagao (1 = 1,3 e 7 = 7,75)
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verificamos menor grau de correlacao entre a intensidade do campo, também observamos
que o (ny) > 1, devido ao estado inicial atébmico permitir uma excitacdo no campo da
cavidade, isso pode ser observado na figura (5.9) onde o estado do campo se divide em

dois pacotes.
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Capitulo 6

Dindmica de emaranhamento do
sistema composto-campo na

cavidade em um estado aproximado

6.1 Introducao

No capitulo (5), realizamos um estudo da dindmica de emaranhamento atémico para
um sistema composto por cavidades espacialmente separadas que interagem com um es-
tado comprimido de dois modos. O campo é enviado para as cavidades através de um
divisor de feixe. O emaranhamento entre &tomos foi calculado utilizando como medida
a negatividade global [52], através do estado reduzido atomico. Nao foi possivel utilizar
a negatividade global para quantificar o emaranhamento entre os modos do campo nas
cavidades, pois estes possuem infinitos graus de liberdade. Existem algumas medidas
para quantificacao do emaranhamento para esse tipo de estado, que foram apresentadas
no capitulo (3).

Nesse capitulo apresentamos uma aproximacao para o estado do campo nas cavidades.
Através dessa aproximacao é possivel calcular a negatividade global para quantificar o

emaranhamento entre os modos do campo nas cavidades. Dessa maneira podemos verificar
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de forma detalhada como acontece a transferéncia de emaranhamento do campo para os
atomos.
Para demonstrarmos como é feito o truncamento para o estado do campo, necessitamos

do estado inicial do campo nas cavidades que é dado por,

oo min[n,m]
~ _ n—+m
Peye, = (cosh s) Z Z (tanh s)" ™G (0) (6.1)

n,m=0 k,I=0

X|n—kn—=10(m-—km-I

onde
(0) =Gy @) (0)Cr (0) G (9), (6.2)

com
Cy ()= k'(+ik)‘ cos” g sin™ " g (6.3)

O grau de mistura do estado campo, Eq.(6.1), nas cavidades é definido pela refletivi-
dade do divisor de feixe descrita pelo parametro 6. Quando usamos um divisor de feixe
com refletividade zero, temos um valor de (6 = 7), pois a refletividade do divisor de feixe
é dada por r = cos(#/2). Para (6 = 7) na Eq (6.3), temos C}* (/) = 0 para qualquer k # 0,
e C7'(0) = 1 para k = 0. Quando utilizamos um divisor de feixe com refletividade zero

temos o campo nas cavidades em um estado puro,

9= (s ) 3t e e, (6.4

cosh s
n=0

A fungao de onda que descreve o estado do campo nas cavidades Eq. (6.4), representa um
estado do vacuo comprimido de dois modos, onde cada modo do campo esta localizado
em uma cavidade, ou seja, o primeiro modo do campo estd localizado na cavidade do
laboratério de Alice e o segundo modo do campo esta localizado na cavidade localizada
no laboratério de Bob.

No capitulo (5) verificamos que o parametro de compressao que nos fornece o maior
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grau de emaranhamento entre os d&tomos é s = 0, 64. Substituindo esse valor de parametro

de compressao na Eq. (6.4) e expandindo, obtemos,

€),..., = 0.825 |00) + 0.466 [11) +0.263 |22) + 0.149 [33) + 0.084 [44) +...  (6.5)

Analisando a Eq. (6.5), verificamos que a probabilidade de ocupagao para os estados
|00), |11) e |22), sao (0,68), (0,22) e (0,07), consequentemente temos de 97% chance
de em uma medida encontramos o campo nas cavidades em um desses 3 estados. J&a
as probabilidades de ocupagao para os estados |33) e |44), sdo respectivamente (0,02) e
(0,007), configurando um total de 2,7% para estes dois estados. Para medirmos os estados
do campo na cavidade com nmimero de fétons maiores que 4, teremos uma probabilidade
de 0,3%, que é um valor relativamente pequeno se comparado com os 97% dos estados
|00), [11) e |22).

Uma possivel aproximagao para o estudo da dindmica de emaranhamento para do
sistema apresentado no capitulo (4), é utilizar o campo nas cavidades no estado da Eq.

(6.5) expandido até (n = 4) e normalizado, de modo que,

1€"),,e, = 0.828 ]00) + 0.467 |11) + 0.264 |22) + 0.149[33) + 0.084 [44) . (6.6)

6.2 Emaranhamento dos atomos nas cavidades dis-
tintas.

Nessa secao estudaremos a dindmica de emaranhamento para um sistema composto por
duas cavidades espacialmente separadas onde a cavidade um estd localizada no laboratério
de Alice e possui dois dtomos aprisionados e a cavidade dois localizada no laboratério de
Bob possui um tnico dtomo aprisionado esses atomos interagem com o campo na cavidade

no estado nimero Eq. (6.6). O estudo da dindmica de emaranhamento e andloga a do
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capitulo anterior, a unica diferenca é o estado do campo nas cavidades.

6.2.1 Estado inicial |9{(0))

Primeiramente verificaremos a dinAmica para os dtomos preparados no estado |®$=1(0))
Eq. (4.45), este estado corresponde a um estado inicial atémico separavel com os trés ato-

mos no estado fundamental,

[D7(0)) = 12, =2) 4, 1L, =15 [€7)..,c (6.7)

A agao do operador de evolucao da Eq. (4.38) sobre o estado inicial Eq. (6.7), nos fornece
a evolugao temporal para o sistema composto, onde o operador de estado total apés o

tempo de interacao 7, é dado por

P (1) = 127(1) (5 (7)] - (6.8)

O estado reduzido para o sistema atomico é calculado através do trago sobre os graus

de liberdade do campo na Eq. (6.8), como
ﬁ(All)AzB =Trec, [P0 (7)] - (6.9)

A matriz densidade reduzida pSBA2B(T), na base acoplada |2, —2), |1, —1),, |2, 0), |1, —1),,
12,2),|1,-1),, 2,-2),|1,1),, |2,0),]1,1),, |2,2),]1),, tem forma semelhante ao oper-
ador densidade reduzido atomico, Eq (4.84), e seus elementos de matriz, sdo escritos

como,
2
[n cos\/(4n —2)T +n — 1]
(2n —1)°

, (sin /@ —2)7) ’

p%) — Z (ax)*n (cos/nT) o1 , (6.11)

, (6.10)
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) [cos \/WT — lr

pSy) = Z (a,)? (n* — n) (cos v/n7)

2 (2n — 1)2 , (6.12)

. 4 , |ncos \/WT +n—1 ’
p514) = Z (an) (sm \/ﬁT) [ an 1)2 } , (6.13)

4 , (siny/(4n —2)7 i
p%) = Z (an)’n (sin\/n7) < 2) : (6.14)
rd ( @n — 1))

@ 4 ) ) |:COS (4n — 2)7 — 1}

Pes = Z (an)® (n® —n) (sinv/nT 2 17 : (6.15)

p%) = —qgapsinTsin (\/57’) — alag\/gcom'cos (\/57‘) sin (\/57’) sin <\/67)6.16)
—a2a3\/§COS (\/_T) [2 cos (\/_7'> + 1} sin (fT) sin <\/77'>

_a3a4M [3 cos (\/ET) + 2] QSL\/(;T) sin (\/QT) ’

p%) = —alagg COS T sin (\/57’) sin (\/57’) [cos (\/67) - 1} (6.17)
—agag\/gcos (\/57') sin <\/67') M [COS ( 107‘) — 1]

5

—a3a4\/§cos (\/g’l') sin (\/ET) M [cos (\/ﬁT) — 1} .

Para calcularmos o grau de emaranhamento do qubit B com o par A; A, utilizamos a

negatividade global [52], que tem expressao analitica andloga a Eq. (5.2). O resultados

mTag 4y

numéricos para NF(p%y) 1 17%) estao representados na figura (6.1).

Comparando o gréfico da figura (6.1) que possui o campo na cavidade em um estado

aproximado Eq.(6.5), com o resultado apresentado na figura (5.6), onde temos o campo

em um estado comprimido de dois modos Eq. (6.1), verificamos total correspondéncia
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Figura 6.1: Negatividade global N§ (pgl) A,8)> considerando campo na cavidade no estado
aproximado |¢"), em fungao do pardmetro de interagao 7.

entre as duas figuras. Isso mostra que a aproximacao usada para o estado do campo nas
cavidades, configura um bom artificio para o estudo da dindmica de emaranhamento do
sistema atomico. Podemos observar de outra forma que o estado aproximado nos fornece
um bom mecanismo para o estudo do emaranhamento do sistema atémico. Para isso
devemos comparar os elementos de matriz do operador densidade reduzido em funcao
do pardmetro de interagao, para o caso em que o sistema possui o estado do campo
aproximado Eq. (6.9) e quando o sistema possui os dtomos interagindo com o campo no
estado vdcuo comprimido de dois modos Eq. (4.51).

Comparando a figura (6.2) que possui o campo na cavidade no estado aproximado
Eq. (7.15), com a figura (6.3) onde os dtomos interagem com um campo no estado do
vacuo comprimido de dois modos com parametro de compressao (s = 0.64). Verificamos
correspondéncia nos elementos da diagonal principal que representam a probabilidade de

oCcupagao (pﬁ), Pglz)a P%), pﬁ), pf-},) e ,0%)) e também nos elementos de fora da diagonal

(p%) e p%)). Também observamos que o maximo emaranhamento 7 = 1.25 ocorre quando
temos um pico no elemento ps; = 0,19. A morte sibita de emaranhamento ocorre quando

os elementos ps3 = 0,001 e pyy = 0,15 para tempo de interacao 7 = 2, 3, esses elementos
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Figura 6.2: Probabilidade de ocupagao pﬁ), pglg), P:(a?a :021), p%), pé%) e elementos fora da

diagonal p§l5) e ,0%), considerando o campo na cavidade no estado aproximado |£”), versus

pardmetro de interagao 7.
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\__/\/_ P,
_p22
0,5 —p,,
_P“
_pSS
0,0' _pﬁﬁ
_pIS
_p?.ﬁ
-0,5 - . : 1
0 2 4

T

. . . ~ b P Py Dy Py Dy

Figura 6.3(.I> Progablhdade de ocupacao pi1, Pag, P33y Pass Psas Pec € €lementos fora da
diagonal p;2 e poi , considerando parametro de compressao s = 0.64, versus parametro de
interacao .
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configuram ruido quéntico.

6.2.2 Estado inicial |$5(0))

Considerando os dtomos preparados no estado |®2(0)) Eq. (4.81), esse estado corre-
sponde a um estado maximamente emaranhando entre os qubits localizados na cavidade
do laboratério de Alice e o qubit do laboratério de Bob se encontra no estado fundamental.

O campo nas cavidades estd no estado nimero dado pela Eq. (6.6),

[2(0)) = 12,0) 4,4, 11, =15 [€),, (6.18)

A evolucao temporal para o sistema de dtomos e campo é obtida através da acao do op-
erador de evolucao Eq. (4.38), sobre o estado |®2(0)) com isso temos a evolugao temporal
do sistema composto, onde o operador de estado total apds o tempo de interacao 7, é

dado por

PP (1) = |@a(7)) (@2(7)]. (6.19)

O estado reduzido para o sistema atomico é calculado através do trago sobre os graus
de liberdade do campo na Eq. (6.19), como p(Alf 4,8 = 17Cicy [,0(1) (7)], e tem forma semel-
hante ao operador densidade reduzido Eq. (4.84), e seus elementos de matriz p% 4 5(7),

sao dados por,

P2 = Z (an)? 22111 cos” (v/n7) sin” (\/(471 + 2)7’) : (6.20)

P = Z (an)? cos? (v/nT) cos® (\/ (4n + 2)7’) : (6.21)

n=0

P = Z (an)° 5 D cos? (v/n7) sin’ (\/(471 - 2)7) : (6.22)

n+1
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sm ? (v/nr) sin < (4n+2)7’), (6.23)
P2 = i (a,)?sin® (v/nr) cos < (4n + 2)T> : (6.24)

:i 5 ilsm (v/nT) sin < (4n +2)1 ) (6.25)

p%) = apay sin (fT) sin (7) cos (\/67‘) (6.26)
—|—a1a2\/g (cos T) sin ( T) sin (\/§T> cos (\/_T>
—|—a2a3\/§cos (\/57') sin (\/ET) sin (\/_T> cos <\/_7'>
(Vi)

4
—a3a4\/;<cos \/§T> sin (V147 sin (27) cos (\/_7'>

pg? = _%1 cos <\/§T> sin (7) sin (\/67') (6.27)

—alag\/gcos (T) cos (\/67) sin <\/§7’) sin <\/E7')
—(ZQCL3\/§COS (\/§T> cos (\/TOT) sin (\/§T> sin <\/ﬂ7’)

_a3a4% cos <\/§T> cos <\/ﬂ7’> sin (27) sin (\/ET) :

A expressao para negatividade global entre o qubit B e o par A; A, é andloga a Eq.

(5.2). Resultados numéricos para a negatividade global N (%} 1) estdo representados
na figura (6.4),

Na figura (6.4) verificamos correspondéncia entre os resultados numéricos obtidos uti-
lizando estado do campo aproximado Eq. (6.6), com os resultados obtidos na figura (5.6).
Mesmo havendo modificacao do estado inicial atémico a aproximacao permanece valida.

Para melhor entendimento da dindmica do sistema comparamos a probabilidade de
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Figura 6.4: Negatividade global N§ (pfl) A,8)> considerando campo na cavidade no estado
aproximado |¢"), em fungao do pardmetro de interagao 7.

ocupacao para o estado aproximado e estado vidcuo comprimido de dois modos que estao
apresentados nas figuras (6.5) e (6.6).

Igualmente as figuras (6.2) e (6.3), nas figuras (6.5) e (6.6) os elementos da diagonal
principal e fora da diagonal sao correspondentes para o estado do campo aproximado e
estado campo viacuo comprimido de dois modos. O maximo emaranhamento para 7 = 1.3
ocorre quando temos um pico para a probabilidade de ocupacao ps; = 0.22. Nao ocorre
morte sibita de emaranhamento para tempo de interacao 7 < 4, devido & contribuicao

de emaranhamento dos elementos de matriz pyy € pgg-

6.3 Emaranhamento do campo nas cavidades distin-

tas

6.3.1 Estado inicial atémico |9{(0))

Essa se¢ao tem como objetivo estudo da dindmica de emaranhamento entre os modos

do campo nas cavidades para o estado aproximado, para isso necessitamos do operador
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Figura 6.5: Probabilidade de ocupacao pﬁ), P§22)7 P:(;?7 ,0551)7 pé?, pé%) e elementos fora da

diagonal pg) e ngG), considerando o campo na cavidade no estado aproximado [£”), versus

pardmetro de interagao 7.
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Figura 6.6: Probabilidade de ocupacio pi2, psz, psi, pit, pez, pez e elementos fora da
diagonal p$? e p5?, considerando parametro de compressio s = 0.64, versus parametro de
interacao .
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densidade reduzido do campo nas cavidades ,o(cll)c2 (1), que € obtido a partir do trago sobre

os graus de liberdade dos dtomos das cavidade. Considerando que os dtomos e o campo
na cavidade estdo no estado p*(7) Eq. (6.8), no qual este estado representa a evolucio
temporal do sistema para o caso em que os trés dtomos estao no estado fundamental e o
campo na cavidade estd no estado aproximado Eq. (7.15), o operador densidade reduzido

para o campo é dado por,

ey (7) = Traans [pPV(7)] . (6.28)

O estado reduzido do campo pode ser escrito como,

4

pele, () = 37 [(AP™(r) + AT () [n) [n) (m] (m]] (6.29)

m,n=0
4

+ Z [(A3™(7) + AgTH™ (1)) In = 1) ) {m = 1] (|

A”’m( ) [n) [n = 1) {m| (m — 1]

+Z [Ag™ () [n = 2) [n) (m = 2| {m]],

m,n=2

onde

[n cos\/(4n — 2)T +n — 1]

A1) = (anan) (cosv/nr) oD (6.30)
[mcos V(dm —2)1+m — 1]
(cosv/mT) 1)
sin (/(4n — 2)
Ay™(1) = (anam)ncos (v/nr) ( > (6.31)

) sin (mﬂ

(2m —1)

m CoSs ( mT
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[cos ( n — 2)7) - 1}

A1) = (anam) v/ (n? —n)cos (v/n7) n =) (6.32)
cos (+/(4m —2)7) —
(m? —m) cos (\/ET [ ( (;lm — 12) > 1}
ATy = 24: (i) (sin v/77) reos (?Zn_j; Fn (6.33)
. m cos \/WT +m—1
s T
AP = (apy1amy) (0 + 1) sin (\/mT o ( i 2)T> (6.34)

Vv (2n+1)
sin (\/(4m +2)7
VvV (2m+1)

(m+1) (sin \/m7'>

[cos (4n + 2)T — 11

AZTN(T) = (@ng10me) /(02 + n) sin (\/m7'> 2n+1) t6.35)

[cos (4m + 2)T — 1}
(2m+1)

\/msin (\/WT)

Utilizando-se do operador densidade reduzido P((}BCQ 5(7) Eq. (6.29), calculamos a neg-

atividade global [52], para verificar o emaranhamento entre os modos do campo eletro-
magnético nas cavidades Cie Cj.

Os resultados numéricos para a negatividade Ng I P(Cll)cz) estao representados na figura

(6.7).

A figura (6.7), demonstra que os modos do estado campo nas cavidades tem emaran-
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Figura 6.7: Negatividade global Ngl (p(Cll)Cz), considerando o campo nas cavidades no
estado aproximado [£”), em func¢ao do parametro de interagao 7.

hamento méximo Ngl = 0.55, para tempo de interacao zero. A maxima correlacao entre
os modos do campo ocorre enquanto nao existe interacao com os atomos nas cavidade
(t = 0). Para o tempo de interacdo (7 = 1.1) temos um minimo de emaranhamento
(Ng1 = 0.04) indicando que possivelmente as correlagoes entre os modos do campo foi
transferida para os dtomos. Para (7 = 2,25) o sistema retoma parcialmente o emaran-
hamento (N§' = 0.3), porém para o tempo de interagao (7 < 10) o emaranhamento do

campo nio retoma o valor inicial (NG' = 0.55).

6.3.2 Estado inicial atémico |$5(0))

Considerando que os dtomos e o campo na cavidade estdo no estado p® (1) Eq.
(6.19), este estado representa a evolugdo temporal do sistema para o caso em que os
dois dtomos localizados na cavidade do laboratério de Alice foram preparados no estado
de Bell ((|01) 4 [10)) /+/2), e o 4tomo aprisionado na cavidade localizada no laboratério
de Bob estd no estado fundamental. O campo nas cavidades estd no estado aproximado

Eq. (7.15). Deste modo o operador densidade reduzido para o campo pode ser obtido de
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forma semelhante a Eq. (6.28), através do traco sobre os graus de liberdade do sistema

atomico, como,

4

perey(T) = D [(BY"(7) + BT () [n) [n) (m] (m] (6.36)

m,n=0

+Z (BY™ () + By (1)) [n 4 1) [n) (m + 1] (m]]

m,n=0

+Z [By™(7) [n = 1) ) {m — 1] (m|

m,n=1

+B" (1) In+ 1) In — 1) (m + 1| (m — 1]]

onde

B"™(1) = (apanm) QntLll cos (v/n7) sin ( (4n + 2)7’) (6.37)
m+1 )
2m_f_lcos(\/_ )sm( (4m + 2) )
By™ (1) = (anan)cos (v/nT) cos ( (4n + 2)7’) (6.38)

cos (v/mr) cos ( (4m + 2)7)

By™(1) = (anGm) 2nT:_ T cos (v/n7) sin ( (4n + 2)7’) (6.39)
me+ T cos (v/m7) sin ( (4m + 2)7)

By™(1) = (anam) 4/ 27;111 sin (v/n7) sin ( (4n + 2)7’) (6.40)

sin (/m7) sin ( (4m + 2)T>

2m+1
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Figura 6.8: Negatividade global Ngl (P(C21)02>7 considerando campo na cavidade no estado
aproxima do |£"), em fungdo do parametro de interagao 7.

BIFY™ () = (Gny1Gmgr) sin (\/WT) cos (\/MT) (6.41)
sin <\/WT) cos (MT)

By ) = (@ng1min) nil sin (\/WT> sin (\/MT> (6.42)

2n +3
2:2113 sin (\/WT) sin <\/m7'>

Utilizando-se do operador densidade reduzido ,0(021)02 5(7) equagdo (6.36), Calculamos a

negatividade global Ngl (Pgl)@) para verificar o0 emaranhamento entre o campo nas cavi-
dades. Os resultados numéricos para a negatividade Ngl (pg’@) estao representados na
figura (6.8).

Similarmente a figura (6.7), na figura (6.8) temos o mesmo valor de negatividade para
os modos do campo nas cavidades, (Ng1 = 0.55), j4 que o sistema possui inicialmente

o mesmo estado do campo, o que difere é o estado inicial atémico. Percebemos que os

modos do campo perdem correlagao, e temos um minimo da negatividade (Ngl = 0.1)
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Figura 6.9: Negatividades globais NF (,o(All) AoB)> N§ (pclcz) e N4 (oY) A 4,) considerando
campo na cavidade no estado aproximado [£”), em fun(;ao do parametro de interacao 7.

para (7 = 1.3). O menor valor da negatividade ocorre para (7 = 8.05) e tem como valor
(NG* = 0.08). Verificamos que o emaranhamento do campo na figura (6.8), nio oscila
da mesma forma que na figura (6.7). Isso ocorre devido ao emaranhamento inicial dos

4dtomos na cavidade C; do laboratério de Alice.

6.4 Transferéncia de emaranhamento

Para verificar de uma forma mais detalhada de que maneira se dé a transferéncia de
emaranhamento, devemos analisar o emaranhamento para o estado reduzido do campo e
o estado reduzido dos dtomos, que estd apresentado nas figuras (6.9) e (6.10).

Considerando o sistema no estado da Eq. (7.15), na figura (6.9) temos a negativi-
dade global NE(p AA}L‘AzB) utilizada para verificar a correlagao entre o dtomo B e os dto-
mos A; e A,. Para verificar a correlagdo entre os dtomos na cavidade de Alice, calcu-
lamos a N* (pi’jZAZ). O emaranhamento entre os modos do campo nas cavidades espa-

cialmente separadas ¢ calculado através da NG' (pg?@) Para o tempo inicial (7 = 0),

existe apenas emaranhamento entre os modos do campo, os dtomos encontram-se em
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um estado separavel pois, NZ(p A‘;‘;{ZQB) = N4 (,0232) = 0. Para (7 = 1.25), observa-

se um mdximo na negatividade NZ(p AflA‘ZQB) = 0.67, que mede o emaranhamento en-
tre o dtomo B e o par A;A;. Para esse mesmo tempo de interacao temos a neg-
atividade Nél(pi’jib) = 0.037, esse valor é bem préximo ao pico para essa medida
Nél (,oi;?i‘z) = 0.039. Quando analisamos esse mesmo tempo de interacao a negativi-
dade do campo tem valor Ngl(pcfcz) = 0.05 que é um valor préximo ao minimo dessa
medida Ngl(pgczc ) = 0.04. Uma andlise semelhante a essa pode ser feita para o tempo
de interagao (7 = 7.75) que nos fornece a negatividade global N (p AAX;QB) = 0.69. Ver-
ificamos para esses dois tempos de interagdo (7 = 1.25) e (7 = 7.75) a transferéncia
de emaranhamento dos modos do campo das cavidades espacialmente separadas para os
4atomos.

A morte stbita de emaranhamento ocorre em (7 = 2,05), temos valor préximo do
pico para o emaranhamento entre os modos do campo N§' (Pclc ) = 0.24, enquanto que
o emaranhamento entre os dtomos nas cavidade ¢ N (p AAlA/;QB) = N& (pi?’jb) =0. Os
dtomos retomam o emaranhamento (renascimento) para (7 = 2,45), quando o campo
comeca a perder correlacao.

Na figura (6.10), temos as negatividades Ng(pfl)Aﬁ), N& (pgl)cz) e N4 (pfl)Az), que
sao usadas para verificar o emaranhamento entre os dtomos nas cavidade espacialmente
separadas, entre os modos do campo nas cavidades e entre os d&tomos na cavidade de
Alice. Verificamos que para o tempo de interagao (¢t = 0), temos a negatividade do campo
N (pgl)@) = 0.55, negatividade entre os qubits A; e Ay, N&* (p(jl) 4,) = 1 e o emaran-
hamento entre o qubit B e o par A; e As, é nulo. Para esse tempo de interacao temos
um estado maximamente entre os dtomos na cavidade de Alice, o campo possui méxima
correlacao, e os d4tomos nas cavidades espacialmente separadas estao em um estado sepa-
ravel. Para o tempo de interagao (7 = 7,75) temos o valor de méximo de emaranhamento
entre o qubit B e o par A; e Ay, onde NF (pfl) A,8) = 0,73. Para esse tempo de inter-
acao temos um valor préximo ao minimo para negatividade do campo N (,0(0102) =0,14

e seu valor miimo ¢ N§' (pgl)@) = 0,13. A negatividade entre os dtomos localizados
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Figura 6.10: Negatividades globais N& (p(jl) AyB)5 N& (p(gl)cz) e N4 (,0(A21) 4,) considerando
campo na cavidade no estado aproximado [£”), em func¢ao do pardmetro de interagao 7.

na cavidade de Alice ¢ N&* (pfl) 4,) = 0,02. Através desses resultados verificamos que

as correlacoes entre os modos do campo sao transferidas para os atomos localizados nas
caviades espacialmente separadas. Quando observamos o tempo de interagao (7 = 8,95),
onde emaranhamento entre qubit B e o par A; e As, é nulo. Para esse tempo de interacao

L, . , . .. C1 (2) — 2~
temos um valor préximo ao maximo negatividade do campo Ng'(pi/¢,) = 0,42 e méximo

valor para negatividade dos qubits A; e A, Né‘l (p(jl) 4,) = 0,95. Para este tempo de
interagdo temos um situagao parecidade com a observada em (t = 0).

Através do estado reduzido do campo pode-se fazer um estudo detalhado da dindmica
de emaranhamento do campo das cavidades. Com isso verificou-se a transferéncia de
emaranhamento entre os modos do campo nas cavidades espacialmente separandas para
os dtomos localizados nas cavidades.

A dinamica do estado aproximado demonstrou ser uma boa ferramenta no estudo do
emaranhamento dos dtomos, isso pode ser verificado comparando os resultados obtidos

nos capitulos (5) e (6). Quando utilizamos a negatividade como medida de emaran-

hamento para o campo nas cavidades obtemos uma boa ideia do que estd na transferéncia
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de emaranhamento do sistema. Podemos afirmar que a negatividade do campo é uma
medida de emaranhamento comparando com os resultados obtidos no capitulo (5) para o

emaranhamento do campo.
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Capitulo 7

Comunicacao quintica utilizando o

estado emaranhado de trés atomos.

Estados emaranhados de trés qubits podem ser utilizados para realizacao de protocolos
de comunicagao quéntica, criptografia quantica e teletransporte de estados quanticos. Em
1998 A. Karlsson [141], apresentou uma proposta de teletransporte de estados quanticos,
com estado GHZ de trés qubits. Em 1999 Hillery [140], propoés um protocolo de comuni-
cacao quantica envolvendo trés laboratoérios que compartilhavam qubits no estado GHZ.
Outro estado emaranhado de trés qubits que pode ser empregado no teletransporte, é o
estado W [142-145]. Jaewoo Joo e colalaboradores [146], apresentaram uma proposta de
teletransporte utilizando estado W de trés qubits, considerando dois casos diferentes, no
primeiro caso os trés qubits estao localizados em trés laboratérios remotos, no segundo
caso os trés qubits estdo localizados em dois laboratérios remotos. Em 2008 X. Yang [147],
apresentou uma proposta de comunicagao quéantica segura utilizando-se de estados tipo
W que nao sao maximamente emaranhados.

Estados mistos de trés qubits também podem ser usados no teletransporte de estados
quanticos. D. Park e colaboradores [115], apresentaram uma proposta de teletransporte

de estados quanticos com estados mistos de trés qubits com emaranhamento tipo GHZ e
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W.

Neste capitulo examinaremos o operador de estado dos dtomos para o estado inicial
|2¢(0)) Eq. (4.45) com a = 1, considerando o tempo de interagdo 7 = 7,75 e o estado
inicial |®5(0)) para tempo de interagdo 7 = 7,71. Para estes tempos de interagao temos
um pico na negatividade global da tranposta parcial do operador de estado reduzido
P, 4,5 COM Tespeito ao qubit B, indicando maior grau de emaranhamento entre os dtomos
nas cavidades espacialmente separadas. Verificamos que o operador de estado atomico,
apresenta emaranhamento tipo W para os dois estados iniciais dos dtomos |®¢(0)) com
a =1e|Py(0)). Por outro lado quando analisamos a fungao de onda do sistema composto
pelos trés atomos e campo nas cavidades, podemos ter acesso a um estado tipo W puro
com alta probabilidade através de uma medida sobre o estado do campo nas cavidades.
Um estado W maximamente emaranhamento pode ser destilado através do protocolo
proposto por Zuo-Liang Cao [148]. O estado W maximamente emaranhado do sistema de

dtomos pode ser usado na comunicacao quantica, criptografia e teletransporte.

7.1 Estado incial |9¢(0)).

Considerando parametro de compressao s = 0, 64 e tempo de interacao 7 = 7,75, onde
temos um pico de emaranhamento atdémico verificado pela negatividade global no capitulo

(5), o operador de estado atdmico do sistema é dado por,

0, 68869 0 0 0 0, 38237 0
0 0,00639 0 0 0 0,00167
N 0 0 0,00528 0 0 0
pAlAzB = (7’1)
0 0 0 0,07924 0 0
0, 38237 0 0 0 0,21953 0
0 0,00167 0 0 0 8,7x107*

Podemos ter uma melhor visualizacao do emaranhamento do sistema, diagonalizando
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o operador de estado Eq. (7.1), e reescrevendo em uma base de auto estados como,

Phag = PuIW) (Wil + Py [Wy) (Wa| + P [Ws) (Wi (7.2)

+ Py |Wy) (Wy| + P5 [110) (110] 4+ P5 [001) (001

onde P, = 0.9027, P, = 0.00552, P; = 0.00685, P, = 0.00040, P5 = 0,00528, Fs =

0,07924, e
11) + 101
|W1) = 0.87262(000) 4 4, + 0.4884 (El_l;tl_Q_Z) ; (7.3)
\/§ A1A2B
11) + 101
|Wa) = 0.4884|000) , 4. — 0.87262 (El—iéfl—9—2> : (7.4)
\/§ A1A2B
010) + 100
|W3) = 0.26873|111) , ,  + 0.963 22 (L__);tl___i) , (7.5)
\/§ A1AB
010) + 100
[Wi) = —0.96322[111) , , 5 +0.26873 (L__j;tl___2> : (7.6)
\/§ A1A2B

Através da Eq. (7.2), observamos que P, >> P + P;y + Py, isso indica que a maior
contribui¢ao do emaranhamento atémico é proveniente do estado Wi, e que os estados W5,
W3 e Wy apresentam pequenas probabilidades comparados com W;. Também verificamos
que P, >> P5; + P, as probabilidades de ocupacao Ps e Py correspondem aos estados
separdveis [110) e |001). Essa anélise demonstra que para o tempo de interacdo 7 = 7, 75,
a probabilidade de numa medicao sobre o sistema encontramos os dtomos no estado |Wy), é
maior que a soma das probabilidades dos outros estados. Deste modo podemos reescrever
a Eq. (7.2) como,

pilAzB = Pl |W1> <W1| + (1 - Pl)ﬁruz’do' (77)

Verificamos na Eq. (7.7), que o estado de maior probabilidade, e que pode ser usado
na comunicacao é o estado |WW7) com probabilidade Py, a parte remanescente ao operador

de estado atdomico corresponde a um ruido quantico com probabilidade (1 — P;).
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7.2 Estado incial |95(0)).

Também verificamos que o operador de estado dos dtomos, para o estado inicial
atomico |P4(0)) e parametro de compressao s = 0, 64 no tempo de interagdo 7 = 7,71, nos
fornece um pico de emaranhamento atémico apresentado através da negatividade global

no capitulo (5), O estado atoémico do sistema é dado por,

0.68092 0 0 0 —0.38057 0
0 0.01880 0 0 0 —0.00546
0 0 0.00453 0 0 0
Par 4B = , (7.8)
0 0 0 0.02293 0 0
—0.38057 0 0 0 0.25714 0
0 —0.00546 0 0 0 0.01568
que pode ser reescrito em uma base de auto estados como,
P2 Ay Pri [Ws) (Ws| + Py [We) (Ws| + Prs [Wr) (Wr| (7.9)

+P1y [We) (We| + P15 |110) (110 + Prg |001) (001] .

onde P, = 0.90461, Pr, = 0.03344, Pry = 0.02291, Pry = 0.01156, Prs = 0.00453,

Prg =0.02293, e

11) + |101)
W) = 0.862 11 000 _0.50673 (1L L 10D , 7.10
A1A2B
V2 A1AB
11) + |101)
H@%)::(150673\000>A1AZB—+(186211('0 110 ) , (7.11)
V2 A1 AsB
010) + [100)
W7) = 0.79835[111) , , ,, — 0.60220 (| | > : (7.12)
V2 A1AsB
010) + |100)
[Ws) = 0.60220(111) , , 5 + 0.79835 (l * ) (7.13)
V2 A1 A3B
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Da mesma forma que a Eq. (7.2), a Eq. (7.9) tem Pry > Ply+ Pl3+ Ply+ Pl5+ Plg, onde
observamos maior probabilidade em um medida sobre o sistema, encontrarmos o estado

|W5). Podemos escrever a Eq. (7.9) da mesma forma que a Eq. (7.7), como
P an = PrWs) (Ws| + (1 = P1)plruiao: (7.14)

Na Eq. (7.14), verificamos que o estado |IW5) com probabilidade P/, pode ser base de

um protoco e o estado p/,..z40 com probabilidade (1 — Pry), corresponde a ruido quantico.

7.3 Acesso ao estado puro dos atomos

Estado inicial |9¢(0))

Podemos ter acesso ao estado puro dos trés dtomos, através de uma medicao feita sobre
o estado do campo nas cavidades. Para entendermos esse processo devemos escrever a
fungao de onda para a evolucao temporal do estado inicial atomico |®¢(0)) com o = 1,

considerando parametro de compressao s = 0,64, com isso temos
|D1(7)) = a0 [Wo) + a1 [W1(7)) + a2 [Va(7)) + as [¥s(7)) 4 as [Va(7)) + ... (7.15)
onde ag = 0.825, a; = 0.466, ay = 0.263, a3 = 0.149, ay = 0.084 e
|‘I’0> = |27 _2>A1A2 |1= _1>B |070>0102 ) (7-16)
|Wy(7)) = cosTcos (\/57) 12, =2) 4 4, 1L, =) 11, D) (7.17)
—4 cos T sin (\/§T> 12,0) 4,4, 11, =1 510, 1)

—isinT cos (V2r) 12, -2) 4,1, 11,151, 0)cc,

—sin 7 sin (\/§T> 12, 0>A1A2 11,1) 510, 0>01C'2 )
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Ty(r)) = EE%QQ[mm%¢&)+Qp,QMMJL—anmQ@ (7.18)

/2 i
._Z\/E;cos (wﬁ§T>fﬂn.<x/éT>|2,O>AlA2|1,——1>B]1,2>CH65

+w [cos (\/67> - 1] 12,2) 4,4, 11, =1)510,2) ¢,

_z' sin (\/57) [
3

2&B<V%T)%—4|2f—%A“bHﬂDB|Zlhh&

_\/gsin <\/§T) sin (\/67) 12,0) 4,4, 1. 1) 5 11, D),

Os vetores de estado |U3(7)),|¥4(7)),...,| ¥, (7)), ndo possuem estados nimeros do tipo
0,0)¢, ¢, Se realizarmos uma medida sobre o estado do campo nas cavidades e obtivermos

como resultado o estado |0, 0) 00,0 O sistema de dtomos colapsa no estado,

m@%ﬂ>:%faummM&B+—man@mm<¢%)(@E%%EEQAABL (7.19)

onde N é uma constante de normalizacao.
Para uma medigao feita sobre o campo no tempo de interacao 7 = 7,75, a probabili-
dade de encontramos o campo nas cavidades no estado |0, 0) o0, € de aproximadamente

90%. Para este tempo de interacao o estado dos dtmos nas cavidades se reduz para,

011) + [101
|W*(7.75)) = 0,871]000) , ,, 5 + 0,491 (l___Z;tl___Z) . (7.20)
A1A2B

V2
Estado inicial |$,(0))

A evolugao temporal para o estado inicial atémico |P2(0)) considerando parametro de

compressao s = 0,64, tem a funcao de onda escrita como,

|P2(7)) = a0 [¥p) + an [W1(7)) + a2 [W5(7)) + as [W5(7)) + aa [Wi(7)) + ... (7:21)
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onde ag = 0.825, a; = 0.466, ay = 0.263, a3 = 0.149, ay, = 0.084 e

W5) = —isin (V2r) 2,244, 11~ 1)5 11, 0),c, (7.22)

~+ cos (\/57—) |27 0>A1A2 |]" _]‘>B |O’0>Clcz ’

W (r) = —i\/g(COST)Sin<\/67') 2,-2) 4 1L =12 e, (7:23)

+ 08 (7) cos (V67 ) 2,0) 4,4, 11, =1) s 11, Vs,
_;cos (1)

V3
2 .
_\/;sm (7)sin (VB7) 2,2) 4,4, 11, 1) 12,0001,

—isin (7) cos (JET) 12,004 4 11,15 1,0) 0
_sin(7)

V3

sin (V67 ) 12,2) 4., 11, =110, Dy,

sin (JET) 12,2) 4 4 11,1 510,000, s

W (7)) = —i\/g cos (\/57) sin (\/ET) 12,200 1L =105 13,200, (7.24)
+ cos <\/§7’) cos <\/ET> 12,0) 4,4, 11, =1 512,2) 0.,

.2 :
—Z\/gCOS (V2r) sin (VI07) 12,210, 11, =15 [1, 20,

3
_\/gsm <\/§T) sin (\/ﬁr) 12,-2) 4 0 L1513, D,
_isin (\/57’) cos <\/ET> 12,0) 4 0 1L 1) 512, e

2
—\/gsin (\/57) sin (\/ET) 12,2) 4,4, 1L, D)5 1L, e, -

Os vetores de estado |U5(7)),|W)(7)),...,|¥. (7)), ndo possuem estados com nimeros de

fétons 1,0) 4, ¢,- Se realizarmos uma medigao sobre o estado do campo nas cavidades e

131



obtivermos como resultado o estado |1, O)CICQ, os dtomos se colapsam no estado,

(W (7)) (7.25)

— % [_aoi sin <\/§T> 1000) 4, 4,5 — @ sin (7) cos <\/ET> (w)m“‘ﬁ] |

onde N é uma constante de normalizagao.

Para uma medicao realizada sobre o campo no tempo de interacao 7 = 7,71, a proba-
bilidade de encontramos o campo na cavidade no estado |1, 0) o0, € de aproximadamente
90%. Se em uma medigdo obtivermos o estado [1,0)., ¢, 0 estado dos dtomos nas cavi-

dades tem a seguinte forma,

011) + |101
[W®2(7,71)) = —0,872i|000) 4 ,, 5 — 0,489 (%) . (7.26)
A1AsB

Como j4 foi citado anteriormente X. Yang [147], apresentou uma proposta de co-
municacao quantica segura utilizando-se de estados tipo W, que nao sao maximamente
emaranhados. Deste modo o emaranhamento atomico dos estados das Eqgs. (7.20) e
(7.26), obtidos através da interagdo de dtomos localizados em cavidades espacialmente
separadas com um estado comprimido de dois modos, podem ser usados em um protocolo

de comunicacao quintica.

7.4 Destilacao do emaranhamento de trés qubits.

E possivel destilar um estado W a partir do estado dos dtomos das Eqs. (7.20) e
(7.26), através de um protocolo proposto por Zuo-Liang Cao [148]. Como possuimos um

estado tipo W com forma geral,

W'Y = (a]000) + b|011) + b |101)) (7.27)

A1A9B
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Como nosso sistema fornece um estado de a&tomos com dois coeficientes com valores iguais
precisamos somente de um passo do protocolo [148]. Para realizarmos destilagao do estado,
necessitamos colocar um qubit auxiliar na cavidade de Bob com o estado conhecido |1),,.

Com isso temos um estado de 4 qubits dado por,

A1A9B

W — (a 000),  , +bl011), 40 !101>A1A23) 1), . (7.28)

Bob entao deve realizar uma operagao unitéria na base [00) _ , [10) ,|01) ~e][11) , que

tem a seguinte forma,

10 0 0
0o @ —/1—12* o

Upa = - ‘ , (7.29)
e R
0 0 0 1

sobre as particulas que estdo em seu laboratério (qubit B e qubit auxiliar a). Com isso

o estado da Eq. (7.28), assume a seguinte forma,

Wy — <b|000>A1A23+b|011>A1A2B+b|101>A1A23> 1), (7.30)

—by/1 — |b/al? 001), , . 10),-

Bob entao deve realizar uma medicao sobre qubit auxiliar a. Se o qubit auxiliar estd
no estado |1),, nés podemos extrair um estado W' maximamente emaranhado do estado
W' da Eq. (7.27). Normalizando o estado verificamos que o estado W maximamente

emaranhado obtido, tem a seguinte forma,

1
W)= —= (1000}, +1011), , , +[101), ). (7.31)

Portanto a probabilidade de sucesso para obtencao do estado W maximamente emaran-
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hado da Eq. (7.31) equivale a P = 3|b|>.
Podemos relacionar a probabilidade de sucesso no protocolo de destilagao com a neg-

ativadade global do operador estado py, 4,5 = |[W’) (W’|, com respeito ao qubit B, de

Ji- ey, (7.32)

onde 0 < (N'GB )2 < 8/9. Com isso verificamos que quanto maior a negatividade do estado

modo que,

+

=1 w

maior serd a probabilidade de sucesso.

Através do protocolo de destilagao conseguimos extrair um estado W com probabil-
idade P = 0,36 para o estado inicial |®¢(0)) com o = 1 e com P = 0,355 para o
estado inicial |®2(0)). Deste modo podemos utilizar o estado emaranhado dos trés &dto-
mos espacialmente separados para protocolos de comunicacao quantica e teletransporte

deterministicos.
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Capitulo 8

Conclusao

Neste trabalho estudamos a transferéncia de emaranhamento das varidveis continuas
do estado comprimido de dois modos, para um sistema de dtomos aprisionados em cavi-
dades espacialmente separadas. O sistema proposto é composto por duas cavidades, sendo
que a primeira cavidade esta localizada no laboratério de Alice e possui dois dtomos apri-
sionados e a segunda cavidade estd no laboratério de Bob e possui um tinico dtomo
aprisionado. Um estado comprimido de dois modos do campo eletromagnético é enviado
para as cavidades. A junc@o entre campo externo e campo nas cavidade é feita através
de um divisor de feixe, sendo que cada cavidade recebe um modo do campo.

Foram obtidas expressoes analiticas para o estado do sistema composto, estado dos
dtomos e estado do campo, em funcao do pardmetro de compressao, parametro de in-
teracao e refletividade do divisor de feixe. No estudo da dindmica do sistema composto
utilizamos diferentes estados iniciais do campo e diferentes estados iniciais dos dois dto-
mos localizados na cavidade de Alice. Para o estudo da transferéncia de emaranhamento
das varidveis continuas do campo para os dtomos nas cavidades distintas, consideramos
estados iniciais separdveis e emaranhados dos dois dtomos da cavidade de Alice. Com o
objetivo de realizar um estudo comparativo da dindmica de emaranhamento para os dto-
mos da cavidade de Alice em um estado inicial separdvel e a influéncia do emaranhamento

inicial dos 4tomos da cavidade de Alice na transferéncia de emaranhamento das varidveis
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continuas do campo para os atomos.

A analise da transferéncia de emaranhamento do campo para os d4tomos, é feita através
do operador de estado atomico que foi obtido através do traco sobre os graus de liberdade
do campo no operador de estado do sistema composto. O cédlculo do emaranhamento
foi feito utilizando a negatividade global da transposta parcial do operador de estado
Pa,4,5(T) com relacdo a qubit B, para verificar o emaranhamento dos dtomos nas cavi-
dades espacialmente separadas. Nossa andlise de transferéncia de emaranhamento se inicia
considerando o estado inicial atémico |®$=1(0)), que representa todos os trés dtomos no
estado fundamental. No cdlculo da dindmica de emaranhamento desconsideramos o efeito
do divisor de feixe adotando refletividade zero. Com isso calculamos o emaranhamento
livre do qubit B com o par A;A; em funcdo do pardmetro de interacdo e parametro
de compressao. Verificamos que os maiores picos de emaranhamento sao obtidos com o
parametro de compressao s = 0, 64, para valores de s menores que s = 0, 64, observamos
diminuigao no grau de emaranhamento e para s = 0 a negatividade global é nula. Para val-
ores de s maiores que s = 0, 64, temos a diminui¢ao no grau de emaranhamento e aumento
nas regioes com emaranhamento livre nulo. Para s = 0, 64, verificamos maior transferén-
cia do emaranhamento do campo para os dtomos no tempo de interacao 7 = 1,25 onde
NE(p%, 4,8) = 0,66, o sistema evolui de modo que o emaranhamento decai abruptamente
para zero em 7 = 2,05 e renasce em 7 = 2,45, atingindo seu pico méximo em 7 = 7,75
com NE(pf, 4,5) = 0, 68.

Nossa segunda andlise é feita considerando o estado inicial atomico |<I>(11:0’5(0)>, que
corresponde a um estado maximamente emaranhado entre os dtomos da cavidade de Alice
e o datomo da cavidade de Bob no estado fundamental. No estudo do emaranhamento
entre os &tomos nas cavidades espacialmente separadas verificamos que os maiores picos de
emaranhamento ocorrem para s = 0, 64, porém observamos diminui¢ao nos picos maximos
de emaranhamento quando comparamos com a evolugao do sistema para o estado inicial
atomico |®¢=1(0)) e aumento nas regides com emaranhamento livre nulo.

Através das duas primeiras escolhas de estados iniciais atomicos verificamos que os
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maiores picos da negatividade global ocorrem para s = 0, 64, por este motivo calculamos
a dindmica de emaranhamento do sistema de dtomos fixando s = 0,64 e variando o
pardmetro 0 < o < 1, deste modo obtivemos a dindmica do sistema para vdrios estados
iniciais dos dtomos na cavidade de Alice. Para os valores de a = 0 e @ = 1 0s dtomos na
cavidade de Alice estao em estados separaveis, para 0 < a < 1 os dtomos A; e A, estao
em um estado emaranhado. Desde modo foi observado que para valores de o < 1, temos
uma diminui¢ao no grau de emaranhamento livre atémico e aumento nas regioes com
emaranhamento livre nulo, sendo que a maior quantidade de regioes com emaranhamento
livre nulo ocorre para o« = 0. Para o = 1, temos 0s maiores picos na negatividade global
e menores regioes com emaranhamento nulo. Os estados iniciais |®¢(0)) com 0 < a < 1,
fornecem menor transferéncia de emaranhamento do campo para os dtomos, porque este
tipo de estado permite duas excitagoes na cavidade C; interferindo na transferéncia de
emaranhamento proveniente do campo.

O estado do campo nas cavidades possui infinitos graus de liberdade, por este motivo
nao é possivel utilizar-se da negatividade global para o cédlculo do emaranhamento dos
modos do campo nas cavidades espacialmente separadas. Entao calculamos a fungao Q e
o nimero médio de fétons do operador de estado do campo para o estado inicial atomico
|®$=1(0)), para uma anélise qualitativa do emaranhamento do campo nas cavidades dis-
tintas. Deste modo verificamos que a maior correlacao entre os modos do campo nas
cavidades, ocorre para t = 0, onde ainda nao aconteceu interacao entre os dtomos e o
campo. Para 7 = 1,1 onde temos um pico na negatividade global dos atomos, observa-
mos a diminuicao nas correlacoes dos modos do campo. No tempo de interagao 7 = 2,45,
temos o desaparecimento do emaranhamento livre dos dtomos, e as correlacoes do campo
sao retomadas, porém nao retornam a seu valor inicial, isso indica que o sistema de
atomos possui emaranhamento ligado. Em 7 = 7,75, onde temos o pico méximo da nega-
tividade global dos dtomos, também acontece uma diminui¢ao nas correlagoes do campo.
A andlise apresentada indica transferéncia de emaranhamento das varidveis continuas do

campo para os atomos.
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Outra proposta de estado inicial atomico apresentada é o estado inicial |®4(0)), que
corresponde a um estado maximamente emaranhado entre os atomos da cavidade de Alice
e o dtomo da cavidade de Bob no estado fundamental. O que difere o estado |P2(0)) do
estado inicial ’@?:0’5 (O)>, ¢é que apesar de ambos terem os dtomos A; e A; em um estado
maximamente emaranhado, o estado |®2(0)) admite somente uma excitagdo no campo
da cavidade de Alice enquanto o estado ‘@?20’5(0)>, admite até duas excitacoes. Verifi-
camos no estudo da dindmica de emaranhamento que o valor de pardmetro de compressao
que fornece maior transferéncia de emaranhamento é s = 0,64. Para este parametro de
compressao verificamos um pico de emaranhamento em 7 = 1,3 e o emaranhamento
desaparece em 7 = 5,56, renascendo e atingindo seu maior valor em 7 = 7,71 com
NE (pfﬁ A,8) = 0,73. Para uma andlise qualitativa do emaranhamento do campo nas
cavidades distintas utilizamos a funcao Q e o nimero médio de fétons. Deste modo ob-
servamos que a maior correlagao entre os modos do campo ocorre em ¢t = 0, onde nao
aconteceu interagao atomo e campo. Para os tempos de interagao 7 = 0,0 e 7 = 9,05 onde
o emaranhamento dos dtomos é nulo temos a maior grau de correlacao entre os modos do
campo. Nos tempo de interacao 7 = 1,3 e 7 = 7,71, onde temos picos na negatividade
global dos dtomos, verifica-se menor grau de correlacao entre os modos do campo. O que
indica transferéncia de emaranhamento. Quando comparamos a dindmica de emaran-
hamento para os estados iniciais |®5(0)) e |®¢=1(0)), verificamos que a transferéncia de
emaranhamento do campo é menor para o estado inicial |$5(0)). Isso ocorre devido ao
emaranhamento inicial dos qubits A; e Ay para o estado |$2(0)). Uma boa parcela do
emaranhamento do qubit B com o par A; e As é proveniente do emaranhamento inicial
do par A; e A,. Isso ocorre devido as relagbes monogamicas de emaranhamento.

Como nao é possivel calcular a negatividade global para quantificar o emaranhamento
do campo, apresentamos um estado nidmero de fétons que efetivamente produz uma
dindmica de emaranhamento similar a apresentada no capitulo (5), isso é confirmado
pelo célculo da negatividade global da transposta parcial dos estados atémicos ,b(All) 4,8(7)

e b(AQI) 4,5(7), com relagao ao qubit B. A negatividade para estes operadores de estado
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demonstra resultados préximos aos obtidos no capitulo (5). Quando calculamos a nega-
tividade global do operador de estados do campo ,5(011)02(7) e ,6(021)02(7) com relacao a Cs e
comparamos com os resultados obtidos para a funcao QQ e nimero médio de fétons ver-
ificados no capitulo (5), conclufmos que a negatividade global N5 (p‘c%f@) e Ngz(ﬁgl)@),
configura um bom artificio para o estudo da transferéncia de emaranhamento dos modos
campo para os dtomos nas cavidades espacialmente separadas.

Através do operador de estado reduzido dos dtomos verificamos emaranhamento tipo
W, este tipo de emaranhamento pode ser utilizado em protocolos de comunicacao quin-
tica, teletransporte de estados quanticos e criptografia quantica. Os operadores de estado
PA,4,5(T) com o = 1 para 7 = 7,75 e ,?)ifAzB(T) para o tempo de interagdo 7 = 7,71,
apresenta picos na negatividade global da transposta parcial do operador de estado com
respeito ao qubit B. Nos dois casos observamos que o operador de estado apresenta uma
grande parcela de emaranhamento tipo W acrescido de um pequena parcela de ruido
quantico. Podemos ter acesso a um estado W puro dos trés dtomos com alta probabili-
dade quando analisamos a funcao de onda para o sistema composto. O estado puro dos
dtomos é obtido através de uma medigao sobre os graus de liberdade do campo das cavi-
dades no sistema composto. Quando medimos o campo no tempo de interacao 7 = 7,75
para o caso que os dtomos sao preparados no estado inicial |[®¢=1(0)), com parametro de
compressao s = 0, 64, obtemos aproximadamente 90% de probabilidade de encontramos
o campo nas cavidades no estado |00)., .. Caso este resultado seja obtido o sistema de
dtomos se colapsa para um estado do tipo |[W®(7.75)) Eq. (7.20). O mesmo acontece
quanto medimos o campo para o0 caso em que o sistema tem como estado inicial atémico
|®2(0)), com s = 0,64. Neste caso para o tempo de interagdo 7 = 7, 71 temos aproximada-
mente 907% de probabilidade de medirmos o campo nas cavidades no estado |01), . Caso
este resultado seja obtido o sistema de dtomos se colapsa em um estado tipo |T/V<I>2 (7.71)>
Eq. (7.26). Através do protocolo proposto por Z. L. Cao [148], onde é necessdrio o uso

de um qubit auxiliar na cavidade 2, podemos destilar um estado W, a partir do estado

tipo W fornecido pelo sistema. Deste modo podemos usar o emaranhamento dos trés
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atomos espacialmente separados em protocolos de comunicagao quantica e teletransporte
deterministicos.

O principal resultados que devemos destacar neste trabalho diz respeito ao maior pico
de emaranhamento atémico obtido no estudo da dindmica de emaranhamento para os
estados iniciais [®¢1(0)) e |®4(0)). Verificamos que ambos estados iniciais apresentam
valores préximos para os picos da negatividade global da transposta parcial do oper-
ador de estado dos dtomos com relacao ao qubit B. Por outro lado quando analisamos
a transferéncia de emaranhamento do campo para os dtomos observamos que o grau
de emaranhamento transferido do campo para os dtomos é menor para o estado inicial
atomico |P5(0)). O estado inicial |P5(0)) possui os qubits A; e A2 em um estado maxi-
mente emaranhado enquanto que o estado estado inicial |®¢=1(0)) tém os trés dtomos em
um estado separdvel. Como o estado inicial |®5(0)) possui méximo emaranhamento entre
os atomos A; e As, a quantidade de emaranhamento transferido do campo para os dtomos
nas cavidades espacialmente separada é menor. Com isso verificamos que para esse caso
o campo funciona como uma ponte para tréansferencia de emaranhamento e o maior pico
emaranhamento entre os dtomos nas cavidades espacialmente separadas é proveniente de
uma parcela de emaranhamento transferido do par A; e As. Outro resultado que deve-
mos destacar é a possibilidade de utilizagao do emaranhamento atémico do sistema em
protocolos deterministicos de comunicacao quantica e teletransporte.

Um possivel estudo futuro para este trabalho ¢ a verificacao da dindmica de emaran-
hamento para o sistema apresentado na tese considerando trés ou mais dtomos na cavi-
dade de Alice. Também podemos estudar a dinamica do sistema considerando dissipagoes.
Desta forma podemos conseguir uma descricao mais condizente com uma implementagao

experimental.
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