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SILVA, Jodo L. C.; Termodinamica fora do equilibrio: teorema de Onsager e a
reversibilidade temporal na Termodindmica e aplicagbes. 2008. Dissertacdo
(Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina.

RESUMO

A esséncia da termodinamica fora do equilibrio esta na producdo de entropia, que tem
como conseqliéncia imediata a irreversibilidade temporal. Entretanto,
microscopicamente, quando poucos corpos sao considerados, todos os fendmenos sao
reversiveis. Aparentemente, essa perda da reversibilidade temporal na escala
macroscopica nos conduziria a crer que essa reversibilidade microscopica ndao tem
nenhum papel na fisica macroscdpica. Isso ndo é verdade. As relacdes de Onsager sdo
um contra-exemplo. Neste trabalho, estudaremos a aplicacdo das relacées de Onsager
no estudo dos cristais liquidos. Em um cristal liquido, a reversibilidade temporal
aparece quando consideramos a viscosidade de um fluido, e estudamos a relagao
entre as flutuagdes microscdpicas e macroscépicas. Essas flutuagdes nos conduzirdo as
relacdes de Onsager e, como conseqliéncia, a relacdo de Parodi. Para cumprir essa
tarefa, este trabalho partird de conceitos basicos uteis conduzindo as Relagbes
Reciprocas de Onsager — que associam fendomenos ligados a diferentes variaveis
termodinamicas — até ao estabelecimento das Rela¢Ges de Parodi — que acopla alguns
coeficientes de viscosidade de um cristal liquido.

Palavras-chave: Termodinamica fora do equilibrio, reversibilidade temporal, producao
de entropia, cristais liquidos, flutuagdes microscdpicas e macroscopicas, relagdes
reciprocas de Onsager e relacdo de Parodi.



SILVA, Jodo L. C.; Non-equilibrium thermodynamics: Onsager’s theorem and temporal
reversibility on thermodynamics and applications. 2008. Dissertacdo (Mestrado em
Fisica) — Universidade Estadual de Londrina.

ABSTRACT

The essence of non-equilibrium thermodynamics is the entropy production, which has
as immediate consequence the temporal irreversibility, an essential ingredient in our
perception of the world. Nevertheless, microscopically, when few bodies are
considered, all phenomena are reversible. Apparently, this loss of time reversibility in
macroscopic scale would lead one to believe that the microscopic reversibility does not
have any role in the macroscopic physics. This is not true. Onsager relations are a
contra-example. In this work we will study the application of the Onsager relations in
the study of the liquid crystals. In a liquid crystal, temporal reversibility appears when
we consider the viscosity of the fluid and study the relation between the microscopic
and macroscopic fluctuations. These fluctuations will lead us to the Onsager relations
and, as consequence, to the Parodi relation. To accomplish this task this work will
range from the useful basic concepts leading to the Onsager Reciprocal Relations —
which associate phenomena related to different thermodynamics variables — until the
establishment of the Parodi Relation — that connects some viscosity coefficients of a
liquid crystal.

Key-words: Non-equilibrium thermodynamics, temporal reversibility, entropy
production, liquid crystals, microscopic and macroscopic fluctuations, Onsager
relations and Parodi relation.
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1. Introducao

Desde pequenos, somos ensinados que a matéria pode se apresentar em
somente trés fases: sdlida, liquida e gasosa. Entretanto, existem alguns materiais
organicos que nao apresentam uma transicao simples entre duas dessas fases. Isto &, a
transicdo entre a fase liquida e a fase sdlida, nesses materiais, envolve uma série de
fases. Ao se estudar essas fases, percebemos que elas apresentam propriedades
mecanicas e de simetria diferentes daquelas apresentadas pelas fases sdlida e liquida.
E justamente por isso que essas fases s3o chamadas de Fases Mesomorficas, ou ent3o,

Cristais Liquidos.

Dentro dessa nova categoria, ou estado da matéria, encontramos uma vasta
quantidade de propriedades a serem estudadas. Podemos citar, como exemplos, o
estudo da propriedade de escoamento desses materiais, refracdo da luz incidente
sobre eles, transmissdao de calor, dentre outras. Uma ferramenta bastante util no
estudo de cada uma dessas propriedades é a produgdo de entropia, isto é, como a
entropia se comporta na amostra com o passar do tempo. Enfim, para se compreender
a producdo de entropia da amostra em questdo, deve-se, primeiramente, conhecer
seu comportamento local, através do uso da Segunda Lei da Termodinamica. Através
dessa formulagdo local da segunda lei, dada pela termodinamica do ndo-equilibrio —
também chamada de teoria termodinamica de processos irreversiveis, cujo objetivo é
englobar, dentro de um esquema unico, uma classe de tratamentos fenomenoldgicos
para processos irreversiveis — pode-se relacionar explicitamente a producdo de

entropia (o) a varios processos irreversiveis que ocorrem no sistema.

Neste trabalho, estudamos uma relagcdao entre dois coeficientes de viscosidade
ligados ao cisalhamento do cristal liquido. Esses coeficientes sao chamados de

Coeficientes de Miesowicz, e a relacao citada é a Relacdo de Parodi[1].




Para apresentarmos o estudo realizado sobre a relagdo de Parodi, é necessario,
primeiramente, entendermos alguns conceitos basicos, no estudo dos cristais liquidos,
que nos auxiliardo no entendimento dessa relagdo. Além disso, trataremos também de
outra relacdo importante, que embasa a relacdo de Parodi, que é a Relacdo de

Onsager][2].




2. Conceitos basicos

2.1. Afinidades e fluxos

Antes de estudarmos as relagGes reciprocas de Onsager, temos de definir
algumas quantidades que nos auxiliardo no entendimento dessas relacdes. Uma dessas
quantidades sera util para descrever a for¢ca que dirige um processo termodinamico

(forca diretora), e a outra descrevera a resposta a essa forga.

Os processos de maior interesse sdo 0s que ocorrem em sistemas continuos,
como, por exemplo, o fluxo de energia em uma barra com um gradiente continuo de
temperatura. Entretanto, para sugerir o melhor modo de escolha dos parametros em
cada sistema continuo, é necessario considerar, primeiramente, o caso relativamente
simples de um sistema discreto. Um processo tipico de um sistema discreto seria o
fluxo de energia de um subsistema homogéneo para outro ao longo de uma particao

diatérmica infinitamente fina.

Vamos considerar um sistema composto de dois subsistemas, onde a entropia
Sk = S(Xi), para k = 1,2, pode ser escrita sob a forma S; + S, = SP. Dessa mesma
forma, qualquer outro pardmetro extensivo tem valores X, e X', nesses subsistemas,

e, por estarem isolados, temos

Xe + X' = XP (1)

como sendo constante. Se X, e X', ndo tém vinculos, entdo seus valores de equilibrio

sao dados pela anulagdo da quantidade

Fi

aso o(s+s’ as ass
(67) :( ( )) =————=F—F) (2)
k XO an XO an aer

Assim, se F) é zero, o sistema esta em equilibrio, mas se F, é diferente de zero,
ocorre um processo irreversivel, que leva o sistema para o estado de equilibrio. A

quantidade Fj, que é a diferenga dos parametros intensivos (na representagdo




entrdpica), atua como uma “forca generalizada” que “conduz” o processo. Tais forgas
generalizadas sao chamadas afinidades. Quando a afinidade e o fluxo sdao do mesmo
tipo, o fendbmeno é dito direto, como no caso de um fluxo de calor produzido por um
gradiente de temperatura. Por outro lado, quando um fluxo de um tipo é induzido por
uma forga de outro tipo — por exemplo, escoamento de fluidos ou transporte de
compostos ionicos induzidos por um gradiente de potencial elétrico — o fenémeno é

dito acoplado.

Consideremos, entdo, dois sistemas separados por uma parede diatérmica.

Fazendo X}, ser a energia U, entdo
Fe=7—0 (3)

Isso quer dizer que nenhum calor flui pela parede diatérmica se (3) é igual a zero. Mas,
uma diferengca ndo-nula entre o inverso das temperaturas atua como uma forga
generalizada, conduzindo o calor entre os subsistemas. Da mesma forma, se X;, for o

volume V, a afinidade serd

e, se X for o numero de constituintes do sistema, teremos

woou
Fo=K L
k=71 T

Vamos definir a resposta a forca aplicada pela taxa de variacdo do parametro

extensivo X}. Entdo, o fluxo J, sera

Je = =X (4)

Dessa forma, o fluxo desaparece se a afinidade desaparece, e é diferente de zero se a
afinidade também o é. Essa é a relacdo entre fluxos e afinidades que caracteriza as

taxas de processos irreversiveis.




A identificacdo das afinidades em um tipo particular de sistema ¢é
freglientemente feita, de forma mais conveniente, através da consideracdo da taxa de

producdo de entropia. Diferenciando a entropia S(Xy, X1, ...) com relagdo ao tempo,

temos
ds _ 5 95 dXi i
at L oxy dt’ (5-a)
ou entao,
das
s Yk Frdk- (5-b)

Dessa forma, a taxa de produgéo de entropia é a soma dos produtos de cada fluxo com

sua afinidade associada.

As equagles de produgdo de entropia sdo particularmente uteis quando
estendemos a definicdo de afinidades para sistemas continuos. Se, por exemplo, o
calor flui de um subsistema homogéneo para outro, através de uma particao
diatérmica infinitamente fina, a forca generalizada serd dada por (3), mas, se o calor
flui ao longo de uma barra de metal, na qual a temperatura varia de uma forma
continua, é dificil aplicar nossa definicao anterior de afinidade. Nao obstante, podemos

calcular a taxa de producdo de entropia, e, em seguida, identificar a afinidade.

Consideremos, entdo, um sistema tridimensional no qual existam fluxos de
energia e matéria, conduzidos por forgas apropriadas. Como fluxos, escolhemos as
componentes dos vetores densidades de corrente de energia e matéria. Assim,
associada a energia U, temos os trés fluxos de energia (Jox,Joy,Joz), Que sdo as
componentes do vetor densidade de corrente J,. Por definigdo, o médulo de J, é a
quantidade de energia fluindo através de uma unidade de area (ds) por unidade de
tempo (dt), e a diregdo de J, é a diregdo desse fluxo de energia. Da mesma forma, a
densidade de corrente J, pode descrever o fluxo de um componente quimico

particular por unidade de area em uma unidade de tempo.




Um problema que imediatamente surge é o de definir a entropia em um
sistema de ndo-equilibrio. Para isso, associamos uma entropia local S(X,, X1, ...) a uma
regido infinitesimal, onde, por definicdo, a dependéncia funcional de S dos pardmetros
extensivos Xy, X1, ..., 6 tomada como idéntica a dependéncia no equilibrio. Ou seja, nos
simplesmente adotamos a equagao fundamental de equilibrio para associar a entropia

local aos parametros locais X, X3, ... . Assim,

as = Zkaka, (6'a)

ou, para um incremento de volume,

ds = Zk dexk. (6'b)

E importante ressaltar que a soma em (6-b) omite o termo referente ao volume, o que

a faz ter um termo a menos do que (6-a).

Novamente, o pardmetro intensivo local F) é considerado ser a mesma fungéo
dos pardmetros extensivos, como seria no equilibrio. Isso decorre do fato de ter
sentido fisico tomar a temperatura variando continuamente em uma barra, a despeito
de a termodindmica implicar na existéncia da temperatura somente em sistemas em

equilibrio.

A equacdo (6-a) sugere, imediatamente, uma definicdo razoavel de densidade

de corrente de entropia J s,

Js = 2k Frd (7)

onde J; é a densidade de corrente dos parametros extensivos Xj. A magnitude do
fluxo de entropia J5 é a entropia transportada ao longo de um incremento de area por

unidade de tempo.

A taxa de produgdo local de entropia é igual a entropia que deixa essa regido,

somada a taxa de aumento da entropia dentro da mesma. Se s denota a taxa de




produgdo de entropia por unidade de volume e (as/at) representa o aumento da

entropia por unidade de volume, entao

05,0
S—at+V Js. (8)

Como os varios parametros extensivos ndo podem ser criados nem destruidos, entdo

as equacodes de continuidade para esses parametros terdo a forma

axk

Entretanto, ainda ndo estamos preparados para calcular s explicitamente, e entdo

identificar as afinidades em sistemas continuos.

O primeiro termo de (8) pode facilmente ser obtido através da relagdo (6-b).

Assim,

05 _ g g O
a_Zka at’ (10)

e, o segundo termo de (8) pode, também, ser facilmente obtido tomando o divergente

na equagao (7), fornecendo
V- Js =V QxFidi) = 2k VFi - Jic + 2 FiV - I (11)

Com isso, a equacdo (8) pode ser reescrita sob a forma

6xk

$=ZkaE+ZkVT']k+ZkTV']kr (12)

e, por (9), vemos que os primeiro e terceiro termos de (12) se cancelam, fornecendo

$ =2k VFy  Jk. (13)




Embora, na representacdo da entropia, a afinidade seja definida como a diferenca
entre pardmetros intensivos para sistemas discretos, ela é o gradiente, nessa mesma
representagdo, desses pardmetros em sistemas continuos. Ou seja, se J,, representa a
componente z da densidade de corrente de energia, a afinidade associada F, é

1 . .
Vv, (—) ou a componente z do gradiente do inverso da temperatura, e, se J, denota a
T

densidade de corrente do k-ésimo constituinte (o nimero de constituintes do k-ésimo

componente fluindo por uma drea infinitesimal por segundo), a afinidade associada a

Jkz € Frz = =V, (%)

Abaixo, segue uma tabela onde apresentamos alguns exemplos de fluxos e

afinidades.

Tabela 1 — Fenémenos diretos e acoplados[3].

Gradiente (F)

Fluxo (J) Hidraulico Potencial elétrico  Osmose Natural Térmico
V(-p) V(p) VN v (1)
T
Fluido Condugéo
Hidraulica Eletrosmose Osmose Natural ~ Termo-osmose

(Lei de Darcy)

Elétrico Potencial de Condugao Difusdo e Termo-
Ji Escoamento Elétrica Potenciais de eletricidade
(Lei de Ohm) Membrana (Efeito Thompson)
Corrente de Migragdo lonica Difusao Efeito Soret
Escoamento (Lei de Fick)
Transferéncia de Conducgao
Calor Isotérmica Efeito Peltier Efeito Dufour Térmica

(Lei de Fourier)




3. Asrelacoes de Onsager

3.1. Equacgdes fenomenoldgicas - os coeficientes de Onsager

As equacdes fenomenoldgicas descrevem a maneira pela qual os fluxos
dependem do gradiente dos parametros intensivos F;. A lei de Ohm, que relata o fluxo
de elétrons em um condutor com um gradiente de potencial, € uma equagao
fenomenoldgica especialmente simples. Enquanto os parametros intensivos naturais
nao sejam a configuragdo mais conveniente para o uso pratico, o aparecimento na

equagao
0 =Yi=oJiFi 2 0, (14)

onde ¢ = (as/at)' nos sugere uma vantagem ao usar seu gradiente na primeira

formulacdo das equacdes fenomenoldgicas, e transformacdes subseqlentes para

formas mais convenientes.

Sabemos que os fluxos se anulam quando as forcas se anulam. Uma expansao

em série de Taylor da equacdo

]i=]i(FO'F1""an) (15)

iniciaré, dessa forrna, com termos lineares nas forgas, fornecendo-nos
a]'
— \'n i
]i i 0(_1)0}:}4_ (]6)

onde o indice 0 denota que a derivada pode ser calculada para todos os F; =0, e é
entendido que os parametros intensivos locais e seus gradientes exceto F; sdo
mantidos constantes durante a diferenciacdo. Se os gradientes s3ao todos
suficientemente pequenos, os termos de ordem superior nessa expansao podem ser
desprezados, e as equagdes fenomenolégicas sdo, entdo, lineares nas forcas diretoras.

Daqui em diante, faremos essa aproximacao, e introduziremos a notagao




— (9]
Lj; = (aFj)O' (17)

As equagdes fenomenoldgicas se tornam, entdo,

Ji = XhoLijF i=1,2,..,n. (18)

Esses coeficientes L;; sdo conhecidos como coeficientes fenomenoldgicos de
Onsager. Eles sdao independentes dos gradientes locais, mas dependem dos estados
intensivos locais. As equacdes (18) sdo chamadas equagbes fenomenoldgicas lineares,
lembrando que a linearidade aqui se refere as poténcias dos gradientes, e ndo as

poténcias para que T, u, etc. aparecem nas equagdes fenomenoldgicas.

Algumas restri¢cdes aos sinais dos coeficientes de Onsager sdo provenientes da
exigéncia que a taxa de producdo da entropia seja positiva. Combinando as equacdes

(18) com as (14), temos

Tomando todos os gradientes como sendo zero, exceto um, segue que, para cada e

todo i, temos L; = 0.

Em muitas situacdes importantes, somente dois fluidos estdo envolvidos.

Assim,
o = LO()FOZ + (LOI + LlO)FOFl + L11F12 2 O.
Para que isso seja possivel, é necessario que, por exemplo,

L;=0 (20)

10



Os coeficientes L;; sdo chamados coeficientes primdrios, ou diretos, porque eles
relacionam o fluxo de uma quantidade ao gradiente da forca diretora conjugada ao

mesmo. Os coeficientes L;;, para i # j, sdo chamados coeficientes de acoplamento,

ijr
pois relacionam os fluxos induzidos aos gradientes das outras forcas. O conceito de
producdo de entropia requer que todos os coeficientes primarios sejam positivos. Para
os coeficientes de acoplamento, uma condigdo similar a terceira das equagdes (20)

pode ser obtida para sistemas com mais do que dois possiveis fluidos.

O conjunto de equacdes fenomenoldgicas associado a producdo de entropia
expressa na equacdo (19) é resumido na tabela 2. Na primeira coluna e na primeira
linha da matriz aparecem, respectivamente, os fluxos e as afinidades termodinamicas,
enquanto que nas outras células sdo apresentados os coeficientes fenomenoldgicos.
As definicGes de cada parametro sdo apresentadas na tabela 3. Os parametros k*, 3 e
c; representam, respectivamente, a condutividade elétrica efetiva do sistema, a

constante de Faraday e a concentracdo do componente i.

Tabela 2 — Coeficientes fenomenoldgicos diretos e acoplados[3].

Gradiente (F)

R Vep) Ve Ves) e V) v(Y)
k k k k k
Lt i o
f f f f
ke K" iuf‘c- iu*c TTp

|z |Z, | "
k Z; Ci . Ck .« TD'
f L% — D £ D: Ci
we; — —U; C; ii ik
o lzlttRT RT
kf Zk Ci * C * C TD’
e * — D= ; k
(A)Ckﬂf |Zk|ukck RT U RT ik
o, s ¢;TD' c;TD' TA

11



3.2. 0 postulado da reciprocidade de Onsager

Mencionamos anteriormente que a escolha dos gradientes dos parametros
intensivos naturais como as forcas diretoras oferecia certa vantagem. Analisando as
equacgdes para sistemas de dois fluidos envolvidos, vemos que a entropia tem uma
forma muito simétrica em termos dos coeficientes de Onsager e as forgas de
transmissdo. Os dois coeficientes L; e L;; tém as mesmas dimensbes e aparecem
exatamente na mesma forma na expressdo da producdo de entropia. Podemos
esperar, assim, que exista uma relacdo entre esses dois coeficientes, e esse é
realmente o caso. Até agora, ndo temos conhecimento de um desenvolvimento
puramente macroscopico dessa relacdo, mas os resultados de uma teoria microscépica

sugere que os coeficientes de Onsager satisfacam uma relacdo reciproca, onde

A teoria também prediz que essa relagdo deva ser modificada no caso da presenga de

um campo magnético externo.

7

E importante lembrar que o postulado da reciprocidade se aplica somente
quando os fluxos de energia e matéria sdo expressos em termos dos gradientes de
pardmetros intensivos naturais, e ndo se aplica, necessariamente, a fluxos e forcas

escolhidas.

3.2.1. Teorema da reciprocidade de Onsager

As relacOes reciprocas de Onsager podem ser consideradas como sendo a base
da Termodinamica irreversivel linear. Elas emergem como uma conseqiiéncia do

Teorema da Reciprocidade de Onsager.

12



3.2.1.1. Deduc¢do do teorema

Consideremos um sistema em equilibrio, no qual centraremos nossa atencgao as

flutuagdes espontaneas. Primeiramente, consideremos
(6X;6%, (1)), (22)

que é a produto médio do desvio 6)?j com o desvio 6)'(}- (que é a entidade posterior
observada um tempo 7 apds o anterior). Considerando que ndo exista campo
magnético externo, por simplicidade, o principio de simetria do tempo requer que a

relacdo (22) seja invariante se trocarmos T por —T, ou s€ja,
(6X;6X1 (1)) = (6X;6X,,(—1)), (23)
ou, desde que somente os tempos relativos nos dois fatores sejam significantes,
(5)?j5)?k(r)) = (5)?j(r)6)?k). (24)
Subtraindo (6)?]-6)?,() de ambos os lados da equacao, e dividindo tudo por 7, teremos

5)?}{(‘[)—6)?}{) — (5)?]'

(6%, DN 6R,). (25)

Tomando o limite para T — 0, podemos escrever a equac¢ao seguinte em termos das

derivadas temporais, sendo
(6X:6X,) = (5X;6%,). (26)

Consideremos, agora, que o decaimento de uma flutuagdo §X), seja governado

pelas mesmas leis dindmicas lineares como sdo os processos macroscopicos.

8X, = X; Ly 0F;. (27)
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Substituindo (27) em (26), teremos
YiLi6X;8F;) =3 Lij(6F;6Xy). (28)

Entretanto, temos® que

NN —k-oi =j
whor) ={o 7 (29)
onde K é a constante de Boltzmann. Assim, obtemos, de (28), que
Lij = Ly, (30)

que é o teorema de Onsager na auséncia de campo magnético.

Essa deducdo apresentada é a mesma dada por Lars Onsager. A extensdo ao
caso com a presenga de campo magnético externo é um tanto quanto simples.
Entretanto, o fato de assumirmos que leis dindmicas macroscdpicas podem ser
aplicadas ao decaimento de uma flutuacdo espontanea ndo é tdo simples assim.

Justificar esse fato requer uma andlise com uma mecanica estatistica mais complexa.

3.3. Sistemas markovianos

Para certos sistemas, os fluxos, em um dado instante, dependem somente dos
valores das afinidades naquele instante. Esses sistemas sao conhecidos como sistemas

Markovianos (terminologia proveniente da teoria de processos aleatérios).

No caso de um sistema ndao-markoviano, os fluxos tanto podem depender do
valor do tempo anterior ao considerado quanto do tempo no instante considerado.
Um resistor elétrico puro, por exemplo, é um sistema markoviano, enquanto que um
circuito com capacitancia ou indutancia € um sistema ndo-markoviano. Por isso,

consideramos que um sistema ndao-markoviano possui uma “memaria”.

LA deducdo deste resultado esta apresentada no apéndice deste trabalho.
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Para um sistema markoviano, por defini¢cdo, cada fluxo local depende somente
das afinidades locais instantaneas e dos pardametros intensivos locais. Por isso,

expandindo em indices que denotam componentes vetoriais, temos
]k :]k(j:'O'TI' ...,:F}', ...,Fo, Fl' ...,F}', ...). (31)

Assim, a corrente de densidade local do nuimero de constituintes do k-ésimo

componente depende do gradiente do inverso da temperatura, do gradiente de

<‘uj/T> para cada componente, e da temperatura local, pressdo, etc. Entretanto,

estamos somente considerando que cada fluxo depende somente de sua prépria
afinidade, enquanto que, na realidade, cada fluxo depende de todas as afinidades. E
verdade que cada fluxo tende a depender mais fortemente de sua afinidade associada,
mas a dependéncia de um fluxo com outras afinidades é a fonte de alguns dos

fendmenos mais interessantes no campo da irreversibilidade.

Sabemos que cada fluxo se anula quando as afinidades se anulam. Entdo,

podemos expandir J,, como uma série de poténcias com termos ndo-constantes:

1
Jie = Zj LTy + 5 2 2y Lije FiFy + -+, (32)
onde
— (Y -
e =(35). (332
_{ %
Lije = ( - 67’;)0' (34-b)

As fungdes Lj, sdo conhecidas como coeficientes cinéticos, e sdo fungdes dos

parametros intensivos locais.

ij = ij(FO,Fl, ) (35)
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As fungbes L;j, sdo conhecidas como coeficientes cinéticos de segunda ordem, que
também sao fungdes dos parametros intensivos locais, similarmente definidos como os

coeficientes de terceira ou maior ordem.

Para aplicar o teorema de Onsager, usaremos uma notacdao que exibe a
dependéncia funcional dos coeficientes cinéticos de Onsager em um campo magnético
aplicado externamente H,,;, omitindo a dependéncia de outros parametros

intensivos.
Ljj = Ljx (H gxt)- (36)
Pelo Teorema de Onsager,
ij(Hext) = ij (—Hxt), (37)

ou seja, o valor do coeficiente cinético medido Lj, em um campo magnético externo

H . € idéntico ao valor de L,; medido com o campo magnético inverso —H ;.

Assim, o Teorema de Onsager propde uma simetria entre o efeito linear da j-
ésima afinidade sobre o k-ésimo fluxo, e o efeito linear da k-ésima afinidade sobre o j-

ésimo fluxo, quando esses efeitos sdo medidos em campos magnéticos opostos.
3.4. Fenomenos termoelétricos

Vamos considerar os efeitos termoelétricos que envolvem o fluxo de calor J, e
a corrente elétrica I, em fios condutores. A producdo de entropia o por unidade de

volume devida a esses dois processos irreversiveis é

1\ | I.E

U=]Q'V(F)+T' (38)

onde
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1 E
Jo =LV (3) + Loe (39)

E
I =Lee 2+ LegV (3): (40)

Para relacionar esses coeficientes Ly, e L., com a condutividade de calor k e a
resisténcia R, nés podemos escrever as equacgdes (39) e (40) sob a forma de um

sistema unidimensional como sendo

1 aT E
Jo = =7kaa (5) + Lae o (1)

~

E 1 aT
Ie = Lee F - T—zLeq (a) (42)
A lei de Fourier para a conducdo de calor
Jq = —KkVT(X) (43)

é valida quando o campo elétrico é nulo. Comparando (41) e (43), quando E = 0,

temos que
— Lag (44)

Agora sim podemos especificar mais precisamente o significado de regime

linear proximo ao equilibrio. 1sso significa que L, L., etc., podem ser tratados como

qq’

constantes.

Para encontrar a relagdo entre L,, e a resisténcia R, temos que V = —A¢ =

L . . . -
fo Edx, onde [ é o comprimento do sistema. A corrente I, é independente de x. A
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temperatura constante (aT/ax = O), a corrente € inteiramente devida a diferenca de

potencial elétrico. Integrando (42) sobre todo o comprimento do sistema, nds
obtemos

Jy ledx = =22 [ Edx = Il ===V, (45)

Se compararmos (45) com a Lei de Ohm (I = V /R), podemos identificar

T T
ee = " 7 (46)

onde r é a resisténcia por unidade de comprimento. Como sabemos, a Lei de Ohm

também pode ser escrita, de forma geral, como sendo
E
I=- 47
: (47)

onde p é a resisténcia especifica, I é a densidade de corrente e E é o campo elétrico.

Comparando (42) e (47), temos a relagdo geral
T
Lee = ; (48)

Quando consideramos um sistema unidimensional, p é trocado por r.
3.4.1. O Efeito Seebeck

Os coeficientes cruzados Ly, e L., também podem ser relacionados com
quantidades medidas experimentalmente. No Efeito Seebeck, a diferenca de
temperatura entre duas juncdes de metais similares produz uma forgca eletromotriz.
Essa FEM é medida a corrente nula. Para esse sistema, as equagdes (41) e (42) podem

ser usadas tranquilamente. Fazendo I, = 0 em (42), temos

aT

LeeET = Log . (49)
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Essa equacao pode ser agora integrada para obtermos a relagdo entre a diferenca de
temperatura AT e a FEM devido a essa diferenga de temperatura, A¢p = —fde. Ao

se fazer essa integragao, nds assumiremos que a variacao total AT é pequena, e entao

faremos a aproximacgao fTde ~ Tfde = —TA¢. Isso nos fornece a seguinte
relagao:
_ Ag
Leg = —LeoT (E)z=o' (50)

3.4.2. O Efeito Peltier

No efeito Peltier, as duas jungdes sao mantidas a temperatura constante
enquanto a corrente I, passa pelo sistema. Isso causa um fluxo de calor de uma jungao
a outra. Essas duas juncdes sdo mantidas a mesma temperatura somente se
removermos calor de uma das jungdes, e assim mantivermos um fluxo estavel de calor

Jq- Sob tais condi¢des,
n=(&), (51)

que € o conhecido Calor de Peltier. O coeficiente fenomenoldgico L,. pode ser
relacionado ao calor de Peltier da forma como apresentaremos a seguir. Desde que
ndo haja diferenca de temperatura entre as duas juncdes, aT/ax = 0, e as equacdes

(41) e (42) sejam escritas como

E
]q = Lqe T (52)
e
E
I, = Lo, pl (53)

nds podemos dividir a equacgao (51) pela (52), obtendo
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T

Lye = lLge = H—(R/Z)

T
=1II-. 54
- (54)
Tendo identificado todos os coeficientes fenomenoldgicos lineares em termos

das quantidades medidas experimentalmente, ndés podemos agora voltar as relagdes

reciprocas, de acordo com as quais nds encontramos

Lge = Leg- (55)
Se usarmos a equagdo (49) para L., e a equagdo (54) para Ly, N6s encontramos
_ (A9 _ I
(AT) T (56)

Dados experimentais comprovam essa deducdo para alguns pares de condutores,

como mostrado na tabela abaixo:

Tabela 3 — Alguns dados experimentais comprovando as relages reciprocas de Onsager[4].

Termopar T (°0) n (ﬂ) A9 <ﬂ) Lge

T \K AT \ K Leq

Cu-Al 15.8 2.4 3.1 0.77
Cu—Ni 0 18.6 20.0 0.930
Cu—Ni 14 20.2 20.7 0.976
Cu-—Fe 0 -10.16 -10.15 1.000
Cu-—Bi 16 33.1 31.2 1.06
Fe — Ni 16 33.1 31.2 1.06
Fe —Hg 18.4 16.72 16.66 1.004
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3.5. 0 Efeito Dufour

Quando um gradiente de concentracdo é imposto sobre uma mistura fluida
originalmente isotérmica, a termodindmica do ndo-equilibrio[5] prediz que um
gradiente de temperatura aparecera conforme se desenvolve a difusdo. Essa relacao
entre o gradiente de temperatura e a difusdo de massa é explicado pelo efeito
Dufour[6]. No nosso caso, o interesse nesse efeito vem do fato de que, através desse
fendmeno, podemos estudar a reciprocidade das relagbes de Onsager entre calor e

matéria.

O interesse no efeito Dufour surgiu durante a Il Guerra Mundial, quando K.
Clusius e Ludwig Waldmann, cujo interesse era determinar fatores de difusdo térmica
nos gases, desenvolveram teorias cinéticas e fenomenoldgicas para esse efeito, além
de experimentos para medi-lo em gases. A deducdo dessas teorias foi feita a partir de
equacdes da termodinamica do nao-equilibrio bem fundadas, e pelo significado de um
esquema de perturbacdo bem ordenado[6]. Por outro lado, esse efeito nos liquidos foi
ignorado durante anos, em razao de os cientistas o considerarem muito pequeno para
ser medido. Sua presenca nos liquidos é mascarada pelo calor de mistura, que nao é
considerado importante no estudo dos gases. Além disso, as medidas do efeito Dufour
sdo complicadas pelo fato de que nenhum outro estado estavel, além do estado de
equilibrio, é alcangado por um sistema isolado que, inicialmente, tem um gradiente de
concentracdo, o que faz com que as medidas do gradiente da temperatura que surge

do efeito Dufour devem ser dependentes do tempo.

Juntamente com o efeito Dufour, estuda-se o efeito Soret, que podemos
chamar de “efeito oposto” ao que temos estudado. Enquanto o primeiro apresenta a
difusdo de massa trazendo como conseqiiéncia o gradiente de temperatura, o segundo
coloca o fluxo térmico provocando o gradiente de concentracdo. Ou seja, temos dois
efeitos acoplados. Luikov, juntamente com Mikhailov[7], e Philip, juntamente com de
Vries[8], propuseram um sistema de equacdes para transferéncias simultdaneas de

massa e calor em um meio poroso. O gradiente de temperatura é mais uma forga
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motriz para o fluxo de dgua em materiais porosos. Entdo, temos as equacgbes, para

uma dimensdo, como sendo

am
dx

daTr
qH - KTa-l-KM (57'3)

dar am
qu = Dr =T Dy o (57-b)

onde gy é o fluxo de calor, g, é o fluxo de massa, K é a condutividade térmica, K;,; é
o coeficiente de migracdo da umidade induzida pelo gradiente de temperatura (efeito
Dufour), Dy, é a difusividade de massa, Dy é o coeficiente de transferéncia de calor
induzido pelo gradiente de massa (efeito Soret), T é a temperatura, M é a umidade e x

¢é a direcdo do fluxo.

As equacdes (57) sdo equacdes que apresentam fluxos em funcdo de forcas, ou
afinidades, assim como as equagOes apresentadas, por exemplo, na secdo 3.4 deste

trabalho. Pela dedugdo ja mostrada na segdo 3.2, temos a seguinte relagdo:
Ky = Dy, (58)

estabelecendo a reciprocidade entre os fendmenos de gradiente de massa devido ao
gradiente de temperatura e de gradiente de temperatura devido ao gradiente de
massa. Se considerarmos o caso de fluxo de massa nulo, podemos escrever a equacgao

(57-b) sob a forma

daT aM
—Dr—=Dy—=
T dx M dx
D aM
Dr_ 4 (59)
Dy ar

Dessa forma, temos que a variagdo de massa com a temperatura é dependente apenas

das propriedades fisicas do material em estudo.
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4. 0 Teorema de flutuacao e dissipacao & as relacoes de

Onsager

4.1. Teoria de flutuacoes

Considere um sistema adiabaticamente isolado, com x! varidveis, onde

i =1,..,n, que, no equilibrio, assumem valores
xt=x§ + at, (60)

sendo a' a flutuagdo ocorrida nessas varidveis. A entropia em um estado diferente do

estado de equilibrio sera S = Sy + AS, com
AS = =2 ¥ixSua'a, (61)

onde S;, é positiva por defini¢cao. A distribuicdo de probabilidade para a' sera dada
por
ekASqal. . dam™

w(at,..,aMdat ...da™ = ] PSS aatda™ (62)

sendo k a constante de Boltzmann. Definindo

Vi = 2k Sxa® (63)
teremos

(yia') = kS}, (64)

gue, nada mais é do que a média sobre um ensemble microcanénico de sistemas, ou

entdo uma média temporal para um Unico sistema. Da equacgdo (63), escrevemos

at =35y, (65)
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sendo S” a matriz reciproca de S;;. Por isso, obtemos
(atal) = kSY. (66)

A varidvel y;, definida em (63), serd, posteriormente, denominada varidvel

conjugada.
4.2. Reversibilidade macroscdpica

Suponha que a' seja mesmo fungdo das velocidades das particulas individuais,

tal que sejam invariantes quando t é trocado por -t (invariancia temporal). Quando
dizemos que o comportamento futuro de um sistema pode ser descrito pelos valores

de a’ e t, e serd idéntico ao seu comportamento passado, estamos afirmando que
<6¥k(t + T)a’l(t),...,an(t)) = (ak(t - T)al(t),...,an(t)>' (67)

Multiplicando (67) por a!(t) e tomando a média sobre todos os valores possiveis de

al(t),...,a™(t), encontramos
(a'@®al(t + 1) = (' (Oal(t — 1)), (68)

sendo possivel, novamente, interpretarmos essa média como sendo sobre o ensemble
total microcan6nico ou como a média temporal sobre um sistema simples. Da mesma
forma, se um numero ,Bk de variaveis sdo diferentes funcdes das velocidades, nds

temos

(Bt + Dproy,..pv0) = (Bt~ Dpry,..prph (69)

fornecendo, novamente,

(BHOBH(t + 1)) = (BBt — D). (70)
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Vamos, agora, combinar um numero das mesmas quantidades a' e das

qguantidades diferentes [3’1. Com isso,
(@*(t + D1, arrpio,.pv @) = @t = Dot .amw)-pr@),..~p7@) (71-3)
(B + Dar(o),..an@);pr@),..0v1) = (B = Dar),...a™)-p10),...~ v (t)) (71-D)
que implica em
(@' (OB (t + 1)) = (—a' (OB (t — 1))- (72)

Se ha um campo magnético externo, as equacgdes (68), (70) e (72) somente serdao

validas se reescritas sob a forma
(@' (®)a*(t + 1, H)) = (a'(®)ak(t — 7,—H)), (68)
e assim por diante.
4.3. Regressao das flutuagoes
Vamos transformar as equages macroscépicas
a' =Yy Loy (73)
em
&' = Y p" vy (74)

Assumimos que as mesmas equacdes descrevem o comportamento médio das
flutuagdes no seguinte sentindo: existe um intervalo de tempo 7, tal que, para 7 > 14,
mas T« T (onde T é o tempo no qual, de acordo com as nossas equag¢ées, um

disturbio no equilibrio é reduzido de forma significativa), entdo
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(@'t + Dorr)anry — @) = T X Py (8). (75)

[a't+ D) —a'®]/

Deve haver certo cuidado ao se escrever a' no lugar de

uma vez que essa expressao é uma conseqliéncia da reversibilidade microscdpica, cujo
valor principal da derivada é zero. O intervalo de tempo t; é obrigatdrio para se
estabilizar um estado de fluxo estavel, e a condigdo onde t; é pequeno, comparado
com o tempo em que a deducdo a partir do equilibrio é reduzida de forma
consideravel, imp&e evidentemente algum tipo de limitacdo na mecanica do sistema.
Deveria ser percebido, por outro lado, que muitas aplicagdes macroscépicas sao
baseadas essencialmente na mesma condicdo. Dessa forma, é por esse significado ndo
tdo evidente que uma série de equagdes, aplicadas originalmente em dedugdes
comparadas com flutuagGes, podem ser aplicadas também ao comportamento médio

dessas mesmas flutuacdes.
Multiplicando a equagdo (75) por a!(t) e tomando a média, teremos
(@'[ai(t + 1) — a'(t)]) = TpUk. (76)
Analogamente,
(a'[al(t — 1) — a'(D)]) = Tp"k. (77)

Pela equacdo (68), os lados esquerdos das equac¢bes acima sdo iguais. Portanto,

teremos
pil — pli, (78)

gue é a relacdao fundamental de Onsager. A mesma relacdo também é valida para a

analise com as variaveis 3, que fornecerao, por exemplo,

pt = pht. (79)
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Por outro lado, quando ambas as quantidades (a e ) entram na equagdo, a
analise se torna um pouco mais complicada. Por exemplo: para o caso da entropia,

teremos

AS = —%{Z Sieata + Z Smﬁlﬁv}

e, além disso, as quantidades conjugadas formarao dois grupos:

Yi = Zsikak ;YA = Zs/lvav

As equacdes macroscépicas serdo

al = Z P + Z 7
m A

pr = Z p My, + Z p*y,
m n

gue, apds o mesmo processo de analise, fornecerdo as relacdes de Onsager, para cada
coeficiente p, lembrando que, com a presenga de um campo magnético, o coeficiente

p torna-se dependente de H.
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5. Arelacao de Parodi

Como foi dito na introducdo deste trabalho, nosso estudo foi direcionado aos
coeficientes de viscosidade de um cristal liquido, conhecidos como coeficientes de
Miesowicz (n;), que relacionam o cisalhamento do cristal liquido com o eixo de
orientacdo do diretor. Esses coeficientes sdo combinacGes dos chamados coeficientes

de Leslie (a;). Por exemplo:

e Nadirecdo 1:

M =2 (as+as — a3) (80-a)

e Nadirecdo 2:
M2 = %(0% + a, + ag) (80-b)

e Nadirec¢do 3:
N3 = %a4 (80-c)

—>>
> >
— — »
—> S — _—>
— W= — O
o '_, - —
> > g

>
¥ N, LE
)

3

Figura 1 — Coeficientes de Miesowicz, representando o cisalhamento em relagdo a orientagao do diretor.

Por outro lado, o estudo da dinamica em um cristal liquido é feito, em parte,
pelo tensor de stress, que é a relacdao dos coeficientes de Leslie com os tensores de

rotacao do diretor em rela¢do ao fluido e ao gradiente de velocidade do fluido.
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5.1. O tensor de stress

O tensor de stress é uma quantidade que descreve o cisalhamento numa
amostra de cristal liquido decorrente tanto do escoamento do fluido quanto da

interacdo entre as micelas.

No caso de um cristal liquido nematico incompressivel, a parte dissipativa do

tensor de stress é dada por
0;j = ayninimn Ay + a;nN; + asNing + aA;j + asning Ay + agnjngAy;, (81)

sendo N; = Yn, =n; + Wyn,, ou N=(Q—W) Xn, a parte que representa a

~ . ~ . 1
rotagdo do diretor em relagdo ao fluido, A;; =E(

v %

a parte simétrica do
axj axi> P

. . . 1(0vj Ov; T
gradiente de velocidade do fluido e W;; = E(O_x]-_a_xl-) a sua parte antissimétrica.
L J

Dessa forma, podemos reescrever a equacao (81) sob a forma

0;j = ey Ay + anhyng + azPpngny + agdi; + asnng Ay + agningAy;.
(82)

Vamos, agora, escrever as partes simétricas e antissimétricas desse tensor o:
e Parte simétrica:
1
I = E(Uij +05) =
a5+a6

II=a(nn:A) +%(nN+Nn) +a4A+T(nn'A+A-nn) (83)

e Parte antissimétrica:

1
L = 5(%’ —0j) =
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=2 (nN—Nn)+2(nn-A-A-nn), (84)

onde Yy =a3—a, e Y, = ag — as. O tensor ' também é conhecido como o

torque exercido pelo diretor no fluido.

Uma vez que temos o tensor de stress devidamente escrito, e suas partes
simétrica e antissimétrica, partimos para a andlise da producdo de entropia neste

Ccaso.

5.2. A producdo de entropia

Primeiramente, vamos reescrever as equagdes das partes simétrica e

antissimétrica do tensor de stress como segue:

Tij = LijaWi + LifAw (85-a)
i = L Wi + LA (85-b)
sendo
(az — a3)
L}jlkl -t ("i5lj - nj51i)nk
(ag — as)
Lifia = = 5 (niniij — nyim; 8y
_ (a, + as3)

) (nink&j — njnl&d)

ij

1
122 = > [2a,nnimyn; + 22,818 + (ag + as)(n;6,; + n;6; )ny |

A producdo de entropia, neste caso, é dada pela relagdo

TS =o:gradv+T-Q (86)
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com £ como o tensor antissimétrico

(ﬂ)aﬁ = _(Q)Ba-

Podemos dividir grad v em duas partes: uma simétrica (4;;) e outra antissimétrica

(W;;). Com isso, a equagdo (86) podera ser reescrita sob a forma
TS =I:A+T:(Q—W). (87)

Nessa equagdo aparecem duas for¢as termodinamicas independentes, Ae (Q — W), e
os dois fluxos conjugados, IT e I'. Agora, temos de expressar esses fluxos como formas

lineares nas forgas. Para tal, fazemos
N=Q-W)xn=n-(Q-W)=—(Q-W)-n

que nos possibilita reescrever as equacdes (83) e (84) sob a forma
a, + as
Il = al(n-A-n)nn+(T)[nn-(Q—W)—(Q—W)-nn]+a4A+

+ (%) (nn-A+A-nn) (88)

I‘=%[nn-(ﬂ—W)+(ﬂ—W)-nn]+%(nn-A—A-nn) (89)

Analisando, entdo, as equag¢des acima, observamos ser verdadeiras as
igualdades apresentadas mais acima: y; = a3 — a, e y, = Q¢ — 5. Parodi mostrou,
entdao, que essas duas relagdes sao iguais, uma a outra. Vejamos, a seguir, a

demonstracdo dessa igualdade, e como as relagdes de Onsager conduzem a ela.
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5.3. As relacdes de Onsager e a relacdo de Parodi

A analise que nos conduz as relagdes de Parodi sdo provenientes do raciocinio
empregado no estudo das relacdes reciprocas de Onsager e, além disso, necessita

inteiramente da esséncia dessas reciprocidades.

Reescrevendo as equacdes fenomenolégicas (18) de forma mais conveniente

para esta andlise, temos
Jii = Ziap L(ixﬁclxlfl' (90)

que fornecem o conjunto de equacdes

]ilj = L%jllel%l + L%]Zklxlgl (91-a)
Ji = LiaXa + LijaXia- (91-b)

Pelas relagcbes reciprocas de Onsager, temos que

aff _ ;Pa

Liji = Lijia-
Se compararmos os tensores IILT,A e (Q — W) as quantidades J!,J%2, X! e X2
obteremos exatamente as relagdes (85). Além disso, obtemos as seguintes formas para

12 21 .
Lijii © Liji:

12 _ (az + a3
2

> (nink(Sjl - njnl(sik)

21 _ Y2
Lijia = Py (nink5jz - njnz5ik)-

Assim, fica facil ver que y, = a, + a3. Entretanto, como mostrado acima, temos

Y2 = Q¢ — a5. Dessa forma, obtemos a relagdo de Parodi, onde
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a, + a3 = ag — as. (92)

Toda essa analise nos conduz a uma simplificacdo na quantidade dos
coeficientes de Leslie. Nas equacdes (81) encontramos seis coeficientes e, agora, com

as relagées de Parodi, reduzimos essa quantidade para cinco, apds definir

B = as + a,

que serdo: aq, 4,1, V2 € B. Entdo, depois de reescrevermos as partes simétrica e
antissimétrica do tensor de stress com esses novos coeficientes, podemos reescrever,

finalmente, a produc¢do de entropia para o nosso caso como sendo

TS = a4|A)> + f(n-A)? + a;(n-A-n)?> +2y,n-A-N +y,|N|?. (93)

Enfim, o objetivo do estudo da relagao de Parodi foi entender nao sé a andlise
feita por ele, mas também a necessidade de se combinar os coeficientes de Leslie, uma
vez que ndo ha interpretagao individual para os mesmos. Assim como o estudo e a
aplicagdao dos coeficientes de Miesowicz sao mais claros do que dos coeficientes de
Leslie, a relacdo de Parodi traz também uma simplificacdo no estudo da viscosidade e

do cisalhamento nos fluidos.
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Apéndice
Deducao da equacao (29)
O postulado Il da teoria de flutua¢des traz que:

Existe uma func¢do de pardmetros extensivos instantdneos de um sistema qualquer,
$= 5‘()?0,)?1, ), conhecida como entropia instantanea, que tem a seguinte
propriedade: a probabilidade Wd)?o, ...,d)?n que o0s pardmetros extensivos
instantdneos de um sistema estejam na distdncia d)?o, ...,d)?n, para um sistema em

contato com o reservatdrio correspondente, é dada por
1o o :
W = QoexpE(S—ZﬁzoFka —S[FO Fk])' (l)

onde k é a constante de Boltzmann, Séa entropia instantanea do sistema, F, é o
parametro intensivo do reservatorio, S[F, ... F,] é o valor maximo de § — Y2_, F. X, e

Q, é a constante de normalizagdo.

Para flutuacdes espontaneas, reescrevemos (i) na forma
1/ca n A ..
W= QoexpE(5S—Zk=0Fk65k). (i)

Se os termos S — Y-, FiSi forem iguais ao valor maximo S[F, ... F,], teremos, apos

combina-los a equagao (ii),

ow

WSTL = kaé')?i'

(iii)

Agora, considerando o valor médio apresentado na equacdo (29), podemos escrever

(6X:6F;) = [ 6X,6F,WdR, ...d%, = k fs&;a—”;ida)?o d8R,. (i)
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Se i # j, a integral sobre d6)?i se anula em ambos os limites. Se i = j, integramos por

partes para, imediatamente, obter a relacdo (29)
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