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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar um estudo dos métodos numéricos de alta ordem
multiestagios através dos aproximantes de Padé. O estudo ficou concentrado nos métodos
implicitos de ordens dois e quatro. Na abordagem do método multiestigio utiliza-se a
discretizacdo na varidvel temporal. Foram realizados testes com a equacdo de difusdo, com a
equacdo de Maxwell-Cattaneo e com o modelo predador-presa Lotka-Volterra logistico. As
solucdes geradas foram comparadas com as suas respectivas solucdes exatas e também com as
solugdes aproximadas de métodos tradicionais encontrados na literatura. Os resultados
obtidos com os testes mostraram ser satisfatdrios em relagdo a ordem de convergéncia,
quando utilizado os métodos multiestagios com aproximantes de Padé.

Palavras-chave: Diferengcas Finitas. Crank- Nicolson. Sistema Predador-Presa. Lotka-
Volterra. Equacao de Difusao.



SILVA, Elias Borges. Multistage discretization method through Padé aproximations.
2018. 92 p. Dissertation (Master’s degree in Applied and Computational Mathematics) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2018.

ABSTRACT

This paper aims to presents a study of the numerical high order multistage methods through
Padé approximations. The study focused on the implicit methods of orders two and four. In
the multistage approach, the discretization in the time variable is used. We performed tests
with the diffusion equation, with the Maxwell-Cattaneo equation and with the logistic Lotka-
Volterra predator-prey model. The generated solutions were compared with their respective
exact solutions and also with the approximate solutions of traditional methods found in the
literature. The results obtained with the tests showed to be satisfactory in relation to the order
of convergence when using multistage methods with Padé approximations.

Keywords: Finite Difference. Crank-Nicolson. Predator-Prey System. Lotka-Volterra.
Difusion Equation.
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1 INTRODUCAO

Estudos sobre o movimento dos fluidos vém sendo desenvolvidos desde a
Idade Antiga. Os antigos egipcios em 2500 a.C. determinavam as horas do dia por meio do
gndémon, um instrumento que servia para a medicao do tempo gasto na irrigacdo dos campos.
Inicialmente, os estudos envolvendo o comportamento dos fluidos eram apenas experimental.
Mais tarde, com Euler, comecaram-se os estudos com uma metodologia matematica [1].

Uma substancia no estado liquido ou gasoso é denominada fluido. Leonard
Euler foi quem primeiro deduziu as equagdes do movimento de fluidos, as chamadas equacdes
de Euler. Porém, as descricdes matemadticas do comportamento dos fluidos ganharam forca
apenas no século XIX, na forma das equacdes de Navier-Stokes, a partir dos trabalhos pioneiros
dos franceses Claude Navier (1822), Simeon Poisson (1829) e do inglés George Stokes (1845)
(2, 3,4,5].

A ciéncia que estuda o comportamento dos fluidos em repouso (estdtica) ou
em movimento (dindmica) e das leis que regem esse comportamento ¢ chamada de mecanica
dos fluidos. Essa ciéncia, também chamada de dindmica dos fluidos, desempenha um papel
importante em projetos de sistemas de engenharias e transporte de fluidos [6, 7, 8].

A modelagem matematica das aplicacdes € obtida através de equagdes dife-
rencias parciais (EDPs). As EDPs sdo bases para muitos modelos fisicos, quimicos, fendmenos
bioldgicos, com suas aplicagdes se estendendo a diversos campos de pesquisa. Neste contexto,
tendo em vista que muitos destes modelos ndo possuem solugdes exatas, torna-se essencial a
obtencdo de uma aproximacao da solucdo das equacdes diferencias parciais, com o objetivo de
avaliar os modelos matematicos. [9].

Na natureza encontram-se muitos comportamentos que podem ser formulados
em termos de equacgdes diferenciais, por exemplo, trajetdrias balisticas e de satélites artificiais,
estudo de redes elétricas, curvaturas de vigas, estabilidade de avides, teoria das vibragdes, rea-
coes quimicas, entre outros [10].

As EDPs parabdlicas sdo adequadas para descrever fendmenos difusivos, en-
quanto que as EDPs hiperbdlicas modelam fendmenos ondulatérios. Um exemplo de equagao
parabdlica € a equacgdo do calor ou de difus@o de calor, a qual determina a distribuicdo da tem-
peratura em um meio. A equagdo da onda € um exemplo de uma equacao hiperbdlica.

A difusdo, na equacgdo diferencial, pode ser definida como o processo pelo
qual uma substancia no fluido se move aleatoriamente a partir de regides de alta concentracdo
para regides de baixa concentra¢do, de maneira a homogeneizar a concentracio estudada por
unidade de espaco. Em 1855 foram propostas leis para a difusdo de um soluto em um solvente,
surgindo assim a primeira Lei de Fick, homenagem ao médico e fisiologista alemao Adolf Fick
(1829-1901).

O sistema de equacdes que modela matematicamente o comportamento da
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dispersao (ou difusdo) de populagdes envolvendo competi¢des entre si, ou seja, interagdo entre
as populacdes ou interagdes externas, ¢ chamado sistema de equacgdes de reagao-difusao [11].

Em um sistema de reacdo-difusdo, as interagdes entre as populacdes podem
levar um tempo até que a reacdo aconteca. Este tempo € definido como sendo o tempo de
retardo ou delay, que pode ser incluido em um modelo descrito por equacgdes diferenciais sob
diferentes fatores, dependendo da 4rea de aplicacdo. Por exemplo, em biologia e biomecanica o
delay pode estar associado ao fato da velocidade da resposta neural dos tecidos vivos ser finita.
Na dinamica populacional pode representar um periodo de gestacao ou maturacdo. Na teoria de
controle, o tempo de retardo, geralmente, resulta da finitude da velocidade de processamento do
sinal e da taxa de processos tecnoldgicos [12]. Estudos associados ao tempo de retardo foram
abordados por Maxwell [13] e Cattaneo [14] produzindo as chamadas equacdes de Maxwell-
Cattaneo.

Equagdes que descrevem a dindmica de populacdes de mais de uma espécie
surgiram com o modelo de Lotka-Volterra, quando em 1926, Vitor Volterra modelou um sistema
predador-presa no qual a populagdo de presa possuia alimento em abundancia, enquanto que a
fonte de alimento da populacio de predador era somente a presa. Pouco antes, mas de forma
independente, em 1925, Alfred Lotka estudou um modelo similar envolvendo interagdo entre
duas espécies, porém em termos de reagdes quimicas. Desta forma, o sistema envolvendo espé-
cies em competicdo descrito por meio de equagdes diferenciais ficou conhecido como modelo
Lotka-Volterra [15].

Os modelos Lotka-Volterra logistico e exponencial, as equacdes de Maxwell-
Cattaneo e difusdo sdo casos particulares do sistema de equacdes de reacdo-difusdo com retardo.
Todos utilizados como exemplos de teste para este trabalho.

Sobrinho et al. [16] estudaram sistemas predador-presa envolvendo duas es-
pécies, além de verificar a estabilidade dos sistemas. Também analisaram diferentes situacdes
possiveis para modelos Lotka-Volterra. O modelo logistico foi utilizado como exemplo para
testes.

Donea e Huerta [17] investigaram a técnica de alta ordem com aproximantes
de Padé para aproximar equagdes diferenciais em regime transiente. O trabalho foi desenvolvido
para modelos envolvendo somente a derivada de primeira ordem. Foram realizados testes em
exemplos numéricos e os resultados obtidos mostraram que os métodos de alta ordem permitem
um grosso refinamento no tempo para alcancar uma dada precisdo quando comparados com
métodos tradicionais de segunda ordem.

Venutelli [18] aplicou a técnica com Padé na geracao de modelos de fluxos
descontinuos em canais abertos. Os modelos resultantes produziram uma nitida estrutura que
vai de encontro com a solucdo dos problemas testes, obtidas através de experi€ncias e ensaios,
em canais com € sem atrito.

Belki¢ e Belki¢ [19] introduziram o método com os aproximantes de Padé

para otimizar a espectroscopia de ressonincia magnética e ressonancia magnética em imagem
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no diagndstico precoce de cancer.

Vazquez-Leal e Guerrero [20] obtiveram uma solu¢cdo numérica aproximada
de um modelo de evolu¢do do habito de fumar na Espanha. Eles conseguiram aumentar o
dominio de convergéncia do modelo, utilizando os métodos multiestdgios com 0s aproximantes
de Padé.

Ladeia [21] aplicou os métodos multiestidgios de segunda e quarta ordens no
dominio temporal da equagdo de Burgues 1D. Verificou-se que o método multiestdgio com o
aproximante de Padé 7?5 » amenizou as oscilagdes das solugdes numéricas quando no dominio
espacial foram utilizados métodos de elementos finitos.

Os métodos multiestagios podem ser divididos em métodos explicitos e impli-
citos. Usualmente os métodos implicitos encontram-se adicionados aos métodos de diferencas
finitas, para aumentar a velocidade da convergéncia dos resultados. Com o intuito de melhorar
a convergéncia da solucdo numérica nas aproximacdes das derivadas contendo termos tempo-
rais, serd utilizada a discretizagio pelos métodos de alta ordem de multiestagios através dos
aproximantes de Padé. Para a aproximacdo das derivadas com termos espaciais serd utilizada a
discretizag@o no contexto das diferencas finitas.

Aplica-se, portanto, o método de alta ordem nas equacdes de difusdo e de
Maxwell-Cattaneo, comparados com as suas respectivas solucdes analiticas. Também, utilizam-
se solucdes aproximadas de métodos tradicionais encontrados na literatura. Por fim, o método
foi utilizado para encontrar uma solug¢do para os modelos predador-presa Lotka-Volterra e lo-
gistico.

O presente trabalho encontra-se dividido da seguinte forma: no Capitulo 2, é
feita uma explanagdo sobre os métodos numéricos mais comuns encontrados na literatura, com
enfoque nos métodos de diferencas finitas. Ainda nesse capitulo definem-se os aproximantes de
Padé. No Capitulo 3, apresentam-se os modelos matematicos que serdo abordados no trabalho.
Na sequéncia, no capitulo 4, serdo descritos os métodos de alta ordem multiestagios através dos
aproximantes de Padé, adicionados as equacdes de diferencas finitas. No Capitulo 5 faz-se a
discretizacdo das equagdes objetos de estudo através da técnica com multiestagios. Os resul-
tados numéricos obtidos estdo organizados no Capitulo 6. No apéndice do trabalho fazem-se
consideragdes com respeito a trés itens da pesquisa que sdo estabilidade, consisténcia e conver-
géncia do método. Porém, aqui nao serdo realizados estudos aprofundados desses aspectos, por

ndo ser esse o objetivo central do trabalho.
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2 METODOS NUMERICOS PARA SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Equagoes diferenciais possuem solugdes analiticas em casos especiais, para
uma modelagem mais complexa, faz-se necessario aproximar as solu¢des por meio de métodos
numéricos. Tais procedimentos resultam em um sistema de equagdes algébricas, com um con-
junto finito de varidveis no espaco e no tempo. A esse processo dd-se o nome de discretizacao.
A maneira de obter as equagdes algébricas caracteriza o método numérico.

Dada uma equacdo diferencial € preciso escolher de forma adequada um mé-
todo de discretizacdo, de tal forma que o mesmo resulte em uma equacdo de diferencas estdvel
e consistente [10, 22]. Na literatura, destacam-se os métodos de diferencas finitas, volumes fi-
nitos e elementos finitos. A convergéncia das solu¢des numéricas encontra-se relacionada com
a consisténcia e a estabilidade da equacao discretizada [23].

Dado um problema diferencial, para realizar a discretizagao em seu dominio
de solugdes, substituem-se as derivadas existentes na equacgdo diferencial por valores discre-
tos. Inicialmente gera-se uma malha, ou seja, uma representagdo do dominio geométrico do
problema, dividindo-o em finitos subdominios, chamados de nés, elementos, volumes, etc.

Por simplicidade, pode-se utilizar, na geracdo de malhas, um sistema de coor-
denadas cartesianas (discretizagdo cartesiana). Porém, para se adequar melhor a geometria de
problemas reais, pode-se utilizar outros sistemas, como os sistemas de coordenadas esféricas,
cilindricas, generalizadas [2, 10, 24]. A distancia entre os n6s € chamada passos ou estagios da

malha, como ilustrado no esquema apresentado na figura 2.1.

(i, k+ 1)

(i +1,k) (%, k) (i—1,k)

At
(iu k — 1)

Figura 2.1: Esquema de uma malha cartesiana uniforme

A discretizacdo coincidente com a fronteira ndo necessita ser, obrigatoria-
mente, obtida por um sistema de coordenadas. Mas, se assim for feito, diz-se que a discreti-

zacdo resultante é estruturada, uma vez que cada né interno tem sempre o mesmo nimero de
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nds vizinhos e a numeracdo dos mesmos tem uma sequéncia natural. Caso contrario, diz-se
que a discretizacao é ndo-estruturada. A figura 2.2 mostra a diferenga entre uma discretizacdo

estruturada e uma discretizagdo ndo-estruturada [24].

Figura 2.2: discretizagGes: a) estruturada, b) ndo-estruturada

Existem vantagens e desvantagens em cada uma das discretizagdes. Apesar
do método de diferencas finitas ser aplicado a qualquer tipo de malha, com o sistema de coor-
denadas apropriado, neste trabalho, a €nfase serd dada ao estudo de malhas estruturadas.

Se os passos da malha forem todos iguais, a malha diz-se uniforme, caso
contrdrio a malha diz-se ndo uniforme. Nesse trabalho serdo consideradas apenas malhas uni-
formes. A diferenca entre a equagdo discretizada e a exata € chamada de erro de truncamento
local (ETL).

Os métodos numéricos determinam aproximagdes para a solucdo de equagdes
diferenciais nos diferentes noés da malha. Conforme o espagamento tende a zero, espera-se
a convergéncia das solugdes aproximadas para a solucdo exata. Também, deve-se observar
que quanto menor o espacamento da malha, maior serd o nimero de operacdes, realizados no
calculo da solucdo aproximada, influenciando o custo computacional do método. Desta forma,
um método numérico pode resolver um problema em poucos segundos ou minutos em um
computador pessoal, mas por outro lado, existem c6digos que podem levar muitas horas em
supercomputadores [9].

Existem duas grandes classes dos métodos numéricos, os métodos de estigio
unico, que sdo os métodos que determinam o valor de um né da malha dependendo apenas do
né anterior e os métodos multiestadgios, que sdo os métodos que determinam o valor de um né
da malha através de varios passos anteriores. Os métodos multiestagios podem ser divididos
em métodos explicitos e métodos implicitos. Usualmente estudam-se os métodos implicitos
multiestdgios adicionados aos métodos de elementos finitos, para aumentar a velocidade de
convergencia de seus resultados [17, 25].

Neste contexto, este trabalho pretende avaliar a utilizagdo dos métodos mul-
tiestagios, utilizando os aproximantes de Padé, através das aproximacgdes das derivadas por

diferencas finitas. Dessa forma, apresentam-se os conceitos referentes as aproximagdes das
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derivadas por diferencas finitas e dos aproximantes de Padé.

2.1 APROXIMACOES DAS DERIVADAS POR DIFERENCAS FINITAS

A ideia geral do método de diferencas finitas € a discretizagao do dominio e
a substituicao das derivadas presentes na equacgdo diferencial por aproximagdes discretas que
requerem apenas um conjunto finito de valores da funcao [10]. Assim, considera-se a malha no
plano (z,t), onde xz e ty s30 ndmeros reais quaisquer e Az, At sdo nimeros positivos, sendo o

conjunto de pontos
T = (T, te) = (o + 1Az, tg + kKAL), ik=1,2,--- N (2.1)

com espagamento Az em x e At em ¢t como apresentado na figura 2.1.

Nos pontos (7, k) da malha serdo calculadas aproximagdes para uma fungao
S(x,t) e suas derivadas, considerando que S(z, t) possua derivada até a ordem (i+1) na varidvel
x e (k+ 1) na varidvel ¢ [10]. Desta forma, utilizando a expansdo em série de Taylor em S(x, t)

nos pontos (i + 1, k), (i, k + 1) e utilizando a notagao para a derivada de .S no ponto (i, k),

k

a8
= (2.2)
tem-se que
S| Ax? 925" Azm oS |k
k  _ gk 90 =2t g
S = SUTAT G YT o), P (23)
€
oS|® A2 925" Atm oS |*
k+1 _ gk o - P I
S = STEA G T e, nl o |, (24
Isolando a derivada primeira de (2.3), tem-se
st sk, — sk
| = +1A—x — ETL, (2.5)
sendo i
Ax 0*S

com ETL de primeira ordem, isto é, erro de ordem O(Axz). Ainda, pode-se dizer que a equagio
(2.5) € uma aproximacao por diferencas finitas do tipo progressiva ou para frente na varidvel z,
com erro de ordem O(Ax).

Obtém-se expressao similar para a varidvel ¢, isolando a derivada primeira de
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(2.4), cuja férmula progressiva com erro O(At) é dada por

as
ot

Substituindo Ax por —Az e At por —At, em (2.3) e (2.4), respectivamente, obtém-se as for-

k
SEH — s

A O(At). 2.7

%

mulas de diferenca regressiva, com seus respectivos erros, nas variaveis x e t,

sk sk — gk

0| =2+ o(A) (2.8)
c

oS|" gk _ gkt

5 = A TOl. (2.9)

Fazendo n = 2 em (2.3) e (2.4), t€ém-se as chamadas férmulas de diferencas

centrais, para as derivadas primeiras, com seus respectivos erros, nas varidveis z e t,

os|" Sk, — Sk

% ' = +12T{L’1 + O(sz) (210)
€

S|k gkt _ gkt

5| = W + O(At?). (2.11)

Sendo n = 3 e considerando Ax e —At em (2.3) e (2.4), obtém-se as apro-
ximagdes por diferengas finitas do tipo central com erro de ordem O(Az?) e O(At?) para as

derivadas segundas, nas varidveis x e t, respectivamente,

0%S
ox?

k
_ Sha -2t + Sk,

N + O(Ax?) (2.12)

i

92S|F gkl oGk 4 gkl
o At2

1

+ O(AP?). (2.13)

Obtidas as aproximacoes (2.5)-(2.13), para as derivadas parciais, apresenta-se
a teoria referente aos aproximantes de Padé, que serd utilizada como uma ferramenta adicional
neste trabalho. Assim, com o intuito de melhorar a convergéncia da solucdo numérica, nas
discretizagdes dos termos temporais de (2.7) e (2.13), serdo utilizados métodos de alta ordem

resultantes dos aproximantes de Padé.
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2.2 APROXIMANTES DE PADE

A metodologia para obter representac¢des aproximadas de uma fung¢ao por fun-
¢Oes racionais, apresentada por Henri Padé em 1892, e conhecida como aproximantes de Padé,
se tornou de grande importancia em vdrias dreas de pesquisa [25, 26, 27]. As expansdes dos
aproximantes de Padé sdo, geralmente, superiores as expansdes de Taylor, pois, além de con-
vergirem mais rapidamente, também estendem as regides de convergéncia definidas pelo raio
de convergéncia da série de Taylor [17, 26, 28].

Definem-se os aproximantes de Padé como sendo func¢des racionais, ou seja,

quocientes de dois polindmios, que representam uma expansao do tipo,

N
> fah", (2.14)
n=0

onde N é um nimero qualquer e f,, sdo os coeficientes de informacao.
Os polindmios das fungdes racionais representados pelos nimeros inteiros L
e M, graus do numerador e do denominador, respectivamente, sdo denotados por Ry, ;. Desta

forma, os aproximantes de Padé R, 5/, associados a uma fungdo f (h), tém a forma,

Pr(h) = po+pih+ph® + ...+ pLh*, L>0 (2.15)
Qu(h) =qo + qh+ @h® + ..+ quh™, M >0. (2.16)
Seja ainda, sem perda de generalidade, e por simplicidade, ¢y = 1 e a condicao dada por

Py (h)

— = O(pHM+H 2.17

f(h)

sendo a ordem do erro ao aproximar f(h) pelo aproximante de Padé Ry, = Pp(h)/Qn(h) de

grau hXM+1 Tsolando o termo Py (h) na equacdo (2.17) tem-se

Pr(h) = f(h)Qu(h) + O(hFHMHT) (2.18)

e, supondo que f tenha a expansdo em série de Maclaurin, dada por

F(h)y =" fah™, (2.19)
n=0

entdo através de um sistema de equagdes, pode-se determinar os valores de py, e ¢, em (2.15)
e (2.16), em termos de coeficientes de f,,. De fato, de (2.18) e (2.19), tem-se

L

o0 M
an(h) = anh”an(h) + O(RFHMHL), (2.20)
n=0 n=0

n=0
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ou, ainda,

Potpih+pah®+- - 4pLh” = (fot frhtfoh?+- - ) (L4 qh+@h?++ - +quh™ ) +O (R,
2.21)
Desenvolvendo o lado direito de (2.21) até a ordem h*tM*! tem-se,

po+pih+pah®+ . +ph® = (fo+ fih+ foh® + -+ + frh")
+(foqh + frqh® + - + fLthL+1)
+ o+ (foquh™ + -+ + frauh™™)  (2.22)

e, comparando os termos de mesma poténcia em h, encontra-se o sistema de (L + M + 1)

equacdes algébricas para os coeficientes de py, e ¢y, em termos de f,,, ou seja

o = fo
= fi+ fon
p2 = fa+ fign + foge

pr = fo+ froiq+ -+ foar (2.23)
0 = fim+frg+-+ fo—m+1qu
0 = freo+ frr1qn + -+ fo—m+2qm

0 = from+ from—aa + -+ fram.

Para que o sistema (2.23) possa determinar os coeficientes de p € ¢ em termos
de f, deve-se ter pelo menos (L + M + 1) informagdes disponiveis da expansdo de Maclaurin
(2.19), logo faz-se necessério que (L + M + 1) < N.

Para simplificar a nota¢do, define-se que

Pr41 =Pr42=--=pn =0 (2.24)

qM+1 = qum+2 = -+ = qn = 0, (2.25)

podendo, assim, representar os coeficientes de h* na expressdo (2.21), como sendo
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k
pk’:anQk—na k:0717 7N7 (226)
n=0

onde a fungdo racional para a aproximacdo de Padé resulta da solucdo de N + 1 equacgdes
lineares nas N + 1 incégnitas po, p1, - ,Pn,q1," " »qM-

Para exemplificar o procedimento descrito sobre os aproximantes de Padé,
apresenta-se o desenvolvimento do aproximante de grau 2, isto é, considerando L = 1e M = 1.
Faz-se necessério escolher pg, p1, ¢1, de modo que os coeficientes de h* para k = 0, 1,2 sejam

nulos, assim,

po +p1h = (fo+ fih+ foh +--- ) (1 + q1h). (2.27)

Considerando a fung¢do exponencial f(h) = e e lembrando que f é obtida pela expansdo em

série de Maclaurin, tem-se que,

h* R h" gy
f(h)_1+h+?+§+---+m+---—;m, (2.28)

resultando em,

fn=1, n=0,1,2---, (2.29)
logo a equacdo (2.27) torna-se,

h2
p0+p1h:(1+h+?+---)(1+q1h). (2.30)

Desenvolvendo o lado direito de (2.30), segue que,

2

h
po+p1h:1+q1h+h+q1h2+§+q1?+---, (2.31)

reordenando os termos de (2.31) tem-se,

1
po+p1h:1+(1+q1)h+(§+q1)h2+~-. (2.32)

Comparando os termos de mesma poténcia em (2.32), resulta no sistema

po = 1
o= l1l4+aq (2.33)
1
0 = = + q1,
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consequentemente q; = —%, pL = % e po = 1 e, portanto, tem-se a fung¢ao racional

B Pi(h) B 1+h/2
Qi(h)  1—h/2

Utilizando a mesma linha de raciocinio e a defini¢do dos aproximantes de

Ryiq (2.34)

Padé, pode-se encontrar todos os aproximantes para a fungcdo exponencial. A tabela 2.1 apre-

senta os aproximantes de Padé, para M = 0,1,2e L =0,1,2, 3.

Tabela 2.1: Aproximantes de Padé da funcio exponencial

Ry v M =0 M=1 M =2
1 2
L= 1 _— s
0 1—h 2 — 2h + h?
2+h 6+ 2h
L=1 1 - _orer
h 21 6—dh+ 12
I 9 2+2h+ h? 6 +4h + h* 12 + 6h + h?
B 2 6 — 2h 12 — 6h + h?
I3 6 +6h + 3h> + h® | 24 4 18h + 6h* + h® | 60 + 36k + 9h* 4 h°
B 6 24 — 6h 60 — 24h + 3h2

Fonte: Arquivo do Autor

Substituindo & = 1 na tabela 2.1, observa-se na tabela 2.2 que ao aumentar a
ordem do aproximante de Padé, ou seja, quanto maior os valores de L e de M, melhor serd a

aproximacao de 7, y; para o nimero transcendental e = 2, 71828....

Tabela 2.2: Valores aproximados de e obtidos a partir dos aproximantes de Padé

Roy | M=0 | M=1 | M=2 | M=3

L=0 1 2 3
L=1 2 3 2,66666... | 2,72727...
L=2 2,5 2,75 | 2,71428... | 2, 71875...

L=32,66666.. 2,72222... | 2,71794... | 2,71830...

Fonte: Arquivo do Autor

Pode-se verificar ainda, na tabela 2.2, que o erro entre o aproximante de Padé
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e o nimero e sao menores quando os valores de . = M aumentam, em relagdo aos demais
valores de mesma ordem, ou seja, em relagdo aos valores de L < M ou L > M. Conse-
quentemente, os aproximantes de Padé 7y 5, obtidos quando L = M, resultam em melhores
aproximagoes.

Uma consequéncia da constru¢do dos aproximantes de Padé é formulada como teorema.

Teorema 2.1. Se existir o aproximante de Padé Ry, y;, entdo ele serd tinico.

A demonstracdo pode ser obtida em [26].
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3 MODELOS MATEMATICOS

Neste capitulo sdo apresentadas as equagdes que descrevem os modelos ma-
temadticos, objetos de estudo deste trabalho. A primeira equacao refere-se a equacao de difusao
em uma dimensdo. Na sequéncia descrevem-se a equacdo de Maxwell-Cattaneo € o modelo
predador-presa exponencial, e por fim, o sistema de equagdes predador-presa Lotka-Volterra
logistico. Todas as equacgdes sdo formas simplificadas do sistema de equacdes de reacdo-
convecc¢do-difusdo com retardo que foi deduzido, porém, os testes numéricos foram realizados

com algumas de suas formas simplificadas.

3.1 EQUACAO DE DIFUSAO

Considere a equagdo de difusao 1D, dada por,

a8 9%S

onde, t, é o tempo, x, 0 espago, S(z, t), representa a densidade da populagdo (no contexto deste
trabalho) e D € o coeficiente de difusao.

As condig¢des iniciais e de contorno para (3.1) sdo dadas por

S(z,tg) = S(x), x € (zg,zy) e (3.2)
S(xo,t) = S(xy,t) =0, t>0, (3.3)

onde z e xy s@0 os valores inicial e final do espaco respectivmente € ¢, € 0 tempo inicial.

3.2 EQUACAO DE MAXWELL-CATTANEO

A equacgdo de Maxwell-Cattaneo [29] € descrita por

) 9*S 828

onde S(z,t) representa a densidade populacional da espécie, t e x representam as varidveis
temporal e espacial, respectivamente, e 7 € o termo que descreve o tempo de retardo funcional.

Consideram-se as seguintes condi¢des iniciais e de fronteira,

S(x,te) = S(x), Si(z,to) =S°, x € (xg,xf) € (3.5)
S(zo,t) = S(azp.t)=0, >0, (3.6)
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sendo S(z) uma fungio e S° uma constante.

3.3 SISTEMA DE EQUACOES DE REACAO-CONVECCAO-DIFUSAO COM RETARDO

Neste tépico faz-se a deducdo do sistema de equacdes de reacao-convecgao-
difusdo com retardo, envolvendo diversas populacdes. O sistema descreve fendmenos de di-
fusdo e retardo, envolvendo populagdes que se encontram sob a influéncia de um campo de
velocidades v, como por exemplo, peixes em um rio, plantas em oceanos, mosquitos na atmos-
fera, entre outros. Considere-se inicialmente a equacio de reagdo-conveccao-difusdo dada por
[30]

(9Sj . GJJ a(S]U)

— =—— - —— 2 4 F: (5, 3.7
G ow w1050 6D
onde J = —DV S, é a primeira lei de Fick e F};(.S;) refere-se aos termos fontes das populagdes.

Na equacdo (3.7), entende-se que a taxa de variagdao da densidade das popu-
lacdes S;, onde j representa a quantidade de populagdes envolvidas no modelo ao longo do
tempo ¢, € igual a taxa do seu fluxo no espago x, e da influéncia do fluido nas populacdes, mais
as interacdes/reacdes externas.

Para qualquer interacdo com as populacdes, tem-se uma reacio instantanea
da mesma, porém, essa situagdo na pratica nao acontece, pois sempre vai existir um tempo para
que a populagdo reaja a qualquer tipo de interagdo, a esse tempo da-se o nome de retardo.

A partir do interesse em contornar o problema da reacao instantanea, utilizam-
se as ideias de Maxwell e de Cattaneo. James Clerk Maxwell [13], em 1867, notou que uma
tensdo de cisalhamento inicial em um gés diluido, como por exemplo o ar, quando nao suportado
por um movimento de cisalhamento subjacente, decaia com um tempo de relaxagdo 7 = g, onde
7 € a viscosidade e p € a pressao [31].

Aproximadamente um século depois, Carlo Cattaneo [14] argumentou que a
lei de Fourier para conducao de calor deveria ser modificada de forma semelhante a proposta
de Maxwell, a fim de evitar o fluxo de calor supersonico implicado por uma lei de transporte
parabolica [31]. Para realizar tal modificacdo Cattaneo sugeriu uma abordagem considerando a
equacao de Fourier,

% = aV?, (3.8)
onde # € a temperatura.

A equacdo (3.8) ndo € compativel com os principios da relatividade, pois
assume velocidade infinita na propagacao de calor, o que € fisicamente inadmissivel. Foi consi-
derada, por outro lado, a equacdo hiperbdlica de conducdo de calor [32],

1 0% 100

cor Taa V0 G5
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que tem sido exaustivamente utilizada por ser compativel com a teoria da relatividade, no sen-
tido de que reconhece a velocidade finita da condugao do calor. A equacgdo (3.9) é similar a
forma de Maxwell, pois € uma equacdo de onda que permite uma gama de fendmenos tais
como, reflexao, reflagcdo, difracao, ressonancia e "shock waves" [33].

Pode-se igualmente argumentar que um fluxo de calor, da forma

J, = —D,VS,, (3.10)
quando ndo suportado por um gradiente de temperatura, decai com um microscopico tempo 7,
como o de Maxwell [31, 34], ou seja,
0J; 05}
Tj—= —.
7ot ! Oz
A equacgdo (3.11) pode descrever também o comportamento da variagdo da

+Jj=-D 3.11)

densidade de uma populacdo ao longo do espacgo, x, onde esta variagdo acontece segundo a
primeira lei de Fick, acrescentada do termo de retardo. Portanto, sempre existe um tempo entre
a interacdo com a populagdo e sua reagdo/resposta a essa interacao.

Neste contexto, faz-se o acoplamento das equacdes (3.7) e (3.11) a fim de
obter um tempo para a resposta funcional da populacio S, quando exposta a uma interacdo F'.
Apresenta-se na sequéncia o acoplamento de forma detalhada.

Diferenciando (3.7) em relacdo a ¢, obtém-se

825j _ 82Jj . 82 (SjU) i aE(SZ) 8S]

= 3.12
ot? Ox0ot Ox0ot 0S; ot (3.12)
Diferenciando (3.11) em relagdo a z,
0?J;  0J; 09285,
7 8758; 8_; =D 8x2j' (313)
Multiplicando (3.12) por 7;, obtém-se o sistema de equagdes
- 82Jj . TaFJ(S]) 85] _ 7_'(928]' _ T'82 (Sj?})
oot 7 98, ot 7ot 7 0ot
(3.14)
0%J; 0%S;  0J;
. = _D. J _ 271
" 9tdx ! 02 ox
Igualando as equagdes do sistema (3.14) tem-se,
(q. , 20 2(a. 2q. _
B aFJ(S])@SJ n O S; '8 (S;v) D 0°S; +%. (3.15)

iTos, ot Vor TV asor o T oa

Substituindo o segundo termo da soma do lado esquerdo de (3.7) em (3.15),
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'82 (Sj'l))

2q. ) )
ir %5, 05, 0(Sip) | .

oxot 1oz ot o i (83).

OF(S,)05; , &S,

798, ot o (5-16)

assim, reordenando os termos de (3.16), tem-se a equacdo de reacdo-convecgao-difusdo com

retardo, com efeitos difusivos, convectivos, devido ao meio fluido, além do retardo, dada por

#?S; 0 (0 OF;(S;)]1 085 9(Sjv) 0%,
e gt (%(Sj”))+{1_71 05, } gt = Taw Digg TH5). GAD

Considera-se para (3.17), as condig¢des iniciais e de fronteira dadas por

Si(xz,0) = Sj(x), %(m,O):Sg, x € (0, Lx)

Sj(O,t) = Sj(Ll’,t) =0, t >0,
sendo S;(z) uma fungdo e S uma constante.

Para o modelo (3.17) sdo assumidas as seguintes hipoteses:

H1 os coeficientes de difusdo, D;, das espécies, sdo desacoplados, isto €, os processos de
difusdo da presa e do predador ndo influenciam um ao outro, e portanto, os ); ndo estdo

diretamente relacionados;
H2 o ambiente ¢ homogéneo;

H3 a regido de interagdo entre as espécies € considerada limitada, ou seja, o espago, x, € limi-
tado;

H4 da mesma forma que acontece com os D;, os termos de relaxacdo, 7;, independem um do

outro;
HS considera-se, do ponto de vista de populacdes, apenas o subsistema de presas e predadores;
H6 a tnica fonte de energia do predador é a biomassa da presa.

Como uma motivacdo da teoria apresentada pelos métodos de discretizagao
multiestdgios através dos aproximantes de Padé e de modelos que representam fendmenos de
difusdo e retardo, envolvendo populacdes, apresentam-se dois modelos que podem ser obtidos
de (3.17).

3.4 MODELO PREDADOR-PRESA EXPONENCIAL

Considerando em (3.17) uma unica espécie, v = 0 e F'(S) = k1.5 (ou um

crescimento Malthusiano), obtém-se o modelo com termo fonte do tipo exponencial dado por,
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0?8 oS 0?8
Tﬁ—F(l—Tkl)E—D@—i‘le, (3.18)

onde k; é uma constante.

As condicdes iniciais e de contorno sdo dadas por,

S(x,0) = S(x), S,(0,t)=0, (3.19)
S(t,0) = S(t,L)=25° (3.20)

sendo S(z) uma fungdo e Sy uma constante.

3.5 MODELO PREDADOR-PRESA LOTKA-VOLTERRA LOGISTICO

Ao considerar na equagdo (3.17), 7, = v = 0, uma presa, .57, e um predador,
S5, obtém-se o modelo modificado predador-presa Lotka-Volterra logistico [16, 35, 36, 37],

oS %S
a_tl = DIW; + F1(51, S2)
(3.21)
0S5, 0%S,
o DQW + F3(S1, S2),

onde 5] e Ss, representam as densidades populacionais da presa e do predador, respectivamente,
D, e D, sdo os coeficientes de difusdo e, F; (.S, S2) e F2(S1,.S2) sdo os termos fontes.

As condicdes iniciais e de contorno sdo dadas por,

Si(x,0) = S;(x), x € (0, Lx), (3.22)
S;0,t) = S;(Le,t)=0, >0 (3.23)



32

4 ABORDAGEM DO METODO MULTIESTAGIO COM APROXIMANTES DE PADE

A técnica multiestagio, utilizando os aproximantes de Padé, ¢ uma das técni-
cas utilizadas no processo de discretiza¢do do termo temporal. Desta forma, faz-se uma aborda-
gem, considerando uma malha unidimensional uniforme, descrita no esquema apresentado na

figrura 4.1, na qual a abordagem € dividida em métodos explicitos e implicitos.

k E+1 kE+2 k+3 t
—e e —————————e P
|
At

Figura 4.1: Esquema de uma malha unidimensional uniforme

Por simplicidade, e considerando que a teoria a ser abordada neste capitulo
refere-se a discretizagdo do termo temporal, serd utilizada a letra u = u(t) para representar uma
solugdo no tempo. Lembrando que a letra S = S(x,t) é utilizada para descrever a solugio da

densidade de populacdo em funcao do espaco e do tempo.

4.1 METODO MULTIESTAGIO EXPLICITO

Sendo ©* uma soluciio no tempo kAt, pode-se supor que u**! seja uma solu-

¢do no tempo (k + 1)At, aproximada pela expansdo de Taylor a partir de u*, assim,

0 At? 92 At? 93
k+1 k ok =" ¥ .k = 7 .k
w o= Wt Al S astt S aEt
0 At? 9 At 9P
= ([14+At=—4+ = 4+ =7~ .k
( L TR TR R TR T )“
d
= At— | uF. 4.1
e:cp( tat)u “4.1)

Observe que a solu¢do de u no nivel de tempo (k + 1), obtida em (4.1), é
aproximada pelo produto da funcdo (operador) exponencial por sua solu¢do no nivel de tempo
k.

Como a fun¢do exponencial pode ser aproximada por aproximantes de Padé,
faz-se a substitui¢do da exponencial pelo aproximante [2;, 57, produzindo assim uma aproxima-
cdo de alta ordem [38]. Desta forma, apresentam-se os detalhes de como se obter os métodos
de alta ordem, para as discretizagdes temporais de primeira e de segunda ordens, tendo em vista
que estas derivadas aparecem nas equagdes utilizadas no trabalho.
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4.1.1 Método Explicito de Segunda Ordem

k+1

Considere-se a aproximagao de Taylor para «""" de ordem dois,

0 At? 92
k+1 ., K ok 20 Yk
u T~ ut 4 Atatu + o 8t2u : 4.2)
A fim de evitar a derivada de segunda ordem, pode-se fatorar (4.2) obtendo,
0 At 0

k1 ok g at o g
u" Tt~ +Atat (l—l— 5 8t)u. (4.3)

Chamando a segunda soma do lado direito de (4.3) de ukta tem-se,

0
uh T~k 4 Atau“%. (4.4)

A definicao do termo ukte pode ser entendida no contexto de diferencas fini-

tas, considerando uma malha unidimensional, agora com o nivel de tempo (k + %), representada

na figura 4.2
Eok+3 k+1 k+2 k43 t
HH—_/.—.—O—O—Q—}
At/2

Figura 4.2: Esquema de uma malha unidimensional uniforme com Padé R,

Foi incluido um nivel de tempo dentro da malha no ponto médio entre os
niveis k e k + 1. Esse novo estdgio no tempo € denotado por u**2. Neste contexto, aplicando

diferenca progressiva,

Py (4.5)

1
Isolando o termo %12, tem-se

(4.6)

Dessa forma obtém-se um esquema descrito por dois estdgios explicitos, equa-

coes (4.4) e (4.6). Os estagios utilizados na discretizacao possuem a forma,

At 0
k+i ok k
uv T2 u” + 5 8tu

4.7)

0 1
k+1 ok k+1
U =u® + At—u"t2.
ot

A partir do sistema (4.7) € possivel fazer o processo inverso e chegar na defi-
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ni¢do do Padé R, estabelecendo assim uma relag¢do entre o método de alta ordem e os apro-

ximantes. De fato, acoplando as equagdes de (4.7) tem-se

0 At 0
k1 ok 9 k, 20 4
Tt~ +Atat<u+ 26tu>’ 4.8)
logo
o At* 9?
s (1 + Ata + 7@) k, “4.9)

e, substituindo At(0/0t) por h, tem-se

h2
UMt~ (1 +h+ ?) u”. (4.10)
Verifica-se de (4.10), que 0 o termo 1 + h + h?/2 representa o aproximante Ry o, como descrito
na tabela 2.1, logo
ut ~ (Ryg) u”. (4.11)
Similarmente, pode-se construir os métodos explicitos de qualquer ordem, como por exemplo,
o método de quarta ordem.
4.1.2 Método Explicito de Quarta Ordem
Fazendo o truncamento de (4.2) na quarta poténcia, otbém-se
g, A 0% . AP . Aot

Bk g ALk 289 St ot 4.12
Y u 8t+2'8t2+3'8t3+4'8t4u (4.12)

Fatorando (4.12) produz-se um método de quatro estdgio da seguinte forma

0 At 0 At 0 At 0
R O A L A T W ‘ 41
U u+t&t(u+28t(u+38t(u+48tu))> (4.13)
Chamando o termo (u* 4+ 4t 24*) da equagdo (4.13) de u"* 3, tem-se
0 At 0 At 0
N SN " . e+ 4.14
uth et 8t( iy at( MW 4)) 14)

W~k Al (uk + = at o uk+§) , (4.15)
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finalmente, substituindo o termo (uk + u’“%) da equacdo (4.15) por u*"2, tem-se

uFt ~ k4 At%u’“%, (4.16)

produzindo assim o método de quarta ordem explicito, descrito por quatro estagios,

( At 0
k+: ok k
w1 u” + 1 8tu
At 0
E+1 ok k+1
uTs U +—3 —atu 1
< “4.17)
At 0
k+i Lk k+1
we + 2 8tu ’
0 1
k+1 _ ok k+1
\ U U —i—At—atu 2.

Os aproximantes de Padé R, , localizados na primeira linha da tabela 2.1, sdo
totalmente explicitos. De um modo geral, os métodos explicitos sdo obtidos quando L < M.
O método multiestagio explicito de quarta ordem possui a mesma estabilidade e precisdo do

classico método de Runge-Kutta [17].

4.2 METODO MULTIESTAGIO IMPLICITO

Devido ao fato dos aproximantes Ry, 7, com L = M, serem 0s que se apro-
ximam mais rapidamente do valor de exp(1), quando comparado com 0s outros aproximantes
de mesma ordem, como pode ser verificado na Tabela 2.2, apresentam-se os aproximantes de
segunda e quarta ordem descritos por I2; ; € Ry, respectivamente, os quais serdo a base das
discretizagdes a serem apresentadas.

Os modelos a serem discretizados s@o obtidos através de simplificacdes da
equacdo (3.17), sendo em alguns casos necessdrio a discretizagdo do termo que envolve a se-
gunda derivada no tempo. Em funcao disto, e como a proposta do trabalho é a de apresentar
métodos muiltestagios, faz-se necessdrio deduzir os estdgios para os métodos 12 ; € [?2 2 envol-

vendo a segunda derivada.

4.2.1 Método Implicito de Segunda Ordem

Os aproximantes de Padé R, ,; com M < L, produzem um método de dis-
cretizagdo implicito [17]. Assim, quando L = 1 e M = 1 produzem-se um método de segunda

ordem implicito.
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ABORDAGEM DA PRIMEIRA DERIVADA NO TEMPO

Na se¢do 4.1.1, introduziu-se o conceito de um nivel intermedidrio no tempo.
Considerando os niveis k e (k+1) e, utilizando as ideias do método de Crank-Nicolson, pode-se

obter as aproximacodes para a primeira derivada no tempo, sendo

1

O W2 —un 4.1
ot At/2 (4.18)

P . uktt — uk—i—%

L S 4.1

ot At/2 “4.19)

k+3

Isolando os termos u**2 e u*T!, em (4.19) e (4.18) respectivamente, tem-se

uma discretizagdo para o método R, ; dada por dois estagios,

1 At 0
uFtr = ukh 4+ = =k (primeiro estdgio)
2 Ot
(4.20)
v At 0
uFtt =kt 4 TEUHI (segundo estigio).

Por outro lado, como no método explicito, pode-se fazer a relacdo dos es-
tdgios da discretizacdo do método implicito com os aproximantes de Padé. Considera-se o
aproximante de Padé R, ; que representa uma aproximagio da fungiio exponencial. Sendo u**!

escrito na forma,

" = Ry, 4.21)

e, considerando a fung¢do racional que representa o aproximante /7, ;, dado na tabela 2.1, tem-se

14+ 545
uftt = <—§t?§ u”, (4.22)
T 20
ou ainda,
At 0 At 0
k+1 k+1 k
S = (1 =) Wk 4.23
" 2 ot ( 3 at>u (4.23)

Denotando o termo do lado direito de (4.23) por u**2, ou seja, escrevendo
! At 0
k41 k
=(14+——= 4.24
U2 ( + 5 8t> u”, ( )
e, substituindo (4.24) na equagdo (4.23), tem-se

g Ao

. at“kH =yt (4.25)
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k+1

Isolando o termo ©*™*, na equacdo (4.25), tem-se

ALD

B = s 4.26
u 2+28tu ; (4.26)

u

que € exatamente o segundo estdgio como apresentado em (4.20) e uF*z em (4.24) € o primeiro
estdgio de (4.20). Ou seja, de fato, o aproximante de Padé R, ; estd relacionado com o método

multiestdgio implicito de segunda ordem.

ABORDAGEM PARA A DERIVADA SEGUNDA NO TEMPO

Quando EDPs possuem derivada segunda no tempo, a abordagem da discre-
tizacdo sofre alteracdes. Considerando o esquema de malha dado pela figura 4.2, é preciso
acrescentar o ponto (k — %) pelo fato da derivada segunda ser aproximada por diferengas cen-
trais. Dessa forma, acrescentando o nivel de tempo (k — 3) e (k — 1), tem-se 0 novo esquema

representado na figura 4.3.

k—1k—3 k k+3 k+1 k+2 t
————e ——0 — 06— & ———————— @ ——— —@—P
—_—

At

Figura 4.3: Esquema de uma malha unidimensional uniforme com Padé R?; ;, considerando a
derivada segunda

Uma aproximacdo para a primeira derivada temporal € dada por,

1

k= = 4.27
at" At/2 (4.27)
obtendo assim, a aproximacao da derivada segunda dada por,
2 . 0 ukts — ok
Y e 4.28
AT ( At/ (4.28)
ou ainda,
2 . 2 [oukt:  ouk
—u =—|—-—]. 4.29
o' T At ( o ot (4:29)

Aplicam-se diferencas finitas regressivas nos niveis de tempo (k + %) e k, no contexto da figura
4.3, obtendo,
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ukts — uk — uk
( At/2 ) - ( At/2 )] ’ (4.30)

o . Aubts — 8ub + 4uha

ot = At2

Considerando agora a discretizagio no nivel de tempo (k + 1), e sabendo que

02 2

ot2 At

e simplificando, tem-se,

4.31)

a primeira derivada temporal pode ser aproximada por,

P " uk L ks
il - 4.32
ot At/2 (4.32)
tem-se, assim, a aproximacao da derivada segunda no tempo, dada por,
9 /0 . O [ uktl — yFts
~— = S | 4.33
ot (815“ ot \~ At)2 (4.33)
ou ainda,
o2 . 9 [ uktl  Pukts
— = — — 4.34
o' T At\ ot ot (454

e, considerando o esquema da figura 4.3, aplica-se diferenca finita regressiva em (k + 1) e

(k: + %) obtendo,
uktt — uk+% uk:-i-% ok
2l ———m—m—m| - 2| ——— 4.35
( At At ’ (4.35)

82 -~ 4uk+1 - 8uk+% + 4uk
—u = .
ot? At?

02 2
O k= 2

ot? At

que na forma simplificada tem-se,

(4.36)

Isolando o termo u**2 na equacdo (4.31) e isolando o termo u**! na equacdo

(4.36), ttm-se os dois estdgios da discretizagdo para R, 1, envolvendo a derivada segunda,

Uk+

=

I
[\
<

o

+
I

|
I

1 . . , .
T2 (primeiro estagio)
(4.37)

1 s e
uFtl = oukte gk T T kL (segundo estdgio).
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4.2.2 Método Implicito de Quarta Ordem

A ideia do método implicito de quarta ordem surge da aproximac¢do do nivel
de tempo (k + 1) através do nivel de tempo k, por série de Taylor, fazendo seu truncamento no
termo de odem quatro, resultando em quatro estdgios envolvendo cinco niveis, como ilustrado

no esquema apresentado na figura 4.4,

k+ g k+3 k+2 t
— e & @& —& ——————————————"—— @ ——P
k- B -~ k+1
8At

Figura 4.4: Esquema de uma malha unidimensional uniforme com Padé R, 5

ABORDAGEM PARA A DERIVADA PRIMEIRA NO TEMPO

Considerando o esquema da figura 4.4, obtém-se as aproximacdes para as
derivadas em k, (k + %), (k + %) e (k + 1), como apresentadas em (4.38)-(4.41),

1
] L uk+€ _ uk

7 4.38
ot At/6 (*:38)
a Y uk—l—% _ uk
— o~ 4.39
o' T T A2 (+39)
O s uk L ks
Y NN R — 4.40
ot At/2 (440
gukﬂ ~ M7 (4.41)
ot At/6
o que produz quatro estagios temporais, sendo dois explicitos e dois implicitos,
( 1 At 0
uktE =k + FEUIC (primeiro estdgio),
At 0
Wt = uF 4 TEUH% (segundo estagio),
(4.42)
At 0
uFTE = gkl F&MH L (terceiro estdgio),
1 At 0 5
ubtt = ke ——uerG (quarto estagio).
\ 2 Ot
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ABORDAGEM PARA A DERIVADA SEGUNDA NO TEMPO

Considerando a figura 4.4 e a equacdo (4.38), obtém-se a aproximacao para a

segunda derivada no nivel de tempo £,

82 o uk—&-é _ uk
ot ot \ At/6

6 {8 k+é_ﬁuk}

12

At ot ot
6 uFts — yk uf — ubs
= At At/6 )\ At/6

! 1
ubts — 2uF + uF s

~ 4.43
(8167 4
A aproximagdo para a derivada segunda no estagio de tempo (k + %),
O et 9 uhts — ot
ot? ot At/2
2 d k+1 0 k
- At {at“ ot"
9 uk s — ok uF — Rt
N At/2 )\ A2
ks — 2k 4 yks
~ 4.44
(Bt/2)? (349
Para o estagio de tempo (k + %) tem-se,
a_Quk:Jr% ~ 2 uf - utt
ot? ot At/2
- 2 2 uF L 9 k+1
t|ot ot
9 uktl — uk—&-é uk—i—% ok
N At)2 |\ T A2
k+1 9 k+2 k
~ K (4.45)

(At/2)?

para (k + 1),
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8_2 b 2 uk L — ke
a2 T at| At/e
o 819 k9 ks
At ot ot

12

wktl — ke ukte — ukts
At/6 a At/6
4
[

(At/6)?

12

(4.46)

As equagdes (4.43)-(4.46) produzem os quatro estdgios do método de quarta ordem, 25 » para

a derivada segunda, como apresentado de forma resumida em (4.47),

At .
uFts = 2uk — ubs 4 (?> Pk (primeiro estdgio)
k+1 k k-1 At\? ukte 4 o
w2 =2u" —u"2 + 5 8t2 (segundo estdgio)
(4.47)
ubte = Lyftl 1uk+3 -1 < ) e —u**!  (terceiro estdgio)
At\? 9°
A VA ( 5 > @u“% (quarto estagio).
\

A solucgdo no ponto de malha (£ + 1) é aproximada através das solucdes obti-
das nos dois estdgios explicitos e nos dois estdgios implicitos de (4.47). Abordagens similares
podem ser obtidas para os demais aproximantes Ry s, L = M. Em [17], t€m-se os estdgios
envolvendo a primeira derivada de Rj 3.

Os métodos implicitos multiestdgios sdo de ordem 2k [39]. Donea e Hu-
erta [17] mostraram que os aproximantes 2, s, para L = M, s@o condicionalmente estéveis,
quando aplicados as equagdes de convecgao-difusao.

Para validar a abordagem apresentada, faz-se a discretizacdo da equacdo de
difusdo, da equacio de Maxwell-Cattaneo, dos modelos exponencial e Lotka-Volterra logistico.
Tais modelos sdo formas simplificadas do sistema de equagdes de reacdo-convecgao-difusao

com retardo.
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5 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

Neste capitulo faz-se a discretiza¢do das formas simplificadas do sistema de
equagdes de reacdo-convecgdo-difusdo com retardo (3.17). Utilizam-se esquemas multiesta-
gios implicitos de alta ordem, envolvendo os aproximantes de Padé. Como os modelos a serem
discretizados envolvem tanta a varidvel temporal quanto a espacial, utiliza-se S(z,t) para re-
presentar as respectivas solucoes.

Como uma alternativa para validar as discretizacdes apresentadas no capitulo
4, inicialmente aborda-se a equacdo de difusdo, (3.1), na sequéncia a equacdo de Maxwell-
Cattaneo, (3.4), pois ambas possuem solu¢des analiticas [2, 10, 18, 29].

A equacdo de Maxwell-Cattaneo surgiu da necessidade de validar a teoria
desenvolvida para os estagios envolvendo a derivada segunda no tempo para ?; ; € [?2 9, apre-
sentadas nas equacdes (4.37) e (4.47), respectivamente, e pelo fato de nao ter encontrado na
literatura tal abordagem. Assim, serdo utilizados os métodos explicito, multiestidgios 7 e

Rs 5 e Crank-Nicolson para avaliar a teoria apresentada nos capitulos 2-4.

5.1 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE DIFUSAO

Considere-se a equacgdo de difusdo (3.1), cuja discretizacdo € obtida através

dos métodos multiestdgios I 1 € o .

5.1.1 Método multiestagio R, ;

De acordo com a abordagem dada em (4.20) obtém-se os dois estdgios da

discretizacdo da equacgdo (3.1), representados por

/ k
bty _ e ALOS
ST =R gy .
5.1
k+1
k1 _ ohty AL OS
De (3.1), tem-se que
05 _ 0%
ot ox?’

que, ao ser substituido em (5.1), considerando os niveis de tempo k e (k + 1), e as respectivas

aproximagodes da segunda derivada espacial, equacdo (2.12), resulta em



43

N

Sit

1 At [ Sk, —28F 4 GF
— Qk i+1 7 i—1
=Sf+ 5D ( 5 )

(5.2)

GhHl _ ghta HD Skl — ggh+l | gl
' ' 2 Ax2 .

\

Reordenando os termos de (5.2) tém-se os dois estdgios da discretizagdo do método I?; ;, dados

por
1
Sf“ =(1-2p)SF+p (Sﬁrl + Sf_l) (primeiro estdgio)
(5.3)
k1 1 k+g k1 K+l L
S! =1 2 [SZ. +p (SiJrl + 57 )} (segundo estdgio),
onde p = D At
p= 2 Ax?’

5.1.2 Método multiestagio R, >

De acordo com a abordagem dada em (4.42), obtém-se os quatro estigios da

discretizac@o da equagdo (3.1), representados por

(gl At S|
st _gr g Z2EO2
1 Al
bl At 85 |Fe
gits _gr 28O0
i TS i
(5.4)
5 At 98 [FH
gt gkt 20 92
i i 6 ot
LAt 9S|FTE
gt —gite 2222
i i T i

Substituindo a equacdo (3.1) na equagdo (5.4) nos niveis de tempo k, (k + %)

e (k 4 1) e aproximando a segunda derivada espacial, resulta em
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( Sk+é ( ZSk + Sk )
k—i—l
GFE gk A_ Sipt’ oy S
1 7, 2

(5.5)

g+t _gen _ Atp (S - 257 4 S
i i 6 Az?

ki1 _ ghtl | At Sz+1 2S 6+S
5i =5 2 b Ax?

\

Reordenando os termos de (5.5) obtém-se os quatro estdgios da discretizagdo do método R,

dados por

S = (1 — §p> Sk + (SZ+1 +SF ) (primeiro estdgio)

1 1 1 1
gFta Sk+p <Sf++16 — 25;“6 + Sfjl‘a) (segundo estagio)

(2

(5.6)

ol

2
Site = (1 +3 p) CHARE g (SER + SEY) (terceiro estdgio)

1 5 5 5
S = Ser? - 2pSf+6 +p <Sfj16 + Sfjf) (quarto estagio).

Durante os testes com a equacdo de difusdo utilizam-se também os métodos
de Crank-Nicolson e explicito, cujas discretizagOes serdo omitidas nessa se¢do, mas podem ser

encontradas em [40].

5.2 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE MAXWELL-CATTANEO

A importancia da equacdo de Maxwell-Cattaneo estd no fato de conter uma
derivada segunda no tempo. Na literatura ndo foi encontrada abordagem da técnica com Padé
nessa condi¢do. Dessa forma, foi proposta uma abordagem da aplicacao das técnicas multiesta-

gios com os aproximantes de Padé R?; ; e [9 .
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5.2.1 Método multiestagio com o aproximante de Padé 7, ;

Considerando a equacdo (3.4), a aproximagao para as derivadas temporais sao
obtidas utilizando o procedimento descrito nas sec¢des 4.2.1 e 4.2.2.
A discretizagdo em um ponto (i, k) da equagdo (3.4) é representada por

k

k 20k
95 D E 05 =0. (5.7

El 02|, " Tae

Sabe-se que a aproximagdo progressiva para a primeira derivada no tempo,

7 7

via a teoria do aproximante de Padé R, ;, € dada por (4.18), ou ainda,

1
as[F 57T — gk
ol R A (5.8)
ot |, At/2
e a aproximacdo da derivada segunda no tempo, (4.31),
1 1
02S|" 4572 —8Sk 44512 59
o, At? ' '
No termo espacial aplica-se diferenca central,
9*S|* Sk, —28k 4 Sk
— | == i O (5.10)
0z?|, Ax?
Substituindo as equagdes (5.8), (5.9) e (5.10) na equagdo (5.7),
k+1 k+1 k—L1
S Gk Sk — 28k + Sk 48,72 —8Sk 1482
L p—H e = W ks B (5.11)

At/2 Ax? At?

reordenando os termos, tem-se

2 AT\ kel 2 87 2 X Sk, +SF, AT jd
2o 2 Pty _ (4 p_—_ =D — o2 A2
(At At2) g (At AP AmQ) 5 ( A2 At G2

e, simplificando os termos,

At\ k+t (At D Af? , DAY, . 1
<1+§) Sp t = <§_Zﬁ+2> S; —EE(SHIJrSi_I) + S, (5.13)

. k+1 L L L. . -
e, 1solando (SZ- 2 > , obtém-se o primeiro estagio da discretizac¢do, dado por

1 1 _1
SerQ = E (qbz’szk — Pexp (Szk—‘rl + Szk—l) + Szk 2) ) (514)
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onde

At

Peap AT Ax?
A
i = (—t +2 - &)

o= == (5.15)

A equagdo obtida em (5.14) pode ser interpretada no exténcil apresentado na figura 5.1,

""""" P 'l

Figura 5.1: Esténcil da discretizagdo no ponto (7, k) do método multiestagio 15 ;

Portanto na discretizacdo pelo método multiestdgio com o aproximante de
Padé R, ; sdo utilizadas diferengas progressivas no tempo. As derivadas no espago sdo apro-
ximadas por diferencas centradas. O método, quando discretizado no ponto de malha (7, k)
depende, em sua forma de recorréncia, dos pontos (i+ 1, k), (i — 1, k), (i, k+1/2) e (i, k —1/2),
como mostra a figura 5.1. O primeiro estdgio da discretizacdo produz um sistema linear expli-

cito, que precisard ser resolvido para gerar a solu¢do numérica no nivel de tempo (k + %).



Considerando agora a discretiza¢do no ponto (i, k + 1),

8_8 k+1 B 82_5 k+1 6_3
ot 22 "o

entdo, a aproximagao para a primeira derivada regressiva no tempo € dada por (4.19),

k+1
= (]7

Bl gkl _ ghta
My

as i
ot At/2

e a aproximacao para a derivada segunda é dada por (4.36),

7

0's
ot?

No termo espacial aplica-se novamente diferenca central,

1
R I AN L
B At2 '

i

PS8t 9
0z |, a Ax? )

Substituindo as equacdes (5.17), (5.18) e (5.19) na equagdo (5.16),

SEL_ g 4sEtl8SiTr pagk ShAL—aghtt 4 ght
+ -D =0
At/2 ’ At2 Ax? 0

e reordenando os termos tem-se,

7 %

(2 At +£) Gl ( 2 8T>Sk+§:D(Sfj‘ll—|—Sf+ll) g

IR N AT AR Aa? A

Simplificando a equagdo (5.21) tem-se

2 Ax? 2

T

At? 1 A2 [ SR Skt
(At+27+ DX ) SEL = (At +47)8) "2 + D ( CENL T 27 SF

e isolando o termo (Sf“), obtém-se o segundo estdgio da discretizagdo,

1
Sf“ = Yin1 (¢i+15f+2 + P2(Sfj11 + Sﬁf) - 275?) )

onde

47

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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D At?
p2 = YN
1
Vier = At + 27 + D~?
Giv1 = (At+4r7). (5.24)

A equacdo obtida em (5.23) pode ser interpretada no exténcil apresentado na
figura 5.2.

(i+1,k+1) (i—1,k+1)

At

Figura 5.2: Esténcil da discretiza¢do no ponto (z, & + 1) do método multiestagio 1, ;

No segundo estdgio, a derivada primeira foi aproximada por diferencas re-
gressivas, enquanto que a derivada segunda foi aproximada por diferengas centradas. O método
discretizado no ponto de malha (i, k 4+ 1) depende, em sua forma de recorréncia, dos pontos
(t,k), G+ 1,k+1), (G —1,k+1)e (i,k + 1/2), como mostra a figura 5.2. Produzindo um
sistema linear implicito para gerar a solucao numérica no nivel de tempo (k + 1). As equagdes
(5.14) e (5.23) sdo os dois estagios que serdo implementados, conforme mostra o algoritmo 1.

Além do método multiestdgio com o aproximante de Padé R, ;, fazem-se as
discretizagcdes pelos métodos de Crank-Nicolson, explicito e multiestdgio através do aproxi-

mante de Padé 15 5. Nos apéndices B e C tém-se os detalhes de cada uma das discretizagdes.
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Algoritmo 1: SOLUCAO NUMERICA PELO METODO PADE R, ;

Entrada: inter, nt, nx

1 inicio
2 Condic¢ao inicial
3 parai = 1 até (nz) faca
4 calcule a condi¢do inicial no primeiro estdgio do tempo
5 seT < T.oUT >T.,0UuT=T,entao
6 \ calcule a condi¢ao inicial do segundo estdgio do tempo
7 fim
8 fim
9 Condig¢do de contorno
10 para k = 1 até (nt) faca
1 \ considere zero nas fronteiras
12 fim
13 Célculo numérico
14 para itr = 1 até (inter) faca
15 para k = 1 até (nt — 1) faca
16 para: = 2 até (nx — 1) faca
17 encontre a solugdo no estagio de tempo (k + %), utilizando
a discretizacdo dada em (5.14)
18 fim
19 fim
20 para k = 1 até (nt — 1) faca
21 para: = 2 até (nx — 1) faca
22 encontre a solucdo no estdgio de tempo k, utilizando a
discretizagdo dada em (5.23)
23 fim
24 fim
25 fim
26 fim

27 retorna plote a solugdo do método R, para a equagdo de
Maxwell-Cattaneo
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5.2.2 Método de Crank-Nicolson

Nesta secdo foi realizada a discretizagdo basica do método de Crank-Nicolson,
a versdo completa encontra-se no apéndice C. O método é a combina¢cdo do método de Euler
explicito em %k e do método de Euler implicito em (k£ + 1), onde a discretizacdo ¢é feita por
diferencas centradas no espago, obtendo
Skt gk gkl _ gk 4 gkt B Sk, —2SF+ Sk, Skt oGkt 4 gkt

D=l : =L (52
A2 T AR Az? * Ar? (5:25)

Reorganizando os termos de (5.25) tem-se o exténcil da discretizagcdo como

apresentado na figura 5.3,

(i—1,k+1) (i+1,k+1)
(i+1,k) (3, k) (i—1,k)
At
(i,k—1)
¢ Az )

Figura 5.3: Esténcil da discretizacdo do método de Crank-Nicolson

O método de Crank-Nicolson quando discretizado, para encontrar a solugcao
no ponto de malha (¢, £ + 1), é preciso conhecer previamente a solu¢@o nos pontos (¢, k), (i, k —
D,G+1,k),e—1,k),GE+1,k+1)e (@ —1,k+ 1), como mostra a figura 5.3.

5.2.3 Método explicito

A discretizagdo do método explicito é dada por

SEU Sk g _agtogh sk —agk 4 sk,
At At? Az?

(5.26)

Na implementacao da equagao (5.26), procura-se a solu¢ao no ponto de malha
(¢, k + 1) conhecendo previamente as solu¢des nos pontos (¢, k), (i, k — 1), ¢+ 1, k) e (: — 1, k),
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(i, k+1)

(i+1,k) (i, k) (i—1,k)

At
(i,k —1)

Figura 5.4: Esténcil da discretizacdo do método explicito
conforme mostra a figura 5.4, produzindo assim, um método que serd totalmente explicito.

5.2.4 Método multiestagio com o aproximante de Padé R,

A equagdo de Maxwell-Cattaneo quando discretizada através do método 75 o
produz quatro estdgios, como em (4.47). No primeiro estdgio, utiliza-se o método de diferencas
progressivas para aproximar a primeira derivada temporal. A derivada segunda é aproximada

por diferencas centradas com o apoio dos pontos (7, k + %) e (i, k— %), resultando em

SETE gk gFe _ogkpgkeb gk —ogk gk
g 7 +r 7 7 =D +
AL/ (A1/6)2 Az ’

(5.27)

o que produz um estagio explicito, no qual, ao ser discretizado no ponto de malha (i, k),
necessita-se dos valores conhecidos nos nos (¢, k + %), (i, k— %), (t—1,k)e (i+1, k), conforme

mostra a figura 5.5.
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(i k+ %)
(2—1.k) (t+1.k)

(Lki

NI
~

At

Figura 5.5: Esténcil da discretiza¢do do primeiro estdgio do método multiestdgio R o

No segundo estagio, utilizam-se diferencas centradas para aproximar a deri-

vada primeira no tempo e as derivadas segundas no tempo e no espaco,

1 1 _1 1 1 1
52 gk . S/TE o5k 4 5 Dsfjf —25,7F 4 51
T pr—

At/2 (At/2)? Az? ’ (5:28)

produzindo um estdgio explicito, no qual ao ser discretizado no ponto de malha (¢, k + %)
necessita-se dos valores conhecidos nos nés (¢, k), (i, k—l—%), (i, k— %), (i—1, l{:—i—%) e(i+1, k—l—%),

conforme mostra a figura 5.6.

'(i,k+é)
(z‘—l,k—i—é)‘ '(z‘—&-l,k:-i—%)
At J 3
(lvk_ 5)
< Az >

Figura 5.6: Esténcil da discretizag¢do do segundo estdgio do método multiestagio s o
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No terceiro estdgio, utiliza-se diferenca centrada para aproximar a derivada

primeira no tempo,

1 1 3 ¢
ST oSTT S o2 e SE SIS ST o
Al/2 Ty T Ar? | |

o que produz um estagio implicito, no qual ao ser discretizado no ponto de malha (¢, k + %)
necessita-se dos valores conhecidos nos nés (7, k), (i, k+1), (i, k+ %), (1—1,k+ g) e(i+1, k+ %),

conforme mostra a figura 5.7.

(G, k+1)
(i =1 k+ 2 G +1k+3)
'(z‘,k-&-%)
(i, k)
At
< Ax >

Figura 5.7: Esténcil da discretizagdo do terceiro estdgio do método multiestdgio 125 o

No quarto estdgio, a derivada primeira no tempo € aproximada por diferenca

regressiva, produzindo um estdgio implicito,

S SR SM_asfTE g sitegiH a8kt 4+ g
N INE - A’ ’

(5.30)

o que produz um estagio implicito, no qual ao ser discretizado no ponto de malha (i, k + 1)
necessita-se dos valores conhecidos nosnés (2 + 1, k+ 1), ¢ — 1,k + 1), (4, k + %) e (i, k+ %),

conforme mostra a figura 5.8.
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i, k+1)
(i—1,k+1) (i+1,k+1)
]
v i
(Z7k+ 6)
At
« Az

Figura 5.8: Esténcil da discretiza¢do do quarto estdgio do método multiestagio 75 o

Resumindo, nos quatro métodos, 12 ;, Ry 2, explicito e Crank-Nicolson, as
derivadas de segunda ordem sdo aproximadas por diferencas finitas centradas. A derivada pri-
meira no tempo € discretizada de diferentes formas dependendo do estdgio temporal. Nos pri-
meiro e dltimo estdgios sdo utilizados os métodos de diferencas finitas progressivas e regres-
sivas, respectivamente. Nos estdgios restantes faz-se o uso do método das diferencas finitas
centradas.

Dessa forma, t€ém-se os métodos multiestagios com os aproximantes de Padé
R e Ry com estdgios explicitos e também estdgios implicitos, o método explicito € total-
mente explicito e o método de Crank-Nicolson implicito. A figura 5.9 mostra um fluxograma
da discretizacdo da equacao de Maxwell-Cattaneo para a derivada de primeira ordem. Os de-
talhes da discretizagdo encontram-se nos apéndices B e C do trabalho. A implementacdo serd

construida conforme o algoritmo 2.
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Algoritmo 2: SOLUCAO NUMERICA PELO METODO PADE R 5

Entrada: inter, nt, nx

10
11
12
13
14
15
16
17

18
19
20
21
22

23
24
25
26 fim

1 inicio

2 Condigdo inicial

3 para: = 1 até (nz) faca

4 calcule a condig¢do inicial no primeiro estidgio do tempo

5 seT < T.oUT >T.,0UuT=T,entao

6 calcule a condi¢ao inicial do segundo estdgio do tempo
7 fim

8 fim

9 Condicao de contorno

para k = 1 até (nt) faca
\ considere zero nas fronteiras
fim
Calculo numérico
para itr = 1 até (inter) faca
para k = 1 até (nt — 1) faca
para: = 2 até (nz — 1) faca
encontre as solucdes nos estagios de tempo (k + %) e
(k + %) utilizando as discretiza¢des dadas em (5.27) e
(5.28) respectivamente
fim
fim
para k = 1 até (nt — 1) faca
para: = 2 até (nx — 1) faca
encontre a solucdo no estigio de tempo (k + %) e(k+1),
utilizando as discretiza¢des dadas em (5.30) e (5.29)
respectivamente
fim

fim
fim

27 retorna plote a solugdo do método R, 5 para a equagdo de
Maxwell-Cattaneo




primeiro
estagio

diferenca
progressiva

segundo
estagio

diferenca
central

derivada de primeira ordem

terceiro
estagio

diferenca
central
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ultimo
estagio

diferenca
regressiva

Figura 5.9: Fluxograma da discretiza¢dao da equagao de Maxwell-Cattaneo para a primeira de-
rivada

5.3 DISCRETIZACAO DO MODELO PREDADOR-PRESA EXPONENCIAL

Para o modelo predador-presa exponencial dado em (3.18), obtém-se a discre-
tizagdo considerando apenas o método multiestagio de segunda ordem [?; ;. Assim, isolando a
derivada segunda no tempo em (3.18), tem-se
02S 1 0S 028

e substituindo (5.31) nos dois estdgios de R ; para a segunda derivada temporal, dados em
(4.37),

(k) At 1 as|t S|k

Sf+2 :255—}-7; (- [1—Tk1] E ‘f‘D% +k‘18k> —Sk_%

! At 1 as |t st

SE =25 — St —— [ —[l=7h] | +D 25| kS

| oSt (TRl TP G| RS
. (5.32)
o*s|" as Mt . -
onde ) e 2 sdo dadas em (2.12), considerando os niveis de tempo k e (k + 1).
Xz i €T i

Observe que,

Skt T (5.33)
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desta forma, o termo Sf 2 em (5.32) pode ser substituido por

k—1

§F2 _ogk _ 5“%,

2

resultando, depois de uma reorganizagdo dos termos, nos dois estdgios da discretizagao,

1 1 Do
gt T (Ble + (SE, + Sf_l)) (primeiro estdgio) e
1 T

1 1 D¢
R — (BQSH? — SF 4+ — (SEH + Sffll)) (segundo estdgio),

K ! 4T

onde

At
§ = —

Ax2

At /1
A1 — 7(;—]€1>

1At 1 1D 1Ak,
B, = ——= _ Athy—-Z—4=
! 5, Rt oy

1A 1 1D5 1Ak

Ay = 14+ -2 — ZAL =
2 T8, 8tk1+27 4 T
B, —= 2+1At2—1At2k
27 8 r 8 1‘
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(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

Para obter a discretizacdo do modelo predador-presa exponencial para o mé-

todo 29, utilizam-se os quatro estdgios descritos em (4.42) e reorganizam-se as equagoes

resultantes.

5.4 DISCRETIZACAO DO MODELO PREDADOR-PRESA LOTKA-VOLTERRA LOGISTICO

Considera-se em (3.21) v = 7; = 0, Fy(S1,52) = a151 — 0157 — 15152 €

F5(S1,S2) = 25152 — a9S, obtendo assim, o modelo logistico,

oS %S

atl = D1 ax; + a151 — ble — 015152
05S. %S

at2 = D2 6:E22 + 628132 — CLQSQ,

e faz-se a discretizagdo com o método multiestagio de segunda e quarta ordens.

(5.41)
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5.4.1 Método multiestagio com o aproximante 12, ;

Dada a equacio referente a presa, S, do modelo logistico,

89S, . 95
ot Dla2

e, considerando o ponto de malha (z, k), tem-se que

+ CL151 — ble — 015152 (542)

925, |"
b o2 ;

05"
ot |,

+ay(81)F — by (S2)F — e1(S1) ()" (5.43)

De (5.8) e (5.10) segue que

k+d X . " "
(S1); At/2(51)i _ D, (S1)i1 225;31 + (S1)i Ly (S0 b (82 —er (1) (So)E. (5.44)

reordenando os termos, obtém-se o primeiro estdgio da discretizagdo,

D10 b At
(SF T = (S0t + (S0 + (1)) = 2 (SDE (5.45)
onde
I, = (1 — Dy — ClAt(&)? - (“2&) e (5.46)
At

Fazendo a discretizagdo de (5.42) no ponto de malha (¢, k + 1),

k+1

0S5,

k+1 2
T
ot |,

v | HalS)TT =S = (S (S (5.48)

e, de (5.17) e (5.19), tem-se que

(S)F — (5)), 7 _ D(Sl)fif 2(S1)5 T + (S
At/2 ! Ax?

Hap (S)FT — by (S — ¢ (ST (Sy) (5.49)

A equacio de diferencas (5.49) produz um sistema ndo linear para ser resol-
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vido em cada passo do tempo. Como os métodos empregados sao implicitos, e também para

evitar a resolucio de um sistema nio linear, lineariza-se o termo (S?)**!, aplicando a expansio
da série de Taylor [41],
N
SZ k+1 52 l‘€+2 =" ]
( 1)2 ( 1)2 + 2 875 .
. () k+3%
= (S 4+ (S
1
1 1 Sy )t (Sl)’.ﬁLa
= (s (sy)aar (B0 :
( l)z + ( 1)1 At/Q

(S sy ((Snf“ ~ (s

= 2SS — (52 (5.50)

Substituindo (5.50) em (5.49) segue que,

(S)F+ — (8,) 2 (1)K — 2(51) + (S))kH

K3 3 — D
! Ax?

k+1
At/2 +a1(5);

b (280 (SO = (D) = ea(S)E (S2)E 5.5

e, reordenando e simplificando (5.51), tem-se,

1 2 1 1
(SF = (Ewnf“ oS e (SR + <sl>k+l)) L 62
onde
2 2D
A, = (E—FA; G1+2bl(51) 2+C1(S2)f+1) (5.53)
D
e = A—xl?. (5.54)

Considere-se agora a equagao,

89Sy 0%S,
o D; Ox?

-+ 625182 — CZQSQ (555)
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e o ponto de malha (7, k),

05, #
ot |, 2 ox? |,

considerando as aproximacdes para as derivadas segue que,

+e(S)i(S2)] — ax(S); (5.56)

(S0)F72 — (S,)F
At/2

(S2)F — 2(82)F + (S2)i 4

=D
2 Ax?

(Sl) (52) —Gz(SQ)f, (5.57)

reordenando os termos, tem-se

(S2)fiy + (S2)F )
Ax?

2 g H;:(z 2D,

AR AT A el —az) (S2)f +D2<

) . (5.58)

isolando o termo (Sg)fJr§ em (5.58), tem-se o primeiro estidgio da equacao (5.55), dado por

(Sa); 7% = M1 (o) + ea((S2)b,y + (So)E ), (5.59)
onde
A A
My = (1—D25+CQ SENTE~ t) e (5.60)
€2 = %25 (5.61)

Fazendo a discretizacdo de (5.55) no ponto de malha (i, k + 1),

k+1 2 k+1
% =D, ‘98 fj + ¢ (S1)FH(So)F T — ay(So)F T, (5.62)
de (5.17) e (5.19), tem-se que
Sp)HHL (5Kt Sp)EH — 9(Sy)EH 4 ()L
( 2)1 At/é 2)1 _ D2( 2)z+1 (AQ;; ( 2)171 +C2(Sl)f+1(32)f+l _a2(52)§+1
(5.63)

e reordenando os termos de (5.63), segue que

2

2D
NG L

Ax2

k
DQ(Sz)fff + (S2); +1+ 2 kg

(S2)i T —ca(S1)f T (Sa) T Hag(S)f ! = Ax?
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Simplificando (5.64) e isolando o termo (Sz)fﬂ, tem-se o segundo estagio da discretizagdo da

equacao (5.55),

o2 (S5 + (S + (8217 (5.65)

onde

N1 = (1 + Dyd — CQQAt(Sl)f“ + QZTN) e (5.66)
D
€& = 725 (5.67)

Para implementar as equagdes de diferencas (5.65) e (5.59) consideram-se
como condicdes iniciais os valores no nivel de tempo k e como incdgnitas o nivel de tempo
(k+1). Portanto, foram gerados dois sistemas lineares, um explicito e outro implicito, resolvido

pelo método iterativo de Gauss-Seidel.

5.4.2 Método multiestagio com o aproximante R, -

Seguindo os passos da abordagem para o método Padé R » aplicado a equa-

¢a0 (5.42) no ponto de malha (7, k), tem-se

a5, |*
P p
ot |,

0? 51
oz |,

+CL1(51) —bl(S ) —61(51) (SQ) (568)

e, de (4.38), segue que

(S1)FF0 = (S)"

)

_ D, (S1)F —2(5)F + (S1)5

At/6 - A2 Fay(S1)F b1 (S2)F =1 (S1)F(Sa)E. (5.69)

A kg o4
Colocando em evidéncia o termo (S7); ° obtém-se

E+1 D1 At D1 At
(S1); ¢ = (Sl)imrFA—mQ((51)f+1+(51)f_1)— 3 Amg(sl)k
At b At At
“16 (S1)k — 16 (S2)k — 616 (S1)F(Sy)k (5.70)

e reorganizando os termos, segue que
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by At

1 D
(S1); " = Tu(S)! + 7570 ((S1)ly + (S0)1) = =5 (S (5.71)
onde
D15 alAt ClAt k
L,=1(1- — . 72
Considerando o ponto (i, k + %), tem-se
A s, [t . . , )
S| =Digg| FalS)TT b (s S (673)

e substiuindo as derivadas, tem-se

(S); 72 — (5y)F (S1)si? = 2(S)r T + (ST

Al = b As? S
b (AT e (S) (ST (5.74)
ou, ainda,
2 gt 2 . (SO + ()M 2Dy s
E(Sl)i 2 = E(S1)1+D1 = —AxQ(Sl)i ¢
Far(SOETE b (ST a8 (S,)ET (5.75)

o que produz o segundo estdgio da discretizacao,

kt3 k+§
1 1 S1). 8 S1)._ 8
(S1); "2 = (S0 +Tuy 1 (S1); " + Do (( Vird ;( icd ) , (5.76)
onde
Lip1= (alet — D10 — bIZAt(Sl)f - Clﬁt(sz)?é) : (5.77)



Considerando o ponto (7, k + %), tem-se

k+§

05,

k+3 2
051 D 0°S1
ot |,

=Dy
0x?

a1 (S)ETE = by (SHITE = ey (S))FTE (ST

i

e fazendo a substituicdo das derivadas de (5.78),

(Sy)FH — (Sy)5F2 (SO — 20808 + <sl>"**

: - D
At/2 ! Ax?

(Sl)k+6

—by(S2)yTF = ea(S1)E T (Sy)) T,

. . k+32
linearizando o termo (S%), " °, tem-se

852 k+

k+3 k
(S = (st ar

k+2

0S5

B okt k+3
= (S7);, *+2(5), *At — a

amh L org <sl>f+%—<sl>;ﬂ
= (BT E (8057 = (k)

1 1
— (S pa(s)rult

onde
U = (S)57F — (S0,

)

Substituindo (5.80) na equacgdo (5.79), vem

_ SO 28 0

At/2 Ax?

(S))F1 — (8y)F7

(Sl)k+6

—bi[(S2)5 T 4 4(S) U] — e (Sh)E TR (S0)h T

)

ou, ainda,

63

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

. (5.82)
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k+3 k+5
2 k1 2D, k+g ()it + (S1)iy’ k+3
i = At(51) ~ A2 C D A2 +a(51); °
1 1 5 5 5
~bi(S1) " — b(S0); U — eS0T (S (5.83)
Reordenando os termos, obtém-se o terceiro estagio da discretizacao,
k+d k+3  Dio
(SO = (SO 4 Tug (S0 + 2 (S0 + (S0
At
62 (52)52 _ap, Ad(Sy)F U (5.84)
onde
At At
Tpps = (‘“2 D5 — Cl (So)" ) . (5.85)
Considerando o ponto (i, k + 1), tem-se
Sl =Digg | @) =S - (S (S (5.86)
e substituindo as aproximacgodes das derivadas,
5
SOE - ()0 SOEH = 2(S0)F! + (S1)F]
( 1)2 At/<6 1)2 — Dl( 1) +1 (Alzzg ( 1) 1 +a1(Sl)f+1 (587)

—b (ST)FT = er(S1)FT(Sa) i

k+1

Linearizando o termo (S7);"", tem-se
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k+3

At 9}

Nnk+L o, (g2\FtE o1
(s~ (st oL O

%

k+32

by | At g ke 051
ot

i

5 At s (SR — (5)Fte
= (s sl <( Ui,

! 3 At/6
~ (SHETE as) RE (5.88)
onde
5

U = (S)F = (S0 (5.89)

Substituindo (5.88) na equacgdo (5.87), obtém-se

S = (5)Ete SPERL = 2(S)F 4 (S))F

( 1)1 At/(6 1)7, — Dl( 1) +1 (A]:Zl)’;2 ( 1) 1 +a1(81)§+1 (590)

by [(SETE 4 25T UR] — ¢y (S))FH (SR,

ou ainda

(S + (S k+3 ket 3 6 k3
Dy +1A;L‘2 - — b1(512>z ¢ = 2[)1(51)1 GUik+1 + E<Sl>z ¢
6 k+1 2Dl k—+1 k+1 k+1 k+1
= E(Sl)i + A_xg(sl)i —a1(S1); +e(S1)i T (S2)i (5.91)
Reordenando os termos,
1 5 SHE 4 (S
(St = v Fi+1(5’1)5+6 + D, << Y HAQ:Z( Vicy ; (5.92)
onde
6 kil k+3
Fi+1 = Kt — 2()1UvZ — b1 (Sl)z € (593)

6 2D, k1
V = (Kt + A2 ai + 01(52)i+ ) . (5.94)
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Logo, tem-se que as equagdes (5.71) e (5.76) produzem os dois estagios ex-
plicitos e as equagdes (5.84) e (5.92) produzem os dois estdgios implicitos do método R 5.
Considere-se agora, a equagdo (5.55). Fazendo a discretizagdo no ponto de

malha (7, k), tem-se

k
' + 02(51)5(52)5 — CLQ(SQ)? (595)

7

0S| 925,
o), - P oe

e, substituindo as aproximagdes das derivadas,

(S50 — (S)F (Sa)kyy — 2(Sa)E + (S)l

N N Fe(SONS)E — a(S)E (596)
ou, ainda,
6 k+2 6 e 2Ds k k k (32)§+1+(S2)f—1 k
A (5207 = R (S2)i = 3 (S ea(S1)7 (So)] 4+ Dam =g — () (597)

Reordenando os termos de (5.97), obtém-se o primeiro estdgio da discretizacao,

(S2)f1 4 (S2)f 4

1
(S5); ° = P(S2)} + Dsd 5 : (5.98)
onde D At At
P=(1-225+ 22 (s - 220 5.99
< 3 + G (S1); 6 ( )
Considerando o ponto de malha (¢, k + %), tem-se
DS, |5 028, |+ . . .
G|, “Degr| eSS - () (5.100)
e, utilizando diferencas finitas centrais na derivada espacial,
1 k+1 k41 k41
(S22 — (S)f _ py (Sl Z 205 T4 ()T | g e g beh g e
At/2 -2 A2 2(P1); 2); 2(92); 7,
(5.101)
ou ainda,
k+3 k+§
2 k1 2 2D, k+1 k+1 kL k+1 (52);4 + (S2),_
R (92T = (S =T (82 T ea(S0); T (S)i T ()i Dy
(5.102)

e assim obtém-se o segundo estagio da discretizacao,
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(S)E + (S)E75

(52)2%5 = (S)f + Q(52)i'€+g + Dqd

5.103
: : (5.103)
onde
At 1 At
Q= (622 ($1);"° = Dad = =5 ) . (5.104)

Considerando o ponto de malha (i, k + %),

8S, [F13 028 kg 5 5 5

3_,52 o Dy 8x22 i ex(1); 0 (S2); 70 — ()" (5.105)

e substituindo as aproximagdes das derivadas,

k+3 k+2 k+32 k+3
R G e B (o0 R /PSS OIS SOt
At/2 Ax? v v N
(5.106)
ou ainda,
k+8 k+3
2 1 2D 5 Sy)i® 4 (Sy)i 8
2= sttt 2 ) (s ) T (s p, B B
(5.107)
e reordenando os termos, tem-se,
k+3 k+3
1 5 S,). "6 S 6
(S5 = (82) + R(85)F 1 p, SRt A;( )it (5.108)
onde
At 5 At
R= (CQQ (S1); 7% — Dy — a22 > . (5.109)
Considerando o ponto de malha (i, k + 1),
S| =Drgg | el (S)i —a(S)t (5.110)

aplicando diferencas centrais na derivada espacial, vem
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SR _ (g \EE Sp)HHL — 2(8,)F L 4 ()t
(S =S, G 2T G st - st
(5.111)
ou ainda,
6 6 k+3 2D
E(Sﬂfﬂ - E(Sﬂi = —A—xz(sz)?“ + o (S1)F T (Sa)f
S)EH + (S
—a2(52)f“+D2( 2)l+1A+2( D (sa12)
xr
Reordenando os termos,
5 S k+1 S. k+1
(So)FF8 = T(Sp)kH — 1725( 2)it1 Z( 2)ic1 , (5.113)
onde
D At At
T = (1+?25—%(51)f“+a27). (5.114)

Portanto, as equacdes (5.98) e (5.103) produzem os dois estagios explicitos do

método e as equagdes (5.108) e (5.111) produzem os dois estagios implicitos do método Rs 5.
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo feitos testes com as equagdes de difusao e Maxwel-Cattaneo,
com o intuito de verificar a eficicia do método multiestdgio através dos aproximantes de Padé.
Também encontra-se uma solu¢do numérica para o modelo predador-presa Lotka-Volterra lo-

gistico.

6.1 EQUACAO DE DIFUSAO

Considere-se a equacao de difusao 1D, dada por

08 0%8
o Paz

com condig¢des iniciais e de contorno,

=0, (z,t) € (0,1) x (0,5), (6.1)

S(xz,0) = 100sen(mx) z e (0,1)

(6.2)
S(0,t) =S(1,)=0 t>0

e solugdo analitica S (z,t) [10],

Sa(z,t) = 100 ™ tsen(nx). (6.3)

Apresentam-se nas subsecdes 6.1.1 e 6.1.2 os resultados encontrados para a

equacgdo (6.1) em sua forma discretizada sob os métodos numéricos, explicito, multiestagios
R 1 e Ry e Crank-Nicolson, a fim de validar as técnicas desenvolvidas no capitulo 4.

6.1.1 Teste 1 - Equacao de Difusao

Para o primeiro teste aplicado a equacdo de difusdo fixam-se os seguintes

parametros:

A - numero de parti¢des do tempo, M; = 200;
B - ndmero de iteragdes, It = 600;

C - espagamento no tempo, At = 0.0025;

D - coeficiente de difusao, D =1,

onde pode-se observar que, para o método explicito no critério de estabilidade de von Neumann

[10,42], 0 < p = D% < % Desta forma para tempo final ¢y = 0.5 e M, = 14, tem-

se o valor maximo de parti¢cdes antes do método explicito sair da regido de estabilidade p =
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Tabela 6.1: Solugdo analitica e solugdes dos métodos Crank-Nicolson, Padé R, ;, Padé R, e
explicito com M; = 200, M, = 14et; = 0.5

x | Solucdo Analitica | Explicito Ry Ry Crank-Nicolson
0 0.00000 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 0.00000
0.2 0.44841 0.43052 | 0.44405 | 0.44860 0.45766
0.4 0.70116 0.67319 | 0.69435 | 0.70145 0.71563
0.5 0.71919 0.69050 | 0.71220 | 0.71949 0.73403
0.6 0.70116 0.67319 | 0.69435 | 0.70145 0.71563
0.8 0.44841 0.43052 | 0.44405 | 0.44860 0.45766
1 0.00000 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 0.00000

Fonte: Autor

0.49. Assim, apresentam-se na tabela 6.1 a solucdo analitica (6.3) e as solu¢des numéricas dos
métodos explicito, Crank-Nicolson, ?; ; € Ry o para diferentes valores de x.

Analisando a tabela 6.1 verifica-se que, para M, = 14, as solu¢des dos mé-
todos multiestdgios 1?1 ; € 75 2 encontram-se mais proximas da solu¢@o analitica. Ainda, pelo
fato de p estar proximo de 0.5, valor que delimita a regido de estabilidade da equacdo de di-
fusdo, a solucdo do método explicito apresenta erros maiores do que as solu¢des dos métodos
multietdgios, porém menores do que o método de Crank-Nicolson.

As solucgdes, tabela 6.1, podem ser observadas na figura 6.1, onde verifica-se

a similaridade entre todas as solugdes.

a) Solu¢io Analitica b) Método Explicito ) Métodp R11

Figura 6.1: Solu¢des numéricas da equagdo de difusdo pelo método de Crank-Nicolson e pelos
aproximantes de Padé 1%, ; € Ry 2, com M; = 200, comparadas com a solucdo analitica
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Como uma forma de avaliar os resultados obtidos na tabela 6.1 e ilustrados na
figura 6.1, apresentam-se os erros absolutos, na tabela 6.2, dos métodos explicito, multiestagios

R 1 e Ry 2 e Crank-Nicolson, quando comparados com a solugdo analitica.

Tabela 6.2: Erro dos métodos Crank-Nicolson, Padé R?; ;, Padé R; » e explicito com M, = 200
e M, =14

x | Explicito Ria Ry Crank-Nicolson
0.00000 | 0.00000 | 0.00000 0.00000
0.2 | 0.01789 | 0.00436 | 0.00019 0.00925
0.4 | 0.02797 | 0.00681 | 0.00029 0.01447
0.5 | 0.02869 | 0.00699 | 0.00030 0.01484
0.6 | 0.02797 | 0.00681 | 0.00029 0.01447
0.8 | 0.01789 | 0.00436 | 0.00019 0.00925
1 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 0.00000

Fonte: Autor

()

Observa-se na tabela 6.2 que os métodos multiestdgios 7y ; € i3 o resultam
em ordem de erros menores do que os métodos de Crank-Nicolson e explicito. O método
Rs 2, ainda apresenta um erro menor, da ordem de 1073, conforme mostra a figura 6.2, ficando

evidente que o método multiestdgio Padé 7, » apresenta resultados mais satisfatorios.

a) Erro absoluto Explicito b) Erro absoluto R11

Figura 6.2: Erro absoluto entre a soluc¢do analitica e as solu¢des dos métodos explicito, R 1,
Rs 5, Crank-Nicolson, com M; = 200 e M, = 14, comparado com a solucdo analitica
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Cabe ainda ressaltar que as solucdes apresentadas encontram-se dentro da
regido de estabilidade da equacdo de difusdo para o método explicito, que é dada por 0 <
p < 0.5 pelo critério de von Neumman [10, 22]. Como o objetivo principal deste trabalho é
apresentar as discretizagcdes do métodos 7 1 € Ry 2, serd avaliada a regido de estabilidade para
casos particulares, alterando os valores de p, apresentando os valores dos erros absolutos dos
métodos explicito, ?; 1, [22 2 € Crank-Nicolson para M, = 200, e variando os valores de M, o

que acarreta em valores diferentes para p, como apresentado na tabela 6.3.

Tabela 6.3: Erro absoluto considerando os métodos Crank-Nicolson, Padé I?; ; e Padé R, > com
M, = 200

M, p Explicito Ry Rs 5 Crank-Nicolson
14 | 0.49 | 0.30220 | 0.07270 | 0.00316 0.15258
15 | 0.56 inf 0.09223 | 0.01674 0.13194
17 | 0.72 inf 0.12220 | 0.04650 0.10240
20 | 1.00 inf 0.15196 | 0.07876 0.00496

21 | 1.10 inf inf 0.08277 0.06657
23 | 1.32 inf inf 0.09424 0.05521
24 | 144 inf inf inf 0.05067
30 | 2.25 inf inf inf 0.03176
40 | 4.00 inf inf inf 0.01700

Fonte: Autor

Estuda-se o comportamento dos valores na tabela 6.3, a medida que os valores
de M, aumentam, ou seja, com o refinamento da malha. Como o método de Crank-Nicolson
¢ incondicionalmente estavel, foi possivel verificar valores do erro para uma variacdo maior
de M,, o mesmo ndo foi possivel para R;; e Ry, lembrando que ambos possuem estdgios
explicitos.

Através dos resultados apresentados na tabela 6.3, pode-se afirmar que, para
os valores de M; = 200 e 600 iteragcdes, a avaliacdo da regido de estabilidade para os métodos
Ri1 e Ry, encontram-se na faixade 0 < p < 1e0 < p < 1.5, respectivamente. Também
pode-se observar que mesmo o método de Crank-Nicolson sendo incondicionalmente estdvel,
pelo critério de von Neumann, o mesmo precisou de M, = 40, para atingir um erro equivalente
ao método Ry 5 para M, = 15. Cabe ressaltar que o simbolo inf representa valores nos quais as
solucdes dos métodos oscilam, ou seja, tais métodos saem de suas regides de estabilidade.

Contudo, o método R, 2 apresentou resultados mais satisfatorios. Esses pa-
rametros foram escolhidos por estarem dentro da regido de interesse de comparagdo entre os
métodos utilizados. No teste 2 faz-se um refinamento no tempo e avaliam-se as regides de

estabilidade dos métodos explicito, Ry 1, 1?22 € Crank-Nicolson.
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6.1.2 Teste 2 - Equacao de Difusao

As solugdes para o teste 2, aplicado a equagdo de difusdo (6.1), sdo ilustradas

considerando refinamentos em M, e fixados os parametros:
A - M, = 300;

B - It =900;

C- At =0.00167

A tabela 6.4 apresenta as solugdes da equagdo (6.1) para cada um dos méto-
dos, para os parametros fixados e, quando utilizado M, = 17, que é o maior valor antes do

método explicito sair da sua regido de estabilidade.

Tabela 6.4: Solugdes analitica, dos métodos Crank-Nicolson, Padé R, ; e Padé Ry 5 com M, =
200e M, = 17

T Solugdo Analitica | Explicito Ry Rs 5 Crank-Nicolson

0 0.00000 0.00000 | 0.00000 | 0.0000 0.00000
0.18 0.25980 0.25294 | 0.25818 | 0.25944 0.26344
0.35 0.57392 0.55876 | 0.57034 | 0.57422 0.58197
0.53 0.71612 0.69720 | 0.71165 | 0.71649 0.72616
0.76 0.57392 0.55876 | 0.57034 | 0.57422 0.58917
0.94 0.25980 0.25294 | 0.25818 | 0.25944 0.26344
1.00 0.00000 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 0.00000

Fonte: Autor

Observando a tabela 6.4 verifica-se em seus valores um comportamento simi-
lar em relag@o ao teste 1, ou seja, para o método de Crank-Nicolson o erro diminui conforme
refina-se o dominio espacial e os métodos multiestdgios continuam com 0s seus erros menores.

Avaliado o desempenho dos métodos, faz-se uma nova abordagem de seus
resultados onde fixado o valor de M,, variam-se os valores de M., e apresentam-se na tabela
6.5 os resultados dos erros absolutos dos métodos Crank-Nicolson, Ry ; € Ry, em relagdo a
solugdo analitica.

A tabela 6.5 apresenta os erros para diferentes valores das particdoes M. Ob-
serve que foi preciso utilizar 18 parti¢des no espago com o [? 2, para conseguir 0 mesmo erro
de 52 parti¢des quando utilizado o método de Crank-Nicolson, para M; = 300. Por outro lado,
a regido de convergéncia do método de Crank-Nicolson se estende para refinamentos maiores
do que os outros dois métodos. Nota-se também que, para a equacdo de difusdo, a regido de

estabilidade do 7 » € maior do que a regido de estabilidade no caso do Ry ;.
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Tabela 6.5: Erro absoluto entre Crank-Nicolson, Padé R; ; e Padé 1?5 » com M; = 300

Mx p | Explicito Ry Ry, Crank-Nicolson
17 | 0.48 | 0.19824 | 0.04645 | 0.00386 0.10346
18 | 0.54 inf 0.05801 | 0.00747 0.09258
20 | 0.67 inf 0.07583 | 0.02527 0.07483
22 | 0.81 inf 0.08902 | 0.03844 0.06170
24 | 0.96 inf 0.09905 | 0.04845 0.05171

26 | 1.13 inf inf 0.05625 0.04394
28 | 1.31 inf inf 0.06243 0.03777
30 | 1.50 inf inf inf 0.03280
32 | 1.71 inf inf inf 0.02872
52 | 451 inf inf inf 0.00733

Fonte: Autor

Por meio dos resultados apresentados nas tabelas 6.3 e 6.5, pode-se verifi-
car que os métodos multiestdgios apresentam resultados satisfatorios para valores de M, com
pequenos refinamentos. Também, com um refinamento mais grosseiro no tempo, isto €, com
M, = 200, tabela 6.3, os resultados dos métodos multiestidgios ainda sd@o mais precisos do que
o método de Crank-Nicolson utilizando M; = 300.

Verificado o desenvolvimento das discretizagdes por aproximantes de Padé
utilizando multiestagios I?; ; € Ry 2 para a equagdo de difusdo, faz-se a mesma avalia¢do para a
equacao de Maxwell-Cattaneo. Os resultados numéricos sdo comparados com a solugdo anali-

tica conhecida.

6.2 EQUACAO DE MAXWELL-CATTANEO

Considere-se a equacdo de Maxwell-Cattaneo, descrita por

2 2
08 Das 0°S

5 Pz tTgm =0 (z,t) € (0,1) x (0, 00). (6.4)

Para avaliar o comportamento dos métodos serdo utilizadas as condicdes iniciais e de fronteiras

dadas por

S(x,0) = sen(mx), Si(z,0)=0, z e (0,1)
S0,1) = S(1,1)=0, >0,

cuja solugdo analitica € [29]
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cosh(wt) + —Se%t), T < T
S(x,t) = exp (_—> sen(rz){ 14+4, T=1e (6.5)
o cos(wt) + &\/‘%), T> T,

onde w = (27)7'y/|Al e A = 1 — 47%7. A equagio (6.4) admite um valor critico para o delay
temporal denominado 7, = (27)~2 [29]. Desta forma, para os testes a serem apresentados, 0

valor critico para o delay sera analisado em func¢ao de 7, isto €, considerando 7. < 7,7, = T €

- - Aind st 5o utilizad D At? D At? D At?
7. > 7. Ainda, para os testes serdo utilizados, p; = ———, Pegp = — —— € Pg = —— ——.
p P1 T Ax? Peap 47 Ax? Po 367 Ax?

6.2.1 Teste 1 - Equacio de Maxwell-Cattaneo para 7 < 7, = (27) 2

Dados os parametros,

A - M, = 200;
B - It = 600;
C- At =0.0025,

e considerando M, = 20, D = 1, tempo final, t; = 0.5, 7 = 0.0012665, apresentam-se na
tabela 6.6 os valores da solug¢do analitica e os valores das solugdes discretizadas dos métodos
explicitos (5.20), 1?1 ; (5.26) e Ry (5.27)-(5.28).

Tabela 6.6: Solugdes analitica e pelos métodos Crank-Nicolson, Padé R, ; e Padé 25 com
M, =200, M, = 20,t; = 0.5e It = 600

x | Solucdo Analitica | Explicito Ry Ry
0.0 0.00000 0.00000 | 0.00000 | 0.00000
0.1 0.00222 0.00201 | 0.00214 | 0.00206
0.2 0.00423 0.00382 | 0.00408 | 0.00393
0.3 0.00582 0.00526 | 0.00561 | 0.00540
0.4 0.00684 0.00619 | 0.00659 | 0.00635
0.5 0.00719 0.00651 | 0.00693 | 0.00668
0.6 0.00684 0.00619 | 0.00659 | 0.00635
0.7 0.00582 0.00526 | 0.00561 | 0.00540
0.8 0.00423 0.00382 | 0.00408 | 0.00393
0.9 0.00222 0.00201 | 0.00214 | 0.00206

1 0.00000 0.00000 | 0.00000 | 0.00000

Fonte: Autor

Pelos dados apresentados na tabela 6.6 pode-se observar, que para pe,, =
0.49, todos os métodos encontram-se dentro da regido de estabilidade. Ainda, M, = 20 refere-

se ao valor mdximo antes do método explicito sair da regido de estabilidade para a equacao
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de Maxwell-Cattaneo. Verifica-se também que a solu¢do do método R ;, para os parametros
utilizados, foi a que mais se aproximou da solugao analitica.

Para ilustrar os resultados apresentados na tabela 6.6, tem-se a figura 6.3 que
mostra as solugdes analiticas e numéricas, considerando intervalo de tempo [0, 0.5], M; = 200
e M, = 20. Verifica-se que os erros obtidos entre as solu¢des numéricas de cada método em
comparacao com a solucdo analitica sdo imperceptiveis. Isto ocorre devido ao fato de todos os

métodos estarem dentro da regido de estabilidade.

Soluciio Analitica Método Explicito Método R11 Método R22

' o8 ' o '
& 04 \N, 04
wn W
> 3 ol 0 e 3
04 1 04 1 04 1

Solucdo Analitica

e \\\

\\\\
— 0\

—0

S
/S

7

Figura 6.3: Solu¢oes numéricas de Maxwell-Cattaneo pelos métodos explicito, 7y ; € 22 com
M, = 200, M, = 20, comparadas com a solu¢do analitica

Fazendo um refinamento espacial, tabela 6.7, ou seja, aumentando o valor de
M, e considerando os parametros citados, é possivel avaliar de forma qualitativa, com mais
precisdo onde os métodos deixam de ser estdveis.

Ainda, na tabela 6.7 observam-se os experimentos realizados para diferentes
valores de M. O pardmetro p.,, = 0.5, que depende de 7, € o valor limite da regido de con-
vergéncia do método explicito, enquanto que, para os valores de p.,, proximos de 1.3 e de 2.5,
resultam valores limites para as regides de convergéncia dos métodos I?; ; € Rs o, respectiva-

mente.
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Tabela 6.7: Erro absoluto entre os métodos explicito, Padé 1, ; e Padé R; ; e a solucdo analitica
com M; = 200

Mz | pesp | Explicito Ry Ry
20 | 0.49 | 0.00292 | 0.00362 | 0.00412
21 | 0.55 inf 0.00359 | 0.00409
30 | 1.11 inf 0.00350 | 0.00405
32 | 1.26 inf 0.00741 | 0.00406

33 | 1.34 inf inf 0.00404
34 | 143 inf inf 0.00404
45 | 2.50 inf inf 0.00402
46 | 2.61 inf inf inf
47 | 2.73 inf inf inf

Fonte: Autor

Apresenta-se na figura 6.4 uma comparacdo para todos os tempos do erro
absoluto entre os métodos R ; e 2 2, confirmando, tabela 6.7, que dentro da regido de estabi-
lidade do método R;; o erro € menor do que o erro do método 23 5. Apesar dos valores dos
métodos explicito, 1?1 ; e [?2 » estarem muito préximos, o método R, o possui a vantagem de ter

uma regido de estabilidade maior.

a) Erro absoluto R11

b) Erro absoluto R22

Figura 6.4: Erro absoluto entre os métodos multiestigios 1y ; € Ry 5 considerando M, = 32

Como uma alternativa para avaliar de forma qualitativa o delay, 7, no teste 2
serdo analisados o erro e a regido de estabilidade para o valor de 7 = 7., que € o ponto critico
da equacao (6.7) [29].
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6.2.2 Teste 2 - Equacao de Maxwell-Cattaneo para 7 = 7,

Dados os parametros,

A - M, = 200;
B - It =900;
C- At =0.0025,

e, considerando t; = 0.5, D = 1,7 = (2#)*2 ~ (.0253 e um refinamento espacial, tabela 6.8,
€ possivel avaliar, de forma qualitativa, com mais precisdo, onde os métodos saem da regido de
estabilidade.

Tabela 6.8: Erro absoluto entre os métodos explicito, Padé 1, ; e Padé R; ; e a solucdo analitica

com M; = 200

Mz 1% Pexp Pe6 EXpHCitO Rl,l R272
15 | 0.06 | 0.01388 | 0.00154 | 0.00697 | 0.00954 | 0.04452
30 | 0.22 | 0.05552 | 0.00617 | 0.00610 | 0.00861 | 0.04387
60 | 0.89 | 0.22207 | 0.02467 | 0.00588 | 0.00837 | 0.04364
65 | 1.04 | 0.26062 | 0.02896 | 0.00587 | 0.00840 | 0.04362
67 | 1.11 | 0.27690 | 0.03077 inf 0.00836 | 0.04362
70 | 1.21 | 0.30226 | 0.03358 inf 0.00835 | 0.04363
80 | 1.58 | 0.39478 | 0.04387 inf 0.00834 | 0.04361

85 | 1.78 | 0.44567 | 0.04952 inf inf 0.04360
90 | 2.00 | 0.49965 | 0.05552 inf inf 0.04360
100 | 2.47 | 0.61685 | 0.06854 inf inf 0.04360
120 | 3.55 | 0.88826 | 0.09870 inf inf 0.04359
125 | 3.86 | 0.96383 | 0.10709 inf inf 0.04358
130 | 4.17 | 1.04250 | 0.11583 inf inf inf

Fonte: Autor

Observa-se, tabela 6.8, que para 7 = 7. houve uma perda da regido de estabi-
lidade dos métodos, em relacdo aos valores avaliados para 7 < 7., apresentados na tabela 6.7,

evidenciando a influéncia de .

6.2.3 Teste 3 - Equacao de Maxwell-Cattaneo para 7 > 7,

Dados os parametros
A - M, = 200;
B- It =900;

C- At =0.0025,
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e, considerando ¢ty = 0.5, D = 1, 7 = 0T1057'C ~ 5.06, M, = 160, o que corresponde a
Pexp = 0.00789, exige-se um refinamento espacial elevado. Por exemplo, para que no método
explicito, cuja discretizagdo € apresentada em (5.26), se tenha p,, < 0.5, € necessario que o
valor de M, esteja préoximo de 1270. Portanto, para este caso, o valor de 7 ndo ird influenciar
substancialmente na solu¢do dos métodos.

Como aplicacdo da teoria do método multiestdgio através dos aproximantes

de Padé apresenta-se a solu¢do numérica do modelo logistico.

6.3 MODELO PREDADOR-PRESA LOTKA-VOLTERRA LOGISTICO

Considere-se novamente o sistema predador-presa Lotka-Volterra logistico
[16], dado por,

(08 0?8
a_tl =D 8{[21 + a151 — ble — 1515
89Sy | 0°S,
=5 = D, oy + 25155 — a5 (6.6)

Sj(x70) = Sj<x>7 UES (07 10)7
\Sj(O,t) :Sj(Ll’,t):O, t >0, 7=1,2,

onde F} (51, S2) é uma fungdo que fornece o nimero de presas no decorrer do tempo e F5(.S1, S2),
indica o nimero de predadores em funcdo do tempo. A taxa de variacdo da populacdo de presa
¢ dada pelo seu crescimento natural, a; S7, menos sua captura por predadores, c¢;.51.55, 0 nimero
de interagdes entre predador e presa sera dado por 5155 € b1(.S;)? é o termo de saturagdo logfs-
tica, enquanto que a taxa de variagdo da populacdo de predadores é dada pelo seu crescimento
na presenca de presas para consumo, ou seja, c25159, que € a taxa de encontros com presas,
menos o decrescimento causado pela auséncia de presas, —ayS3, com ay, as, by, ¢; € ¢z sendo
constantes positivas.

Em [43], o modelo logistico considera a variacdo da densidade populacional
somente no tempo, enquanto o sistema (3.17), além de considerar a variagdo populacional no
tempo, também considera a variagcao espacial (densidade).

Considera-se os parametros dados pela tabela 6.9.
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Tabela 6.9: Parametros do modelo Lotka-Volterra logistico

Varidveis Presa (j=1) | Predador (j=2)
coeficiente de difusdo (D) 5x1072 5%x1072
coeficiente de interagdo (c;) 0.5 0.5

taxa de natalidade (a;) 1.0 0.75
coeficiente de saturagdo (b;) 0.5 -
espacamento no espago (Ax) 1071 1071
espacamento no tempo (At) 1074 1074

retardo no tempo (7;) 0 0

Fonte: Arquivo do Autor

As populagdes iniciais para o modelo sdo dadas por

1 35 <x<45 0.5 55 < x<6.5
Si(z,0) = 9= Ts e So(z,0) = 9o sTs 6.7)
0 caso contrario 0 caso contrario

e as condi¢des de contorno utilizadas sao

S1(0,1) = S1(1,t) = S2(0,¢) = Si(1,¢) = 0. (6.8)

Durante a predagao pode acontecer do predador nido encontrar a presa, por
algum motivo, levando a extin¢do da populagdo de predador e, como consequéncia, a populagcdo
da presa atingir a saturacdo ambiental.

Com o intuito de avaliar o comportamento das densidades das populagdes no
modelo logistico em conjunto com a teoria desenvolvida neste trabalho, apresenta-se a solu¢ao
numérica utilizando o método multiestiagio R, (4.20), Considerando M, = 200, t; = 25,
M, = 160, conforme mostra a figura 6.5.

No modelo (6.6) os coeficientes D, e Dy de difusdo sdo ambos diferentes de
zero, por este motivo era esperado haver interacao, depois de um certo periodo de tempo entre
as espécies, o que de fato ocorreu. As figuras 6.5 e 6.6 das densidades das populacdes mostram
que ocorreu o efeito esperado da predacdo, ou seja, no decorrer do tempo, os predadores encon-
traram as presas e ndo entraram em extingdo. Na figura 6.6 a), as densidades das populagdes

encontram-se no estado inicial ¢t = 0.
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a) Densidade de S1 b) Densidade de S2

d) Densidade de S2

15

Y

Figura 6.5: Comportamento das densidades quando utilizado o modelo logistico pelo método
de multiestagio
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Figura 6.6: Modelo predador-presa logistico: a) densidade inicial, b) densidade com tempo,
t=80, c) evolucao das populacdes ao longo do tempo
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentou-se o método multiestdgio de alta ordem através dos
aproximantes de Padé no contexto das diferencas finitas. Foi analisada a eficdcia do método em
problemas transientes quando comparados com o método de Crank-Nicolson e o método de
Euler explicito. Uma andlise preliminar das técnicas de ordens dois e quatro foi realizada na
equacdo de difusdo e logo apds aplicou-se o esquema multiestdgio com os aproximantes 17 ; €
R > na equagdo de Maxwell-Cattaneo.

O método de alta ordem de multiestdgio implicito com aproximantes de Padé
mostrou-se eficiente em problemas transientes de difusdo, considerando o custo por estagios de
tempo quando comparado aos métodos tradicionais de segunda ordem.

No teste realizado com a equagdo de difusao, foi possivel concluir que de fato,
a ordem de convergéncia dos esquemas com R, ; € R 2, quando dentro de seus respectivos do-
minios de estabilidade, € superior ao método de Crank-Nicolson. Nao foi necessdrio, para
os dois métodos multiestdgios, um refinamento maior do espaco para conseguir a mesma or-
dem de convergéncia do método de Crank-Nicolson. Porém, através de simula¢des numéricas,
constatou-se que tanto o método implicito de segunda ordem, I?; ;, quanto o de quarta ordem,
R 5, ambos possuem regides de estabilidade menores do que o método de Crank-Nicolson.

No teste realizado com a equagdo de Maxwell-Cattaneo, durante a discretiza-
cdo surgiu a necessidade de propor uma abordagem do método multiestdgio para a derivada de
segunda ordem. Nao foi encontrada na literatura tal abordagem, o que justifica a falta de refe-
réncias. Isto se constitui num aspecto original desta dissertagdo. Contudo, pode-se dizer que
para a equacdo de Maxwell-Cattaneo, pela andlise feita, o método de Padé possui uma regido de
convergéncia maior do que o método explicito, com valores de erro absoluto entre os métodos
praticamente iguais.

No modelo Lotka-Volterra logistico foi aplicado o esquema multiestagio com
o aproximante de Padé R; ;. A solu¢do do modelo condiz com o comportamento qualitativo de
um sistema predador-presa. Os resultados obtidos foram de acordo com o que se esperava.

Verificou-se também nos testes realizados que a regido de estabilidade do es-
quema com 5 € maior do que a regido de estabilidade do esquema com R?; ;. O esfor¢o
computacional ndo foi analisado por nao apresentar diferencgas significativas entre os métodos
analisados. Portanto, nos casos analisados, ficou evidente que os métodos multiestdgios através
dos aproximantes de Padé I?; ; e ?3 2 ndo precisaram de um refinamento maior no espago para
alcancar uma dada precisdo, quando comparados com o método de Crank-Nicolson.

Como sugestdo para trabalhos futuros, pode-se analisar com detalhes as re-
gides de estabilidade e a convergéncia dos métodos de segunda ordem, R;; e quarta ordem,
Rs 5, utilizando o critério de Von Neumann. Além de aplicar os métodos multiestdgios no mo-

delo exponencial e no sistema predador-presa de reagdo-convecgdo-difusdao com retardo.
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A ESTABILIDADE DE METODOS MULTIESTAGIOS COM APROXIMANTES DE
PADE

Ao estudar um problema de valor inicial (PVI) é fundamental analisar se o
problema estd bem posto, ou seja, saber primeiramente se existe uma solu¢io para o problema
e se a solucdo € unica. Além disso, € importante avaliar a sensibilidade da solu¢do, quando
pequenas perturbacdes sio aplicadas nas condi¢des iniciais. Para responder a estas questoes €
necessdrio conhecer antes algumas defini¢des.

Considere a EDO de primeira ordem dada por

d
= =y/(@) = f(z.y), (A
com condig¢do inicial

y(wo) = Yo

onde z, é uma constante e y, € o valor inicial de y(z) em x = .

Definicdo A.1. Uma funcdo f(x,y) definida em um dominio D C R"™ diz-se localmente
lipschitziana em y se para qualquer conjunto fechado e limitado U C D existe uma constante

k tal que
[f (@, y) = Sz, 2)] < kly — 2]

para (z,y), (v, z) € U.

O seguinte resultado estabelece a existéncia e a unicidade de solucdo para

determinados problemas de valor inicial.

Teorema A.2 (Picard-Lindelof). Se f(x,y) é continua em D e localmente lipschitziana com res-
peito a y em D, entdo para qualquer (zo,vo) € D, existe uma tinica solugcdo yo = y(x, xo, Yo)

de (A.1), passando através de (g, yo)-

A demonstracdo pode ser obtida em [44].

Para resolver numericamente (A.1), considere um dominio discreto com 7+ 1
pontos, e defina uma sequéncia de pontos ¥,,, na qual espera-se ser convergente para y(x), com
espacamento fixo igual a Az. Assim, reescrevendo (A.1) tem-se

We— i) = Fiw v, o)
Yi(zo) = (Yo)i-

(A.2)

Ao realizar a discretizagdo € possivel definir féormulas de interpolacdo de
Newton. As conhecidas regra de Simpson e a regra trapezoidal sdo exemplos de tais férmu-

las. Para os métodos multiestagios a formula genérica € dada por [45]
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Ynt1 = 01U + -+ + pln—i1 + Ax[Boys iy + - + BrYn_psd] (A.3)

note que quando (8 = 0) tem-se a forma explicita e a forma implicita para (3 # 0).

A estabilidade de um método numérico refere-se ao comportamento da dife-
renca entre a soluc@o exata e a sequéncia de aproximagdes nos n pontos do dominio quando
n — oo. Para analisar a estabilidade numérica de (A.3) é preciso antes conhecer os conceitos
de convergéncia e consisténcia.

Convergéncia refere-se a capacidade de um método para aproximar a solu¢cdo
de uma equacdo diferencial com qualquer precisdo necessaria, quando tomados estagios peque-
nos. O teorema de equivaléncia de Lax apresenta condicdes para a convergéncia de um esquema

de diferencas finitas.

Teorema A.3. Para um esquema de diferencas finitas consistente de um PVI bem-posto, a

estabilidade é condicdo necessdria e sufuciente para a convergéncia.

A demonstracdo pode ser encontrada em [46].

Considere a equacao teste de Dahlquist [45]

y = Ay (A.4)

onde A é uma matriz constante, com autovalores complexos distintos, \;. Utilizando uma

integracdo com estagios de tamanho Az, obtém-se a equacdo de diferengas [18],

Ynt1 = R(2)yn (A.5)

onde z = AAuz.
Nesse contexto, é pertinente mencionar a defini¢do de Richtmer and Morton
[47].

Definicao A.4. R(z) é chamada fungdo estabilidade ou fator de amplificacdo do esquema.
A funcdo estabilidade satisfaz as seguintes condic¢des [48]:

Proposicao A.5. Vz € C~ tem-se que
R(z)| <1

e ainda, se z = 1b,b € R,
|R(2)| = 1.

Os detalhes podem ser encontrados em [49]. Como consequéncia, tem-se o
resultado [50]:
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Definicao A.6. Um método multiestdagio é of -estdvel se
|R(2)| <1

para Re(z) < 0.

Dessa forma, como consequéncia, os esquemas Padé diagonais sdo sempre

estaveis [48, 51]. De uma maneira geral, Hairer e Wanner [52] mostraram o seguinte teorema

Teorema A.7. Um aproximante de Padé Ry, \; € </ -estdvel se satisfaz a condigdo
M—2§L§M<:>RL7M

é o/ -estavel.

A defini¢ao A.8 diz qual serd a regido de <7 -estabilidade dos aproximantes de
Padé [50].

Definicao A.8. A regido de <f -estabilidade de um método multiestdgio é dada pelo conjunto

Q={zeC|R(2)| < 1}.

O conceito de o7 -estabilidade pode ser modificado a fim de permitir métodos

com alta precisdo. Widlund [53] foi quem introduziu a seguinte defini¢do

Definicio A.9. Um método multiestdgio é <7 («)-estdvel, o € (0,7/2), se todas as solucoes de
(A.3) tendem a zero com n. — oo quando o método é aplicado a iy = \y para Ax > 0 fixado,

onde \ é uma constante complexa que pertence ao conjunto
Se=2z:larg(—z)| <a, z#0
Um método é o7 (7 /2) estével se é <7 (a)-estdvel para todo a € (0, 7/2).

A.1 ESTABILIDADE COM EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS ACOPLADAS

Todos os conceitos abordados até agora sdao aplicados em EDOs. Porém, a
mesma teoria pode ser utilizada para o tratamento de equacdes diferenciais parciais. Para isso,
¢ preciso considerar uma EDP como um sistema acoplado de EDOs, que dependem de apenas

uma varidvel. Por exemplo, considere a equagdo de advecc¢do linear dada por

8u_8u

%= o (A.6)
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que possui discretizacdo espacial centrada,

ou Uiyl — Ui—1 .
—_—= =1,2,... -1 A7
at QAJ,' ? ) ? ’n 9 ( )

o que produz um sistema com n — 1 EDOs da forma

dU1 U2 — Ug
- — A.8
dt 2Ax (A-8)
dUQ us — Uy
- — _ A9
dt 2Ax (A.9)
: (A.10)
dun,1 Up — Un—2
= ——. A.ll
dt 2Ax ( )

Obtendo um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, que pode ser resol-

vido, por exemplo, através de métodos multiestigios.
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B DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE MAXWELL-CATTANEO PELO METODO
MULTIESTAGIO COM O APROXIMANTE DE PADE R, ,

Para o primeiro estdgio considere a equacdo (5.27),

1 1 1 1 1 1
A st ettt
At/2 (At/2)2 B Ax? ’ '
kt+d A
colocando o termo u; ° em evidéncia tem-se,
k—3
" (6At 4 72r — 2§—f;) b+ AL (kb ) — 367 ,
w, ° = . B.
! 6At + 367 (B-2)
Para o segundo estdgio, considere a equacgao (5.28),
1 1 _1 1 1 1
T e R T R, .
At/2 (At/2)2 B Ax? ’ '
k+3 A
colocando o termo u; * em evidéncia tem-se
Af 4+ APk — 9 k—1 A2 k+i 9 k+i k+3
kil (At +47)uf — 2Tu; > + 533 (uile —2u; °+u_| > B.4)
! At + 27
Para o terceiro estdgio, considere a equacao (5.29),
1 1 1 5 5 5
R AT T e S B BT LR .
At/2 (At/2)2 B Ax? ’ '
colocando o termo u} ™' em evidéncia tem-se
1 5 5 5
" (At — 27)ul + 47’uf+2 + QAAt;Q (uf:f - ZufJr6 + ufjf) 5.6
u; = .
! At + 27

Para o quarto estdgio, considere a equacao (5.30)
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k+32 k+32 k+
a0 Sl = 20 ]
+ = ) (B.7)
AL/6 AP A

k+32 A
colocando o termo u; ° em evidéncia tem-se

1
; <At + 67 + %) ul 3Tuf+2 - 6%622 (ulf! 4+ ul) B3
U == At + 97 ’ .

obtendo, assim, os quatro estdgios do método.
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