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RESUMO

Neste trabalho, generalizamos a aproximacdo de conexao afim de Hess passando a defini-la
em termos de uma transformacdo local. Deste modo, a anisotropia macroscépica do meio
nematico sera concebida como resultado de uma transformacéo local, onde em cada ponto da
amostra, as moléculas esféricas de um liquido isotrépico hipotético sdo transformadas para
moléculas elipsoidais de um cristal liquido nematico. Quando tal caracteristica local é imposta
para a transformacdo, a configuracdo determinada pelas texturas do meio nematico adquire
uma curvatura intrinseca, cujo tratamento requer a substituicdo das técnicas e métodos do
calculo usual por aquelas usadas na geometria de superficies ndo planas. Tais aproximacdes
serdo usadas para o célculo das constantes elasticas nematicas de "bulk". Como resultado,
determinaremos relagcbes para as constantes elasticas que dependem do parametro de ordem
escalar, da excentricidade das moléculas nematicas e da interacdo entre elas e, finalmente,
proceder-se-a a uma comparacao dos resultados obtidos com dados experimentais.

Palavras-chave: Cristais liquidos neméticos. Geometria diferencial. Célculo tensorial.
Constantes el&sticas.
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ABSTRACT

In this paper, the affine connection approach will be defined in terms of a local
transformation. Accordingly, the macroscopic anisotropy of the nematic medium will be
conceived as resulting from a local transformation where, at each point of the sample, the
spherical molecules of an idealized hypothetic isotropic liquid have their shape changed to the
ellipsoidal form of the nematic liquid crystals molecules. When such a local character is
imposed to this transformation, the patterns determined by the director configuration of the
nematic medium acquire an intrinsic curvature whose correct treatment requires the
replacement of the techniques and methods of the usual calculus by those of the differential
geometry of non-flat surfaces. Such approach will be used in the calculus of the nematic
elastic constants. As a result, the dependence of the elastic constants on the scalar order
parameter, on the eccentricity of the nematic molecules and on the interaction between them
will be determined and compared with the experimental data.

Keywords: Nematic liquid crystals. Differential geometry. Tensor calculus. Elastic constants.
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1 INTRODUCAO

Uma caracteristica observada nos fendmenos da natureza, que intriga e
desafiaoentendi-mento fisico, ¢ a anisotropia encontrada nas propriedades fisicas da matéria.
Os fluidos podem ser anisotropicos e deste modo, os cristais liquidos nematicos sao exemplos
dessa classe [1]. Para entender a origem das anisotropias nematicas, surgiu a idéia de atribuir
a forma microscopica das moléculas constituintes, a procedéncia das anisotropias observadas
em escala macroscopica [2]. Conseqiientemente, Hess e Balls [2, 3, 4, 5, 6] idealizaram um
modo para que as moléculas desses liquidos pudessem ser continuamente deformadas,
tornando-se esféricas, sendo possivel a observacao da reducdo das anisotropias macroscopicas
correspondentes, atingindo o desaparecimento. Reciprocamente, se as moléculas esféricas
idealizadas de um liquido isotropico hipotético pudessem ser deformadas até assumirem a
forma elipsoidal das moléculas nematicas também idealizadas, as propriedades fisicas
macroscopicas seriam transformadas naquelas observadas nos cristais liquidos nematicos. Em
sintese, estas sdo as idéias da transformag¢do conforme de Hess e Balls, originalmente
aplicadas ao estudo das viscosidades dos cristais liquidos nematicos [2]. Naturalmente, estas
transformagdes ndo podem ser realizadas em laboratorio, mas a interacao esfericamente
simétrica de um fluido isotrépico pode ser transformada, matematicamente, na interagdo
elipsoidal de moléculas nematicas, e vice e versa, e as conseqiliéncias macroscopicas destas
transformagdes conceituais podem ser comparadas com dados experimentais de cristais
liquidos nematicos. Usando esta aproximagdo, Hess e seus colaboradores demonstraram que a
viscosidade de um liquido anisotrépico pode ser escrita em termos da viscosidade de um
liquido isotropico.

O principal objetivo deste trabalho ¢ a proposi¢dao de um método geométrico
que generaliza a aproximac¢do de conexdao afim de Hess, que ¢ global, de modo que as
transformagdes possam ser consideradas dependentes da posicdo, fornecendo uma
generalizacdo local.

A necessidade de uma generalizacdo local é conseqiiéncia direta de que,
numa amostra de cristal liquido nematico usual, a orientacdo do diretor ndo ¢ homogénea;
deste modo, a deformagdo molecular que descreve tais configuracdes ¢ dependente da posi¢ao
e as ferramentas matematicas utilizadas nessa aproxima¢do devem considerar esse fato pois,
apos a transformacgao afim, as derivadas usuais ndo se transformam como vetores covariantes

usuais ¢ devem ser substituidas por derivadas covariantes. As ferramentas matematicas que
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descrevem tal mudanca sdo costumeiras em muitos ramos da fisica, mas incomuns, pelo que
sabemos, na fisica de cristais liquidos, com exce¢ao do caso onde os defeitos de cristais
liquidos sdo utilizados para simular o comportamento da trajetoria da luz nas vizinhancgas das
singularidades cosmoldgicas [7]. Consideraremos a aproximacdo da conex@o afim de Hess
para descrever as texturas nematicas numa variedade diferencidvel ndo plana e,
posteriormente, obteremos as constantes elasticas a partir da energia livre escalar, construida
como fung¢do de elementos matematicos presentes na teoria [1].

A determinagcdo do comportamento térmico das constantes elasticas dos
cristais liquidos nematicos [8]-[10] é um problema antigo e a busca por resultados foi tratada
por diversos métodos: experimentais [11]-[15], computacionais [16]-[17] e analiticos [18]-
[23]. Apesar do intenso estudo deste assunto, o entendimento das constantes elasticas ainda
ndo estd completo [24], e somente a dependéncia dos termos iniciais com o pardmetro de
ordem escalar estd estabelecida [25]. Dentre outros temas que permanecem no alvo de
investigacdes, o ancoramento das moléculas desses materiais na superficie da amostra e a
interpretacdo das constantes elasticas ligadas a esse comportamento sdo temas muito
pesquisados [26]-[29], havendo também um interesse em estudar a entropia molecular
rotacional das constantes elasticas [30]-[37].

Entre outros propositos desse trabalho, queremos enfatizar que as
ferramentas da geometria diferencial sdo relevantes e podem ser utilizadas no estudo da
fenomenologia nemadtica, pois quando admitimos que a amostra nematica ndo estd
homogeneamente alinhada, mudando de ponto a ponto, e a transformagdo de conexdo afim
correspondente torna-se dependente da posi¢ao, somos levados a substituir as derivadas
usuais por derivadas covariantes

B! — Dy =87 + T‘iﬁ: v®
modificando a regra de diferenciacdo [38]. Neste caso, a superficie onde os fenomenos fisicos
ocorrem tem uma curvatura intrinseca e ferramentas matematicas adequadas devem ser
utilizadas. Para a obtencdo de uma aproximacdo para as constantes eldsticas nematicas
utilizaremos fundamentos da aproximagdo da conexdo afim, visto que todas as texturas
nematicas aparecem das varia¢des do diretor, associadas com fundamentos da aproximacgao
pseudomolecular [39]-[42].

Por fim, como aplicacdo, compararemos o resultado dessa aproximacao
teorica, que considera as aproximagdes pseudomolecular e de conexdo afim de Hess, com

dados experimentais de alguns compostos: "4-methoxybenzylidene-4'-n-butylaniline”
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(MBBA), "4-n-pentyl-4'-cianobiphenyl" (5CB), "4-n-heptyl-4-cyanobiphenyl" (7CB), "4-
cyano-4'-n-heptyl-cyclohexane-phenyl" (PCH7) e "4-n-heptyl-bicyclohexyl-4'-carbonitrile"
(CCHY).

Os capitulos 2 e 3 sdo destinados a uma rapida exposi¢do dos cristais
liquidos, suas principais propriedades e das texturas nematicas, as quais sdo um dos objetos
desse trabalho. A fimde discutirmos as anisotropias nematicas, correlacionando os parametros
de ordem macroscopico € microscopico, propomos o capitulo 4, onde tratamos desses
conceitos e da relagdo matematica entre eles. Nos capitulos 5 e 6, tratamos das ferramentas da
geometria diferencial e da algebra tensorial e, sempre que possivel, das interpretagdes dos
objetos matematicos. No capitulo 7, apresentamos a aproximagdo tedrica para as constantes
elasticas nemadticas e comparamos os resultados com dados experimentais de alguns

compostos. E, finalmente, no capitulo 8 tecemos os comentarios finais.
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2 CRISTAIS LIQUIDOS

Os trés estados usuais da matéria se diferenciam pela quantidade de ordem
relativa das moléculas, porém, para alguns materiais chamados fluidos complexos, existe uma
mesofase entre a fase soOlida e liquida onde sdo observadas propriedades mecanicas
intermediarias entre liquidos e sélidos. Os cristais liquidos apresentam comportamentos que
seriam esperados nos solidos cristalinos (birrefringéncia, susceptibilidades elétrica e
magnética anisotropicas), mas também possuem propriedades mecanicas dos liquidos como a
fluidez, tomando a forma do recipiente que os contém, e a incapacidade de suportar tensao.

Nos solidos cristalinos convivem as ordens posicional e orientacional,
enquanto nos liquidos estas ordens sdo perdidas. Sendo o estado cristal liquido uma mesofase,
percebemos algumas similaridadesentreesteeosoutrosdoisestados. O cristal liquido perde a
ordem posicional, assim como nos liquidos, porém mantém uma determinada ordem
orientacional, assim como nos sélidos, compartilhando de algumas propriedades dos cristais
(Figura 2.1 (b)).

No estado solido os ordenamentos posicional e orientacional sdo devidos as
forgas atrativas; as moléculas ndo se distribuem aleatoriamente, mas ao contrario, dispoem-se
numa rede perioddica orientadas, em média, ao longo de uma determinada dire¢do, sendo,
deste modo, um estado pouco simétrico (Figura 2-1 (a)). No estado liquido, as moléculas
movimentam-se quase que aleatoriamente, colidindo umas com as outras, formando um
estado quase desordenado e, conseqlientemente, simétrico. O movimento randomico das
moléculas impede que se unam apesar da existéncia de forgas atrativas. Os liquidos sdo
espacialmente homogéneos e rotacional-mente isotropicos. Por isso, suas propriedades sao
ditas invariantes com respeito as translagdes através de qualquer vetor posicao e com respeito

a rotagdes arbitrarias sobre qualquer eixo (Figura 2.1 (¢)).
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{a) o) (c)
Sdlido Cristal Liguido Liguido

temperatura

Figura 2.1 —Tlustragdo das fases solido, cristal liquido e liquido.

Deste modo, estes estados diferenciam-se uns dos outros na forma com que
as moléculas se arranjam para formar configuragdes quando sujeitas a diferentes condigdes
termodinamicas.

A descoberta de sistemas que apresentam ordenamento intermediario a estes
dois estados da matéria, sélido e liquido, ¢ creditada ao botanico Friedrich Reinitzer que em
1888, ao estudar a funcdo do colesterol nas plantas, deparou com substancias que descreveu
possuir dois pontos de fusdo com variagdo na cor e opacidade quando submetidas ao
resfriamento. Entre as substancias pesquisadas por ele estio o acetato e o benzoato de
colesterila. O nome cristal liquido se deve ao fisico alemdo Otto Lehmann que, ap6s receber
amostras de Reinitzer, realizou observagdes em microscopio com luz polarizada por meio da
variacdo da temperatura [43].

A principal propriedade que diferencia os cristais liquidos dos liquidos
usuais ¢ a ordem orientacional das moléculas. Esta ordem orientacional destroi a isotropia dos
liquidos e produz anisotropia, que ¢ determinada, principalmente, pela forma geométrica das
moléculas dos cristais liquidos e se manifesta, quando submetidos a campos externos, nas
propriedades elasticas, elétricas, magnéticas, Opticas e térmicas de um material e nas medidas
de moédulo elastico, constante dielétrica, susceptibilidade magnética ou indice de refracao,
entre outras [43]-[46].

Em termos das propriedades elésticas ou eletromagnéticas, se duas das trés
diregdes num material sdo equivalentes, o material ¢ dito uniaxial. As fases liquidas
cristalinas nematica e esmética A sdo uniaxiais desde que todas as dire¢des perpendiculares ao
diretor sejam equivalentes, mas sejam diferentes da direcdo de orientacdo privilegiada. Se

todas as trés diregoes num material ndo sdo equivalentes, entdo o material ¢ biaxial [43]-[44].
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Nao sdo todos os tipos de moléculas que sdo capazes de formar a fase
liquida cristalina. De maneira geral, pode-se dizer que as propriedades dos liquidos cristalinos
tém sua origem na anisotropia da forma das moléculas que compdem os liquidos.

Ao considerarmos um cristal liquido em altas temperaturas, tratamos de um
sistema isotropi-co, pois as orientagdes de longo alcance dos eixos e dos centros de massa das
moléculas desaparecem. Ao resfriarmos este fluido isotropico, as moléculas podem adquirir
uma tendéncia ao alinhamento chamado ordenamento orientacional, porém seus centros de
massa permanecem distribuidos aleatoriamente através da amostra, permanecendo a auséncia
de ordem posicional. Em resumo, hd a quebra da simetria rotacional, mas ndo da simetria
translacional [43]-[45]. Os cristais liquidos descritos sao chamados nemadticos, compostos
organicos que apresentam esta fase tem moléculas alongadas como um bastdo, apresentam
alguma rigidez na sua regido central e extremidades flexiveis. Uma maneira de imaginar uma
molécula de cristal liquido nematico é pensar num pequeno lapis com um pequeno pedago de
espaguete cozido preso em cada uma de suas extremidades.

Nos cristais liquidos, apesar de as moléculas ndo possuirem uma posi¢ao
fixa, seus eixos longos estdo orientados em média numa direcdo preferencial representada

pelo vetor n, chamado de diretor do cristal liquido (Figura 2.2).

Figura 2.2 —Tlustragdo das moléculas num cristal liquido nematico

Cada molécula estd orientada em algum angulo 4 relativo ao diretor, e seu

grau de alinhamento ¢ definido pelo parametro de ordem escalar S:
1, : o
8= & -::I-'_-b’-:lzss2 6—-1;. (2-1)

Assim como o vetor diretor, o pardmetro de ordem escalar de um cristal

liquido expressa o alinhamento médio das moléculas de um determinado material numa
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determinada fase. Para um determinado material na fase sélida o angulo das moléculas

relativo ao diretor ¢ # =0 ou # =7 fazendo com que, § = 1 indique que todas as moléculas
estdo alinhadas paralelamente. Como na fase liquida as moléculas t€ém uma orientagcdo

8) =1/3 ¢ agsim S = 0 [1], Na fase liquida cristalina

completamente aleatdria obtemos (cos
S pode assumir valores entre 0 e 1 dependendo da temperatura ou concentragao de compostos
quimicos. Deste modo, com a mudanca de temperatura, ou concentracdo de compostos
quimicos, pode haver uma alteragdao neste alinhamento S.

Os compostos cujo parametro de ordem depende unicamente da temperatura
sdo chamados fermotropicos enquanto aqueles cujo parametro de ordem depende da
concentragdo sdo chamados de liotropicos. Os compostos termotropicos sdo formados por
moléculas anisométricas (alongadas ou em formato de disco) organicas e pequenas,
classificadas conforme suas simetrias: os cristais liquidos nematicos (do Grego, filamento), os
nematicos colestéricos (relacionados ao colesterol) e os esméticos.

Nos nematicos os centros de massa das moléculas estdo dispostos de forma
aleatoria, ndo possuem ordem posicional de longo alcance, mas existe certa ordem
orientacional das moléculas (Figura 2-2). As moléculas tendem a ficar paralelas a um eixo
comum representado pelo vetor unitdrio n(r), aparentando uma completa simetria rotacional
em torno de n(r) com uma simetria n onde as direcdes n e -n sdo equivalentes, podendo
possuir formato de bastdo ou de elipsoide.

Nos colestéricos, também chamados de quirais, as moléculas ndo sio
simétricas por reflexdo, os centros de massa ndo apresentam ordem de longo alcance, o que
imprime fluidez a substancia. Localmente, a sua estrutura de equilibrio assemelha-se a fase
nematica, mas em uma maior escala o diretor segue uma conformagao helicoidal através da
amostra, ndo permanecendo fixo no espago como numa fase nemadtica, girando através da
amostra ao redor de um eixo perpendicular ao diretor. Uma revolu¢do completa ¢ chamada

"pitch" ou passo de hélice (Figura 2-3).

J b
1I'n_ir'ljll rL,'l,:_'-., '111'1[ \h{(f ..f;'\ ¥ lx;Jl‘\E‘::”f
- *."'I h~L|| i K 'y i)
,/Ill'lfn. £y I ‘uHr /1
h;l,.llr f!\ II,’IH\"U!"-; ."f\.L :”F\J"
"'”-" 1 /AT . Ll
(W TS IR o L P AR AN
" pitch -

Figura 2.3 — Moléculas num cristal liquido nematico colestérico.
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Ao reduzirmos, ainda mais, a temperatura aparece uma fase liquida
cristalina termotropica conhecida como esmética, sendo assim designada em conseqiiéncia da
palavra grega usada para sabdo, pois substancias que possuem tal fase apresentam
propriedades mecanicas similares ao sabdo pegajoso encontrado no fundo de saboneteiras,
tendo, ele mesmo, uma fase liquida cristalina esmética. Nesta fase, as moléculas tendem a se
orientar numa direcao privilegiada organizando-se em varias camadas, formando planos mais
ou menos espacados com poucas moléculas entre estes, ou seja, 0 movimento das moléculas ¢
mais restrito a este plano apresentando um grau de ordem translacional. Nesse sentido, os
esméticos sdo mais ordenados do que os nematicos. Nos esméticos A, o diretor encontra-se
perpendicular ao plano esmético, enquanto nos esméticos C o angulo muda de plano para
plano caracterizando um trajeto helicoidal [1].

Embora alguns compostos exibam uma unica fase liquida cristalina, existem
alguns que apresentam dois tipos distintos e outros que apresentam um fenomeno conhecido
como reentrancia. Por exemplo, um composto pode apresentar duas fases nemadticas e uma
fase esmética sendo ilustradas abaixo, através da seqiiéncia de transi¢des quando a

temperatura ¢ reduzida:

tsotropico — N — E4 — Ng — cristal

onde N representa a fase nematica usual, £4 afaseesméticac 7 a segunda fase nematica
conhecida como nemadtica reentrante que, ao contrario da regra usual que assegura a
ocorréncia de fases nemadticas em altas temperaturas, apareceu em temperaturas mais baixas
[45].

Diferentes formas de moléculas podem compor as fases de cristais liquidos,
sendo a anisotropia a caracteristica comum a todas elas. O tipo mais comum destas moléculas
¢ alongada lembrando hastes, onde um eixo ¢ muito maior do que os outros dois. Nas fases
nematicas, colestéricas e esméticas, estd presente essa forma molecular que comumente ¢
chamada de prolata, e todo tipo de composto onde esse formato molecular se apresenta na
fase liquida cristalina ¢ conhecido como calamitico. Assim, como ja foi dito, estas moléculas
alongadas apresentam alguma rigidez na sua regido central e extremidades flexiveis.

Outros tipos de molécula sdo as achatadas se assemelhando a discos, onde
um de seus eixos moleculares ¢ muito maior do que os outros dois. Assim como nas
moléculas prolatas, a rigidez na parte central ¢ um quesito essencial para a orientagdo e, em
média, o eixo perpendicular ao plano de cada molécula tende a orientar-se ao longo do diretor.

Compostos que apresentam estas moléculas na fase liquida cristalina sdo conhecidos como



18

discoticos. A fase discotica mais simples ¢ também chamada de nematica por apresentar a
ordem orientacional e nenhuma ordem posicional. Quando a maioria das moléculas com esse
formato passa a se amontoar aleatoriamente em colunas, apresentando além da ordem
orientacional, presente nos cristais liquidos discoticos nematicos, também a ordem posicional,
chamamos essa fase de colunar ou fase discotica esmética [43], [44]. Para um determinado
intervalo de temperatura as fases liquidas cristalinas calamiticas e discoticas se mantém
estaveis e por isso estes sdo cristais liquidos termotrépicos.

Diferentemente dos termotropicos, que podem apresentar a fase liquida
cristalina em compostos puros ou obtidos por misturas de compostos, os liotropicos somente
formam a fase liquida cristalina quando misturados a algum tipo de solvente adequado [44].
Uma molécula de cristal liquido liotropico combina um grupo hidrofobico numa extremidade,
que tende a excluir 4gua, com um grupo hidrofilo na outra, que tende a uma atracao pela dgua.
Estas moléculas anfifili-cas (formada por grupos hidrofébicos e hidréfilos) formam estruturas
ordenadas em solventes polares e nao polares. Deste modo, compostos deste grupo possuem
grupos com cabega polar presa a uma ou mais caudas de longas cadeias hidrocarbdnicas.
Quando estas moléculas sdao dissolvidas num solvente polar, como a 4gua, as extremidades
que excluem agua tendem a se arranjar de forma que as outras extermidades possam entrar em
contato com a agua. Este comportamento estabelece estruturas de formas esféricas,
cilindricas, entre outras, conservando a ordem orientacional e posicional [43]-[44]. A
habilidade do sabdo em dissolver 6leo e sujeira esta relacionada com a estrutura formada
pelas moléculas do sabao quando dissolvidas na dgua, esta estrutura chamada micela ¢ um
agregado de moléculas cujo processo foi descrito acima. Outro exemplo de liotrépico sdo as
moléculas de fosfolipideos encontradas em todos os sistemas bioldgicos, incluindo nossas
membranas celulares, cujas estruturas ordenadas resultantes sdo conhecidas como vesicula.

Nos compostos liotropicos com baixas concentragdes, as moléculas
anfifilicas formam micelas ou vesiculas havendo ordem orientacional e alguma ordem
posicional das moléculas dentro destas estruturas, ndo havendo porém, ordenamento destas
estruturas. J& em altas concentragdes, as micelas ou vesiculas passam a possuir ordem
posicional. Os exemplos de liotropicos sdo a fase hexagonal, que possui um ordenamento de
longas hastes cilindricas de moléculas anfifilicas e a fase lamelar em que, em alguma
concentragdo, uma quantidade uniforme de 4gua separa camadas de cabecgas polares
imediatamente vizinhas, enquanto as caudas hidrocarbonicas estdo desordenadas ou numa

configuracdo semelhante ao dos liquidos num meio ndo polar. A fase lamelar, no caso dos
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fosfolipideos, ¢ de suma importancia bioldgica, pois uma bicamada lipidica ¢ a unidade
estrutural para membranas bioldgicas.

Outro tipo de molécula que forma fase de cristal liquido esta presente nos
polimeros. Os polimeros sao macromoléculas extremamente longas e delgadas, compostas por
seqiiéncias repetidas de mondomeros (micromoléculas). Caracterizam-se por seu tamanho,
estrutura quimica e interagdes intra e inter moleculares. Deste modo, todo polimero ¢ uma
macromolécula. Porém, deve-se ressaltar que nem toda macromolécula ¢ um polimero. A
palavra polimero, criada por Berzelius em 1832 para designar compostos com pesos
moleculares multiplos, vem do grego e significa muitas partes [46]. Uma tigela de espaguete
cozido ¢ uma boa maneira de visualizar a maior parte dos polimeros.

Alguns polimeros possuem propriedades semelhantes as dos cristais
liquidos. A caracteristica desses materiais, que concede essa propriedade, ¢ a ordem
orientacional encontrada em elementos ao longo das cadeias poliméricas. A semelhanca dos
cristais liquidos, existem polimeros com fase de cristal liquido esmético, colestérico e
nematico. Na verdade, como ja foi dito, nem todos os polimeros apresentam fase liquido-

cristalina, porém alguns deles podem apresentar mais do que uma fase (Figura 2-4).

vitreo  esmélico nematico 1solropico
< >
I I I

3°C 46"C  108°C

Figura 2.4 — Diagrama de fase para um polimero com cadeia principal.

Nos polimeros liquido-cristalinos termotropicos, os mondmeros que formam
os polimeros assemelham-se as moléculas que formam cristais liquidos e se dividem em dois
grupos: os nao anfifilicos e os anfifilicos. Os primeiros s3o bastante rigidos, anisotropicos e
altamente polarizaveis em forma de hastes ou discos, enquanto pouco se sabe sobre o segundo
grupo, pois sdao pouco pesquisados [46]. Quanto a disposi¢do dos mondmeros na cadeia
polimérica podemos classifica-los como: polimeros de cadeia principal e polimeros de cadeia
secundaria [46].

Os polimeros de cadeia principal, apresentam segmentos bastante rigidos

conectados por segmentos flexiveis extremidade-a-extremidade, assim como longas
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seqliéncias de clipes unidas por pequenos pedacos de barbantes. As suas longas cadeias
poliméricas movem-se livremente apresentando um aspecto emaranhado (Figura 2.5 (a)), e
quando na fase liquida cristalina seus segmentos rigidos tendem a apontar numa dire¢ao
privilegiada. No segundo grupo, os polimeros de cadeia secundaria sdo compostos de um
unico polimero completamente flexivel o qual tem, ao longo de seu comprimento, segmentos
rigidos pendurados por curtos segmentos flexiveis (Figura 2.5 (b)). Na fase de cristal liquido,
as longas partes flexiveis serpenteiam por toda a substdncia sem nenhuma ordem posicional e
orientacional, mas os segmentos rigidos pendurados exibem ordem orientacional tipica das
moléculas de cristal liquido. Vale ressaltar que na fase de cristal liquido, tanto nos polimeros
de cadeia principal quanto nos polimeros de cadeia secundaria, somente a parte rigida
anisotropica mostra ordem orientacional, enquanto as partes mais flexiveis em ambos os tipos

de cadeia vagam por toda a substancia, mostrando pouca ou nenhuma ordem de qualquer tipo.

AL

Figura 2.5 — Cristais liquidos poliméricos: (a) cadeia principal e (b) cadeia secundaria.

A ligacdo do mondmero a cadeia polimérica se da ao longo do eixo menor

ou ao longo do eixo maior (Figura 2.6).

(a) (b} () [d)

Figura 2.6 — Unidades anisotropicas que formam polimeros. Na linha superior se encontram os
polimeros de cadeia principal e na linha inferior os de cadeia secundaria.
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Em alguns casos, a dire¢ao preferida pelos mondémeros de um polimero na
fase de cristal liquido ndo ¢ constante, mas gira de forma helicoidal, assim como nos cristais
liquidos nemadticos quirais; entdo temos um cristal liquido polimérico nematico quiral. Em
geral, os polimeros apresentam uma ou outra destas fases devido a forma de seus monomeros;
isto ¢, monomeros que se assemelham a moléculas de cristal liquido nematico vao formar fase
nematica.

J& nos polimeros liotropicos, as macromoléculas formam fase de cristal
liquido com ordem orientacional quando dissolvidas em solventes ordinérios, porém existem
duas exigéncias que devem ser cumpridas para que ocorra a fase cristal liquido. A primeira
delas ¢ que as macro-moléculas sejam bastante rigidas; logo, uma possibilidade sao
mondémeros rigidos com fortes ligacdes entre si. A segunda exigéncia € que as
macromoléculas dissolvam-se em solvente, mas a fase liquida cristalina s6 se d4 quando a
concentragdo ¢ tal que as macromoléculas interajam constantemente umas com as outras, isto
¢, devemos ter altas concentragdes. Estas duas e-xigéncias sao dificeis de equacionar, ja que
quanto mais rigida for a molécula menos soluvel serd. Para resolver este problema, as vezes
se torna necessaria a utilizagdo de fortes solventes, tais como o acido sulfurico, mas muitas
moléculas formam a fase de cristal liquido em muitos outros solventes. Diante desse
panorama ¢ interessante citarmos a existéncia de moléculas poliméricas sintéticas, assim
como naturais [43].

Algumas propriedades mecanicas dos polimeros, tais como a solubilidade e
outras, surgem como conseqiiéncia das trés diferentes conformacgdes das cadeias: sem
ramificagoes, com ramificagoes ¢ reticuladas. Os polimeros que apresentam cadeias sem
ramificagdes, admitem conformacdes em zigue-zague e sdo denominados polimeros lineares,
0s que apresentam ramificagdes sdo trivialmente denominados polimeros ramificados,
enquanto os polimeros reticulados exibem cadeias mais complexas com ligagoes cruzadas.
Em geral, os ramos laterais dificultam a aproximag¢ao das cadeias poliméricas, diminuindo as

interagdes moleculares, atuando como plastificantes internos do polimero [46].
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a)

Figura 2.7 — Representa¢do de cadeias macromoleculares: (a) cadeia sem ramificagdes, (b) cadeia
com ramificagdes ¢ (c) cadeia reticulada.

Assim como para todos os cristais liquidos, o pardmetro de ordem para os
polimeros ¢ o mesmo descrito na Eq. (2.1),porém S descreve apenas o ordenamento das partes
rigidas. Vemos, no diagrama abaixo, o comportamento do parametro de ordem que decresce

com o crescimento da temperatura.
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Figura 2.8 — Parametro de ordem orientacional de um polimero que apresenta a fase liquida cristalina.
T. € a temperatura de transi¢do para a fase isotropica e T, € a temperatura de transi¢ao
para a fase vitrea.

Pode-se perceber uma queda nos valores tipicos do pardmetro de ordem dos
cristais liquidos em comparag¢do com o dos polimeros que apresentam fase de cristal liquido.
Isso se da devido a pouca ou nenhuma ordem orientacional ou posicional da parte flexivel dos

polimeros (Figura 2.8 e Figura 2.9).
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Figura 2.9 — Variagdo do pardmetro de ordem de um cristal liquido com a temperatura na fase liquida
cristalina. T, representa a temperatura de transi¢do para a fase liquida.

Na Figura 2.10, a amostra de polimero na fase liquida cristalina nematica
encontra-se entre polarizadores cruzados. O aparecimento de areas escuras ¢ devido a
orientacdo do diretor serparalela ou perpendicular aos eixos dos polarizadores, quando o
diretor faz outro angulo, que ndo estes, com os eixos dos polarizadores, as dreas permanecem

claras.

Figura 2.10 — Polimero na fase de cristal liquido nematico observado em microscopio com luz
polarizada.
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3 ELASTICIDADE

3.1 DEFORMACOES ELASTICAS DOS CRISTAIS LiQUIDOS

Até o momento, tratamos de cristais liquidos ndo deformados, ou seja,
admitiu-se que o diretor aponta na mesma direcdo em toda amostra, porém pode ocorrer
deformagoes no alinhamento das moléculas, fazendo com que o diretor da amostra varie sua
direcdo ponto a ponto. Estas variacdes sao muito pequenas em nivel microscopico, pois a
distancia em que ocorre a deformagdo do diretor ¢ muito maior que a distdncia média de
separacdo entre as moléculas do cristal liquido nematico. Assim, os nematicos podem ser
considerados como meios continuos, cujas deformagdes podem ser detectadas facilmente em
nivel optico.

Distorg¢des no diretor de cristais liquidos nemadticos podem ser geradas por
condi¢cdes externas, tais como aplicagdo de campos elétrico ou magnético, ou pela interagao
com a superficie do recipiente da amostra. Os tipos de deformagdes do "bulk"de um cristal
liquido podem ser classificados através de trés deformacdes basicas: divergéncia, tor¢do e
flexdo,as quais também costumam ser conhecidas como "splay” ,"twist" e"bend",
respectivamente (Figura 3.1). As deformagdes serdo ilustradas por meio de figuras,

representando-as no plano da pagina.

'
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Figura 3.1 — Os trés tipos basicos de deformagio em cristais liquidos.

A deformagao de divergéncia ¢ resultado de um ancoramento planar das
moléculas sobre duas superficies que mantém um determinado angulo entre si, isto €, as

moléculas tendem a permanecer paralelas as duas superficies (Figura 3.2).
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Figura 3.2 — Deformagédo de divergéncia, também chamada "splay ".

Para obtermos a deformagdo de tor¢do, podemos estabelecer um
ancoramento planar entre duas superficies paralelas, deslocando as dire¢cdes de ancoramento

através de um movimento de tor¢do das superficies em algum angulo entre si (Figura 3.3).

=,

Figura 3.3 — Deformacéo de tor¢do também chamada “twist”.

Para deformagdo de flexdo, ¢ estabelecido um ancoramento homeotrépico e
tal como na deformacdo de divergéncia, as moléculas sdo colocadas entre superficies que
formam um determinado angulo entre si, porém neste tipo de deformagdao as moléculas

tendem a permanecer perpendiculares as superficies (Figura 3.4).

Figura 3.4 — Deformagéo de flexdo, também chamada "bend".
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Assim, em esséncia, todo cristal liquido deformado pode ser descrito através
dos trés tipos basicos de deformacao descritos acima. Porém, quando descrevemos a interagao
do "bulk" com a superficie encontram-se deformagdes mais complicadas, sendo necessario
mais do que estas trés deformacdes bdsicas para descrevé-las. A equagdo que descreve a

energia de distor¢ao dos nematicos ¢ dada por:

r P 2 1‘ r i ".2
frrank = ;Ix]-_ (divm)” + Fflgg (n.curin)

| S 2 . .
—§Ii33 (n» curln)” + Kisdiv (ndiwn)

—(Ra2 + K34)div (ndivn + n % curln) (3.1)

A Eq. (3.1) desprovida dos termos em que K3 e (K3, + Ky4) aparecem como
coeficientes foi a expressdo proposta por Frank, em 1958, para a densidade de energia elastica
de um cristal liquido deformado- As constantes elasticas K, Ky, K3, (Koo + Kaog) € Ki3 sdo
comumente conhecidas como constantes elasticas de "splay", "twist", "bend", "saddle-splay"e
"splay-bend", respectivamente- As constantes K;;, Ky, e K33 sdo constantes que contribuem
nas deformagdes de "bulk"enquanto que (K2, + Ka4) € Ki3, apesar de ndo serem tio estudadas
quanto as outras constantes elasticas, sabe-se que suas contribuigdes sdo apenas superficiais

[25].

A proposta deste trabalho ¢ a obtencdo de uma expressdo que fornega

valores aproximados para constantes elasticas nematicas de "bulk".
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4 PARAMETRO DE ORDEM

Sabemos que o material neméatico ¢ aquele cujas moléculas ndo possuem
ordem posicional de longo alcance, apesar de possuirem uma direcdo de orientagdo
privilegiada, isto €, os eixos moleculares a conhecidos como eixo nematico, ou eixo de
simetria, desse tipo de material encontram-se, em média, paralelos a um vetor comum n
chamado de diretor.

Como o objetivo principal deste trabalho é a construgdo da energia elastica
livre de cristais liquidos nematicos, a partir de escalares da teoria de cristais liquidos,
iniciaremos essa tarefa levando em consideracdo a caracteristica anisotropica das moléculas
desse material e uma forma de mensurar as transi¢des isotrdpicas-anisotropicas que € o

parametro de ordem.

4.1 O CONCEITO DE PARAMETRO DE ORDEM

O conceito de pardmetro de ordem e a expansdo da energia livre em termos
dos invariantes dessa grandeza foram introduzidos na Teoria de Landau das transi¢cdes de
fases ~ continuas,  proposta na  década de 30. A  idéia  principal
desseconceitoéqueelepodeserconstruidoapartir de uma propriedade anisotropica do material
de formaqueseanulenafasemaissimétricaendo se anule na fase menos simétricas, descrevendo
as transicdoes de fase de diferentes simetrias. Em alguns sistemas fisicos, o parametro de
ordem associado a uma determinada transicao de fase pode ser definido através de diferentes
propriedades da matéria, porém, em outros, a escolha ¢ menos trivial, podendo resultar em um
escalar, vetor ou ainda num tensor, dependendo da complexidade do sistema. Na transi¢do
liquido-gas o parametro de ordem, que denotaremos daqui para frente por Q, pode ser tomado
como a diferenca de volume da fase gasosa ¢ da liquida ou ainda como a diferenga da
densidade da fase liquida e gasosa, resultando num Q escalar- Em sistemas ferromagnéticos
simples o parametro de ordem ¢ a magnetizagdo, ou seja, Q ¢ um vetor proporcional ao valor
médio (b), onde b é um vetor unitario que dé a dire¢do do momento magnético molecular. Em

casos mais complicados, o problema da definicio de um pardmetro de ordem pode ser
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formulado em termos da teoria de grupo, como foi originalmente proposto por Landau para
transi¢des de fase de segunda-ordem [1], [47] e [48].
No caso do cristal liquido nematico, a escolha do parametro de ordem ¢

menos trivial e varias considera¢des devem ser feitas.

4.1.1 Aproximacgdo Macroscopica

Podemos estabelecer a diferenca de simetria entre liquidos isotrépicos a
altas temperaturas e a fase nematica medindo propriedades macroscépicas. Para expressarmos
essa medida quantitativamente introduzimos um parametro de ordem Q,tal que:

i) @ =0 na fase isotropica, menos ordenada (mais simétrica), e

i1) @ # 0 na fase nematica, mais ordenada (menos simétrica).

A determinagao do parametro de ordem deve ser feita a partir de alguma das
propriedades anisotropicas dos cristais liquidos. Para definir o pardmetro de ordem,

consideramos uma propriedade fisica x que na fase isotrdpica tenha a forma:

Xas = XVas- (4.1)

Para os nematicos, pode ser obtido a partir do indice de refragdo ou da

permissividade dielétrica entre outras propriedades macroscopicas, porém aqui serd obtido da
susceptibilidade diamagnética. Considere a relacdo entre 0 momento magnético M e o campo

magnético H;

M, = x,sHs coma, =2 y = (4.2)

onde X3 ¢ um elemento do tensor susceptibilidade X-
Para uma fase nemaética uniaxial, num sistema de eixos apropriados onde o

eixo z ¢ paralelo ao eixo nematico, X pode ser escrito na forma diagonal:

X=1 0 x, 0 (4.3)
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onde X/ ® XL sdo as susceptibilidades paralela e perpendicular ao eixo de simetria,
respectivamente. O eixo de simetria s3o os eixos moleculares a que encontram-se, em média,
paralelos ao vetor diretor n.

Comparando as Eq. (4.1) e Eq. (4.3), as condigdes exigidas para a obtengao

do pardmetro de ordem sdo satisfeitas pela parte anisotropica da susceptibilidade magnética:

AXag = Xag — §%52xq-.- (4.4)

.

Assim, um tensor pardmetro de ordem € édefinido como:

ﬂ:‘(&‘* Ep—
Qop = - (4.5)
“ i"*."'.:max

onde SXmax & a anisotropia maxima observada numa fase nematica perfeitamente ordenada.
A definicdo dada pela Eq. (4.5) representa a escolha mais simples para um parametro de
ordem que considera as propriedades de simetria das fases cobrindo uma classe mais ampla

do que apenas os cristais liquidos neméticos uniaxiais.

Para definir um pardmetro de ordem Qas que desapareca na fase isotrdpica,

de Gennes [1] extrai o trago de X da seguinte forma:

1. -
Qus =G (x — 5008 x,?..) . (4.6)

resultando num tensor simétrico, real e de traco zero.

Observe que este tensor se anula na fase isotrdpica e ¢ diferente de zero na
fase nematica, realizando assim as condi¢des impostas a um parametro de ordem. A constante
de normalizacdo & pode ser escolhida adequadamente quando o pardmetro de ordem assume
o valor 1 num sistema totalmente orientado.

Ao invés de escolhermos a resposta magnética como ponto de

partidanaobtencdo de Q. poderiamos tomar uma resposta estatica como a polarizac¢io elétrica

ou constante dielétrica. Porém, ao escolher a susceptibilidade magnética, de Gennes levou em

conta o fato de serem bem entendidas a relagdo entre X e as propriedades moleculares [1].
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Em geral, @ ¢ um tensor de ordem dois, simétrico e com cinco elementos
independentes. Deste modo, quando os eixos a € Z sdo escolhidos de forma apropriada, é

possivel diagonalizar a matriz @ sendo os seus autovalores os elementos diagonais:

—3(z+y) 0 0
0 —tz—y) 0 |, (4.7)

L o o0 o)

Q

permitindo que os trés autovalores sejam diferentes quando =7 0ey#0 para o caso

nematico biaxial. Na fase nemadtica uniaxial, temos = = 0 e y = 0, enquanto na fase isotropica

=1y =0. Em um sistema de referéncia arbitrario, &= em termos dos pardmetros x e y é

3 | .

3 1. 1 7y . \ -
Qa_?:?“c rlgng——dﬂg) — 5 MaMmg — (D xm), (nxm)g (4.8)

. — L4
onde 1. m & n X m g3p os autovetores de Q correspondentes aos autovalores ¥ —7 ¥ T ¥l e

—7 (% = ¥ respectivamente [47].

4.1.2 Relacéo entre as Aproximacdo Macroscépica e Microscopica

Na se¢do anterior introduzimos o pardmetro de ordem nemadtico sem
referéncia as propriedades moleculares. Porém, os parametros de ordem sdo freqiientemente
construidos em relagdo a modelos moleculares. Os parametros de ordem que consideram as
propriedades moleculares sdo chamados microscopicos e por definicdo, contém mais
informagdes do que somente a simetria da fase [47].

O parametro de ordem microscopico pode ser construido a partir de simples
modelos moleculares assumindo, por exemplo, que as moléculas sejam hastes rigidas e

axialmente simétricas. Tal suposi¢dao permite especificar a orientagdo molecular por um vetor

unitario v, paralelo ao eixo molecular. Num pardmetro de ordem escalar teriamos (v-¥), que é

unitario por defini¢do, enquanto num pardmetro vetorial teriamos ¥/, que é nulo por nio
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haver polarizagdo macroscopica. Deste modo, consideremos um tensor de segunda ordem

simétrico para descrever o ordenamento nematico macroscopico [47]:

. 1 R
@'.E- = \Ug.v5) — EdQS (4.9}

onde ¥Ya s3o as componentes de v num sistema de referéncia fixo.

Assim como .0 pardmetro de ordem microscopico @ é um tensor
simétrico de trago zero que, com manipulacdes convenientes, identifica as simetrias
isotropicas, nematicas uniaxiais ¢ biaxiais das moléculas. Em particular, trataremos apenas
das fases isotropica e nematica uniaxial.

Na fase isotrdpica, todos os trés autovalores sdo nulos, enquanto na fase
nematica uniaxial, dois dos autovalores sdo iguais. Tomando o eixo z de um sistema fixo de

referéncia como o eixo de ordenamento, o parametro de ordem assume a forma:

- 0 0
QM =5 0 -1 0 . com S = g ;j:_'.,-f = E (4.10)
\o o %)
Em um sistema de referéncia arbitrario:
. 1, (1113
@z =5 | nang — Eﬂﬂg) ) (4.11)

onde ™a sdo as componentes do diretor, # ¢ o angulo entre o eixo molecular e n e S é dado
como na Eq.(2.1), ¥ = 3 (eos? ) — 5 = (P2 (cos 8)), com Pz (cos b)), segundo polindmio de
Legendre. Umarapidainspe¢ao nas Eq.(4.8) eEq.(4.10) revela que tais equagdes sao idénticas
quando ¥ =0exz =38

Uma relagdo entre @ & @ pode ser obtida para o modelo de moléculas
prolatas rigidas, pois a parte anisotropica da susceptibilidade magnética ¢ proporcional a Qas

no modelo de hastes rigidas:

Axag = -15'?)(&@2{3: I-il?.

onde NV ¢ a densidade de particulas ¢ x, é a anisotropia da susceptibilidade magnética

molecular. Como por defini¢do, AXmax = NXasdas Eq. (4.5) e Eq. (4.12) encontramos na

estrutura do modelo de hastes rigidas [47] que:
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Qus = Qo (4.13)

Uma grande quantidade dos nematicos conhecidos ¢ uniaxial sendo

freqlientemente utilizado & como o pardmetro de ordem ao invés de Q¥ [47]. Além disso, =
¢ normalizado de tal modo que & = 1 para a fase perfeitamente ordenada e 5 = 0 para a fase
em desordem completa.

Nesse trabalho, uma relacdo entre os pardmetros de ordem microscopico e

macroscopico sera estabelecida no capitulo 7.
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5 GEOMETRIA DIFERENCIAL

A Geometria Diferencial tem como interesse a teoria de curvas e superficies
que podem variar ponto a ponto, sendo necessario para esse estudo o calculo vetorial e
diferencial para fungdes de véarias variaveis. Como veremos neste € no proximo capitulo, teve
inicio com Gauss a tarefa de descrever e classificar superficies e espacos curvos através de
suas propriedades intrinsecas e ndo através das propriedades dos espagos onde estes se
encontravam. Assim, surgiu a relagdo chamada de curvatura Gaussiana para uma das
propriedades intrinsecas que, apesar de unica, pode ser obtida de diferentes maneiras. Essa
propriedade diferencia algebricamente, por exemplo, as superficies de uma esfera e de um
plano por possuirem curvatura Gaussiana constante positiva e nula, respectivamente [38].
Apresentaremos este ¢ outros elementos geométricos que nos auxiliardo na caracterizagio e
interpretagdao das deformagdes de "bulk"que sdo o grande interesse desse trabalho.

Neste texto, ndo estamos preocupados em apresentar a Geometria
Diferencial de forma didatica ou matematicamente rigorosa. Apresentaremos uma abordagem
rapida, de alguns elementos interessantes a esse trabalho. Por se tratar de um estudo
introdutorio, porém com muitos topicos, faremos de modo andlogo a alguns trabalhos da area

[49], [50] e [51].

5.1 CURVAS NO EspPACO

A equacdo de uma curva no espago na forma paramétrica ¢ dada por:

r=rl(t) (5.1)

onde r ¢ o vetor posigdo no ponto P = (x1,x2,#z) da curva e t € o pardmetro desta curva,

podendo ser escrita na forma de componentes:

o
(=]

r=x (t)ita(t) ]+t k
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Por defini¢io ¥ = r () ¢ de classe €™, possui derivadas de todas as ordens,

excluindo o caso onde r ¢ constante. Se para todo ponto P da curva tivermos que dr/dt = 0

a curva analitica da Eq.(5.1) ¢ dita regular [49].

Ao estudarmos uma curva cujo parametro ¢ £, pode ser util a mudanca do
pardmetro t para um parametro s, onde t é uma fun¢do analitica de £, ¢ = tl5]. Como ti

f1 =t =%, devemos ter que t1=~t(s1), 2 =¢%(s)edt/dsF0em s = 5= s

(X}

Intuitivamente, uma mudanga de parAmetro t = t(s) com dt/ds = 0 preserva o sentido do
percurso de uma curva enquanto que quando &t/ds < 0 esse sentido é invertido. As

exigéncias anteriores garantem a existéncia da funcao inversa

| e queds/dt = 0em# =t =% Uma mudanca de pardmetros é uma fungio

— |".|'.
8 = &5t

estritamente crescente ou decrescente, e portanto bijetora. Essa correspondéncia univoca entre

os valores de ¢ e 5 em seus dominios de defini¢do unido ao fato de podermos escrever que:

dr _ drdt

de  dids

e que dt/ds =0 fazcom que possamos afirmar que se um ponto for regular para o parimetro
t também o sera para o parametro .
Um exemplo de funcdo utilizada na mudanca de parametro ¢ a funcao

comprimento de arco onde o pardmetro comprimento de arco ¢ denotado por =:

' '

, / dw1j3_+ dm2)3 (dm3)3d% -
Qs = 11 - — - — 5 Lol |
\ ( dt ( it dt

5.2 VETOR TANGENTE, VETOR NORMAL E CURVATURA

Seja uma curva no espago, £ € & dois pontos desta curva cujos vetores
posi¢do sdo T (tr) e r (), respectivamente. Suponha que o ponto P esteja fixo sobre a curva

enquanto o ponto & se aproxima de P, quando t se aproxima de 7 sendo denotado, caso

exista o limite, pelo seguinte vetor:
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dr - , P . Tt} —rtp) P
—=r= lim ——— = lim —————. (5.4)
clt t—tpt —ip it—itp t—1tip

O vetor dr/dt é tangente a curva no ponto Pt)=(z1(2),22(t),22(t)) ¢ 4

ponta na dire¢do do crescimento de ¢ (Figura 5.1). A derivada r da Eq. (5.4) foi tomada em

relagdo ao parametro t . Quando o parametro for o comprimento de arco s denotaremos tais

derivadas por r' () ou simplesmente por r'.

Figura 5.1 — Representagao do vetor r = dr/dt tangente a curva no ponto P.

O vetor tangente unitario a curva para o parametro ¢ ¢ dado por:

r
e quando o parametro escolhido ¢ o comprimento de arco £, temos que:
T=r (5.6)

y 2 . 2 C, . . - .
desde que s~ = dr”, Neste caso, o vetor tangente unitario aponta na direcdo do crescimento

do comprimento de arco s.

Como T ¢é um vetor unitario, por definicdo, o vetor T’ ¢ a taxa da variacdo
da direcdo de T em relagdo ao comprimento de arco s. Logo, diferenciando a expressdao
T-T =1 obtemos:

T-T' =0

e concluimos que T’ ¢ perpendicular a T . Portanto
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onde N ¢ chamado de vefor normal principal que conseqlientemente ¢ um vetor unitario e

perpendicular a T. A diregdo de N ¢ escolhida de modo que * seja ndo negativo e a

implicagdo geométrica dessa escolha é que V aponta na dire¢ao do centro da curvatura.
Definiremos, a seguir, um vetor unitirio normal ao vetor T eaovetor ™,

sendo chamado por esse motivo de vetor binormal e denotado por B:

B=T=«=N (5.5)

Da Eq.(5.8),segue que
B’=B-B=(TxN)- (TxN)=(T-T)(N-N)—(T-N)(N-T)=1-0=1 (59a)
eportanto B ¢ um vetor unitario. Deste modo os vetores T, N e B formam nesta ordem um

sistema ortogonal com orientacdo positiva chamado de triedro movel, pois esses vetores

mudam de um ponto para outro ao longo da curva (Figura 5-2).

N

Figura 5.2 — Representacdo do triedro movel num ponto de uma curva.
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5.3 PLANOS DO TRIEDRO MOVEL

Seja T {t) o vetor posi¢do de um ponto arbitrario em um plano. O plano que
contém um ponto P de uma curva no espago cujo vetor posigdo é T (t) e:
i) ¢ paralelo aos vetores N e B denomina-se plano normal, com equacao
dada por:
fr—rp)-T=0 (5.10)

ii) ¢ paralelo aos vetores T e B denomina-se plano retificante, com
equacdo dada por:

(r—rp)-N=10 (5.11)

iii) ¢ paralelo aos vetores T e N denomina-se plano osculador, com
equacdo dada por:

(r—rpl-B=10. (5.12)

5.4 ELEMENTOS DA INTERPRETACAO GEOMETRICA

Apesar de nossa atengdo ter se concentrado somente no comportamento
geométrico do vetor normal principal N, ao definirmos o vetor T’ na Eq. (5.7), o leitor mais

atento deve ter se questionado quanto ao escalar = O vetor T' chama-se vetor curvatura da

curva no ponto P e pela Eq. (5.7) aponta na dire¢do do centro da curvatura da curva, enquanto

e ¢ . r .
o escalar ® = T denominado de curvatura da curva em P, é a velocidade com que as retas
9

tangentes mudam de dire¢do numa curva onde o parametro é s [51]. Para exemplificar, & = 0
numa linha reta. Outro elemento geométrico que surge e estd ligado a & € 2.,0 raio da
curvatura num ponto F, sendo por defini¢io #=1/x. O vetor R =71+ oN determina o

centro €' da curvatura, onde r ¢ o vetor posi¢do de um ponto ¥ da curva ¢ N o vetor

normal principal. O segmento de reta £C = ¢ encontra-se no plano osculador e o circulo no
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plano osculador cujo raio ¢ p ¢ chamado de circulo de curvatura ou circulo osculador [49]
(Figura 5-3).

Para tratarmos de outro importante elemento de interpretacdo geométrica
que descreve uma curva no espaco, devemos definir um vetor a partir do vetor unitario

binormal B. Diferenciando a expressdo B - B =1 obtemos:

B-B' =0 (5.13)

Da equacdo anterior vemos que B’ ¢ perpendicular a B
erepresentaataxadavariagcdo da dire¢do de B em relagdo ao comprimento de arco s. Por

definig¢do, o vetor binormal B ¢ perpendicular ao vetor tangente T e ao vetor normal N,

logo:
T-B=N-B=0. (5.14)
Diferenciando a equagdo T - B =0 obtemos:
T-B+T'-B=0 (5.15)
e da Eq.(5.7):
T-B=-T""B=-sN-B=0 (5.16)

da Eq. (5.13) e Eq. (5.16) concluimos que B’ é perpendicular aos vetores B € T; logo B ¢
paralelo ao vetor BxT. ¢ como os vetores T.N eB formam o triedro movel, é

proporcional ao vetor N. Usando o mesmo procedimento da definigdo do vetor T’

€SCrevemos:

B=—=—-N (5.17)

onde o escalar ™ ¢ a tor¢do da curva em P. A tor¢do € positiva quando o vetor binormal B

realiza um movimento de tor¢do na dire¢do de V para £. em torno do vetor tangente I, ao

longo da curva na dire¢ao de crescimento do comprimento do arco.
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Figura 5.3 — Circulo osculador num ponto P de uma curva.

Geometricamente, 0 modulo da tor¢do |7/ mede a velocidade com que varia
o vetor binormal ou equivalentemente o plano osculador [51] (Figura 5.3).
Expressoes para a curvatura # e para a tor¢do 7, quando o vetor posi¢ao r

¢ funcdo do parametro comprimento de arco s, podem ser obtidas:

x=[2l £ 2l (5.15)
r ] r
1 P " wot i i1
T= e T TH] .I'l Ta ::u,: |E|'-.I.g.
A e

onde '#1:%¥2.%z) s30 as coordenadas de um ponto P da curva e a diferencia¢do é em relagdo a
s. Apesar das expressoes apresentadas acima, facilmente se obtém expressdes para a curvatura
e tor¢do quando o vetor posicao ¢ funcdo de um parametro geral t [49]. As interpretagdes de

K e p ficardo mais clara na se¢do Circulo Osculador.

5.5 FORMULAS DE FRENET

Vamos obter uma expressdo para N’ em termos dos vetores T, W e B que

sdo linearmente independentes:



40

N' = MT+MN+A:B (5.20)

onde 1. Az & Az g0 escalares que serdo determinados. Como N ¢ um vetor unitario diferen-

ciamos a expressdo N+ N =1 eobtemos:
N-N' =0
e da Eq.(5.20):

N-(MTLANLA:B) =0.

como N ¢ unitario e é perpendicular a T e a B devemos ter que 42 =0 e passamos a

€SCrever:

N' = A\, T+)\:B (5.21)

Diferenciando TN =0, obtemos:

T N+T-N'=0

e como T’ = &N obtemos a expressio:

f+T-(MT+2:B)=10

Assim como anteriormente, determinamos A1 = —&-. Além disso,
diferenciando ™W - B = 0 obtemos:

N -B+N-B'=0

! T ~
e como B = —7N reescrevemos a cequagao como:

—r+N'-B=0

substituindo a Eq. (5.21):
-7+ {(MT+A:B)-B=10
o que determina Az = 7- Deste modo,

N'= —sT+7B. (5.

| %]
8]
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As Egs. (5.7), (5.22) e (5.17) juntas formam o que chamamos de formulas

de Frenet-Serret ou simplesmente formulas de Frenet:

! = &N
N' = —xT+7B (h.23)
B = —N

que sdo combinagdes lincares de T, N e B. E das formulas de Frenet é que obtemos
elementos geométricos locais de uma curva, por exemplo, as expressdes para curvatura e
tor¢ao apresentadas na sec¢do anterior. Por isso, comumente se diz que a teoria local das

curvas esta contida essencialmente nas férmulas de Frenet [51].

5.6 CIiRcULO OSCULADOR

Dada uma curva regular, intuitivamente somos levados a pensar que dentre

todas as retas que passam no ponto F a reta tangente a curva nesse ponto ¢ aquela que possui
maior contato com a curva. Ademais, dentre todos os planos que contém a reta tangente a
curva no ponto F o plano osculador parece ter maior contato com a curva [51]. Na verdade o
plano osculador a curva em F ¢ o plano mais proximo a curva, ou seja, ¢ um plano tangente a
curva em F. Para essa demonstragdo, ¢ necessario a utilizacdo do conceito de ordem de
contato entre um plano e uma curva, podendo ser encontrada em [49].

A seguir, definiremos o circulo osculador, que mantém com a curva um
contato de ordem pelo menos 2 [49], e apds esse processo surgirdo as razdes pelas quais
existe o circulo osculador, # é chamado de raio de curvatura, = € a curvatura e até mesmo a
interpretagdo para & torna-se mais evidente.

A equagdo geral de uma esfera com centro ' determinado pelo vetor

posigdo rype raio a ¢ dada por:
(r—ro)” =&’ (5.24)
Sejam P, & e H pontos distintos de uma curva no espago com
(5] #0(r"(s) =T =&N) ¢ com os seguintes vetores posicio = (s0). r(s1) e r(=2)

gy

respectivamente, com £0 < £1 < f2. Suponha que F, € ¢ A estdo sobre a esfera da Eq. (5.24).
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Vamos determinar a equagio da esfera quando os pontos & & f se aproximam do ponto F.

Devido ao proposto, definimos a seguinte fungao:

onde s ¢ o comprimento de arco da curva em questdo. Como F, & & F s3o pontos sobre a

s v N 2 _ 3 - F
esfera temos que (r (5] —r:)" =a” para? =10.1,2 Logo:

oo

J':Su:l=f-:§5‘1]=f{§5‘2]=[:|.

O Teorema de Rolle afirma que existe pelo menos £1 &m (50,51} ¢ %2 em

&) =f (&) =0,

]
[X]

|4

L]
=
I/
o

(5]
—_
|/
o
(%)

Aplicando novamente o Teorema de Rolle a fi=) podemos afirmar que

existe pelo menos &z #m (£1:452) onde:

FlE) =0, £ 2626

b1 =

A medida que @ e A se aproximam de Poo1, 0, 61 S8 g

aproximam de “0: pois %0 =51 = 51 =53 = 52 € &1 = £ = £2- Entdo segue-se que:
j‘- I:,;'.‘D:I = 0= :TI' ':’_"-‘u ] — TD:I‘ = ng__
flisa) = 0= (r(sp)—ry) 2 (5)=0, (5.26)
f'is0) = 0=1r"(s0) v (20)+(risg)—ro) " (s0) =0

P ) . "o . I ]
= (risp) —rg) 1 (59) + (v (55)) =0

da Eq. (5.6) ¥ = T: logo, a equacdo f (o) =0 mostra que ¥ {0} — o esta no plano normal
em F. basta ver a Eq. (5.10), e conseqiientemente podemos escrevé-la como combinagio

linear de N e B:
risp) —rg=MN+ :B. I:_-EI'.ET\:

A equagio [ "(20) =0da Eq. (5.26) mostra termos contendo ¥ & . onde

faremos substitui¢des apropriadas. Substituindo, da Eq. (5.6), r' =T ¢ das equagdes de

Frenet na Eq. (5.23) *" (0} = T' = «N obtemos:
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N . .
(risg)l—rp) &N+ (T)" =10,

lembrando que T ¢ unitério

KN (r(s) —rg)+1=0

e oraio de curvatura é #=1/x

N (r(s0) —xo) +p =0, (5.28)

substituindo a Eq. (5.27) na equagdo acima obtemos:

N-(MN+MB)+p=0,

Al = —p. If_-'_:l.ggxi

Para obtermos #2 basta elevarmos ao quadrado ambos os lados da
Eq.(5.27):

(risq) — rg)? = (AN + MWNBYE

da Eq.(5.26) e lembrando que T, N & B formam o triedro movel, isto ¢ N.B = 0, juntamente

com o resultado obtido para A1 = —# obtemos:
al = 13 + J\%
Az = /el —p? (5.30)

Finalizando os célculos determinamos a equacdo da esfera:

risg)l —rg =N+ B

ro=r(s) + pN++/a’ — o°B. (h.31)

Se @ = £, temos duas esferas com seus centros dados pelo vetor posi¢ao rg
definido pela Eq. (5.31).Se == 2. temos uma esfera com seu centro no plano osculador. A
interseccao desta esfera e do plano osculador resulta num circulo de raio # epor isso
échamado circulo osculador ou circulo de curvatura.Como @ ¢é o raio desse circulo pelo qual
a curva pode ser aproximada naquele ponto, ele ¢ chamado raio de curvatura e *: o reciproco

de g, chama-se curvatura, pois quantificaavariagdodacurvaturaamedida que se percorre
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1
todaacurva pela inspe¢do da variagdo da razdo * ao longo da curva. Devemos relembrar que
para cada ponto da curva temos um Unico circulo osculador de raio #,com g variando de

ponto a ponto.

5.7 EQUACOES NATURAIS DE UMA CURVA ESPACIAL

Duas curvas sdo ditas congruentes se, por um movimento rigido, sdo levadas
a coinciderem ponto a ponto. Mesmo durante o movimento rigido determinadas propriedades
caracteristicas das curvas, tais como curvatura e tor¢do, permanecem inalteradas. Como a
curvatura e a tor¢ao sao fungdes da posi¢ao dos pontos na curva, veja Eq. (5.18) e Eq. (5.19),

podem ser expressas como fungdo do comprimento de arco ?'em relagdo a algum ponto de

referéncia escolhido sobre acurva,ouseja:

=
=]
i

k=8, T

As equagdes acima sao conhecidas como equagdes naturais ou intrinsecas

de uma curva, pois fornecem informacdes referentes a curva a partir de propriedades
intrinsecas desta, ndo importando o espago onde estejam.

Provaremos que duas curvas com as mesmas equagdes intrinsecas sao

congruentes. Sejam as curvas ¥ = Il (e) er=ra(e) que, através de um movimento rigido,

fazemos com que os seus pontos de referéncia coincidam juntamente com os triedros mével

de cada uma delas. Pelas formulas de Frenet

LT -T:+N,-N:+5,-B;)

as

T, -T2+ T - Th+ N - N3+ N N4+ B - B,

+B,; - B
= KNy -Ts+r:M.-T —I_:—H_T|—.-'|B_': - M
4N - I_:—}:ng-I-.'ng': — N -Bs — 71 Na - By
Por hipdtese #1 = %2 & T1 = T2, segue-se que:

T Ty 4+MN; N3+ B; By = constante.
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Em s=0 fizemos com que os triedros méveis de cada uma das curvas

coincidam, ou seja:
T,=T,., N;=N,, B;,=B;

portanto,
T, Ta+Ny-N:+By-B,=3 (5.32)

Como os vetores 1: N & B g3o unitarios e visto que a soma de seus

produtos escalares na Eq. (5.32) ¢ 3 segue-se que para todo s

E
T, =T- Ny =N B, =B,
Da igualdade T: = Tz e da Eq. (5.6) obtemos:
o =
e portanto
1 =r1+c

onde ¢ ¢ um vetor constante de integra¢do. Para determina-lo, usamos a condi¢do inicial

=

r1(0) =r2(0}, que implica que ¢ = 0. Portanto, para todo

ry, =rsa

completando a prova.

5.8 COORDENADAS SUPERFICIAIS

Nessa se¢do, vamos investigar algumas propriedades locais de superficies
introduzindo duas formas quadraticas. A primeira, relacionada com o comprimento de curvas

em uma superficie, angulo entre vetores tangentes e area de regides da superficie. A segunda,
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relacionada com a curvatura das curvas da superficie [51]. Iniciemos através da representagao
paramétrica de uma superficie:
r1 = x1 (u,v), rr = x3 (u,v), xg = xz (u,v), (5.33)

onde * & ¥ s3o parametros. Ao eliminarmos os parametros u € v obtemos uma equagdo da

seguinte forma:

EFa, a,‘g._xg.] = (. |:_.5_3-L~:

Considere apenas as duas primeiras equagdes da Eq.(5.33); para que seja

1 o r . - ’ , . . J .’a].ﬁ'::l - E|'
possivel resolver * € ¥ em termos de #1 & ¥z é necessario que o Jacobiano [ we ) T YV Se

Ty .03

somente "‘T[ U,V }' =0 devemos resolver ® & ¥ em termos de *1 223 ou em termos de

x1 & z3., Para se obter a Eq.(5.34) pelo menos um dos Jacobianos:

gz Gan | Sazn S Ja S
E:-"u ;u | =0 ou ;“‘ 34 =0 ou _l‘l 5 # 0, (5.35)
] En | e s s P

E;: E'L' kA ot b

ou equivalentemente a matriz Jacobiana:
(5.36)

ter posto 2.

Se as trés fungdes *1.¥1 & T2 sjo constantes, entdo representam um ponto
e todas as derivadas parciais da matriz Jacobiana da Eq.(5.36) se anulam e a ordem dessa

matriz € zero.
Por outro lado se as trés fungdes *1:%2 ® L7 estdo relacionadas de forma que
sdo redutiveis a fun¢des de um unico parametro t com t com ¥ =% (u, v| entdo representam

uma curva e os elementos da matriz Jacobiana podem ser reescritos:

Ciy
5
a

o
Qt\_l ]
3 g [
k]
ke
»
]
.‘2"34

ok

Hr Hz
o

Hy A
of

He Hy
I

tal que todo determinante de segunda ordem € zero e neste caso o posto desta matriz ¢ um.
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A partir da discussdo acima, concluimos que a ordem da matriz Jacobiana
da Eq. (5.36) determina o que as Egs. (5.33) representam: uma superficie, uma curva ou um
ponto.

Se =« for constante obtemos na  superficie a curva
w1 =wx1 (e, v), 22 =22 (e, v), s =2z (c.v] ese v também for constante obtemos uma outra
curva que se intercepta com a curva anterior num ponto F da superficie. Nesse caso, 0s
parametros v & v sdo chamados de coordenadas curvilineas da superficie.

Para cada ponto ¥ (z1.22.22) de uma superficie 5 dada pelas Egs. (5.33)
definimos ¥, vetor posic¢do de F:

r=r(u v

€ assim

dr = —du + 7—duv. (5.37)

A derivada parcial dr/du é obtida variando o ponto P ao longo da curva

%, ou seja, as derivadas parciais &r/du e 9r/Jv definem diregdes tangentes a superficie § no

ponto F, ou seja, sdo tangentes as curvas u e v, respectivamente. Deste modo, ExE ¢ um
vetor normal a superficie 5 ¢ o plano tangente é gerado pelos vetores &r/du e or/dv. Em
geral, estes vetores ndo sdo unitirios nem ortogonais, assim o vetor unitario normal a § em
F ¢

l‘qu‘;

I
ey
Ay He

N (5.38)

s
% 55| v, = r,
podendo ser escrito numa notagao simplificada como apresentada apods a segunda igualdade.
Se todos os determinantes de segunda ordem se anularem para algum ponto,
entdo esse ponto serda chamado ponto singular da superficie; caso contrario, serd chamado

ponto regular. Para pontos regulares a matriz Jacobiana da Eq. (5.36) tem posto dois e
concluimos que (r/du) x (9r/dv) #0 ¢ os vetores 9r/du e dr/dv nio sdo nulos e nem
paralelos e, portanto, determinam valores para du e dv podendo alterar 9* de forma a obter

qualquer dire¢do no plano tangente. No caso de curvas no espaco euclidiano o vetor normal a

superficie ¢ dado por:
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Brq & &r Brg | | 8ry &r
dr or | W Fo | { 7o B | | Zo Bu 5 39)
T T | e e 1V o ae (2T ar o |F (3-99)

T Sr

e a condigdo ¥ 3 T . ¢ equivalente a que pelo menos um dos determinantes da Eq.(5.39)
seja distinto de zero.
A primeira forma quadratica de uma superficie aparece quando fazemos o

produto escalar de dois vetores tangentes a uma superficie ¥ num ponto P . No espago

Euclidiano, o quadrado do elemento de arco ds na superficie ¥ = T{% ¥} ¢ chamado de

primeira forma fundamental quadratica da superficie 5 num ponto P epela Eq.(5.37) é dado

por:
R - " R - - " S N\t . o
de =dr” =dr-dr = LE) du” + 2 (-ﬂug) dudy + (-5'1:) dv (5.40}
podendo ser reescrita numa forma simplificada:
ds® = ridug + 2y, - rypdudy + TE;CEL'E
ds® = Edu® 4 2Fdudv + Gdv? (5.41)

onde E., F' e G sdo as quantidades da primeira forma fundamental da superficie. Assim como
dissemos anteriormente, a primeira forma quadratica diz respeito a teoria local das superficies
[51], esté relacionada com o comprimento de curvas em uma superficie, angulo entre vetores
tangentes e area de regides da superficie através de expressdes que envolvem as quantidades
E, F e G [51] e [49]. Podemos perceber pela Eq.(5.41) queseuma curva S passa por um ponto
P em um certo instante entdo a velocidade desta curva neste instante pertence ao plano
tangente de 5 em P [50].

As quantidades E, F e G em geral variam de ponto a ponto e para

construirmos as condi¢des de existéncia para estas devemos perceber que:

Fyu Ty Ty Ty |

ba

[y = Ty = (rgxry)elry Xry) =

E F i
= | = EG — F*
F G
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como *u ¥ ry = 0 vem que EG — F* > 0, enquanto as quantidades E = 0 e F = 0 seguem
imediatamente das defini¢des de E e G. Deste modo, as fungdes £. F € G podem ser

ar . &r _:
0 €

definidas para uma superficie parametrizada qualquer e neste caso a condigdo Fu ™ 3v 7
uma condicdo necessaria e suficiente para que esta superficie seja regular. A primeira forma
fundamental de uma superficie se relaciona com a medida de comprimento de curvas desta
superficie, pois a cada curva parametrizada de S a velocidade desta curva ¢ dada pela
combinagdo dos vetores Tz € Tu- Por exemplo, no espago euclidiano para a obtengdo do
comprimento de curvas basta integramos o elemento dearco ds dado pela Eq. (5.41) onde as
quantidades E. F € G estdo envolvidas. O estudo da curvatura de tais curvas nos conduz a
chamada segunda forma quadratica desta superficie.

Na teoria de curvas as formulas de Frenet sdo dadas por T, N' e B' que sdo
combinagdes lineares de T, N e B.. Na teoria de superficies escreveremos os vetores:

Y, Puv: Pyw, N, Ny

como combinacio linear de T=-Tv & N._ Assim, como ja foi dito anteriormente, T« € Tv nao
sdo vetores unitarios ortogonais, mas para uma superficie apropriada os vetores Tx:Tv € N sio

linearmente independentes. Os vetores Vu € Ny sdo perpendiculares a N, portanto

F'N:L:N'NLZG

determinando as combinagdes lineares da seguinte forma:

Ty = @1Ty + azry — LN, (5.42)
Fuw = biry + bary + MN, (5.43)
ryy = ory tory + NN (5.44)
N, = diry+dry, (5.45)
Ny = e1ry+ vy, (5.46)

Como sabemos que o vetor normal N ¢é perpendicular aos vetores Tu & ¥v
torna-se imediata a determina¢do dos coeficientes L. M e N se tomarmos os produtos
escalares de N com as Eq. (5.42), Eq. (5.43) eEq. (5.44) sucessivamente, essas equagdes sao
conhecidas por Formulas de Gauss. Essas quantidades queiremosdeterminarsdao comumente

conhecidas como quantidades da segunda forma fundamental, assim:
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N rgy = aN'ryt+taxN -1y +LIN-IN=L (5.47)
N B ETEE = b_N Ty + bgr\_ *Ty T ;WN - N :41}‘{ |I'E|‘-LS.\:
Nryy, = aNry+ooN-ry+ NN - N=N i_.Es,_LQ”;

Diferenciando em relagdo a « e v as seguintes expressoes:
MN:r, =0, MN:er, =10

obtemos:
Ny re +N- 1y = 0,
Ny ro+N-ryy = 0,
Ny ro+Nryy, = 0 &
Nyry+N-ry, = 0

que a partir das Eq. (5.47), Eq.(5.48) eEq. (5.49) resulta em:

MNy-ry, = —1L
Ny'ry = —M
Ny ry = —M
Ny-ry = —N. {5.50)

Apb6s algumas operagdes para a determinagdo dos coeficientes

a1, b1, c1, a2, b2, ¢2 em termos de E, F, G e suas primeiras derivadas parciais em relagdo a

@ e a v obtemos

_ GE,-F(F,-E,) _ E(2F,-E,) - FE,
“a= 9 A2 T 94
GE., — FG  EG, - FE, o
-&'[ = f Dzzi’:zT |._-E|'.GI-|.|
_ G(?F,-G,)-FG, _EG,—F(2F, - G,)
O 9A? = 942 '

A Eq. (5.37) escrita numa forma compacta produz o seguinte produto

escalar:

dr-dN = (rydu+rydu)- (Nydu+ Nydv) =

] . = ) 2 FEOEDY
= Yoy * N:Lﬂlud - ':ru - .['\1__ T Fy " Nu‘l ﬂl'ln'.ﬂl'lr T Xy " N.;_:GL'-L'E |._'E".\J?|

e substituindo as relagdes da Eq. (5.50) obtemos a segunda forma quadratica:
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—dr-dN=Ldu? + 2Mdudv + Ndv* (5.53)

sendo definida a partir de um vetor tangente a superficie S no ponto F. Logo, a segunda
forma quadratica diz respeito a teoria local das superficies, estando relacionada com a
curvatura das curvas da superficie [51].

Considere uma curva numa superficie 5, para todo vetor ndo-nulo tangente

a S, a curvatura normal segundo esse vetor ¢:

NN = —r N
dr dN
Ldu? + 2M dudyv + Ndv?

NN =
" Edu? + 2Fdudv + Gdv?

onde N* éovetornormalprincipal a curva. Veja que a expressdo acima ¢ a razdo entre a

segunda e a primeira forma fundamental e depende somente do ponto (%.v) e da direcdo

du/dv [49]. Assim, a curvatura normal ¢ a mesma segundo vetores de uma mesma reta do
plano tangente, o que nos permite falar na curvatura normal segundo uma reta, ou dire¢do, do
plano tangente [50].

A expressdo obtida acima para a curvatura normal pode ser reescrita como:

1 _ Ldu® + 2Mdudv + Nev?
R Edu® + 2Fdudv ~ Gduv?

onde ¥ = =5 = =P»- Fazendo A = du/dv = du = Adv temos:

1 LA 4+2MA+N o
g = o= = (5.54)

R EM+2FA+G’

Podemos interpretar a segunda forma fundamental como uma distancia. Ao
tomarmos um plano tangente a superficie num ponto P., localizado pelo vetor posi¢do r [z, ]
e relacionarmos a distdncia de um ponto & vizinho a F, localizado pelo vetor posi¢ao
riu+Aw,v+A0). com o elemento de comprimento de arco ds, obtemos a distadncia & do
ponto & ao plano tangente a superficie num ponto F. pela projecao:

§=Ar-N, (5.55)
onde N ¢ o vetor unitario normal a superficie. Ao compararmos a expressao acima com o

termo rdN da equacdo da segunda forma fundamental de uma superficie, dada pela Eq.

(5.53), podemos interpretar que a segunda forma fundamental é um tipo de distancia. Da
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expansdo de Ar numa série de Taylor, considerando uma aproximagdo para 6 apenas de

segunda ordem obtemos, com a ajuda da Eq. (5.55):

2= - {Tutli?a&! + rypAudu + r‘i-“i-:i"‘:’lz;l ;

O vetor normal N ¢ perpendicular aos vetores r« & r+ pois as derivadas
parciais Jr/du e dr/dv definem diregdes tangentes a superficie 5. Das Eq. (5.52) e Eq. (5.53)
obtemos
26=Ldu’ + 2Mdudv + Ndv’
0 que nos leva ao resultado que a segunda forma fundamental da superficie realmente ¢ um

tipo de distancia assim como haviamos proposto. A curvatura normal de uma superficie &

obtida ao calcularmos a razdo entre 28 e o quadrado do comprimento de arco ¢ onde o € a

distancia do ponto & vizinho a P, ao plano tangente a superficie num ponto P:

26 Ldu® + 2Mdudv + Nduv?
Ky = m——

G " = )
ds*  Fdu® + 2Fdudv + Gdv*

o que coincide com a Eq. (5.54) .

Assim, como j& dito anteriormente, as primeiras e segundas quantidades
estdo fixas num ponto dado ¢ R é uma fung¢do somente de A, ou seja, da diregdo du/dv.. Deste
modo, procurando onde a diferencial da expressdo obtida para 1/R em relagdo a A se anula,
queremos calcular os valores de A para os quais obtemos as dire¢des que 1/f é maximo ou

minimo, ou seja, da Eq. (5.54):
d {1
51

M(FL—EM)+AGL—-EN)+(GM —FN)=0 (5.56)

As duas solugdes A1 & A2 da Eq. (5.56) sdo chamadas de diregdes principais
no ponto dado. As solugdes para fi associadas a essas dire¢des principais A1 & A2 sdo
determinadas por

R*(LN-M*)+R(2FM - EN - LG)+EG-F*=10 (5.57)

determinando solugdes f1 e A2 associadas as diregdes principais A1 & A2 e s3o denominados
de raios principais da curvatura de uma superficie num ponto dado.

Na expressdo da soma dos inversos das raizes F1 & Hz, obtidas na Eq.(5.57),
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_ EN—3FM+GL

R, &2 E — F? (5.68)

aquantidade H ¢é conhecida como curvatura média da superficie, enquanto o produto dos

inversos das raizes i1 & A2 gera uma quantidade:

1 1 LN-M?
R, FR» EG-F?

K=

K conhecida como curvatura Gaussiana da superficie.
No préximo capitulo, iremos obter a curvatura Gaussiana através da métrica

do espago.
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6 ANALISE TENSORIAL

A andlise tensorial surge para satisfazer a necessidade de que leis fisicas
sejam validas independentemente do sistema coordenado utilizado, isto €, as equagdes fisicas
devem ser invariantes sob transformagdes de coordenadas, estando presente na teoria geral da
relatividade, na hidrodinamica, na teoria do eletromagnetismo, na mecanica e, no caso desse
trabalho, na geometria diferencial e na elasticidade. Neste trabalho, também a utilizaremos
como ferramenta para o calculo das constantes elédsticas de cristais liquidos nematicos por
meio da aproximagdo de conexao afim de Hess. O estudo que aqui apresentaremos ¢ muito

semelhante ao encontrado em [38], [52] e [53].

6.1 UM POUCO DE HISTORIA

Com o objetivo de descrever e classificar espacos curvos, em 1827 Gauss
estabeleceu a diferenca entre as propriedades intrinsecas de uma superficie de suas
propriedades extrinsecas, isto ¢, aquelas fixas num espago dimensional superior. A
propriedade intrinseca essencial de toda superficie ¢ a funcdo métrica & (=, X}, fornecendo a
distancia entre dois pontos = & X através do caminho mais curto entre eles na superficie. Um
cone ou um cilindro possuem as mesmas propriedades intrinsecas locais que um plano, desde
que este possa se transformar num cilindro ou num cone sem que haja uma extensdo ou
ruptura, ou seja, nao havendo mudanga nas relagdes métricas. Por outro lado, intuitivamente,
sabemos que uma esfera ndo pode ser planificada sem distor¢des, portanto suas propriedades
intrinsecas ndo sao as mesmas de um plano, e relagdes apropriadas devem ser utilizadas para
medir o raio e a curvatura de uma superficie esférica sendo determinadas de suas propriedades
intrinsecas locais.

A obtencdo de relagdes métricas intrinsecas da superficie para vizinhangas
infinitesimais surgiu quando Gauss, através das coordenadas cartesianas de um plano tangente
a superficie em cada ponto, estabeleceu um sistema de coordenadas localmente euclidiano em
todo ponto de uma superficie curva regular ordinaria, ou seja, supds que em toda regido do

espaco, suficientemente pequena, seria possivel encontrar um sistema de coordenadas
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localmente euclidiano (%1:52) tal que a distAncia entre dois pontos com coordenadas
(& A e ¥ o Te . . “ 7
(£1:82) & (&7 =45y, &3 +d55) satisfaria o Teorema de Pitagoras:

ds® = ded + ded (6.1)

Se uma superficie ¢ ndo euclidiana, ndo ¢ possivel percorrer toda parte finita

da superficie com um sistema euclidiano '=1:52/ que satisfaca o Teorema de Pitigoras, entdo

¢ necessario que se suponha outro sistema coordenado '1.%2) que possa percorrer todo o
espaco. Para estabelecermos a forma que esse novo sistema de coordenadas assume na teoria

de Gauss, basta calcularmos a distancia ds entre dois pontos muito préximos P e P+dF de

coordenadas [*1.%2) ¢ (z1 + dx1, 22 + dxa):

2 i N T i N Tl ) 7 i %
1 + 2g12 (1, %2) dxydxg + gag (x1, 22) dxg = gyjdw;da; (6.2)

i
o

ds* = gy (xy, ) da

com

onde i sdo coeficientes que dependem da base considerada.
Na proxima se¢do veremos que reciprocamente, para todo espago com

distdncia ds entre dois pontos muito proéximos que satisfagam a relagdo métrica acima,

podemos escolher coordenadas localmente euclidianas %1:£2 de modo que em cada ponto

. 2 . . . .
1 —d43 enunciado acima e, assim, o comprimento de

valha o Teorema de Pitagoras ds® =dg
qualquer caminho possa ser determinado integrando ds ao longo desse caminho.

A forma de ds* apresentada acima é conhecida como métrica de um espago,
pois as fungdes métricas &ij determinam todas as propriedades intrinsecas de um espaco
métrico, dependendo da escolha da malha coordenada [38].

Ao escolhermos um determinado sistema de coordenadas para descrever

uma superficie encontramos as fun¢des métricas %ij associadas a este sistema. Por outro lado,
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se tomarmos uma mudanga de coordenadas desse sistema (#1:#2} para outro sistema 'T1- %z

P
obtemos novas fun¢des métricas 9:; onde:

o (2 8¢5\
g = (8’_59“]) -+ (5_1“])
96, 9=1 | 9%, =z : (O, Oxy  BE, O :
(5’591 9z} " dax 5”*3,) N l: dz) Ox) " Bxa dx} J

®

85, By \® 8L, By 85, Bxa [ BE, B\’
B (am e ) dz1 Bz} Oy B, ( a2 ax*])
(3-5: da )3_0&52 01 8y By | ('5"53 daz )’

Oz, Oz "By Oz Oz, Oz Ais 31:")

= [(Em) ., (2
= |\ "\ Em,

+(351+352“ -’»5@:)3
Dz2 | Bxa ) Bz,

(33:1 1)2+2 Bz Sxg -’5&;)3
I\ BT N2 B, I\ B

(am J (351 5, 8&, ayﬁ) Sz, Bzs
+ 2 - o — — 1l ]
5'9:’1 F 5'.1:-_ 45‘552 5'9:1 3.1'3? 5’5-:] 5'.1"[

=
b

] 'E:I"E_ N -’a:;'! :
922 = (a—J N E)

3 (5‘5;'-_31'-_ LTS 5'392)3 (352 Oz 8L, 8z
B By | Bay B, Bz, b | Oz 5':::'3)

/By Sy Bz B2\

= Qll(i) + 2g12 ] aJ2+§22( a)

Oz, | dal, da) Ity

5,

; 5'{'_\ (8¢ '35"-2 ’Eﬂfzx
d = (50) (a) * (o) (52)

\ ! A

_ By dax L Ay Sxa n a1 g N Han O
Bl Bty T 952 Bl 9B B P04 B

- (6.4)

&
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onde 911- 912 € 922 ¢ dependem de 911: 812 € d22) pois foram obtidos utilizando as relagdes
da Eq. (6.3). Logo, 9i depende do sistema coordenado particular escolhido para descrever o
espago.

Para obter as propriedades intrinsecas de um espago em fungdo dos
coeficientes métricos, Gauss construiu uma expressao que depende somente das propriedades
intrinsecas do espaco e ndo do sistema particular de coordenadas que o descreve. Esta relacao,
providencialmente conhecida por curvatura Gaussiana, € Gnica e foi construida de i e de

suas derivadas primeiras:

. 1 5912 g1 Hgoa]
Klz,m) = =— |2—2— - === _ 22
Lz, o2 2 [ 5M],55$ﬂ ,-511-3 .E';gi ]
_ 22 rE‘]5'11 391* Jgaa _ (5‘911\ :
4g° L o Haq X 5':::3)
it (5911) ( ) (5911) (3922)
dg7 dx dxa | Az ) \ 9=,
dgiz  dgn° ( dgi2  9gm ]
912 _ g2di2 T2
- ( 921 B ) By Ba J
_gu (392:) "2 9g12 5‘911) B ( 8g22\ (6.5)
4g° Hag Sy Sag . dan '
onde 9 é o determinante 9 (#1.2) = 911922 — 912 A curvatura Gaussiana & pode vir a ser

negativa e um exemplo disso ¢ quando tomamos uma superficie do tipo sela ordinéria que se
curva negativamente.
Para exemplificar a métrica de um espago e a curvatura Gaussiana, tomemos

uma esfera de raio a cujas coordenadas polares esféricas ¢ & ¥ conduzem pelas Eq. (6.3) e

Eq. (6.5) a métrica:

g88 = az, gsp =0, Gow = a’sen’d (6.6)

e a curvatura Gaussiana,
1 I
ol

da superficie de uma esfera, que ¢ um espaco de curvatura constante positiva. Enquanto uma
superficie plana descrita por coordenadas polares = & # apresenta as fungdes métricas:
grr = 1, grg =0, oo = e (6.8)

e pela Eq. (6.5) o plano possui a curvatura Gaussiana:
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K=10 (6.9)
ou seja, o plano possui curvatura nula. O fator que confere a superficie esférica propriedades
. ; . , 2 _ . .
intrinsecas diferentes de um plano é sen"6 em 9+ da superficie definida na Eq. (6.6).

Assim como vimos anteriormente, ao escolhermos um determinado sistema

de coordenadas para descrever uma superficie plana, encontramos as fun¢des métricas #ii

associadas a este sistema porém, se tomarmos uma mudanca de coordenadas desse sistema

¥
para outro, obtemos as fungdes métricas %ii em fungdo de %ii, ou seja, a superficie plana

definida pelas fun¢des métricas na Eq. (6.8) ndo parece um espaco euclidiano, mas ao

tomarmos a transformagdo para coordenadas cartesianas tomando & =7cesf,y =7z
obtemos uma outra métrica em fun¢do da métrica anterior.
Descrever as propriedades intrinsecas de espagos curvos com dimensdes

superiores a dois equivale a exprimir tais propriedades nao mais por uma uUnica fungdo

curvatura K. Em k dimensdes, obtemos #(k+1)/2 fun¢des métricas % independentes e a
liberdade de escolha para as & coordenadas nos permite impor & relagdes funcionais
arbitrarias em &ij, resultando em C funcdes que expressam as propriedades intrinsecas do

espaco, onde:

_f:l:_§:+'_:| 1_.{.‘-:?&:—]]

C k=
2 2

Para k=2 obtemos € = 1, assim como foi obtido por Gauss. Foi Riemami
que resolveu as situagdes quando a geometria ocorria para k& = 2eC =1 compondo o que
hoje conhecemos como Geometria Riemaniana. Outros estudiosos trabalharam nas idéias de
Riemann; Christoffel, Ricci, Tullio Levi-Civitta, Beltrami, entre outros, e seus trabalhos
podem ser reconhecidos ao estudarmos analise tensorial e a curvatura [38].

Anteriormente vimos que Gauss assumiu que em todo ponto de uma
superficie curva podemos estabelecer um sistema coordenado localmente cartesiano cujas

distancias satisfazem o Teorema de Pitdgoras. Em particular, a suposi¢do de Gauss implica

que as propriedades intrinsecas de uma superficie curva podem ser descritas em termos de

. -0k Oy e - -0 o .
derivadas 257/9z" da funcdo & (= que define a transformagdo = — £ de algum sistema
geral de coordenadas =", que percorre toda a superficie, para o sistema de coordenads
-

localmente cartesiano £° .Por isso, definiremos a conexdo afim ' que, apesar de ndo ser

um tensor como veremos, juntamente com o tensor métrico F=v fornece para um ponto dado

X no sistema de coordenadas arbitrarias =+ informagdes suficientes para determinar as
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. & o0 « . - .
coordenadas localmente cartesianas % *! para uma vizinhanga de ¥. Geometricamente, a

importancia das derivadas 95%/9x* sio as quantidades 9xv definidas na Eq.(6.3).
Considere um espaco euclidiano #-dimensional, a distdncia entre dois

pontos quaisquer com coordenadas cartesianas definida na Eq.(6.2) passa a ser:

CEFE = GE:E? + Es—-’r% + EE-T?T + SR 9’{_{thde' |IE]-[|":

onde % = -, Deste modo, a menor distdncia possivel entre dois pontos quaisquer desse
espaco ¢ dada pela equacio:

12
a‘xy,

7T
as-

=0 (6.11)
Seguindo a suposicao de Gauss, suponha que em qualquer ponto possamos

escolher um sistema coordenado localmente euclidiano = e as coordenadas *# sdo funcdes

das coordenadas £=: deste modo a Eq.(6.11) torna-se:

Bz, digdf, Oz, diE

dE, 055 ds ds dt, ds?

C]

multiplicando por 95 /9=u ¢ usando a regra do produto

'S-I',u 5-.‘;,\ 5
€, 0z, @

obtemos:

oy e . R
(96, &, dfsdf, N 9%, Bz, 6.\ _ 0
Oz, 0,055 ds ds Oz, 95, ds®
7y dt-f ﬂlt_-:a dzf_{a i I b
1 ey ) = 0 (6.12)
“ds ds  ds?

onde Tkv & a conexdo afim,definida por

"\ SE"\ & Ty

Y ="y T E (6.13)
8= Bz, B B¢

e o tensor métrico ¢ definido por:
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G = T}a,ﬂﬁg 16.14)

oo, . . .
onde de forma geral, &~ é um sistema coordenado localmente inercial, mas no nosso trabalho

, o . .
é¢um £ sistema localmente cartesiano e

I( +1 a=5=123
l 0 o= 3

¢ a métrica num sistema coordenado inercial com elementos diagonais +1, +1, +1, -1. Nessa

=

o

~ ;o q- . . . 1 2

notagdo os indices a, B, v, € assim por diante, sempre variam sobre 1, 2, 3, 0, com =,z x
componentes cartesianas do vetor posi¢io x e =" o tempo t. Apesar de que em nosso trabalho
a, B, v variam somente sobre 1, 2 ¢ 3 edeste modo "=2 possui somente as coordenadas

cartesianas do vetor posi¢do, coincidindo com a matriz identidade, manteremos a5 em todas

as dedugdes por uma questdo de generalidade.

A
6.2 RELACAO ENTRE Juv © Ly

Para estabelecer a relacdo entre o tensor métrico € a conexdao afim,

determinando T kv das derivadas de Suv, partimos da diferenciagao da formula para o tensor

métrico 9u~ dada pela Eq.(6.14) em relagdo a «*:

3 55;:& 5,‘!_-3],
Juwr = Pk D 18
(6.16)
3 NS
922 T Dar \ Ok Oz 108
(6.17)
g, e o8 o) - 2 -3
agp{h = a\{ af. ?-?n,':' L a‘}. S\H 'T:I.:g:.i_ 'IE]'S‘:
St Sxtrdzt Sxv "7 dpH dxidxt
Para estabelecer uma relagdo entre e © Tl & necessario construir

~ . .. " . ~ r."'. ~ ., ~
equacgdes diferenciais para £~ que sejam fungdo de 1. e que serdo substituidas na equagao

acima. Deste modo, multiplicando a Eq.(6.13) que define Tiv por 94 7 )8
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R -
RS ey s A (6.19)
e utilizando a regra do produto
9% Bt 4 o
o e (6.20)

. -0 F .. -
obtemos as coordenadas localmente cartesianas = '#! para uma vizinhanga do ponto X de
coordenadas arbitrarias ="

5'35;-'& ) E{ﬂ
SxHdzv Fe Bz

Substituindo a Eq.(6.21) na Eq.(6.18) obtemos:

g g L™ oL ace o oL

Spd T T ARG @?Jﬂf L Erkymnaf
e utilizando novamente a defini¢do do tensor métrico dada pela Eq.(6.14) encontramos

—= =T

Ozt audor T TG (6.22}

Para finalizar a busca pela relagdo para conexdo afim e o tensor métrico, ¢
necessario fazer a seguinte manobra: adicionar a Eq.(6.22) com a propria Eq.(6.22), cujo
indice p foi trocado pelo indice A, subtraindo novamente a mesma equacao trocando o indice

K
Tiv ® 9 30 simétricos em relacdo a permuta dos indices

v pelo indice A e relembrando que
pev:

’E:'Q.:c.': BQ.'\.U ’SIQ.'.: A\ : = . ) )
3;.\ T O S.m'p = T,‘tu.'?w + Dypgnp + F;AQH.'»' + wa?ﬁ A 1"3“9.;;‘ - T:-.‘\Efr:p:

= T,:;ngv e T: yFee

= 5 gm0 (6.23)
Para finalizarmos a obten¢do da relagdo, definimos a matriz 87 como a

inversa de gv= de forma que:
9" gy = 0. (6.24)

Multiplicando a equagdo acima por &~ e utilizando a relagdo anterior

obtemos a relacdo procurada:
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W

T (aﬁi‘m: i SE:‘MI-' _ 39.‘.&."-
N St D 3::';"')

= Mi.gmg”

%,

1 g | Fgaw  Fgun
T R LeE i [ =%
T‘M‘ - ?g { dxt T Sk Dt (6.2}
Notemos que a Eq. (6.14) assegura que o tensor métrico tem um inverso
dada por
. . g OxY Az
VT — TV — ol { &
o =4 = E}ﬂﬁ (6.26)
e através da regra do produto
oz¥ 957 5
BE Qg
encontramos
: ;8zY 827 BT AeF
giﬂ'g'{v [z v] a

BE™ 58 110 Bk B

827 A7
'aj:u My S

=

_ ol ISI.“CJ 45“;“
=
B 9e°

.::"lz;'E Dx®
= 4.7

K

como solicitado na Eq. (6.24). Ocasionalmente, o lado direito da Eq. (6.25) ¢ denominado

simbolo de Christoffel [52] e denotado por
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6.3 VETORES E TENSORES

Para se estabelecer equagdes fisicas que sejam invariantes sob
transformagdes de coordenada, deve-se saber o comportamento das quantidades descritas
pelas equagdes sob tais transformagdes. Para as quantidades definidas diretamente em termos
das coordenadas diferenciais as propriedades da transforma¢do podem ser determinadas por
calculos diretos, enquanto para outras quantidades por exemplo, campos eletromagnéticos, as

propriedades da transformacdo sdo parcialmente uma questdo de definicao.

oo oof

duas diferentes bases e

, respectivamente. Suponha que existam N relagdes

independentes entre as coordenadas dos sistemas:
2 =" 2. ) k=12, . N (6.28)

que transformam as coordenadas do ponto P na base & nas coordenadas do ponto P na base

5" onde se supde que as fungdes sejam univocas, continuas e de derivadas continuas. Entao,

. . IV i
reciprocamente, a cada conjunto de coordenadas '* :* ----:* | de uma base correspondera
;o . Fo1 .2 Ny
um Unico conjunto de coordenadas ‘¥ :*":-- -, | de uma outra base sendo dado por:
= =2 2", ., Ny k=12 .1 N (6.20)

As relagdes dadas pela Eq. (6.28) e pela Eq. (6.29) definem uma
transformagdo de coordenadas de uma base para outra. A mais simples das regras de
transformagao ¢ a dos escalares que ndo mudam sobre transformagdes de coordenadas, isto &,
um escalar ¢ um invariante chamado de tensor de ordem zero [52].

Usaremos a conveng¢do da soma sempre que um indice, inferior ou superior,

estiver repetido num dado termo e somaremos sobre esse indice.

Se N quantidades V'.V?.....V"Y num sistema de coordenadas
() z2 Ny - . N ) Vo2 N .
&, &, ..., ) estdo ligadas a ‘v outras quantidades VoY i-- - num outro sistema de
PO N i 5 .
coordenadas |* % ".---.% " ] através da transformacdo de coordenada =* — =™ representada
pelas equacgdes:
Vi = E’I_'i.-f (6.30)

v
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entdo essas quantidades sdo chamadas de componentes de um vefor contravariante V'* ou

tensor contravariante de primeira ordem e a diferenciacdo parcial dada por

oz’ .
da'® = Z5_ gt (6.31)

Dt

fornece as coordenadas de um vetor contravariante. Analogamente, a transformacdo de um

vetor covariante Uk, ou tensor covariante de primeira ordem sobre uma transformagao

coordenada =* — =™ ¢ dada por:
Ox"
=T, (6.32)
UL = 50 (6.32)
e a diferenciacdo parcial ¢ dada por:
, _ Ox" ‘
do! = L g, (6.33)

- —— 4
I 559-'# v

Na verdade, um mesmo vetor pode possuir dois tipos diferentes de
componentes; as covariantes e as contravariantes. Ao identificarmos um vetor por suas
projegdes ortogonais e paralelas nos eixos de um sistema em bases ndo ortogonais estes dois
tipos de projecdes nao coincidem, como ocorre nas bases ortogonais, fazendo com que para
um dado vetor tenhamos componentes covariantes € contravariantes [53], assim como vemos

na Figura 6.1.

f'; 0 x! j".1

1 [l -3 - 1 ~ . .
Figura 6.1 — Os pares ordenados = -] « (z:.#1} s30 as componentes contravariante e covariante do

vetor ©F sendo obtidas pela projegdo paralela e ortogonal do ponto P, respectivamente
[53].

Posteriormente, veremos que existe uma forma de relacionar as

componentes covariantes e contravariantes.
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De forma geral, um tensor pode ser covariante, contravariante ou misto.
Deste modo, um escalar ou invariante ¢ um tensor de ordem 0 enquanto um vetor ¢ um tensor
de ordem l.Para um tensor de ordem 2 ser covariante suas coordenadas devem se transformar
como o produto de dois vetores ambos covariantes, ou seja:

, _ dz® oz

wu D't Gelv i
enquanto para um tensor de ordem 2 ser contravariante suas coordenadas devem se

transformar como o produto de dois vetores contravariantes:

FLL e H
_ Dzt Do -

T =
dat dpd

Como exemplo classico apresentamos o tensor delta de Kronecker %,

tensor misto de segunda ordem, assim como indica sua notagao:
. 0 s psFw
&t =
L 1l se p=w

r

Uma transformagido de coordenadas = — &' para um tensor misto T+ ¢
dada por [53]:

ST U T
qor O 822 3P (6.:34)

Bt FE #

Generalizando, um tensor com indices superiores &.v.--- ¢ indices inferiores

£, A, .. tem suas coordenadas transformadas como um produto de vetores contravariantes

UHW* ... evetores covariantes Vils-++. De forma simplificada, se todos os indices sdo

superiores o tensor ¢ chamado contravariante, se todos os indices sdo inferiores o tensor ¢
chamado covariante,caso contrario ¢ chamado tensor misto [38].

Um importante tensor ¢ o tensor métrico definido na Eq. (6.14) e a

transformagao do tensor métrico para um outro sistema coordenado = ¢:

. at-n. E"J.‘;E
Sy = WQSWF

podendo ser escrita como:

P o -
Q;_.u; - 7?-:13 IS'.I"‘J S'E,"I‘u I5|m:.:l' aw."l,'

. Azl Hz7

Gwe = e g m B (6.35)
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A partir da equacdo acima e da defini¢ao dada pela Eq. (6.32) afirmamos

que 9wy € um vetor covariante enquanto o seu reciproco ou inverso 9% é um tensor

contravariante que definimos de forma que:
/I'l..'..! — = f A
g g = 4y (6.36)

Das Egs. (6.35), (6.36) e do artificio da troca de indices (& por &)

€SCrevemos:

Pt _ ’E:Imf}' E\]E-',u r
g S = Epcrﬂajgw

axr."\ "3'55"'# - SLTH E\]xﬁ
5';35' 5]1,:: g ax'r-“ axh-' Gk

8z . 8z

_ [ oK

579" G

Az’ HxP
Saf Qv

= g,

]

Portanto, assim como esperdvamos, para tensores contravariantes, a

transformagao ¢ dada por:

Az’ x'H .
g™ =g (6.37)
8zP 9z 7 B )
Por outro lado, o tensor delta de Kronecker ¢% ¢ um tensor misto, pois
Oz 8z¥  Bx'f Bzt .
g = e (6.35)
At ST dat dx'7

Até 0 momento sabemos que os escalares, em particular o zero, 9z e os seus
produtos diretos, sdo os Unicos cujos componentes sdo 0s mesmos em todos os sistemas
coordenados. Deste ponto em diante, passamos a tratar daquelas equacdes que sdo invariantes

sobre transformagdes de coordenadas quando ocorre a igualdade de dois estados com os
, . . . . AL A A
mesmos indices superiores ¢ inferiores. Por exemplo, se A" - & B i sdo tensores com a regra
a : L AU: A _ B'h A ~
de transformacdo da Eq. (6.34) e no sistema coordenado =" temos que v = 5" v entdo

. . . AT A _ I L A .
obviamente no sistema coordenado = teremos 4"+ = E"v Em particular, desde que zero

¢ qualquer tensor, devemos lembrar que um dado tensor que se anula ¢ invariante sob



67

transformagdes de coordenadas, pois zero € um invariante. Reciprocamente, uma relacao que
nao ¢ igualdade entre tensores do mesmo tipo, por exemplo a igualdade de um tensor
covariante e um outro contravariante, pode ser numericamente verdadeira numa classe
limitada de sistemas coordenados, mas ndo serd em todos sistemas coordenados por nio ser

invariante [38].

6.4 ALGEBRA TENSORIAL

Um de nossos principais interesses ¢ a constru¢do de equacdes invariantes
sobre transformacdes coordenadas, para isso devemos construir tensores originados de outros

tensores através das operagdes algébricas e por isso passaremos ao estudo de tais operagoes.

6.4.1 Combinacéo Linear

A combinacdo linear de tensores com indices superiores e inferiores
coincidentes resulta num tensor com estes mesmos indices; por isso, dados os tensores mistos

Al e BY se

T% = aAf, + bB"Y, onde o e b s3c escalares, (6.39)

entdo T é um tensor. De fato,

T = adf, +bB",
St Bz . Azt Sz
= a—— A" 4+ b— _— _BF
Dxf dyptv T dzf SxfvT 7
Az’ 8z _

(6.40)

Pxd Sz 7
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6.4.2 Produto Direto

O produto das componentes dos tensores A", e BF dado por
T+? = A B* (6.41)
resulta num tensor cujos indices superiores e inferiores consistem de todos os indices

superiores e inferiores dos tensores originais. De fato,

".'.4_|£|=_-'# in
Tirf=A%B

8z da™ , Bl

A BT
Art Az F HxT

Az’ dat dx'e

Bz D't B

T'e e 7 (6.42)

6.4.3 Contracéao

Esse tipo de operacdo esta presente em ocasides que um tensor possui um
indice contravariante igual a um indice covariante indicando, de acordo com a convencao,

uma soma Deste modo, o tensor resultante terd ordem duas unidades menor que a do tensor

.. . gy , . .
original, ou seja, dado T'v ,um tensor de 4" ordem, com um indice v repetindo-se tanto
como indice superior quanto como inferior, ao somarmos sobre todos os indices o repetido

desaparece resultando num tensor de 2° ordem:

Tn'-di:_ﬂl-' = T_D:_ﬂ. I-E _LS":

De fato, da Eq. (6.34) ¢ procedendo com trocas de indices apropriadas

obtemos:
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fup T
T = T

Azt Jat Ax'P A2 . -
dx* dx'v Oz HxT A

Az 9z'? . o

Bk Hzn A

[y Fa
Oz Oz o

e R

(6.44)

A operacdo de contracdo ¢ um dos modos triviais para se construir
invariantes, objeto de extremo interesse para esse trabalho, sendo utilizada juntamente com o

produto direto para construir um invariante a partir de um produto contraido.

A ki . . . ,
Suponha 4" € Bu tensores e considere o seguinte produto direto contraido:

que, como esperavamos, € um invariante [53].
Uma combinag¢dao das operacdes algébricas tensoriais apresentadas acima

origina a chamada elevagdo e abaixamento de indices [38], que pode ser exemplificada ao
considerarmos A* um vetor contravariante e £ a vetor definido pelo produto:
B, = g_ulx-'i'u-

Utilizando a definigdo do tensor métrico Sw+ e do vetor 4" dadas pelas Eq.
(6.35) eEq. (6.30) obtemos:
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B, = guA*

SxP Jz7 Sz e

que nos fornece informagdes para concluirmos que £, ¢é um vetor covariante, definicdo dada
pela Eq.(6.32), dependendo apenas do tensor métrico e do vetor contravariante A*. Nesse
caso particular, podemos reconhecer tal situagdo familiar se utilizarmos para B, a nota¢do A.
€ passarmos a escrever a seguinte operagao:

A, = 9'_.-.(_-»--—'1'“
que abaixa o indice de A" e que, a partir de uma métrica, associa a cada vetor contravariante
um unico vetor covariante [53]. E evidente, também, que:

AV =gh A,

Para um outro exemplo, defina o produto direto de um tensor T misto, ou

contravariante, com o tensor métrico Jx» da seguinte forma:
Sfe = 9 TH (6.45)

Ao contrair-se o indice p do tensor métrico com o indice contravariante de
T na equagdo anterior obtém-se um novo tensor cujo indice contravariante ¢ substituido pelo

indice covariante v, de fato:
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dzf dz™ Bx'M Hx'f Bx" _, .
QPTE‘T-';,; A’ St Sp& Sa7 n

! ] —
5'_.'.:15 T -

5 dx™ Ox'f 8z _,
L dx'V Jxk dz' n

0T o n
-C-‘]R- ISI.I' 2 pE

" 82'° 2" :
= o= or or s
Bz Bz* Do P "

dzx" 9x'F Oz .
T B

9a™ 8P a

Bz Bx* B T

— 'n
= 58

que, segundo as propriedades do produto direto e da contragdo de tensores podemos afirmar
- . . .
que “ve é um tensor. Analogamente, se definirmos o produto direto de um tensor & misto,
. y y . L1
ou covariante, com o reciproco do tensor métrico " ,na forma:

= ghs ¢ (6.46)

a contracio do indice # de g com o indice covariante de S d4 origem a um novo tensor cujo

, . . , . , , . . , ua r
indice covariante ¢ substituido pelo indice contravariante v ¢ de forma analoga &z é um
tensor. Notamos nos casos anteriores que o abaixamento de indices e entdo a elevagdo de
indice traz de volta o tensor original:

{648 {6.45) . (6.2€) .., !
u = iV oy v v g VR pumAp _ gup
b par = g S_upi: = E"Ph .Q'.LLATA' g = KTV, =T,

visto que ao abaixarmos um indice em 7 obtivemos S e apos a elevacao do indice tornamos a
obter fi, logo & =T As duas possibilidades, elevacdo ou abaixamento de indices,
permitem escrever um tensor com N indices de 2" diferentes maneiras, desde que todas elas

sejam fisicamente equivalentes, é usual o mesmo simbolo para todos os 27 tensores,

distinguindo-os somente por suas localizacdes [38].
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Devido a completeza, devemos mencionar que o tensor obtido pela elevagao

do indice no tensor métrico #+* ou pelo abaixamento do indice no tensor métrico reciproco
g"" ¢ o tensor de Kronecker,

" gy, = 6", (6.47)

th

Além disso, elevando ambos os indices de Su:, obtemos o tensor inverso

Ap _Kw ‘-.#sjr: AE
i

§78 Suw =g =g

. , . RYS L, .
e com abaixamento de ambos os indices de ¥ obtemos o tensor métrico v,
Nessa se¢cdo, vimos um modo para construir tensores a partir de outros,
veremos posteriormente que existe uma outra maneira chamada diferenciacdo covariante.

Porém, devemos salientar que, em geral, a derivada de um tensor nao resulta num tensor.

6.5 TRANSFORMACAO DA CONEXAO AFIM

Em secdes anteriores definimos a conexdo afim e vimos que sua
importancia figura, juntamente com o tensor métrico 9xv, na determinagdo das coordenadas
localmente cartesianas &° (¥) para uma vizinhanca de um dado ponto X. Nessa se¢do
veremos que, apesar da aparéncia, a conexdo afim ndo ¢ um tensor. De fato, relembrando que
a conexao afim ¢ dada por

= gz &¢°
R e T

(6.48)

-CL N, . . A .
onde £ (#) é o sistema coordenado localmente cartesiano, passando [ux de um sistema

coordenado =* para um outro sistema = encontramos:



' = 9z  g¢°
- T = P P

Az Bzf 8 [ 8z SO
T Oz E% Jx'e Laac“"' 5':::5’)

Az Bxf [Bz” 87 H&° i #z7  Heo
T Bz 95 | Az 9z Ax7Hx7 | Sx'mSx" Oz

8™ 8z 827 O™ 5'!{5‘ n z'* 8z &2 aL"
OxP JE® Ox'® Oz’ OxTOx®  OxP OL™ Jx'HOx' Ox”

e recorrendo a Eq. (6.48) obtemos:

= Bz’ 8z7 Hz° o axz'*  Hge

e Oxp Szt Yzt TC T Hxp Halkdzt
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ilﬁ.—l-g‘:

. AL, .
Para concluirmos que v ndo é um tensor basta analisarmos os termos do

. . : A . L
lado direito da equagdo anterior; percebemos que se I:x fosse um tensor, entdo o primeiro

termo satisfaria a defini¢do de tensor misto, porém o segundo termo acaba com qualquer

. oqe 1 . r ~ ~ ~ .
possibilidade de Tiv ser um tensor, visto que é um termo ndo-homogéneo nio satisfazendo a

defini¢do encontrada na Eq. (6.42)

~ ~ A S
Para estabelecermos a relacdo entre a conexao afim Tiv e o tensor métrico

Suv de um modo simples, basta tomarmos a diferencial da transformacao do tensor métrico da

Eq. (6.35):
Jd , 3 f Sz’ chj
I T g x_g'm dz't Bz’
_ Ogge Ox7 dx° Ox7 & (Bmp Pz "
T O Oz'% Hx'M Oz’ i dz'™ \ dz' *5]1'!1:)
Ogge OxT Oz° dx7 R Sxf &z

4 ————— — + —— —
P’ dx'f Dzt dx'v Gpe D' gt v Gpa Sl Jp's G

Ogge OxT Izf Iz R i zf Sz
Ba™ Dx'® Bk D' | O DG Bz’ | P D Pz’ Dar'h

logo
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g N g a8 _ (5‘95,— dxf JxT JxT Rz A7
Sx'e Gru 't Gep — s Guv = SzP Szt Sk Jpiv Go Db St Gty

Tz Gz
+9’g¢ )

(E'QP,- dxT Sxf SxT N 8 P £
Oz Ja' Hx'* Jz'w 90T Dav 9k Deplh
i e s
( Ogoe Ox" Oz’ 9z &zl 8"
. Oz7 Oz Ox'F Bx’¥ 9% DD * D
Hzf Bz
50 53 527
a a g dz” Oxf Ox7 (Ogsr Idger Ogeo Fxp Oz
Dar e T G I T omdne T GoR Gak , DxP T 8w a7 ) N ngmm

De onde segue que

A _ 82" 9z 827 e N ' GpP .
Hy a9z Oz | dx® dz' oz e
onde
A1 [ 2 g 8 s
fry - Qg _'5'-“6""‘ Grv T Sz Frp = Sx* Gprr 16.51)
\ A
T, menos { l

Subtraindo a Eq. (6.50) da Eq. (6.49), notamos que | 4 ) ¢

um tensor:

A l . Az’ 8zT Hx7 [ { 2 }
Ao — — 77 _ ' (6.52)
[T'_m: { ] D Dok Daure e, 6.5

L) | L)

Existe um sistema de coordenadas especial &x no qual, num dado ponto X

. . A
pode-se considerar, localmente, qualquer curva como uma reta. Nesse sistema, Tls ¢ nulo
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para que a Eq. (6.12) se reduza a equacao linear. Também nesse sistema, como a métrica ¢

2
I L
r._LT -

igual a identidade, suas derivadas sdo nulas. Uma vez que i

se anula num
sistema coordenado e considerando que um tensor nulo ¢ invariante por transformagdes de
coordenadas, isto €, sera nulo em qualquer referencial, entdo temos da Eq. (6.51) e Eq. (6.52)

que:

r_ﬁ-;_: — MK d d & :| If_ﬁ.-.-)f:":

2 B Dt L St G Sk Gy | -

Uma férmula alternativa para o termo nao-homogéneo da conexdo afim

aparece ao diferenciarmos a identidade dada na Eq. (6.38) com relagdo a =" encontrando-se:

P = Az’ Bzf
Vo Qpe Hpt
8 -)“}I _ 8 8z GxF
HaplH [ v Bze | Bxe Qv )
Az’ Jpr PN Hlpe
0 = - + .
Bzt Szt Sz Dxzf Sx'mdz
E e _ 8 E
AxP Hpludzt St Dol D'y
ax'* §xe _ Az ST S (6.54)
9zP A8z T 9z Hx'M 92PHx” W)

A partir da equagdo anterior, podemos escrever a Eq. (6.49) da seguinte
forma:

” Az’ 8xT Hx7 . Bzf Bz 9™
BY 0 Bar Az BT B2’ 8z’ BxPdxT

(6.53)

O resultado acima seria obtido caso realizassemos uma transformacao

. ) , 1A
inversa de coordenadas =’ — = e posteriormente calculassemos T [38].
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6.6 DIFERENCIACAO COVARIANTE

Assim como ja foi dito anteriormente, geralmente a diferenciacdo de um
tensor ndo resulta num outro tensor, mas a diferenciacdo covariante fornece mais um modo,

além dos que vimos anteriormente, de construir tensores a partir de outros. Pois bem, ao

. . ~ A . - . ~
diferenciarmos em relagdo a = um vetor contravariante V'* com lei de transformac¢ido de

coordenada =" — =" dada pela Eq. (6.30) obtemos:

Ve = It ru
Gt
|f_6.-3ﬁ~:
gre a dx't o
SI'”'- = 31-'”'- ( .5'55'-' 1 j I,_E.Jl |
s I P OV 200 QP
gl _ dz't 8z Ol Fx™ Ozf (6.58)

Sz Axv Jx'h PxP | HzVHxf z' 1

que, com analise semelhante a feita para a Eq. (6.49),verificamos nao se tratar de um tensor,

pois o segundo termo 4 direita estraga o comportamento tensorial de &' 8" oy seja, para
que a derivada &V'#/8="" fosse um tensor apenas o primeiro termo a direita da igualdade
deveria existir assim como podemos verificar na Eq. (6.34). Entretanto, ¢ possivel construir
um tensor apartir da Eq. (6.55) eEq. (6.32):

o't Oz 27 _ P L T N L

TEV® = | T}, — W
H AzY Jz"™ 8z P 9xf8x7 S Hx'F | AxV

_ Azt Jxf Hx” v ' P e Bxf Sz Hx'E L

Azt Ax' Gzl PT Han 520927 Jx'h QxR pn .

Iz’ dxf _ Ve _ e .

Pt Agfh PT Haf BT Jap'h

{6.59)

Adicionando as Eq. (6.58) eEq. (6.59) eliminamos o termo nao-homogéneo,

resultando
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-5'1"!1'“ LTEYE - 3.1‘!".‘ Sl U N Rt ".'-::'.T'rj vy f dx't dpf re_ve
S’ W dzv Szt Dxp Szt Iz D't St D't
92z DxP 1_0)

B SxPdzT @

dx'H Gl VY . s
~ Bz® Bz (31‘“ T T‘};EF-:) (6.60)

possibilitando definirmos a derivada covariante para um vetor contravariante que, assim

como propomos, ¢ um fensor com a seguinte notagao:

Ve
VH, = o + T T

A Ao

(6.61)

. oH
Ao analisarmos a Eq. (6.60) apresentamos o tensor Va segundo a nova

notacao:
o .
= il v (6.62)

VE 8

AT St SaafA

Definiremos a derivada covariante de um vetor covariante *» diferenciando

a transformagao dada pela Eq. (6.32) em relagdo a =":

, Iz’
V, = 5':«,7“1 =
(6.63)
vy zf 8z AV, Fzf A
8z Bx* Bz 8z 5':;'-"-‘355"1:]' g (6.64]
da Eq. (6.49) e da Eq. (6.32), obtemos:
A — 8z’ zf xT i Az’ ST 3.1:"1_
prtA T | 9=™ Oz'H Az’ PTT BxT Bpludz't | Szt F
O el 2K
Oxf dx &= (6.65)

e V4 e
Apli Gulv 0T T T Qotu gty "

O termo nao homogéneo da equacao acima ¢ eliminado se a subtrairmos da

Eq. (6.64):
vy . P 927 GV 20 1 P 9gT Nl x
A T oxf dz" 9V, oz . Bxf G e v 6‘..1' v
o D't Sty

— = TV, = B )
Daptt JTEERY Sttt A’y Haw By P Sz St !
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dxf 8z7 dV, dz" 97

- Szt 9z Bx® ~ Oz'M BV T;Gf Vi
dxf dzT OV, o . !

#

conduzindo a seguinte defini¢do de derivada covariante de um vetor covariante:

i av, . e
Viw = 5_1; — T Va (6.67)
A partir da Eq.(6.66) vemos que Ve ¢ um tensor sendo dado por:
T

Ly = Bttt Bophu o

Um fato importante ¢ que a derivada covariante se reduz a derivada usual
sempre que num referencial a conexdo afim T se anula localmente.

Estas definigdes podem ser estendidas a qualquer tensor. Por exemplo, a
derivada covariante de um tensor Z:: em relagdo a = ¢ igual 9T::/9=° mais um termo dado
por T% vezes T com u substituido por v, no caso do indice p, mais outro termo dado por

o ., , . . . ,
Tav vezes T com o substituido por v, agora para o indice o, e assim sucessivamente até se
esgotarem todos os indices contravariantes. A contribuicdo de cada indice covariante para

. , - I
essa derivada, nesse caso somente A, ¢ dada pela subtracdo de um termo TS5 vezes T com A

substituido por «:

T_D: a — ’E:I

Aip b el Tlm:)\ L TEL'TECA + Tgvfm;\ - T"‘;PTHSR I:_E.GQ\:

Salientamos que, na defini¢do acima, a subtragdo dos termos do tipo M
vezes T deve ser feita para cada um dos indices covariantes, respeitando a substituicdo do
indice descrito acima, ¢ a quantidades de termos subtraidos serd a mesma que a quantidade de
indices covariantes [38].

A combinagdo da diferenciacdo covariante com as operagdes algébricas
descritas na secio de Algebra Tensorial resulta em propriedades similares as de

diferenciagdes ordinarias tais como:
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(/) A derivada covariante de uma combinacao linear de tensores ¢ igual a

combinacao linear das derivadas covariantes:

(@A, +8B* ), =ad" , +8B* (6.70)
A e B" & s ~ .
onde v:4 s30 tensores € a € B sdo os coeficientes escalares.
(if) A derivada covariante de um produto direto de tensores obedece a regra
de Leibniz:
Y A g A A ki A e o=
(A% B J;p =A% B+ A B | (6.71)

(iii) A derivada covariante de um tensor contraido ¢ igual a contracdo da

derivada covariante sem os ultimos dois termos da Eq. (6.69):

e d pA LA ]
T,..e _},;{I — ET 3T r‘{l'i.:T A |E

=]
=]

Em referenciais onde Iwn e 99u/92" se anulam localmente a derivada
covariante de um tensor métrico ¢ zero, como vemos da Eq. (6.22), e um tensor nulo num
sistema de coordenadas serd nulo em qualquer outro sistema. O mesmo resultado pode ser

obtido se utilizarmos a defini¢do de derivadas covariantes da Eq. (6.69):
Iguy e
Buwd = ﬁ - Fi_l-_t.';'px - Ti;ﬂp# (6.73)

e, a partir da Eq. (6.22), podemos afirmar que

Guwn =0 (6.74)

Podemos mostrar do mesmo modo que derivadas de outras formas do tensor

métrico também se anulam, isto €

Oy, =0 (6.76)

As equagdes Eq. (6.74), Eq. (6.75) e Eq. (6.76) nos levam a afirmar que as

operacdes de diferenciacdo covariante e elevagdo e abaixamento de indices comutam, veja:

Ilg.-'.v:-;_:l ;:~: . — g_.'_,::_;]l -:1;;.1" IEJ_T\.
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A importancia da diferenciacdo covariante aparece de duas propriedades:

transformar tensores em outros tensores, € reduzir-se a diferenciagdo ordinaria quando

r“ =0

6.7 DIFERENCIACAO COVARIANTE AO LONGO DA CURVA

Suponha tensores I'(7) definidos somente sobre uma curva =" 17}

paraessetipodetensor nio faz sentido tomarmos derivadas covariantes com respeito a ="
visto que ndo estdo definidos em todo espaco. Porém, podemos definir uma derivada
covariante sobre a curva com relagdo ao invariante T que parametriza a curva. No caso desse

trabalho, o invariante de interesse ¢ o comprimento de arco =.

. . AR - . ~ 7
Considere um vetor covariante < (7) cuja transformacao ¢ dada por:

St

=50 A" (7). (6.78)
T

A ()

. . TR 1 . . ,

Note que a derivada parcial d=/9z" deve ser avaliada sobre acurva, isto &,

x" = 2" (7] de forma que dependa de 7. Conseqiientemente, diferenciando com relagdo a 7,
encontramos dois termos:

dA™ () Fa't de* . Gx'HdAY(7)
= A" (7)) + 57—
dx? dr

= - . (6.79)
dr Pzt Sx dr o

A derivada segunda 9°z'/82z"8z" ¢ a mesma responsavel pelo termo nio
Y .
homogéneo para a conexdo afim T na Eq. (6.55). Deste modo, somos levados a definir a

derivada covariante ao longo da curva =" (7}:

As Egs. (6.55), (6.78) e (6.79) mostram que

DA _ dx't DAY
D+ = dav Dr
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¢ um vetor. As semelhancas entre a Eq. (6.80) e a Eq. (6.61), que fornece a derivada

covariante de um campo vetorial, nos leva a definir a derivada covariante de um vetor

covariante £x (T) ao longo de uma curva =" (7):
DB akb, , dx® .
f=—F_T)—B, (6.82)
D~ ar Ydr '

Assim como anteriormente, através da Eq. (6.49) podemos afirmar que:

DB, _ 8:* DB,

Dr — 8z’ Dr (6:83)

¢ um vetor
Do mesmo modo, a derivada covariante de um tensor geral I (7) ao longo
da curva =" (7) ¢ definida adicionando a @T/d7 termos como aquele da Eq. (6.80) para

indices superiores e subtraindo termos tal como aquele da Eq. (6.82) para indices inferiores:

=2, =70 17 Tm (6.84)
1 T aJ_

e a regra de transformagao de tensores mistos €:

DT%, 8« 82° DT’ ,
Dr = Bzf 8z Dr

As derivadas covariantes de um campo tensorial ao longo de uma curva

podem ser determinadas de suas derivadas covariantes ordindrias. Para um campo tensorial

T". a Eq. (6.83) fornece:

DT*, [ i
2 =T* = (6.86)
n m
Suponha que ao percorrer uma curva o vetor A" (7) ndo varie com o

invariante 7, quando visto de um referencial =z(7}> que particularmente pode ser tomado

ocalmente euclidiano em (7). Nesse referencial, a conexdo afim e #4*/dr se anulam
local t lid z(7). N £ 1 fi dA* /d s

entao:
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Apesar de termos uma afirmagdo covariante satisfeita em (7] para um

sistema localmente euclidiano =7} & verdadeira em todo sistema coordenado devido a

invariancia por transformagdes de coordenadas do tensor que se anula num sistema de
coordenadas particular. Assim, o vetor A* estd sujeito as equacdes diferenciais de primeira

ordem

que definem A* para todo 7,dado A* para algum T inicial. Deste modo, um vetor A ()
definido ao longo da curva *! 7). assim como acabamos de fazer, ¢ dito ser definido por
transporte paralelo. Todo tensor pode ser definido ao longo de uma curva por transporte
paralelo basta impor que sua derivada covariante se anule ao longo da curva, sendo o

transporte paralelo um caso particular do transporte de Fermi.

6.8 DEFINICAO DO TENSOR DE CURVATURA

Para descrevermos e classificarmos superficies temos que levar em conta
que o tensor de curvatura reflete somente as propriedades intrinsecas da superficie e ndo como
esta se comporta em relagdo a um espago de dimensao superior. Este tensor sera construido a
partir do tensor métrico e suas derivadas primeiras e segundas, pois, como para todo ponto
podemos encontrar um sistema coordenado no qual as derivadas primeiras do tensor métrico
se anulam, caso o tensor construido dependesse unicamente da métrica e de suas derivadas
primeiras, teriamos estabelecido uma igualdade entre tensores que seria valida em qualquer
sistema coordenado. Para isso, dada a transformagdo para a conexdo afim apresentada na Eq.

(6.49) com troca das coordenadas secundarias

\ Szt Axle Az’ Szt &
M = e 17 —_— (6.85)
K Bl Bzk By P T P R e e \b.o

. ~ . ) A
isolando o termo ndo homogéneo que impede Tiv de ser um tensor, v
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5'255”' _ -5":):”- r_\\ Bar'r'F E':::'1~ E:'a:'r-d -5'59“':'- -
Azt Azt Azt MY Gz 82T xH Hzb
2T '™ ' Dz’
= Ty — . (6.89)
Hels St emBz* “Y fzk Hxv 7 \0.5

Diferenciando em relagdo a =" e considerando a comutatividade da

diferenciagdo parcial, obtemos:

T _ ' - AT 5'1"_';'1:
Axm8xkdzt  Ax=fx MYzt Hxs
PP ' B a7 . 9" 9x'7 ST::-

_5':::"‘5:::“ Spv A B mﬁ'x"ﬂr“ FM - Bk ? Sk

e, de acordo com a Eq. (6.89), substituimos as derivadas segundas, obtendo:

5% o 'Sl‘rr'_]-*.‘ 8z'P 8’7 _, ) - 9x'T ar:v
Axk bzt ( Az BY Gps Jat :l R =
dx'e_ Bz Hx't .ﬂ) oz’
(a BT T B B Erall

8z . 8xM B, 8z

- (ﬁ " Oxk dgv T )
ax'e D' BF;}

_E Axr?¥ dx~

|
Jzit P7

Agrupando os termos similares, rearranjando os indices mudos e

considerando novamente a comutatividade da diferenciagdo parcial, obtemos:

Ha' 87 [ 8T, ”
T - ) (5‘1‘" —1" T )
8’0 ' B f . alg: "
~3ar 5 B (e + T+ 5 )
927, {9z’ Y L8, o )‘) .
oo [ e e e e #Tx,: (6.90)

Agora, subtraindo da equag¢do acima a mesma equagdo com a troca dos

indices v e K encontramos termos sem os produtos de T' com T"ficando
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R

o ats e

T

r [ arA ‘ p

-'3':&-"" ’E:Ir.'..lﬂ n 1":’? 1"1\. ) _ -Ial ar#h e 1"‘?' 1—'\"

32 | Jar T lwlen | =35 | T !
dz'f 8z'T Az ‘51—':9 R Sl \

T Bz Hxv Hzx (__ Sxm T.Mr'iﬁﬂ’ - r:"arr'lp)
00702 (g i L)
ISI.I"L a:“._ 45‘9," ) 5 " Fp.‘-.rl 1q"-\.i.,— 5'.)

S

er"" - ( dx'f_, oz’

G
M A A A
-1 | - ]"L e T,;#)

™

5':-9"‘

I e T
L > T A il

I .r ra Lo
S.r ' (S.r A a='? A I Tl)
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F

Devido as diferenciagdes presentes nos terceiro € quarto termos devemos

fazer a troca somente nestes termos dos indices # e ¢ :

ou

onde

™ [ 8Ty, . aT, ‘
0 = ai(i—r*’r;? —T7 I‘A)

Szt | dak

Ox'? x'T I’ (
Bk Hxv Hzs

9'™
-
iz

0=

£

'\

e

D®
2] ar , gy !
S.If: - S“C':;I - F,«;T:"a Ty nr;u )
Ax'f Ba' B R
ar‘)‘ A ] A
5'.1'1 T oLy — Tl

(6.91)

(6.92)

¢ um tensor chamado tensor de curvatura de Riemann-Christoffel ou simplesmente tensor de

curvatura. Retomando a relagdo acima

transformacgao:

8z 8z'T Az

T
'RW‘??

podemos escrevé-la como a seguinte

Bx'T
F-R;;w:
Az'T Bzt Gz Dzt

St dz's Gp'c Qe HUE

regra de

(6.93)
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6.9 UNICIDADE DO TENSOR CURVATURA

A

Nesta se¢do, provaremos a unicidade de tensor curvatura, isto €, que R ¢

0 unico tensor que pode ser construido a partir do tensor métrico e de suas derivadas primeiras
e segundas, sendo linear nas derivadas segundas.

Tomemos um ponto particular ¥ e um sistema coordenado localmente

A .
Tix se anula neste ponto. Ao considerarmos somente as

cartesiano onde a conexdo afim
transformagodes de coordenadas que tornam a conexao afim nula nesse ponto X segundo a Eq.
(6.88) consideraremos apenas transformagdes do tipo = — z=' com

8 o
(m)x =0 (6.94)

Comoaconexao afimse anula em X, podemos verificar na Eq.(6.23) que
todas as derivadas primeiras do tensor métrico também se anulam em X. Deste modo, para
construirmos o tensor de curvatura s6 nos resta a op¢do de uma combinagdo linear das
derivadas segundas do tensor métrico ou equivalentemente, das derivadas primeiras da
conexao afim, veja Eq. (6.25).

Tomando a Eq. (6.90) obtemos que as derivadas da conex@o afim obedecem

a transformacao:

5'3:“.:"_ BT ar;:ﬁ -5' ='" Bz'" Bx"7 8" 5']_';::- Az'® 8z 92" ¢ T A
SxESztfzt Axd Jxk [T )_ dxk Sx¥ Szt dz'M - Axzk dx¥ dxs fxr'p'\"rn"_)
Ax'f A" S r.?. . oz ox'f_, .. O _,_ .
" Oz Bz S~ fr’wr“p) Bz* O" o LavToo — B B -‘*Tﬂ”—r mY
oz AP,
St gy TR
o', _ Oz" 92 92" az'T -5‘1"\‘ n Szt Sz Ax% 827 [fl"ﬁ r }
Az Az AT A" Hpt 6‘9, T T T R N
dxt Sz¥ Sz 82’ 82" S22 s, dzt Oz¥ Oz* Ox'f 8z A" ;_, .
~ 8a'® 8" D' Bz Ba¥ D™ f_\rp,&r,w)  Qa'® 9x'7 Oz™ Bak Bx® Ox™ {xrmrw)
Azt Hz¥ HxF Hx'7 P - Szt Hz¥ Ozt 827 Oz _,_ |
T""' T — - ot I it
T 820 97 J2™ Yzt Pk AT Bl B Q' Spt Qg POORY
w0 e oo o L v K 3T
Azt dx¥ dx® 92’7 dx T L dxt SxY Oz & x (6.95)

' B2’ Q™M Bt BV PTRE T DplP B’ Qa™ Bk Sak Hx¥



86

A T
e impondo a exigéncia que T e Toe devem se anular obtemos
ar'y, _ da* Oz¥ Ox® 92T Brﬁ; Azt Bz¥ Bz~ T

= + =X (6.96)
3z 8z 9z 92" Oz Dx* | 9z® Oz Bz B Dxh O \

Uma combinagio linear de 9T /d= que se comporte como um tensor, assim
como ja discutimos anteriormente, deve ter eliminado o termo ndo homogéneo. Porém, para
todo ponto X dado, o termo nao homogéneo ¢ fungcdo completamente arbitraria dos indices p,
o, M, sujeito somente a condi¢do de simetria nestes indices. Conseqiientemente, o inico modo
de tomar uma combinacdo linear de 8T /dz., que se transforme como um tensor sob todas as
transformagdes = — =’ satisfazendo a Eq. (6.94), é tornar assimétrico em k € v ou

equivalentemente em k e p tal que a equagdo anterior torne-se:

b Bx® 9z¥ 8" 82", - PR
Toan = ox'f Az’ 9z dxt Tow em @ =X (6.97)

ondeem x =X

3 3

\ ard, ~ ar
T = L (6.08)

BER T Dt S

L . A
isto €, o tensor desejado deve ser Twx dado pela Eq. (6.98) quando T se anula. Podemos notar
que o tensor de Riemann-Christoffel satisfaz a Eq. (6.98) quando I' = 0:desta forma, num

. . T =R . : :
sistema localmente cartesiano ~uvs wve'Mas esta é uma igualdade entre tensores que se

for verdadeira num determinado tipo de sistema de coordenadas sera verdadeira em todos os

. . .. . B
sistemas de coordenadas, ou seja, o Unico tensor I' da forma procurada ¢ Rux-

Certamente, outros tensores podem ser formados usando o tensor métrico

. 3 . , . N ,
para formar combinagdes lineares de By Os mais notorios sdo as formas contraidas:
o tensor de Ricci

Rux = R, (6.99)

= *luke

€a curvatura escalar,

R=g" Ry (6.100)



87

A
6.10 PROPRIEDADES ALGEBRICAS DE H,mm

. . A .
Considere a forma totalmente covariante do tensor de curvatura *evs’

R‘u.u:;n: = EM-RELH (6.101)

Substituindo a expressdo que define o tensor de curvatura de Riemann-

Christoffel dada pela Eq. (6.92) e a expressdo que estabelece a relacdo algébrica entre

guw € Ty dada pela Eq. (6.25) na expressao anterior obtemos:

-H:‘..l.n.‘i.:.‘i = QMRiLIH
arz ] ari X ] ]
= g ( o~ 3o + Tl —Ta;h-l“ffnj

are. are . .
= gm( o~ B ) * 90 (ThTiy — TTe)

& o { 35‘:-;: n 39#? _ 39?#}

99 grd Sk Szt Sxf
1 a . {E\]g..;_ﬂ Sg#p B E'Qf:,u}

g At T ok Jzf
TGA :r:|riﬁ - r:h rf“‘.ul

Usando as regras de derivagao obtemos:

_ 1 3¢™ [dgus  Bgup Fguu }
Rowor = EEM Sx® { D T Sz Oxf
1 339? 'EIEE'M 325’-‘«'# }
e nPT 2 e |
N g 9w { Dx*dzH T Ox*dz" Oz 0zf
) dg"” a.‘;’h‘p n Fgus _ g
Pz | Bt | Bam | Baf

1
2
_l - EIEQKP 4 S'EQ,-_“J _ 325"&&#

E,E'r' o SVl | Dt Sy BpVHps

L lrli

T8 fririw = L ust vy}

A partir da Eq. (6.24), escrevemos:

8 e g . E'g' agcru
l:l' = o0 ] = ( J.ﬂ: — AT T
Sk Y I Lol _Ba:*‘ g "+ gug _a:a,"“

e utilizando a relagdo da Eq. (6.22) obtemos a seguinte relacio:
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-IC-J Tg ag 'l:.:}
E:‘-J Sxp:g - _ng SIK EM

= —g"" (Tlygne + Tlagy )

para reescrever Houwe da seguinte forma:

1. " - \ "’5'9' Y ’5'9'.:; 55’.';.:;
Ryuwe = _E :.r..;;\.gn-ﬂ.';'*.“: _T::D'E"D-JQ*J)\J { a;j Ly ax-ﬂ - aﬂc.ﬂ
1 . &g, & gy,
— [y o L _ L
™ Eg = { Sk Sk + Dzt gz’ duSdps }
1 e P | Peu P
2 Ired Sxvdzt  Hx¥Oxk  Oxvdze

1 s n ngp '5','9'..'.:.-:! g,
+§ -_r;_\gcpﬁ"ﬁa_FLJQJJQ.‘,‘}.J { Dptt ' Gk 31::

+gro (TheTan — Thalon)

e, juntamente com a Eq. (6.25),

_ 1w op Ogvo | FGup  Oguu
R = _Erﬁ’b‘g dnz { Dk T Sz HxP

- g"_""'gﬁn{agm + IGup agw}

Sk St e
1 PD’{ azgv.ﬁ' ‘525",.1..:1 329'.'{.:: }

+25-”u:§' [y Sx"'ax-'"_am':amﬂ
_l pT & gp &% Gup _ 9 g
9 LRYL) Dt Dkt At B SxvOxr
1 P 'El-gh'.l? ag-’-‘” a‘g"'“
+§r31‘ Sya { T T
1 n o 39""9 ag“ﬂ agﬁ“
+El"wg Fgna { Azt | Ox™  Ozf

+gng {TE:-FER - T‘Eﬁrgn;'

Pela relagdo unitaria dos tensores métricos, fazendo p = A juntamente com a

Eq. (6.25), obtemos:



&9

.H;_ﬁi:x = —Tzil"z_,;gf,.,-

T :?cv: rfv:l-'gﬁ A
1 { azg_u"-_ 53933« aggu,u }

_E e N 5'9;"5'9;*"_31'“31'“
_l{ 33951 n 329#3« _ 329*:# }
2 | 8x¥x*  Hx¥8x® Hx¥Ox

—Ti.xri.cgmr

_FEJFEHE:'?)‘-
et Y- |:r3|rf.n - r:h rf“hl
ou

Ry = — :.r:.l;)\-gﬁﬂ" - rz.,—é'rr.‘«;' ]—EV

1 { 5'25'.--\ '5'39.'.4.‘-. 329\:_-‘.: 329&3« 329.-’-‘-\‘- 329"-‘" }

_E ot Dt N 959"95:"’_3::-:"‘3::-:*:" B St Dot B b e + Dt Dot
- {T:juﬂmr + F:,":r.'?ﬁ A ] 1"5.:

0 T N T
+aaa | r_.'.':.'e']_‘m; - T,L'Il.ltrrﬁ,

rearranjando os termos, fazendo uma troca de indices 1 por ¢ e vice versa:

_ 1{ azé'u.‘-. 5'25'."» EEQH\ 329’\'# }

- - — - 5
ApLR +E Sxf8xzH  Ox®dzt SxYVOzM T dz¥ Sz
+anr fl": \L s — TEAT.T::',]

+gna (T1,T%, —TLTS,)

+guy [:Ti:-rzo - r:r:rz,r:r:l

devido a simetria do tensor métrico a maior parte dos termos do tipo IT se cancelam

produzindo:
= _ 1 a2 G a? G 32.‘5’%}{ & Qs
My — 9 I T W Y Bl it HptHph
TGne f.Tf-Jf:x - TE.\FEV ) ()

Através da Eq. (6.102) podemos verificar que o tensor de curvatura possui

propriedades algébricas de simetria:

R M Ri.hh‘."\..u (6.103)
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anti-simetria:

Rypwr = —Rusur = —Bauce = Buawe (6.104)

e periodicidade:

R‘x.'.,::;r: a R.‘\-..l:_.'.:ﬁ + R,‘w.hc.:,: =10 |:|S-] Dw:"‘:

Assim comojafoi dito, faues contraido resulta no tensor de Ricci, porém
faremos numa forma totalmente covariante:

Rux = g Rauus (6.106)

A simetria do tensor de curvatura garante que o tensor de Ricci é simétrico:

Ry = Ry

de fato, basta multiplicar a igualdade da Eq. (6.103) por & ™ e utilizar a Eq. (6.106).

A anti-simetria garante que i

#e € 0 Unico tensor que pode ser construido a
partir de Fauws utilizando a Eq. (6.104) multiplicado por g g™ e g™ ¢ da Eq. (6.106):

-Rw: == _Q\I‘VRM.\\L'K == _Q\tv-ﬁ}\._uxu = QAVRM.\KE

e pela Eq. (6.102) podemos afirmar:

Qmﬁ.‘m:x = E’VK-RJ&.:AL'J( =0

essa mesma propriedade ¢ responsavel pelo aparecimento da tnica forma fundamental de
contrair fxuvs para construir um escalar:

g " Rapux = 0

sendo conseqiiéncia direta da igualdade anterior. Para outro exemplo, basta tomarmos a
definicdo da curvatura escalar, Eq. (6.100),e a Eq. (6.106) que relaciona o tensor de curvatura

covariante € o tensor de Ricci:

R= Q"leﬁpx = Q'A“E"HR-HAM::{ = _E'M.E"M R_n'.-: AviK
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6.11 DESCRICAO DA CURVATURA EM K DIMENSOES

Uma expressdo que forneca o nimero de componentes do tensor de

Run que sdo algebricamente independentes, isto ¢, componentes que podemos

curvatura -
utilizar para escrever todas as outras componentes do tensor em funcao destas, pode ser obtida
a partir das propriedades de simetria, anti-simetria e periodicidade do tensor curvatura [38].

Deste modo, para um espaco geral de £ dimensdes o numero de componentes independentes

de fruvs ¢ dada por:

1 2 2 i f -y
Cr =k (K —1). (6.107)
Para um espago de dimensdo 1 obtemos €1 = 0, o tensor curvatura ndo

possui componentes independentes assim como podemos verificar na Eq. (6.104) ou

Eq.(6.105) que o tnico componente do tensor curvatura 1111 se anula. Nesse caso, a curva

possui curvatura zero, ou seja, Ztauus reflete somente as propriedades intrinsecas do espago e
ndo como este se comporta emrelagdoaumespagodedimensaosuperior. Da Eq.(6.4), a

transformagdo para um tensor métrico num espago de dimensao 1 édadapor:

Fa

[ d= !
911—(5’ 911

! .
Logo, para obtermos 911 = =1 escomemos

Para dimensio 2, fiuws possui uma componente independente, pois
C2 = 1, Tomando a Eq.(6.102) verificamos que, assim como 1212, outras componentes,
cujos indices sdo a permutagio dos indices da componente 1212 também néo se anulam, o
que causaria estranheza, pois para essa dimensio fawss possui uma unica componente

independente. Esse fato se explica ao lembrarmos que, da Eq. (6.104):

Ryz12 = —Ry1p = —Rya = B (6.108)
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enquanto outras componentes se anulam:

Ri111 = Ay = Ramy = Rza2 =10 (6.109)

Deste modo, escolhemos #1212 como a componente algebricamente

independente e as outras componentes serdo escritas em funcao desta da seguinte forma:

. Aoz
R."'.,LLLH = l9xpSur — GrarFuv)

(6.110)

i
onde 9 ¢ o determinante §11922 — §i2 do tensor métrico para o caso bidimensional.O tensor de

Ricci € obtido ao contrairmos A com v:

R =g_u,‘.ﬁ‘m. (6.111)
g

ik

Para obtermos a curvatura escalar devemos contrair novamente, agora

com K:

2R \
R="2 (6.112)
g

lembrando que estamos tratando de um espaco de dimensdo 2,entdo gxx = 2.
A partir da curvatura escalar que acabamos de obter e pela Eq. (6.110), o

tensor curvatura para uma curva num espago de dimensao dois pode ser reescrito como:

R.‘mzﬁ = Eﬁ (Gavgus — EA-CQ_.::::' (6.113)

A curvatura Gaussiana discutida anteriormente na Eq. (6.5) ¢ definida por:

R Ria12
Ir — - -
2

= (6.114)
g

onde a Eq. (6.5) segue das Eq. (6.102) e Eq. (6.114).
Em trés dimensdes, o tensor curvatura possui Cz = 6 componentes

independentes assim como o nimero de componentes independentes do tensor de Ricci, Fux:
em trés dimensdes, uma vez que na Eq. (6.106) ¢ escrito na forma contraida a partir do tensor
curvatura. Deste modo, f¥xuvx pode ser expresso somente em fungdo de Fux:

L. \ ’ -
it Mg — QAl»'R_uN - ‘u:-ﬁ;w a El',uxﬁ.‘-.:- - E | gavGur — KHE';W] R 16.113)
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— MK . - . ,
onde =g "Fus. Para verificarmos que a expressdo anterior esta correta, escolhemos
T s A . . .
dx'™ /dx" em algum ponto X como a matriz ortogonal que diagonaliza 9= em X, e

adotamos um sistema de coordenadas tal que §wr =0 para % # » em algum ponto X , logo

da Eq. (6.106) obtemos:

Fi2 = gjsﬁmgg. (6.116)

que pela propriedade de anti-simetria e multiplicando a equacao por 933 resulta em:

Ry, = 933-31325‘ = gapHyn = 5’339333:323

que verifica a expressao dada na Eq. (6.115):

Riz23 = gazR12

De fato:
1- . " :_:IF
Rz = g12Raz — g1zfles + gaebliz — 5 (912922 — g12922) ¢ Haz
Rizz = gazRn
Também,

a3
Ras = g™ Ragez + g ' Raim

que a partir das somas das igualdades acima que foram multiplicadas por 922 e por 911

respectivamente, e, lembrando que escolhemos e = ! para # = ¥ obtemos:

gnRiu+guRn = gn(¢” Riny+ ¢ Rims) + g1 (¢ Rasa + g Baim)
= Rinz+g" (g2aRizme + g11Rasas) + Boim

= FRinz+gnglgng” Rinz + (gng' g™ g2 Rima + g129° 9" g11 Razaz)

= Rinz+gngn(g''¢" R +g' g™ Riziz + g7 ¢"" Razez)

ou
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1
Rz = gaz Ry + g fiaz — EQ][QEER

em concordancia com a Eq.(6.115). As outras componentes independentes que faltam de
Fouwe sdo Hine, Fima, Razs e Azizn sendo obtidos de #1222 & H1212 através da permutacio
dos indices 1, 2 € 3.

faoe ytilizadas para

As Cy componentes algebricamente independentes de
descrever a curvatura de um espago & dimensional ndo o fazem de modo invariante, pois os
valores destas componentes dependem nao somente das propriedades intrinsecas do espago
mas também do sistema coordenado particular escolhido como acabamos de ver para o caso

tridimensional. A caracterizacdo de um espago curvo ¢ invariante desde que seja feita em

termos de escalares construidos de fuvs € dur . O niimero de escalares construidos destes

tensores ¢ dado por:

1

Elk—1){E-2){k+3) (6.117)

[

O caso bidimensional ¢ uma excegdo a essa expressao, mas nao ocorre para
espacos de dimensdo maior ou igual a trés. Para um espago de dimensdo trés a expressao
acima revela que existem trés escalares para descrever a curvatura, que podem ser escolhidos

como as trés raizes da equagdo secular:

det (Hup — Ague) =10

ou, equivalentemente,

det R

R,  Ru.R* (6.118)

detg
A Eq. (6.117) fornece o numero de curvaturas independentes
algebricamente invariantes. Em geral, existem relagcdes diferenciais entre estes invariantes,

mas o numero de curvaturas independentes funcionalmente invariantes ¢ menor do que a

quantidade apresentada na Eq. (6.117).
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6.12 PERCURSO EM CURVAS FECHADAS POR TRANSPORTE PARALELO

Suponha que um vetor “» seja carregado ao longo de uma curva fechada C,
ele esta sujeito as equagdes diferenciais de primeira ordem que definem o transporte paralelo

na Eq. (6.87):

(6.119)

Para podermos expressar a variagio de “» quando levado por transporte-

paralelo ao redor da curva fechada C, considere que a superficie A seja delimitada por C ¢
divida 4 em pequenas regides passando a serem limitadas por curvas fechadas menores Cx |
assim como na prova do teorema de Stokes. Agora expressamos a variagdo “ sobre C como

soma das variagdes “» por transporte paralelo quando percorre ao redor das pequenas curvas

Char

AS, =Y A5, (6.120)
N

A variagdo de “» em torno das sub-regides interiores de A ¢ cancelada
pelas variagdes em torno das sub-regides adjacentes, sobrando apenas a contribuicao do bordo

externo das sub-regides que compdem C. Deste modo, a questdo € se ocorre variagdes quando

Su percorre ao redor de uma pequena curva fechada por transporte paralelo. Se a curva é

3 . .
pequena o suficiente, podemos expandir Tiv em torno de algum ponto ¥ = = (7a) da curva:

T2, (#) = T, (X) + (2 — XP) zo=T2, (X) + ... (6.121)

axe

¢ a expansdo de primeira ordem de 5. em torno do mesmo ponto é:

Sul(r)=S8u(r0) + {7 —70) Se(X)+ ... (6.122)

dro

e da Eq. (6.119) obtemos a primeira ordem em (=" — X*):

Su(t)=Su(ra) + r'f:,f (X)) (2" (7) — X} Sy (Ta) + .. . (6.123)
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Para obtermos uma expressao valida para a segunda ordem substituimos as

Eq. (6.121) e Eq. (6.123) na Eq. (6.119) eintegramos:

S,u (v) = .‘_:;-:h iTg) + lL (T;:L (X)+ (= () — X") 5]_?(.‘:' 1"_21: (X)+.. )

dx¥ (7 .
(54 (70) + S (7o) TS, (X) (2* (7) — X*) 4. ) =T (6.124)
L ] dr
descartando os termos de OI‘dGIlS 1guais ou maiores a tresem * — X
T deV ()
Su(r) =~ S,(ro)+T2 (X)S ]/ = T dr+
ry AT
T (XT, (X)) + = 9 T7 (X
| Ry -5"‘.“ ,x J
Y dx? (7)
SU:J—D:/ (2P (7 ‘U’J ——dr (6.125)
_,.U aT

Se #"(7) retorna ao seu valor inicial X* em algum T = T1.entdo:

Entdo a variagdo de Su devido ao transporte paralelo ao redor de uma
pequena curva fechada =" (7) é de segunda ordem:
AS, = Sul(m)—Su(m)
= (X7 (X)+ 50 9 — 5 (X) (7o) ff:x-ﬂn'ﬂc: (6.126)
axe S ; ’ o

onde

T e
p a7 a
zfdx’ = af —dr
. T aT

Em geral, esta integral ndo se anula. Se nossa curva fosse um pequeno

paralelogramo com bordas de comprimentos da* e db* essa integral assumiria o valor:

-‘f-‘::u;-':'n:l':::5 = fa"dbY — da¥5b"

sendo sempre anti-simétrico em p e v, de fato:
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1 7 T1 7 1 T
L dx d | . L A v ) ) .
¢ &"dz’ = ' —dr = — (2"z¥)dr — ' —dr = — ¢ z"d=z" (6.127)
) = aT  OT = aT )

desta maneira, os coeficientes desta integral na Eq. (6.126) podem ser substituidos pela parte

anti-simétrica, que ¢ exatamente metade do tensor curvatura dado na Eq. (6.92)

1 . :
ASy = 5RfupSs )[mﬂ.m‘f (6.128)

donde pode-se concluir que uma condi¢do necessaria e suficiente para que um vetor arbitrario

5. ndo sofra variagdo, quando percorre uma pequena curva fechada arbitraria em X por

R

r & /4 . ~
transporte paralelo, ¢ que “"wve se anule em X. Nos notamos que a variacdo em sobre uma

curva finita fechada por transporte paralelo pode ser calculada fragmentado-se a area A

limitada por C em pequenas regides, somando as variagdes em . quando percorre estas

.~ ~ & ~
pequenas regides por transporte paralelo; por esta razdo, se Flvo se anula em A, entdo um

vetor arbitrario 5. ndo sofre variagdo quando percorre por transporte paralelo ao redor de C.

L . . .
Hlue se anule numa curva fechada consistindo de dois

Suponha que
segmentos 4 e B unindo os pontos *“e X" a variacio de um vetor Su , por transporte
paralelo, ao longo de A de x para X deve ser cancelado pela variagdo de 5. quando, por
transporte paralelo, ¢ levado ao longo de B de X a a:

AL L Su+Af s.=0

Por outro lado, se mudarmos o sentido do deslocamento do vetor Su por
transporte paralelo, ao longo do mesmo caminho B, de = para X, passando agora a percorrer

de X para =, obtemos a seguinte relagdo para estas variagoes:

AZ 5, =-AF .5,

—r—X

o que nos leva a
AL xS, =-AF .S, =A% 5, (6.129)

ou seja, obtemos 0 mesmo valor para a variagio de “« por transporte paralelo, de « para X,

independentemente da curva que tomamos.
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Portanto, dado ©» em X determinamos um campo vetorial Sulz) definido

L
em toda regido do espacgo onde o tensor curvatura Ao se anule, por transporte paralelo de X
para =. A Eq. (6.129) assegura que Sulz) agsim definido depende somente de = e ndo do

caminho de X 2 . A derivada ao longo de qualquer curva *'7/ neste campo é:

dS, 95,dz"(1)

dr Szt dr
e desde que seja arbitraria a diregdo de =" (7) /dT a Eq. (6.119) pode ser reescrita a partir da
equagdo anterior como:
95, A g - )
ax.L — T‘.L.-_L‘S\ IE]?U.
ou
‘5I_|'.;::1.= =10 (6.131)

R

i
Se o tensor curvatura “'#e se anula podemos construir solugdes da Eq.

(6.130) com qualquer valor de S« (X] dado, por transporte paralelo de S« de X & .
Reciprocamente, se existe qualquer campo vetorial covariante com derivadas covariantes que
se anulam, entdo a Eq. (6.119) sera satisfeita e como o transporte paralelo ndo causa variagao
a um campo quando levado sobre uma curva fechada qualquer, da Eq.(6.128) temos por toda

aregido:

R}, ,S5: =0 (6.132)

wpta

onde S5z satisfaz a Eq. (6.131). Nesta aproximagdo, a equagdo anterior ¢ uma condi¢do

necessaria e suficiente para que possamos resolver a Eq. (6.130) por expansao por séries de

poténcias em =" — X
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7 APROXIMACAO DE CONEXAO AFIM LOCAL PARA AS CONSTANTES
ELASTICAS DE CRISTAIS LIQUIDOS NEMATICOS

7.1 FUNDAMENTOS

De acordo com Hess [2]-[6], a interag@o entre moléculas de cristais liquidos
pode ser obtida da interacdo entre moléculas esféricas de um liquido isotrépico hipotético
usual, cujo potencial esférico ¢ deformado até obtermos um potencial de forma elipsoidal,
sendo este uma aproximacdo para o potencial de moléculas nemadticas. Esta suposi¢do
considera que a geometria do potencial influencia o comportamento anisotropico encontrado
na fenomenologia dos cristais liquidos e, se ndo explica completamente a diversidade do
comportamento dos cristais liquidos [55], pelo menos descreve muitos problemas reologicos

[2]-[6]. Numa linguagem matematica, consideramos que o potencial de interagdo elipsoidal
£ entre moléculas nematicas pode ser transformado num potencial de interagdo esférico ®s,
onde r ¢ o vetor entre duas moléculas que sdo submetidas a uma transformagdo afim
apropriada:

Pelrg) =Pz(rg), (7.1)
onde usamos os indices £ e S para notacdo das simetrias elipsoidais e esféricas,
respectivamente. O potencial ndo-esférico, P&, pode ser substituido pelo potencial esférico,

Psse a distAncia entre dois pontos é dada por uma métrica no qual dois pontos numa
superficie equipotencial ndo esférica torna-se eqiiidistante do centro do potencial. Como
conseqliéncia, existe uma transformacdo afim entre a fisica de liquidos formados por
moléculas esfericamente interagentes e a fisica de liquidos de moléculas elipsoidais e vice-
versa. Daqui em diante assumiremos a regra da soma sobre indices repetidos. Deste modo, a

medida da distancia entre dois potenciais esta relacionada pela expressao:

i 1

Pa ar; &

i = i

To — L ] ==

=) _,.L‘?,nl".! = et Joend ,r\-"r
“r'E ar - Y o

drt

=]
o
=1
=]

onde a primeira equagdo fornece a lei de transformacdo para vetores enquanto a segunda lei
fornece a transformagdo para derivadas Obviamente, estas relacdes satisfazem as seguintes

relagdes inversas:
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dri, dr . N
5 E &t {(7.3)

1 ke Lo
'S'I'TE d?’f-_\

Uma conseqiiéncia fundamental destas hipdteses e uma das vantagens desse
trabalho, pode ser entendida quando admitimos que a amostra nematica ndo esta
homogeneamente alinhada, e a transformacdo afim correspondente torna-se dependente da
posi¢do. De acordo com tais condigdes, as derivadas de um vetor ndo se comportam como um

tensor e uma nova defini¢do de derivada deve ser introduzida. Todas as quantidades da forma

dv’/dr', onde v' éa i-ésima componente de um vetor ¥ devem se transformar de acordo com

a Eq. (7.2) e, conseqiientemente,

1M

7% ] ] 7 i ) 7 24 1T T,
du drf d (m 5 K ) drg d°ry JE drg dr
1
g

7§ — TV 1L
ar .:1'-;---3 arg

d“’i.: E?'.I‘."E di"% are

Quando a configuracdo do diretor ndo ¢ homogénea, mudando de ponto a

ponto, o primeiro termo do lado direito da equagdo acima ¢ nao nulo revelando que dv' /dr!
ndo ¢ um tensor sob a transformacdo dada na Eq. (7.2). Este comportamento é encontrado
usualmente quando consideramos transformagdes de coordenadas dependentes da posicao ou
do ponto. A forma padrdo para se tratar tal situacdo modifica a regra de diferenciagdo;
derivadas usuais tem de ser modificadas para derivadas covariantes [38] de modo que termos
fora das normas da equagdo acima sejam cancelados. Além disso, mesmo quando a utiliza¢ao
da diferenciagdo covariante ¢ necessaria, pode ocorrer que tal procedimento resulte num
sistema de coordenadas "inconveniente", ¢ uma mudanca de coordenadas apropriada poderia
restabelecer a regra de derivacdo usual. Entretanto, existem situagdes onde o uso de derivadas
covariantes ¢ inevitavel, ¢ ndo ha mudanca de coordenadas capaz de restaurar a regra de
derivacdo usual. Neste caso, a superficie onde os fendmenos fisicos ocorrem tém uma
curvatura intrinseca.

O primeiro resultado desse trabalho ¢ demonstrar que a aproximagdo de
conexao afim revela que a descri¢do matematica das texturas neméticas tem associada uma
superficie com uma curvatura intrinseca e, conseqiientemente, a descri¢do apropriada requer o
uso de ferramentas matematicas consistentes. Por exemplo, derivadas covariantes devem
substituir derivadas usuais. Como todas as texturas nematicas aparecem de variagdes do
diretor e, portanto, suas variagdes sdo relacionadas com a elasticidade da amostra,
aplicaremos tal aproximacao no estudo da elasticidade nematica. Mostraremos que a partir de

fungdes escalares simples obtemos uma descricdo da elasticidade nematica construida com
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uma regra de diferenciacdo covariante apropriada. E finalmente os resultados de tal descrigao

serd comparada com dados experimentais do MBBA,5CB,7CB,PCH7¢CCH7.

7.2 CURVATURA DE UMA AMOSTRA NEMATICA

A Eq. (7.4) revelou a necessidade do uso da derivada covariante quando a
aproximacao de conexdo afim ¢ utilizada para descrever a fisica de nematicos a fim de fazer
com que a métrica da superficie gerada pelas texturas nemadticas seja determinada. Este € o
propésito desta secdo. Para propormos uma métrica, lembramos que a distdncia numa

geometria esférica ¢ dada por,

B,
i 2
Il
=2

Py
-
i
-
i
=
[+3]

enquanto, numa geometria ndo-esférica ¢ dada por,
I17'2-3};' = .'5’1';'7'2:}_'7'}'»_‘- (7.6)

onde, para a situacdo fisica que estudamos a métrica i ¢ induzida por superficies
equipotenciais de potenciais ndo-esféricos. A aproximacao de conexdao afimafirmaque o
fenomeno fisico que ocorre numa superficie equipotencial ndo-esférica pode ser obtido
através de uma transformacdo afim, a partir de uma superficie equipotencial esférica. Para
obter tal lei de transformagdo, dada na Eq. (7.2), serd observado que os pontos localizados ao
longo da mesma superficie equipotencial elipsoidal sdo "equidistantes" do centro potencial.
Deste ponto de vista, a hipdtese de Hess pode ser formulada declarando que, para um
potencial elipsoidal simétrico, existe um potencial simétrico esférico associado satisfazendo a
regra,

12

c

]

ds = d3
E.

Portanto, a passagem do potencial elipsoidal para o potencial esférico, ou
vice-versa, colocada na Eq. (7.1), pode ser realizada por meio de uma mudanca da métrica na
superficie na qual o fendmeno esta sendo estudado. Isto ¢, as medidas das distancias nos dois
potenciais devem estar ligadas por alguma regra, determinada pela Eq. (7.2). Parauma
relagaoformalentre amétrica gij eestamudancadesistemacoordenado, ésuficiente observar que

quando esta equacdo ¢ substituida na Eq. (7.1),Eq. (7.5) eEq. (7.6),éobtido,
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i
dr. dr
- i _f .f f‘. I
By = 0 jm—t 2y iy 7.8
- ¥ 1  E'E !
. . dr’ drl
£ £
isto é,
drt drl . o
Gkl — = :_ !-Jﬂ'{_i'. (7.9}
arg drg

(7.9)
O uso dos indices superiores e inferiores segue das regras usuais de vetores

contravariantes e covariantes, respectivamente, e serd ilustrado no contexto deste modelo.

Eles estdo relacionados com as leis de transformagdo direta ¢ inversa. Deste modo, a métrica
9. ,dada na Eq. (7.6) é covariante enquanto sua inversa, g, obtida pela relagdo,

ging™ = d-;' (7.10)
¢ contravariante. Esta relagcdo fornece uma forma métrica ao método de transformagdo afim;
quando uma quantidade fisica ¢ conhecida num sistema esfericamente simétrico, Eq. (7.1),

dizemos que ¢ suficiente aplicar nesta quantidade uma transforma¢do que a leve para o

sistema elipsoidal, obtendo assim uma expressao correspondente num sistema nao-esférico.

Contudo, para obter uma forma explicita para esta regra ¢ necessario conhecer a métrica 9
que produz tal transformagdo. A obtenc¢do de tal métrica em termos dos parametros nematicos

€ N0Sso proximo propadsito.

7.2.1 Parametro de Ordem Elipsoidal

E

Consideremos a métrica 9% determinada pela matriz =i que caracteriza a

forma quadratica de um elipsoide uniaxial. Um dado elips6ide uniaxial ¢ descrito num sistema

coordenado local da seguinte forma:
1']

para os vetores ortonormais {ez. ey 0} o comprimentos dos trés eixos principais sdao as

medidas dados por {a,b b} respectivamente, €

=1
—
{5}

e; =(1,0,0), e, =(0,1,0), e; =(0,0,1}, i
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sendo #1. ¥z & ¥z os eixos coordenados. Assim, o elipsdide dado na Eq.(7.11) pode ser

. i e —
escrito como £i;& &’ = 1, onde

L 0 0
.

Ei=] 0 L o0 (7.13)

1

\o o %)
¢ a matriz diagonal que caracteriza o elipsoide de autovalores,

1 1 1 o
{E.. .;_:._2 F}. |__|'.1—l-.

enquanto os autovetores sao dados pela Eq. (7.12). O indice d em Ej ¢ usado para ressaltar

que a matriz caracteristica correspondente ¢ diagonal.

A matriz Eij, que representa um elipsdide uniaxial arbitrario com semi-
eixos principais de mesmos comprimentos do elipséide caracterizado pela Eq. (7.13), podeser
obtida a partir da matriz E:, através de rotacdes arbitrarias cujos trés vetores ortonormais
{ez.ey.e:} s30 rigidamente rotacionados para um novo sistema de coordenadas de vetores

ortonormais {P- € T}- Vamos demonstrar que apos tais rotagdes £ii assume a forma,

1 1 1
PPy —F?:‘?_;' —b—g

=]
—t
(&3]

';l'z- ?-J' - |_. =

De fato, basta mostrar que p, q e r sdao autovetores de £ com os

autovalores dados pela Eq. (7.14), pois os autovalores sdo invariantes por transformagdes de
coordenadas. Usando as relagdes ortonormais, Eq. (7.17) abaixo, entre p, g e r calculamos os

autovetores e autovalores de £:

-1 ! ;1 .
E!- I':'\:"I = —pi, E!- I-qn;' = ==, EEJ-:P-' = _-J?-'-': . Il T. 1 E |
= s = he 2

onde p, q e r sdo autovetores normalizados de Ee{l/a®1/b%1/b

2
t sdo os autovalores
correspondentes. Uma importante propriedade destes autovetores ¢ que eles compdem um

conjunto completo estando relacionados pela expressao [56],

PiPj + 4igj + 1Ty = Oy (7.17)
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Combinando esta equacdo com a Eq. (7.14), obtemos,

Eij = %Pz:“i + %[JU— — pip; )
- 1 15 {dsj — e pipj}. (7.18)
onde
e=1-1b" (7.19)

¢ a excentricidade enquanto p corresponde ao eixo simétrico do elipsdide uniaxial. Fixando o
comprimento do semi-eixo principal do elipsdide uniaxial como o = 1, obtemos concordancia
com a normalizacdo adotada para a esfera de raio » =1. Logo, num sistema coordenado

arbitrario rotacionado, este elipsoide pode ser escrito como,

=1
[
=

Ejy'y’ =1. (

Apos fixarmos o = 1, a condi¢do e = 0 reduz o elipsdide a uma esfera de raio
r =1 como podemos ver na Eq. (7.19). A anisotropia encontrada nos parametros reoldgicos
pode ser interpretada como a deformacgdo induzida no meio nematico pelas superficies
equipotenciais nao-esféricas. Conseqilientemente, esta anisotropia pode ser quantificada
medindo quanto esse elipsoide difere de uma esfera equivalente. Para obtermos tal esfera
lembramos que, de acordo com a Eq. (7.13), o tensor que caracteriza um elipsdéide ¢ uma
funcao linear do inverso do quadrado de seus eixos e, além disso, seria reduzido a uma esfera
se o comprimento destes eixos se tornassem iguais. Portanto, a esfera equivalente pode ser
definida como aquela cujo raio r satisfaz a relagao,

1 1 : 1, £, \
—_— = =T = [ — — (7 211
= =3Tr(B)=—(1-3). (7.21)

Isto ¢, quadrado do inverso de seu raio ¢ dado pela média do inverso do
quadrado do semi-eixo do elipsdide Entdo, se E ¢ a matriz caracteristica de um elipsoéide, os

elementos da matriz caracteristica da esfera equivalente seriam dados por:

=]
| =]
]

Si; = 0 Tr(E)/3 (7.

e, conseqiientemente, a deformacdo elipsoidal AE  seria definida pela diferenca entre o

elipsoide e a esfera equivalente,

1. -
:'J-'—ES'E'J'TT':E:., 07

~]
13
)

AE;=FE;—S;=E
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e que, com o uso das Eq. (7.18) e Eq. (7.21), torna-se:

€ 1. S
AE;; = T {E ij — :J{p_.-} . (7.24)

Assim, a deformacao elipsoidal ¢ determinada pelo produto de dois termos,

=]
[B]
i

Qi = 39 —mimj. (7.

Este ultimo termo ¢ o componente anisotropico da deformagdo elipsoidal,
ele coincide com o tensor de momento quadrupolar [57], sendo formalmente similar a
expressao do parametro de ordem tensorial de um cristal liquido nemadtico. Assim como
determinado por de Gennes [1], o tensor parametro de ordem pode ser medido da diferenga

entre as partes anisotropicas e isotropicas de uma determinada propriedade fisica, e foi

exatamente isso que fizemos com 12 para chegar na Eq. (7.24). Naquela equagdo, o termo
de excentricidade, e, fornece a magnitude do alongamento elipsoidal; para diferentes
excentricidades temos diferentes formas moleculares correspondentes, para e< 0 obtemos b>
1, correspondendo a uma fase discotica, e para e> 0 obtemos b< 1, correspondendo a uma
fase calamitica.

Resumindo, a matriz elipsoidal apresentada na Eq. (7.15) pode ser escrita

como:

E

_ ]; {(1-5)0,+<0E}. (7.

=]
| B
[=3]

onde o primeiro termo corresponde a parte esférica (isotropica) de £i e o segundo termo
descreve a variacdo da forma esférica. Assim como determinado por Hess e abordado acima,
a aproximacdo da conexdo afim pode ser realizada deformando um potencial esférico até

obtermos moléculas de formas elipsoidais. Deste modo, tal variacdo ¢ descrita por um termo
que ¢é estruturalmente igual ao tensor pardmetro de ordem. E desta forma de £ij que a métrica
gii sera construida, sendo composta de uma parte isotropica proporcional a % euma parte

anisotropica proporcional & @ij- .
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7.2.2 Termodinamica na Métrica

Mostramos anteriormente que a matriz E£ij caracterizando um elipsoide

. . £ . s qa - A
difere de uma esfera por um termo tensorial Qr.i, que ¢ formalmente idéntico ao parametro de

ordem @i .Con-ceitualmente, estes objetos matematicos descrevem objetos diferentes, sendo

esta a razdo pela qual introduzimos o sobrescrito E em QE O propdsito desta secdo ¢ mostrar
que tais igualdades formais podem ser aprimoradas de forma que ambos os conceitos tornem-
se idénticos e uma métrica dependente da temperatura seja obtida. Este importante resultado
reside na esséncia do que esta por vir do uso da aproximagdo de Hess e sua motivagao fisica
pode ser facilmente entendida: para temperaturas maiores do que o ponto de transi¢cdo de fase
NI o liquido nematico ¢ isotropico e todas as diregdes sdo equivalentes, para temperaturas
menores do que o ponto de transi¢do de fase NI o liquido torna-se anisotrdpico e, em cada
ponto, muitas propriedades fisicas adquirem uma direcdo privilegiada. Logo, pelo menos
deste simples ponto de vista, esperamos que uma métrica dependente da temperatura possa ser
construida. Introduziremos tal estudo relembrando algumas consideragdes basicas sobre o
significado fisico do parametro de ordem microscopico e posteriormente o usaremos na
construgdo do parametro de ordem macroscopico. No proximo passo, especialmente na
Eq.(7.27),a distin¢do entre o parametro de ordem microscopico e macroscopico padrao segue
a aproximacao usual [1] e serd discutida simplesmente por uma questdo de compreensdo de
nosso raciocinio.

A anisotropia dos materiais liquido-cristalinos pode ser observada em dois
niveis distintos, macroscopicamente e microscopicamente. Em medidas termodindmicas a
anisotropia aparece macroscopicamente, apesar de ter origem microscopica. As moléculas de
cristal liquido t€ém uma anisotropia microscopica intrinseca que, quando calculada, pode ou

ndo ser observada em medidas macroscopicas dependendo da temperatura. Para criar uma

notagdo que faga distin¢do entre a natureza microscopica e macroscopica de &ij usaremos um
sinal circunflexo sobre o pardmetro vetorial n denotando um vetor unitario microscopico.
Assim, &:(n) significa que fi é uma variavel aleatéria microscopica, nessecasooeixolongo
molecular, eoparametrode ordem associado ¢ um parametro de ordem microscépico.

Analogamente, sem o sinal circunflexo em n, &:j(n) significa que n é uma variavel aleatoria

macroscopica, nesse caso o diretor, e o parametro de ordem associado ¢ um parametro de
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ordem macroscopico. O vinculo entre estas duas quantidades ¢ feito admitindo que a variavel

aleatdria microscopica 1 oscila tdo rapidamente que quando Qij(n) ¢ calculado, no tempo

e/ou na vizinhanga de um ponto, tal quantidade determina o pardmetro de ordem

macroscopico Qsj ! onde n ¢ o diretor usual [1], e @4 tema formadadana Eq. (7.25),com n
substituido por n, cuja anisotropia macroscopica uniaxial pode ser medida. Assim como no

capitulo 4, apesar da simbologia distinta, temos [1]:

=]
%= ]
=]

(@ij(n)) = § @i5(n), (7.

onde '*/ representa a média estatistica da variavel aleatéria z. Como ja foi dito
anteriormente, S da a intensidade com que as oscilagdes aleatorias fazem a anisotropia

microscopica ser observada na escala macroscopica. Para obter tal resultado ¢ suficiente

multiplicar o lado esquerdo da expressdo acima pelo pardmetro de ordem macroscépico,

g y
@"(n); tomando o trago da expressao resultante:

Q7 (m)(Qi; (7)) = § @ (n)Qij(n), (7.28)

obtendo
3/ 1 2 )
s=3 (‘_E_{[ﬁ_n]‘})_ (7.29)

Esta equacdo ¢ a expressdo conhecida e usualmente utilizada na literatura de
cristais liquidos para o pardmetro de ordem escalar [1].
Vamos considerar que o potencial interagente atribuido a cada molécula de

uma amostra nematica tem uma superficie equipotencial que pode ser representada por uma

matriz £ii-. Suponha que possamos estender tal idéia para uma vizinhanga de um ponto, para
uma grande quantidade de moléculas, em analogia com a Eq. (7.27), podemos ter moléculas
alinhadas gerando uma fase nematica ou moléculas desalinhadas. A representacdo dos

resultados macroscopicos deste alinhamento microscopico pode ser feita através da matriz

E
i7 assumindo que ela satisfaz a mesma relacao de um parametro de ordem microscopico:

(@F(R)) =S Qsj(n), (7.30)

isso significa que a anisotropia microscopica de cada molécula torna-se acoplada com a

anisotropia microscopica de outra molécula de sua vizinhanga, fazendo com que o eixo longo
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de cada uma das moléculas oscile ao longo da mesma dire¢do, gerando uma fase nematica.

Uma importante conseqiiéncia do raciocinio acima ¢ que fornece resultados macroscopicos
para a anisotropia elipsoidal microscopica de cada uma das moléculas. Como QF aparece na
definicdo de £:5, veja Eq. (7.26), esta equagdo revela que a matriz elipsoidal £ij também tem
um complemento macroscépico, pois a partir do momento que damos significado a (@)
também devemos atribuir um significado correspondente a (E:j). Tal matriz mensura a

passagem de uma simetria macroscopica isotrdpica, determinada pelo termo “:i: para uma

simetria macroscopica elipsoidal de uma fase nematica. Assumiremos que tal anisotropia ¢

percebida através da métrica macroscopica 9i-. Ou seja, 9 = (E3i/V Oy,

211 P e,
Gij N {ETT':.E:S'EJ' + :'..Q;;j in)) }

= L {f] - %']d;.i-_.- + eS@y;(n) } : (7.31)

1—e¢)

onde N ¢ a constante de normalizagdo introduzida a fim de assegurar que o vetor diretor seja

unitario,
n'n; = g¥nin; = 1.
Um célculo revela o valor de N, mostrando que,
9 =G f:_'l- 59)) {(3 — e)dij +3e5@Qs(n)}, (7.32)
e
g = m [(3—e(541))8% 4+ 3e5Q% (n)} . (7.33)

Nessas equacgdes assumimos que a métrica induzida pela anisotropia
elipsoidal depende do pardmetro de ordem escalar S e, portanto, ¢ macroscépica, sendo
determinada pela temperatura nematica. Na fase isotropica, S = 0, a métrica ¢ esférica e
macroscopica. Quando a temperatura ¢ reduzida, a transicdo de fase nematica-isotropica
ocasiona um S nao-nulo, induzindo uma anisotropia elipsoidal macroscopica descrita pelo
parametro de ordem S e pela excentricidade e. Observe que esta métrica tem como meta a
realizagdo das hipdteses de Hess da aproximag¢ao da conexdo afim, sendo um efeito
termodinamico induzido pelas anisotropias da fase nemadtica assim como provaremos com o

estabelecimento da Eq. (7.37). Entretanto, ndo significa que a métrica verdadeira do espago

onde o fendOmeno acontece tenha sido alterada.
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7.2.3 Conexdes e Curvatura

Nessa secdo, mostraremos que na presenca de texturas nematicas a
aplicacdo da aproximacdo de conexdao afim deve ser necessariamente seguida pelo uso da
diferenciagdo covariante; a hipdtese de Hess conduz a uma superficie ndo plana
tridimensional de curvatura escalar ndo nula. Para chegar neste resultado usaremos formulas
da geometria diferencial cujas dedugdes sdo diretas e dedugdes fisicas podem ser encontradas

em Weinberg [38]. Para calcular a curvatura associada com a métrica g:j, a conexao:

(7.34)

1 dgmi  Ogm: gy
vt = Lo [Bomy | Bomi _ Doy
H ?9 { Dt B -5'.1:'"“}

k
deve ser avaliada ¢ de % usando a Eq. (6.25) apresentada acima, calculamos o tensor de

L

curvatura de Riemann-Christoffel & , Eq. (6.92), e dele, o tensor de Ricci, Rfa", Eq. (6.99):

& ok
g" — ar:'rr: _ &Fii +Tn ¢ _rnrk
“HMmy T Dd Dem im- jn ij mno
— & PRI
R;u = Ril':‘_,‘:' |__|'.3J.

Com estes elementos, a curvatura escalar £ pode ser determinada por:

R=g"R;;. (7.36)

Finalmente, podemos mostrar que a conexao ¢ dada por:

. 3eS o ! k. 3
i _ i o1 a9 o ko LB R _:- - o
i S 312 29)B—c(1-9)) {8 = e(1+28)) (n*(Bins — Oym) + (Bun'* — P +

—(3 — e(1 — 8))ny| 5'_;?1"': — S'F:n_;'] + 3eS5 nin™ [n'lfﬁ'mn_lc + ?;jﬂm?;""'] ]r )

e a curvatura escalar ¢ dada por:

9e?5* . 3eS o _ ‘
R= E,J —(n.[V \11i]2—+1f’r m{Vn)+n=(V x<nj. (7.37)
2(83—e(l1-58))° (F—ell—25))
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Esta expressdo mostra que a curvatura escalar associada com as texturas de

uma amostra nematica ¢ nao-nula e composta pela soma de duas texturas nematicas usuais, o

termo de textura "bend"(n-(V xn] .]2, e o termo de textura "saddle-splay",
Vn(Vn)+nx(V xn}) Como R é um escalar ndo-nulo, isto &, um invariante, serd o
mesmo em todos os sistemas coordenados nao se anulando e deste modo nao podendo ser
eliminado. A curvatura expressa por £ ¢ uma propriedade basica da aproximagio de conexdo

afim, associando intrinsecamente as texturas nematicas com uma superficie ndo plana. Mais

adiante retomaremos este assunto e seu significado fisico.

7.2.4 Aproximacdo Elementar para a Energia Eléstica

Anteriormente, vimos que quando a aproximagdo de conexdao afim ¢
aplicada, as texturas nemadticas devem ser descritas por uma superficie nao plana.

Conseqiientemente, somos levados a substituir derivadas usuais por derivadas covariantes

[38],

1
8.0/
»

L Do = 8 + T " (7.38)

Considerando um modelo simples para a energia eldstica armazenada nas
texturas eldsticas, perceberemos as vantagens obtidas com esse tipo de desenvolvimento. As
constantes elasticas serdocalculadascomousodasregrasparaderivadas tratadas anteriormente e
os resultados obtidos comparados com outros obtidos através do uso das derivadas normais.
Adiante, trataremos de modelos mais elaborados.

Generalizando a lei de Hooke para um meio liquido-cristalino vemos que a
energia eldstica, na vizinhanca de um ponto dado, deve ser pelo menos proporcional as

variagdes do diretor e do quadrado do pardmetro de ordem escalar [58], ou seja,

E /= aS5* -fS':- ' .

Usando a regra das derivadas usuais e as expressdes para as texturas da fase

nematica, podemos reescrever a equacao acima como,

E = a5? {lf_"?.n]z + (nV = n_‘,l2 4+ (n=xV = 11']2 —VinVnon)+nx(V = 11‘:]} )
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De acordo com este modelo elementar, todas as constantes elasticas de
cristais liquidos nemadticos seriam idénticas, ndo sendo observada nenhuma diferenca entre
seus valores. Por outro lado, quando substituimos as derivadas usuais por derivadas

covariantes encontramos:

. P ' T
E = a88n') — a8 Din )(D'nj) =

= E'{-E:E_QJF:QH“I::’Di'??,k.]l:_.D1ﬁ_nli']

podendo ser reescrito como

o | —elS + E\- ]
E acﬁﬂbvmr—@—g%i?; Tﬂ%uv\nr
A | el — 1)) )

i

Je& . 2 . . .
+ (1 — ;) MmxVen)" —(VinlVa +n=(V <n))) ;.
J4+els5—-1), :

Com a introdu¢do das derivadas covariantes, obtivemos expressdes nao
triviais para as constantes elasticas nematicas com dependéncia da excentricidade molecular e
edo parametro de ordem escalar S:

- .2
Il[] == &5'._

Fi

. Je(6 —el5 + 20
En =~ QLL- i S I

233 +e(5—1)2/)"
_ "1 Je(6— e[S+ 2)) 9e257 o
@ ( 2(3+e(5—-1))2 23 +elS _1~:]2) .

(7.39)

Mostraremos adiante que estas relagdes fornecem uma razio aceitavel entre
K11 e K22,mas fracassam para a razdo entre f11 & fzz. Recorrendo aos dados experimentais
dos mais simples compostos calamiticos, constatamos que o comportamento das constantes
Kon < K1 < Kag

elasticas podem ser resumidas por [1]. Entretanto, as expressdes acima

obedecem a relagio fizz < A1 < K11, Deste modo, proporemos um modelo mais elaborado e

veremos que a razdo Hfazz/Ku ¢ determinada pela interagio multipolar das moléculas
nematicas, esse fato fisico explica as diferengas encontradas nos dados experimentais destas

razdes [24], uma vez que essa caracteristica ndo se observa na razdo fi22/ 1.
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7.3 ENERGIA ELASTICA

Anteriormente, apresentamos um modelo elementar para avaliar a energia
elastica armazenada nas texturas nematicas. Apesar de termos fornecido uma expressdo para

cada uma das constantes elasticas em funcao da excentricidade molecular e do parametro de

ordem escalar, vimos que a expressdo para fizz discorda dos dados experimentais. Desse
modo, daqui em diante esse modelo serd aperfeicoado para alcangar uma total concordancia
com os dados experimentais. O pontodepartidaéusual, isto€, comoaenergialivre ¢ uma funcao
escalar, devemos construi-la a partir de escalares obtidos dos mais simples invariantes
unitarios dos elementos matematicos que caracterizam a teoria de cristais liquidos [1]. Para
obtermos um modelo mais elaborado, alguns componentes fisicos essenciais devem ser
adicionados ao modelo elementar construido acima; além da geometria, devem ser
considerados também aspectos contidos no uso das derivadas covariantes, a orienta¢ao
relativa das moléculas anisotrdpicas e as distancias entre elas.
Vamos iniciar considerando a intera¢do angular [47], formulada em termos

de produtos tensoriais do parametro de ordem,
I(p,§) = @™ (3)Qx;(4)- (7.40)
Esta ¢ uma funcdo das varidveis aleatorias, P € g localizadas em dois
diferentes pontos r1 e rz, respectivamente, sendo que somente as quantidades
termodinamicas geradas por elas t€ém significado macroscépico. Para obté-las, assumimos que

a parte relacionada a fungcdo de dois pontos (@ (P) Qi (d)) pode ser desprezada e,

Eq. (7.13) encontramos:

(L(5.9)) = 57 Q%(p) Quila)

Iip, q). (7.41)

o

(]

o
— 3}

Esta ¢ a expressaobasicaparao calculo das constantes elasticas [58]. Para

obtermos invariantes escalares deste tensor, podemos: tomar o traco do tensor,

ti{ri,ra) = (L(p,n)) =8° I[(p.n)

s

1 o .
= 8 (-3+(a)’), (7.42)
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ou contrai-lo com o raio vetor ¥ =¥1—T: que representa a distdncia entre os dominios

nematicos p e g, obtendo:

ia(r1,r2) = (r'rlI(m, 7)) = S3rir Lj(m, n). (7.43)

Cada um destes invariantes tratados acima sera usado para obtermos a
expressdo para a energia elastica de uma amostra nematica. O primeiro invariante ¢ 1., ele
expressa uma interagdo angular chamada interacdo de Maier-Saupe [60]. Dois diretores p e q
estdo elasticamente acoplados somente quando & # 0, ndo estando acoplados elasticamente
na fase isotropica, 5 = 0. Além do mais, através do produto r'+! ,0 invariante 2z acopla a
distancia anisotropica entre as moléculas nemadticas com a interagdo angular, coincidindo com
as quantidades supostas anteriormente para descrever a elasticidade nematica. Por
conseguinte, esperamos uma melhor descri¢dodaelasticidadenematicadoinvariante 2. De

qualquer forma, iniciaremos nosso estudo procurando as constantes elasticas estabelecidas

pelo invariante 1. A razo principal para esse procedimento é mostrar explicitamente os
limites de uma descrigdo puramente angular da elasticidade nematica, sendo usado na
interpretagdo dos resultados encontrados adiante no estudo de .

Logo, observamos que a mudanca *2 = r1 +r resulta em:

Usando a aproximacao de campo médio, encontramos:

@rjlr:) = @Qijlri+71)

e

. - o1 .
r2 Qujlri) + r""DmQM (r1] + FT“‘?‘“Dn:DﬁQkiﬂ:—r]:l. (7.44)

Usando a aproximacao de campo médio, encontramos:
(L(r1.r2)} = (@F(r1) Quj(r1+1)) (7.45)

m (@™ (r1) Quilr1)) + (@F(r1)r™ D Quj(r1)) + 5{@‘”{'1‘1 1" Dy Dy Qe (1))

Consideremos o produto das variaveis »™r™, como ¢ um tensor simétrico de

ordem 2, podemos escrevé-lo em termos de tensores simétricos de ordem 2 da teoria [25],

M g FTE

[39], & =2,

rMrt = AQ™" + B&™, (7.46)
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onde Al{r) & B{r] sdo constantes a serem determinadas, cujo significado fisico serd importante
para a interpretagdo de nosso modelo elastico. A substitui¢do do produto das variaveis ="

acima, sera utilizada, posteriormente, no célculo dos invariantes 1 € 2.

Como o traco de @™ ¢é nulo, Tr(@"™) = 0_obtemos:

L=

. T
EBir)= —,
T 3

mostrando que £{r] mensura a componente isotropica de ¥ r", assim como j4 vimos na Eq.

(7.46). Contudo, a interpretacdo de Alr) ndo ¢ evidente e para obté-la usamos que

a
A: T :I — §Tm 'l"'n Qn-,_]!.-_

mostrando que 4(7) & proporcional ao termo de energia quadrupolar, no ponto 7 [61]
Empregando estas defini¢des em 43 (¥1:72)} obtemos:
(Lirr)) = {(@%Qus) + (@"(r1)r™ DmQujlr1))

| ] \ : \
+E-:,Q”’ (r1)(A(r)Q™" + B(r)g"" ) DmDnQrjir1)). (7.47)

Nas equagdes acima, realizamos a mudanga " — g¥ definida na Eq. (7.9).
Todo o formalismo desenvolvido até o0 momento sera utilizado para calcular

as constantes eldsticas nematicas. Assumiremos que o termo 1 contribui para a energia livre
através de um termo com a forma:

N =5+ fdg?';dgrg ap{ras —r) ':I:-i{fr]. rgjl::f. If_?.—l-S'\:

y ) . . f i 34
onde @1(r1 — r2) expressa os coeficientes da energia em termos de (£;(r1, T2}

Fazendo a mudanga dos pardmetros de integracdao definidos acima, obtemos:

F, = F —% f drd°r ay(r) {-::Q"-“'[r]_‘.u-:'.é@””‘ + Bg““‘““:ﬂmﬂnﬂ?k,-[r;.‘.'?-}
1 o . ] - . . .
= Fo+3 /ﬂ'“‘ﬁ {{QER (r1)(Ca@™" + Crg™" ) D Dn@uj(r1)) ]r . (7.49)

onde desconsideramos os dois primeiros termos da Eq. (7.47), o termo linear em ™" £m é um

termo colestérico [25], [39], entdo:
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. . . 2 A
Cy = ./.:i“"r ap(r)A(r) = E./ P a1(r)rr" Qumn

" . . 1 - .
Cg = fci“'?’ allr)Bir] =§[r1'“'?' ?’zm-:r_‘_l_ 7.

Usando a defini¢do da derivada covariante dada acima, e ap6s um célculo

=]
o
=

direto, mas nada rapido, obtemos:

1 = ') .- 32 3 )
FF=F+ E /ci“‘:"] {ff'_[ (V)" + Ko (nV oxn)" +Kapin <V x 11]2 —-E‘J-F;T.f} (7.51)
onde
2Cz5%((3 —e) +2e287) , .
H]__L,. _ E',J W —e) + E ! =(3(34+p 5) — e(3— S5(3 — p(1+25))))
' 3(3—e(14+25)) (3—e(1—-35))°
a1y, 3eS (6—e(S+2)) ) (1)
o = U "3 Breas—1)7) i
KD _ 20813 —208)((3—e)’ +2e757 ) 7.52
133 — _ Li.aL)

3(3 —ef1—5))°

e © = Ca/Cs ¢ proporcional a0 momento quadrupolar, definido em Eq. (7.50). Um aspecto

consideravel desta relagdo ¢ a razao:

Ky 3eS (6—e(S+92)) \
S e e (7.53)
K\ 2 (34+e(5-1))°

21

que ¢ exatamente igual a uma outra obtida na Eq. (7.43) ndo dependendo de p,momento
quadrupolar da molécula nematica, ¢ sendo completamente determinado pela excentricidade e
pelo parametro de ordem escalar S . Abaixo, na Eq. (7.56), este mesmo tipo de relagao sera
encontrada novamente na descri¢do da elasticidade dada por 2 . Por outro lado, comparando

com esta propriedade, a relagio a1 = Hzz/E11 também depende do pardmetro p,ou seja,

_ (3—205)(3 —e(1+25))
"1 T 33+ pS) — e(3— 5(3 — p(1 + 25)))

[7.54)

Portanto, um gréafico dos dados experimentais de 721 em fung¢ao de S pode
ser usado para determinar os valores de e. Posteriormente, apds obtermos o valor de e,um

grafico da razdo "21 em fungdo de S pode ser usado para determinar p. Como as constantes
elasticas dependem de €. 2, Cz e 5. yma simples determinacdo de C= seria suficiente para

determinar simultanemente os valores de £11. f22, € Kaz como uma fungdo de S Com esse
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procedimento ocorreu a determinacdo das constantes elasticas, e os resultados estdo
representados graficamente na Figura 7.1. Os valores para S foram tomados do perfil do
pardmetro de ordem universal de [62] enquanto os dados experimentais da elasticidade do
MBBA foram tomados de [12]. Desta figura vemos que apesar da concordancia das curvas
Ki; e Ky, com os dados experimentais ser boa, 0 mesmo ndo ocorre com Kj3. De fato, nao

existe qualquer concordancia entre as duas curvas e, podemos afirmar sem duvida que o uso

de U1 para o calculo de K33 € pobre. Apresentamos os resultados negativos do calculo de K33
para exibir os motivos das diferencas entre as razdes 721 e 721 ja divulgados na literatura
[24], tornando-se claro quando lembramos os procedimentos usados para chegar nos
resultados da Figura 7.1. De acordo com as relagdes encontradas acima, através da
excentricidade e e do pardmetro de ordem escalar S ,a razdo ™21 estd completamente
determinada pela geometria do volume correlacionado. Por outro lado, a razdo rz1 também
depende do momento quadrupolar da molécula nematica, tendo grande impacto de
dependéncia a distancia relativa das moléculas interagentes e suas orientacdes relativas. Este

fato estd contido na relagdo inicial do calculo de Ki; e, como vimos na Eq. (7.43), ¢

exatamente o fato fisico enfatizado por 2 e, conseqiientemente, é o melhor ponto de partida
para o célculo da energia elastica do que i

Considere a elasticidade predita por 2z,
R = F+ /ds?___ae” as(rs — 1) -:fri':-'-"I{_.-:_'ri:.3-'1.']'::

= Fo+; f 11" ay(r) { (AQ¥ + Bg")@} (r1)(AQ™" + Bg™ ) Dn D @ui(r1)) | -

=]

(7.23)

onde usamos a Eq.(7.46). Seguindo o mesmo procedimento usado acima chegamos numa

equacdo similar a Eq.(7.46), mas com as constantes elasticas dadas por:

o2

K = a8
2TF—ell =5))° (3 —e(14+25))
K (. _ 3eS (6—e(5+2)) ) (2]
2 2 (3+e(S—1))F)
- _ _53 ‘
KY = = . (7.56)

27(3 — e(1 — §))°

onde
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0(3 — e(1— S))%(63 — 3e(14 + ) + €2(T+ S + 10 5%)) +

L
e
I

—35(40e*5* + (3—€)((3— €)° +52(3 — e)’eS + 33(3 — £)e?5? + 22:55%)) 01+
—25%(4(3— )" +18(3 — e)%eS — 3(3 — £)e?S® +10°5%)(3 — e(1 +25))p,
N = {9(3+e(—1+9))(63 —6e(T+25) +&*(T+45(1+4 35)))+

—35(—19(—3 +¢)® +48(—3 + €)°eS — 12(—3 + £)e® 57 + 64°5%) o1 +

25%(—5(—3 + )% +42(—3+€)%eS + 12(—3 + €)e? 5° + 326°5%)0, } (7.57)
(¥
3 oo r "'.'! 1. 2 A P
cy = rlT&gl__l‘.:_Bl__l‘.] =E dr rar)
Jrci3r aa(r)B(r)Alr) I}Jrn'sr aa(r) ¥? v Qmn
i3 = = 2 = _—
] ergr rﬁ.g-::r]lf_..i':_}'ll:r]:3 _]r*'-"fs"" r4 aa(r)
— fd-‘?r n?':?r.\-' [ 4'1':?1']13 _ erﬂr n?':?r.\-'rmrﬁrﬂ?'p@nm@ﬂ? - B
gr = = — =4 —— | 7.58)
Jr.:z rasir) (Bir)) _|rr1 T rrasir)

Novamente, da razdo entre as constantes elasticas, veremos que a razao 21

permanece igual aquela encontrada anteriormente. Entretanto, 21 depende de dois

parametros ©1 ® 2 Com uma rapida investigacdo percebemos que #1 avalia o momento

quadrupolar, portanto, similar ao pardmetro p encontrado na Eq. (7.52). Deste modo, somente
£2 ¢ um novo parametro sendo quadratico no momento quadrupolar. Usando o procedimento

descrito acima, ou seja, usamos ¥2l para determinar e ¢ "2l para determinar f1 ® £z,

encontramos o ajuste de curva para o MBBA, exibido na Figura 7.1.

L
T ':11 -
T 9 i Pt
E + Ky MBEA
= B -
{1} -
= T . =
o T- " s
" g e 2 -~
£ 8- . -
B e
.} e " .
- » A
'& * = w — s
L e e
o -
o Fe
1 T T ¥ T T T
040 D45 050 .55 0.60

Order Paramaber, 5

Figura 7.1 — Constantes elasticas do MBBA (4-methoxybenzylidene-4-n-butylaniline). Os pontos
correspondem aos dados experimentais, como medido por Jeu et al [12]. As linhas
pontilhada e continua correspondem ao primeiro e segundo ajuste, respectivamente.
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Na Figura 7.1 estdo representadas as constantes elasticas do MBBA ("4-
metrioxybenzylidene-4-n-butylaniline"). Os pontos correspondem aos dados experimentais,
como medido por Jeu et al. [12]. A linha pontihada corresponde ao ajuste obtido pelo uso da
Eq. (7.52).Como explicado anteriormente, o ajuste foi realizado de modo que a razdo 21, Eq.
(7.53), usada para obter o valor da excentricidade, e = 0.78, enquanto a razdo ™21 foi usada
para obter o valor de p = —2.51, que ¢ proporcional ao momento quadrupolar, Eq. (7.50).
Utilizamos o valor £1 = —8.28 para todas as constantes. O fato de que, diferentemente de
ra1, 21 depende do momento quadrupolar, sugere que para se obter um melhor ajuste para

K33, o invariante usado para calcular as constantes eldsticas deve conter o momento

quadrupolar desde o inicio. O invariante 2 atende a essa exigéncia, e o ajuste obtido por esse
invariante esta representado pela linha continua sobre os dados experimentais. O ajuste foi
obtido por um procedimento similar ao descrito acima, onde o parametro e = 0.78 foi obtido
darazao 721, #1 =—1.44 ¢ P2 = 8.27 sendo determinado dos dados de *z1. Utilizamos €1 =
-4.94 para todas as constantes elasticas. Todas as quantidades sdo adimensionais.
Procedimentos analogos aqueles utilizados com os dados experimentais do
MBBA, e ja descritos acima, foram repetidos para outros compostos: "4-n-pentyl-4'-
cianobiphenyl" (5CB), "4-n-heptyl-4-cyanobiphenyl" (7CB), "4-cyano-4'-n-heptyl-
cyclohexanephenyl" (PCH7) e "4-n-heptyl-bicyclohexyl-4'-carbonitrile" (CCH7). Os ajustes

destes dados experimentais sdo exibidos nas figuras abaixo.

~104 * Kqq C
o e K ,

‘E 9 22 sCB &

g.] = ¥
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- >
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: L]
= 64 e -

= =

i :

o -

Q 44 « 5 -
o -

] e

T T T T T 1
070 075 0BO 0.85 090 0.95 1.00Ortier Parameter,
S

Figura 7.2 — Constantes elasticas do 5CB (4-n-pentyl-4'-cianobiphenyl). Os pontos correspondem aos
dados experimentais, como medido por Chen et al. [11] ¢ Wu et al. [63] . A linha
continua corresponde ao segundo ajuste.
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Figura 7.3 — Constantes elasticas do 7CB (4-n-heptyl-4-cyanobiphenyl). Os pontos correspondem aos
dados experimentais, como medido por Madhusudana et al. [64] ¢ Karat et al. [65]. A
linha continua corresponde ao segundo ajuste.
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Figura 7.4 — Constantes elasticas do PCH7 (4-cyano-4'-n-heptyl-cyclohexanephenyl). Os pontos
correspondem aos dados experimentais, como medido por Schad et al. [66] e Pohl et
al. [67]. A linha continua corresponde ao segundo ajuste.
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Figura 7.5 — Constantes elasticas do CCH7 (4-n-heptyl-bicyclohexyl-4'-carbonitrile). Os pontos
correspondem aos dados experimentais, como medido por Schad et al. [66] ¢
Eidenschink et al. [68]. A linha continua corresponde ao segundo ajuste.
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Um exame nas figuras exibidas (Figura 7.1, Figura 7.2, Figura 7.3, Figura
7.4 e Figura 7.5) indica a qualidade global de concordancia que foi encontrada, sendo um
indicio de que nosso modelo fornece uma boa estimativa para as constantes eldsticas ndo s
do MBBA assim como para os compostos: 5CB, 7CB, PCH7 e CCH7. Os dados
experimentais do PAA ("4-4'-azoxydianisole") ndo tiveram um bom ajuste pelo modelo
proposto, por isso novos trabalhos ja4 estdio em andamento para que esclarecimentos sejam

feitos a esse respeito.
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8 CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSAO

Neste trabalho, mostramos que uma amostra de cristal liquido, com diretor
de comportamento ndo homogéneo, pode ser descrita por uma variedade diferenciavel nao-
plana com uma curvatura escalar ndo-nula determinada por dois tipos de texturas nematicas
usuais; os termos de "bend"e "saddle-splay", relacionados com a elasticidade nemaética.
Discutindo o significado fisico do valor ndo nulo encontrado para a curvatura escalar
R.Provamos que, de acordo com a aproximacdo de conexdo afim, as texturas de uma amostra
nematica ndo homogénea sao descritas por uma superficie curva nao-nula tridimensional, que
por constru¢do, sdo determinadas pelo perfil ndo homogéneo do diretor ao longo da amostra.
Um R ndo nulo implica que ndo existe um sistema de coordenadas onde podemos fazer com
que R se anule. Ou, usando uma analogia fisica, tal superficie ndo pode ser continuamente
deformada para outra superficie com um diretor homogeneamente alinhado [38]. Esta ¢ a
razdo das deformagdes elasticas "twist"e "splay'ndo estarem presentes em R. Como sabemos,
a textura "twist"pode ser visualizada como uma sequéncia de planos nos quais, em cada um
deles, o diretor estd homogeneamente alinhados. No caso de uma textura "twist", uma simples
rotacdo poderia restaurar o alinhamento homogéneo global, resultando numa curvatura nula.
Igualmente, exceto para o ponto singular, a textura "splay"¢ plana, tendo uma curvatura nula.
De fato, essa superficie teria a mesma topologia de um cone, que também possui uma
curvatura nula e um ponto singular no p6lo. Um aspecto interessante deste resultado ¢ que
expde um contraste curioso entre a elasticidade e a curvatura de uma amostra nematica;
existem deformacdes elédsticas que ndo contribuem para a curvatura assim como existe termos
de curvatura que ndo apresentam contribui¢ao para a elasticidade. Isto ¢, enquanto os termos
"splay"e "twist"contribuem para a elasticidade, eles ndo apresentam qualquer contribuicdo
direta para a curvatura escalar e, por outro lado, enquanto o termo "saddle-splay"contribui
somente para a energia elastica na superficie da amostra, sua contribui¢do para a curvatura ¢
propagada ao longo da amostra nemaética inteira.

Como conseqiiéncia destes resultados, as regras de diferenciagdo foram
modificadas com a introdu¢do de uma métrica que realiza a hipdtese de conexdo afim: o
potencial gerado por uma molécula nematica elipsoidal pode ser obtido pela distor¢do do
potencial de uma molécula esférica, que ¢ deformada até assumir a forma do elipsoide
correspondente. Como a deformagdo de uma esfera para um elipséide é descrita por um objeto

que tem a mesma forma do parametro de ordem, pode ser tomado como um parametro de
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ordem microscopico e, na passagem do parametro de ordem microscopico para um parametro
de ordem macroscopico a métrica induzida torna-se dependente da temperatura. E importante
destacar que a teoria presente se aplica a qualquer cristal liquido cujas moléculas interagem
por meio de um potencial com simetria elipsoidal, mesmo se as moléculas ndo estdo
elipsoidalmente modeladas.

Como exercicio de aplica¢dao desse formalismo, aplicamos para a descri¢ao
dos termos de elasticidade do "bulk"de uma amostra nematica e, comparamos os resultados
com os dados experimentais do: MBBA,5CB, 7CB, PCH7 e CCH7. Com esse procedimento,
descrevemos o comportamento dos dados com precisdo e dos valores de alguns parametros
estimados de nosso modelo, principalmente a excentricidade e das moléculas nematicas.
Também obtivemos uma estimativa para o momento quadrupolar de interagao.

Tao importante quanto a qualidade dos comportamento que obtemos, outros
aspectos importantes da elasticidade nematica foram revelados. Primeiramente, nossa
aproximacao sugere uma explanagdo para as diferencas sistematicas recentemente
encontradas nos valores das razdes 721 = Kaz/EKn e ra = Kaz/Kn [24]. Enquanto 721 ¢
completamente determinada pela excentricidade e e o parametro de ordem escalar S,a razao
rz1 também depende dos momentos quadrupolares das moléculas. Além disso, ha algumas
indicacdes na literatura de cristais liquidos [58] que, na auséncia de uma transi¢do nematico-
sélido ou nematico-esmético, as constantes elasticas divergem quando < — 1. Nosso
resultado é consistente com esta suposi¢do, mas somente com a condigdo adicional & — 1,
uma molécula nematica infinitamente fina.

Nosso resultado também sugere que um outro estudo da elasticidade
nematica deve ser realizado de modo que os parametros, € #1 £z acima sejam comparados
para alguns compostos liquidos cristalinos. Embora esse estudo ja esteja em excecug¢do nao
foi possivel terminé-lo para que compusesse esse trabalho.

Finalmente, destacamos que o uso das féormulas acima ndo sdo restritas ao
calculo das constantes elasticas. De fato, a aproximagao de conexdo afim foi originalmente
introduzida no céalculo da viscosidade nematica, e a aproximacao introduzida aqui pode ser

usada para o célculo de qualquer aspecto da dinamica dos fluidos nematicos.
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