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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo principal de responder a seguinte pergunta: O sistema
LORAN pode ser usado como contexto para o estudo da hipérbole? Para verificar a
abordagem do estudo da hipérbole, vamos aplicar uma atividade elaborada com
varios cendérios, utilizando fatos histéricos e aplicacdes reais, que tem como
caracteristica o aumento gradativo do nivel dos cenarios, em termos de
complexidade, para a construcdo do sistema de radionavegacdo LORAN e
consequentemente a construcdo do conhecimento matematico de hipérbole. Como
objetivos secundarios vamos verificar as habilidades geométricas dos alunos como,
leitura de mapas, orientacao espacial, reconhecer propriedades geométricas basicas
entre outras, seguindo as orientacbes dos PCN. Na introdugao discutimos o
contexto histérico do ensino da Geometria no Brasil e seu impacto no conhecimento
matematico até os dias atuais, em seguida aprofundamos a discussao ao
conhecimento especifico das seccbes cOnicas e sua aplicabilidade usual. No
segundo capitulo expomos o contetdo das secc¢des conicas utilizando a geometria
analitica e estudo de vetores, primeiramente estudamos cada cOnica separadamente
e em seguida, através da equacdo geral do segundo grau, de forma conjunta. Os
resultados, apresentados no quinto capitulo deste trabalho, que descrevemos e
analisamos das atividades aplicadas no Ensino Médio e no Ensino Superior,
mostram um crescimento nos conhecimentos e nas habilidades dos alunos em
Geometria e Secgdes Conicas.

Palavras-chave: Conicas. Hipérbole. LORAN. Aplicacdes.



BORTOLOTTI, Frank Pereira. The LORAN System as a context for the study of
hyperbole. 2015. 136 p. Dissertation (Master's degree in Mathematics in National
Network) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2015.

ABSTRACT

This work has the main objective to answer the following question: The LORAN
system can be used as a context for the study of hyperbole? To check the hyperbole
of study approach, we apply an elaborate activity with various scenarios using
historical facts and real applications, which is characterized by the gradual increase
in the level of the scenarios in terms of complexity, to build the navigation system
LORAN and consequently the construction of mathematical knowledge of hyperbole.
As secondary objectives check the geometrical skills of students as reading maps,
spatial orientation, recognize basic geometric properties among others, following the
directions of the NCP. In the introduction, we discussed the historical context
geometry teaching in Brazil and its impact on mathematical knowledge to the present
day, and then we deepen the discussion to the specific knowledge of conic sections
and their usual applicability. In the second chapter we expose the contents of conic
sections using analytic geometry and the study of vectors, each conical first studied
separately and then through the general equation of the second degree, jointly. The
results, presented in the fifth chapter of this work, we describe and analyze the
activities implemented in High School and Higher Education, show an increase in
knowledge and skills of students in Geometry and Conic Sections.

Key words: Conic. Hyperbole. LORAN. Applications.
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1 INTRODUCAO

Os PCN (Parametros Curriculares Nacionais, 2000) articulam o
conhecimento matematico no Ensino Médio em trés temas estruturadores, Algebra,
Geometria e Analise de Dados, que devem ser desenvolvidos de forma
concomitante ao longo dos trés anos desse nivel de ensino. A Geometria tem como
uma de suas justificativas, a representacdo e visualizacdo do mundo real como
capacidade essencial na constru¢cdo e compreensdo de modelos matematicos e de
outras ciéncias, aqui a Geometria é subdividida em geometria plana, espacial,

métrica e analitica como unidades tematicas.

Ainda justificando o ensino de Geometria, temos sua aplicabilidade
atual e, com isto em mente, 0 que mais chama a atencdo € o enfoque dado a
Geometria Analitica que, segundo os PCN, tem a funcao de trabalhar os conceitos,
propriedades e elementos geométricos de forma algébrica para que os estudantes
do Ensino Médio possam resolver problemas geométricos através de equacoes,
sistema de equacbes e inequacdes. Assim, observa-se uma integracdo da
Geometria e da Algebra, porém sem desconsiderar os aspectos exclusivos da
Geometria, a parte intuitiva, os conceitos primitivos, as definicbes, proposicoes e
teoremas, todavia, ndo observamos uma preocupacdo em apresentar suas

demonstracoes.

Quando comparamos a histéria do ensino de todos os conteudos
gue fazem parte da Matematica, no Brasil, observamos que o ensino de Geometria é
deficiente, visto que a Geometria esta ausente ou presente de forma infima nas

salas de aula.

Segundo Pavanello (1993, p.7), hA um abandono gradual e mundial
no ensino de Geometria nas Ultimas décadas, € uma tendéncia preocupante que
estd ligada a questbes educacionais. No Brasil temos algumas causas, como
discutiremos a seguir, para este abandono. Ao desenvolver o contetdo de
Matematica € de fundamental importancia o ensino de Geometria na formacao do
aluno. Vamos analisar alguns aspectos do ensino de Geometria na historia do Brasil

e chegar até os dias de hoje com o atual panorama deste importante conteudo.
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O ensino escolar brasileiro tem inicio no Brasil quando este era
ainda colbénia de Portugal com os Jesuitas e sua tradigdo classico-humanista, neste
periodo da histéria a Matematica era uma simples ferramenta, e 0 ensino de
Geometria, Fisica e Astronomia era considerado indutil. Isto fica claro no trecho a

sequir:

O estudo das ciéncias especulativas como a geometria, a
astronomia e a fisica € um divertimento vao. Todos esses
conhecimentos estéreis e infrutiferos sao indteis por eles
mesmos. Os homens ndo nascem para medir linhas, para
examinar a relagédo entre angulos e para empregar seu tempo
em considerar os diversos movimentos da matéria. Seu espirito
e muito grande, a vida muito curta, seu tempo muito precioso
para se ocupar de tdo pequenas coisas [...] (DAINVILLE apud

VALENTE, 2007, p.35).
Com o aumento da populagdo no Brasil, ainda colbnia, houve
também um aumento nas escolas jesuiticas com 0 objetivo principal de atender a
sociedade e propiciar uma educacdo nos moldes europeus e, claro, um segundo
objetivo que era o de difundir a fé catdlica formando padres e missionarios. Em
1573, os jesuitas inauguram o Colégio do Rio de Janeiro, que comecga a lecionar as

quatro operacdes elementares de Matematica.

Logo ap6s a expulsdo dos jesuitas do Brasil e por ordem da Carta
Regia de 19 de agosto de 1738, ha a implantacdo de o ensino militar que trouxe

consigo o estudo da geometria para utilizacdo na guerra.

As relagcbes entre a "arte da guerra" e a matematica séo
remotissimas. Platdo indignou-se e reprovou os trabalhos
realizados por Euddxio e Archytas, acusando-os de arrumarem
a geometria a partir da qual eles vinham construindo
instrumentos chamados mesografos, pontos de partida da
mecénica iniciada por Archimedes. Platdo reprovava a
passagem das nocdes abstratas e inteligiveis da geometria
para 0s objetos sensiveis por meio da manipulacdo material
com a utilizacdo de um longo e grosseiro trabalho manual. E
desde essa época que a mecanica se separa da geometria e
permanece, durante longo tempo, desprezada pela filosofia,
tornando-se um ramo da arte militar (DHOMBRES apud
VALENTE, 2007, p.39).

Aos poucos a Matematica foi avancando e somente em 1757, na
Bahia, o seu ensino se tornou um curso de faculdade, ainda nos moldes europeus

da época, cujo foco dos trabalhos em Geometria era os Elementos de Euclides.
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Entre os anos de 1738 a 1765 um dos professores mais atuantes foi
0 engenheiro militar Jose Fernandes Pinto Alpoim, a ele coube a producdo dos dois
primeiros livros didaticos no Brasil, o primeiro Exame de Artilheiros (1744) que
continha Aritmética, Geometria e Artilharia e 0 segundo Exame de Bombeiros (1748)
que continha Geometria e Trigonometria, onde a Geometria tinha o papel de
contedado mais importante a ser trabalhado. A Geometria destes livros didaticos era
dividida em Geometria Especulativa, ligada a filosofia, e Geometria Pratica, ligada a
mecanica, como descrita pelo professor jesuita Manoel de Campos, em nenhuma

destas divisdes era considerado demonstracdes ou proposicoes.

No livro "Elementos de Geometria plana e sélida segundo a
ordem de Euclides, principe dos gebmetras, accrescentados
com trés uteis appendices etc. Para uso da real Aula da Sphera
do Collegio de Sancto Antdo. Lisboa, na Offic. Rita Cassiana,
1735" escrito por Manuel de Campos, jesuita e professor de
matematica, que teve o mérito de ser o primeiro tradutor para o
portugués de parte dos Elementos de Euclides, encontramos a
seguinte observacdo sobre as "divisées" da geometria: "Duas
sdo as Geometrias; huma Practica e outra Especulativa: a
Practica, de onde nasceo a Especulativa, so trata das medidas
vulgares, e préprias dos usos humanos; como sdo Distancias,
Alturas, Profundidades, Niveis, Aqueductos, Areas, Corpos etc.
A Especulativa, que foi a que promoveo, e aperfeicoou a
Practica, estende-se, como disse, a toda a Quantidade
continua. A Especulativa consta principalmente de 3 partes, a
saber, Elementos de Euclides, Esféricos de Theodosio, e
Conicos de Apollonio [...]". (VALENTE, 2007, pag. 39)

No segundo tratado, o de Geometria, Alpoim (1744) deixa claro qual
geometria vai ensinar e menciona a divisdo da geometria em especulativa e pratica.
"Especulativa é a que mostra as propriedades de tudo o que é comensuravel. A
pratica € a que da as regras com que dirige as operacfes para que saiam certas e
desta é que havemos de tratar [...]" (ALPOIM, 1744, p. 35). Ou seja, seguindo esta
ideia, ndo ter4 proposicoes geométricas e tdo poucas demonstracdes de
propriedades geométricas.

O jesuita Manuel de Campos e o proprio Alpoim descrevem essa
divisdo da geometria, porém a descricdo de Alpoim usa a descricdo de Manuel

Campos como referéncia, pois este tem uma melhor explicacdo sobre esta divisao.

Em 1767, foram introduzidos no Brasil os livros de Bernard Forest

Bélidor de titulo “Geometria Pratica de Bélidor”, estes livros possuiam um tratamento
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diferente da Geometria, apresentando demonstracfes e aplicacdes praticas dos
teoremas e proposi¢des. Ja em 1792 é criada a Academia de Fortificacdo e Desenho
no Rio de Janeiro e nesta instituicdo temos agora um curso de Matematica de seis

anos e a introducao de um novo titulo “Aritmética de Bézout”.

Estes dois livros introduzidos no Brasil ndo traziam em suas paginas
o formalismo e nem o rigor matematico para as teorias apresentadas, da mesma
forma que o livro escrito por Alpoim, a preocupagdo era com 0 saber técnico.
Curiosamente ao separar os estudos nestes dois titulos, comeca a divisdo da
Matematica em dois conteudos: a Geometria e a Aritmética.

Com a invasao de Portugal por Napoleédo, a familia real vem para o
Brasil. Com isto, o nivel de escolaridade aumenta e em 1827 surgem 0s primeiros
vestibulares e cursos preparatorios, neste cendrio a Matematica deixa de ser um
conhecimento técnico e passa a ser conteudo de uma organizagcdo escolar voltada

teoricamente para o povo.

No final do século XIX, ha diversas obras brasileiras, entre elas a de
Cristiano Benedito Ottoni, que integram a Aritmética, Geometria e Algebra na mesma

publicacéo.

N&o podemos esquecer que, no inicio do século XX, o Brasil € um
pais agricola e dessa forma ha pouco interesse em estudos e pesquisas cientificas.
Apesar dos livros trazerem uma Geometria com definicbes, teoremas e

demonstracdes, para a maioria da populagdo o ensino priorizava o utilitarismo.

Ha diversos episddios da histéria que influenciaram o ensino da
matematica neste periodo, como o manifesto dos pioneiros da Educacdo Nova de
1932, as constituicdes de 1934 e 1937, a Lei organica do ensino secundario de 1942
que divide o ensino em ginasial e secundario classico ou secundario cientifico. Com
todas estas intervencdes, a Geometria continua a ser estudada de forma intuitiva e

pratica no Ensino Ginasial, deixando a forma dedutiva para o Ensino Secundério.

No inicio da década de 60, surge um movimento chamado
Matematica Moderna, que tenta unir a Matematica ensinada nas escolas e a

Matematica cientifica, com isto a Matematica passa a priorizar Algebra e Conjuntos.
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A forma com que a Geometria é apresentada nos livros didaticos utiliza os teoremas

como postulados e da énfase a linguagem da Teoria dos Conjuntos.

Ha neste momento uma Geometria algébrica, esse enfoque torna
mais dificil o trabalho dos professores em sala de aula e entédo surge aqui o primeiro
grande empecilho ao ensino da Geometria no Brasil. Dessa forma “a proposta da
Matematica Moderna de algebrizar a Geometria ndo vingou no Brasil, mas
conseguiu eliminar o modelo anterior, criando assim uma lacuna nas nossas praticas
pedagogicas, que perdura até hoje” (LORENZATO, 1995, p.4).

Nesta época, década de 60, os professores, em sua grande maioria,
nao detém conhecimentos geométricos necessarios ao seu ensino, isso faz com que

passem a ndo ensinar Geometria aos seus alunos, enfatizando assim a Algebra.

A maioria dos professores de matematica ndo domina esse
assunto, o que acaba por fazer com que muitos deles deixem
de ensinar geometria sob qualquer enfoque. Em vez de
geometria [...], enfatiza-se a algebra. (PAVANELLO, 1993, pag.
13).

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacéo, a LDB 5592/71, facilita o
abandono da Geometria ou qualquer outro contéudo, pois permite ao professor
preparar seu préprio conteudo a trabalhar, escolhendo o que melhor lhe convier.
Entdo, o contetdo de Geometria fica esquecido ou passa a figurar apenas no Ensino
Secundario, mesmo assim como ultimo conteudo a ser trabalhado. Nos livros
didaticos, a Geometria passa a ser apresentada como ultimo capitulo, separada dos
outros assuntos da Matematica, como Aritmética, e desligada das suas aplicacdes
ou de sua historia.

A falta de preparo dos professores e a liberdade que a lei de
diretrizes de bases da educacdo de 1971 dava as escolas
quanto a decisdo sobre o0s programas das diferentes
disciplinas, fez com que muitos professores de Matemética,
sentindo-se inseguros para trabalhar com a Geometria,
deixasse de inclui-la em sua programacao. Os que continuaram
a ensind-la o faziam de modo precério. Os proprios livros
didaticos passaram a parte de Geometria para o final do livro, o
gue fez com que durante o Movimento da Matematica Moderna
a Algebra tivesse um lugar de destaque. (SOARES, 2001, p.
11).
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Atualmente, vivemos num circulo vicioso, os professores que néao
tiveram uma formagédo adequada de Geometria em sua graduacgdo, deixam de
ensina-la, com isso, ha um prejuizo enorme na educacdo de nossos alunos, que
deixam de aprender um conteudo imprescindivel para a resolucéo de problemas, na
percepcao espacial, na visualizacdo do mundo que os rodeia e também importante

nas outras areas do conhecimento humano.

A Geometria esta presente nas Artes, na Fisica, na Astronomia entre
outros ramos do conhecimento e mais recentemente na tecnologia das imagens e
jogos. Lorenzato (2006, p.59) afirma que “por mais conhecimentos sobre outras
partes da matematica que alguém possuir, eles ndo serdo suficientes para resolver

questdes que demandarem percepc¢ao e raciocinio geometrico”.

Pavanello (1993, p.15) argumenta que, vivemos uma dicotomia no
ensino de Geometria representada pela escola publica e pela escola privada, esta
altima continua a ensinar Geometria enquanto a escola publica deixou de lado este
importante conteddo matemético, podemos assim pensar como uma separacao de
classes, escola da elite onde se aprende Geometria e escola do povo onde a

Geometria ficou como conteudo complementar.

O desconhecimento da Geometria torna incompleta a interpretacao
do mundo que nos cerca, a Matemética fica por vezes sem sentido e as ideias
totalmente abstratas, a Geometria estd em todo lugar, basta tentar enxerga-la, o
nosso dia-a-dia esta repleto de congruéncias, medi¢des, proporcionalidades, formas
gue usamos para nos expressar, serve de apoio a diversas areas do conhecimento,
nos ajuda a leitura de mapas, graficos e do mundo artistico. O ensino de Geometria
na atualidade estda em uso na manipulacdo de imagens, nos diagnosticos por

imagens e nos projetos de engenharia, entre outras aplicacdes.

Devemos entdo promover a “ressureicdo” da Geometria, passando
pelos meios didaticos pedagodgicos e indo para os meios politicos e administrativos
para que este importante contetdo volte a ser lecionado com frequéncia, de modo

consistente e continuo nas escolas.
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Um passo importante para resolver a questdo do abandono do
ensino da Geometria, apés o movimento da Matematica Moderna, foi dado com a Lei
de Diretrizes e Bases da Educacdo, a Lei n° 9394/96 e também a edicdo dos
Parametros Curriculares Nacionais (MEC-SEB, 2000). Mais recentemente, os PCN +
(MEC-SEMTEC, 2002), que sao orientacbes educacionais complementares aos
PCN, também oferecem contribuigdes.

Junto a nova Lei, os PCN passam a nortear a educacdo no Brasil
definindo metas e servindo como referéncia a Educacdo Basica, que engloba o
Ensino Fundamental e Médio, perfazendo um total de onze anos. Recentemente
houve um consenso no Ensino Fundamental e este passa a ter entdo nove anos,
logo a Educacao Basica perfaz doze anos de estudo. Os Parametros Curriculares

Nacionais vém subsidiar a elaboracéo dos curriculos escolares.

As diretrizes e sugestbes que sdo trazidas nos Parametros
Curriculares Nacionais espelham uma mudanca na filosofia de ensino e no modelo
de aprendizagem e também uma mudanca em varios conteddos a serem

trabalhados.

Observa-se uma preocupagéo em “o0 que ensinar” e principalmente
no “como ensinar”, bem como o processo de organiza¢ao do ensino e a maneira de
avaliar o que foi ensinado e um destaque dado ao ensino da Geometria e sua

utilizacao na resolucéo de problemas, legitimando sua aplicabilidade.

7

Nos PCN a Matematica é apresentada em um grande grupo
chamado de Ciéncias da Natureza, que engloba Fisica, Quimica e Biologia, e
Matematica e suas tecnologias. Os PCN apresentam uma justificativa para cada
disciplina, métodos de como ensinar e para que ensinar cada conteudo, nhovamente
deixa-se livre aos professores e profissionais da educagéo a escolha, dentro do
conjunto dos conteudos, do que ensinar e sugere ainda o corte de alguns conteudos
como vemos neste trecho: “para evitar a quantidade excessiva de informacdes, €
preciso fazer um recorte, usando alguns critérios orientadores deste processo de

selecéo de temas” (PCN+, p.116), e cita a Geometria em suas orientagdes.
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Uma vez que a abordagem tradicional se restringe & métrica, areas e
volumes, estes conteddos se tornam insuficientes para explicar os fendmenos da
natureza, as formas nas constru¢des arquitetdnicas, as linhas nas pinturas artisticas
ou esculturas. O ensino da Geometria no Ensino Médio deve possibilitar que essas

guestdes possam ser discutidas, analisadas e interpretadas pelos alunos.

Cabe aqui expor a contribuicAo do modelo de Van Hiele que
concebe varios niveis de aprendizagem e desenvolvimento em Geometria. O modelo
de Van Hiele teve origem nas teses de doutorado do casal Dina Van Hiele-Geldof e
seu marido Pierre Van Hiele, na Holanda em 1957, tendo como principal
caracteristica a divisdo em cinco niveis de pensamento e compreensado geomeétrica

(Reconhecimento, Andlise, Abstracdo, Deducao, Rigor).

7

O nivel inicial é o do reconhecimento, neste nivel os alunos
reconhecem as figuras geométricas pela aparéncia, sem identificar propriedades
claramente. No segundo nivel acontece a analise das propriedades e a descricédo
correta de cada propriedade. No terceiro nivel ha ordenagédo das propriedades com
curtas deducbes e a separacdo em classes por propriedade. O proximo nivel, o
quarto na hierarquia proposta pelo modelo de Van Hiele é o da deducéo significativa,
axiomas, teoremas e provas matematicas. No quinto e ultimo nivel temos a
capacidade de comparar sistemas baseados em diferentes axiomas. E neste nivel
gue as geometrias ndo euclidianas sdo compreendidas pelos alunos. No Ensino
Médio, com muito trabalho, € possivel alcancar esses niveis do modelo de Van

Hiele.

Vale ressaltar que, com o0 uso adequado de metodologias que néo
as convencionais, ha trabalhos como o de Carvalho & Carvalho (2011) que
comprovam que é possivel discutir os conceitos de geometria ndo euclidiana com os

alunos ja no Ensino Fundamental.

O casal Van Hiele concluiu, ao final de suas teses, que o motivo que
leva ao fracasso o0 ensino de Geometria € o de se apresentar um contetido com nivel
acima do que o aluno esta preparado para assimilar, sem uma metodologia

adequada e/ou alternativa.
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A formulagéo desse sistema de niveis ocorreu enquanto Pierre
Van Hiele estudava alguns dos trabalhos de Piaget. Durante
esse estudo ele verificou, como fizera Piaget, que os problemas
ou tarefas que sd@o apresentados as criancas, frequentemente,
requerem um conhecimento de vocabulario ou propriedades
além do nivel de pensamento da crianca (FANTINEL apud
SANT’ANA, 2009, p.21).

Na tabela a seguir, apresenta-se um resumo referente aos niveis do

modelo de Van Hiele.

Quadro 1: Niveis de Van Hiele para Compreensao em Geometria.

Nivel de Van Hiele Caracteristicas Exemplo

. ~ Classificacéo de recortes de
Reconhecimento, comparacao

o Nj ) uadrilateros em grupos de
1° Nivel e nomenclatura das figuras q grup
i eométricas por sua aparéncia quadrados, retangulos,
Reconhecimento 9 global paralelogramos, losangos e

trapézios.

Andlise das figuras em termos

Descricdo de um quadrado
de seus componentes,

o N . através de propriedades: 4
2° Nivel reconhecimento de suas €S de prop
: lados iguais, 4 angulos retos,
Analise propriedades e uso dessas s
: lados opostos iguais e
propriedades para resolver
paralelos.
problemas.
Percepcéo da necessidade de Descricdo de um quadrado
uma definicdo precisa, e de que através de suas
30 Nivel uma propriedade pode decorrer propriedades minimas: 4
. de outra; lados iguais, 4 angulos retos.
Abstracao Argumentacdo l6gica informal e | Reconhecimento de que o
ordenagéo de classes de guadrado é também um
figuras geométricas. retangulo.
o Dominio do processo dedutivo Demonstracao de
4° Nivel e das demonstracoes; propriedades dos triangulos
Deduc&o Reconhecimento de condi¢des e quadrilateros usando a
necessarias e suficientes congruéncia de triangulos
Capacidade de compreender
50 Nivel demonstragées formais; Estabelecimento e
_ Estabelecimento de teoremas demonstragéo de teoremas
Rigor em diversos sistemas e em uma geometria finita.

comparacédo dos mesmos.

Fonte: Nasser e Sant’Anna, 2004, p. 5.

Dessa forma vemos que os métodos e esforgos feitos para com o
ensino da Geometria no Ensino Médio poderéo resultar em uma grande frustracao ja
que, segundo o modelo de Van Hiele, a Geometria deve ser apresentada de forma a

seguir uma hierarquia de niveis, se seguirmos a teoria piagetiana, comec¢ando no
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ensino fundamental, ou seja, a Geometria no Ensino Médio, ainda de acordo com 0s
PCN, depende da Geometria articulada no ensino fundamental, jA que depende da

maturidade do aluno para assimilar os conceitos.

No Brasil o trabalho de Van Hiele ainda é desconhecido da maioria

dos professores do Ensino Fundamental e Médio.

Devemos procurar alcangar novos niveis, que possibilitem perceber
caracteristicas e descrever propriedades, construir definicbes, acompanhar
demonstracdes e até comparar sistemas axiomaticos. Um caminho possivel é a
Geometria Analitica, que possibilita estas ac¢des, com conceitos de eixos,
coordenadas, plano, espaco entre outros. Estes conceitos podem fazer com que o

nivel de ensino de Geometria evolua do inicial.

Vivemos em um mundo tecnoldgico com avanc¢os a todo instante e
uma disciplina que pode interagir com este universo de tecnologia € a Geometria e
mais especificamente a Geometria Analitica. Relatos histéricos mostram que
Arquimedes ja estudava Geometria com instrumentos de aplicacdo tecnologica da

época antes de Cristo.

O ensino usual de Geometria apresenta aos alunos um contetdo
que ndo possibilita a curiosidade, nem a investigacdo, a exigéncia torna-se a de
memorizar as definicdes, teoremas e proposicdes para depois reescrevé-las em
testes ou provas, assim 0s alunos perdem a oportunidade de construir seus proprios
conceitos e compara-los com os existentes, ou mesmo critica-los, afinal saber um

conceito ou definicdo ndo indica uma compreensao do mesmo.

Educadores e os préprios estudiosos de Educagdo Matematica tem
forte objecdo ao ensino de Geometria de forma usual e direta sem se preocupar em
enfatizar o processo de descoberta que envolve este contedado. Freudenthall critica

fortemente, ha muito tempo, esta pratica.

A Geometria geralmente estudada no Ensino Médio traz consigo um
sentimento de inutilidade, os alunos ndo tém a cultura de admirar o belo da
matematica, ndo tem gosto pelos desafios e ndo veem aplicacéo a realidade deles,

0s resultados exatos e enfeitados tem um toque de perfeicéo.
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[...] A maioria das definicbes ndo é preconcebida, mas sim o
toque final da atividade organizadora. Esse privilégio nao
deveria ser roubado da crianca... O bom ensino da geometria
pode significar muitas coisas: aprender a organizar um assunto
e aprender o que € organizar; aprender a conceituar e o0 que é
conceituar; aprender a definir e o que é uma definicdo. Isso
significa deixar os alunos compreenderam 0 porqué certas
organizacdes, conceitos e definicbes sdo melhores do que
outros. (FREUDENTHALL, 1973, p.418).

Ora a realidade de nossas vidas esta repleta de imperfeicdes e isso
faz com que o aluno rejeite este conteudo reduzindo ainda mais sua importancia na
educacgdo. Em alguns casos em que se ensina Geometria Analitica nas escolas, esta
tem como conteddo principal as ideias de Descartes e 0s estudiosos que viveram na

época de sua morte.

Raramente vemos a Geometria Analitica, que incorpora o conceito
de vetor, sendo estudada. A Geometria através dos vetores torna-se mais concreta
em suas propriedades e seus conceitos, assim seu estudo e propriedades podem
ser aplicados a outros conteudos, como Fisica, Quimica e Engenharia, e de forma

natural a realidade e as imperfeices da vida.

Neste trabalho, no capitulo dois, trataremos do conteudo de
Geometria denominado Seccbes Conicas, um pouco de sua histéria e a sua
abordagem usual, com e sem vetores. No capitulo trés descrevemos em detalhes a
atividade com os cenarios, perguntas e respostas. O capitulo quatro tem as
justificativas para cada turma pesquisada. E no capitulo cinco vamos analisar a
atividade, elaborada utilizando o sistema de radionavegacdo LORAN como contexto,

aplicada no Ensino Médio e também no Ensino Superior.

Vamos, teoricamente, “refazer” os passos de Alfred Lee Loomis na
sua criacdo do Sistema de Navegacdo LORAN, que usa como base de seu
funcionamento a definicdo de hipérbole e suas caracteristicas principais. Nessa
“jornada” vamos incorporar os conhecimentos e habilidades em Geometria na

educacao dos nossos alunos.
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2 ESTUDO DAS CONICAS

2.1 HISTORICO

Ha um periodo da histéria considerado como a fase aurea da
Matematica na antiguidade, este comeca com a escola pitagorica (IV a.C.), passa
por Euclides e Arguimedes e tem seu término com Apolénio (Il a.C.). Justamente
nesse periodo da histéria € que ocorre praticamente todo o desenvolvimento
geométrico das assim atualmente chamadas Secc¢Bes Conicas. “A prépria palavra
Matematica (do grego Mathematike) surgiu na escola de Pitagoras para significar um
conjunto de pensamentos determinados com provas dedutivas” (VENTURI, 2003,
p.11).

A Trisseccdo do Angulo, a Quadratura do Circulo e a Duplica¢do do
Cubo passaram para a Historia como “Os Trés Problemas Classicos” e geraram uma
infinidade de estudos que ajudaram a promover avan¢os na Geometria. Entretanto,
a civilizacdo dos gregos classicos ou helenisticos desapareceu sem que as solucdes
fossem encontradas. Somente no século XIX, passados mais de vinte e trés séculos,
0S matematicos modernos provaram que as solu¢des nao foram encontradas porque

as construcdes sdo impossiveis com régua ndo graduada e compasso.

A importancia destes problemas reside no fato de terem constituido,
ao longo dos tempos, uma fonte muito rica de ideias e processos matematicos, que
foram sendo criados nas sucessivas tentativas de resolucdo. Isto, aliado a
progressiva organizagdo logica da Matematica que culminou com a publicagdo dos
Elementos de Euclides no final do século IV a.C., determina a importancia desta
época para o estudo da Matematica grega e da sua heranca, decisivas na formacéo

do pensamento matematico ocidental.

O que ocorreu com os trés problemas classicos é um exemplo da

perseveranca dos matematicos e da necessidade que, as vezes, se tem de esperar
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por séculos ou mesmo milénios de evolucdo da Matemética, até que uma questao

seja definitivamente esclarecida.

Bordallo (2011 p.3) afirma que as Conicas tiveram seu primeiro
estudo na resolucdo do problema de duplicacdo do cubo pelos gregos classicos ou
helenisticos, sabe-se muito pouco sobre Menaecmus (380 — 320 a.C.) que foi o
primeiro a estudar as conicas, 0 pouco que sabemos se deve a Eutdcio de Ascaldo
(480 — 540 d.C.), matematico grego, que escreveu varios comentarios sobre 0s
trabalhos de Arquimedes e as Coénicas de Apoldnio. Eutécio afirma que Menaecmus
encontrou duas solugcbes para o problema da duplicagcdo do cubo, uma usando
hipérbole retangular e uma parabola e outra usando a interseccdo de duas
parabolas. Para Menaecmus cada coénica tinha seu cone correspondente e estes
cones eram diferentes entre si, ou seja, neste enfoque as Conicas sao tratadas de
forma fragmentada. A seguir temos Aristeu (370 — 300 a.C.), matematico grego
contemporaneo de Euclides, também chamado de Aristeu “o Velho” por Pappus de
Alexandria (IV d.C.) que creditou a utilizacdo de seu trabalho Cinco Livros sobre
“Solid Loci” que se perdeu com o tempo. Neste trabalho Aristeu faz um estudo

importante sobre Conicas.

Logo apéds, vem Euclides com sua obra mais famosa Os Elementos
(Il a.C.) com seus 13 livros, sendo os 6 primeiros dedicados a Geometria Plana
Elementar, por este motivo seu nome foi associado a Geometria. Suas ideias
contrariadas durante o século XIX, com relacdo ao 5° postulado, por Riemann,
Lobatchevsky e Bolyai possibilitaram o nascimento das geometrias néo euclidianas.
Porém, muitos escritos de Euclides desapareceram, entre os quais “As Cbnicas”,
que segundo Venturi (2003, p.14) tratava de esfera, cilindro, cone, elipsoide entre

outros.

Na obra Os Elementos, de Euclides, encontramos o método de
aplicacoes de area da geometria grega que foi amplamente usado por Apolonio.
Segundo os gregos, “aplicar” uma figura poligonal consiste em construir a figura
dada de maneira que um segmento de reta dado seja um de seus lados, seguindo
alguns requisitos pré-estabelecidos. Os gregos usavam trés tipos de aplicacdo de
areas, a aplicacdo exata é chamada de “parabola”, a aplicacdo com falta € uma

“elipse” e aplicacdo com excesso € uma “hipérbole”.
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Uma aplicacdo parabdlica [...] consiste em aplicar a um
segmento (DE) um paralelogramo (DEFG) com area igual a de
uma figura dada (S), com um angulo especificado (ABC). [...]
Em sua formulagéo geral, uma aplicacédo eliptica ou com falta
consiste em aplicar a um segmento de reta AB, um
paralelogramo, com angulos dados e area igual a um poligono
C. Mas isto deve ser feito de tal maneira que o que falta para
completar a figura, ou seja, para que ela cubra todo o
segmento AB, seja um paralelogramo semelhante a um
paralelogramo dado (D). [...] Uma aplicacdo hiperbdlica ou com
excesso consiste em aplicar a um segmento de reta AB, um
paralelogramo, com um angulo dado, com é&rea igual a de um
poligono (C) dado, e de tal maneira que ele exceda o segmento
AB por um paralelogramo semelhante a um paralelogramo
dado (D) (ROQUE, 2012, p.159 e 160).
Seguindo este periodo da histdria antiga, temos Arquimedes (287 —
212 a.C.) com uma extensa producdo original contando com, entre outras,

Geometria Plana.

Apolénio (262 — 194 a.C.) nasceu em Perga, sul da Asia, e recebeu
o titulo de grande gebmetra, atribuido por seus contemporaneos. Chegaria a rivalizar
com Euclides se suas obras néo tivessem se perdido com o tempo. O que sabemos
destas obras vem dos relatos e descricdes de Pappus de Alexandria (IV d.C.).
Deduzimos hoje que os tratados de Apoldnio traziam uma avancada Matematica
para sua época, chegando a trabalhar com diversas ideias do que chamamos de

Geometria Analitica atualmente.

Seu trabalho sobre Secc¢des Conicas, com oito livros, ultrapassou
tudo que havia sido escrito até entdo sobre o assunto, destes oito livros apenas um
se perdeu com o tempo. Dentre os feitos de Apoldnio, introduziu os nomes elipse e
hipérbole para as Conicas, foi o primeiro a mostrar que de um Unico cone podemos
obter a elipse, a parabola e a hipérbole, apenas variando a inclinacdo do plano de
seccao, nesta situacdo observamos a hipérbole como uma curva de dois ramos,
também utilizou um sistema de “eixos” (na verdade um par de diametros
conjugados), hoje conhecemos estes eixos como cartesianos, jA 0 nome parabola
deve-se a Arguimedes. “Os nomes “parabola”, “elipse” e “hipérbole” tem origem no
meétodo euclidiano de aplicacdo de areas [...], exposto nas proposicées 15 a 19 do
Livro VI dos Elementos de Euclides” (ROQUE, 2012, P.161).
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Para Boyer (1974, p.111), “foi a matematica pura de Apolbnio que
permitiu cerca de 1800 anos mais tarde, os Principia de Newton; este por sua vez
deu condi¢cbes aos cientistas de hoje para que a viagem de ida e volta a Lua fosse
possivel”. Os tratados de Apolonio influenciaram também os trabalhos de Ptolomeu,

Kepler, Galileu entre outros.

Venturi (2003 p.20) cita que “Leibniz se fez oportuno: Quem entende
Arquimedes e Apolbnio, admirara menos as realizacdes dos homens mais célebres

de épocas anteriores”.

Apolbnio unificou as Conicas obtendo-as de um dnico cone com
seccOes circulares, antes dele a elipse era construida num cone acutangulo, a
pardbola em um cone retangulo e a hipérbole em um cone obtusangulo, a visao
unificada destas curvas criou uma familia de curvas, as Coénicas. Esta abordagem

perdurou até o século XVII.

Pierre de Fermat (1601-1665), inspirado nos estudos de
Apolénio (matematico grego do séc. Il a.C.), estabeleceu o
principio fundamental da Geometria Analitica, segundo o qual
uma equacgédo do 1.° grau, no plano, representa uma reta e uma
equacao do 2.° grau, no plano, uma co6nica. Mostrou de uma
forma bastante sistematica a equacdo geral de uma reta, de
uma circunferéncia e as equacbes mais simples de uma
parabola, elipse e hipérbole. (VENTURI, 2003, pag. 41).

E fato que o avanco dado a Geometria Plana e Espacial pelos
matematicos helenisticos foi extraordinéario, mas faltou em seus escritos uma
notacdo algébrica adequada. Com base na Geometria grega e no desenvolvimento
algébrico na Europa do século XVI, Fermat (1601-1665) concluiu em 1629 a obra,
“Ad locos planos et solidos isagoge” (Introducdo aos lugares planos e sdlidos), que
representa o ponto inicial da Geometria Analitica, cabendo a ele a descoberta das
equacdes da circunferéncia e da reta, as equacoes simples da elipse, da parabola e
da hipérbole e também aplicou transformacdes para reduzir a equacéo do segundo

grau a uma forma mais simples.

Segundo Venturi (2003, p.21), o sistema cartesiano, por meérito,
deveria ser chamado sistema fermatiano, pois as obras de Descartes (1596 — 1650)

nao contém eixos perpendiculares, eixos obliquos e nem equagéo da reta.
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Descartes tem no seu terceiro apéndice (La Géométrie) de sua obra
Discurso do Método (Discours de la Méthode — 1637), uma aplicacdo da Algebra em
alguns problemas geométricos, porém nao se assemelha a Geometria Analitica que

vemos hoje.

O tratamento estritamente focal considera cada tipo de curva
separadamente, comecando com propriedades caracteristicas e introduzindo cada
curva a partir de sua definicdo focal. Este tratamento que esta presente atualmente
no ensino de Cobnicas e que fragmentou novamente este assunto aconteceu no
século XVII quando Philippe de La Hire (1640 — 1718) escreveu seu trabalho
“Nouvelle méthode en géometrie pour les sections et les superficies coniques” de
1673, no qual considera as curvas separadamente com suas propriedades

caracteristicas.

Em 1647, Grégoire de Saint-Vincent (1584 — 1667) deduz, em sua
obra, “Opus geometricum quadraturae circuli et sectionum coni”, as propriedades

das curvas por meio de suas equacoes.

O matematico belga Germinal Pierre Dandelin (1794 — 1847), ja no
século XIX, mostra em um teorema que as secc¢des do cone que geram as Conicas
coincidem com suas definicbes focais, essa é uma tentativa de unificar novamente
as Conicas, porém no ensino moderno essa unificagdo esta perdida. Foi o Marques
de L’'Hopital (1661 — 1704) que colocou as Conicas em uma base moderna de
estudo, combinando os métodos sintéticos e analiticos, “Ele escreveu um tratado
sobre as conicas analiticas, que foi publicado em 1707, e durante quase um século
foi considerado uma obra de referéncia sobre o assunto” (BALL, 1901, p.308).

Os livros didaticos que trazem as conicas de forma unificada
apresentam as trés curvas em separado e apos juntas, da mesma forma que

L’Hopital o fez e se tornou padréo por muitos anos.

Podemos observar no quadro 2 como foi a evolugédo do ensino de
Geometria, em particular, das Seccbes CoOnicas no Brasil, e como eram

apresentadas geometricamente e analiticamente, unificada ou fragmentada.



Quadro 2: Apresentacdo das Seccdes Conicas no Brasil.
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PERIODO ANOS | FOEMA COMO AS CONICAS ERAM ENSINADAS
1892 Geometricamente unificada
1893 e | Geometricamente fragmentada
1894
1895 a | Geometricamente umficada e Analiticamente fragmen-
1598 tada
1892 a 1930 1899 a | Geometnicamente unificada
1914
1915 a | Geometricamente fragmentada
1918
1919 a | Nao ha Conicas
1928
1929 Geometricamente unificada
1930 Nio ha Conicas
REFORMA 1931 a | Geometricamente unificada e Analiticamente fragmen-
CAMPOS 1941 tada
REFORMA 1942 a | Geometnicamente unificada e Analiticamente fragmen-
CAPANEMA | 1950 tada
AJUSTE DE | 1951 a | Geometricamente unificada
51 1960
MMM. 1961 a | Analiticamente unificada
1979

Fonte: Bordallo, 2011, p.11.

2.2 As SECCOES CONICAS

As Conicas séo resultado da intersecdo “de uma mesma superficie

conica circular, ndo necessariamente reta, cortada por planos de inclinacdes

diferentes” (ROQUE, p.161). Apolbnio considerou um cone de duas folhas (Figura

1), que utilizamos até hoje. Com isto as Conicas passam a ser caracterizadas em

funcdo de como o plano corta as geratrizes das folhas do cone.

[...] se o plano corta todas as geratrizes sobre uma mesma
folha do cone obtemos uma elipse; se o plano € paralelo a uma
das geratrizes obtemos uma parabola; e se o plano corta duas
folhas do cone, obtemos uma hipérbole. (ROQUE, 2012, p.162)

Dessa forma, conseguimos a unificacdo desta familia de curvas em

torno do titulo de Secc¢des Conicas. Porém se o plano corta a superficie no vértice,
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obtemos o0 que é comumente chamado de conica degenerada, esta pode ocorrer de

trés formas, podemos ter um ponto, uma reta ou um par de retas.

Embora a circunferéncia também possa ser obtida por esse

processo, ela nada mais € do que uma elipse, com distancia focal igual a zero.

Figura 1: Elipse, Hipérbole e Parabola.

<

Fonte: Delgado, 2013, p.98.

Podemos encontrar diferentes formas de definir estas curvas, porém
nas definicbes abaixo, por questdo de afinidade, utilizamos como referéncia o livro

“O Calculo com Geometria Analitica” de Louis Leithold publicado em 1994.

Elipse é o conjunto dos pontos de um plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos é constante. Os pontos fixos séo
chamados de focos. (LEITHOLD, 1994, p.586)

Uma hipérbole é o conjunto de pontos no plano, cujo valor
absoluto da diferenca das distancias a dois pontos fixos € uma
constante. Os dois pontos fixos sdo denominados focos.
(LEITHOLD, 1994, p.594)

Vale ressaltar que esta curva, a hipérbole, é constituida por dois

"ramos".

Uma pardbola € o conjunto de pontos em um plano,
equidistantes de um ponto e de uma reta fixos. O ponto fixo é
chamado de foco e a reta fixa € chamada de diretriz.
(LEITHOLD, 1994, p.578)
Utilizamos como referéncias, Delgado (2013), Giovanni (2005),
Lehmann (1985), Smole (2010) e Venturi (2003), para o desenvolvimento das

Conicas a seguir. Em algumas dessas referéncias a definicdo das curvas Conicas
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7

utiliza lugar geométrico, que de acordo com Neto (2013, p.90), € o conjunto de
pontos que tem uma determinada propriedade especifica.

Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano o lugar
geométrico (abreviamos LG) dos pontos que possuem a
propriedade P € o subconjunto L do plano que satisfaz as duas
condi¢cbes a seguir: (a) Todo ponto de L possui a propriedade
P. (b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P
pertence a L. (NETO, 2013, p.90)

2.2.1 Transformacgdes De Coordenadas

Antes de estudarmos as curvas conicas é conveniente introduzir a
nocao de transformacdo de coordenadas, dessa forma teremos a possibilidade de

simplificar as equacdes e os céalculos que poderao aparecer.

Uma vez conhecida a equagéo da curva ou as coordenadas de um
de seus pontos em um sistema de referéncia, com essas transformacgoes, podemos
associar esses pontos e a equacao da curva a um novo referencial. Esse novo
sistema € obtido, sem que o gréafico ou forma da curva seja afetado, por meio de
uma rotacdo de eixos ou translacdo de eixos, que sdo transformacdes geométricas

de um sistema de coordenadas.

Lehmann (1985, p.113) define: “Uma transformacdo € uma operacao
por meio da qual uma relacdo, expressao ou figura € mudada em outra de acordo
com uma dada lei”. Esta lei é expressa, na maioria das vezes, por equacdes de

transformacéao.

2.2.1.1 Translacéo de eixos

Considere no plano cartesiano xOy um ponto O’ = (X, Y), vamos

introduzir um novo sistema de tal forma que O’ seja a origem das coordenadas e
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O0’x’ tenha a mesma direcéo e sentido de Ox e, por sua vez, 0’y’ tenha a mesma

diregdo e sentido de Oy, dessa forma conseguimos um sistema x’0’y’. Se em
ambos os sistemas conservarmos as unidades de medida entdo conseguimos um

novo sistema x’0’y’ por translagédo do sistema “antigo” xOYy (Figura 2).

Figura 2: Translacéo de Eixos.

v A
y A
P
......... R RETTEETPERT ERETPERTREPPPRRRTRERLS )
,
!/D O.f' I_f
’ Q -
O Lo T

Fonte: Venturi, 2003, p.24 (modificado).

Seja agora um ponto P no plano construido dessa forma, este ponto

tém coordenadas P = (x,, y,) em relacéo ao sistema xOy e coordenadas P =
) ) ~ . rmy LT . ~

(x p,yp) em relagdo ao novo sistema x'0’y’, assim obtemos as equacdes de

translacao:
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2.2.1.2 Rotagéao de eixos

Considere o plano cartesiano xOy, vamos manter fixa a origem O e
rotacionar os eixos Ox e Oy sob um mesmo angulo @, no sentido anti-horario.
Dessa forma obtemos um novo sistema de coordenadas x’0Oy’ por rotagdo do

“antigo” sistema x0Yy.

Um ponto P no plano tem coordenadas (x,,),) em relagédo ao

sistema x0y e coordenadas (x',,’,) em relagdo ao novo sistema x’0y’. Vamos

entdo obter as equacgdes de rotagdo de eixos.

Primeiramente vamos obter as equacOes de rotacdo usando
semelhanca de triangulos e razdes trigonométricas, esse méetodo é adequado ao

aluno do Ensino Médio, caso nao tenham dominio sobre o contetido de vetores.

Figura 3: Rotacdo de Eixos — Semelhanca de Triangulos.

Yy A

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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Observe (Figura 3), que os angulos ROM e RPQ sao iguais, por
semelhanca de triangulos, caso AAA, entdo vamos escrever as coordenadas do

ponto P no sistema xO7y em termos de segmentos.

Observe que o segmento MR = NQ e QR = NM pois o

quadrilatero MRNQ é um retangulo, entdo do triangulo retangulo OMR, retiramos

as seguintes razoes trigonométricas:

oM —

cos § =—— = OM = x"j,.cos 6
Xp
MR —

senf = —— = NQ =x",.sen 6
Xp

E do triangulo retangulo PQR, retiramos as seguintes razdes

trigonométricas:

QP __
cos =— = QP = y’p.cosH
P

OR
sen =— = NM =y’ .senf
y 14

P

Agora substituindo os segmentos no sistema inicial temos as

chamadas equacdes de rotacao de eixos:

— ! )
{xp—xp.cose yp.sen@

Vp =x'p.5en 6 + y’p. cos 6
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O sistema de equacgdes de rotacdo comumente é expresso na forma
matricial, chamada matriz de rotacédo e identificada aqui por Mg, possibilitando de

forma rapida a passagem de um sistema ortogonal para outro.
!
(xp) _ (cos@ —sen@) (x p>
= A,
Yp senf  cosf Yo
Observamos que a matriz My é invertivel pois My. (M)t = I, onde

I denota a matriz identidade, entdo multiplicando ambos os lados da igualdade por

(Mp)t, tal que,
(). (Cos8, sent) — (cost ~send). (W), ((coss, send)

Assim podemos escrever as coordenadas do sistema novo em

funcéo do sistema original:
!
Xp\ _ (xp) ( cosO sen@)
V' Yp/ \—senf cosO
Neste caso, a matriz My é a matriz de passagem das coordenadas

em x'0y’ para xOy e sua transposta (Mg)! é a matriz de passagem de

coordenadas em xOy para x'0y’.

Tendo conhecimento do contetdo de vetores podemos encontrar as

equacdes de rotacdo de eixos usando outro método, descrito abaixo.

Na figura 4, o vetor OP e o vetor O'P s#o iguais, pois 0 = 0’,
sejam os vetores unitarios linearmente independentes (L.I.) do sistema de
coordenadas x0y, e; = (1,0) e e, = (0,1), a base canénica de R?, considere

também os vetores unitéarios do sistema de coordenadas x’0y’, v; e v, ortogonais

entre si, entdo podemos escrever que:
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OP=0'P = (xp.ejL + yp.ez) ='p.v + y’p.vz)

Vamos agora obter um sistema com duas equacdes fazendo o

produto interno (. ) em ambos os termos da igualdade acima, por e; e depois por e,.

Entao:
Xp- (e1,eq) + Yp- (ep,e1) = x’p' (vi,e) + y,p- (v,,€1)
Xp- (e1,€;) + Yp- (€3, €7) = x,p' (vy,€2) + y,p- (v2,€3)
Utilizando a definicdo de produto interno de Delgado (2013, p.37).
Temos que:
(eli 81) = 11
(ez, €1> = 01

(v1,e1) = |lvyll. lleq]l. cos & = cos B,
(v5,e1) = ||v,ll. llegl]. cos(90° + 8) = —sen @

Procedendo de forma analoga para os calculos do produto interno

com e, e substituindo as igualdades no sistema, encontramos:

{xp = x,p- (U1.€1> + y’p.<U2.81>

Vp = X' p.{v1.€2) + y,p- (V3. €7)

— 4! !
{xp =X p.cOS0—y p.sen@
=

Vp = x'p.sen 6 + y’p. cos 6

Da mesma forma como procedemos anteriormente, podemos

escrever o sistema novo em funcao do original, entao;

!

x', =xp.cos 0 +y, send
y', = —Xp.sen 0+ y,.cos 6
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Figura 4: Rotacdo de Eixos — Vetores.

Fonte: Delgado, 2013, p.171 (modificado).

Agora com estas ferramentas (rotacdo e translacdo de eixos no

plano) em méos, passaremos a descrever as Conicas.

2.2.2 Elipse (do grego eAAeipi(, falta, omissé&o)

Definicdo: E o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma
das distancias a dois pontos fixos F; e F2> (chamados de focos) no mesmo plano, é

uma constante, geralmente chamada de 2a, onde 2a > d(F;, F,) (VENTURI,
2003, p.69) (Figura 5).

Comumente a distancia entre F; e F2> é denominada de 2c¢. Assim

podemos concluirquea > ¢ > 0, e:
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d(P,Fl) + d(P,Fz) = 2a

d(QJFl) + d(QIFZ) = Za

Figura 5: Definicdo de Elipse.

P

A

Y

2a

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Sejam A; e Az (Figura 6) as interseccdes da elipse com a reta que

passa por F;e F2, entdo temos:

d(Ay, Fy) +d(Ay, F;) = 2a } = d(4,F) =a—c,
d(Asz) —d(A, F) =d(F, F,)

Analogamente concluimos que d(F,,A,) =a—c e, portanto,

temos que,
d(A1'F1) = d(Athz)

Sejam C o ponto médio do segmento F, F, e os pontos B; e B, as

intersecgOes da elipse com a mediatriz do segmento F; F, (Figura 7). Entao,



Figura 6: Distancia dos Focos

aos Vértices da Elipse (Eixo Maior).
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Fonte: Smole, 2010, p.119 (modificado).

Figura 7: Distancia dos Focos

aos Vértices da Elipse (Eixo Menor)

By

Fonte: Smole, 2010, p.119 (modificado).

d(By, F,) = d(By, F,)
d(B]JFl) + d(Bl, Fz) == Za

} — d(By,F,) = d(B,,F,) = a

38
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De forma anéloga, encontramos 0 mesmo resultado para o0s

comprimentos dos segmentos B, F; e By F,.

2.2.2.1 Elementos da elipse.

Os pontos F; e F2 (Figura 8), como ja mencionado, sdo os focos da

elipse e a distancia entre eles chamada de distancia focal é Zc.

e O ponto O é o centro da elipse ou ponto médio entre F; e F,.
e Os pontos 44, 4,, B;, e B, sdo chamados de vértices da elipse.
e O segmento A; A, é chamado de eixo maior da elipse, de comprimento 2a.

e O segmento B; B, é chamado de eixo menor da elipse, de comprimento 2b.
Do triangulo retangulo B, O F, obtemos a seguinte relagao:
a’ = b% + ¢?

Uma caracteristica da elipse, muito importante para verificar o seu

“achatamento” é a excentricidade (Figura 9) dada pelo quociente entre a distancia

focal e o comprimento do eixo maior, ou seja:

Zc_c

E=—=—
2a a

Como a e ¢ sdo nimeros positivos e a > ¢ > 0, entdo podemos

constatar que 0 < € < 1. Quando a distancia focal € 0 entdo a = b = raio de

uma circunferéncia, portanto a circunferéncia € um caso particular de elipse, como

tinhamos citado anteriormente. Com a excentricidade sendo 1 temos apenas um

segmento de retaentre A, = F; e A, = F,.
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Figura 8: Elementos Notaveis da Elipse.
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Fonte: Smole, 2010, p.120 (modificado).
Figura 9: Excentricidade da Elipse.
circunferéncia segmento de reta

L ] FI

| X0

Fonte: Venturi, 2003, p.70 (modificado).

Por exemplo, as trajetodrias elipticas da Terra em torno do Sol e da
Lua em torno da Terra tem respectivamente excentricidades de 0,016 e 0,054,

sendo muito proximas de zero. Na pratica sdo consideradas trajetorias circulares.
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2.2.2.2 Equacéo canbnica da elipse.

Com centro na origem

Vamos encontrar a equacgao canodnica da elipse que possui centro na

origem e seus eixos estao contidos nos eixos coordenados.

1° Caso: Eixo maior contido no eixo das abscissas (eixo x)

Figura 10: Elipse com Centro na Origem e Eixo Maior sobre o Eixo x.

Y
A

Fonte: Giovanni, 2005, p.108 (modificado).

Observe (Figura 10) que o ponto P = (x,y) pertence a elipse se, e
somente se, satisfizer a condicdo d(P,F;) + d(P,F,) = 2a, neste caso, 0s

focossdao F; = (—¢,0) e F, = (c,0), logo temos:

JE+o)2+y2+J(x—0)?+y2=2a=

\/(x+c)2+yz=2a—\/(x—c)2+y2

Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade, obtemos:
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(x+c)+y?=4a®—4aJ(x—c)2+y2+(x—c)> +y* =

4ex — 4a® = —4ay/ (x — ¢)? + y?

Dividindo por 4 e elevando novamente ao quadrado os dois

membros da igualdade,
c?x? — 2cxa® + a* = ad?[(x — )2 + y?] =
(a% — ¢2)x? + a%y? = a?(a? — c?)

Agora sabemos que a?=>b%+c?=a?—c?=Db% entio

conseguimos:
b2x2 + a2y2 — q2p?

Podemos dividir os dois membros por a?b? > 0, portanto temos:

x2 y2
2 =1

que é a equacao da elipse com focos sobre o eixo maior coincidente com o eixo x.

2° Caso: Eixo maior contido no eixo das ordenadas (eixo y).

Aqui (Figura 11) temos as mesmas condi¢cdes do caso anterior,

apenas mudam-se as coordenadas dos focos que passam a ser F; = (0,—c) e
F, = (0, c). De forma analoga encontramos para este caso:
x?  y?

Pk

Mais genericamente uma equagdo do tipo Ax%+ Cy? =F
representa uma elipse, também chamada elipse real, com centro na origem e eixos

paralelos aos eixos coordenados se A, C e F tem o mesmo sinal e A diferente de C.
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Figura 11: Elipse com Centro na Origem e Eixo Maior sobre o Eixo y

yA

Y

Fonte: Giovanni, 2005, p.109 (modificado).

Caso C tenha sinal contrario ao de A e B esta equacéo representa
uma elipse imaginaria, esta recebe este nome, pois se realizarmos translacdes e
giros adequados no plano, obtém-se uma equacéao similar a da elipse, mas que néo
determina nenhum ponto, ou seja, representa um conjunto vazio.

Se C = 0 entdo esta equacdo se reduz a um Unico ponto no plano

que o proprio ponto O = (0,0).

Com centro fora da origem

Vamos encontrar a equacao canbnica da elipse cujo centro se

encontra fora da origem e seus eixos sao paralelos aos eixos coordenados, quando
isto acontece dizemos que ouve uma translacdo da elipse.
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1° Caso: Eixo maior paralelo ao eixo das abscissas.

Figura 12: Elipse com Eixo Maior Paralelo ao Eixo x.

YA

Yo

'0_'.1']

o4 |

=Y

(@]

A

2a

Fonte: Venturi, 2003, p.82.

Considerando a elipse (Figura 12) com centro no ponto 0’ =

(X0,Y0), por ele tracamos o sistema x’0’y’ com eixos paralelos aos eixos

coordenados originais. Ora a equacao desta elipse neste novo sistema €,

2 2
X y
a2t =l
Desta forma qualquer ponto da elipse P = (x,y’) pode ser
encontrado considerando a translacédo da origem, ou seja, X’ = x —xp ey =y —

Yo, logo a equacéo da elipse é dada por:

(x—x0)* O —y0)* _

a? b2 1



2° Caso: Eixo maior paralelo ao eixo das ordenadas.

Figura 13: Elipse com Eixo Maior Paralelo ao Eixo y.

uh

Yo

=y

Fonte: Venturi, 2003, p.82 (modificado).

De modo analogo, encontramos a equacao (Figura 13) abaixo,

0

Iy

(x—x0)* O —y0)* _
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Nestes dois casos se desenvolvermos o0s produtos notaveis,

eliminarmos os denominadores e ordenarmos convenientemente as variaveis,

teremos uma equacao da elipse desta forma,

Ax?* + Cy* + Dx + Ey + F = 0,

com A e C sendo diferentes, mas com o mesmo sinal.

A existéncia de um termo Bxy indica que cOnica sofreu uma rotagéo

em torno dos eixos coordenados, cOmo veremos na secao 2.2.5.
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2.2.3 Hipérbole (do grego utrepPoAn, excesso, exagero)

Vamos estudar a conica hipérbole, que foi usada por Apol6nio para
resolver o problema da trisseccéo do angulo. Hoje em dia a hipérbole esta presente
em nossas vidas sem que notemos sua presenca, por exemplo, na tecnologia atual
de localizagdo e posicionamento global como o GPS, o DECCA e o LORAN. O
sistema de localizacdo DECCA usa os mesmos moldes hiperbdlicos do LORAN,

sendo conhecido como concorrente do mesmo.

Definicdo: E o lugar geométrico dos pontos de um plano cujo valor
absoluto da diferenca das distancias a dois pontos fixos F; e F2 (chamados de focos)

no mesmo plano, é uma constante (Z2a), onde 2a < d(F;, F,) (VENTURI, 2003,
p.92) (Figura 14).

Neste caso se a distancia entre F; e F2 é 2¢, podemos concluir que

c>a > 0,e:

2a

|d(P,Fy) — d(P,F,)|

|d(Q1F1)_ d(Q,Fz)l = 2a

Sejam A; e Az as interseccdes da hipérbole com a reta que passa

por F1 e F2 (Figura 15), entdo temos:

{d(A1F2) — d(AF) = 2a = d(AyF,) + d(A14;) — d(AFy) = 2a
d(A,F)) — d(A,F,) = 2a = d(A,A,) + d(A,F,) — d(A,F,) = 2a

Deste sistema resulta que 2d(A;4,) = 4a = d(A;4,) = 2a,

substituindo em qualquer uma das equagbes acima, encontramos que d(A,F;) =

d(A,F,), logo,

d(Aze) + d(AlFl) + d(AlAz) == ZC = d(Aze) == d(AlFl) =Cc—a



Figura 14: Definicao de Hipérbole.

2a

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Figura 15: Distancia dos Focos aos Vértices da Hipérbole.

>
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Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Sejam C; e Cz duas circunferéncias com mesmo raio r = ¢ e de
centros em A; e Az respectivamente (Figura 16), estas sdo secantes a hipérbole,
pois 2a < 2c, assim ambas determinam uma corda B;B,, que indicaremos com o
comprimento de 2b. Observe que o segmento 2b é perpendicular ao segmento 2a e

o ponto O é o ponto médio dos segmentos A;A,, B;B, e também de F; F,.

Figura 16: Eixo Imaginario da Hipérbole.

Fonte: Smole, 2010, p.125 (modificado).

2.2.3.1 Elementos da hipérbole.

Na figura 17, os pontos F; e F2 sdo os focos da hipérbole e a

distancia entre eles, chamada de distancia focal, é 2c.

e O ponto O é o centro da hipérbole ou ponto médio entre F; e F,.
e Os pontos A; e A,séo os vértices da hipérbole.

e O segmento A; A, de comprimento 2a é chamado de eixo real ou transverso.



49

e O segmento B; B, de comprimento 2b é chamado de eixo imaginario.

Figura 17: Elementos Notaveis da Hipérbole.

2a
Fonte: Venturi, 2003, p.92 (modificado).

Do triangulo retangulo B, 0 A, obtemos a seguinte relagao:
c? =a? + b?

Uma caracteristica da elipse, que também observamos na hipérbole,
€ a excentricidade dada pelo quociente entre a distancia focal e o comprimento do

eixo maior, ou seja:

2c_c

E=—=—
2a a

Porém no caso da hipérbole, diferente da elipse, observamos (Figura
18) uma proporcionalidade entre a excentricidade e a abertura da hipérbole: quanto

maior a excentricidade maior a abertura e vice-versa.
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Figura 18: Excentricidade da Hipérbole

e

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2.3.2 Equacao candnica da hipérbole.

Com centro na origem

Para encontrar a equacao canonica da hipérbole que possui centro
na origem e seus eixos estao contidos nos eixos coordenados, seguimos 0S casos

abaixo.

1° Caso: Eixo real contido no eixo das abscissas (eixo x)

Sejam P = (x,y) um ponto genérico da hipérbole, F;, =
(—c,0)e F, = (c,0) (Figura 19). Da definicéo temos, |d(P,F;) — d(P,F,) | =

2a, ou seja:
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Figura 19: Hipérbole com Centro na Origem e Eixo Real sobre o Eixo X.

Fonte: Smole, 2010, p.126 (modificado).

|\/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2| =2a =

JE+0)2+y2=+2a++/(x —c)? + y?

Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade, obtemos:

(x+c)?+y?=4a’t4aJ(x —c)2+y2+ (x —c)? +y? =

4ex — 4a® = +4ay/(x — ¢)? + y2

Dividindo por 4 e elevando novamente ao quadrado os dois

membros da igualdade,
c?x? — 2cxa® + a* = ad?[(x — )2 + y?] =

(a? — c¥)x? + a2y2 — az(az _ Cz)
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Agora sabemos que c¢%?=a%?+b?=c?*—a’?=>b% entio

multiplicando por (—1) a expressédo anterior, podemos substituir por b?:
(c? — a?)x? — a%y? = a?(c? — a?) =
b2x? — ay? = q2p?

Podemos dividir os dois membros por a?b? > 0, portanto temos:

2° Caso: Eixo real contido no eixo das ordenadas (eixo y).

Figura 20: Hipérbole com Centro na Origem e Eixo Real sobre o Eixoy.

Fonte: Smole, 2010, p.126 (modificado).
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Aqui (Figura 20) temos as mesmas condicdes do caso anterior

apenas mudam-se as coordenadas dos focos que passam a ser F; = (0,—c) e

F, = (0,c). De forma anéloga encontramos para este caso,

yZ x2

=1

a? b2

Observe que numa hipérbole o eixo real, e consequentemente o seu
eixo focal, sempre coincide com o eixo da coordenada com a variavel de coeficiente

positivo, quando a equacéo for candnica. Outro ponto a se observar é que na elipse
sempre tem-se a > b, mas na hipérbole, no entanto, pode-setera > b,a = b

oua < b.

Genericamente, como fizemos em elipse, uma equacao do tipo

Ax? + Cy2 = F representa uma hipérbole com centro na origem e eixos contidos

nos eixos cartesianos, se e somente se, A e C tem sinais contrarios e F # 0.

Com centro fora da origem

De raciocinio analogo ao usado em elipse, temos a equacao da

hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados.

1° Caso: Com eixo real paralelo ao eixo das abscissas (Figura 21):

(x — x0)? . 0 —¥0)? _

a? b2 1
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Figura 21: Hipérbole com Eixo Real Paralelo ao Eixo x.

YA
iy A
Yo § O"'
®
o) Zo
h 2a o
2c

Fonte: Venturi, 2003, p.106.

2° Caso: Com eixo real paralelo ao eixo das ordenadas (Figura 22):

Figura 22: Hipérbole com Eixo Real Paralelo ao Eixo y.

2a

2c

=
»
' 3
= Y

Fonte: Venturi, 2003, p.106.
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O —y0)* (x—x0)%
a? B b2 B

1

Nestes dois casos, como fizemos em elipse, se desenvolvermos o0s
produtos notaveis, eliminar os denominadores e ordenar convenientemente as

variaveis teremos uma equacéao da hipérbole desta forma,
Ax* + Cy* + Dx + Ey + F = 0,
com A e C sendo diferentes, porém, no caso de hipérbole, com o mesmo sinal.

Novamente temos que a existéncia de um termo Bxy indica que

cOnica sofreu uma rotacdo em torno dos eixos coordenados, isto sera abordado na

secdo 2.2.5., como ja citamos anteriormente.

2.2.3.3 Assintotas da hipérbole.

Na hipérbole considere o retdngulo com centro na origem cujos
comprimentos dos lados sdo 2a e 2b (Figura 23). As retas contendo as diagonais

desse retangulo chamam-se assintotas da hipérbole. Essas assintotas s&o
comumente usadas como guia para se tragar o grafico de uma hipérbole. Observe
gue os ramos da hipérbole se aproximam das assintotas, mas nunca as intercepta

ou tangencia.

As assintotas sdo retas que passam pela origem, logo tem equacéo

da forma,
y=1m.x

como o coeficiente angular pode ser calculado por

b :
Entdo temos que y = + —. X ou seja,

rn:b.x—ay=0

r:b.x+a.y=20
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Agora voltando a equacdo da hipérbole, observe que ela também
pode ser reescrita da seguinte forma:

x2 2
ﬁ_%z 1:b2x2_a2y2 =a2b2

e assim para encontrar as equagfes das assintotas, substituimos o segundo

membro por 0 e fatoramos o produto notavel resultante.
b?’x? —a?y?*=0= (b.x—a.y)(b.x+a.y) =0
Sendo que o produto de dois numeros é zero, se:
b.x—ay=0 ou b.x+a.y=0

De forma anéloga podemos executar 0 mesmo processo para a

hipérbole com eixo real paralelo ao eixo das ordenadas.

Figura 23: Assintotas da hipérbole.

Fonte: Smole, 2010, p.125 (modificado).
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2.2.4 Parabola (do grego mmapafoAn, comparacao igualdade)

Definicdo: Considere-se, em um plano qualquer um ponto F e uma
reta d que ndo contém o ponto F. Denominamos parabola de foco F e diretriz d ao

lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam de d e F (VENTURI, 2003,
p.41 modificado) (Figura 24).

Figura 24: Definicao de Parabola.

a=90°

d

B =90°

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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d(P,F) = d(P,d)

Assim podemos dizer que a parabola € o conjunto dos pontos de um
plano que satisfazem a condi¢cdo acima, ou seja, todo ponto pertencente a parabola
tem essa propriedade e qualquer ponto do plano que possua esta propriedade

pertence a uma parabola.

2.2.4.1 Elementos da parabola.

Podemos destacar os elementos notaveis da parabola (Figura 25),

0S quais nos ajudarao nos calculos a seguir.

e O ponto fixo F é chamado de foco da parabola.

e A reta fixa d é chamada diretriz da parabola.

e A reta que passa pelo foco F e é perpendicular a reta diretriz d da parabola é
chamado eixo de simetria da parabola, que denotamos por e.

e O ponto V/, interseccdo da parabola com o eixo de simetria e, € chamado de

vértice da parabola.

A distancia p (p > 0), chamada de parametro da parabola,

representa a distancia do foco F a reta diretriz d. Sendo p o parametro da parabola

temos que:

d(B,V) = d(v,F) =%
A corda AA’ gue passa pelo foco e é perpendicular ao eixo de

simetria chama-se LATUSRECTUM, também chamada de corda focal minima.



Figura 25: Elementos Notaveis da Parabola.

d

B = 90°

i i e — — — — — —— — — — —

p

Fonte: Smole, 2010, p.130 (modificado).

2.2.4.2 Equacéo canodnica da parabola.

Com vértice na origem

1° Caso: Eixo de simetria coincidente ao eixo x.

59
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Figura 26: Pardbola com Eixo de Simetria sobre o Eixo x.

Fonte: Venturi, 2003, p.42 (modificado).

O ponto P(x,y) (Figura26) pertence a parabola se, e somente se,

satisfazer a condigdo d(P,F) = d(P,d), neste caso, temos o foco com

coordenadas F (g, 0) e a diretriz com equagéo x +§ = (), colocando os dados e

usando a definicdo temos:

P
(x_g)2+<y—o>2=|1'xh+20;y02+2|=|x+§|= (x+5) =

Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade, obtemos:
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2 2

14 14
2 2 2
x“+y p.x+4 X +p.x+4

2
Subtraindo x? + % de ambos os lados, obtemos,

yi—p.x=+p.x =
y2=2.p.x

No dicionario a palavra concavidade significa: “concavidade s.f. 1.
Qualidade de cbncavo. 2. A parte concava de um objeto. 3. Depressao, cavidade.
cbncavo adj. 1. Cuja superficie é mais baixa no centro do que nas bordas; escavado”
(SANTIAGO-ALMEIDA, 2011).

Logo a parabola possui concavidade, observe que na equagéo y2 =
2.p.x, se p > 0 a parabola tem concavidade voltada para a parte positiva do eixo
x (Figura 27), do mesmo modo se p < 0 a parabola tem concavidade voltada para

a parte negativa do eixo x (Figura 28).

Figura 27: Parabola com Concavidade Positiva (p > 0).

v A
d
p>0

Fonte: Giovanni, 2005, p.126 (modificado).
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Figura 28: Parabola com Concavidade Negativa (p < 0).

p <0 YA
d

®

=<

||
=Y

Fonte: Giovanni, 2005, p.126 (modificado).

2° Caso: Eixo de simetria coincidente ao eixo y.

O ponto P(x,y) (Figura 29) pertence a parabola se, e somente se,

satisfazer a condigdo d(P,F) = d(P,d), neste caso, temos o foco com

coordenadas F (0, g) e a diretriz com equagédo y +§ = (, colocando os dados e

usando a definicdo temos:

2 |o.x+1.y+E
(x—0)2+( —g) =| = 2| =
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Figura 29: Pardbola com Eixo de Simetria sobre o Eixoy.

YA

Fonte: Venturi, 2003, p.43 (modificado).

Analogamente, ao caso anterior, encontramos a equacao canodnica

para a parabola de modo que:
x?=2.p.y

A concavidade segue o mesmo raciocinio anterior, se p > 0 a
parabola tem concavidade voltada para a parte positiva do eixo y, do mesmo modo

se p < 0 aparabola tem concavidade voltada para a parte negativa do eixo y.

Podemos identificar uma parabola com vértice na origem e diretriz

paralela ao eixo X, pela equacdo genérica Ax? + By = 0, do mesmo modo uma
parabola com vértice na origem e diretriz paralela ao eixo y tem como equacéo

genérica Ay? + Bx = 0.
Com vértice fora da origem

Semelhante aos estudos anteriores, podemos admitir (Figura 30) o

novo sistema de eixos x’0y’ e sabendo, pela translacdo de eixos, que x’ = x — X,
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ey’ =y — y, encontramos as equagdes da pardbola. Mas também podemos seguir

usando a definicdo de parabola, em ambos os casos o resultado € o mesmo.

1° Caso: Eixo de simetria paralelo ao eixo x.

Figura 30: Parabola com Diretriz Paralela ao Eixo y.

N

Yo
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[ |
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o |

Fonte: Venturi, 2003, p.50 (modificado).

Assumindo O’ como origem, sabemos que a equacéo da parabola,

pelos calculos anteriores, é:
y?=2.p.x

Agora basta substituir usando as igualdades x’ = x —x, e y' =

Yy — Yo, €ntdo temos:

(Y = y0)? = 2.p.(x — x¢)
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Outra maneira de chegar a este resultado é através da definicdo de

pardbola d(P,F) = d(P,d) e neste caso, temos o foco com coordenadas
F (xo + g,yo) e a diretriz passa a ter como equagdo x — x + g = 0, colocando

esses dados e usando a definicdo obtemos:

= (a4 D] + 0=y =[x+ 5] =

2

(-2~ + & -2 = [[c-x)+ 2]

Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade, obtemos:

2 2

(= %) + (v = 70)* = p. (r = %0) + 5 = (x = )% o p. (x = x0) + -

2
Subtraindo (x — x)? + p: de ambos os lados, obtemos,

V= y0)? —p. (x —xp) = +p. (x —xp) =

(Y = y0)? = 2.p.(x — x¢)

Observe 0 que acontece ao desenvolvermos a equagao encontrada

acima:
x2—2.x.x0+x3 =2.p.y — 2.p.y,

Agora dividindo ambos os membros da equacéo por 2.p e isolando

a variavel x obtemos:
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o 1 2+2. X
Trocando os coeficientes por a = 20 b = —% e ¢ =% pr >,

obtemos a expressao para a funcao quadratica:
x=ay*+by+c

Note que reorganizando as igualdades usadas como coeficientes

tém as seguintes relacdes:

1 1 D
= — = = —_—
¢ 2.p P 2.a
Yo Yo
b=—— = - =—p 11
> 14 = Yo p (D

Substituindo (I) em (II), temos:

—b

}’0=E

Essa expressdo nos da a ordenada do vértice da parabola, agora
usando o mesmo raciocinio isolando x, e usando as igualdades (I) e (II),
encontramos a abscissa do vértice da parabola:

2 2
Yo +2.p.% -6
C:T:}x(’:ﬁ“

—b?>+4.a.c
o = 2.a

Também por (I) observe que o coeficiente a tem mesmo sinal do

parametro p, logo a concavidade fica evidente na expressao da fungéo quadratica

através deste coeficiente.

2° Caso: Eixo de simetria paralelo ao eixo y (Figura 31).
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Figura 31: Parabola com Diretriz Paralela ao Eixo x.

[
o |

O Ty

Fonte: Venturi, 2003, p.51 (modificado).

De modo analogo, conseguimos a equacédo da pardbola com eixo de

simetria paralelo ao eixo y:

(x —x0)* = 2.p.(¥y — ¥o)

Os demais calculos seguem de maneira semelhante ao 1° caso,

apenas com a inverséo de x por y nas equagoes.

Se desenvolvermos 0s produtos notaveis, eliminar 0s
denominadores e ordenar convenientemente as variaveis, a equacdo da parabola

assume esta forma,
Ax?*+ Cy*+Dx + Ey + F = 0,
comA=0ouC =0.

A existéncia do termo em Xy numa equagéo do 2.° grau indica que o

eixo de simetria da parabola € obliquo aos eixos coordenados, isto sera discutido na

secao seguinte.
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2.2.5 Equacéo Geral Das Conicas

Neste subitem, seguiremos como referéncia Lehmann (1985). A
expressdo geral de uma Conica, onde 0s eixos podem estar em qualquer posicéo

com relacéo aos eixos coordenados é:
Ax?>+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0

Esta equacdo € considerada completa quando todos seus
coeficientes sdo ndao nulos. Como vimos anteriormente, se o coeficiente B # 0

entdo, o eixo focal da conica é obliquo aos eixos coordenados.

Para eliminar o termo Xxy, usamos uma rotagdo de eixos de

amplitude 6, entdo podemos transformar a equacao em,
AX?+Cy?+Dx +EY +F =0
onde pelo menos um dos coeficientes, A’ e C’, é diferente de zero.

Para isso basta aplicar as equacdes de transformacdo de

coordenadas para rotacdo de eixos,

{x x'.cos 0 —y'.sen 6
y=x".sen@ +y'.cos 6

na equacao geral de uma conica, assim ficamos com a seguinte expressao
AX?+B'xy +Cy* +D'x' +E'y +F =0

e seus coeficientes listados abaixo:
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(A" = A.cos?0 + B.senf.cos0 + C.sen’8

B' =2.(C — A).senf.cos0 + B.(cos*8 — sen?0)
C' = A.sen?8 — B.sen6.cos0 + C.cos*0

D' = D.cosf + E.sen6

E' = E.cos6 — D.senf

\F' =F

Como queremos eliminar o termo xy da equagdo o coeficiente B’

deve ser igual a zero, entao:
B' =2.(C — A).senB.cosO + B.(cos?0 — sen?0) =0 =
(C —A).sen20 + B.cos20 =0

Aqui temos duas possibilidades,

SeA+C =>tg9=i-
A-C

Se A=C = B.cos260 =0, com B # 0 e o angulo de rotacédo

. ~ A
entre o intervalo de 0 < 8 < 7, entdo neste caso 6 = T

Assim conseguimos uma maneira pratica de calcular o angulo de

rotacao da curva conica com eixo focal obliquo aos eixos coordenados.

Também tomando a igualdade do primeiro coeficiente A’ =
A.cos?0 + B.senB.cos6 + C.sen?0 e a identidade trigonométrica sen?6 +

cos?0 = 1, podemos mostrar que
B?—4.A.C' =B*—-4.A.C

Como B’ = 0, temos a expressdo que indica a natureza do lugar
geométrico da equacdo, assim chama-se esta expressdo de indicador de uma

cOnica e denota-se pela letra I':
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I=B*—4.A.C=—-4.A'.C

Agora, observe que se a equacdo A'x'? + C'y’2 +D'x'+E'y +
F' = 0 tem A’ ou C’ igual a zero, entdo esta representa uma parabola, portanto | =
0. Se A’ e C’ sdo de mesmo sinal, a equacao representa uma elipse, neste caso I <

0. Se A’ e (’ séo de sinais contrarios, a equacao representa uma hipérbole, portanto

1> 0.

Observe que a expressdo que representa o indicador da cbnica é

independente do angulo de rotagédo 6.

A seguir, na proxima pagina, vemos o quadro 3, resumo do estudo

realizado em Secc¢bes Conicas neste capitulo.
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Quadro 3: Resumo do Estudo das Secdes Conicas.
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3 DESCRICAO DA ATIVIDADE PROPOSTA

A atividade proposta tem como contexto historico a Segunda Guerra
Mundial, onde os japoneses realizaram uma das operagdes mais bem planejadas e
ousadas da histéria, o ataque a Pearl Harbor, como ficou conhecido. Este ataque
marcou a entrada dos Estados Unidos na Segunda Guerra Mundial, tornando-os
inimigos dos japoneses.

Durante a Segunda Guerra Mundial, a Coréia foi ocupada por tropas
soviéticas e norte-americanas (0s americanos entraram para combater o0s
japoneses). As tropas soviéticas ocupavam a Coréia do Norte e 0s norte-americanos
ocupavam a Coréia do Sul. O bloco soviético formado pelo Russia, Japédo e China,
enquanto o bloco americano apoiado por quinze paises representantes da ONU,
logo tinham o papel de sustentar e apoiar este povo.

Figura 32: Mapa Asiatico da Segunda Guerra Mundial.
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Fonte: commons.wikimedia.org/wiki/File:Second_world_war_asia_1937-1942_map-es.svg
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Como a Coréia do Sul esta territorialmente ladeada pelos soviéticos
(Figura 32) impossibilitava de seus navios que continham os mantimentos para seus
aliados conseguirem chegar até a costa maritima, pois eram naufragados antes por
navios japoneses. Entdo houve a necessidade de aplicar 0o seu sistema de
localizagéo de barcos, desenvolvido em 1940, para poder localizar e desviar dos

navios japoneses.

Houve entéo, a necessidade de aplicar o sistema de localizacéo de
barcos, originalmente conhecido como LRM (Loomis Radio Navigation),
desenvolvido em 1940, por Alfred Lee Loomis, para poder localizar e desviar dos
navios japoneses, hoje o sistema se chama LORAN (Long Range Navigation).
Loomis utilizou a Radio Navegacédo, que se limita a equipamentos eletrénicos de

navegacao que usam ondas de radiofrequéncia.

O LORAN é um sistema hiperbolico que deve estar conectado a pelo
menos trés estacdes transmissoras, este conjunto de estacdes chama-se cadeia,

tendo uma estacdo chamada mestre e as outras secundarias.

Cada estacao envia sinais repetidos, na velocidade da luz, pulsando
em intervalos de tempo especificos. A cadeia de esta¢gfes tem atraso de tempo
exclusivo para distingui-la uma das outras. Estes sinais alcancam o receptor
LORAN, localizado a bordo do navio. Ao analisar esses atrasos, somos capazes de
calcular a diferenca de distancia do navio até a estacdo principal e para uma das
estacdes secundarias. Portanto, a propriedade principal da hipérbole € a base para
LORAN.

A area de cobertura de uma cadeia pode ser mostrada em um plano
cartesiano, facilitando assim os calculos. Para encontrar a localizagdo do receptor
LORAN, no navio, precisamos encontrar a diferenca de distancia (convertidos em
coordenadas de longitude e latitude) de cada par mestre/secundaria para o navio. A
cadeia gera varias hipérboles confocais. Em algum lugar de uma das hipérboles esta
0 navio. Este mesmo processo é repetido para a outra estacdo secundaria da
cadeia. Onde as duas hipérboles correspondentes se interceptarem estd o navio

(Figura 33).
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Figura 33: Cadeia de transmissores LORAN em funcionamento
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Fonte: jproc.ca/hyperbolic/loran_c

A atividade foi elaborada e dividida em quatro partes, visto que se
trata do periodo da histéria em que se passa a Segunda Guerra Mundial, chamamos
cada parte de “cenario problema”. A histéria € um valioso recurso para 0 processo
de ensino e aprendizagem para se perceber como a teoria e a pratica matematicas

foram criadas.

Trabalhamos com uma turma do Ensino Médio, com oito alunos
escolhidos para um projeto de sala de altas habilidades, e duas turmas do Ensino
Superior sendo um primeiro ano de Engenharia Elétrica com trinta e cinco alunos e
um terceiro ano de Licenciatura em Matematica com doze alunos. O tempo de
realizacdo de cada cenario foi estipulado em 30 minutos (15 minutos para os alunos

e 15 minutos para discussao e conteudo), perfazendo um total de 2 horas.

Antes de cada aplicagédo, em cada uma das turmas, explicamos de
que se tratava de uma pesquisa para elaboracédo de uma Dissertacao de Mestrado e
colnemos os termos de consentimento livre e esclarecido (TCLE) de cada

participante. Uma copia do TCLE encontra-se em anexo.
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Os cenarios foram separados e distribuidos em ordem a partir do
primeiro, de forma individual, o aluno sé tinha acesso ao proximo cenario apés a
resolucdo, discussédo e entendimento da teoria envolvida no problema do cenario
anterior. Conforme aplicAvamos nas turmas, os cenarios foram modificados de

acordo com as opinides colhidas dos proprios alunos e nossas observacoes.

ApoOs recolhermos as respostas, havia um debate e uma discusséo
até chegarmos a teoria por tras do problema proposto. Da forma que foi aplicada,
houve a introducdo da teoria a partir do cenéario problema, partindo dos
conhecimentos ja adquiridos pelos alunos e caminhando para a matematica formal,

definicbes, teoremas e equacdes, numa estratégia de investigacao.

Com a intencdo de introduzir um conteudo novo, o tempo de
aplicacdo podera ser maior, bem como o tempo para discutir e formalizar a teoria

envolvida em cada cenario problema.

Nesta atividade, trabalhamos o conceito matematico intuitivamente,

antes da linguagem matematica formal.

Trabalhamos também com o pressuposto de que, anteriormente, a
teoria, teoremas e equagdes da circunferéncia e hipérbole haviam sido abordados
pelo professor da turma, dessa maneira, as atividades se tornam uma oOtima
ferramenta de avaliagcdo das competéncias e habilidades adquiridas pelos alunos, e

também um exemplo de aplicabilidade das Cbnicas na vida real.

3.1 OBJETIVOS

Temos o objetivo geral de verificar como os alunos aplicam os
conceitos de Geometria, em especial o de Cbnicas, em um problema real e historico

da segunda guerra mundial.
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Ja vimos que o ensino da Matematica deve contribuir para que os
alunos desenvolvam suas habilidades relacionadas a representacédo, compreenséo,

comunicacao, investigacao e, também, a contextualizacdo sociocultural.

Ao final do Ensino Médio, espera-se que 0s alunos saibam usar a
Matematica para resolver problemas préaticos do cotidiano e que demonstre
capacidade de: orientar-se no espaco, ler mapas, estimar e comparar distancias
percorridas, reconhecer propriedades de formas geométricas basicas, saber usar

diferentes unidades de medida. Assim destacamos os objetivos desta atividade.

Dar ao aluno a oportunidade de reconhecer que a matematica surgiu
a partir da busca de solugcéo para resolver questées do cotidiano, identificando sua

utilizacdo neste momento histérico da humanidade, a Segunda Guerra Mundial.

Despertar no aluno o interesse por alguns fatos do passado para

introduzir um determinado tema, no Nnosso caso as Conicas, em sala de aula.

Estabelecer a aprendizagem por meio da valorizacdo dos

conhecimentos prévios do aluno.

Ao resolver situacdes problema, que o aluno se sinta capaz de fazer

Matematica, de aprender e resolver problemas com seguranca.

Reconhecer hipérbole como sec¢do de uma superficie cbnica de
duas folhas. Conceituar e identificar os elementos de uma hipérbole, bem como,

determinar a sua equacao.

Resolver situacdo problema cuja modelagem envolva um estudo
analitico da hipérbole, utilizar conhecimentos algébricos e geométricos na selecéo

ou elaboracao de argumentos para justificar a resolucdo de problemas.

Identificar na hipérbole os elementos que a compde associando-o a

respectiva equacao.
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3.2 DESCRICAO Dos CENARIOS

Passaremos a descrever cada cenario realizado, com as respectivas

resolucdes, bem como os conhecimentos possivelmente adquiridos.

3.2.1 Cenaério 1

No primeiro cenério, temos dois conhecimentos prévios necessarios
para poder responder corretamente as questdes, além dos calculos utilizando razéo
e proporcdo, o aluno devera perceber no cenério, através da definicdo de
circunferéncia, a impossibilidade de localizagdo de um navio através de um unico
transmissor, logo deve identificar quando um ponto pertence a uma circunferéncia e

seus elementos como o centro e o raio.

Cenério 1;

Figura 34: Transmissor T1 e Ondas de Radio.

500 ms
TERRA MAR

Fonte: Elaborada pelo Autor.

O transmissor T1 (Figura 34) emite ondas de radio que se propagam
em todas as diregdes. As circunferéncias tragadas na figura indicam as distancias
alcancadas em intervalos de 100 microssegundos (100 us). A velocidade de

propagacdo das ondas eletromagnéticas na atmosfera é de, aproximadamente,
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300.000 km/s, ou cerca de 162.000 milhas néuticas por segundo. Assim, a onda
hertziana percorre 0,162 milhas nauticas por microssegundo, ou 16,2 milhas em 100
us. Entdo, como a velocidade de propagacdo das ondas de radio no ar é
aproximadamente constante, a uma distancia percorrida pelo sinal transmitido
correspondera certo intervalo de tempo, e vice-versa. Além disso, uma diferenca de

distancias corresponderd um determinado intervalo de tempo.

1. Sabendo que o tempo de recepcao, pelo navio, da onda de radio foi de 400 ps, a

gue distancia, em quildmetros, encontra-se o navio do transmissor T1?

Resposta: Proporcionalmente temos 30 km a cada 100 ps, portanto apés 400 us

teremos 120 km de distancia do transmissor T1.

2. Determine a localizac&o exata do navio, se possivel. Justifique sua resposta.

Resposta: Como as ondas de radio se propagam formando circunferéncias,
podemos afirmar que o navio se encontra num raio de 120 km do transmissor T1, e
considerando T1 como centro da circunferéncia, ndo sendo possivel sua localizacao

exata ou aproximada.

3.2.2 Cenério 2

No segundo cenario, € preciso reconhecer a posicao relativa entre
duas circunferéncias, usar circunferéncias secantes como base para construcéo,
usando os pontos de interseccdo, de uma hipérbole, reconhecer circunferéncias
secantes, localizacdo de pontos de interseccdo, construcdo de tabelas e
organizacdo de dados e a definicAo matematica de hipérbole sdo os requisitos

necessarios para a resolucdo das questdes.

Cenério 2;
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Figura 35: Dois transmissores e suas respectivas ondas de radio.

500 ms

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Uma caracteristica do sistema (Figura 35), proposto por Loomis, é
que o receptor € capaz apenas de medir o intervalo de tempo (diferenca) entre a

recepc¢éao dos dois sinais.

1. Se o receptor marca um intervalo de tempo (diferenca) de 200 ps, a que distancia,

em quilémetros, encontra-se o navio de T1? E de T2?

Resposta: Devido a intersecdo entre as circunferéncias que representam as
emissOes dos transmissores T1l e T2, a diferenca entre as distancias deve ser
constante em 60 km, logo se o navio esta a 60 km de T1 estara a 120 km de T2 ou
vice-versa, da mesma forma se o navio estd a 90 km de T1 estara a 150 km de T2

ou vice-versa, e assim por diante.

2. Em quantos pontos do mapa temos um intervalo de tempo de 200 us? Ha outros

pontos onde os intervalos de tempo sédo iguais?
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Resposta: No mapa encontramos oito pontos que satisfazem a diferenca proposta,
porém ha infinitos pontos onde se podem verificar intervalos de tempo ou distancia

iguais.

3. Observe que had um padrdo geométrico constituido pelos pontos que possuem
mesmo intervalo de tempo. Este padréo foi chamado de LDP (Linhas de Posicéo)
por Loomis. Em linguagem matematica, como estas curvas sdo definidas e quais

suas caracteristicas?

Resposta: Este padrdo de curvas chama-se hipérbole, sua definicdo matemética diz

que: dado um ponto P qualquer sobre a curva, temos que o moédulo da diferenca

entre as distancias de P a T1 e P a T2 é constante e igual a 2a, assim T1 e T2

chamam-se focos da hipérbole, ou seja, |d(P,T;) — d(P,T,) | = 2a.

4. Nesta configuracdo conseguimos 4 pares de curvas e uma reta entre T1 e T2
representando a diferenga (intervalos de tempo) das transmissdes, identifique (L1,
L2, ...), da esquerda para a direita, as LDP’s e construa uma tabela contendo os

intervalos de tempo e as respectivas diferencas entre as distancias:

Resposta: Da esquerda para a direita vamos numerar as linhas de posicdo e

construir a tabela,

Quadro 4: Tabela que representa a resposta do cenario 2, questéo 4.

Linhas de Posicao (LDP) Intervalos de Tempo (us) Diferencas entre Distancias (km)
Ll1el9 400 120
L2e L8 300 90
L3elL7 200 60
L4 e L6 100 30
L5 0 0

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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5. O navio se encontra na curva que representa 200 us, determine a localizagéo
exata do navio. Justifique sua resposta.

Resposta: Temos duas LDP’s que representam o intervalo de tempo pedido e cada

LDP tem uma infinidade de pontos, portanto ndo € possivel a localizagdo do navio.

3.2.3 Cenério 3

No terceiro cenario, os alunos ja estdo de posse da definicdo
matematica de hipérbole, discutida no cenario anterior, tentando verificar se a
ambiguidade de localizacdo do navio pode ser eliminada com um atraso nas
transmissdes, além disso, encontrar uma equacdo para a localizacdo do navio
usando a definicdo de hipérbole e um sistema de coordenadas adequado (fornecido)
€ uma das exigéncias do cenario. Aqui o cdlculo da equacao da hipérbole e a
definicdo de médulo sdo conhecimentos imprescindiveis para correta resolucdo das

questdes.

Cenério 3:

Figura 36: Linhas de Posicao (LDP’s) Geradas Por Dois Transmissores.

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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Para evitar ambiguidades, visto que cada LDP tem dois ramos, e
como o receptor é capaz apenas de medir o intervalo de tempo entre a recepcao dos
dois sinais, ndo havendo meio de distinguir se 0 navio se encontra sobre o ramo
proximo a T1 ou T2, foi introduzido um atraso (Figura 36). Inicialmente, uma das
estacbes, denominada de Mestra (T1), emite seu sinal. S6 quando este for recebido
na outra estagcdo, que se denomina Escrava, Remota ou Secundaria (T2), é que
esta retransmitird o sinal. Entdo, no exemplo da figura, a estagdo T2 s0 transmitira o
seu sinal 500 us depois da emisséo do sinal da estacéo T1, isto €, havera um atraso

de 500 ps na transmissao da estagdo T2.

1. Construa uma tabela com os novos valores dos ramos das LDP’s considerando o
atraso de 500 ps. A ambiguidade em termos de tempo foi eliminada? E em termos

da diferenca de distancias?

Resposta: Considerando o atraso no tempo de transmissdo vemos que a

ambiguidade temporal é eliminada, porém a ambiguidade local permanece,

Quadro 5: Tabela que representa a resposta do cenario 3, questao 1.

Linhas de Posicao (LDP) Intervalos de Tempo (us) Diferencas entre Distancias (km)

L1 900 120
L2 800 90
L3 700 60
L4 600 30
L5 500 0

L6 400 30
L7 300 60
L8 200 90
L9 100 120

Fonte: Elaborada pelo Autor.

2. Com um sistema de coordenadas adequado e considerando o atraso, temos a
localizacdo de T1(0,0) e T2(150,0). Se o navio esta localizado na posi¢cdo N(X,y)
sobre a LDP de 200 ps, use a definicdo matematica de hipérbole para encontrar uma
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equacdo que dé a localizacdo do navio em termos das distancias até os
transmissores Tl e T2:

Resposta: Usando a definicdo do segundo cenério, e os dados 2¢ = 150, 2a =
90, podemos escrever que:

d(N, Ty) — d(N,Ty) | = 2a =

V& =02+ (= 0)2— /(x—150)2 + (y — 0)2| = 90 =

(x=75?% y* _
900 3600

1

3. Determine, se possivel, a localizacéo exata do navio. Justifique sua resposta.

Resposta: Apesar de eliminar a ambiguidade temporal ainda ndo é possivel a
localizacdo do navio, pois existem infinitos pontos na LDP L8 que satisfazem as

condi¢des de tempo e de distancia.

3.2.4 Cenario 4

Finalmente, no ultimo cenério temos a conclusédo de que precisamos
de duas hipérboles com um foco em comum para a localizacdo exata do barco no
sistema LORAN. O aluno pode, neste cenario, aplicar todos os conhecimentos
adquiridos nos cenarios anteriores para chegar a esta concluséao.

Este cenario, a atividade, além de introduzir o conteldo desejado,
serve de avaliacdo do aprendizado e verificacdo do trabalho realizado, podendo, por
meio de uma realimentacdo da atividade, incorporar novos objetivos a serem

alcancados, como o de avaliar qualitativamente o aprendizado.

Cenério 4:
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Figura 37: Quadriculado Hiperbdlico - Sistema com Trés Transmissores.

PN

J

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Na figura 37, esta plotado o padrao hiperbélico de uma rede constituida por
trés estacdes: a Mestra T1 e duas Escravas, ou Secundarias, T2 e T3. As duas
familias de LDP’s hiperbdlicas T1 — T2 e T1 — T3 constituem o quadriculado
hiperbdlico tracado na carta maritima. Neste exemplo, o receptor do sistema de
navegacao hiperbdlica determinou duas diferencas de tempo de recepc¢do de sinais:
T1-T2=700ps e T1 - T3 =600 ps.

1. Determine, se possivel, a localizacdo exata do navio. Justifique o porqué desta
localizagao.

Resposta: A localizagdo do navio é exatamente na interse¢éo das LDP’s entre T1 e
T2 de 700 us e entre T1 e T3 de 600 us, h& dois pontos de intersecdo, porém um
esta sobre a Terra, logo s6 ha apenas uma localizacdo possivel.

2. De acordo com os dados do receptor marque na figura a localizacdo exata do
navio. Sabendo que T1(0,0) e T2(150,0), qual a distancias entre T1 e T2? E entre T1
e T3?
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Figura 38: Localiza¢do do Navio no Quadriculado Hiperbdlico.

\)l/,'o‘« |

Al

Fonte: Elaborada pelo Autor.

Resposta: Distancia entre T1 e T2 é de 150 km, como visto no terceiro cenario e
seguindo o padréo, entre T1 e T3 temos sete LDP’s e oito espacos entre elas, cada

espaco tem 15 km, logo entre T1 e T3 tem-se 120 km. Localizacédo figura 38.

3. Qual o numero de transmissores para que ocorra uma localizacao ideal do navio?

Resposta: No minimo 3 estacdes transmissoras, sendo uma estacao mestra e duas

secundarias, mas existem configuracées de 4 ou 5 estacdes.
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4 JUSTIFICATIVAS

Além das razbes que ja discorremos anteriormente, como a
contextualizacdo dos conhecimentos geomeétricos, que por si s, ja nos parecem
suficientes para a realizagcdo desta atividade, buscamos nas especificidades das
turmas trabalhadas, do Ensino Médio e Ensino Superior, outros motivos que também

julgamos relevantes.

4.1 No ENSINO MEDIO

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educagédo Nacional
(Lei n®9.394/96), secéo IV, Art. 35, o Ensino Médio tem como finalidades centrais:

| - a consolidacdo e o aprofundamento dos conhecimentos
adquiridos no ensino fundamental, possibilitando o
prosseguimento de estudos;

Il - a preparacdo basica para o trabalho e a cidadania do
educando, para continuar aprendendo, de modo a ser capaz de
se adaptar com flexibilidade a novas condi¢cbes de ocupacao
ou aperfeicoamento posteriores;

Il - o aprimoramento do educando como pessoa humana,
incluindo a formagéo ética e o desenvolvimento da autonomia
intelectual e do pensamento critico;

IV - a compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnolégicos
dos processos produtivos, relacionando a teoria com a pratica,
no ensino de cada disciplina.

Conforme destacam os PCNEM (2002) e os PCN+ (2002), o ensino
da Matematica pode contribuir para que os alunos desenvolvam habilidades
relacionadas a representa¢cdo, compreensdo, comunicacao, investigacado e, também,

a contextualizacdo sociocultural.

Segundo as OrientagBes Curriculares Para o Ensino Médio (2006),
os alunos deveriam estar aptos a resolver problemas usando conhecimentos,
competéncias e habilidades adquiridos em Matematica no Ensino Médio, bem como

saber aplica-los corretamente no seu dia a dia;
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Ao final do Ensino Médio, espera-se que os alunos saibam usar
a Matematica para resolver problemas praticos do quotidiano;
para modelar fenbmenos em outras areas do conhecimento;

s

compreendam que a Mateméatica é uma ciéncia com
caracteristicas préprias, que se organiza via teoremas e
demonstracbes; percebam a Mateméatica como um
conhecimento social e historicamente construido; saibam
apreciar a importancia da Matematica no desenvolvimento
cientifico e tecnoldgico. (BRASIL, 2006, p. 69)

Particularmente o enfoque deste trabalho, no qual a Geometria

Analitica e as Secc¢des Conicas sao de fundamental interesse;

O estudo da Geometria deve possibilitar aos alunos o
desenvolvimento da capacidade de resolver problemas praticos
do quotidiano, como, por exemplo, orientar-se no espaco, ler
mapas, estimar e comparar distancias percorridas, reconhecer
propriedades de formas geométricas basicas, saber usar
diferentes unidades de medida. Também é um estudo em que
os alunos podem ter uma oportunidade especial, com certeza
ndo a Unica, de apreciar a faceta da Matematica que trata de
teoremas e argumentacdes dedutivas. (BRASIL, 2006, p. 75)

Orientar-se no espaco, sem entrar no mérito filosofico da expresséo,
€ ser capaz de percorrer espacos atraves da percepcdo e memorizagcado que cada
ser humano tem em dado ambiente. A orientacdo espacial pode ser entendida como

a habilidade pessoal em determinar sua localizacdo no ambiente.

Um mapa é um desenho representativo de um pais, uma regiao, etc,
logo leitura e compreensdo de mapas € uma habilidade importante e necessaria.
Essas representacdes podem ser utilizadas em diferentes contextos em nossa vida
contemporéanea. O mapa € uma acepcao da interacdo humana, pois faz parte da
criacdo de uma realidade espacial, contribuindo e dando forma ao mundo real.
Dessa maneira, 0 sujeito deve estar preparado para conseguir ler, analisar e

entender essa linguagem.

Estimar é opinar a respeito de algo de que nédo se tem certeza e
comparar distancias percorridas, aqui se pode avaliar a habilidade de o aluno lidar
com unidades de medida ndo usuais, utilizando instrumentos visuais ou qualquer

outro elemento espacial como referéncia.
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Reconhecer propriedades de figuras geométricas basicas permite ao
aluno compreender, descrever e representar, de forma organizada e concisa, o
ambiente que o cerca. No Ensino Médio, ha a necessidade de reconhecimento
destas figuras geométricas por meio de suas definicdes e propriedades, pelo menos
0 aluno deveréd saber justifica-las de forma simples e evoluir para a demonstracao

formal usando o raciocinio dedutivo.

Saber usar diferentes unidades de medida significa: compreender o
processo de medida como uma comparacéo entre grandezas de mesma natureza,
usar unidades n&do padronizadas e compreender a necessidade da adocédo de
unidades padronizadas para estabelecer medidas precisas, converter unidades de
medida para resolver questdes de matematica e para entender o mundo que nos

cerca.

Na sociedade contemporanea, quase tudo se relaciona com a
informacéo e estas informacdes tem uma importancia cada vez maior em nossas
vidas. As informacdes vém acompanhadas, de listas, tabelas, graficos de varios
tipos, formas geométricas e unidades diferentes de medida.

4.2 NO ENSINO SUPERIOR

4.2.1 Licenciatura Em Matematica

Na resolucdo CEPE-UEL 45/2005 que reformula o Projeto Politico-
Pedagogico do Curso de Matematica - Habilitacdo: Licenciatura que foi implantado a
partir do ano letivo de 2005 destacou-se o objetivo geral do curso: “O objetivo do
Curso de Matematica — Habilitagcdo: Licenciatura - € o de preparar o professor de

Matematica para exercicio do magistério no Ensino Fundamental e Médio [...]".

O curso de Licenciatura em Matematica na UEL tem, em sua grade
curricular, a disciplina de Geometria Analitica ministrada na 12 série do curso e

conta, em sua ementa, com 0s conteudos de operacdes vetoriais, conicas e
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quadricas, além de, também, estar presente nesta série do curso a disciplina de

Geometria e Desenho.

E importante que os conteldos matematicos sejam tratados de
modo que o futuro profissional seja capaz de explorar
situagOes-problema, procurar regularidades, fazer conjecturas,
fazer generalizacdes, pensar de maneira logica, comunicar-se
matematicamente por meio de diferentes linguagens, conceber
que a validade de uma afirmagdo esta relacionada a
consisténcia da argumentagdo, compreender noc¢des de
conjectura, teorema, demonstracdo, examinar consequéncias
do uso de diferentes definicbes, analisar erros cometidos e
ensaiar estratégias alternativas, ter confianca pessoal em
desenvolver atividades matematicas e apreciar a estrutura
abstrata que esta presente na Matematica e sua fungéo social.
(UEL, 2005, p.3)

Dentre os objetivos especificos do curso:

O curriculo do curso de Licenciatura em Matematica deve
oportunizar o desenvolvimento da capacidade de:
Compreender e estabelecer conceitos e argumentacoes
matematicas; interpretar dados, elaborar modelos e resolver
problemas, integrando os varios campos da Matematica;
estabelecer relacbes entre a Matematica e outras areas do
conhecimento. (UEL, 2005, p.14)

Ao aplicarmos a atividade na 32 série do curso de Licenciatura em
Matematica da UEL, investigamos como os futuros professores, aprenderam este
contetdo de Seccdes CoOnicas e mostramos-lhes, através da atividade proposta,
uma importante aplicacdo da seccdo conica hipérbole que perdura, desde a
Segunda Guerra Mundial, quando foi concebida por Alfred Lee Loomis, até hoje, e
como quase tudo em ciéncia, por necessidade, neste caso, de vencer a guerra e

transpor um obstaculo rumo a vitéria.

Também possibilitamos aos alunos da licenciatura, com esta
atividade, um exemplo de como abordar o contetdo de Sec¢des Conicas no Ensino

Médio, para o qual estdo sendo preparados para trabalhar.

O futuro professor deve ter condigbes técnicas para planejar
situacdes de ensino e estabelecer interacbes da Matematica com o desenvolvimento

tecnolégico e social da humanidade. Assim seu ensino ndo deixara de lado os
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aspectos histéricos, sociais e tecnolégicos que marcaram o desenvolvimento

humano, acreditamos que estas atividades contribuiram nesta direcéo.

4.2.2 Engenharia Elétrica

Na resolucdo CEPE-UEL n° 355/2005 que consta a reformulacéo do
Projeto Politico-Pedagogico do Curso de Engenharia - Habilitacdo: Engenharia

Elétrica, que foi implantado a partir do ano letivo de 2006.

No capitulo I, temos as diretrizes do curso de Engenharia Elétrica,

assim destacamos o artigo 2°, item Il

Il. Formacdo bésica garantindo a assimilacdo, de maneira
integrada, dos conceitos fundamentais de matemética, fisica,
guimica e computacdo, de forma a atender as reais
necessidades das disciplinas profissionalizantes; (UEL, 2005,

p.1)
Temos ainda os objetivos especificos e metas a serem alcancadas

na primeira série do curso, dentre eles podemos destacar:

Objetivos Especificos: [...] Aplicar conhecimentos matematicos,
cientificos, tecnolégicos e instrumentais a engenharia; [...]
Metas: Na 12 Série, o0 discente devera desenvolver
conhecimentos bésicos de matematica, fisica, computacdo e
quimica para aplicacdo em engenharia; E conhecimentos
especificos da area de atuacdo profissional através das
disciplinas de introducdo a engenharia e eletricidade basica.
(UEL, 2005, p.8)

O curso oferece a disciplina de Geometria Analitica e Algebra Linear

na 12 série, que cuja ementa destaca vetores e operacdes com vetores, sistemas de

coordenadas, distancia, circulo e se¢cdes conicas.

Apesar de terem a disciplina de Geometria Analitica, observa-se que
0 topico de Seccbes Cobnicas, na ementa, esta acompanhado da palavra
classificacdo, que sugere uma abordagem sem aplicabilidade pratica.
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Em sua formacéo basica, o Engenheiro Elétrico integra os conceitos
fundamentais de Matematica, como, relacionar unidades de medidas diversas,
reconhecer diferentes formas geométricas e suas propriedades, portanto a atividade
proposta contribuira para que os alunos trabalhem um pouco mais estes

conhecimentos e habilidades intrinsecos da profissdo de engenheiro.
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5 ANALISES

5.1 Do ENSINO MEDIO

Com a atividade proposta, houve grande envolvimento e interesse

~

por parte dos participantes, principalmente devido a curiosidade despertada em
saber onde e como passariamos de um cenario a outro e qual a concluséo final. Os
alunos gostaram do modo diferenciado de estudar o conteudo de hipérbole, seus

elementos e equacdes.

Algumas dificuldades nos chamaram a atencdo, todas foram

sanadas no decorrer da proépria atividade, como:

¢ Dificuldade em identificar unidades de tempo e distancia.
e Alguns alunos ndo sabiam razéo e proporcgao.

e Falta de nogdes basicas de o que € uma circunferéncia.

Esperavamos que estes itens fossem de rapida resolucao, visto que
sdo conteudos que devem ser trabalhados em Matematica em todo Ensino
Fundamental e retomados no Ensino Médio, porém percebemos que os alunos

tiveram dificuldades e ndo demonstraram ter conhecimentos sobre esses conceitos.

Figura 39: Opinides sobre a atividade aplicada no Ensino Médio.

Dé sua opini&io ou sugestoes sobre a atividade proposta
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Dé sua opinido ou sugestdes sobre a atividade proposta
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Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

Houve também, entre os elogios, pedidos de mais tempo para
abordar os conteudos de matematica.




93

5.1.1 Cenério 1

Em nossa andlise verificamos que apenas 37,5% dos alunos
pesquisados resolveram todo o cenario corretamente e usaram a definicdo de
circunferéncia nas suas justificativas. A maioria dos alunos demonstraram conhecer
as propriedades de razdo e propor¢cdo em especial a “regra de trés”, com alguns
pequenos erros de calculo, que usaram como estratégia para calcular a distancia do

navio ao transmissor T1.

Figura 40: Exemplos de respostas do cenario 1, questdo 1 no Ensino Médio.

1) Sabendo que o tempo de recepgdo, pelo navio, da onda de radio foi de 400 ps, a que distincia,
em quildmetros, encontra-se o navio do transmissor T1?

4Q.000. 260 ko I

1) Sabendo que o tempo de recepgio, pelo navio, da onda de radio foi de 400 ps, a que disténcia,
em quildometros, encontra-se o navio do transmissor T1?

107 L

| &~/ A

Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

Também foi possivel observar uma “unanimidade” em reconhecer a
impossibilidade na localizacdo exata do navio com as informacgdes oferecidas pelo
cenario, porém apesar de reconhecerem a dificuldade de localizar a embarcacéo,
nao justificaram usando a definicdo de circunferéncia e seus elementos, como centro

e raio.

Figura 41: Exemplos de respostas do cendrio 1, questao 2 no Ensino Médio.

Z)q}fetermme a localizacéio exata do navio. Justifique sua resposta. ;
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2) Determme a localizacgo exata do navio. Justlﬁque sua resposta.
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2) Determine a localizagao exald do navio. Justifique sua resposta.
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Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.
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Todos os alunos buscaram a estratégia de resolucdo apropriada ao
problema do cenério 1 e as questdes envolvidas, mas devido aos erros de célculo,
multiplicacdo e divisdo, e a falta de justificativa apropriada na segunda questao,

tivemos um indice de acerto que consideramos baixo para o primeiro cenario.

Pudemos observar que os alunos possuem a habilidade de ler
mapas, comparar distancias e trabalhar com diferentes unidades de comprimento,
mas com dificuldade em reconhecer propriedades geométricas, neste caso, da

circunferéncia.

5.1.2 Cenério 2

De todos os pesquisados apenas 12,5% dos participantes sabia que
o nome da curva formada na figura era hipérbole, porém ndo sabiam defini-la
matematicamente, 100% conseguiram observar que havia ambiguidade na
localizag&o do navio, mas apenas um justificou corretamente “0 navio pode estar em

qualquer lugar da curva (hipérbole)”.

Figura 42: Exemplos de respostas do cenario 2, questdo 1 no Ensino Médio.

1) Se o receptor marca um intervalo de tempo (diferenga) de 200 ps, a que distancia, em
quilémetros encontra-se 0 navio de T1? E de T2? :
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1) Se o receptor marca um intervalo de tempo (dlfereng:a) de 200 us, a que distdncia, em
quilémetros, encontra-se o navio de T1? E de T2? .\
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Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

Neste cenario os alunos conseguiram perceber, na questdo 1, a
ambiguidade na localizacdo do barco e observaram que dependendo da perspectiva
em que se considerasse 0 intervalo de tempo as distancias teriam resultados
diferentes, mostrando novamente habilidade em orientar-se na leitura de mapas e

manipular diferentes unidades de medida.
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Figura 43: Exemplos de respostas do cenario 2, questdo 2 no Ensino Médio.

2) Em quantos pontos do mapa temos um intervalo de tempo de 2UU us? Ha outros pontos onac
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2) Em quantos pontos do mapa temos um intervalo de tempo de 200 us? Ha outros pontos onde
os intervalog de tempo sao iguais?
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Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

Como ficou claro a ambiguidade na questdo 1, os alunos nao
tiveram dificuldade em responder, com alguns pequenos erros de contagem, a
quantidade de pontos que representavam, no mapa, o intervalo de tempo pedido, e
também em justificar que poderia haver outros pontos com intervalos de tempo

iguais.

Figura 44: Exemplos de respostas do cenario 2, questdo 3 no Ensino Médio.

3) Observe que ha um padrdo geométrico constituido pelos pontos que possuem mesmo intervalo
de tempo. Este padrdo foi chamado de LDP (Linhas de Posi¢do). Em linguagem matematica,
mo est}as survas sio definidas e quais suas caracteristicas?
o)
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Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

Na questdo 3 temos novamente o reconhecimento de propriedades
geomeétricas, agora da intersecdo de duas circunferéncias e da hipérbole, como
requisito para a resposta, neste ponto a dificuldade se apresenta novamente e
poucos alunos identificaram a curva, formada no mapa, como hipérbole, porém
nenhum a caracterizou matematicamente. Devido ao tempo reduzido, optamos por

construir a tabela da questédo 4 juntamente com os alunos ao discutir o cenario.

Figura 45: Exemplos de respostas do cenario 2, questao 5 no Ensino Médio.

5) O navio se encontra na curva que representa 200 ps, determine, a localizag@o exata do navio.
Justifique sua resposta. | : / /
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5) O navio se encontra na curva que representa 200 ps, determine a localizagdo exata do navio.
Justifique sua resposta.
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Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.
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Apesar de ndo identificar a curva todos responderam que com a
configuragdo atual do cenario ndo era possivel a localizagdo da embarcacédo. A
habilidade de leitura de mapas e reconhecimento de propriedades geométricas

foram plenamente trabalhadas neste cenario.

5.1.3 Cenério 3

Tivemos um total de 75% dos alunos percebendo que a
ambiguidade de localizacdo em termos de tempo foi eliminada com o atraso de sinal
proposto, porém em termos de distancia a ambiguidade permanecia. Todos
montaram uma equacdo usando a definicdo de hipérbole estudada no cenério
anterior, mas nenhum aluno resolveu tal equacdo deixando-a apenas indicada,

algumas em maédulo, outras nem isso.

Figura 46: Exemplos de respostas do cenario 3, questdo 1 no Ensino Médio.

1) Construa uma tabela com os novos valores dos ramos das hipérboles (LDP’s) considerando o
atraso de 500 ps. A ambiguidade em termos de tempo foi eliminada? E em termos da diferenga
de distancias? / e
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1) Construa uma tabela com os novos valores dos ramos das hipérboles (LDP’s) considerando o
atraso de 500 ps. A ambiguidade em termos de tempo foi eliminada? E em termos da diferenca
de distancias?
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Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

N&do vemos dificuldades na construcdo de tabelas, essas foram
realizadas novamente conjuntamente com os alunos, devido ao tempo reduzido de

gue dispomos, logo a questao 1 foi amplamente realizada com sucesso por eles.

Observando as respostas das questdes anteriores 87,5%
perceberam a impossibilidade da localizacdo exata do navio neste cenario. Temos
aqui um crescimento nas respostas corretas envolvendo o reconhecimento de

padrées geométricos e em especial as propriedades de hipérbole, isso se deve ao
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fato de, apos cada cenario respondido pelos alunos, trabalharmos os conteldos

envolvidos no cenario para entdo passarmos ao seguinte.

Figura 47: Exemplos de respostas do cenario 3, questdo 2 no Ensino Médio.

2) Com um sistema de coordenadas adequado e considerando o atraso, temos a localizagdo de
T1(0,0) e T2(150,0). Se o navio esta localizado na posi¢do N(x,y) sobre a LDP de 200 ps, use a
defini¢io matematica de hipérbole para encontrar uma equagdo que dé a localizagdo do navio em
termos TS distancias até os transmissores T1 e T2.
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2) Com um sistema de coordenadas adequado e considerando o atraso, temos a localizagio de
T1(0,0) e T2(150,0). Se o navio esta localizado na posi¢do N(x,y) sobre a LDP de 200 ps, use a
defini¢ado matematica de hipérbole para encontrar uma equagio que dé a localiza¢do do navio em

termos das distancias até os transmlssores TleT
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Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

Como todos montaram uma equacao para a questéo 2, partimos das
respostas e mostramos a eles como desenvolver até a forma canénica da equacao
da hipérbole. Na ultima questdo vemos o poder de observacéo dos alunos quanto a
impossibilidade de localizar o navio, ou seja, a leitura de mapas e a orientacao
espacial € uma das habilidades bem desenvolvidas nos alunos desta turma do

Ensino Médio.

Figura 48: Exemplos de respostas do cenario 3, questdo 3 no Ensino Médio.

3) Determme a localizagdo exat? do navio. Justifique sua resposta
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3) Determine a localizagdo exata do navio. Justifique sua resposta. _ ;
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Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

Ao final deste cenario os alunos comecaram a perceber a
aplicabilidade da Matematica, das Seccdes Conicas e da hipérbole neste importante

momento da histéria da humanidade.
5.1.4 Cenario 4

Observamos, neste cenario, que o0s objetivos foram alcancados e as

dificuldades sanadas. Conforme o0s conceitos e propriedades geomeétricas foram
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sendo incorporados aos cenarios, consequentemente foram aprendidos pelos alunos

no decorrer da atividade.

Figura 49: Exemplos de respostas do cenario 4, questdo 1 no Ensino Médio.

1) Determine a localizagdo exata do navio. Justifique o porqué € possivel esta localizago.
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1) Determine a localizag@o exata do navio. Justifique o porqué € possivel esta localizagdo.
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Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

Figura 50: Exemplo de resposta do cenario 4, questao 2 no Ensino Médio.
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Figura 4: Sistema de Navegacdo com trés transmissores.

Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

Todos os alunos participantes responderam corretamente as
questbes deste Ultimo cenario, usando as definicbes aprendidas nos cenarios
anteriores, deixando evidente que 0s objetivos propostos pela atividade, como
orientacdo espacial, leitura de mapas, manipulacdo de diferentes unidades de
medida e principalmente reconhecer propriedades e conceitos geométricos das
Conicas, no caso particular de hipérbole, foram, praticamente todos, alcancados

como queriamos.
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Figura 51: Exemplos de respostas do cenario 4, questdo 3 no Ensino Médio.

3) Qual o numero de transmi?sores para que ocorra uma localizagio ideal do navio?
A e ~ . . .
/y"( I'_ﬁ[\‘ ,';ﬂ‘. 7 AL \ L LA ?—‘ ) o

! \

3) Qual o nimero de transmissores para que ocorra uma localiza¢do ideal do navio?
P [ ooty g N

Fonte: Atividade aplicada no Ensino Médio.

Além de mostrar aos alunos, de forma clara, a aplicabilidade do
conteudo de Seccbes Conicas em um fato historico e real, podemos evidenciar
também que o sistema criado por Alfred Lee Loomis, usado até hoje na navegacéao e
aeronavegacao em todo o mundo, serviu de base para o0 sistema usado

mundialmente conhecido como GPS e esta presente no cotidiano de todos.

5.2 DO ENSINO SUPERIOR

5.2.1 Licenciatura Em Matematica

A atividade foi recebida pelos alunos com muito interesse, ao
explicar o contexto histérico do trabalho, observamos que este despertou a
curiosidade dos mesmos. Os alunos mostraram facilidade em ler os enunciados e
questdes propostas, alguns alunos responderam mais rapido que outros, nada fora
do normal, por experiéncia prépria sabemos que a maioria das turmas ndo sdo

homogéneas neste quesito.

Conforme o0s cenarios eram submetidos a eles, os alunos
mostravam mais dificuldades em responder as questbes propostas, alguns
mostrando descontentamento com seu proprio desempenho. Isto foi um ponto
interessante e positivo da atividade, vemos que houve uma motivacdo extra em

“reaprender” o contetdo de conicas.

As dificuldades apresentadas sdo praticamente as mesmas, que ja

citamos, de todas as turmas pesquisadas.
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Alguns alunos tiveram que se ausentar por motivos de transporte, 0
gue ocasionou também a entrega de cenarios respondidos sem muito critério e rigor

nas respostas.

Interpretar dados, elaborar modelos e resolver problemas, € uma
das capacidades a serem desenvolvidas nos alunos, segundo o Projeto Politico
Pedagogico do curso Licenciatura em Matematica, entdo atividades como esta
podem ajudar muito neste intuito. Nas opinides e sugestdes, além dos elogios ao
trabalho, houve também algumas reclamacdes sobre o vocabulario utilizado, sendo,

para estes alunos, de dificil entendimento.

Figura 52: Opinides da atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

D& sua opinido ou sugestdes sobre a atividade proposta
kol digleil V|
£l 2 0
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Deé sua opinido ou sugestdes sobre a atividade proposta
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VYV\ % '\J:I R 4 n’d‘}/i [ YA f‘-.f}-n;{} A \Mnﬁlﬁ \_—Jq 2YNA, &"9 \{}:'-/ 27 ;’1 .
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Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

Podemos observar que a turma do Ensino Médio se equiparou ao

Ensino Superior, lembrando que se trata de uma turma de altas habilidades.

Ao final podemos perceber que os alunos apreciaram a atividade e
muitos pretendem utilizar a ideia em suas futuras aulas como professores,

repercutindo assim a proposta de trabalho.

5.2.1.1 Cenario 1

Os alunos, em sua maioria, responderam corretamente, usando os
conhecimentos de raz&o e propor¢ao, a questdao 1 do cenario, mostrando habilidade
na montagem e resolucdo de uma “regra de trés”. Dissemos “em sua maioria”, pois

houve um inesperado erro de calculo, e uma resposta em milhas, ja que a resposta é
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pedida em quildmetros, consideramos como uma resposta errada. O bom
desempenho, visto que tratamos com futuros professores de Matematica, ja era

esperado nesta questao.

Figura 53: Exemplos de respostas no cenario 1, questédo 1 na Licenciatura em Matematica.

1) Sabendo que o tempo de recep@ao pelo navio, da onda de r4di6 foi de 400 ps, a que distancia,
em quilémetros, encontra-se o navio do transmissor T17 %
g Now(a entantde-st @, (0 Km (\/o dnanom, Chon

1) Sabendo que o tempo de recepgéo, pelo navio, da onda de radio foi de 400 us, a que distincia,
em quilﬁmetros encontra-se o navio do transmissor T1?

“u“u} =16, Z vu,. = 30w 403;4\} — 30¥mnn. % = {201k
Py

1) Sabendo que o tempo de recepgdo, pelo navio, da onda de radio foi de 400 ps, a que distincia,
em quilémetros, encontra-se o navio do transmissor T1?
Qs w1 — 100 M= K= 64§ wilion

¥ — 400

Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

Observamos, na questao 2, que todos os alunos foram contundentes
em afirmar que a localizacdo do navio ndo era possivel com as informacoes
presentes no cenario, mas, para nossa surpresa, apenas dois alunos conseguiram
justificar usando as propriedades, definicdes e elementos de uma circunferéncia,
como centro e raio. Muitos responderam nao ser possivel “pois o barco se encontra
no circulo de 400 us”, mostrando aqui uma confuséo, entre as definicdes de circulo e
circunferéncia, que nao foi observada nas respostas obtidas dos alunos do Ensino
Médio. Outras respostas como semicirculo, coroa circular e até mesmo envolvendo

area foram encontradas.

Figura 54: Exemplos de respostas no cenario 1, questéo 2 na Licenciatura em Matematica.

2) Determine a localizag8o exata ou aproximada do navio. Justifique sua respo /
1 voule n:m'/m Al e mmﬂnum mm‘r 1m‘*”?/‘mor o400 Com
(X0 csps do  ngp0D fnmmam'( Frrf;r;'ﬂ- 4 ala] n’)ﬂ)m f‘}\(,

2) Determine a localizagfo exata ou aproximada do navio. Justifique sua resposta.
Nio e PUS0eL Do 4®miNm, pio  agde  eint <m tode o

civlyle, HO 44 e edo ™o alve we dendd .
I /

Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

5.2.1.2 Cenério 2
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Neste cenério o aluno deve perceber através da interse¢do de duas
circunferéncias a ambiguidade obtida com dois transmissores, assim os alunos
puderam na questdo 1 e 2, observar que mudando o ponto de referéncia ha uma
mudanca nos valores das distancias do navio aos transmissores, com excecdo de
um aluno, que equacionou e nao solucionou o problema, os demais compreenderam

rapidamente esta idéia.

Figura 55: Exemplos de respostas no cenario 2, questédo 1 na Licenciatura em Matematica.

1) Se o receptor marca um intervalo de tempo (diferenca) de 200 200 ps, a que distAncia, em
quﬂometros, encontra-se o navio de T1? E de T2?

T ol o 7m0 608m o T2 ak 0 nauo /ﬁc;zo : A

Ty ok 0 nease 120 o Tz ale 0 naao \kavr\ el J—

1) Se o receptor marca um intervalo de tempo (diferenga) de 200 ps, a que distdncia, em

qmlometros encontra—se () nav:lo de T1?E de TZ‘? £ Loy
Encondra. - o [ XM O T -'..\ L 600 Um A T2 o A7
e L - Ve,)\&-.'(:}_ \'/ S

Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

Vemos aqui também que a ideia de infinito € muito mais utilizada,

pelos alunos, mostrando que estao habituados e familiarizados com o conceito.

Figura 56: Exemplos de respostas no cenario 2, questéo 2 na Licenciatura em Matematica.

2) Em quantos pontos do mapa temos um intervalo de tempo de 200 ps? Ha outros pontos onde
os intervalos de tempo s&o iguais? I

X ondol | ol A A tof *"o«v\—*?){ ot Ry w’/t Yoo
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2) Em quantos pontos do mapa temos um intervalo de tempo de 200 ps? Ha outros pontos onde
os intervalos de tempo s&o iguais?

NioN v 8 1o i gy

=

Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

Ja na questdo 3, obtemos um indice de 75% em que os alunos
identificaram corretamente a curva, como hipérbole de duas folhas, formada pela
intersecdo das circunferéncias, mas apenas um aluno identificou e definiu a
hipérbole matematicamente, por isso consideramos apenas esta resposta como

totalmente correta.
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Figura 57: Exemplos de respostas no cenario 2, questédo 3 na Licenciatura em Matematica.

3) Observe que ha um padrio geométrico constituido pelos pontos que possuem mesmo intervalo

de tempo. Este padrio foi chamado de 1.DP (Linhas de Posigfio). Na lingnagem matematica,
como estas curvas sfo definidas e quais suas caracteristicas?

-

% ¢ Drdee 5
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3) Observe que h4 um padrio geométrico constituido pelos pontos que possuem mesmo intervalo
de tempo. Este padrio foi chamado de LDP (Linhas de Posi¢do). Na linguagem matematica,
como estas curvas sio definidas e quais suas caracteristicas?
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Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

Observamos aqui um indice muito maior, que o dos alunos do
Ensino Médio, em reconhecer uma hipérbole e os alunos que nao explicitimante

disseram ser uma hipérbole, reconheceram haver aqui uma simetria entre o0s
transmissores.

As tabelas envolvidas nas respostas foram construidas de maneira
satisfatoria, evidenciando que o contetdo de matrizes teve um bom aproveitamento,

por parte dos alunos e consequentemente a habilidade de construir tabelas e
organizar os dados.

Figura 58: Exemplo de resposta no cenario 2, questao 4 na Licenciatura em Matematica.

4) Nesta configuracio conseguimos 4 pares de curvas e uma reta entre T1 e T2 representando a
diferenca ou intervalos de tempo das transmissdes, identifique (nimeros ou letras) as LDP’s e
construa uma tabela contendo os intervalos de tempo e as respectivas diferengas entre as
distAncigs: . J i :
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Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

Todos responderam que nao era, com as informacdes fornecidas no
cenario, possivel a localizacdo do navio, porém ndo houve uma justificativa que
usasse a definicdo de hipérbole como referéncia.
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Figura 59: Exemplos de respostas no cenario 2, questédo 5 na Licenciatura em Matematica.

5) O navio se encontra-na.curva que representa 200 us, determine a localizagiio exata ou
aproximada do navio. Justlﬁque sua resposta.

Em Q{Jatolutbt panite cunaQ 5/?0& -/‘-U'E?UACm'rﬁ JOO pAE- ><
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5) O navio se encontra na curva que representa 200 ps, determine a localizagio exata ou
aproximada do navio. Justifique sua resposta.
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Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

Podemos concluir que, apesar de saberem o nome da curva
formada no cenario, os alunos ndo sabiam as propriedades geométricas desta curva

e nem sua definicdo, que apds o cenario sistematizamos com os alunos.

5.2.1.3 Cenério 3

Os alunos, neste momento, ja possuem a definicdo de hipérbole,
vista no cenario anterior e como a questdo 1 trata apenas de uma tabela e algumas
operacdes aritméticas para tentar eliminar a ambiguidade que os ramos da hipérbole

trazem, vamos concentrar nossa analise nas questdes posteriores do cenario.

Na questdo 2 fornecemos a localizagdo dos transmissores em
coordenadas do plano cartesiano e indicamos uma posi¢cao qualquer para o navio

N(x,y) e pedimos uma equacao, em termos de x e y, que de a localizacédo do navio.

De posse da definicdo de hipérbole, bastava colocar os valores na
expressao e estaria correto, ndo exigia-se a resolucao ou simplificacédo para a forma
canbnica da equacdo da hipérbole, dessa forma 63% dos alunos o fizeram.
Observamos também alguns alunos que comecaram corretamente e desistiram,
acreditamos que por falta de tempo, pois estipulamos um tempo fixo, de quinze

minutos, para cada cenario.
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Figura 60: Exemplos de respostas no cenario 3, questédo 2 na Licenciatura em Matematica.

2) Com um sistema de coordenadas adequado e considerando o atraso, temos a localizagéo de
T1(0,0) e T2(0,150). Se o navio estd localizado na posigdo N(x.,y) sobre a LDP de 200 ps, use a
definigdo matemética das curvas para encontrar uma equacdo que dé a localizacio-do navio em
termos das distancias até os transmissores T1 e T2:

r"l{:l’f\l ﬁé 2“00 200 = i_L‘lL\SC} 'fz' =) {\_—'l(‘_z 50 e ?_5
4 =
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2) Com um sistema de coordenadas adequado e considerando o atraso, temos a localizacfio de
T1(0,0) e TZG}SA\?‘OT' Se o navio esta localizado na posigio N(x,y) sobre a LDP de 200 ps, use a
definicéio matématica das curvas para encontrar uma equacdo que dé a localizagfo do navio em
termos das disténcias "até-os{ansmissores TleT2:
/ e % =~
Nl s L = 690

(oo=25)> (#vY 25y / N/
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Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matemética

Outros porém tentaram usar a forma candnica diretamente, isto ndo

aconteceu com as outras turmas, € cometeram erros, por exemplo, ao invés de

2

(x=75)%  y? . ~ x
escrever - =1, que seria a equacdo correta, escreveram —
900 3600 (a—75)2
2
(b_y75)2=90. Observamos aqui uma ansiedade, em dar a resposta na forma

canOnica, e assim cometendo o erro.

N&o observamos uma melhoria, em relacdo ao cenario anterior, nas
respostas, mesmo apoés a discussdo do mesmo. Em comparagdo com a mesma
guestdo aplicada ao Ensino Médio, uma caracteristica esperada, é que houve uma
quantidade maior de tentativas de usar a definicdo para chegar a forma candnica da
hipérbole. Quanto a localizacdo do navio, todos responderam corretamente néo ser

possivel com a configuracao atual.

5.2.1.4 Cenério 4

Nesta parte da atividade, o conhecimento de hipérbole ja foi
discutido com os alunos no cenario anterior, entdo com alguns calculos aritméticos é

totalmente possivel encontrar a localizacao do navio.
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Figura 61: Exemplos de respostas no cenario 4, questdo 1 na Licenciatura em Matematica.

1) Determine a localizagfo exata ou aproximada do navio. Justifique o porqué desta Iocahzagao.
&T\Wqﬂﬂ%\&k@ﬁv\fj a(-(“T—L Je &) .

1) Determine a localizagdo exata ou aproximada do navio: Justifique o porqué desta locali :
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7T P A Mocation Lo

PR — - - -

Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

Porém, percebemos que os alunos ao se depararem com a questao
1 do cenério, tiveram uma dificuldade em justificar a localizacdo indicada, ora
bastava dizer que a localizacdo € na interseccdo de duas LDP’s formadas pelas
hipérboles, realmente a maioria das respostas foi afirmando a possibilidade de

localizacdo, mas sem uma justificativa adequada.

Figura 62 Exemplo de resposta no cenério 4, questao 2 na Licenciatura em Matematica.

Figura 4: Sistema de Navegacdo com trés transmissores.

Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

Quanto ao numero de transmissores, todos responderam que é

possivel a localizacdo do navio com um minimo de 3 transmissores. Observou-se
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aqui, novamente, certa ansiedade em terminar a atividade, com isto, acreditamos,
gue muitos deixaram de ler o enunciado e foram responder as questdes,

ocasionando assim os erros e falta de justificativas.

Figura 63: Exemplos de respostas no cenario 4, questdo 3 na Licenciatura em Matematica.

3) Qual o nimero de transmissores para que ocorra uma localizagfo ideal do navio?

3 Y QY\J\.W\\-SV\@\M —~ /
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3) Qual o nlmero de transmissores para que ocorra uma localizagdo ideal do navio? BT
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Fonte: Atividade aplicada na Licenciatura em Matematica.

5.2.2 Engenharia Elétrica

Os alunos se mostraram receptivos a atividade, devido a curiosidade
gue a atividade desperta com sua aplicabilidade e o fator histérico envolvido, foi
interessante para eles observar com outra perspectiva o contetdo ja estudado, de

Seccdes Conicas.

A maior dificuldade apresentada pelos alunos foi justamente nas
definicbes das propriedades geométricas basicas e na construcdo da equacgédo da
hipérbole, isto devido ao pouco aprofundamento dado neste conteddo para o curso
de Engenharia Elétrica. Porém, como sao alunos do Ensino Superior, provavelmente
tiveram os contetudos do Ensino Médio, entdo todos esses conceitos devem ter sido

abordados, mas n&o conseguimos observar isto em suas respostas.

A turma € numerosa, com trinta e cinco alunos, entdo foi inevitavel
que alguns alunos trocassem informacdes entre si, nada que comprometesse 0
trabalho, pelo contrario, isso ajudou no envolvimento de alguns alunos com a
atividade. Vimos também um interesse maior, em comparacdo com as demais
turmas pesquisadas, na pessoa de Alfred Lee Loomis, isto devido ao publico, futuros

engenheiros, em que estdvamos aplicando esta atividade.




108

Figura 64: Opinides sobre a atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

iio sobre a atividade proposta: .
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3) Dé sua opinido sobre a atividade proposta:

Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

Uma opinido, que apareceu constantemente, foi da necessidade de
distribuir um material de apoio sobre o conteudo de secc¢des conicas, isto mostra que
a atividade despertou o interesse dos alunos pela Geometria Analitica e, em
particular, as hipérbole, além de todos os outros objetivos, o de despertar o interesse
pela Mateméatica e pela Geometria € um dos mais importantes, e com base nas

opinides colhidas, na atividade, este objetivo foi claramente alcancado.

Esta atividade conseguiu mostrar a eles, futuros profissionais da
Engenharia Elétrica, que a Matematica que estdo estudando tem outras aplicacdes,
além das proprias da engenharia, e assim como Loomis utilizou para construir seu
sistema de radionavegacdo, com criatividade, eles também podem construir seus

proprios projetos envolvendo a Matematica.

5.2.2.1 Cenério 1

No cenario, todos os alunos participantes procuraram responder a
questao 1 usando as nog¢des de razao de proporgéo, ou seja a “regra de trés”, dessa

forma houve um aproveitamento excelente nesta questao.
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Com alguns pequenos erros de calculo e algumas respostas em
milhas, que consideramos como resposta errada, jA que o enunciado pedia a
resposta em quildmetros, ou seja, comparar distancias e diferentes unidades de

medidas, foi uma habilidade que demonstraram ter e saber aplicar.

Nos chamou atencdo o uso de notagdo ciéntifica e a formula para
calculo de velocidade média, ferramentas que ndo observamos na atividade aplicada
no Ensino Médio e na Licenciatura em Matematica. Isso nos diz que esta turma tem

mais habilidades com os conhecimentos da Fisica, que as outras turmas.

Figura 65: Exemplos de respostas no cenario 1, questdo 1 na Engenharia Elétrica.

1) Sabendo que o tempo de recepgiio da onda de radio/ foi de/400 ms, a que distincia, em

quilémetros, encontra-se o navio do transmissor T1?
2 :

X = vt = (200000 kwmis) (Y400 - ')‘.On%S“; = 140  Km

1) Sabendo que o tempo de recepgdo da onda de radio foi de 400 ms, a que distidncia, em

quildometros, encontra-se o navio do transmissor T1?
] rﬂwﬂxm\\%}ﬁl} Q=\NA !(ﬁﬂ N=2 P s £ = 4 \§a
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1) Sabendo que o tempo de recepgdo da onda de radio foi de 400 ms, a que distdncia, em

quilometros, encontra-se o navio do transmissor T1?
f Ly i\ i1
o4 3 wilhps

Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

A préxima questdo deveria ser respondida e justificada usando a
definicdo de circunferéncia para ser considerada correta, sendo assim, os alunos
responderam sobre a impossibilidade de localizacdo do navio, mas néo justificaram,
e apesar da uma percentagem significativa, de 60%, de respostas corretas, ou seja

justificada corretamente.

Figura 66: Exemplos de respostas no cenario 1, questao 2 na Engenharia Elétrica.

2) Determine a localizacao exata ou aproximada do navio. Justifique sua resposta.
M’b@r el S 120 o ,‘@; e, U/ Qs Ov
r o

2) Determine a localizagéo exata ou aproximada do navio. Justifique sua resposta.

Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.
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Aplicar propriedades de formas geométricas basicas, no caso a
circunferéncia, é outro objetivo para este cenario, e 0s poucos alunos que nao o
fizeram, apos a discussdo do cenario, recordaram rapidamente a definicdo de

circunferéncia.

5.2.2.2 Cenério 2

O cenario tem como objetivo, as habilidades de identificacdo de
propriedades geométricas, em particular de hipérbole, e construcéo de tabelas, além
dos outros objetivos ja trabalhados no cenério anterior. A questdo 1 foi amplamente
respondida, novamente com pequenos erros de calculo, mostrando que esta
habilidade é inerente aos alunos participantes. Na questao 2, os alunos identificaram
corretamente a impossibilidade de encontrar um Unico ponto com os dados

informados.

Figura 67: Exemplos de respostas no cenario 2, questao 1 na Engenharia Elétrica.

1) Se o receptor marca um intervalo de tempo de 200 ms, a que distincia, em quilémetros,

encontra-se o v10deT1‘?EdeTr
SOl 4o Ty 2. 90U o, Ta, o dielntves . @

120 Um Ag T4 0 CO W CLLTQ AL Onco Hh){ﬁ}\o\‘

1) Se o receptor marca um intervalo de tempo de 200 ms, a que distdncia, em quilédmetros,
encontra-se o na\no de B de TX)

f) e L0 n 2O m 12 0 om | ”}fr/
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Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

Figura 68: Exemplos de respostas no cenario 2, questdo 2 na Engenharia Elétrica.

2) Em quantos pontos do mapa temos um intervalo de tempo de 200 ms? Ha outros pontos onde
os intervalos de tempo sio iguais?

Evn g[){)?’\ 2> L 0lOn O f)oﬂllﬁc é’&/dy r\/e//’%///"c Ean //f’/é
Nigocvolo. }owh foros evn T; 2 o cewlno egew dichuvte Lo T7e],

2) Em quantos pontos do mapa temos um intervalo de tempo de 200 ms? H4 outros pontos onde

os intervalos de tempo gdo igpais? ,
2 pnelior ;0 E"’ 0 :
-fg*‘f/g\ JA& IV V2ia"N TP(:\D‘U« U:CR N W@\J h"\ MJU‘MJJ./\

Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.
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Na questdo 3, os alunos, num total de 75%, identificaram a curva
LDP como hipérbole e definiram corretamente, mostrando habilidade em identificar,
definir e classificar as curvas coénicas, os demais que consideramos errado,
deixaram de definir corretamente a hipérbole e apenas trés, dos trinta e dois alunos,
responderam dessa forma, outros identificaram as curvas como “curvas de nivel”,

porém nao usaram o nome hipérbole em suas respostas.

Figura 69: Exemplos de respostas no cenario 2, questdo 3 na Engenharia Elétrica.

3) Observe que ha um padriio geométrico constituido pelos pontos qué possuem mesmo intervalo
de tempo. Este padrdio foi chamado de LDP (Linhas de Posi¢io). Em matemética, como estas

curvas sio deﬁmdas'? b
&K—%o — Q{ g o)z '—ﬁ) rmc/é}fa) L/ /Wéﬁ//é
g Y =

3)\Observe que ha um padrio geométiico constituido pelos pontos que possuem mesmo intervalo
de tempo Este padrdo foi chamado de LDP (Linhas de Posi¢fio). Em maxemétlca, mmo estas

3) Observe que h4 um padrdo geométrico constituido pelos pontos que possuem mesmo intervalo
de tempo. Este padrdo foi chamado de LDP (Linhas de Posi¢d0). Em matemética, como estas
curvas sdo definidas? i

o al\ve

Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

Na questdo 4 todos os alunos montaram alguma tabela mostrando
habilidade na construgéo de tabelas e matrizes, que durante a discusséo do cenario,

reorganizamos conjuntamente.

Figura 70: Exemplos de respostas no cenario 2, questdo 4 na Engenharia Elétrica.

4) Nesta configuragio conseguimos 4 pares de curvas ¢ uma reta entre T1 e T2 representando a
diferenga ou intervalos de tempo das transmissdes, nomeie as LDP’s e construa uma tabela
corflltve&d7 0s mtcrvaflos de te po € as respectivas dlfc17 ¢as entre as distancias:

&, . JJ Qﬁ..
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Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.
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O objetivo da questdo 5 era de que o aluno observasse a
impossibilidade de localizacdo do navio através das hipérboles formadas, os alunos
chegaram tranquilamente a esta conclusdo, dessa forma o objetivo aqui foi
alcancado.

Figura 71: Exemplos de respostas no cenario 2, questao 5 na Engenharia Elétrica.

5) O navio se encortra sobre uma destas curvas, determine a localizagdo exata ou aproximada do
vio. Justifique suf resposta. .,
oA m SO , 3 qig. &
Motk Mo | v N Um {AmmUm I

5) O navio se encontra sobre uma destas curvas, dctcrmme a locahzaq:iio exata ou aproximada do
navio. Justlf' 1que sua resposta. :

/s
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Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

5.2.2.3 Cenario 3

ApoOs a discussdo e explicacdo do cenario anterior, queremos que
com o cenario 3 os alunos apliquem a definicdo de hipérbole para compreender que
mesmo com a eliminagcdo da ambiguidade de ramos das hipérboles, ainda ndo é
possivel a localizacdo do navio e queremos equacionar esta conclusao. Desta forma
na questdo 1 do cenario, temos a habilidade envolvendo matrizes e tabelas, ndo

observamos dificuldades para os participantes.

Na segunda questdo, apos o fornecimento dos dados, tivemos
apenas 11% dos alunos com a habilidade de equacionar corretamente, usando a
definicdo de hipérbole, a resposta, isto ndo é nenhuma surpresa visto que a ementa
da disciplina de Geometria Analitica expde as Sec¢Bes Conicas apenas em sua
classificagcdo, ndo havendo aprofundamento dos calculos e muito menos da

aplicacao deste importante conteudo de Geometria
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Figura 72: Exemplos de respostas no cenario 3, questao 1 na Engenharia Elétrica.

1) Construa uma tabela com os novos valores dos ramos das LDP’s, considerando o atraso de
500 ms, a ambiguidade em termos de tempo foi eliminada? E em termos da diferenca de

distancias? TZ T4
Hmpoldls) 200 | aisfanco(Km) 100 450 'naﬁ'%mﬁe e aanb | s oo ol
: ©00 ; 80 2O ybn SUCDd 08 Tinrps L
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1) Construa uma tabela com os novos valores dos ramos das LDP’s, considerando o atraso de
500 ms, a ambiguidade em termos de tempo foi eliminada? E em termos da diferenca de
distancias?

AN

Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

Figura 73: Exemplos de respostas no cenario 3, questao 2 na Engenharia Elétrica.

2) Com um sistema de coordenadas adequado temos a localizaggo de T1(0,0) e T2(0,150). Seo
navio esta localizado na posigio N(x,y) sobr&a_LDP de 200 ms, use a defini¢io matematica das
curvas para encontrar uma equagdo-que dé a localizagio do navio em termos das distancias até os

transmissores T1 e T2: /!X?‘ \L{_Z ,1/ ()r

| /o A i
/ !’ X
2) Com um sistema de coordenadas adequado temos a localizaggo de T1(0,0) e T2(0,150). Se o
navio estd localizado na posigéio N(x.y) sobre a LDP de 200 ms, use a defini¢dio matematica das
curvas para encontrar uma equacdo que dé a localizagfio do navio em termos das dxst&ncms até os
transmissores T1 e T2:

£ T . i | & |7 ) >
T T2 1o b s dabeese
]
= — —
")( P .J_j:) = b 2ay) Km . KX — oyngd \}Q_J_": Lam MA
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Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

Os alunos concluiram a impossibilidade de localizacdo do navio,
mas sem equacionar corretamente, houve poucas justificativas corretas, a maioria
observou que a localizacdo do navio estava em “algum lugar” de um dos ramos da

hipérbole.
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Figura 74: Exemplos de respostas no cenario 3, questao 3 na Engenharia Elétrica.

3) Determine a localizagdio exata ou aproximada do navio. . Justifique sua resposta.

2 \u“fz«.-ub N app g MAAOMINAL, o amda, mpe "X bobl) gl prta da
WD aplran £ u0l /535&9‘ :
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3) Pctermme a locahza.gﬁo e}ata ©ou aproximada do navio. Justifique sua resposta.
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Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

5.2.2.4 Cenario 4

Os alunos puderam observar, neste cenario, a eliminacdo das
ambiguidades e da impossibilidade de localizacdo do navio, apenas com a
introducdo de mais um transmissor. Um dos objetivos é localizar o navio na figura
fornecida, que representa o0 mapa de uma regido costeira, assim a habilidade de ler
mapas foi avaliada e todos os alunos conseguiram demonstrar esta habilidade

rapidamente.

Figura 75: Exemplos de respostas no cenario 4, questdo 1 na Engenharia Elétrica.

1) De acordo com 0s dados do receptor ma:quc na Figura 4 a localizagdo exata ou aproxunada

1) De acordo com os dados do receptor marque na Figura 4 a localizagfio exata ou aproximada
do navio. J usuﬁque 0 porqué desta nocahzau;ao : ' ‘
' A/ V1N 200 ’_'g‘_L_- h =300 oo 1rade O T.-T3%:

Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

Quanto ao numero de transmissores, 0s alunos responderam que 3
transmissores seria suficiente para a localizagdo correta do navio, mostrando aqui

gue o conhecimento adquirido no decorrer dos cenarios foi compreendido.
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Figura 76: Exemplo de respostas no cenario 4, questdo 2 na Engenharia Elétrica.

R ——

\ /4 %

d

Figura 4: Sistema de Navegaqio com trés transmlssores.

Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

Figura 77: Exemplos de respostas no cenario 4, questao 3 na Engenharia Elétrica.

2)! Qual o nimero minimy de trdnsmissores para que ocorra uma localizaggo ideal do navio?
’Uv 2 AN I i

2) Qual o nimero minimo de transmissores para que ocorra uma localizag3o ideal do navio?

o
yalyny

Fonte: Atividade aplicada na Engenharia Elétrica.

Durante a aplicacdo da atividade, observamos certa preocupacéo,
dos alunos participantes, com uma futura avaliacdo que seria aplicada no dia
seguinte pelo professor da disciplina de Algebra Linear do curso de Engenharia
Elétrica e muitos se apressaram em terminar este cendrio para poder se dedicar ao
estudo de questdes que poderiam ser colocadas nesta avaliagdo. Também devido

ao pouco aprofundamento que o curso exige sobre Conicas.

Consideramos correto somente o cenario que continha todas as

gquestdes respondidas corretamente.
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5.3 GRAFICOS COMPARATIVOS DAS TURMAS PESQUISADAS

Gréfico 1: Comparacao entre Cenarios Certos e Errados no Ensino Médio.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.

Gréfico 2: Comparacao entre Cenarios Certos e Errados na Licenciatura em Matematica.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.



Gréfico 3: Comparacéao entre Cenarios Certos e Errados na Engenharia Elétrica.
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Fonte: Elaborada pelo Autor.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao desenvolvermos este trabalho, fomos aprofundando o
conhecimento histérico sobre o ensino de Geometria no Brasil, nos deparamos com
0 seu abandono, e as tentativas de retomada deste importante contetudo
matematico. O estudo de Geometria, foi aos poucos deixado de lado restando entdo
a Geometria Analitica e Espacial, estas abordadas no Ensino Médio, como

representantes deste contelddo, vistos nos livros didaticos utilizados atualmente.

Sempre me indaguei sobre a utilidade da Matematica e porque €&
evidente sua aplicabilidade em certos conteddos e em outros temos um
distanciamento completo da realidade cotidiana. Confesso que devido ao pouco
tempo e uma diversidade de conteidos de Geometria Analitica, as Seccdes
Conicas, sado raramente abordadas pelos professores, aqui me incluo, e pelos livros

usuais.

Entdo com a finalidade de aproveitar melhor o contelldo e a0 mesmo
tempo mostrar aos alunos uma aplicacdo das Conicas, nasceu a ideia de construir
uma atividade fundamentada na histéria da humanidade que fosse aplicada e
utilizada até os nossos dias. Dentre varios momentos historicos, escolhemos o da
Segunda Guerra Mundial, este nos chamou a atencéo ao lermos o artigo “Aplicacao
da geometria analitica na localizagcdo de barcos, uma abordagem didéatica”, da
Revista Dialogos, que sugeria ser possivel a contextualizacdo das Conicas através
do sistema LORAN (Long Range Navigation), construida por Alfred Lee Loomis.
Apesar de suas contribuicbes as diversas areas das ciéncias, Loomis continua, até
os dias de hoje, como um ilustre desconhecido, em grande parte do meio

académico.

Portanto, montamos a atividade, teoricamente seguindo “os passos”
de Loomis, levando os alunos a criar e aplicar conceitos e definicbes de Geometria
Analitica, neste caso, de Seccbes Conicas. No processo de criacdo da atividade,
observamos que todos, ou quase todos, os objetivos gerais propostos para a
Geometria no PCNEM estavam contemplados, como leitura de mapas, comparacéo
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de unidades de medidas, orientacdo espacial e aplicacdo de propriedades das
figuras geométricas.

A atividade teve excelente receptividade e os alunos envolvidos
mostraram interesse e curiosidade em chegar a uma conclusdo. Houve um 6étimo
envolvimento com 0s cendarios e com a historia descrita, possibilitando uma
interdisciplinaridade com as disciplinas de Geografia, Histéria e Fisica. Ao aplicar a
atividade no Ensino Médio pudemos acompanhar o crescimento intelectual e a
grande disposicdo dos alunos em trabalhar novamente o contetdo, agora com

enfoque na aplicabilidade e valorizagdo dos conceitos e propriedades das Conicas.

Os alunos seguiram o0s cenarios como o esperado, criando assim
uma continuidade do raciocinio até a conclusédo, possibilitando a abstracéo, deducao

e certo rigor matematico nas respostas.

Observamos que os alunos que ja estavam no Ensino Superior
tiveram mais dificuldades em usar as propriedades geométricas para justificar suas
respostas, acreditamos que isso seja reflexo do “abandono” que as Sec¢des Conicas
vém sofrendo no decorrer dos anos, € claro que professores que nao foram
instruidos neste contetdo, ndo enxergam utilidade no mesmo, acabam influenciando

seus alunos com suas crencgas.

Os objetivos, de dar ao aluno a oportunidade de reconhecer que a
Matematica surgiu a partir da busca de solucdes para resolver questdes do
cotidiano, despertar no aluno o interesse por alguns fatos do passado para introduzir
um determinado tema, no nosso caso as Conicas, bem como os demais objetivos,
foram alcancados quase que totalmente, com excecdo de um ou outro aluno, que

teve uma dificuldade maior em acompanhar a atividade.

Alguns aspectos do trabalho podem e devem ser melhorados, como
o tempo de aplicacédo de cada cenario, podemos trabalhar um cenario por hora aula,
deixando um tempo maior para a discussdo e pesquisa das respostas e conceitos

envolvidos, acreditamos que assim a aprendizagem sera mais satisfatoria.

Esperamos que a atividade proposta neste trabalho seja

amplamente divulgada, principalmente aos professores do Ensino Médio, e assim,
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possa ser aplicada, reaplicada, melhorada e também servir de exemplo para outras
atividades envolvendo as Secg¢des Conicas ou outros conteludos contextualizados

através da historia humana.
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ANEXO 1 - ATIVIDADE DE GEOMETRIA ANALITICA: CONSTRUCAO DE UM SISTEMA DE

RADIONAVEGACAO

CONTEXTO HISTORICO:

Na Segunda Guerra Mundial, os japoneses realizaram uma das opera¢fes mais bem
planejadas e ousadas da historia, o ataque a Pearl Harbor, como ficou conhecido. Este ataque
marcou a entrada dos Estados Unidos na Segunda Guerra Mundial, tornando-os inimigos dos
japoneses.

Houve entdo, a necessidade de aplicar o sistema de localizagdo de barcos,
desenvolvido em 1940, por Alfred Lee Loomis, para poder localizar e desviar dos navios
japoneses. Loomis utilizou a Radio Navegacéao, que se limita a equipamentos eletronicos de
navegacdo que usam ondas de radiofrequéncia.

Cenério 1:

500 ms
TERRA MAR

(4

Figura 1: Transmissor T1 e ondas de radio.

O transmissor T1 emite ondas de radio que se propagam em todas as direcdes. As
circunferéncias tragcadas na Figura 1 indicam as distancias alcancadas em intervalos de 100
microssegundos (100 ps). A velocidade de propagacdo das ondas eletromagnéticas na
atmosfera é de, aproximadamente, 300.000 km/s, ou cerca de 162.000 milhas nauticas por
segundo. Assim, a onda hertziana percorre 0,162 milhas nauticas por microssegundo, ou 16,2
milhas em 100 ps.

Entdo, como a velocidade de propagacéo das ondas de radio no ar é aproximadamente
constante, a uma distancia percorrida pelo sinal transmitido correspondera certo intervalo de
tempo, e vice-versa. Além disso, uma diferenca de distancias correspondera um determinado
intervalo de tempo.

1. Sabendo que o tempo de recepcédo, pelo navio, da onda de radio foi de 400 ps, a que
distancia, em quilémetros, encontra-se o navio do transmissor T1?
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2. Determine a localizacao exata do navio. Justifique sua resposta.

Cenério 2:

Figura 2: Dois transmissores e suas respectivas ondas de radio.

Uma caracteristica do sistema proposto por Loomis é que o receptor é capaz apenas de
medir o intervalo de tempo (diferenca) entre a recepcéo dos dois sinais.

1. Se o receptor marca um intervalo de tempo (diferenca) de 200 us, a que distancia, em
quilémetros, encontra-se o navio de T1? E de T2?

2. Em quantos pontos do mapa temos um intervalo de tempo de 200 ps? Ha outros pontos
onde os intervalos de tempo sé&o iguais?

3. Observe que ha um padrdo geométrico constituido pelos pontos que possuem mesmo
intervalo de tempo. Este padréo foi chamado de LDP (Linhas de Posi¢do). Em linguagem
matematica, como estas curvas sao definidas e quais suas caracteristicas?

4. Nesta configuracdo conseguimos 4 pares de curvas e uma reta entre T1 e T2 representando
a diferenca (intervalos de tempo) das transmissdes. Identifique (L1, L2,...), da esquerda para
direita, as LDP’s e construa uma tabela contendo os intervalos de tempo e as respectivas
diferencas entre as distancias:
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5. O navio se encontra na curva que representa 200 ps, determine a localizagdo exata do
navio. Justifique sua resposta.

Cenério 3:

Figura 3: Linhas de Posicdo (LDP’s).

Para evitar ambiguidades, visto que cada LDP tem dois ramos, e como 0 receptor é
capaz apenas de medir o intervalo de tempo entre a recepgdo dos dois sinais, ndo havendo
meio de distinguir se 0 navio se encontra sobre o ramo proximo a T1 ou T2, foi introduzido
um atraso. Inicialmente, uma das esta¢Bes, denominada de Mestra (T1), emite seu sinal. SO
quando este for recebido na outra estacdo, que se denomina Escrava, Remota ou Secundaria
(T2), é que esta retransmitira o sinal. Entdo, no exemplo da figura, a estacdo T2 so transmitira
0 seu sinal 500 us depois da emissédo do sinal da estagdo T1, isto €, havera um atraso de 500
Ms na transmissao da estacao T2.

1. Construa uma tabela com 0s novos valores dos ramos das hipérboles (LDP’s) considerando
0 atraso de 500 ps. A ambiguidade em termos de tempo foi eliminada? E em termos da
diferenga de distancias?

2. Com um sistema de coordenadas adequado e considerando o atraso, temos a localizacao de
T1(0,0) e T2(150,0). Se o navio esta localizado na posi¢do N(x,y) sobre a LDP de 200 ps, use
a definicdo matematica de hipérbole para encontrar uma equacdo que dé a localizacdo do
navio em termos das distancias até os transmissores T1 e T2.
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3. Determine a localizagdo exata do navio. Justifique sua resposta.

Cendrio 4:

I
Vil

J

Figura 4: Sistema de Navegacdo com trés transmissores.

Na figura 4, estd plotado o padrdo hiperbolico de uma rede constituida por trés
estagBes: a Mestra T1 e duas Escravas, ou Secundarias, T2 e T3. As duas familias de
LDP’s hiperbolicas T1 — T2 e T1 — T3 constituem o quadriculado hiperbolico tragado na
carta maritima. Neste exemplo, o receptor do sistema de navegacgdo hiperbdlica determinou
duas diferencas de tempo de recepcao de sinais: TL—-T2=700 pse T1 - T3 =600 ps.

1. Determine a localizacdo exata do navio. Justifique o porqué é possivel esta localizacéo.

2. De acordo com os dados do receptor marque na Figura 4 a localizagdo exata do navio.
Sabendo que T1(0,0) e T2(150,0), qual a distancias entre T1 e T2? E entre T1 e T3?

3. Qual o numero de transmissores para que ocorra uma localizagéo ideal do navio?

Parabéns vocé acaba de construir um sistema de navegacdo, conhecido atualmente
como LORAN C (abreviatura de “Long-Range Navigation”) que foi originalmente
desenvolvido nos Estados Unidos, em 1940, por Alfred Lee Loomis. As principais estaces
LORAN-C tornaram-se operacionais em 1957. O sistema foi gradualmente aprimorado e
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expandido até o final da década de 1970. O LORAN-C continua intensamente utilizado, tanto
na navegacdo maritima como na navegagao aerea.

Dé sua opinido ou sugestdes sobre a atividade proposta
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ANEXO 2 — TERMOS DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Termo de Consentimento Livre e Esclarecido

“Dissertacdo — PROFMAT —Frank Pereira Bortolotti”

Prezado (a) Senhor (a):

Gostariamos de convida-lo (a) para participar da pesquisa “Dissertacdo — PROFMAT - FRANK PEREIRA
BORTOLOTTI”, a ser realizada no programa PROFMAT, UEL. O objetivo da pesquisa é “avaliar aspectos
relacionados aos conteldos geométricos envolvidos em problemas navais”. Sua participagdo € muito
importante e ela se daria da seguinte forma: realizando as atividades propostas sobre atividades matematicas
correlatas. Esclarecemos que sua participacdo € totalmente voluntaria, podendo o (a) senhor (a): recusar-se a
participar, ou mesmo desistir a qualquer momento, sem que isto acarrete qualquer 6nus ou prejuizo a sua pessoa.
Esclarecemos, também, que suas informac@es serdo utilizadas somente para os fins desta pesquisa (ou para esta e
futuras pesquisas) e serdo tratadas com o mais absoluto sigilo e confidencialidade, de modo a preservar a sua
identidade. Esclarecemos ainda, que o (a) senhor (a) ndo pagara e nem serd remunerado (a) por sua participacao.
Garantimos, no entanto, que todas as despesas decorrentes da pesquisa serdo ressarcidas, quando devidas e
decorrentes especificamente de sua participagcdo. Os beneficios esperados sdo aprendizagem de aspectos
histéricos do Calculo diferencial e integral. Quanto aos riscos, acreditamos que ndo existem riscos de
natureza fisica ou psiquica. Caso o (a) senhor (a) tenha dividas ou necessite de maiores esclarecimentos
poderd nos contatar (Prof. Frank Pereira Bortolotti; Rua Denis Papin, 480, casa 19, Vila Industrial,
Londrina, PR; Tel.: 9937-3290; E-mail: frankbortolotti@ig.com.br), ou procurar o Comité de Etica em
Pesquisa Envolvendo Seres Humanos da Universidade Estadual de Londrina, situado junto ao LABESC -
Laboratdrio Escola, no Campus Universitario, telefone 3371-5455, e-mail: cep268@uel.br. Este termo devera ser

preenchido em duas vias de igual teor, sendo uma delas devidamente preenchida, assinada e entregue ao (a)

senhor (a).
Londrina, 19 de novembro de 2014.
Frank Pereira Bortolotti
Pesquisador Responsavel
RG: 4.781.533-9
EU, , CPF: , responsavel pelo
menor , tendo sido devidamente esclarecido sobre

os procedimentos da pesquisa, concordo que ele (ela) participe voluntariamente da pesquisa descrita acima.

Nome do menor:

Assinatura do menor:

Assinatura do responsavel:
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Termo de Consentimento Livre e Esclarecido

“Dissertacio — PROFMAT —Frank Pereira Bortolotti”

Prezado(a) Senhor(a):

Gostariamos de convida-lo (a) para participar da pesquisa “Dissertagio — PROFMAT — FRANK PEREIRA
BORTOLOTTI”, a ser realizada no programa PROFMAT, UEL. O objetivo da pesquisa é “avaliar aspectos
relacionados aos contetidos geométricos envolvidos em problemas navais”. Sua participagdo ¢é muito
importante e ela se daria da seguinte forma: realizando as atividades propostas sobre atividades matematicas
correlatas. Esclarecemos que sua participacdo ¢ totalmente voluntaria, podendo o(a) senhor(a): recusar-se a
participar, ou mesmo desistir a qualquer momento, sem que isto acarrete qualquer 6nus ou prejuizo a sua pessoa.
Esclarecemos, também, que suas informagdes serdo utilizadas somente para os fins desta pesquisa (ou para esta e
futuras pesquisas) e serdo tratadas com o mais absoluto sigilo e confidencialidade, de modo a preservar a sua
identidade. Esclarecemos ainda, que o(a) senhor(a) ndo pagara e nem sera remunerado(a) por sua participagao.
Garantimos, no entanto, que todas as despesas decorrentes da pesquisa serfio ressarcidas, quando devidas e
decorrentes especificamente de sua participagdo. Os beneficios esperados sdo aprendizagem de aspectos
historicos do Calculo diferencial e integral. Quanto aos riscos, acreditamos que nio existem riscos de
natureza fisica ou psiquica. Caso o(a) senhor(a) tenha davidas ou necessite de maiores esclarecimentos podera
nos contatar (Prof. Frank Pereira Bortolotti; Rua Denis Papin, 480, casa 19, Vila Industrial, Londrina, PR;
Tel.: 9937-3290; E-mail: frankbortolotti@ig.com.br), ou procurar o Comité de Etica em Pesquisa Envolvendo
Seres Humanos da Universidade Estadual de Londrina, situado junto ao LABESC — Laboratério Escola, no
Campus Universitario, telefone 3371-5455, e-mail: cep268@uel.br.

Este termo devera ser preenchido em duas vias de igual teor, sendo uma delas devidamente preenchida, assinada

e entregue ao(a) senhor(a).

Londrina, 14 de novembro de 2014.

Frank Pereira Bortolotti
Pesquisador Responsavel
RG: 4.781.533-9

(Nome Completo), tendo sido

devidamente esclarecido sobre os procedimentos da pesquisa, concordo em participar voluntariamente da

pesquisa descrita acima.

Assinatura:

Data: 14 de novembro de 2014
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