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SILVA, Rogério Mendes. Software Maxima no Ensino de Matematica: uma proposta
abordando tépicos da algebra do Ensino Médio. 2016. 108 f. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica) - Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2016.

RESUMO

Este trabalho de pesquisa tem por objetivo desenvolver uma proposta com base na
teoria de registros de representacdes semidticas, que posibilita explorar e
compreender melhor aspectos importantes da &lgebra, a partir da utilizacdo do
software Maxima. A questdo principal da investigagdo é: O software educacional
Maxima é adequado para trabalhar a dlgebra do Ensino Médio abordadas a luz de
atividades envolvendo registros de representacdes semidticas? Esta questdo é
relevante, uma vez que diversas avaliacdes realizadas por 6rgaos nacionais como o
Sistema de Avaliacdo da Educacao Basica - SAEB [7] e o Programa Internacional de
Avaliagao de Estudantes - PISA [19] apontam que existe no Brasil uma consideravel
defasagem no ensino e aprendizagem de matemaética. Para tanto, foram utilizados a
pesquisa bibliografica e documental de cunho qualitativo, a fim de mapear as
principais dificuldades apresentadas e a partir destas, construir uma sequéncia de
atividades com base na teoria de registros de representagdes semibticas a ser
desenvolvida no software Maxima. O ponto de partida sdo as concepgdes de: Lins e
Gimenes (1997) [8], Ponte (2009) [12], Duval (2012) [5], Brandt (2010) [2], Santos
(2009) [20], Kenski (2007) [6] entre outros. E ainda documentos oficiais como:
Parametros Curriculares Nacionais[3] [4] e Diretrizes Curriculares do Estado do
Parana [10]. Dessa forma espera-se contribuir para o ensino da 4algebra e da
matemadtica nas escolas de Ensino Médio da rede publica e privada de forma a
promover uma educagao de qualidade.

Palavras-chave: = Teoria de registros de representacdes semidticas. Maxima.
Algebra. Matemaética. Profmat.



SILVA, Rogério Mendes. Maxima Software in Mathematics Teaching: A proposal
addressing topics in High School algebra. 2016. 108 f. Dissertation (Professional
Masters in Mathematics) - State University of Londrina, Londrina, 2016.

ABSTRACT

This work aims to develop a proposal based on the theory of records of semiotic
representations, which allows to explore and better understand important aspects of
algebra, using Maxima software. The main research question is: Is Maxima
educational software suitable for working high school algebra addressed in the light
of activities involving records of semiotic representations? This question is relevant
because many assessments by national organ such as Basic Education Evaluation
System - SAEB [7] and Programme for International Student Assessment - PISA [19],
which show that in Brazil there is a large gap in relation to teach and learning of
math. For this reason it has been used literature, documentary of qualitative nature,
in order to map the main difficulties presented and from the these, build a sequence
of activities based on the theory of semiotic representation registers to be developed
in the Maxima software. The starting point are the concepts of: Lins and Gimenes
(1997) [8], Ponte (2009) [12], Duval (2012) [5], Brandt (2010) [2], Santos (2009) [20],
Kenski (2007) [6] among others and still official documents such as National
Curriculum Standards [3] [4] and Curriculum Guidelines of Parana State. And this
way we hope to contribute to the teach of algebra and math in high schools of public
and private in order to promote quality education. Santos (2009) [20], Kenski (2007)
[6] among others and still official documents such asNational Curriculum Standards
[3] [4] and Curriculum Guidelines of Parana State. And this way we hope to
contribute to the teach of algebra and math in high schools of public and private in
order to promote quality education.

Keywords: Theory of semiotic representation registers. Maxima. Algebra. Math.
Profmat.
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1 INTRODUCAO

A realizacdo desta dissertagdo tem por objetivo contribuir com o ensino e apren-
dizagem de matemadtica, que nas dultimas décadas vém recebendo criticas em
decorréncia do baixo rendimento apresentado por alunos brasileiros de diversos
niveis de ensino. Tal realidade pode ser comprovada por pesquisas realizadas pelo
Sistema de Avaliacdo da Educagdo Bésica (SAEB) [7] e pelo Programa Internacional
de Avaliacdo de Estudantes (PISA) [19].

O SAEB apresenta indices preocupantes que evidenciam a dificuldade dos
alunos frente a matemética. Segundo os dados apurados, estes alunos ignoram
conceitos bésicos da disciplina considerados relevantes ao convivio social, suscitando
assim a necessidade de ac¢Oes praticas e efetivas no sentido de reverter esta deficiéncia

(KLEIN; FONTANIVE, 2009) [7].

Embora o PISA [19] indique uma melhora dos estudantes brasileiros em
relacdo a disciplina de matemadtica, observamos que na tltima avaliagdo realizada em
2012 a média foi de 391,5 pontos, contra 356 pontos na edi¢do de 2003, ainda se ob-
teve um resultado ruim considerando-se alunos do Ensino Médio. Esta pontuacdo
coloca o Brasil apenas no nivel 2 (que varia de 357,9 a 420,1), em uma avaliagdo que
vai até o nivel 6. No nivel 2, de acordo com os realizadores, os alunos realizam apenas
procedimentos basicos como: aplicagdes de férmulas e algoritmos, inferéncias diretas,
interpretagdo de problemas com poucas informagdes, ou seja um resultado abaixo do

esperado se considerarmos os objetivos propostos para o final desta etapa escolar.

Por outro lado, vivemos em plena era da tecnologia, e o uso de computadores,
tablets, celulares e uma imensidade de aparelhos eletronicos fazem parte de nosso dia
a dia, por influenciar diretamente em atividades de lazer, comunicacao, trabalho entre

outras.

Na drea da educagdo muitas pesquisas vém sendo desenvolvidas acerca da
utilizacdo destes recursos tecnoldgicos e suas contribuicdes nos processos de ensino e

aprendizagem.

A partir desta realidade procuramos desenvolver um trabalho visando
proporcionar condi¢des para que o aluno aprenda de forma significativa contetidos

matemadticos por meio da utilizacdo de recursos tecnolégicos.

Assim elaboramos uma proposta de atividades a luz da teoria de registros
de representag¢des semidticas e nela, foi empregado um software educacional gratuito
denominado Maxima, que permite vérias aplicagdes dentro da matematica, além de

apresentar uma interface simples e indicativa, possibilitando calculos algébricos
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(simbolos) ou numéricos.

Sobre o uso destes tipos de tecnologias na educacdo, Parana (2008) [10] infere-
se que sdo ferramentas importantes no processo educacional, uma vez que
proporcionam melhor interagdo com os trabalhos desenvolvidos, tornando mais dina-

micos no que se refere ao processo de descoberta pelo aluno em estudos matemaéticos.

Neste sentido, esta dissertagdo apresenta uma proposta com base na teoria de
registros de representagdes semidticas, que posibilita explorar e compreender melhor
aspectos importantes da algebra, a partir da utilizagdo do software Maxima.

Pretende-se assim responder ao seguinte questionamento: O software educa-
cional Maxima é adequado para trabalhar a dlgebra do Ensino Médio abordada a luz

de atividades envolvendo registros de representacdes semidticas?

Nesta pespectiva propde-se a atilizagdo do software Maxima em atividades
de aprofundamento de estudo, visando amenizar as dificuldades apresentadas pe-
los alunos principalmente na passagem do pensamento aritmético para o pensamento

algébrico, contribuindo assim para a sua aprendizagem.

Em virtude destas questdes expostas, a construcdo deste trabalho tem por
suporte a pesquisa bibliogréfica e documental de cunho qualitativo. Este tipo de
abordagem “qualitativa” vem sendo desenvolvida como uma proposta alternativa de
se fazer ciéncia, de modo que pesquisas realizadas nas dreas sociais e humanas
consideram os vdrios aspectos envolvidos, procurando assim minimizar a distancia
entre o indicador e o indicado, considerando ainda a importancia do contexto sécio
histérico (BORTONI-RICARDO, 2008) [1].

Vale ressaltar que no primeiro momento foram levantadas informagdes junto a
academia por intermédio de livros e consultas eletronicas relevantes ao
problema investigado. Tais informacdes que vém ao encontro dos questionamentos

aqui suscitados a fim de elucidar e fundamentar esta pesquisa.

Para tanto foram tragados alguns objetivos especificos que norteou a realizagdo
deste dissertagao:

e Apresentar um modo de utilizar o software educacional Maxima, nas aulas de

matematica no Ensino Médio.

e Desenvolver um material introdutério para auxiliar na utilizacdo do software

Maxima.

e Elaborar uma proposta de atividade com base na teoria de registros de represen-
tagdes semidticas que possibilite explorar e compreender aspectos da dlgebra.
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e Analisar a funcionalidade do sotfware Maxima no ensino de algebra a partir de

resolugdes das atividades propostas.

Para uma melhor compreensdo, a dissertacdo estd estruturada da seguinte

forma:

No capitulo II, existe uma breve consideragdo sobre as origens da algebra e

algumas reflexdes a respeito de seu desenvolvimento nas escolas.

O capitulo III apresenta a Teoria de Registros de Representacdes Semidticas,
como uma alternativa factivel para o desenvolvimento de atividades relacionadas a

matematica.

No capitulo IV, apresentamos um breve histérico sobre tecnologias e sua
aplicacdo na educagdo. Além de uma apresentacdo detalhada do software Maxima e
suas principais aplicagdes relacionadas aos contetidos da algebra.

No capitulo V sdo apresentadas algumas considera¢des sobre as atividades
que foram elaboradas para a realizagdo deste projeto e nos capitulos VI, VII e VIII sdo
apresentadas as atividades do primeiro, segundo e terceiro ano respectivamente bem
como resumos tedricos, as pautas de resolugdes e uma possivel resolucdo para cada
atividade proposta.

Para finalizar, sdo apresentadas algumas observa¢des sobre os matérias
produzidos no desenvolvimento da pesquisa e também algumas consideragdes
pessoais a respeito do tema investigado.
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2 ALGEBRA

2.1 ORIGEM E DESENVOLVIMENTO DA ALGEBRA

Nesta etapa da dissertagdo apresentamos de uma forma simplificada alguns

aspectos importantes na origem e desenvolvimento da 4lgebra.

Ponte, Branco e Matos (2009) [12] relatam que os primeiros registros do que
hoje chamamos de algebra, sdo observados em sistematizagdes e técnicas de
resolucdo de problemas desde a antiguidade em civilizagdes como: Egito, Babilonia,
China e India. Um exemplo deste fato histérico é o renomado Papiro de Amhes/Rhind,
documento de cunho matemadtico que apresenta a resolugdo de varios problemas com
tracos marcantes de algebra, mas sem uma notagdo especifica que formalize as

resolucdes.

Segundo Lins e Gimenez (1997) [8], apds este fato houve um salto de
aproximadamente 2000 mil anos até Diofanto, matemdtico grego considerado por
muitos o pai da dlgebra, responsavel pela introdu¢do de um simbolo para representar
uma incégnita em uma equacdo, permitindo assim uma escrita sincopada semelhante a

matemaética moderna.

Vale ressaltar que a terminologia Algebra surgiu apenas varios séculos mais
tarde, no trabalho de Al-Khwarizmi (790-840), para designar o que chamamos de
transposigdo de termos, operacdo fundamental na resolu¢do de uma equagdo. O trabalho
apresenta alguns avangos e contribui¢des na resolugdo de equacdo de primeiro e
segundo grau, no entanto, devido a linguagem e técnicas empregadas em suas
resolugdes, dificilmente um leitor contempordneo reconheceria em seus métodos
tragos da algebra (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009) [12].

Lins e Gimenez (1997) [8] ao estudar a origem da dalgebra ndo citam as
contribui¢des Al-Khwarizmi, os pesquisadores consideram que depois de Diofanto,
o préximo passo considerado relevante na histéria da dlgebra tenha sido dado pelo
francés Vieta (aproximadamente no ano de 1550) tal episddio os autores descrevem

como sendo uma lacuna de 1400 anos no desenvolvimento da 4lgebra.

De acordo com Lins e Gimenez (1997, p. 91) [8], Vieta foi responsavel por:

[...]sistematizar o uso de letras para representar também os dados
(valores conhecido) em uma expressao algébrica; para os que seguem
esta linha de pensamento, o que Vieta introduz é um calculo com letras
(que representam quantidades ou grandezas geométricas), calculos
estes que tem suas regras préprias, compativeis, é claro com as
nocoes usuais da aritmética e da geometria.
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Segundo Ponte, Branco e Matos (2009) [12] este foi um periodo de
transformacdes fundamentais que marcaram uma etapa que se refere como Algebra
Simbolica. Destacam os avangos de Scipione Del Ferro (1465-1526) o primeiro a resolver
a equacdo de terceiro grau, mas que nao chegou a publicar seus resultados, o que era
comum na época. Este feito também foi realizado por Tartaglia (1500-1557) e publicada
por Cardano (1501-1576), na sua Ars Magna. Por fim, Ferrari (1522-1565) resolve
a equagdo geral do quarto grau.

Ponte, Branco e Matos (2009, p. 06) [12] destacam ainda que:

O sucesso destes mateméticos italianos do Renascimento marca um
momento importante na histéria da Matematica pois, como referem
Kolmogorov et al. (1977), é a primeira vez que a ciéncia moderna
ultrapassa claramente os éxitos da Antiguidade.

Ainda no campo das teorias das equagdes algébricas a questdo central era sa-
ber quantas solu¢des apresentava uma equagdo de grau n (ou ainda quantas raizes
poderia ter uma equagao polinomial de grau n). Vieta foi o primeiro a sugerir que este
tipo de equacgdo pode ter n solugdes, mas foi Albert Girard (1595-1632) o primeiro a
afirmar que uma equacao de grau n tem sempre n solu¢des(Reais ou Complexas). Este
teorema conhecido hoje como Teorema Fundamental da Algebra, teve vérias tentati-
vas de demonstracdes refutadas até ser demonstrada de forma satisfatéria por Argand
(1768-1822) e por Gauss (1777-1855) (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009) [12].

Enfim, o dltimo grande passo na histéria da algebra foi dado por Galois (1811-
1832) e Abel (1808-1829) que apresentaram a génese da nocdo de estrutura algébrica,
até chegar a Bourbaki (a partir de 1940) quando entramos no dominio do Cdlculo com
Letras de uma forma mais sofisticada que ele denomina de sintaxe: ou seja “um cal-
culo com regras proprias e ignorantes de qualquer sistema particular que funcione
como elas (nimeros por exemplo). Um mundo enfim completamente abstrato” (LINS;
GIMENES, 1997) [8].

2.2 A ALGEBRA ESCOLAR E O PENSAMENTO ALGEBRICO

A algebra constitui um importante campo de estudo da matematica. Deste
modo ela se faz presente entre os diversos contetidos propostos nos programas
escolares para a disciplina de matemadtica. Tem como caracteristica uma linguagem
propria com capacidade de sintese que permite expressar propriedades de objetos
matematicos, e ainda de relagdes e teoremas (BRANDT,; SANTOS, 2010) [2].
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Quando analisamos de forma epistemoldgica a natureza de cada area da
matematica, é facil verificar que estas se encontram relacionadas a objetos inerentes
a este campo de estudo da matematica. Sendo assim, é coerente questionarmos: Quais
seriam entdo os objetos de estudo da élgebra?

Sobre o0s objetos da édlgebra, Ponte, Branco e Matos(2009, p.8) [12] esclarecem:

H4 trezentos anos a resposta seria certamente: “expressdes e
equagdes”. Hoje em dia, essa resposta ja ndo satisfaz, uma vez que no
centro da Algebra estio relagdes matematicas abstractas, que tanto
podem ser expressas por equagdes, inequagdes ou fungdes como
podem ser representadas por outras estruturas definidas por
operagdes ou relagdes em conjuntos.

Pela citacdo acima, apesar de algumas concep¢des sobre o campo da algebra
ter mudado nas tltimas décadas, existe uma consondncia entre a dlgebra anterior e a
atual, pois ambas entendem que o objeto central da dlgebra sdo os simbolos. Assim,

esta drea da matematica se caracteriza por sua linguagem propria a linguagem Algébrica.

Lins e Gimenez (1997) [8] argumentam que ha um certo consenso sobre o que
sdo as coisas da algebra: equagdes, fungdes, calculo literal etc. No entanto, mesmo com
relacdo a este tema existem divergéncias e um exemplo disso seriam os graficos, pois,

ainda hoje persiste o questionamento: “Grdficos sio coisas da dlgebra?”

Em relacdo a dlgebra, Lins e Gimenez (1997) [8] argumentam:

O problema de um consenso construido assim, com bases em
contetidos, é que podemos saber que isto ou aquilo é algebra, e
trabalhar estes contetidos, mas ndo podemos saber duas coisas
fundamentais: a) se ha outros toépicos que deveriam também
estar ali; b) fica dificil saber de que forma organizar um curriculo
para a educacdo algébrica, e até mesmo se os topicos tradicionais
sdo relevantes quanto sua inclusdo tradicional em curriculos parece
indicar (p. 89).

O fato da &lgebra estar em grande parte da matematica dificulta segundo os
autores uma limitacdo dos objetos de estudo da algebra, pois mesmo existindo um
consenso estd longe de existir uma definicdo. Esta dificuldade acaba refletindo na
construgdo do curriculo, onde limitados pelo tempo, é necessdria uma selecdo de

contetidos focando assim em tépicos considerados como os mais importantes.

Existe um problema ainda maior que a simples defini¢do dos objetos ou con-
teados a serem ensinados na educagdo algébrica, pois de acordo com Lins e Gimenez
(1997) definir o momento em que tais conteidos devam ser ensinados torna-se um

questionamento complexo.
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Isto esbarra em um grande problema, uma ideia ha muito enraizada em relagao
ao ensino de matematica de que aprender aritmética deve preceder o aprendizado da
algebra.

Lins e Gimenez (1997) [8] acreditam que defini¢des do tipo: dlgebra é aritmética
generalizada ou dlgebra é a estrutura da aritmética, apesar de ndo serem totalmente
equivocadas, sdo pobres demais para os objetivos propostos para a educacdo mate-
matica.

Sobre o ensino da aritmética e da 4lgebra, Lins e Gimenez (1997) [8] sugerem
que:

Nossa leitura da produgdo de significados para a dlgebra e a aritmética
sugere exatamente o contrdrio: é preciso comegar mais cedo o trabalho
com algebra, e do modo que esta e a aritmética desenvolvam-se juntas,
uma implicada no desenvolvimento da outra (p. 10).

Os pesquisadores esclarecem que no formato atual em que a &lgebra é
trabalhada no ambiente escolar, ela sofre um severo corte ou ainda, representa o maior
momento de selecdo da educagdo matemadtica escolar. Sua introdugao a partir do sexto
ou sétimo ano, ao contrdrio do que se pensa é muito tardia, e por este motivo defendem

a ideia de introduzir e desenvolver aritmética e dlgebra concomitantemente.

No Brasil, os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) apresentam em
relacdo ao ensino de matemadtica uma concordancia no sentido de que os curriculos
de matemadtica para o ensino fundamental contemplem os estudos dos nimeros
e das operagdes (na Aritmética e Algebra), espagos e formas (na Geometria), gran-
dezas e medidas (que abrangem e relacionam os campos da Aritmética, da Algebra, e
da Geometria além de outras dreas conhecimento) (BRASIL, 1998) [3].

Especificamente em relagdo ao ensino da Algebra, os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) entendem que:

Embora nas séries iniciais ja se possa desenvolver alguns aspectos da
algebra, é especialmente nas séries finais do ensino fundamental que as
atividades algébricas serdo ampliadas. Pela exploragdo de situacdes-
problema, o aluno reconhecerd diferentes fungdes da Algebra
(generalizar padrdes aritméticos, estabelecer relacdo entre duas
grandezas, modelizar, resolver problemas aritmeticamente dificeis),
representard problemas por meio de equagdes e inequagdes
(diferenciando pardmetros, varidveis, incégnitas, tomando contato
com férmulas), compreenderd a sintaxe (regras para resolucdo)
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de uma equacdo. Esse encaminhamento dado a Algebra, a partir
da generalizacdo de padrdes, bem como o estudo da variacdo de
grandezas possibilita a explora¢do da nogdo de fungdo nos terceiro e
quarto ciclos. Entretanto, a abordagem formal desse conceito deverd
ser objeto de estudo do ensino médio (BRASIL, 1998, p. 50,51) [3]

Segundo Lins e Gimenez (1997) [8] os PCN seguem um padrdo considerado
inadequado ao propor o ensino da algebra a partir do primeiro e segundo ciclos do
ensino fundamental (sexto e sétimo anos) no que eles denominam de pré-dlgebra com
um maior aprofundamento apenas a partir do terceiro e quarto ciclos (oitavo e nono

anos).

No Ensino médio, o curriculo de matematica ainda segundo os PCN+ esté
estruturado em trés eixos: Algebra - Ntumeros e Funcdes, Geometria e Medidas e
Andlise de Dados. De acordo com os PCN+, o primeiro eixo estruturador (Algebra -
Ntmeros e Fungdes) tem grande importancia, pois sua linguagem, esta
constantemente sendo exigida no cotidiano, nos diversos gréficos estampados em
revistas e jornais, calculos de natureza financeira e ainda outras préticas de forma
geral (BRASIL, 2002) [4].

Em relagdo ao Ensino Médio:

[...] esse tema trata de ntimeros e varidveis em conjuntos infinitos
e quase sempre continuos, no sentido de serem completos. Os
objetos de estudo sdo os campos numéricos dos nimeros reais e,
eventualmente, os niimeros complexos e as fun¢des e equagdes de
varidveis ou incégnitas reais. Para o desenvolvimento deste eixo sdo
propostas duas unidades temdticas: Variagdo de grandezas e
Trigonometria (BRASIL, 2002, p. 165) [4].

De acordo com os comentdrios anteriores, os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN+) para o ensino de matematica entendem que seja no Ensino Médio
que o tema algebra deve ser explorado mais profundamente. E neste momento que
sdo ampliados os conceitos de conjuntos tanto de nimeros reais quanto de ntiimeros

complexos, assim como os estudos das fungdes e as relagdes entre varidveis.

De acordo com Brasil (2002) [4] é imprescindivel, que ao sair do ensino bésico
os alunos consigam calcular e resolver problemas, construir e interpretar gréficos,
manipular e resolver equagdes aplicando as propriedades operatérias no conjunto dos

nimeros reais e as regras proprias dos cdlculos algébricos.

No Paran, as Diretrizes Curriculares da Educagao Basica (DCE) para o Ensino
de matematica dividem o ensino nos chamados Contetidos Estruturantes, sdo eles:
Numeros e Algebra, Grandezas e Medidas, Geometrias, Funcdes e Tratamento da

Informacao.
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Parana (2008, p. 49-50) [10] em relagdo ao ensino de 4lgebra propde a seguinte
estrutura:

Para o Ensino Fundamental, o Contetido Estruturante Niumeros e
Algebra se desdobra nos seguintes contetidos:

e conjuntos numéricos e operagoes

e equagdes e inequagdes

e polindmios

e proporcionalidade
Para o Ensino Médio, o Contetido Estruturante Ntimeros e Algebra se
desdobra nos seguintes contetidos:

e numeros reais

e niimeros complexos

e sistemas lineares

e matrizes e determinantes

e equacOes e inequagdes exponenciais, logaritmicas e modulares

e polindmios

Podemos observar em relagdo aos contetidos que as DCE assim como os PCN
seguem uma mesma tendéncia, no que se refere a construgdo do curriculo a partir dos
conteiidos e a introdugdo do estudo da &lgebra no Ensino Fundamental com
aprofundamento posteriormente no Ensino Médio. Vale ressaltar que tanto as DCE
quanto os PCN seguem a mesma sequéncia: aritmética e depois dlgebra. Deste modo
ambas baseiam-se em uma proposta tardia e consequentemente prejudicial ao
aprendizado deste contetido parafraseando Lins e Gimenez (1997) [8].

Na verdade o que Lins e Gimenez (1997) [8] propdem é um curriculo cons-
truido com base em significados e ndo em contetidos, o que permitiria maior flexibili-
dade aos trabalhos realizados. Os pesquisadores defendem ainda o ensino por ciclos,
pois como uma das maiores dificuldades no ensino da algebra é identificar se o aluno
ja alcangou ou esta em falta em relagdo aos objetivos propostos, o ciclo neste sentido
é mais efetivo uma vez que o aprendizado ndo se dd4 em uma tnica etapa, e sim, de
forma recursiva. Fato que contrapde a aprendizagem linear, o modelo empregado hoje

que de acordo com os autores ndo se mostra efetivo.

Em relagdo ao grande objetivo do ensino da aritmética e da algébrica apresenta-

se que:
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[...] hoje, deve ser o de encontrar um equilibrio entre trés frentes: i)
o desenvolvimento da capacidade de por em jogo nossas habilidades
de resolver problemas e de investigar e explorar situagdes; ii) o
desenvolvimento de diferentes modos de produzir significado
(pensar), o que poderiamos chamar de atividade de insercdo e
tematizagdo; e, iii) o aprimoramento das habilidades técnicas, isto
é a capacidade de usar as ferramentas desenvolvidas com maior
facilidade (LINS; GIMENEZ, 1997, p. 165) [8].

Esta perspectiva apresentada acima para o ensino da &lgebra vai ao encontro
do que Ponte, Branco e Matos (2009) [12] chamam de desenvolvimento do pensamento
algébrico. Tal ideia, segundo os autores, surgiu na década de 80, em meio aos vérios
debates realizados sobre o ensino da algebra, e que tem feito imergir uma nova visdo

da algebra.

Segundo Ponte, Branco e Matos (2009) [12], James Kaput é um dos
pesquisadores que escreve sobre esta ideia. Para Kaput o pensamento algébrico é algo
que surge por intermédio de argumentos e conjecturas que estabelecem
generalizagdes entre fendmenos e relagdes matemdticas, expressas por meio de

linguagens cada vez mais formais.

De acordo com os autores, pensar algebricamente é ter autonomia em relagao

as seguintes habilidades em matematica:

e Compreender padrdes, relagdes e fungdes,

e Representar e analisar situagdes e estruturas matemaéticas
usando simbolos algébricos,

e Usar modelos matemadticos para representar e compreender
relagdes quantitativas,

e Analisar a variacao em diversos contextos. (PONTE; BRANCO;
MATOS, 2009, p. 10) [12].

Sendo assim, pensar algebricamente ndo deve ser compreendido apenas como
calcular com letras, apesar de que a manipulagdo adequada das letras é um fator
importante dentro da dlgebra. Porém pensar desta forma reduz este vasto campo do

conhecimento a apenas uma de suas facetas.

Neste contexto, pensar algebricamente é ser capaz de: reconhecer padrdes,
estabelecer generaliza¢Oes, elaborar conjecturas, ter ou apresentar competéncia de
compreender, representar e manipular expressdes algébricas, equagdes e inequagdes,

sistemas de equagdes e de inequagdes e ainda o dominio das fungdes.

Inclui também a habilidade de trabalhar com relacées e estruturas matematicas

e utilizd-las na compreensdo e resolucdo de problemas de natureza matematica ou de
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outro dominio (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009) [12].

Os Pesquisadores entendem ainda que:

No pensamento algébrico da-se atengdo ndo s6 aos objectos mas
principalmente as relacdes existentes entre eles, representando e
raciocinando sobre essas relagdes tanto quanto possivel de modo
geral e abstracto. Por isso, uma das vias privilegiadas para promover

z

este raciocinio é o estudo de regularidades num dado conjunto de
objetos (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009, p.10) [12].

Assim, no estudo da dlgebra, deve se priorizar situa¢des contextualizadas de
forma a proporcionar ao aluno possibilidades de estabelecer relacdes entre os objetos
analisados, pois desta forma estd se proporcionando condi¢des para que ele
desenvolva a capacidade de pensar matematicamente.

Para Brandt e Santos (2010) [2] é possivel desenvolver contetidos matemaéticos
utilizando-se de uma teoria de registros de representa¢des semidticas que pode con-
tribuir no processo de conceitualizagdo dos objetos de conhecimento, condigao, indis-

pensével para a compreensdo e resolucdo de questdes propostas por problemas.

Brandt e Santos(2010, p. 90) [2] sobre a teoria de registros de representacdes
semioticas, enfatizam que:

Julgamos que esta teoria traz contribui¢cdes valiosas para

z

conceitualizagdo dos objetos mateméticos e, em especial, é capaz
de nos possibilitar enfrentar as dificuldades oriundas do salto
semantico existente entre o pensamento aritmético e pensamento
algébrico.

A forma como os contetidos de aritmética e dlgebra sao trabalhados hoje, como
vimos anteriormente, vem dificultando o processo de aprendizagem da 4lgebra, pois
cria um distanciamento entre os assuntos. Este fato acaba por dificultar a passagem do
pensamento aritmético para o pensamento algébrico e é neste sentido que
Brandt e Santos (2010) [2] acreditam que a teoria de registros de representacdes
semibticas pode contribuir para que se obtenham resultados favoraveis, ou seja, o

desenvolvimento de uma aprendizagem rica em significados.
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3 TEORIA DE REGISTROS DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS

No final do capitulo anterior mencionou-se o termo teoria de registros de
representa¢des semiéticas, que de acordo com Brandt e Santos (2010) [2] é uma
possibilidade vidvel, para propor e desenvolver atividades na drea da matematica. Va-
mos tentar de forma concisa compreender o que é esta teoria e de que forma ela pode

colaborar no ensino da matemdtica em particular da algebra.

Brandt e Santos (2010, p. 91) [2] comenta que:

Uma questdo importante a evidenciar é que o processo de ensino deve
compreender o trabalho com registro de representagdo, visto que os
objetos matemadticos ndo tém existéncia real e s6 pode ser acessados
por meio de seus representantes.

De fato, os objetos estudados pela matematica ndo possuem uma conotagéo
fisica, ndo sao propriamente reais, caracterizam-se por sua natureza abstrata e sendo
assim € necessdrio uma representacdo para que se tenha acesso a este objeto. Esta
representa¢do no que lhe concerne depende do tratamento matemaético que se propde

desenvolver.

Duval (2012) [5] elucida que em matematica existe uma palavra de grande
relevancia, que é a palavra representagio, muitas vezes empregada na forma verbal
representar. Sdo muitas estas formas de representagdo, como por exemplo, uma escrita,
um simbolo ou uma notagdo. Assim podem representar um objeto matematico, como
um vetor, um nimero ou uma fungdo etc. Da mesma forma, um tracado ou uma figura

podem representar um segmento de reta, um tridngulo ou um circulo.

Z

Assim, é substancial que o aluno compreenda a diferenca entre o objeto
matematico e suas diversas representagdes. Pois, confundir um objeto mateméatico com
a sua representacdo pode ocasionar perdas significantes no processo de compreensao,
tornando intteis os conhecimentos adquiridos no decorrer do processo de
aprendizagem. “A distin¢do entre um objeto e sua representagdo é, portanto, um ponto

estratégico para a compreensdo da matematica” (DUVAL, 2012, p. 268) [5].

No entanto, segundo Duval (2012) [5] estamos diante de um paradoxo
cognitivo do pensamento matemadtico: se por um lado a assimilagdo dos objetos
matematicos, s6 pode se dar de forma conceitual, por outro a representacdo destes
objetos somente sdo possiveis por meio de registros de representa¢des semitticas. O
que torna esta confusdo entre objeto matemadtico e representacdo quase inevitavel por

parte dos alunos.
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Ainda, segundo este pesquisador, este paradoxo do pensamento matematico
muitas vezes nem ¢é identificado no processo de ensino, porque se priorizam as
representacdes mentais, em detrimento as representacdes semidticas, como se esta

ultima fosse um processo secunddario ou extrinseco.

Para fins de esclarecimento, Duval (2012, p.269) [5] define estas representac¢des

da seguinte forma:

As representacdes mentais recobrem o conjunto de imagens e,
mais globalmente, as conceitualizagdes que um individuo pode ter
sobre um objeto, sobre uma situagdo e sobre o que lhe é associado.
As representagdes semiéticas sdo produgdes constituidas pelo
emprego de signos pertencentes a um sistema de representagdes que
tem inconvenientes préoprios de significacdo e de funcionamento.

Nesta perspectiva, pensar em representacdo semitica como simples meio de
exteriorizar a representacdo mental é um erro, pois além de permitir a comunicagdo
com os objetos matemadticos, ela é essencial a atividade cognitiva do pensamento.
Assim ndo devemos compreender representacdo semidtica como se fosse um ato
subordinado as representacdes mentais, pois o desenvolvimento desta tultima

depende da interiorizacdo da primeira.

Este desenvolvimento cognitivo do pensamento se divide em duas etapas a
semiose e noesis: semiose se refere a assimila¢gdo ou produgdo de uma representagdo
semidtica; enquanto noesis relaciona-se a compreensao conceitual de um objeto. Sendo
uma insepardvel da outra. Tal compreensdo enfrenta dificuldades no ensino da
matemadtica, pois ndo hd noesis sem semiose, e este fato muitas vezes ndo é

considerado ao ensinar matemaética.

Sobre a diversidade de registros de representa¢des o pesquisador argumenta

que:

[...] é essencial, na atividade matemética, poder mobilizar muitos
registros de representagdo semiética (figuras, gréficos, escrituras
simbolicas, lingua natural, etc...) no decorrer de um mesmo passo,
poder escolher um registro no lugar de outro (DUVAL, 2012, p.
270) [5].

De fato esta versatilidade de registros de representacdo, além de contribuir
para a compreensdo adequada do objeto matemadtico, em cada uma de suas possiveis
representacdes, favorece para que os objetos matematicos ndo sejam confundidos com

suas representagoes.

Duval (2012) [5] esclarece ainda que, para que um sistema semiotico possa ser

um registro de representagdo, ele precisa admitir trés atividades cognitivas



26

fundamentais ligada a semiose: A formagao, o tratamento e a conversao.

Estas trés atividades podem se definidas seguinte forma:

e Formacdo: consiste em uma operagdo cognitiva realizada a partir de diferentes
sistemas semiéticos de diversas formas e natureza: desenhos, figuras, férmulas,
simbolos, lingua materna (a formacdo pode ser entendida como uma descricao,
construida a partir de seus préprios signos, mas sujeitos a regras que lhes
assegurem condic¢Oes de reconhecimento da representagdo e ainda possibilidade

de tratamento).

e Tratamento: constitui-se de uma operagdo cognitiva que envolve transformagdes
das representagdes internas no sistema semiético, mobilizando somente um

registro de representagao.
1 -1
5= 1/2=0,5=50% = 5x10

Observe que foram realizados tratamentos apenas na forma de representagdo de
cada numeral, escrevendo-os em formato de fragdo, decimal, percentual ou ainda
em notacdo cientifica. Trata-se de uma adequacdo dos dados para os fins em que

se deseja, sem que haja alteracdo no sistema semioético.

e Conversao: trata-se também de uma operagdo cognitiva, todavia de outra
natureza e engloba a transformacdo de uma representacdo dada, em outra
pertencente a outro registro de sistema semi6tico. Este processo, ndo é um
processo banal, muito menos neutro do ponto de vista cognitivo. Por exemplo:
“um numero negativo” (lingua materna) e “z < 0”7 (linguagem algébrica)
(BRANDT; SANTOS, 2010; DUVAL, 2012) [2] [5].

Com base no processo de ensino, pautado nesta temdtica que contempla a
semiose, defende Duval (2012, p. 286) [5].

Uma aprendizagem que leve em consideragdo a ligacdo estreita que
existe entre a noesis e semiose deve, entdo, elevar os alunos a uma
condi¢do de tomada de conscientizagdo mais global e, para tal, sdo
necessarias atividades de ensino mais especificas. Nesta perspectiva,
trés tipos de atividade extremamente diferentes impdem-se
(apresenta-se, aqui, uma caracterizagdo bastante breve de cada
uma delas): o primeiro tipo concerne a apreensdo das representacoes
semiobticas; o segundo, a aprendizagem de tratamentos préprios de
uma certa categoria de registros e; o terceiro tipo concerne o modo de
producéo de representa¢des complexas.
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Assim o desenvolvimento do pensamento matematico de forma plena, ocorre
mediante ao estudo das diversas formas de representa¢des de registros semiéticos,
como vimos anteriormente, visando a facilitar a distin¢gdo entre o objeto matemaético e
suas representacdes. As atividades propostas devem contemplar as etapas de
formacdo, tratamento e conversdo, cada uma com suas regras e particularidades,
pois segundo o Duval (2012) [5] esta é a uma alternativa factivel, que pode minimi-

zar as dificuldades enfrentadas no ensino de matematica.
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4 TECNOLOGIA NA EDUCACAO

4.1 TECNOLOGIA NA EDUCACAO MATEMATICA

A utilizacdo de recursos tecnolégicos na educagdo matematica é hoje um fator
imprescindivel em virtude de sua presenca cada vez mais comum na sociedade. Este
motivo tem alcancado junto aos érgdos reguladores da educagao grande prestigio como
pode ser observado em documentos oficiais como as Diretrizes Curriculares da

Educacao Basica do Estado do Parana.

No contexto da Educacdo Matemadtica, os ambientes gerados por
aplicativos informdticos dinamizam os contetidos curriculares e
potencializam o processo pedagogico [...] recursos tecnolégicos, como
o software, a televisdo, as calculadoras, os aplicativos da Internet,
entre outros, tém favorecido as experimenta¢des matemdticas e
potencializado formas de resolugdo de problemas (PARANA, 2008, p.
65) [10].

De acordo com o documento, a utilizagdo dos recursos tecnolégicos pelos
professores de matematica pode contribuir significativamente na formagdo do aluno,
ao proporcionar uma nova visdo deste conteido. Haja vista que a utilizagdo
de ambientes informatizados possibilitam a criagdo de situagdes favordveis ao
aprendizado, que dificilmente conseguiriam ser alcancados sem a utilizagdo destes

recursos.

Petla (2008) [11] lembra que este processo de informatiza¢do das escolas no
Brasil teve inicio por volta dos anos 80, entretanto, tem se mostrado um processo
bastante lento devido aos altos custos dos equipamentos e a falta de profissionais

capacitados para a utilizacdo destas novas tecnologias.

De acordo com este pesquisador, foram criadas ag¢des de incentivo a

implantagdo da informética na educacéo:

No sentindo de estimular a utilizagdo da informdtica nas escolas
brasileiras, explorando o potencial que esse recurso poderia
oferecer a educacédo, em 1981, realizou-se o I Seminério Nacional de
Informética Educativa, com a presenca de educadores de diversas
partes do pais, sendo esse evento o ponto de partida para programas
governamentais que incentivaram o uso de tecnologia na darea
educacional, como Educom, Formar e o Proinfe, programas que opor-
tunizaram as escolas facilidade de acesso a informatica e a utiliza-
¢do do computador como ferramenta pedagégica (PETLA, 2008 p. 5-
6) [11].



29

Como se pode observar no recorte anterior, a implantacdo de recursos
tecnolégicos na educa¢do ndo pode ser considerada um processo novo, pois ja se
arrasta a varias décadas. Varios programas vem sendo criados com objetivo de equipar
escolas e capacitar professores, mas ainda hoje este assunto muitas vezes é tratado

como um tabu dentro das escolas por vérios profissionais.

Ainda nesta tematica, Kenski (2007) [6] explica que: a concepcao de tecnologia
é vista ainda hoje por muitos professores como algo negativo e ameacador, ainda que
convivamos diariamente com diversas formas de tecnologia, presentes em atividades

cotidianas mais simples como: dormir, trabalhar, se deslocar.

O autor apresenta uma reflexdo sobre a tecnologia na sociedade:

Para construir qualquer tipo de equipamento — uma caneta
esferografica ou um computador —, os homens precisam pesquisar,
planejar e criar o produto, o servico, o processo. Ao conjunto de tudo
isso chamamos de tecnologia (KENSKI, 2007, p. 24) [6].

Portanto, para o autor conviver com a tecnologia ja é uma realidade existente,
embora algumas destas tecnologias tenham se tornado imperceptiveis. Neste sentido
é entdo necessaria uma maior interagdo dos sujeitos da educagdo com estas novas
tecnologias para que ocorra uma familiarizagdo, e esta, possa ser integrada de uma

forma mais comum ao dia a dia de profissionais da educacdo e alunos.

Ponte, Branco e Matos (2009) [12] ao debater o papel das tecnologias no ensino
da algebra ressaltam que existem hoje muitos programas, que desenvolvem célculos
simbélicos, ou a denominada Algebra Computacional. Sdo programas que permitem
realizar vdrios tipos de manipulac¢des algébricas, que vdo desde assuntos mais
simples como: resolugdes de sistemas, simplificagdo de expressdes, desenvolvimento
de fungdes, até problemas de célculo avangado como integrais e derivadas. Portanto

possiveis de serem utilizados nos diversos niveis de ensino.

E acrescenta ainda:

Estas tecnologias favorecem o trabalho com diferentes formas de
representacdo — promovendo o desenvolvimento da nogdo de
variavel e a visualizagdo das formas simbdlicas das fungdes. Repre-
sentam, por isso, recursos de grande valor para a aprendizagem da
Algebra (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009, p. 18) [12].

O uso de recursos tecnolégicos, por si s6, ndo garantem o sucesso da apren-
dizagem, pois é preciso que estas sejam empregadas de forma correta, em momentos

adequados.
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Tais recursos podem ser usados para introduzir e desenvolver um contetido,
ou para confirmar resultados obtidos de forma tradicional (com lapis e papel), mas,
estas e outras questdes levantadas quanto ao uso das tecnologias ndo tém respostas
prontas, a utilizagdo de recursos tecndlogicos nado estd totalmente definida, ficando
assim a cargo do professor escolher a forma de utilizagdo de acordo com a turma ou

com os objetivos almejados.

Enfim, é importante destacar que a tecnologia tem diversas potencialidades,
mas também tem seus problemas, se por um lado ela agiliza o processo ao realizar os
procedimentos mecanicos, ao oferecer recursos graficos, entre outros, por outro lado,
ela pode se tornar um empecilho a mais, pois o uso de um software exige certo conhe-
cimento, é preciso familiaridade com sua linguagem para poder efetuar as operacdes.
Neste ponto se faz relevante a figura do professor, que deve assumir que ird garantir a
utilizagdo correta das tecnologias na aula de matematica como parte integrante de seu
papel de professor (PONTE; BRANCO; MATOS, 2009) [12].

4.2 O SOFTWARE EDUCACIONAL MAXIMA

O Maxima é um software livre, ou seja, de acordo com a Free Software
Foundation é um programa computacional que pode, de forma gratuita, ser instalado
utilizado e distribuido sem qualquer restrigdo (SANTOS, 2009) [20].

Seu desenvolvimento de acordo com Santos (2009) [20] se deu a partir do
Macsyma, conhecido sistema de dlgebra computacional, desenvolvido entre os anos
de 1968 a 1982 pelo Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT). Mas, foi a partir
de 1998 que o Prof. William E. Schelter, obteve permissao para disponibilizar o cédigo
fonte do Macsyma, sob uma licenga Publica GNU, e no ano de 2000 foi criado o projeto

Maxima que mantém e desenvolve o programa.

Em suma, trata-se de um sistema de computacdo algébrica (CAS — do inglés
Computer Algebra System) que permite investigar, manipular e explorar expressoes
matematicas utilizando simbolos ou ntimeros. E possivel desenvolver trabalhos nos
mais variados ramos da matematica, a partir de uma interface do programa na qual
o usudrio insere os comandos e apds uma andlise, o sistema efetua uma avaliacdo e
devolve respostas, que ainda podem ser manipuladas ou readequadas de acordo com
a necessidade (SANTOQOS, 2009) [20].

O Maxima é compativel com os melhores sistemas operacionais. Apds baixar o
programa e instalar o mesmo, pode-se optar pelas interfaces de trabalho, WxMaxima
ou xMaxima, que apresentam resultados similares, mas sdo bem distintas quanto a in-

teracdo com o usudrio, razdo pela qual neste trabalho usaremos a interface WxMaxima.
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Para baixar o programa de forma segura e gratuita, basta acessar o endereco:

http:/ /maxima.sourceforge.net/pt/download.html

e optar pelo software compativel com o seu sistema. Neste trabalho, foi utilizada a
versdo do Maxima 5.31.2 com interface WxMaxima versdo 13.04.2 para sistema

operacional windows.

Ap6s a instalacdo do software Maxima (com a interface WxMaxima) no

Windows é criado em sua drea de trabalho, o seguinte icone:

Figura 4.1: Icone do WxMaxima

Fonte: http:/ /maxima.sourceforge.net

Clicando neste icone o programa é iniciado, abre-se uma janela de

comunicagdo com o usudrio, e o programa esta pronto para ser utilizado.

Figura 4.2: Interface do WxMaxima

M wxMaxima 13.04.2 [ Dissertagdo.wxm ] =@ =]
Arquivo  Editar Célula Maxima Equagfes '—;\Igehra Célcule  Simplificar  Grafico  Mumérico Ajuda
E@dexIKD0| G e > o @

Bern-vindo ac wxMaxima Lendo saida do Maxima

Esta figura foi capturada pelo autor diretamente do sortware Maxima. A secado
a seguir apresenta vdrias figuras, todas elas tem como fonte o préprio software Maxima

e foram editadas pelo autor visando destacar cada menu abordado.
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4.3 PRIMEIRO CONTATO COM MAXIMA

Na figura 4.2, a interface de navegacdo do software, na parte superior desta
janela é possivel verificar todos os menus disponiveis sdo eles:Arquivo, Editar, Célula,

Maxima, Equacdes, Algebra, Calculo, Simplificar, Grafico, Numérico e Ajuda.

Clicando em um menu, temos acesso a varias funcionalidades na ordem em

que estes menus sdo apresentados, conhecemos e destacamos as principais utilidades.

1. Arquivo
Figura 4.3: Menu Arquivo
@ wxMaxima 13.04.2 [ Dissertacao.wxm®* ] _|EI|5||
Arguivo Editar Célula Maxima Equacfes Algebra Céalculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda
Movo Ctrl : | = | |
g n ]
L o G|@>b0 /— |©
Abrir recente 3
Salvar Cirl-s
Salvar como... Shift-Ctrl-5
Carregar pacote... Ctrli
Carregar arquivo batch... Ctrl-B
Exportar...
Imigrimmite.. EH| -
Sair Ctrl-Q

Neste menu destacamos os comandos:

e Novo Abre um arquivo novo.
e Abrir Abre um arquivo que ja estd no computador

e Abrir Recente Abre um arquivo gravado recentemente.

e Salvar Salva arquivo com a extensdo wxm.

e Salvar como Salva arquivo com nome e extensdo do usudrio em local
selecionado.

e Sair Encerra a sessdo no Maxima.



2. Editar

Figura 4.4: Menu Editar

@ wxMaxima 13.04.2 [ Dissertagio.mwxm?* ]
Arquivo | Editar Célula Maxima EquacBes Algebra Calculo Simplificar Grafico Numérico  Ajuda

& . @O0 P @
L I——

Zorkar Chrl-5

Capiar; Chr|-C

Zopiar come texko (| -S it

Copiar cormo LaTex
(Zopiar cormo imagen

Colar Ctrl-v
Localizar CtrlF
Seleciomat tudo |-

Salvar selecan para imagen, ..

Aproximar Alt1

Afastar Alt-0

Ajustar zoom »
Tela cheia Alt-Enter
Configuractes

Dentro do menu editar os seguintes comandos merecem destaque:

e Desfazer Desfaz a dltima operacao.
o Desfazer Refaz a tltima operacéo.
e Cortar Recorta a parte selecionada.
e Copiar Copia parte selecionada.

e Copiar como texto Copia parte selecionada como texto.

e Copiar como LaTeX Copia parte selecionada como LaTeX.

e Copiar como imagem Copia parte selecionada como imagem.

e Colar Cola material recortado ou copiado no programa.
e Localizar Localiza e substitui uma expressao.

e Selecionar tudo Seleciona todo o arquivo.

e Configuragdes Permite acesso as configuragdes do Maxima.
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Figura 4.5: Menu Célula

@ wxMaxima 13.04.2 [ DissertagSo.mnom® ]
Arquivo Editar | Célula Maxima Equacies Algebra Cdlculo  Simplificar Grafico Numérico  Ajuda

D 'F'ﬂ-_..r' E Avaliar célulals)

=0l ]

o — |@

Ewaliuate AllVistle Cells ChlR
Evaluate Al Cells Ztrlshift-R
Remover todas as saidas

Copiar entrada anterior  Ctrl-I
Copiar saida anterior Ctrlu
Completar palavra Ctrl-K
Exibir modela Cirl-shift-K
Mova célula de entrada

Inserir célula de texto Ctrl-1
Inserir célula de titulo Cirl-2
Inserir célula de selecdo  Ctrl-3
Inserir célula de subsecdo Ctrl-4
Inserir quebra de pagina

Inserir imagem...

Fald Al Cirl-alt-[
Unfold Al Ctrl-alt-]
Comando anterior Alt-Up
Préximo comando Alt-Down

Dentro do menu célula os seguintes comandos merecem destaque:

e Evaluate all visible cells Avalia todas as células visiveis.

e Evaluate all cells Avalia todas as células.

e Remover todas as saidas Remove todas as saidas, mantendo somente as en-

tradas.

e Copiar entrada anterior Copia apenas a entrada anterior.

e Copiar saida anterior Copia apenas a saida anterior.

e Inserir imagem Insere uma imagem ao documento.
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4. Maxima
Figura 4.6: Menu Maxima
@ wxMaxima 13.04.2 [ Dissertacio.wxm™ ] ;lg|5||
Arquivo Editar Célula | Maxima Eguacies Algebra Cdlculo  Simplificar  Grafico Mumérico  Ajuda
= o R i A
&3 & L
~  Interromper Cirl-G Matematica Geral Alt-Shift-M
Reiniciar Maxima Estatisticas Alt-Shift-5
Limpar meméria Histdrico Alt-shift-H
Adicionar ao caminha. .. Inzerir CElula Alt-Shift-C
Mastrar funcdes v Barra de ferramentas  Alt-Shift-T

Mostar definigdo. ..
Mostrar varidveis
Apagar fungdo. ..
Apagar varidvel...

Alternar exibicdo do tempo
Alterar exibigao 2d
Mostar forma Te)

Este menu da acesso aos comandos relacioandos a funcionalidade do Maxima,
dentre os quais destaca-se:

e Painéis Permite acessar um submenu do maxima:

Esconder todos Esconder todos os painéis.

Matemitica Geral Botdes para Matematica.

Estatistica BotOes para realizar estatisticas.

Histérico Historico com as fungdes e valores definidos.

Inserir células Botbes para inserir textos especiais.

Barra de ferramentas Inserir uma barra de ferramentas

e Interromper Interrompe operacdes que estdo sendo realizadas pelo
MAXIMA .

e Reiniciar Maxima Reinicia 0 Maxima, limpa funcdes, limpa varidveis e limpa

expressdes guardadas na memoria.

e Limpar memdria Limpa a memdria, isto é, limpa todas as funcdes, variaveis

e expressdes guardadas na memoria.
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5. Equagoes

Figura 4.7: Menu Equagdes

[ wxttoxima 13,042 [ Dissertagiowam® 1 aIEq
Arguivo Editar Célula Maxima | Equactes Blgebra Calculo  Simplificar  Grafico  Numérico  Ajuda
= W | m S / Resolver... P |
D = 3 | = % | 51 Resolver {to_paly)... d @I

Encontrar raiz...

Raizes de polindmio

Raizes do polindmio (bfloat)
Raizes do polindmio (real)
Resolver sistema linear...
Resolver sistema algébrico. ..
Eliminar variavel...

Resalver EDO...

Problema de valor inicial (1)...
Problema de valor inicial (2)...
Problema de valor de fronteira...

Resolver EDO com Laplace. ..
Valor no ponto. ..

Este menu permite explorar e resolver diversos tipos de equagdes. Destacaremos

aqui os principais topicos relacionados ao ensino médio.

e Resolver... Abre ajanela para resolver uma equacdo exatamente.

e Resolver to poly... Abre ajanela para resolver uma equacio polinomial sem

as raizes estranhas.

e Encontrar raiz... Abre ajanela de didlogo para resolver equagdo numérica.

e Raizes de polindmio Obtém todas as raizes do polindmio indicado com a

funcao allroots.

e Raizes de polindmio (bfloat) Obtém todas as raizes reais do polindémio

indicado, com a fungéo bfallroots.

e Raizes do polindmio (real) Obtém todas as raizes reais do polindmio

indicado na passagem anterior com a funcao realroots.

e Resolver sistema linear ... Abre a janela para obter o nimero de equacdes

do sistema e na sequéncia abre outra janela para receber as equacdes e

também as varidveis que serdo obtidas na solucdo em fungao das equagdes.

e Resolver sistema algébrico ... Abre a janela de didlogo para obter o ntimero

de equagdes do sistema e na sequéncia abre outra janela para receber as
equagdes e também as varidveis que serdo obtidas na solugdo em funcdo

das equacdes.

e Eliminar varidvel... Abre a janela para eliminar uma varidvel de uma

expressao.
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6. Algebra

Figura 4.8: Menu Algebra

i (=] 4| cima 13.04.2 [ Dissertacio.wxm® | _||:I|l||
Arquivo Editar Célula Maxima Eguagbes | Algebra Calculo Simplificar Grafico Mumérico  Ajuda

lD "E:f @ ‘ (_—é} é{ ‘ &a @ E Gerar matriz... y | @,

Gerar matriz da expressao...
Introduzir matriz...

Inverter matriz

PalinGmio caracteristica. ..
Determinante
Autovalores

Autovetores

Matriz adjunta

Transpor matriz

Criar lista...

Aplicar a lista...
Mapear a lista...
Mapear a uma matriz...

No menu éalgebra tem-se acesso a opera¢des comuns da &dlgebra e da algebra

linear. Abaixo se encontram destacados os mais comuns no ensino médio.

e Gerar matriz ... Abre ajanela para gerar uma matriz com as entradas postas

uma a uma.

o Gerar matriz da Expressdo... Abre a janela para gerar uma matriz com as

entradas definidas por uma expressdo matematica.

e Introduzir matriz ... Abre a janela para inserir uma matriz com todas as

entradas em uma caixa.

e Inverter matriz Inverter uma matriz.

e Polindmio caracteristico... Abre a janela para gerar o polindmio

caracteristico de uma matriz.

e Determinante Calcula o determinante de uma matriz.

e Matriz adjunta Calcula a matriz adjunta de uma matriz.

e Transpor matriz Calcula a transposta de uma matriz.
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7. Célculo

Figura 4.9: Menu Célculo

@ wxMaxima 13.04.2 [ Dissertacio.wxm™® ] _||:||ﬂ
Arquive Editar Célula Maxima Eguacies Algebra | Caleulo Simplificar  Grafico Mumérico  Ajuda

Integracdo Risch...
Mudar variavel...

(@M cXRD0ld == 2

Diferendar. ..

Encontrar limite. ..
Encontrar minima. ..

Obter série...

Aproximacdo de Padé. ..
Calcular soma. ..

Calcular produta...
Transformada de Laplace...
Transformada inversa de Laplace...
Maximo divisor comum. ..
Minimo multiplo comum. ..
Dividir polindmios. ..
Fracies pardais. ..

Fragdo continua

Este menu apresenta as operagdes relacionadas ao célculo diferencial e integral,

quase todos os comandos estdo voltados a matemadtica avan¢ada, mas ainda

assim encontra-se alguns comandos uteis no ensino médio.

e Maximo divisor comum... Calcula maximo divisor comum entre

polindmios.

e Minimo multiplo comum... Calcula o minimo multiplo comum entre

polindmios.

¢ Dividir polindmios... Dividir polindmios e indicar o resto em uma lista.
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8. Simplificar

Figura 4.10: Menu Simplificar
J=TE

Arquivo Editar Célula Maxima Equacies Algebra Calculo | Simplificar Grafico Numérico  Ajuda
= s =L o\ \f = Simplificar expressao

.D DE|(—_T"—)@<|§‘ ®B‘&|®‘ Simplificar radicais \.
Fatorar expressio
Fatorar complexa

Expandir expressao
Expandir logaritmos
Contrair logaritmos

Fatoriais e gama »
Simplificacdo trigonométrica 3
Simplificagio complexa 4
Substituir. ..

Avaliar formas substantivas
Alternar flag algébrico
Adicionar igualdade algébrica. ..
Calculo com madulo. ..

O menu simplificar apresenta vérios processos de simplificacdo de expressdes,
elencamos a seguir os mais utilizados, considerando os contetidos voltados para

0 ensino médio.

e Simplificar expressdo Simplificagdo racional da expressdo com a fungdo

ratsimp.

e Simplificar radicais Simplifica expressdo contendo radicais, logaritmos, e

exponenciais, obtendo uma expressdo comum, com a fungéo radcan.

e Fatorar expressdao Fatora expressao real com a fungdo factor.

e Fatorar complexo Fatora expressdo complexa com a fungao gfactor.

e Expandir expresso Expande expressdao com a funcao expand.

e Expandir logaritmos Expande expressdo com logaritmos.

e Contrair logaritmos Contrai expressao com logaritmos.

e Simplificacdo trigonométrica Acesso ao submenu com opgdes para

simplificacdo de expressdes trigonométricas.
— Simplificar trigonométrica: Simplifica expressdo trigonométrica com a
fungdo trigsimp.
— Reduzir trigonométricas: Reduz expressdo trigonométrica com a fungdo
trigreduce.

— Expandir trigonométricas: Expande expressdo trigonométrica com a

funcao trigexpand.
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— Forma canbnica: Simplifica expressdo trigonométrica a uma forma

candnica com a funcgdo trigrat.

e Simplificacio complexa Realiza simplificacdes em expressdes complexas.

Converter para forma retangular Converte expressdo complexa para a forma

retangular com a fungéo rectform.

Converter para forma polar Converte expressdo complexa para a forma
polar.

Obter parte real Gera a parte real de expressdao complexa.

Obter parte imagindria Gera a parte imagindria de expressdo complexa.

Demoivre Converte funcdo exponencial de argumento imagindrio para

a forma trigonométrica.

Exponencializar Converte fungbes trigonométricas para a forma

exponencial.

e Substituir... Substitui uma varidvel em uma expressao.

. Gréfico

Figura 4.11: Menu Grafico

@ wxMaxima 13.04.2 [ DissertagSo.mnom® ] _|D|ﬂ
Arguivo Editar Célula Maxima Eguagies Algebra Calculo  Simplificar | Grafico Numérico  Ajuda

(@Edex|n0|de > o e

Formato do grafico...

Este menu permite a construcdo de gréficos em varios formatos em duas ou trés

dimensdes.

e Gréficos 2D ... Abre a janela para construir graficos 2D.

e Gréficos 3D ... Abre a janela para construir graficos 3D.

e Formato do gréfico ... Abre a janela para ajustar o formato do gréaficos.
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10. Numérico

Figura 4.12: Menu Numérico
@ wxMaxima 13.04.2 [ Dissertacio.wxm® ] ;IE' 5'

Arquivo Editar Célula Maxima Equactes Algebra Caloule Simplificar  Gréfico | Mumérico  Ajuda

.D b&J@%‘% @D‘@|@‘ I> ] |_ Alternar saida numeérica

Para float

Para bigfloat
Ajustar predsao...

O menu numérico permite alterar e ajustar o formato de saidas dos ntiimeros.

e Alternar saida numérica Alterna o formato de saida entre fracdes e

decimais.
e Para float Gera saida decimal de uma expressdao com a fungao float.

e Para bigfloat Gera saida decimal com mais precisdo em uma expressdo com

a funcao bfloat.

e Ajustar precisdo ... Abre uma janela para ajustar precisdo no nimero de

casas decimais.

11. Ajuda

Figura 4.13: Menu Ajuda

@ wxMaxima 13.04.2 [ Dissertacdo.wxm® ] _|EI|1|
Arquivo Editar Célula Maxima Equagles Algebra Caleulo  Simplificar  Gréfico  Numérico | Ajuda

(GA S X RO0EO[>0 | sew= = |

Exemplo...
Apropos
Mostar dicas. ..

Tutoriais

Informagdes do build
Relatar bug

Procurar por atualizacies

Sobre

e Ajuda do Maxima Acesso ao manual do Maxima.

e Exemplo... Mostra exemplos de uso de comando indicado.

e Apropos Abre a janela para pesquisar por comandos semelhantes ao
comando indicado.

e Mostrar dicas... Mostra dicas do Maxima.

e Tutoriais Acessa paginas na internet com informagdes do Maxima

o Informacdes do build Informacoes sobre a Versdo do Maxima.

e Relatar bug Relata erros no programa.

e Procurar por atualizacdes Verifica por atualizagdes para o software.

e Sobre Informacdes gerais sobre 0o MAXIMA



4.4 UTILIZANDO O MAXIMA

42

1. Trabalhar com o Maxima ndo exige muita experiéncia, as entradas podem ser

realizadas a partir dos menus apresentados na secdo anterior, ou podem ser

digitadas diretamente pelo usudrio na tela inicial utilizando os comandos.

2. Todas as entradas no Maxima sdo acompanhadas do simbolo %in sendo que o i

é a abreviacdo do termo inglés in (entrada) e o n identifica 0 nimero da entrada.

Da mesma forma as saidas sdo acompanhadas do simbolo %on, neste caso o é

abreviacdo do termo em inglés out (saida) e 0 n o ntimero da respectiva saida.

3. No Maxima as entradas devem ser finalizadas com ponto e virgula (;) e para se

obter

as

saidas  deve-se
teclas Shift + Enter.

pressionar

ao  mesmo  tempo

as

4. Outra opgdo para finalizar uma entrada é utilizar o simbolo $ e em seguida

pressionar simultaneamente as teclas Shift + Enter, a diferenca é que neste caso

a saida ndo é exibida, este comando pode ser ttil em casos em que as saidas sdo

muito extensas, para serem exibidas.

5. Os simbolos utilizados no software seguem a estrutura bésica de interacdo de

outros programas similares, mostrados na tabela seguinte:

Tabela 4.1: Simbolos bésicos

Funcdo

Somar

Subtrair

Multiplicar

Dividir

Poténcia

Simbolo

+

*

/

A

6. Soma O Maxima realiza somas numéricas e somas algébricas, no exemplo a se-

guir digitamos diretamente na interface do Maxima as operac¢des desejadas.

| (311) 12+13; a+b; |
(%01) 25
(%02) b+a

7. O Maxima aceita a digitagdo de vérias opera¢cdes em uma mesma entrada, desde

que sejam separadas por ponto e virgula (;) mas as saidas sdo interpretadas de

forma separada.

8. Subtracdo De modo similar, 0 Maxima realiza subtra¢des numéricas e algébricas:

| (313) 100-

47; a-b;

|

(0/003)
(0/004)

53
a—>
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15.
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. Multiplicagdo O Maxima realiza multiplicagdes numéricas e algébricas.

’(%i5) 5x15; ax*b;

(%05) 75

)
(%06) ab
i

. Divisdo O Maxima realiza divisdo nliimerica e divisdes algébricas.

| (317) 50/5; 50/3; a/b;

(%07) 10
. 50
( /008) ?
0 a
(%09) 7

Nota: O Maxima vem configurado para expressar divisdes que ndo sdo exatas
em forma de fragdes, mas podemos obter o resultado decimal alterando a saida

na janela Numérico ou utilizando a fungdo f1oat ou numer.

| (%110) 50/3, float; 50/3, numer;

(%010) 16.66666666666667
(%011) 16.66666666666667

Poténcia O Maxima calcula poténcias numéricas e expressa poténcias algébricas.

| (3112) 373; a"7;

|

(%012) 27
(%013) a”

O Maxima tem algumas constantes matematicas pré-definidas, como:

| (3i14) pi; e; pi-e;

(0/0014) /0
(0/0015) €
(%016) T —e

Acessamos tais constantes, inserindo o simbolo % antes das constantes seguidas

das func¢des float ou numer.

’(%i17) %pi, numer; %e, numer; %pi—-%e, numer; ‘

(%017) 3.141592653589793
(%018) 2.718281828459045
(%019) 0.42331082513075

O simbolo dois pontos : é usado no Maxima para atribuir valores a varidveis.

| (3120) a:4; b:3;

(0/0020) 4
(%021) 3
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16. Para visualizar o valor atribuido a varidvel, basta digitar a letra seguida do

simbolo (;) e a seguir é possivel operacionalizar com as varidveis.

| (3122) a; b; a+b;

(%022) 4
(%023) 3
(%024) 7

17. O Maxima define fungdes com o simbolo := ou com a fungdo define. E impor-

tante que toda expressdo ou fungdo matematica tenha um nome.

| (3125) f(x) :=x"3+5;

(%025) f(x):=2*+5

18. Com as fungdes definidas podemos efetuar os cdlculos atribuindo valores a .

[ (3126) £(2); £(=3); f(t+2);

(%026) 13
(0/0027) — 22
(%028) (t+2)*+5

19. Tabela com operadores relacionais

Tabela 4.2: Operadores Relacionais.

Comando | Descricao
> Maior
>= Maior ou igual
< Menor
<= Menor ou igual
= Igualdade
# Negacdo da igualdade

20. O Maxima permite a comparacdo entre nimeros, expressoes, varidveis, matrizes

com os operadores relacionais apresentados na tabela acima:

[ (3i29) x+2=7; x"2>16; x-5<6;

(%29) x+2=7
(%30) 2% > 16
(%031) 2 —-5<6




4.5 UTILIZANDO O MAXIMA NO ENSINO DA ALGEBRA

O Maxima possibilita trabalhar com diversas dreas da matematica, mas como o

foco desta dissertagdo é o ensino e aprendizagem da algebra, nos limitamos a

apresentar alguns tépicos de algebra mais comuns no Ensino Médio.

A tabela a seguir, apresenta uma lista com algumas fun¢des matematicas

suportadas pelo Maxima, desenvolvidas no Ensino Médio.

Tabela 4.3: Fung¢des Elementares.

Comando Funcdo Desempenhada

abs(expressdo) | Calcula o valor absoluto, ou o modulo se a
expressao for um nimero complexo.

sqrt(x) Calcula a raiz quadrada de x.

x"(a/b) Raiz de indice b e expoente a.

log(x) Calcula o logaritmo neperiano de x.

exp(x) Calcula a exponencial de x.

x! Calcula o fatorial de x.

sin(x) Seno de x

cos(x) Cosseno de x

tan(x) Tangente de x

asin(x) Arco Seno de x

acos(x) Arco Cosseno de x

atan(x) Arco Tangente de x

Com tais fungbes, podemos compor expressdes, equagdes e funcdes
matemadticas que exploram a matemadtica bédsica. E importante ressaltar que para

realizar atividades no Maxima, devemos digitar corretamente cada fungdo, pois o

7

Maxima é sensivel aos comandos digitados e distingue letras maitisculas de

minusculas.

4.5.1 Explorando Expressdes, Equacoes e Fun¢des no Maxima

1. Para expandir uma expressdo matematica, primeiro inserimos a expressao:

[ (311) (x-3)"4;

(%01)  (z—3)*

2. Expandimos a tultima expressdo digitada, com o menu simplificar e o

comando expandir expressao,ou diretamente através do comando expand.

| (3i2) expand(%);

(%02) 2t — 122 + 54a® — 108z + 81




46

3. Quando utilizamos os menus, os comandos aparecem acompanhados do simbolo
%. Note por exemplo, que o comando utilizado anteriormente ficou da seguinte
forma: expand (%), no Maxima o simbolo % indica que estd sendo utilizado

nesta linha o (Gltimo) resultado da saida anterior.

4. No Maxima, podemos fatorar uma expressdo com o menu simplificar,
acionando o item fatorar expressdo, ou com o comando factor. Por

exemplo vamos fatorar a expressao anterior.

| (313) factor(%); |

(%03) (x —3)*

5. O Maxima realiza simplificacdes em expressdes no menu simplificar. Apods
inserir a funcdo, escolha a opgdo simplificar expressédo ou utilize direto na

interface o comando ratsimp.

[ (314)  (2%x"2+3#x) /4+ (-x"2+x) /2+3;
2 2 3 2
(%od) =L I'x—+x 2$ +3

o]

’ (%15) ratsimp (%) ; ‘

ox + 12

( /005) 1

6. Alguns exemplos de simplificagdes trigonométricas (trigsimp), expansdo

trigonométrica (t rigexpand) e redugdo trigonométrica (trigreduce).

[ (316) (sin(2xx)+1)/2+(2-sin(2%x)) /4-1; |

sin(2z) + 1 n 2 — sin(2x)
2 4

-1

| (%17) trigsimp(%); |

sin (2 x)
4

’(6i8) cos (2*x); ‘

(%08)  cos(2x)

’ (%19) trigexpand(%); ‘

[\

(%09)  cos(z)® — sin(z)

[ (3110) sin(x)"3; |

(%010) sin(z)
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’ (%111) trigreduce (%) ;

3sin (z) — sin (3 z)

(%011) y

7. Pode-se definir equagdes com o operador relacional = e acessar os membros desta

10.

equagdo com os comandos rhs (membro direito) e 1hs (membro esquerdo).

[ (3112) eq: (x°2+3*x)/4 = (x-1)/5;
2
-1
(%012) r“+3r

4 5
[(%113) rhs(eq); |

rz—1
5
| (3114) lhs (eq); |

(%013)

% + 3z

( /0014) 1

Também é possivel realizar opera¢des matematicas (somar, subtrair, multiplicar,
dividir...), em uma equacgdo de forma facil e rapida. Observe que o Maxima reliza

a operacdo em ambos os membros da equacao.

| (3115) 20+egq; |

(%15)  5(2* 4 3z) = 4(x — 1)

[(5i16) Treq; |

x? 4+ 3z r—1

(%016) FT= e 4T

. Para resolver uma equagdo pode-se acessar o menu equag¢des em seguida

acionar resolver, ou digitar na interface o comando solve.

’ (%117) solve(eq); ‘

VAT + 11 _\/41—11]
0 YT 10

(%17) [z =

Para resolver uma equagdo trigonométrica os angulos sdo indicados em radianos.

| (%118) eql: 2xsin(x)+3=1; |

(%018) 2sin(zr)+3=1

| (3119) solve (eql); |

solve : using arc — trig functions to get a solution. Some solutions will be lost.

(%019) [z = —3]
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O Maxima fornece a seguinte informacao: Solve: Utiliza a func¢do arco trigono-
métrico para obter uma solucdo. Algumas solugdes serdo perdidas. Isto porque

o Maxima apresenta apenas uma resposta.

Para obter logaritmos, o Maxima utiliza a base natural e, isto é, o logaritmo
natural ou neperiano.

Para calcular logaritmos em base diferentes deve-se utilizar a propriedade da
1 A

mudanca de base, logz(A) = M, onde A,B,C >0e B,C # 1.
10%()(3 )

[(3120) eq2: log(x*2-3)=1; |

(%020) log(z* —3) =1

| (3121) solve (eq2); |
(%021) [z =—Ve+3,x=+Ve+3

O Maxima pode resolver sistemas de equacdes lineares, com 0 menu equagdes

e selecionando a opgdo resolver sistema linear.

Figura 4.14: Sistemas Lineares

r .
Resolver sistema linear L_Ehj

Equacdo L: E

Equacio 22 O
Resolver sistema linear [&J

MNumero de equagdes:

Equacdo 3: O

Varigveis:

O ] [ Cancelar QK ] [ Cancelar
\

Selecionando esta opgdo, aparece uma janela perguntando o ndmero de
equagdes, e ao responder a esta pergunta, clicar em OK. Aparece outra janela
para que sejam digitadas as equagdes. Apos digitar cada equagdo em sua linha,
deve-se indicar na tultima linha as varidveis separadas por virgula. Veja o
exemplo:

(%$122) linsolve ([x+y+z=6, 2+x+3xy+z=7,

dxx—2%«y—2z=T1], [x,¥,2]);

27 8 47

%022) [x =2t = —— 5= _-
(%022) [z Y TR

]
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Outro modo de resolver um sistema linear é definir as equag¢des diretamente na
interface e usar o comando 1insolve com as equagdes indicadas dentro de col-
chetes separadas por virgulas e as varidveis também devem ficar dentro de col-

chetes separadas por virgulas. Vejamos o exemplo abaixo:

(%$123) eg3: 25%a + 5«b + ¢ = 100;
eqd4: 8xa + 2+b + c = 2;
egb: 21xa + 7xb + c = 0;

(%023) ¢+ 5b+ 25a = 100
(%024) c¢+2b+8a =2
(%025) ¢+ T7b+2la=0

| (3126) linsolve([eq3,eq4,eq5], [a,b,cl);

] 248 654 630
(/0026) [(I = %76 = —g,c = —g]

O Maxima opera de modo pratico com diversos tipos de fung¢des, lembrando
que para definir uma fun¢do usamos o simbolo :=. Vejamos alguns exemplos de

fun¢des que podem ser criadas no Maxima.

(%127) £(x) := xX"3-2*xx"2+x-4;
g(x):= 3+2*sin(x/3 +4);
h(x) := sqgrt (x"2+x-23) ;

(%027) f(z):=2" 22+ 2 —4
(%028) g(z) :=3+2 sin(% +4)
(%029) h(x) :=vVa2+x—23

Atribuindo alguns valores a fungdo f = f(x). Note que se digitar os valores

da funcdo f = f(z) entre colchetes a saida aparece em forma de uma lista entre

colchetes.

| (5130) [£(1), £(-1), £(7), £(0)]; |
(%030) [—4, —8, 248, —4]

Atribundo alguns valores a fun¢do g = g¢(z), lembrando que fungdes

trigonométricas no Maxima utilizam radianos.

](%i31) [g(%pi), g(%pi/2), g(3x%pi/2), g(%pi/4)], numer;

(%031) [1.111053543313008, 1.035536005968149, 1.692712758272776,
1.199619013185573]

Atribuindo valores a fun¢do h = h(x). O valor z = 4 ndo estd no dominio real de

h = h(x), mas, o Maxima devolve um ntimero complexo.

’(%i32) [h(5), h(=-6), h(10), h(4)]; ‘
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(%032) [V7,V7,V87,V31]

4.5.2 Construido Graficos no Maxima

O Maxima permite a plotagem grafica de fun¢gdes em duas (2D) ou trés (3D)
dimensdes. No formato 2D, ainda podemos construir graficos continuos, discretos,
paramétricos e polares. Existem ainda trés opg¢des de saida para tais gréficos:
Embutido, Gnuplot e Openmath. E uma quarta opgdo neste campo, o formato Padrao,
mas selecionando esta opgdo ele plota o gréafico no formato Gnuplot. Alguns destes
formatos permitem rotacionar o grafico depois de plotado, alterando assim o dngulo
de visdo.

Vejamos alguns exemplos de gréficos todos eles construidos pelo autor, a partir
do software Maxima:

1. Graéficos em 2D: Para plotar este tipo grafico, devemos acessar o menu graficos

e optar por: Graficos em 2d, para ver uma janela na forma:

Figura 4.15: Janela de Gréficos

("Grafico 20 )
Express3o(fes): %l Especial
Varigvel: x De: -5 Para: 5 escala logaritmica
Varidvel: v De: 0 Para: O escala logaritmica
Marcacies: 10 =
Formato:  padréo A
Opgles: -
Arquivo: @
Cancelar

2. Para concluir esta operagdo existem duas opg¢des: no primeiro campo colocamos
uma funcdo previamente definida com o seu nome ou digitamos a fungdo
diretamente neste campo. Depois, defina a varidvel, o intervalo e o formato e
clique OK. Vejamos os graficos de f=f(z), g=¢(x) e h=h(z) ja definidas antes.

Grafico da fungdo f = f(z), no intervalo [—5, 5], no formato openmath.

(%11) plot2d([f(x)],[x,-5,5], [plot_format, openmath])
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Figura 4.16: Grafico de f = f(x)

@ ¥maima: : Plot2d (===
XEEPES (2)
X*3-2%x"2+x-4

40

-40

(2.37823,-209.023)

Grafico da fungado g = g(z), no intervalo [—4m, 47|, no formato gnuplot.

(%12) plot2d(lg(x)], [x,-4*%pi,4*%pi],
[plot_format, gnuplot])

Figura 4.17: Grafico de g = g(x)

& Gruplot (window id: 0) (=@ =]
Hlrgeaaaln?

5 T

4.5 —

2*sin(x/3+4)4+3
w
T

-10 -5 0 5 10

-4.24664, 0391210

Griéfico da func¢ao h = h(z), no intervalo [5, 10], no formato embutido.

($13) wxplot2d([h(x)], [x,5,10])




Figura 4.18: Grafico de h = h(z)

sqri(x* 2+x-23)

[ T N & | B = B = (= R

10
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Nos dois primeiros exemplos, o Maxima plotou os gréficos em uma janela

alternativa, em um ambiente fora de sua interface, mas no formato embutido ele

plotou o grafico em sua interface de navegacéo.

3. Gréficos em 3D: Para plotar este tipo de grafico o procedimento é analogo ao

anterior, basta selecionar a op¢do Grafico em 3Dnomenugraficos,edigitar

a funcdo, escolher a variavel e o intervalo. Veja um exemplo de grafico 3D no

formato Gnuplot que permite a rotagdo do grafico apds a sua plotagem.

Grafico da fungado f(x) = xsen(x), no intervalo [0, 27| no formato Gnuplot.

[plot_format,gnuplot])

(%14) plot3d(xxsin(x), [%x,0,2x%pil, [y,—-5,5],

Figura 4.19: Graficos em 3d

& Gnuplot (window id : 0)

Hlreeeaaaln?

AN
TR

B

[ S RN R~

Mg,
N :
Y l”’f’f{”llllll%’

[S @ |[=] || E& cnuplot twindow id: 0)

Hlreaaalnr?

X . sin(x)

L7

S

view: 110,000, 42,0000 scale: 1.00000, 100000

wview: 83.0000, 170000 scale: 1.00000, 1.00000
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4.5.3 Numeros Complexos e Equag¢des Algébricas

O Maxima é excelente para operar com ntimeros complexos, para isto usamos
o simbolo %i que gera a parte imagindria de um nimero complexo. Da mesma forma
que ocorre com as expressoes reais podemos desenvolver cdlculos numéricos e algébri-

cos. Apresentamos alguns comandos relevantes no trabalho com ntimeros complexos.

1. O simbolo : (dois pontos) é usado para definir varidveis e equagdes, e também
para definir nimeros complexos.

’(%il) w: atb*%$i; v: c+d*x%i; z: 2+3%x%1i; t: 3+4x%1i; ‘

(%01) ib+a
(%02) id+c
(%03)  3i+2
(%04) 4i+3

2. Para obter a parte real e a parte imagindria de um nimero complexo devemos
acionar o menu simplificar, em seguida o submenu Simplificagédo
complexa e escolher ositens Obter parte real paraobter a parte real de um
nimero complexo e Obter a parte imagindria para obter a parte
imagindria de um nimero complexo, veja o exemplo a seguir.

’ (%15) realpart(w); realpart(z),; imagpart(v); imagpart (t); ‘

—~

oY

o

N |
~— N ~—~
A~ QL N2

3. As operacgdes basicas de adigdo e subtracdo de complexos podem ser realizadas:

’(%i9) wt+v; z+t; w-v; z-t; ‘

(%09) id+c+ib+a
(%010) 7i+5

(%011) —id—c+ib+a
(%012) —i—1

4. Multiplicagdo e divisdo de ntimeros complexos.

[ (5113) z+t; |

(%013) (3i + 2)(4i + 3)

[(%114) expand (%) ; |

(%014) 17i—6 |
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| (3115) z/t; |

31+ 2
41+ 3

(%015)

’(%il6) rectform (%) ; ‘

o 7 18
(%) %—F%

. Caso seja cansativo escrever o ntimero i dessa forma, podemos associar este

numero a letra I, da seguinte forma:

($199) I: %1

As poténcias de i sdo periddicas, de periodo igual a quatro.

($i17) [T1~0, I~1, 1~2, 1I~3, 1*4, I"5, I"6, I"7, I"8, I"9];

(%017) [1,4i,—1,—i,1,i,—1,—i,1,1]

Para obter o conjugado complexo de um nliimero usamos o comando conjugate.

’ (%118) conjugate (w); conjugate(z);

(%018) a — ib
(%019) 2 — 3i

Existem muitas equacdes que ndo possuem raizes reais, mas se a equacdo
estiver sendo resolvida no conjunto C dos ntimeros complexos o Maxima possui

ferramentas para obter tais raizes.

. Vamos tentar resolver a equagdo z + 16 = 0 sobre o conjunto dos ntimeros reais

e depois sobre o conjunto dos ntiimeros complexos.

Para resolver esta equacdo, definimos a mesma no Maxima, lembrando que eq:

serd o nome da equacdo a ser definida.

[ (3120) eq: x"2+16=0;

(%020) z*+16=0

Para resolver esta equagdo no conjunto R dos niimeros reais, usamos o menu
equacgdes comaopgdoRaizes do polindmio (real),ouusamoscomando

realroots, observe que o conjunto solugdo encontrado é vazio.

’ (%121) realroots (eq);

(0/0021) [ ]
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Agora, vamos resolver esta equagdo no conjunto dos complexos, com o menu
equacbes, opgdo Raizes do polindmio, oucom o comando allroots, que

obtém todas as raizes reais e complexas. Em C esta equacdo possui duas raizes.

’ (%122) allroots (eq);

(%022) [r=4.04i,2 = —4.01]

O Maxima oferece intimeras possibilidades de trabalho com polinémios. Para

definir um polindmio utilizamos o simbolo : (dois pontos). Veja os exemplos:

(%$110) P: (m+3)*x"3+ (n—-2) *»x"2+ (p—1) »x+qg;
M: 3%x"3+2xx"2-3*x+13;

(%010) (m +3)z* 4+ (n —2)2* + (p— 1)z +¢
(%011) 32® + 22% — 3z + 13

Para acessar os coeficientes de um polindmio usamos o comando coeff e em
seguida entre parentéses especificamos o polindmio, a varidvel e o seu grau,
todos separados por virgulas, digitando a linha entre colchetes obtemos as
saidas em forma de lista, também entre colchetes.

(%1il1l6) C: [coeff(P,x,3), coeff(P,x,2), coeff(P,x,1),
coeff (P,x,0)1;

(%016) [m+3,n—2,p—1,¢q|

Podemos obter valores para (m, n, p, ¢) para que o polindmio P, seja nulo, usando

o comando solve. Veja um exemplo.

](%izz) solve (C, [m,n,p,q]);

(%022) [[m=-3,n=2,p=1,q=0]

Para trabalhar com valores numéricos, os polindmios devem ser definidos com o

simbolo :=. Veja os exemplos seguintes.

’ (%12) P(X) :=4*x"3+6*x"2-x+10; M(X) :=x"2-x+2;

(%02) P(x):= 42”4+ 62> — 2 + 10
(%03) M(z) =2 —x+2

Para obter o valor numérico do polindmio para algum z, basta substituir no po-
lindmio. Veja alguns exemplos para P = P(z) e M = M (x).

[(51i4) [P(-1), P(3), P(5)]; [M(2), M(7), M(-3)]; |

(%04) [13,169, 655
(%05)  [4,44, 14]
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18. Pode-se somar e subtrair polindmios utilizando os operadores basicos.

[ (316) P(x)+M(x); P(x)-M(x);

(%06)  4x® + Ta® — 2z + 12
(%07)  4a® + 5x? + 8

19. A multiplicacdo de polindmios pode ser realizada a partir do operador bésico
para a multiplicagdo, e em seguida expande-se a expressao.

| (318) P (x)+M(x); expand(%);

(%08) (2 — z + 2)(42® + 62* — z + 10)
(%09)  42° + 22* + 2° + 2327 — 122 4+ 20

20. Dividimos polindmios, acessando o menu Calculo e Dividir polindmio.

Aparece uma janela para digitar os polindmios ou usamos o comando divide.

Figura 4.20: Divisdo de Polindmios

[ Dividir =)

Polinémio 1:

Polindmio 2:

oK I [ Cancelar

No primeiro campo deve ser digitado o dividendo e no segundo o divisor.

[(%i2) divide (P (x), M(x)); |

(%010) [4z + 10,z — 10]

A resposta obtida esta em colchetes, separada por virgula, a primeira expressao
é o quociente da divisdo e a segunda é o resto.
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5 ATIVIDADES

Considerando o vasto campo de estudo da algebra, citado anteriormente, julga-
se invidvel nesta dissertacdo tentar discutir todos estes contetidos. Assim optamos por
selecionar um contetido em cada ano do Ensino Médio, para construir esta proposta.
Exibimos uma alternativa para o ensino de algebra a ser desenvolvida no software

Maxima, com suporte da teoria de registros de representa¢des semioticas.

Para o primeiro ano do Ensino Médio, trabalhamos com fun¢des do segundo
grau, no segundo ano selecionamos as fun¢des trigonométricas compreendendo seno

e cosseno, e no terceiro ano, fungdes polinomiais e equagdes algébricas.

As atividade elaboradas, de maneira a proporcionar aos alunos condicdes de
explorar as trés etapas primordiais dentro da teoria de registros de representacdes

semidticas: Formacgao, Tratamento e Conversao.

Consideramos as limitacdes em relacdo ao nivel do contetido abordado nas
atividades que cada série do Ensino Médio impd&e, assim procuramos contextualizar e

explorar o maior niimero possivel de registros de representacdes.

Desta forma, espera-se contribuir no sentido de reduzir as dificuldades no

processo de transicdo entre o pensamento aritmético e o pensamento algébrico.

Sobre isso, Ponte, Branco e Matos (2009) [12] comentam que muitos estudos
sdo realizados no ensino da matematica para apontar as dificuldades no processo de

transicdo da aritmética para a algebra, destacando as causas principais do problema:

e Ver a letra como representando um nimero ou um conjunto de
nameros,

e Pensar numa varidvel como significando um ntimero qualquer,
e Atribuir significado as letras existentes numa expressao,

e Dar sentido a uma expressao algébrica,

e Passar informacao da linguagem natural para a algébrica,

e Compreender as mudangas de significado, na Aritmética e na
Algebra, dos simbolos + e = e, em particular, distinguir adicao
aritmética 3 + 5 da adigdo algébrica = + 3. (pg. 74, 75)

Pelas dificuldades elencadas acima e conhecendo o potencial que o software
Maxima tem para trabalhar com tais elementos da éalgebra, desenvolvemos as

atividades seguintes para aplicacdo no Ensino Médio.
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6 APLICANDO O SOFTWARE MAXIMA NO ESTUDO DE FUNCOES QUADRA-
TICAS

1. Pablico Alvo: Alunos cursando o primeiro ano do Ensino Médio.

2. Objetivo: Aprofundar o estudo de fung¢des do segundo grau mediante a
resolucdo de atividades previamente selecionadas, com base na teoria de regis-
tros de representagdes semiéticas, ou seja atividades que explorem os processos

de formacdo, tratamento e conversao.

3. Tempo: O tempo previsto para esta atividade é de 4 aulas, divididos entre

introducdo ao software e resolucdo das atividades propostas.

4. Resumo Teérico: Fun¢des do Segundo Grau.[']
(a) Expressao matematica: A fun¢do f : R — R definida por
f(z) =ax® + bz +c

cujo dominio é o conjunto dos niimeros reais e o contradominio é o conjunto
dos ntimeros reais, e a, b e ¢ sdo constantes reais, com a # 0, sio denomina-

das fung¢des quadréticas, ou func¢des polinomiais do segundo grau.

(b) Nos casos em que o dominio é R e as constantes citadas sdo todas reais, o

grafico da fun¢ado é uma parébola.

Figura 6.1: Pardbola

y

x

Fonte: do autor

(c) O nimero denotado pela letra maitiscula grega Delta(A) e definido pela

expressdo A = b* — 4ac é denominado discriminante da fungdo trindmia.

(d) Em todos os casos, o gréfico intersepta o eixo y (das ordenadas) em (0, ¢).

IContetddo adaptado do livro Anglo[9]
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(e) Em todos os casos, o vértice da pardbola é o ponto V' = (z,,y,), onde

—b —-A

v=757_ € v T T -
v 2a Y 4a

(f) A relagado
f(x)=az®+bx+c

onde a, b e c sdo constantes, com a # 0, é a forma padrdo de represen-
tar algebricamente uma fun¢do quadrética, que é muito usada em estudos

quantitativos.
(g) Esta relagdo pode ser escrita na forma:

R A

2a 4a

denominada forma canénica.
(h) Estudo da funcao:

i. Se a > 0, a concavidade da pardbola tem o sentido do eixo y. O vértice

corresponde ao ponto minimo da funcgéo.

Figura 6.2: Ponto minimo

y

x

Fonte: do autor

ii. Se a < 0, a concavidade da parabola tem o sentido oposto do eixo y. O

vértice corresponde ao ponto méximo da funcgéo.

Figura 6.3: Ponto méaximo

x

y

a<o0

Fonte: do autor
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iii. Se A > 0, a pardbola intersepta o eixo = nos pontos distintos (z1,0) e
(x2,0), onde:

b+ VA _ —b-VA

B 2a ¢ 2a

xrq Tg =
Quando isso acontece, podemos escrever f(z) = a(x — z1)(z — 23).

Figura 6.4: Duas raizes reais distintas

X
9 xry

Fonte: do autor

iv. Se A = 0, a parabola é tangente ao eixo = no ponto V(z,,0), onde

To = o Nesse caso, podemos escrever f(z) = a(x — z,)>.

Figura 6.5: Raiz dupla

v
Ty ¥

Fonte: do autor

(i) Se A < 0, a pardbola ndo intersecta o eixo x. Nesse caso, para todo x real,

f(z) tem o mesmo sinal que a constante a.

Figura 6.6: Ndo existe raiz real

4 y

Fonte: do autor

Nas se¢Oes a seguir serdo apresentados vérios graficos que foram construidos

pelo autor a partir do software Maxima.
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6.1 ATIVIDADE 1: MAXIMIZANDO A PRODUCAO DE CANA-DE-ACUCAR

O 6xido de potéassio, denotado por K,0, é um nutriente usado para melhorar a
producdo em lavouras de cana-de-agticar. Em determinada regido, foram testadas trés
dosagens diferentes do nutriente e, neste caso, a relacdo entre a produgdo de cana e a
dosagem do nutriente se deu conforme mostra a tabela a seguir.

Tabela 6.1: Dados da atividade 1.

Dose do nutriente (Kg/ha) | Producdo de cana-de-agucar (ton/ha)
0 42
70 56
140 61

Fonte: Vestibular da UEL[16].

Considerando que a producdo de cana-de-agticar por hectare, em fun¢do da
dose de nutriente pode ser descrita pela fungéo real definida por y(z) = az? + bz + ¢,
obtenha a quantidade de nutriente por hectare que maximiza a produgdo de cana-de-
agucar e construa o gréfico desta fungdo. [?]

Na resolugdo desta atividade devemos podemos seguir o roteiro a seguir.

1. Determinar os valores de a, b e c e obter a expressdo que representa algebrica-

mente a funcdo.
2. Verificar se a expressdo obtida estd correta calculando y(0), y(70) e y(140).

3. Explorar a fungéo para mais alguns valores para compreender 0 seu comporta-
mento.

4. Construir o grafico da fungéo.

5. Calcular a quantidade x que maximiza a produgéo e o valor maximo produzido.

6.1.1 Pauta de Resolucao da Atividade 1

1. Iniciar o software Maxima.
2. Definir a func¢do y = y(x) utilizando o simbolo:=

3. Cliqueno menu Equacdes, emseguida cliqueem Resolver sistema linear,

escolha o nimero de equagdes e defina as equagdes utilizando : e clique em OK.

4. Utilizando : defina os valores de a, b e ¢ obtidos no item anterior.

2Questao de vestibular da UEL, adaptada [16]
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Verifique a validade da expressao, calculando y = y(z) nos valores fornecidos no

enunciado e a seguir explore outros valores de y = y(z).

Clique no menu Graficos a seguir em Graficos 2d... e construa o grafico

da funcdo y = y(z).

Calcule o ponto de maximo da fungdo P = (z,, y,).

6.1.2 Resoluc¢do da Atividade 1

1. Para iniciar a resoluc¢do deste problema, vamos definir a fun¢do y = y(x).

y(x) : a*x"2+b*x+c;

(%01)  y(z) := azx® + br +c

2. Pela tabela, pode-se concluir que y(0) = 42, y(70) = 56 e y(140) = 61. Vamos
substituir estes valores na fungao pré-definida e usar a opgao resolver um sistema

linear com as equagdes eql, eq2 e eq3, para obter os valores de a, b e c.

(%12) linsolve(legl: y(0)=42,
eqg2: y(70)=56,
eg3: y(140)=61], [a,b,cl);
9 37
%02) [a=—— b= =42
(%02) o= —5g550 = 1307 ¢ = 4

3. Calculamos a fungdo y

y(x) em alguns valores para verificar o seu

comportamento.
[ (314) [y(0), y(70), y(140), y(210), y(280), y(350)];
(%04) [42,56,61,57,44, 22]

Q1 W~

. A funcdo obtida satifaz aos valores fornecidos na tabela original.

. Notamos uma variagdo nos valores de y = y(z) que inicialmente cresce quando

x cresce e a partir de um certo valor comeca a decrescer enquanto x cresce.

. Para entender melhor o comportamento desta fun¢do, plotamos o seu grafico,
observando que, neste caso, ndo faz sentido um valor de x menor que zero, pois

trata-se de uma dosagem de nutrientes a ser aplicada.

. Para construir o grafico, vamos usar o intervalo 0 < z < 350, ainda na janela
Grafico 2dpodemos selecionar no campo opgdes o comando set grid, que

insere uma grade que auxilia na visualiza¢do dos resultados obtidos.

(515) plot2d([y(x)], [x,0,350],

[gnuplot_preamble, "set grid;"])
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Figura 6.7: Gréfico da fung¢do y = y(z)

@Gnuplot[wmdowid:ﬂ] o || =@ | &
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8. Analisando o gréfico da figura 6.7, podemos estimar o ponto méximo atingido
pela funcdo, mas, para um resultado mais preciso, devemos calcular z, e y,, que
sdo coordenadas do vértice da curva y = y(z).

’ ($16) x_v: -b/(2xa); vy_v: —(b"2-4xa=*c)/ (4+*a);
1295
(%06) o
4393
%07) ——
(%07) =5

9. Escrevemos as coordenadas deste ponto com os seus valores decimais.

‘(%ig) X_V, numer; y_v, numer;

(%08)  143.8888888888889
(%09) 61.01388888888889

6.2 ATIVIDADE 2: LUCRO MAXIMO DE UMA EMPRESA DE COSMETICOS

A empresa RMS Cosméticos vende um determinado produto, cujo custo de
fabricagdo de z unidades é dado por 322 4 232 e o seu valor de venda é expresso por
180z — 116. A empresa vendeu 10 unidades deste produto, e teve um lucro de R$
1.152,00. Contudo, esta empresa deseja saber quantas unidades precisa vender para
obter um lucro maximo. Qual é a quantidade maxima de unidades a serem vendidas

pela empresa RMS para obter o maior lucro? [°]

3Questdo adaptada do ENEM [17]
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Para resolver este problema, devemos:

1. Definir a fung¢éo lucro L = L(x).

Calcular o valor de L(10).

Explorar a fung¢do para mais alguns valores para verificar o seu comportamento.
Construir o gréfico de L = L(x)

Calcular a quantidade maxima a ser vendida para obter o maior lucro.

SANEN U T

Calcular o lucro maximo a ser obtido.

6.2.1 Pauta de Resolucao da Atividade 2

1. Iniciar o software Maxima.
Definir a fungdo L = L(z) utilizando o simbolo :=

Comomenu Simplificagdes,iremos Simplificar a expresséo.

LN N

Verifique a veracidade da equagdo, calculando L(xz) para « = 10, explore a fungao
calculando mais alguns valores de L(z).

o

ComomenuGraficos,opcdoGraficos 2d. .., obteremos o graficode L=L(x).

6. Calcule o ponto de maximo da fun¢ao (., y,).

6.2.2 Resolugdo da Atividade 2

1. Se a expressdo do valor de custo é C(z) = 3z* + 232 e a expressdo do valor de
venda é V' (z) = 180x—116, o lucro pode ser expresso da forma L(z) = V(z)—C(x)

para compor esta expressdo, e, em seguida expandir a mesma.

| (%11) L(x):= (180%x-116)—(3*x"2+232);

(%01)  L(x) :=180x — 116 — (32* + 232)

2. Com o comando ratsimp do Maxima, obtemos a simplificagdo:

| (3i2) ratsimp(%);

(%02) L(x):= —32* + 180z — 348

3. Para verificar se esta fungdo satisfaz aos valores usados para L(10), basta calcular

este e mais alguns valores para esta fungao.

’(%i3) [L(10), L(15), L(20), L(25), L(30), L(35), L(40)]; ‘

(%03)  [1152,1677,2052,2277,2352, 2277, 2052 ‘
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4. Como esperado, L(10) = 1152. Analisando os valores obtidos, podemos verificar

que para algum valor de x maior que 30 a func¢do deixa de ser crescente.

5. Vamos construir o gréfico da funcdo L = L(z), e como estamos tratando de

produgdo, ndo faz sentido admitir valores de + menores do que zero.

(%$14) plot2d([L(x)]1, I[x,0,607,
[gnuplot_preamble, "set grid;"], [nticks,15])

Figura 6.8: Grafico da fungdo L = L(x)
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6. O grafico da fun¢do L = L(z) permite uma boa estimativa para a quantidade a ser
vendida para a obten¢do de um lucro maximo, mas, para se ter certeza, devemos

determinar namero de vendas z, e o respectivo lucro maximo y,,.

7. Os valores de a, b e ¢ sdo obtidos através do comando coeff, para identificar os

coeficientes que aparecem na func¢do e em seguida obter estes valores.

(%15) [a: coeff (L(x),x,2),
b: coeff(L(x),x,1),
c: coeff(L(x),x%x,0)];

(%05)  [—3, 180, —348]

| (316) x_v=-b/(2xa); y_v=-(b"2-4*axc)/(4*a);

8. Como os valores de a, b e ¢ ja estdo na memoria do computador, podemos obter
as coordenadas do ponto de maximo de L = L(x).

(%06) x, =30

(%07) 1y, = 2352
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6.3 ATIVIDADE 3: PREJUIZO COM UMA PEDRA PRECIOSA

Pedro tinha uma pedra semipreciosa, cujo valor de mercado, em reais, é
numericamente igual ao quadrado da massa da pedra, em gramas. Ele colocou a
pedra em uma balanga, para constatar que a massa dela era de 40 gramas. Ao
guardar a pedra, ela caiu e quebrou em dois pedagos. Dados que um dos pedagos tem
massa igual a x e que a soma dos valores dos pedacos é S, obter a expressdo de S em
funcdo de z, em seguida estimar o valor de S para que o prejuizo de Pedro seja
maximo. [*]

Vamos resolver este problema com as etapas:

1. Obter a fungdo S = S(z) que representa o valor da pedra.

2. Obter o Dominio da fungdo S = S(z) e construir o seu grafico.

3. Calcular a medida » da massa para a qual o prejuizo é maximo e obter este

valor.

6.3.1 Pauta de Resolucao da Atividade 3

1. Iniciar o software Maxima.
2. Definir a fungdo S = S(x) utilizando o simbolo :=
3. Comomenu Simplificac¢des, opgdo Simplificar expresséo.

4. Clique no menu Graficos a seguir em Graficos 2d... e construa o gréfico
da fungao S = S(x).

5. Definir os coeficientes a, b e c utilizando o comando coeff.

6. Calcular o ponto de minimo da fungdo P = (z,, ¥,).

6.3.2 Resolucdo da Atividade 3

1. Pelas informacgdes, temos dois pedacos de pedra, um com massa de peso z e outro
com massa 40 — z, pois a massa inicial da pedra era 40 gramas. Como o valor é
proporcional ao quadrado da massa, um pedaco vale x? e o outro vale (40 — z)?,

assim, temos a fun¢do soma S = S(z):

[ (311) S(x):= x"2+(40-x) "2;

(%01)  S(x) :=2* + (40 — 1)?

*Questao do liviro ANGLO, adaptada[9]
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2. Vamos expandir o resultado algébrico:

’(%iZ) ratsimp (%) ;

(%02)  S(x):=2z* — 80z + 1600

3. Construimos o gréfico, sobre o dominio [0, 40].

($16) plot2d([S(x)], [x,0,40],
[gnuplot_preamble, "set grid;"])

Figura 6.9: Grafico da Fungdo S = S(z)
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4. O prejuizo é maximo quando a fungdo atinge o seu valor minimo, algo préximo
do valor 20.

(%18) [a: coeff (S(x),X%x,2),
b: coeff(S(x),x,1),

c: coeff(s(x),x,0)];

(%08)  [2,—80, 1600]

5. Usando estes valores, vamos obter os coeficientes e calcular o ponto de minimo

da fungdo e o valor minimo assumido pela fungéo.

’(%i9) x_v=-b/ (2%a); y_v=—(b"2-4xaxc)/ (4xa);

(0/009) Ty = 20
(%010) y, = 800
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6.4 ATIVIDADE 4: UMA AREA MINIMA

Na figura seguinte, tem-se um quadrado inscrito em outro quadrado.

Figura 6.10: Quadrado dentro de outro quadrado

X 8-x

Fonte: Vestibular PUC/Campinas [18]

Pode-se calcular a drea do quadrado interno, subtraindo da 4rea do quadrado
externo as dreas dos quatro tridngulos. Assim, verifica-se que a drea é uma fungdo da

medida z. Qual é o valor minimo dessa area?[’]

Para obter a solugdo podemos seguir as etapas:

1. Obter a fungdo A = A(x) que representa a drea do quadrado interno.
2. Obter o Dominio da fungdo A = A(x) e construir o seu gréfico.

3. Determinar o valor minimo de A = A(x).

6.4.1 Pauta de Resolucao da Atividade 4

. Iniciar o software Maxima.

. Digitar rat simp e entre parenteses a expressao da area.

1

2

3. Definir a fun¢do A = A(z) utilizando o comando define.

4. Calcular alguns valores de A = A(x) para analisar o comportamento da funcao.
5

. Com o menu Graficos, opgdo Graficos 2d... e construa o grafico da
fungdo A = A(x).

6. Calcule o ponto de minimo da fun¢do P = (z,, yu)-

>Questao de vestibular PUC/Campinas, adaptada [18]
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6.4.2 Resolug¢do da Atividade 4

1. Seguindo as orientagdes, vamos escrever a drea do quadrado interno como a area
do quadrado externo subtraida da 4rea dos quatro tridangulos.

2. De acordo com a figura 6.10, o lado do quadrado externo mede 8 unidades, e os
tridangulos sdo todos congruentes e suas bases medem 8 — x e a altura mede .

3. A édrea A=A(l) de um quadrado cujo lado mede [ é dada por A(l)=I? e a area
A=A(b, h) de um tridngulo cuja medida da base é b e a medida da altura % é dada

por A(b, h)=bh/2, definimos a expressdo algébrica da area utilizando o Maxima

| (3i1) ratsimp (872 — 4« (xx(8-x))/2);

(%01) 2x° — 162 + 64

4. Usamos o comando define para definir a fungdo de drea do quadrado interno
A = A(z) em funcdo de z.

](%12> define (A (x), %);

(%02)  A(z) := 22* — 162 + 64

5. Calculamos alguns valores de A = A(z) para analisar o seu comportamento.

[(%13) [a(1l), a(2), a(3), a(4), a(5), a(6)]; |
(%03)  [50,40, 34,32, 34, 40]

6. Os valores decrescem até um ponto e depois voltam a crescer, sendo que alguns

valores se repetem. O grafico fornece uma visao mais ampla da situagao.

7. Construimos o grafico, observando que os valores de z estdo muito bem
definidos, pois sdo valores com medidas em que o valor minimo pode ser

atingido pelo 0 e o valor maximo pelo 8, ou seja, 0 < z < 8.

(514) plot2d([A(x)], [x,0,8],
[gnuplot_preamble, "set grid;"])

Figura 6.11: Grafico da Fun¢do A = A(x)
[ Gruplot (window id : 0) ===
Hleue@aaln?

65 T

386253, 24.7818




10.

11.

70

Este grafico fornece uma boa estimativa do valor de = para que a 4rea seja minima

e o valor minimo desta funcéo.

. Exibiremos os coeficientes e obteremos os valores de x, e de y,, que representam

as coordenadas do vértice da parabola.

(%15) [a: coeff(A(x),x,2), b: coeff(A(x),x,1),
c: coeff(A(x),x,0)]1;

(%05)  [2,—16,64]

Como os valores de a, b e ¢ ja estdio na memoria do computador, obtemos as

coordenadas do vértice da curva y = A(z).

| (316) x_v= -b/(2xa); y_v= -(b"2-4xaxc)/(4*a);

(0/006) Ty = 4
(0/007) Yy = 32

Como estava previsto, o valor minimo da fungdo A = A(x) é 32 unidades de area,

e isto ocorre quando = = 4.

6.5 ATIVIDADE 5: CONSTRUCAO DE UMA POUSADA

Para construir uma pousada, deve-se cercar trés lados de um terreno situado

as margens de um rio, para que ele fique com a forma retangular, conforme a figura:

Figura 6.12: Cerca da pousada

y

Fonte: Projeto Medicina [13]

Cada metro da cerca paralela ao rio custa R$12,00, das cercas perpendiculares

ao rio custam R$8,00 e o proprietario gastara R$3.840,00, na construgéo total da cerca.
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Construa a fungdo (e também o seu gréfico), indicando a 4rea do terreno, em funcdo da

medida z, e obtenha as dimensdes do terreno para que a sua drea seja méaxima. [°]

Usaremos a seguinte sequéncia para resolver o problema:

1. Definir a expressdo do valor gasto na construgdo da cerca.
Definir a expressdo da drea em fungédo de z.

Determinar o dominio da fung¢do e construir o grafico da mesma.

NS

Determinar a drea maxima.

6.5.1 Pauta de Resolucao da Atividade 5

1. Iniciar o software Maxima.
2. Definir a expressao do perimetro.

3. Clicar no menu equag¢des, em seguida clicar em Resolve... e resolva a

equacdo anterior na varidvel y.

4. Digitar expand entre parenteses a expressdo da drea, substituindo o valor de y

obtido no item anterior
5. Definir a fungdo t(x) utilizando o comando define.

6. Clique no menu Graficos a seguir em Graficos 2d... e construa o grafico
da fungdo 7' = T'(x).

7. Definir os coeficientes a, b e ¢ utilizando o comando coeff.

8. Calcule o ponto de minimo da fungédo (z, y,).

6.5.2 Resolucao da Atividade 5

1. Analisando a figura, observamos que o perimetro da cerca mede p = 2z + v.
Usando o Maxima, podemos substituir o valor p = 3840 para obter uma equagéo:

| (311) eq: 3840=8x2+x+12xy; |

(%01) 3840 = 12y + 16z \

2. Resolvendo a equagdo eq na varidvel y obtemos:

[(%i2) solve(leql, [yl); |

]

4z — 960

(%02) [y = 3

®Questao de vestibular UFG, adaptada[13]
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3. A érea do terreno pode ser representada pela expressdo 1" = zy, substituindo o

valor de y obtido e expandindo esta expressdo em fungdo de = segue que:

| (313) expand (x* (- (4%x-960)/3));

4 2
(%03) 320z — %

4. Definimos a fun¢do com o comando define do Maxima:

) ;

o\

| (314) define(T(x),

4 2
(%0d) T(x):= 320z — %
5. O dominio da fung¢do 7' = T'(x) seré o intervalo [0, 240]:
($15) plot2d([T(x)1,I[x,0,2407],

[gnuplot_preamble, "set grid;"])

6. O gréfico desta funcdo tem a forma:

Figura 6.13: Gréfico da Fungdo 7" = T'(z)
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7. Agora, vamos obter os coeficientes de T' = T'(z):

(%106) [a: coeff(t(x),x%x,2), b: coeff(t(x),x,1),
c: coeff(t(x),x,0)]1;

4
(%06)  [~.320,0]

8. Finalmente, obtemos as coordenadas do vértice da parabola, que é ponto de

maximo da funcao, utilizando os valores de a, b e ¢:

| (317) x_v=-b/(2xa); y_v=-(b"2-4*axc)/(4*a); |

(%07)  x, = 120
(%08) 1y, = 19200
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7 APLICANDO O SOFTWARE MAXIMA NO ESTUDO DE FUNCOES TRIGO-
NOMETRICAS

1. Pidblico Alvo: Alunos cursando o segundo ano do Ensino Médio.

2. Objetivo: Aprofundar o estudo das Fungdes Trigonométricas seno e cosseno,

mediante a resolugdo de atividades previamente selecionadas, com base na teoria

de registros de representagdes semidticas, ou seja atividades que explorem os

processos de formagdo, tratamento e conversao.

3. Tempo: O tempo previsto para esta atividade é de 4 aulas, divididos entre

introducdo ao software e resolucdo das atividades propostas.

4. Resumo Teérico: Func¢des Trigonométricas - Seno e Cossenol']

(a)

(b)

Toda fungdo trigonométrica é peridédica. Uma fungdo f = f(z) é
denominada periédica com periodo p se seu dominio contém z + p sempre
que contém z, e se f(x) = f(xz + p) para todo x. Em outras palavras se
conhecemos o grafico de uma fungdo periédica em um determinado
intervalo de seu dominio, conhecemos automaticamente seu grafico em todo

dominio.

Na circunferéncia trigonomeétrica, cada ntiimero real =, tem uma imagem em
um unico ponto, extremidade do arco trigonométrico de z rad, e esse ponto
tem coordenadas (cos(z),sen(x)). Assim, podemos estabelecer fungdes em
subconjuntos de R e com valores em sen(x) e cos(z).

Figura 7.1: Circunferéncia trigonométrica

Fonte: do autor

!Contetido adaptado do livro Anglo[9]
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(c) A fungdo seno é uma func¢do que associa a cada ntimero real z, que é a

ordenada do ponto M, imagem de x na circunferéncia Trigonométrica.

Figura 7.2: Valor do seno na circunferéncia trigonométrica

M = (cos(x),sen(z))

Fonte: do autor

Entdo pode-se definir a fungdo seno:

f:R—=R e f(x)=sen(x)

Assim:
e Dominio: D =R
e Conjunto Imagem: Im = [—1, 1]

Figura 7.3: Circunferéncia de raio unitdrio
Y

Fonte: do autor
De fato, sendo o raio da circunferéncia trigonometrica igual a 1, temos:
—1 <sen(z) <1

e Para esbogar o grafico, basta conhecer os valores dos senos dos valores

reais associados aos arcos noétaveis e pontos dos eixos, pois as
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propriedades da simetria permite a constru¢do do grafico nos demais

quadrantes.

Figura 7.4: Simetria dos valores dos senos

T
27 2 s
3’ﬁ ? § T
5m E
VAN AN
s 0

m N\ N/ lin
6

< é ; > 6
T
47 5 4

E 3

2

-

=~ g

Fonte: do autor

e Colocando os pares (x,sen(z)) da circunferéncia trigonométrica em um
sistema de coodenadas cartesianas e unindo esses pontos temos uma

parte do grafico da fungdo seno, ou, ainda parte da curva senoide.

Figura 7.5: Curva senoide

Yy

1 4

0 /
0 ™2 i 3m/2 21 T

_1 -

Fonte: do autor

e Periodo: observe que o periodo da fungédo seno é de 27, isto é
sen(z) = sen(x + 2m)

para todo x € R.

(d) A funcdo cosseno é uma funcdo que associa a cada ntimero real z, que é a

abscissa do ponto M, imagem de z na circunferéncia trigonométrica.
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Figura 7.6: Valor do cosseno na circunferéncia trigonométrica
v

M = (cos(x),sen(z))

Fonte: do autor

Entdo pode-se definir a func¢do cosseno:
f:R—=R e f(z)=cos(x)

Assim:
e Dominio: D =R

e Conjunto Imagem: Im = [—1, 1]

Figura 7.7: Circunferéncia de Raio Unitério

Y

Fonte: do autor

De fato, sendo o raio da circunferéncia trigonometrica igual a 1, temos:

—1 <cos(z) <1
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e Para esbogar o grafico, basta conhecer os valores dos cossenos dos
valores reais associados aos arcos nétaveis e pontos dos eixos, pois as
propriedades da simetria permite a construgdo do grafico nos demais

quadrantes.

Figura 7.8: Simetria dos valores dos cossenos

T
27 2 K
3m 3 3
4 4
by E
6 6
™ 0
m 117
5 fnlaldl
5 Ve 6
4 4r 5 4
3 3T 3
2

Fonte: do autor
e Pondo os pares (z,cos(z)) da circunferéncia trigonométrica em um
sistema de coodenadas cartesianas e unindo esses pontos temos uma

parte do gréfico da fungdo cosseno, ou ainda parte da curva cossenoide.

Figura 7.9: Curva cossenoide

Y

0 w72\_'1'/fm’2 2 T
_1 E

Fonte: do autor

e Periodo: observe que o periodo da fung¢do cosseno é de 27, isto é
cos(x) = cos(x + 27)

para todo z € R.
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(e) Estudo grafico das fungdes seno e cosseno na forma:
f(z) =a+bsen(mz+n) e f(x)=a+bcos(mz+n),(b.m#0)

e a produz translagdo vertical do grafico.

e b controla a amplitude (alonga ou comprime verticamente), nos casos
em que b é negativo esta alteragdo vem acompanhada de uma reflexdo

em relacdo ao eixo horizontal (Ox).

27
Im|*

Nos casos em que m é negativo esta alteragdo vem acompanhada de

e m controla o periodo (alonga ou comprime horizontalmente), p =

uma reflexdo em relacdo ao eixo vertical (Oy).

e n produz translacdo horizontal do gréfico.

A secdo a seguir apresenta varios graficos todos eles construidos pelo autor a

partir da interface do software Maxima.

7.1 ATIVIDADE 1: TRANSLACOES, REFLEXOES E HOMOTETIA

Esta atividade solicita os graficos de vérias fungdes, para a comparagdo das

suas imagens e periodos.[?]

L 1(0) = sen(e o) =2 —sen (22

2. f(x) =cos(zx); g(z)= ECOS (g)

3. f(z) = cos(z); g(x)=>5+ cos (4?96)

4. f(x) =sen(x); g(x)=3sen (3x - g)

7.1.1 Pauta de Resolucdo da Atividade 1

Utilize os passos a seguir para resolver os quatro itens propostos na atividade.

1. Iniciar o software Maxima.
2. Definir as duas fungdes utilizando :=

3. Com o menu Gréaficos e a opgdo Graficos 2d... chame as fungdes

definidas no item anterior defina os intevalos e construa os gréficos.

2Questoes elaboradas pelo autor
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4. Defina o valor do pardmetro m.

5. Calcule o periodo da fungéo.

7.1.2 Resolu¢do da Atividade 1

Como exemplo, observamos que as fung¢des trigonométricas reais f(z) = sen(z)

e f(x) = cos(x) possuem uma forma muito mais geral, que é:
f(z) =a+bsen(mx+n) e f(z)=a+bcos(mz+n),(b.m #0)

onde a é o valor médio da fungdo, b controla a sua amplitude, m controla seu periodo
e n é o angulo de fase.

Como as imagens das fung¢des sen(x) e cos(x) estdo contidas no intervalo [—1, 1]

. 2 . ~ ™ s .
e o periodo é obtido pela expressdo P = — usamos o formato grafico 2d para analisar
m

as questdes acima:

1. Inserimos as fung¢des do item 1 do exercicio, no Maxima:

e

[ (3i1) f(x):=sin(x); g(x):=2-sin(3*%pixx/4);
(%01)  f(x) := sin(z)

(%02)  g(z) :=2 —sin (Z)ﬂij)

2. Com o menu Graficos e a opgdo Grafico 2d, indicando as duas fungdes,
definindo o dominio e outras op¢des e clicamos em OK.

($13) plot2d([f(x),g(x)], [x,0,4x%pil],
[gnuplot_preamble, "set grid;"]) |}
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Figura 7.10: Gréfico do item 1
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3. O gréfico da fungdo g = g(z) sofre um deslocamento de duas unidades em
relagdo a funcdo f = f(z) ocasionado pelo parametro ¢ = 2 que passa a variar
no intervalo [1, 3], o parametro b = —1 refletiu o gréfico da fungdo g = g(z) em
relacdo ao eixo Oz, o periodo também sofre alteragdo, ocasionado pelo parame-
tro m que multiplica o argumento da funcdo, para calcular o novo periodo da
funcdo definimos o valor de m, e utilizamos a seguir a expressao para cdlculo do

periodo.

| (314) m: 3+%pi/4;

o 3
(%04) T

4. Da funcdo g = g(x) obtemos m = 37/4, e substituindo na expressdo de p segue:

Q

[ (%15) p=2+%pi/m;

) BE
(%05) p= 1

5. Definindo o pardmetro m e usando a expressdo do periodo, concluimos esta ativi-
dade, concluimos que o periodo da fungdo g = g(z) é p = 8/3, ou seja, os valores

da fungdo g = g(x) passam a se repetir em intervalos iguais a p = 8/3.

6. Agora, vamos exibir as fung¢des do item 2 do exercicio, usando o Maxima.

| (3i1) f£(x):=cos(x); g(x):=1/2+cos(x/2);

(%01)  f(z) = (ios(x)
(%02) g(z) = 5 cos (f)
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7. Comomenu Graficos eaopgdo Grafico 2d, vamos chamar as duas fungdes,

em seguida definir o intervalo, e as op¢des e clicar em OK.

($13) \begin{itemizel}\itemsepOpt
[gnuplot_preamble, "set grid;"])

Figura 7.11: Grafico do item 2

EGnuplot[wmdowid:O] o || & &
Hlez@aald?
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8. Pelo gréfico, observamos que a fungdo g=g(x) sofreu um achatamento em sua
imagem por causa do parametro b = 1/2 passando a variar no intervalo [—1/2,1/2],

mas nao houve um deslocamento em Oy, pois ndo temos um parametro a.

9. O periodo também sofreu alteragdo, vamos determinar o seu valor, obtendo o

parametro m, e substituindo o mesmo na expressdo do periodo.

[ (%14) m:1/2; |
(0/004) %

10. Lembrando que o periodo de uma funcdo indica o momento em que os valores

em relagdo ao eixo Oy, passam a se repetir sempre em intervalos iguais.

(%15) p=2x%pi/m;
| |

(%05) p=4m \

11. Com m = 1/2 segue que o periodo é igual a 4.

12. Agora, exibimos as fungdes do item 3 do exercicio, usando o Maxima.

e

| (3i1) f(x):=cos(x); g(x):=5+cos (4xx/5);

(%01)  f(z) := cos(x)
(%02)  g(z) := 5 + cos (4%)
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13. Usando o menu Graficos do Maxima e a opcdo Grafico 2d, vamos indicar

14

15

16

as duas fungdes, definir o dominio e as op¢des e clicar em OK.

($i3) plot2d([f(x), g(x)], [x,0,4x%pi],

[gnuplot_preamble, "set grid;"])

Figura 7.12: Gréfico do item 3
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. Comparando os graficos, verificamos que o grafico de ¢ = g(z), sofreu um

deslocamento em fungdo do pardmetro a = 5, mas o pardmetro b = 1 ndo

altera a funcao.

. Como temos alteracdo no periodo vamos determinar o parametro m e substituir

na expressao.

[ (314) m:4/5;

4
%o04) -
(%0d)

. Definido o valor do parametro m, podemos calcular o periodo da fungédo g = g(z).

[ (3i5) p=2x%pi/m;

|

(0/005) p =

om
2

17. Com m = 4/5, segue que o periodo da fungdo g = g(x) é 57/2, ou seja, o grafico

18

da fungdo passa a se repetir em intervalos de tamanho iguais a 57 /2.

. Agora, apresentamos as func¢des do item 4 do exercicio, usando o Maxima.

| (3i1) f(x):=sin(x); g(x):=3xsin(3*x-%pi/3);
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19. Usando o menu Graficos e a opgdo Grafico 2d, vamos chamar as duas

fungoes, definir o intervalo de defini¢do e as op¢des e clicar em OK.

($13) plot2d([f(x),g(x)], [x,0,4x%pi],
[gnuplot_preamble, "set grid;"])

Figura 7.13: Grafico do item 4

@ Gnuplot (window id : 0) ===
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20. O gréfico mostra que a fungdo g=g(z) tem a sua amplitude aumentada, pois b = 3

21.

passa a variar no intervalo [—3, 3|, o ponto médio da funcdo ndo se altera, pois ndo
temos o parametro a, o pardmetro n = —7/3 ocasiona um deslocamento para a
direita, o periodo também sofre uma alteragdo e podemos calcular o parametro
m e substituindo na expressao de p.

[ (314) m:3; |

(%04) 3 |

[ (%16) p=2x%pi/m; |

2T
%06 = —
(%06) p 3

Com m = 3 segue que o periodo é igual a 27/3, ou seja, os valores assumidos

pela func¢do g = g(x) se repetem em intervalos iguais a 27 /3.
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7.2 ATIVIDADE 2: O PAPEL DO PERIODO NAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Uma empresa prevé que para os proximos 24 meses (a partir de janeiro deste
ano) a quantidade mensal vendida de um certo produto é representada pela fungéo:

Q(n) = 30 + 4sen <%+g) (neN={1,23..})

sendo que ) = @Q(n) é a quantidade, n = 1 é o més de janeiro, n = 2 é o més de
fevereiro e assim por diante. Determine neste periodo os meses em que a quantidade
vendida serd méxima e os meses em que serd minima.[*]

Utilizaremos a sequéncia seguinte para resolver o problema:

1. Qual é o periodo da fungdo?
2. Para quais valores de n a quantidade é mdxima?

3. Para quais valores de n a quantidade é minima?

7.2.1 Pauta de Resolucdao da Atividade 2

1. Iniciar o software Maxima.
2. Calcular o periodo da funcgdo.

3. Com o menu Equagdes, e a opgdo Resolver... e resolva a equagdo na

variavel ¢, para o valor mdximo sen(x).

4. Clique no menu Equagdes, em seguida escolha a op¢do Resolver. .. eresolva

a equagdo na variavel ¢, para o valor minimo de sen(x).

5. Clique no menu Graficos, Graficos 2d... e construa o graficos da funcéo.

7.2.2 Resolu¢do da Atividade 2

1. Vamos calcular o periodo da funcéo.

[(311) p=2%pi/(pi/6);
(%01) p=12

2. O mdximo da fungdo () ocorre quando sen (%T + g) =1

3. Vamos usar o Méxima para resolver esta equacao e obter valor de n.

’(%iZ) solve ([sin(n*%pi/6+%pi/2)=1]1, I[n]);
(%02) [n=0]

3Questao do liviro ANGLO, adaptada[9]
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4. Como o Maxima exibiu apenas a resposta n = 0, interpretamos o resultado

informando que existe um maximo de ) = Q)(n) quando n = 0.

5. Como a fungdo é periddica de periodo p = 12 (item 1), ela tem pontos de méximo
no conjunto {0,12,24,36,...}, e como o intervalo avaliado vai de 1 a 24, obtemos

duas respostas n=12 e n = 24 (dezembro deste ano e dezembro do préximo ano).

6. Analogamente, o valor minimo da fungéo () ocorre quando sen (% + g) = -1

7. Vamos usar o0 Médxima para resolver esta equagao e obter o valor de n.

| (313) solve([sin(n«%pi/6+%pi/2)=-11, [n]);

(0/003) [n = 6]

8. Pelo mesmo raciocinio do item anterior, obtemos os pontos de minimo nos meses
associados ao conjunto {6,18,30,42,...}, e como o nosso intervalo vai de 1 até 24,
obtemos duas respostas: 6 e 18 (junho deste ano e junho do préximo ano).

9. Ainda podemos plotar um grafico para ilustrar melhor esta situagéo.

(515) plot2d([Q(n)], [n,-1,25])

Figura 7.14: Gréfico da Fungdo @ = Q(n)
& Gruplot (window id: 0) - |[= =
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7.3 ATIVIDADE 3: ANALISE DA COLETA DE SANGUE EM UM HEMOCENTRO

No hemocentro de um hospital, o nimero de doagdes de sangue tem variado
de um modo periédico. Admita que em 2015, neste hospital, desde janeiro n = 0 a

dezembro n = 11, tenha ocorrido a coleta dada aproximadamente, pela expressao:

S(n) = K — cos (@)

onden € N, nem meses, 0 < n < 11, S = S(n) em milhares, determinar:
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1. A constante K, se no meés de fevereiro houve 2 mil doac¢des de sangue.
2. Em quais meses houve 3 mil doagdes de sangue.

3. Esbogar o gréfico da fungdo S = S(n).[*]

7.3.1 Pauta de Resolucdo da Atividade 3

1. Iniciar o Maxima e clique no menu Equacdes, e na opgdo Resolver. .. para

resolver a equagdo S(n) = k — cos (@) na variavel k£, com os dados de

fevereiro.

2. Clique no menu Equac¢des, em seguida escolha a opcdo Resolver. .. eresolva

a equagdo definida no item anterior.

3. Com o menu Graficos, opgdo Graficos 2d...,construa o graficode S.

7.3.2 Resolu¢do da Atividade 3

1. Obteremos o valor da constante K, se em fevereiro n = 1 e o nimero de doacdes
foi 2 mil, isto é S(1) = 2.

2. No Maxima, com o menu Resolver, o sub-menu Equacdes obtemos K

’(%il) solve ([2= K-cos ((1-1)+%pi/6)]1, I[K1);
(%01) [K = 3]

3. Tomando K = 3, a fungdo esta definida por:

S(n) = 3 — cos (w)

4. Para resolver o item 1, observamos que para que S(n) = 3, basta exigir que
cos((n — 1)7/6) = 0.

5. Como a fungdo cosseno no intervalo 0 < n < 27 a varidvel n admite duas
respostas iguais a zero, que sdon = 7/2 e n = 37 /2 devemos resolver as equagoes

para estes dois pontos.

| (%i3) solve([(n-1)+%pi/6 = %pi/2], [nl); |

(%03)  [n = 4]

’(%iél) solve ([ (n-1)*%pi/6 = 3%x%pi/2], [nl); ‘

(0/004) [7’L = 10]

*Questao de vestibular Unesp, adaptada[15]
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6. Construiremos o grafico da fun¢do S = S(n), para analisar as respostas obtidas.

(%111) plot2d([3-cos ((n-1)x%pi/6)]1, [n,0,12]1)%S

Figura 7.15: Gréfico da Fungdao S = S(n)
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7. Como ja tinhamos calculado no intervalo janeiro (n = 0) a dezembro (n = 11)

temos dois meses em que as doagdes atingem exatamente a marca de 3 mil, nos
meses maio (n = 4) e novembro (n = 10).

7.4 ATIVIDADE 4: ESTUDANDO AS MARES COM FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Uma equipe de mergulhadores, com um estudante de ciéncias exatas,
observou o fendmeno das marés altas em certo ponto da costa brasileira e concluiu

que o mesmo era periddico e podia ser aproximado pela fungao:

21 nt 5w
Pt)=—+2 —+ —
(t) 5t cos<6—|—4)

onde ¢ indica o tempo (em horas) decorrido ap6s o inicio da observacao (¢ = 0) e P(t)
representa a profundidade da 4gua (em metros) no instante ¢.

t 5
1. Resolver a equagao cos (g + Iﬂ) =1,parat > 0.

2. Obter quantas horas apds o inicio da observagdo ocorre a primeira maré alta.[°]

>Questao de vestibular Unesp, adaptada[15]
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7.4.1 Pauta de Resolu¢dao da Atividade 4

1. Iniciar o software Maxima.

2. Clique no menu Equag¢des, em seguida escolha a opgdo Resolver. .. eresolva
a equagdo lembrando que: cos(a) = 1 se, e somente se, « = 0 + 2km, k € [

3. Resolva a equagdo anterior para o menor valor de £, tal que ¢ > 0.

4. Clique no menu Graficos, Graficos 2d... e construa o grafico da funcao.

7.4.2 Resolucdo da Atividade 4

5 nt 5T
1. Para resolver a equagdo cos 3 + T

cos(a) = 1 se, e somente se, « = 2k7 onde k£ é um ntimero inteiro.

) = 1 parat > 0, devemos lembrar que:

2. Asnossas solu¢des podem ser obtidas, com o menu Equac¢des, opgdo Resolver,

inserindo a equacgdo e optando pela variavel ¢.

’solve([%pi*t/6 +5x%pi/4=2k*%pil, [t]);

24k — 15]
2
3. Como t > 0 devemos escolher k > 1, e a primeira maré alta pode ser obtida da

(0/001) [t

forma a seguir.

| (312) t=(24%1-15)/2; |

o -9
(/002) t = 5

4. O gréfico da fungdo P = P(t), traz melhor compreensio a este fendmeno.

’(%i3) plot2d ([21/2+2*cos (%pirt/6 + 5x%pi/4)], [t,0,23])S
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Figura 7.16: Grafico da Fungdo P = P(t)
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5. Parat =9/2, ocorre a primeira maré alta registrada com 12, 5 metros.

7.5 ATIVIDADE 5: VOLUME DE AR EM UM CICLO RESPIRATORIO
O volume total de ar, em litros, contido nos dois pulmdes de um adulto em

condigdes fisicas normais e em repouso pode ser descrito como fun¢do do tempo ¢, em

segundos, por:

V()= (1 ~ cos (?))

O fluxo de ar nos pulmdes, em litros por segundo, é obtido pela derivada da
funcdo V = V (t) em relagdo a variavel t:

Os graficos dessas fungdes estdo representados na sequéncia.



Figura 7.17: Volume e fluxo de ar nos pulmdes de um adulto
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Fonte: Vestibular da Unb[15]
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Com base nessas informagdes, devemos julgar verdadeiros ou falsos as seguin-

tes afirmacoes:

. O gréfico I representa V' = V/(t) e o gréfico II representa v(?).

O volume méximo de ar nos dois pulmdes é maior que 1 litro.

O periodo de um ciclo respiratério completo (inspiragdo e expiragdo) é de 6

segundos.

A frequéncia de v = v(t) é igual 2 metade da frequéncia de V = V (¢).[°]

7.5.1 Pauta de Resolu¢dao da Atividade 5

5.
6.

. Clique no menu Equag¢des, em seguida escolha a op¢do Resolver. ..

a equacdo cos (#*) = —1 na variavel ¢.

Calcule o valor de V (¢) para o valor determinados no item anterior.

Clique no menu equacdes, em seguida escolha a opcdo Resolver. ..

a equacdo sen (%) = 1 na variavel ¢.
Calcule o valor de v(t) para o valor determinados no item anterior.

Calcule o periodo de V' (t) e v(t).

5Questdo de vestibular Unb[15]

. Iniciar o software Maxima e definir as fung¢des V' (t) e v(t) usando o simbolo :=

e resolva

eresolva
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7.5.2 Resolu¢do da Atividade 5

1. Para resolver o primeiro item, verificaremos qual das fun¢des atinge uma

ordenada maior.

2. Inicialmente, inserimos as duas fun¢des no Maxima.

($11) V(t) :=3%(1l-cos(2«%pi*t/5))/ (2+%pi);
v(t) :=3/5*xsin (2+x%pi*t/5);

3 (1 — cos (?))

3 ot
(%02) w(t) = = sin (%)

(%0l)  V(t) :=

3. Lembrando das defini¢des de cosseno e observando a fungdo V' = V (), nota-se

que ela atinge seu ponto méximo quando:

27t
_— == —1
COS( 5 )

4. Usamos o Maxima para determinar o valor de ¢.

| (313) solve([cos(2+%pixt/5)=-11, [t]);
. 5
(%03) [t= 1]

5. Calculamos o valor méximo da fungdo no ponto ¢, exigindo que o Maxima
apresente a resposta como um ntmero (numer) decimal.

’(%i4) V(5/2), numer;

(%04) 0.95492965855137

o)

. A fungdo v = v(t) atinge seu ponto ¢t de mdximo quando:
2
sen (lt) =1
o}

] (%15) solve([sin (2x%pi*t/5)=1], [t]);

(%05) [t = g]

8. Calculamos o valor méximo da fungdo no ponto obtido ¢, exigindo que o Maxima

7. Obtemos este valor para t:

que a resposta seja um niimero decimal.

e}

’ ($16) v (5/4), numer;




9.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.
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(%06) 0.6

O grafico I representa a fungdo V' = V(t) e o grafico Il representa a fungdo v =
v(t), logo a afirmagdo 1 é verdadeira.

O volume maximo de ar nos dois pulmoes é dado por V' = V(¢), e ocorre, como
vimos no item anterior quando:

27t
B — — —1
COS( 3 )

ou seja, para t = 5/2 e como a nossa fungdo ja estd definida podemos obter
V(5/2).

’ (%15) V(5/2), numer;

|

(%05)  0.95492965855137

|

Como ja tinhamos visto antes, o volume méximo de ar é menor que 1, logo, a

afirmacdo 2 é falsa.

Para obter o periodo de um ciclo respiratério completo, basta calcular o periodo
da fungdo v = v(t).

[ (316) p_v=2+pi/ (2+pi/5);

(0/006) Dy = )

O Periodo obtido foi de 5 segundos, logo, a afirmacao 3 é falsa.

Encerramos verificando se a frequéncia de v = v(t) é igual @ metade da frequéncia
de V =V(t).

Do item anterior, a frequéncia de v = v(t) é 5. Vamos obter a frequéncia V' = V()
para podermos comparar.

[(317) p_v=2+pi/(2+pi/5); |

(%07) py =5 ‘

Assim, a frequéncia de V' = V(t) também é igual a 5 e a afirmacao 4 é falsa.
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8 APLICANDO O SOFTWARE MAXIMA NO ESTUDO DE POLINOMIOS E EQUA-
COES ALGEBRICAS

1. Pablico Alvo: Alunos cursando o terceiro ano do Ensino Médio.

2. Objetivo: Aprofundar o estudo de Equagdes Algébricas mediante a resolugdo de
atividades previamente selecionadas, com base na teoria de registros de repre-
sentagOes semidticas, ou seja, atividades que explorem os processos de formagao,

tratamento e conversao.

3. Tempo: O tempo previsto para esta atividade é de 4 aulas, divididos entre

introdugdo ao software e resolucao.

4. Resumo Teérico: Polindmios e Equagdes Algébricas.[']

(@) Introducdo Um polindmio na varidvel z é uma fungdo que pode ser escrita na
forma:

p(T) = anx™ + ap_12" 7 F ap_ox™ 2+ ...+ a

onde n,n—1,n—2,...., sdo nimeros naturais e x é uma varidvel complexa, e
A, Ap—1,An_2, ..., Qg SA0 constantes complexas conhecidas como coeficientes

e, e se, a, # 0, a,, recebe o0 nome de coeficiente dominante.

(b) Valor Numérico Valor numérico de um polindmio p = p(z) paraz = «a, é 0
ntmero obtido quando substituimos x por ¢, indica-se por p(«).
(c) Observagio:
i. p(1) é igual a soma dos coeficientes de p = p(x).
ii. p(0) éigual ao termo independente ay.
(d) Zero de um polinomio Um nimero o é um zero de uma fun¢do polinomial
p = p(x) se, e somente se, p(«) = 0.
(e) Raiz de uma equagido polinomial Um ntmero o é raiz de uma equagdo

polinomial p(z) = 0 se, e somente se, p(a) = 0.

(f) Polinomio Nulo Um polindmio é nulo se, e somente se, todos os seus

coeficientes sdo iguais a zero.

(g) Grau de Um Polinémio Grau de um polindmio p = p(x) ndo nulo, indicado
por G, é o expoente da varidvel do termo com o coeficiente dominante de
p = p(z).
!Contetddo adaptado do livro do Anglo[9]




(h)

(i)

()

(k)

)

(m)

(n)

(0)

()

94

Polinémios Idénticos Dois polindmios de mesmo grau sdo idénticos se, e
somente se, todos os coeficientes de mesma poténcia de z, sdo iguais.
Divisdo de Polinémios Se p = p(z) é um polindmio qualquer e d = d(z) é um
polindmio nado nulo, existe um tinico par de polinémios ¢ = ¢(x) e r = r(x),
tal que p(z) = d(x).q(z) + r(x), onde r = r(z) é um polindmio nulo ou é um
polindmio de grau menor que o grau de d = d(z). O dividendo é idéntico ao
produto do divisor pelo quociente somado com o resto.
Se r(z) = 0, temos que p(z) = d(x).q(v) e somente neste caso dizemos que p
é divisivel por d.
Teorema do Resto Se o é um zero de um polindmio p = p(z) entdo, p(a) =0e
além disso, © — a divide o polindmio p = p(x).
Teorema Fundamental da Algebra Toda equagdo polindmial de grau n > 1
admite pelo menos uma raiz.
Teorema da Decomposigio Toda fungdo polinomial

P(T) = anz™ + ap_12" 7 F ap_ox™ 2+ .+ a1z + ag
de grau n > 1, pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau
multiplicados pelo coeficiente a,, isto é:

p(z) = an(x —r)(x —r9)....(x — ry)

onde 71,79, ..., r, sd0 raizes da equagdo polinomial p(z) = 0.
Multiplicidade de uma raiz Se um polindbmio p = p(xz) é tal que

p(x) = (z — r)™.q(z), onde ¢(r) # 0, o nimero r é raiz de multiplicidade
m da equacao polinomial p(z) = 0.

Raizes Conjugadas Se um ntmero complexo z é raiz de uma equagdo
polindmial de coeficientes reais, entdo o seu conjugado z também é raiz
dessa mesma equagéo.

Consequéncias da existéncia de raizes conjugadas Para toda equagdo polinomial
de coeficientes reais podemos afirmar que:

z

i. Se o nimero complexo z é raiz de multiplicidade m € N de uma
equacao, entdo o seu conjugado z também é raiz de multiplicidade m
da mesma equacdo.

ii. O namero de raizes complexas é um ntimero par.

iii. Se o grau da equagdo é impar, o nimero de raizes reais € um ndmero

impar e, existe pelo menos uma raiz real.
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(q) Relagoes de Girard

i.

ii.

Se a equagdo do segundo grau az? + bz + ¢ = 0 tem raizes z; e x5, pelo
teorema da decomposi¢io podemos escrever:

ar? +br +c = a(r — x1) (v — 23) = a(2® — v.01 — .29 + T1.7)

assim
, br ¢ :
Tt 4+ — 4+ — =12 — (v + x2)T + 7179
a a

Igualando os coeficientes dos termos de mesma ponténcia, obtemos:

b
—(21 +12) = —
a
c
1.9 = —
a
logo

Ty + Ty = ——
a

c

1.9 = —

a

Analogamente, se x, x2 € x3 sd0 as raizes da equagdo do terceiro grau
3 2 _
ax’ +br*+cx+d=0
tem-se:

ZE1+CL’2+ZE3:—

SIS

T1.T9 + 1.3 + To9.X3 =

ST

Tr1.22.3 = —
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8.1 ATIVIDADE 1: ESTUDO DE POLINOMIOS

1. Determinar as constantes a e b no polindmio P(x) = ax®+bx?—6x+ 1, sabendo-se

que o seu valor numérico para x = 1 é 6, e que o nimero —1 é um zero de P.

2. Obter as constantes a, b e ¢, dado que P(z) = az® + (a+ b — 1)z + (b — ¢)z é um
polindmio nulo.

3. Se q(x) = a® + 3z e r(xz) = x + 1 sdo respectivamente, 0 quociente e o resto da
divisdo de p = p(x) por d(z) = a* 4 x, obter p(x).

4. Obter o quociente ¢ = ¢(x) e o resto r = r(z) da divisao da expressao polinomial
de 225 + 32* — 32% + Tz + 4 por 2° + x — 2.[?]

8.1.1 Pauta de Resolucao da Atividade 1

1. Problema 1.

(a) Iniciar o software Maxima.
(b) Definir a fungdo polinomial p = p(x).

(c) Com o menu equag¢des, opcdo Resolver sitema linear resolva as

equagdes nos valores fornecidos, obtendo os valores de a e b.
2. Problema 2.

(a) Iniciar o software Maxima.
(b) Definir a fungdo polinomial p = p(x).
(c) Utilizando o comando coef f encontre os coeficientes.

(d) Utilizando o menu equa¢des, opgdo Resolver, resolva as equagdes

encontrando os valores de a, b, c de modo que o polindmio seja nulo.
3. Problema 3.

(a) Iniciar o software Maxima.

(b) Como um polindmio p = p(x), pode ser escrito na forma p(z) = d(x).q(z) +
r(z) onde p = p(x) é o dividendo, d = d(x) é o divisor, ¢ = ¢(x) é o quociente
er = r(x) é e resto da divisdo, defina o polindmio.

(c) Usando o menu simplificar com a opgdo Expandir expresséao

obtenha o polindmio procurado.

2Questdes retiradas do livio ANGLO[9]
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4. Problema 4.

(a) Iniciar o software Maxima.

(b) Com o menu cdlculoeaopgdoDividir polindmios, najanela inserir

no primeiro campo o dividendo e no segundo o divisor, clicar em OK.

8.1.2 Resolug¢do da Atividade 1

1. Primeiramente, vamos definir a fun¢do polinomial p = p(z) no Maxima.

[ (311) p(x):= axx"3 + bxx"2 —6%x + 1;

(%01)  p(z) = ax® + b + (—6)x + 1

2. Agora, vamos considerar p(1) = 6 e p(—1) = 0.

3. Com o menu Equacdes, comando Resolver sistema lineares, vamos

substituir tais valores para obter duas equagdes para obter os valores de a e b.

’(%i2) linsolve([egl:p(l)=6, eg2:p(-1)=01, [a,b]l);

(%02) [a=09,b=2]

4. Para iniciar, podemos definir o polindmio p = p(z) utilizando o Maxima.

[ (311) p(x):= axx"3 + (atb-1)#x"2 + (b-c)*X;

(%01)  p(z):=ar® + (a+b— 12>+ (b—c)x

5. Com o comando coef f, obtemos explicitamente os coeficientes do polindmio.

’ (%12) C:[coeff(P(x),x,3),coeff(P(x),x,2),coeff(P(x),x,1)1;

(%02) [a,b+a—1,b—(]

6. Usando o menu Equag¢des, opgdo Resolver, obtemos os valores de a, b e ¢, para

que o polindmio seja identicamente nulo.

7. Observando que a = 0, vamos definir seu valor no Maxima.

](%i3> a:0;
(%03) 0

8. Obtemos agora o valor de b. com:

| (314) solve([b+a-1=0], [b]);
(0/004) [b = 1]

9. Obtemos o valor de ¢, usando o valor de b:

| (316) solve([b-c=0], [c]);
(%06) [c=1]
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10. Usando a informagdo de que um polindmio p = p(z), pode ser escrito na forma
p(x) = d(x).q(x) + r(z) onde p é o dividendo, d é o divisor, ¢ é o quociente e r é e

resto da divisdo, samos tais informacgdes para escrever o polindmio procurado.

’ (%11) P(X)=(x"2+x) * (X"3+3*x) +x+1;

(%01)  p(z) = (2* + 2)(2* +3z) + 2 + 1

11. Expandindo esta expressdo, chegamos ao polindmio procurado.

[e)

| (312) expand (%) ;

(%02) P(z)=2"+2*+32° +32° + 2+ 1

12. A divisdo polinomial pode ser obtida com o menu Calculo e a opgdo Dividir
polinémios. Najanela, digite na primeira linha o polindmio a ser dividido e na
janela seguinte o divisor.

’(%i3) divide (2+x"5+3+%xM-3xx"3+7*x+4, x"2+x-2);

(%03)  [22° + 2% + 2,5z + §]

13. O resultado pode ser verificado acima lembrando que a primeira expressdo

dentro dos colchetes é o quociente e a segunda é o resto.

8.2 ATIVIDADE 2: DIVIDINDO POLINOMIOS

Considere o polindmio definido por P(z) = 22°°° — z + 3. Obtenha:

1. Oresto da divisdo de p = p(z) por (z — 1).
2. Oresto da divisdo de p = p(z) por (z + 1).

3. Oresto da divisdo de p = p(z) por (22 — 1).[*]

8.2.1 Pauta de Resoluciao da Atividade 2

1. Iniciar o software Maxima.

2. Com o menu calculo, opgdo Dividir polindmios, digite na janela no
primeiro campo da janela o dividendo e no segundo campo o divisor e clique
em OK.

3. Verifique que a divisdo nao foi possivel.

3Questdes retiradas do livio ANGLO[9]
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Dessa forma, devemos buscar outras opgdes para resolver o problema. Neste
caso especifico, utilizaremos o Teorema do Resto.

1. Parte 1.

(a) Iniciar o software Maxima.
(b) Defina o polindmio p = p(z).
(c) Pelo Teorema do Resto, p(1) fornece o resto da divisdo de p = p(z)por = — 1.

2. Parte 2.

(a) Iniciar o software Maxima.

(b) Defina o polindmio p = p(z).

(c) Pelo Teorema do Resto, p(—1) fornece o resto da divisdo de p = p(x)por x+1.
Como o Teorema do Resto ndo se aplica a divisdo por z? — 1, observamos que
2 —1=(z—1D(z+1).

Como p = p(x), pode ser escrito na forma p(z) = d(z)q(z) + r(x), onde d(x) =
(z? —1) e como o resto deve ter um grau menor que o divisor, o resto tem a forma

r(z) = ax +0.
Assim, podemos expressar p = p(x) na forma: p(z) = (2? — 1)q(z) + (az + b), ou
ainda:
p(x) = (x — 1)(z + 1)g(x) + (ax + b).
3. Parte 3.

(a) Iniciar o software Maxima.
(b) Defina o polindmio p = p(x), na forma descrita acima.
(c) Calcule novamente os valores de p(1) e p(—1).

(d) No menu Equagdes e opgdo Resolver sistema linear, monte um
sistema com valores obtidos nos itens 1, 2 e 3 e obtenha os valores de a e
b, e assim o resto na divisdo de P = P(z) por (2 — 1).

8.2.2 Resoluc¢do da Atividade 2

1. Se tentarmos resolver esta atividade no Maxima, usando a opgdo dividir

polindmios, vamos receber a seguinte informacao.

[ (3i1) divide (x72000-x+3, x-1); |

’<<Expresséo longa demais para ser exibida!>> ‘
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. Devemos procurar outras alternativas e neste caso especifico a solucao é utilizar
o Teorema do Resto.

. Primeiro vamos definir o polindmio no Maxima.

| (312) p(x):=x"2000 -x +3;

(%02) p(z) =2 — 2+ 3

. Pelo Teorema do resto, se a € R, a divisdo de um polinémio p = p(z) por z — o é

igual ao resto, que é p(«).

. Para obter o resto da divisdo de p = p(z) por z — 1, basta calcular p(1).

[(513) p(1); |
(%03) 3 |

. De modo andlogo, podemos obter o resto na divisdo de P = P(z) por = + 1,
obtendo P(—1).

(314 P(-1); |
(%04) 5 |

. O Teorema do resto ndo se aplica a divisdo de P = P(x) por 2> —1, mas P = P(x),
pode ser escrito P(z) = D(z)Q(z) + R(z), com D(z) = (2 — 1) e R(z) = ax + b,

pois, o resto deve ter um grau menor que o divisor.

. Assim, podemos expressar P = P(x) na forma: P(z) = (2* — 1)Q(x) + (ax + 1), e

como z? — 1 = (z — 1)(z + 1), P = P(x) pode ser expresso como
P() = (z = 1)(x + 1)Q(x) + (az +)

. Vamos utilizar esta tltima forma polinomial P = P(x):

](%il) P (x):=(x—1)* (x+1)*0(x)+ (a*xx+b) ;
(%01)  p(z) = (x —1)(z+ 1)g(x) + (ax + 1)

. Calculamos de novo os valores de p(1) e p(—1):

[ (3i2) P(1); P(-1);

(%02) b+a
(%03) b—a

. Montamos um sistema de equacdes lineares com os dados p(1) =3 ep(l) =b+a

ep(—1) =5ep(—1) = b — a, para obter a e b, e determinar o resto da divisdo.

| (3i4) linsolve ([b+a=3, b-a=5], [b,al);
(%o0d) [b=4,a=—1]

. Concluimos que o resto da divisdo de p = p(z) por 2 — 1 é r(z) = —x + 4.
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8.3 ATIVIDADE 3: FATORANDO POLINOMIOS
Seja a fungdo polinomial p(x) = 2* — 62* + 11z — 6.

1. Obtenha p(1).
2. Resolva a equacgao p(x) = 0.

3. Decomponha p = p(z) em um produto de fatores do primeiro grau.[*]

8.3.1 Pauta de Resolucao da Atividade 3

1. Iniciar o software Maxima e definir o polindmio p = p(x).

2. Calcule p(1).

3. Com o menu equagdes e opgdo Resolver, obtenha as raizes de p(z) = 0.
4

. Clicar nomenu simplificar comaopg¢doFatorar expressdo, para obter a

forma fatorada p = p(z).

8.3.2 Resolug¢do da Atividade 3

1. Inicialmente vamos inserir o polindmio p = p(z) no Maxima.

[ (311) p(x) :=x"3-6%x"2+11%x-6;

(%01)  p(z):=2° — 62> + 11z — 6

2. Agora, vamos calcular p(1).

[ (312) p(1); |
(%02) 0 |

3. Para os zeros da equacdo polinomial p(z) = 0, usamos o menu Equac¢des com a

opgao Resolver.

’ (513) solve([p(x)=0], [x]);

(%03) [r=12=2x=3|

4. Para decompor o polindnio p = p(z) em um produto em fatores do primeiro grau,

utilizamos o menu Simplificar, com asua opgdo Fatorar expresséo.

| (3i5) factor(p(x));
(%05)  (z—3)(x —2)(x—1)

5. O polindmio pode ser escrito na forma p(z) = (z — 3)(x — 2)(z — 1).

4Questao retirada do livro ANGLOJ[9]
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8.4 ATIVIDADE 4: COEFICIENTES E RAIZES DE EQUACOES ALGEBRICAS

Dada a equagdo polinomial z* — 9z* + 26z + d = 0, determinar o valor do
coeficiente d para que as raizes dessa equacdo sejam nimeros naturais sucessivos.[°]

8.4.1 Pauta de Resolucao da Atividade 4

1. Iniciar o software Maxima e definir o polindmio p = p(x).
2. Definir os coeficientes p = p(x).

3. Clicar no menu equag¢des com a opgdo Resolver, e usar as relagdes de Girard,

para resolver a equagdo para soma das raizes.

4. Clicar no menu equac¢des e na opgdo Resolver, para calcular o valor numérico

de p, no valor obtido para d.
5. Defina o valor de d.

6. Clicar no menu equa¢ées com a opgdo Resolver, e obter o polindmio p = p(z),

verificando as condig¢des iniciais.

8.4.2 Resolug¢do da Atividade 4

1. Iniciamos inserindo a fungdo polinomial no Maxima:

[ (311) p(x) :=x"3-9%x"2+26%x+d;

(%01)  p(z) :=2® —92% + 262 +d

2. Agora, inserimos os coeficientes da equagdo: a =1,b = —9,c =26 e d.

[ (3i3) [a:l, b:-9, c:26, d:d];

(%02)  [L, 9,26, d]

3. Vamos considerar os nameros sucessivos, r,r + 1, r 4+ 2, como raizes da equacao.

4. Aplicando as relacdo de Girard para a soma de raizes, obtemos:

| (313) solve([r+r+l+r+2=—(b)/al, [r]);

(0/003) [7’ = 2]

5. Como 2 é um zero da fungdo polinomial P = P(z), calculamos P(2) com:

[(3i5) solve ([P (2)=0], [d]);
(%05) [d= —24]

5Questio retirada do site Prof. Walter Tadeu[21]
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6. Agora, identificamos o ntimero obtido com o valor de d.

\(e]

| (3i6) d:-24; |
(%06) — 24 |

7. Finalmente, podemos resolver a equagdo p(x) = 0 para verificar que as suas raizes
sdo os nimeros naturais sucessivos procurados.

[ (3112) solve([p(x)], [x]);

(%012) [z =4,2 =22 = 3]

8.5 ATIVIDADE 5: OBTENDO RAIZES DE EQUACOES POLINOMIAIS
Dada a equagado polinomial com coeficientes reais 2* — 5z + 9z — t = 0:

1. Obter o valor de ¢ para que o niimero complexo 2 + ¢ seja uma raiz desta equacgéo.

2. Para qual ¢, obtido acima, podemos obter as outras raizes da mesma equagao. [°]

8.5.1 Pauta de Resolucao da Atividade 5

1. Iniciar o software Maxima e definir o polindmio p = p(x).
2. Definir os coeficientes p = p(z).

3. Com o menu equagdes, a op¢do Resolver, usando o teorema das raizes
complexas conjugadas e as relagdes de Girard, resolva a equagdo para a soma
das raizes.

4. Clicar no menu equagdes com a opgdo Resolver, utilize o valor obtido acima
e aplique as relagdes de Girard para o produto das raizes, para obter o valor de ¢.

5. Defina o valor de ¢.

6. Clicar no menu equac¢des com a op¢do Resolver, e obtenha o polindmio p =

p(z), verificando as condig¢des iniciais.

8.5.2 Resolug¢do da Atividade 5

1. Vamos inserir a funcdo polinomial p = p(x) no Maxima.

[ (311) p(x):= x"3-5%x"2+9%x—t;

(%01)  p(z) :=2® — 52> +9x — ¢

®Questao retirada do site Prof. Walter Tadeu[21]



104

. Agora, vamos inserir os coeficientes no Maxima:

[ (3i2) [a:1l, b:=5, c:9, d:—t];
(%02) [1,-5,9, ]

. O teorema das raizes complexas de uma equagao algébrica de terceiro grau com
coeficientes reais, afirma que, se 2+ é uma raiz desta equagdo, entdao 2—: também

é raiz desta mesma equagdo, sendo que a outra raiz deve ser real.

. Se x € R é uma raiz, aplicando as Rela¢des de Girard, para soma das raizes

obtemos:
[(213) solve([S: (2+%i)+(2-%1)+x=-(b)/al, [x]); |
(%03) [z = 1]

. Substituindo o valor da raiz real obtida acima e aplicando a Relacdo de Girard ao
produto das raizes, segue que:

| (315) solve([p: (2+%i)«(2-%1)*1=t], [t]); |
(%05) [t = 5] |

. Definimos o valor de t no Maxima:

[ (3i6) t:5; |
(%06) 5 |

. Para terminar, calculamos as raizes de p(z) = 0 para verificar se (2 + i), (2 — i) e
x, sdo realmente as raizes de P = P(z).

o)

[(5i7) solve(lp(x)1, [x]); |

(%07) [x=2—-t,x=1i+42,2=1]
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9 CONSIDERACOES FINAIS

A realizagdo de uma pesquisa proporciona momentos de crescimento
profissional e de aprendizagem. Neste caso especifico, visamos contribuir para o ensino
da algebra por meio de leituras, compreensdo e identificacdo das principais dificul-
dades que os alunos apresentam, em relacdo a este contetido, e desta forma buscar

alternativas para supri-las.

Estas leituras apontaram inicialmente para dois tipos de problemas, que de
acordo com o Lins e Gimenes (1997), tem dificultado a aprendizagem de &dlgebra. O
primeiro considera a ordem estrutural, referente a introdugédo tardia da &lgebra nas
escolas, fato que advém de teorias equivocadas de que o ensino de aritmética deve
preceder o ensino de dlgebra. O segundo, trata da assimilagdo do contetido, ou seja,
dificuldades em relagdo as manipula¢des algébricas, compreensdo das fung¢des atri-
buidas as letras (incégnita, varidvel ou valor desconhecido), realiza¢do de conversdes
entre linguagens, entre outras.

Consideramos que estes problemas estejam diretamente relacionados, logo é
provével que as dificuldades em desenvolver atividades algébricas estejam ligadas a
sua introdugdo tardia nas escolas. Mas, procuramos focar a pesquisa no segundo tipo
de problema, porque altera¢des na estrutura curricular ndo dependem apenas de in-
tervengdes dos professores.

Para tentar superar estas dificuldade identificadas, optamos por trabalhar com
Tecnologias de Informacdo e Comunicagdo (TIC’s). Para isso escolhemos o software
Maxima, que além de apresentar muitos recursos algébricos, é um software livre e
disponivel inclusive para plataforma Linux, que é o sistema operacional disponivel
nas escolas da rede ptuiblica de ensino.

Inicialmente a ideia era priorizar a elaboracdo de atividades para serem ex-
ploradas no Maxima, mas, diante da dificuldade para encontrar materiais sobre a uti-
lizacdo do software, optamos por incluir um capitulo voltado para este fim. Assim,
qualquer individuo que ndo tenha qualquer conhecimento prévio do software tivesse

condi¢des de realizar as atividades propostas neste trabalho.

Assim foi realizado um trabalho de exploracdo do software. Procurando
evidenciar e exemplificar cada comandos do Maxima, priorizando principalmente os

relacionados aos campos da édlgebra.

Para a construcdo das sequéncias de atividades consideramos as leituras
realizadas e também a experiéncia profissional.
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Os contetidos foram selecionados com temas fundamentais da 4lgebra, tra-
balhados ao longo do Ensino Médio, e foram propostos de acordo com a teoria de

registros de representacdes semidticas.

Cada proposta de atividade contém um resumo teérico do contetido abor-
dado. As atividades sdo acompanhadas por uma pauta de resolugdo com os passos e
comandos a serem executados bem como uma possivel resolugio. E importante
ressaltar que o professor ao utilizar-se desta proposta pode alterar ou até mesmo recriar
seus proprios passos, pois é notério que uma atividade matemadtica pode ter

varias formas de resolucao.

Lembramos ainda que estas atividades foram pensadas para servirem de
aprofundamento de estudos, sendo assim é importante que o professor trabalhe estes
contetidos antes, pois desta forma o aluno terd condi¢des de interagir melhor com o

software e compreender os comandos realizados.

Analisando a funcionalidade do Maxima em relagdo aos contetidos propos-
tos é importante salientar que este superou as expectativas iniciais. Sua capacidade
de armazenar e tratar informacdes de forma rdpida se mostrou bastante 1util, pela
forma organizada em que estdo separados seus menus, facilita o desenvolvimento das

operagoes.

Outro fator importante a destacar é a versatilidade do Maxima para trabalhar
os registros de representacdes, nas entradas realizadas utiliza-se a linguagem
computacional, para as saidas o Maxima utiliza a linguagem algébrica, dependendo
do objetivo da atividade ainda podem ser utilizadas as linguagens numéricas ou
gréficas, e isto de acordo com a teoria de registros de representa¢des semiéticas é

fundamental para a aprendizagem.

Acredita-se que a sequéncia proposta possa trazer resultados positivos em sala
de aula, tendo em vista que as tecnologias digitais tem despertado interesse dos jovens
o que a torna convidativa para aceitacdo dos alunos e além disso, o presente estudo
apresenta ferramentas de trabalho ao professor instrumentalizando as possibilidades

de abordagem de contetidos algébricos, numéricos e graficos.

Em suma, queremos lembrar que abordamos neste trabalho uma pequena parte
do potencial do Maxima, que é um programa completo, capaz de trabalhar os mais
variados temas da Matematica. Esperamos que os profissionais da educacdo e alunos
que tenham contato com este software por meio desta dissertagdo possam analisar,

refletir e utilizar esta ferramenta em seus estudos e praticas docentes.
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