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SOZZO, Bruna Thais Silva. Boa colocacdo para equacdes diferenciais via semigrupos
lineares. 2018. 160 f. Dissertacdo (Mestrado em Matemética Aplicada e Computacional) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2018.

RESUMO

Este trabalho apresenta a boa colocacdo para sistemas de equagdes diferenciais lineares
empregando a técnica de semigrupos lineares. Ao longo do trabalho a boa colocagdo €
estudada para diversos problemas, tais como equac¢do do calor, equacido da onda, equacdo da
viga, sistemas termoelasticos, sistemas viscoeldsticos, sistemas termoviscoeldsticos, bem
como sistemas de vigas de Timoshenko com leis elésticas, viscoeldsticas e termoelasticas. Em
todos os casos, podemos enxergar os problemas de valor inicial e de fronteira como um
problema de Cauchy Abstrato da forma

du

E(f) = Autt], I >0,

u(0) = uy.

onde A : D(A) © H — H é um operador linear nao limitado definido em um espago de
Banach (ou Hilbert) H. Sendo assim, os resultados de existéncia, unicidade e dependéncia
continua dos dados iniciais s3o mostrados por meio da teoria de semigrupos lineares, o que
requer estudar propriedades especificas para o operador A em cada caso abordado.

Palavras-chave: Boacolocacdo. Existéncia. Unicidade. Equagdesdiferenciais.
Semigruposlineares.



SOZZO, Bruna Thais Silva. Well-posedness for differential equations via linear
semigroups. 2018. 160 p. Dissertation (Master’s Degree in Applied and Computational
Mathematics) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2018.

ABSTRACT

This work presents the well-posedness for systems of linear differential equations employing
the linear semigroup technique. Throughout the work, the well-posedness is studied for
several problems, such as heat equation, wave equation, beam equation, thermoelastic
systems, viscoelastic systems, thermoviscoelastic systems, as well as Timoshenko beam
systems under elastic, viscoelastic and thermoelastic constitutive laws. In all cases, we can
transform the initial-boundary value problems into abstract Cauchy problem like

du
dt
u(0) = uy.

(t) = Au(t), t> 0,

where A : D(A) C H — H is an unbounded linear operator defined on a Banach (or Hilbert)
space H. Thus, the results on existence, uniqueness and continuous dependence on the initial
data are proved through the linear semigroup theory, which requires to study some suitable
properties to the operator A in each case approached.

Keywords: Well-posedness.  Existence. Uniqueness. Differential equations. Linear
semigroups.
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1 INTRODUCAO

O estudo de Equacdes Diferenciais surgiu com a criacdo do Célculo Diferencial e Inte-
gral, o qual foi introduzido mais profundamente por Newton e Leibniz no final do século XVII
com intuito de resolver problemas de natureza fisica e geométrica. Assim, o avanco significa-
tivo em tratar problemas utilizando Célculo Diferencial consolidaram as Equacdes Diferenciais
como um novo ramo da Matemdtica. O conceito do que era considerado solu¢do de uma Equa-
cdo Diferencial obteve mudangas progressivas ao longo do tempo e questdes como existéncia,
unicidade e regularidade se tornaram tdpicos de estudo até os dias atuais, 0 que motiva e pro-
move avangos de forma continua nesta drea da Matematica. Atualmente, existem diversas téc-
nicas modernas para determinar uma (tnica) solu¢do em equagdes diferencias e, neste trabalho,
destacaremos uma delas conforme os pardgrafos a seguir.

No presente trabalho de dissertacao estudaremos equacdes e sistemas de equagdes di-
ferenciais lineares. O principal objetivo € transformar todos os problemas abordados na seguinte

forma abstrata de primeira ordem

du
—(t) = Ault t
() = Autt), >0,

u(0) = wo,

(1.1

onde A : D(A) C H — H é um operador linear nio limitado definido em um espago de
Banach (ou Hilbert) /7. Com isto, a determinacdo de solugdo para (1.1) se reduzird a determinar
propriedades espectrais do operador A em cada caso abordado. Para isso, usaremos a teoria
geral de Semigrupos Lineares como principal ferramenta no estudo do operador A. Tal teoria
serd apresentada de forma resumida no Capitulo 3, cuja principal referéncia base € livro do Pazy
[38]. Para uma referéncia em portugués, citamos ainda Mufioz Rivera [35].

A teoria de semigrupos teve seu grande avango no ano de 1948 com a demonstragao do
Teorema de Hille-Yosida, seguido do Teorema de Lumer-Phillips. O primeiro teorema mostra
condicdes necessdrias e suficientes para que um determinado operador linear seja gerador infini-
tesimal de um semigrupo, enquanto o segundo caracteriza quando um operador linear é gerador
infinitesimal de um semigrupo de contra¢des. Como veremos no Capitulo 4, a Teoria de Semi-
grupos Lineares pode ser aplicada a uma vasta classe de Equacdes Diferenciais. Neste trabalho,
a teoria exibida nos permitird fazer aplicagdes em equacgdes diferenciais lineares autonomas,
isto é, equagdes que nao dependem explicitamente da varidvel temporal £.

Todos os problemas apresentados Capitulo 4 foram retirados da literatura existente em
equagoes diferenciais e possuem significados fisicos importantes na matematica, fisica e en-
genharias. Em cada caso, serd apresentada uma breve deducao fisica do modelo e, em alguns
casos, faremos algumas considera¢des complementares a fim de tornd-los problemas autono-

mos como, por exemplo, sistemas da forma (1.1). Nosso primeiro objetivo foi buscar diversos
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problemas na literatura com caracteristicas distintas e mostrar como seria a abordagem de tais
problemas na aplicacdo da teoria de semigrupos lineares. Neste sentido, ressaltamos ainda que
em varios dos artigos, onde os modelos foram retirados, os autores ndo mostraram com detalhes
a existéncia e unicidade de solugd@o para o problema em questdo. Em outras palavras, € bastante
comum encontrar autores que admitem a Boa Colocagdo dos problemas sem apresentar os cal-
culos. Logo, nosso segundo (e principal) objetivo foi mostrar com detalhes, o maximo possivel,
a existéncia e unicidade de solugdo, apresentando diferentes ferramentas que podem ser utiliza-
das na obtencao de solucdo via semigrupos lineares. Ao final do Capitulo 4, concluimos ainda
a Boa Colocagao segundo Hamadard para todos os problemas de uma s6 vez, visto que todas as
equacdes e sistemas de equagdes diferenciais podem ser convertidos na forma (1.1). O restante
dessa dissertacdo estd organizada como segue.

O Capitulo 2 apresenta uma série de resultados cldssicos e fundamentais em Andlise
Funcional, assim como os principais resultados da teoria de Espagos de Sobolev unidimensi-
onais, tais como defini¢des e propriedades dos espagos que serdo utilizados no decorrer deste
trabalho. Outro importante resultado deste capitulo € o Teorema de Lax-Milgram, o qual serd
muito usado no capitulo de aplicagdes, a saber no Capitulo 4.

O Capitulo 3 traz uma breve constru¢@o da teoria de semigrupos. Neste capitulo sera
definido o conceito de semigrupo e condi¢des para caracterizacdo seu gerador infinitesimal.
Também serd demonstrado o importante Teorema de Lumer-Phillips. Tais resultados serdo
utilizados frequentemente na prova da boa colocagdo dos problemas estudados no Capitulo 4.

No Capitulo 4 apresentamos diversos modelos em equacdes diferenciais. Em cada
caso, fizemos inicialmente uma breve deducao do problema, exibindo suas caracteristicas fisicas
e apresentando sua versdo autonoma. Em seguida, a existéncia e unicidade de solugdo foi
provada via teoria de semigrupos lineares e, portanto, concluimos a boa colocacdo de todos os
problemas abordados.

Por fim, mediante aos resultados obtidos no Capitulo 4, uma breve conclusdo € apre-

sentada, seguida pelas principais referéncias utilizadas nesse trabalho.
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2 PRELIMINARES: ANALISE FUNCIONAL

Neste capitulo serdo introduzidos alguns conceitos de Andlise Funcional para ajudar

na compreensao dos resultados nos préximos capitulos.

2.1 RESULTADOS FUNDAMENTAIS

2.1.1 Espacos de Banach

Definicdo 2.1. Seja X um K-espago vetorial. Uma norma em X é uma fungdo ||.|x : X — R*
tal que

(i) |zlx =0 x=0;
(ii) |azx|x = |o|||z]|x, Vre X, VaeK;
(iii) ||z +yl|x < |z||x + ||yllx, Vo,y e X.

Observacdo 1. (i) Opar (X, ||.|[x) é chamado espago vetorial normado. Quando ndo houver

confusdo, serd denotado por X um espago vetorial normado e por ||.|| a norma em X.

(i) Nesta se¢do, K denotard o corpo dos nimeros reais (IR) ou o corpo dos niimeros complexos
(©).

Definicao 2.2. Seja X um espago vetorial normado e ||.||1, ||.||2 duas normas em X. Diz-se que

1,

a norma ||.||1 € equivalente a norma ||.||2 quando existem constantes Cy, > 0 e Cy > 0, tais que
Cillzlly < llzllz < Collzlly, Vo e X.

Definicao 2.3. Seja X um espaco vetorial normado. Uma sequéncia em X é uma fungdo
z : N — X. Denota-se por x, := x(n) e x(N) := (x,)nen ou simplesmente por (x,). Uma
subsequéncia de (x,,)nen € uma restrigdo x|y : N' — X da fun¢do x a um subconjunto infinito
N Cc N

Definicao 2.4. Seja (x,,),en uma sequéncia em um espago vetorial normado X. Diz-se que
(mn)nEN é:

e Convergente em X quando existe v € X satisfazendo a seguinte condi¢do: para todo
e > 0, existe ng € N tal que ||z, — x|| < &, para todo n > ng. Denota-se a convergéncia

de (x,)nen para x por x,, — .

e De Cauchy em X se para todo € > 0, existe ny € N tal que ||z, — x,|| < &, para todo

m,n > ny.
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Defini¢do 2.5. Um espago vetorial normado (X, ||.||x) é chamado de espago de Banach quando

toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X com respeito a norma ||.|| x.

Definicao 2.6. Um espaco vetorial normado X é dito de separdvel quando existe um subcon-

juntoY C X enumerdvel e denso em X, ou seja, as seguintes condicoes sdo satisfeitas:
@ Dadox € X ec > 0, existey € Y tal que ||z — y||x < & (densidade);

e Existe uma fungdo bijetora: [ : N —Y (enumerabilidade).

2.1.2 Operadores Lineares

Proposicao 2.7. Se X é um espago de Banach reflexivo e M C X subespaco vetorial é fechado,

entdo M é reflexivo.
Demonstragdo. Ver [30], pagina 30, Teorema 1.4-7. 0

Proposicao 2.8. Sejam Z e Y espacos de Banach. Se existe um isomorfismo T : Z — Y

fechado tem-se: Z é reflexivo se, e somente se, Y é reflexivo.
Demonstragdo. Ver [7]. OJ

Proposicao 2.9. Sejam (X, d) um espago separdvel e M C X. Entdo (M,d) também é sepa-

ravel.
Demonstragdo. Ver [30], pagina 140, Teorema 3.2-4 item (c). 0

Definicao 2.10. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais normados. Diz-se que um operador
T:D(T)C X — Y élinear quando

T(x+ay) =T(z)+aT(y), paraquaisquerz,y € D(T) e a€K=C.

O conjunto D(T) é o dominio de T. No caso particular Y = K, diz-se que T' é um funcional

linear.

Definicao 2.11. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais normados. Diz-se que um operador
T:D(T) C X =Y éantilinear quando

T(x+ay) =T(x)+aT(y), paraquaisquer v,y € D(T) e «€ K.

Definicao 2.12. Um operador linear T : D(T) C X — Y definido entre dois espagos vetoriais

normados X e Y é dito:

(i) umisomorfismo quando T’ é bijetor;

(ii) um isomorfismo isométrico quando T é bijetor e | T (x)|ly = ||z||x, para todo x € D(T);
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(iii) limitado em X quando existe uma constante ¢ > 0 tal que || T(z)||y < c|z| x, para todo

x € D(T);

(iv) continuo em a € D(T) se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo x € D(T') com
|z —al|x <, entdo |T(x) — T(a)|ly <&

(v) continuo quando T é continuo em todo x € D(T');

(vi) compacto se para toda sequéncia (x,,)nen limitada em D(T'), a sequéncia (T (x,))nen

possui uma subsequéncia convergente em 'Y .

O conjunto dos operadores lineares limitados, que serd denotado por £(X,Y’), é um espaco

vetorial normado com a norma ||T'||z(x,yy = sup {||Tz||y; || x = 1}.

Observacao 2. (i) Quando Y = X o conjunto dos operadores lineares limitados serd deno-

tado por £(X) com norma ||| z(x) = sup {||7z| x; ||| x = 1}.

(ii) Quando Y = K, denota-se £(X,K) := X’. O espaco X’ é chamado de espago dual do
espaco X. Para todo f € X’ denota-se f(x) := (f,x), z € X.

Teorema 2.13. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear definido entre dois espacos

vetoriais normados X e Y. Entdo, T ¢ limitado se, e somente se, T é continuo.
Demonstragdo. Ver [30], pagina 97, Teorema 2.7-9. [l

Teorema 2.14. Sejam X um espaco de Banach e B, € L(X) um operador invertivel tal que
Bi' € L(X). Se By € L(X) é tal que || Bs||c(x) < || By 'l z(x) entdo o operador By + By é

linear, limitado e invertivel.
Demonstragdo. Ver [35], pagina 90, Lema 2.12.1. [

Definiciio 2.15. Sejam X eY dois espagos de Banach com'Y C X. E dito que Y estd imerso
continuamente em X quando a aplicagcdo inclusdo 1 : Y — X é continua em Y, ou seja,
y, Vr eY.

Denota-se a imersdo continua de Y em X porY — X.

quando existe C > 0 tal que ||z||x < C||z|

Definicéo 2.16. Sejam X e Y dois espacos de Banach comY C X. E dito que Y estd imerso
compactamente em X quando a aplica¢do inclusdoi :Y — X é compacta em Y .

. ~ (&
Denota-se a imersdo compacta de Y em X porY — X.

Definicao 2.17. Um espago vetorial normado X é dito reflexivo quando

J: X = X"

z— J(z)

definida por J(x)(f) = (f, z) é sobrejetora.
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Teorema 2.18. Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados. Se Y é um espaco de Banach,
entdo (L(X,Y),||.|zcx,y)) € um espago de Banach. Em particular, X' e X" = (X') sdo

espacos de Banach.
Demonstragdo. Ver [30], pdgina 118, Teorema 2.10-2. OJ

Teorema 2.19 (Banach-Steinhaus ou Principio da Limitagdo Uniforme). Seja (1),)n,en uma
sucessdo de operadores lineares limitados 'T,, : X — Y de um espaco de Banach X num

espaco normado Y tal que a sucessao (T,x),en € limitada para qualquer x € X, digamos
|Tz|ly < K(x), Vn €N, 2.1)
Entdo, a sucessdo das normas (||T,,||)2, também é limitada, isto é, existe C tal que
| Tallzcxyy < C, VneN.
Demonstracdo. Ver [7], pagina 32, Teorema 2.2. [

2.1.3 O Teorema de Lax-Milgram e Espacos de Hilbert

Definicao 2.20. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais. Uma aplicacdo a : X XY — K é

chamada de forma sesquilinear em X X Y se satisfaz as seguintes condicoes:
(i) a(r+y,2) =alz,z) +aly,z), Ve,ye X e VzeY;

(ii) a(x,y+ 2) = a(z,y) + a(z,z), Ve € X e Vy,z€Y;

(iii) a(az,y) = aa(z,y), Ve € X, Vy €Y e Va e K;

(iv) a(x,ay) =aa(x,y), Ve € X, YyeYe Vaek

No caso K = R, a é chamada de forma bilinear.

Definicao 2.21. Sejam X um espaco vetorial normado e a : X x X — K uma forma sesquili-

near em X. Diz-se que a é hermitiana quando a(x,y) = a(y,x), Vz,y € X.

Definicao 2.22. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados e a : X X Y — K uma forma

sesquilinear. Diz-se que a é continua (limitada) quando existe uma constante C' > 0 tal que
la(z, y)| < Cllzlxlly|

v, para todo par (z,y) € X x Y.

Definicao 2.23. Sejam X um espago vetorial normado, a : X x X — K uma forma sesquilinear.

Diz-se que a é coerciva quando existe uma constante C' > 0 tal que Re(a(x,z)) > C||z|%,

para todo x € X.

Definicao 2.24. Sejam X um K-espaco vetorial uma forma sesquilinear hermitiana

a: X x X — K é chamada de produto interno em X se satisfaz as seguintes condicoes:
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(i) a(x,x) >0, Voe X;
(ii) a(x,z) =0< x =0.
Denota-se um produto interno em X por (.,.)x.

Definicio 2.25. Sejam X um espaco vetorial e (.,.)x um produto interno em X. A funcdo
1
I.lx = (.,.)%, define uma norma em X. Esta norma é chamada de norma proveniente do

produto interno (., .)x.

Definicao 2.26. Um espaco de Banach (H,||.|n) é chamado de espaco de Hilbert quando a

norma ||.|| € proveniente de um produto interno em H.

Teorema 2.27. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.
Demonstragdo. Ver [30], pdgina 242, Teorema 4.6-6. [

Teorema 2.28 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam H um espaco de Hilbert real (complexo) e
a: H x H— R (C) uma forma bilinear (sesquilinear) continua e coerciva. Entdo, para todo

f linear (antilinear) e limitado, existe um tinico x € H tal que a(x,y) = (f,y), Yy € H.

Demonstracdo. Para o caso real ver [7], pagina 140, Corolério 5.8 e para o caso complexo ver
[37], péagina 595, Corolario 6.6.2. O]

Definicao 2.29. Seja A um operador linear de um espaco de Banach X. O conjunto formado
pelos A € C para os quais o operador linear (A x — A) é inversivel, seu inverso é limitado e
densamente definido, é dito conjunto resolvente de A e representado por p(A).

O conjunto o(A) = C\p(A) é chamado espectro de A. Para A € p(A), denota-se por
R\, A) = (Mx — A)~! o resolvente de A.

Proposicao 2.30. Sejam A um operador linear fechado de um espaco de Banach X e \ € p(A).
Entdo, D(R(\, A)) = X. Em particular, R(\, A) é fechado.

Demonstracdo. Ver [30], pagina 376, Teorema 7.3-2. [

2.1.4 Definicoes e Propriedades

Definicdo 2.31. Sejam X um espaco vetorial normado e {x,},cn uma sequéncia em X. Con-
sidere

Sp =21+t Ty

o0
a sequéncia das somas parciais da série Y x,. Se existir o limite lim s, = s, diz-se que

n=1 n—00
o0
a série Y x, € convergente e s serd chamado a soma da série. Se {s,},cn ndo convergir,
n=1

o oo
diz-se que a série Y x, é divergente. Diz-se ainda que uma série »_ x, é absolutamente
n=1 n=1

o0
convergente, se a série numérica » , ||x,||x converge.
n=1
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Proposicao 2.32. Toda série absolutamente convergente é convergente. Além disto,

o oo
an < annHX
n=1 X n=1

Demonstragdo. Ver [31]. L]

Proposicao 2.33. Seja {x, }nen um sequéncia em X tal que para todo n € N existe um niimero
o0 [e.e]

real M, > 0 satisfazendo ||z,|x < M,. Se > M, é convergente, entdo »_ x, é absoluta-
n=1

n=1
mente convergente.

Demonstragdo. Ver [31]. ]

Proposicio 2.34. Suponha que {f, : M — X} _ é uma sequéncia de funcoes definidas

em um conjunto M e que exista uma sequéncia de niimeros positivos { M, },cn satisfazendo
o0 o0

Vn € N, Vo € M, ||fu(@)||lx < M,. Se > M, é convergente, entdo »_ f,(x) converge
n=1 n=1

absolutamente e uniformemente.
Demonstracdo. Ver [31]. O

Definicao 2.35. Seja I C R um intervalo e considere a fung¢do

g: I — X
t— g(t).

(i) Diz-se que g é continua em t, € I, se thr? llg(t) — g(to)||x = 0. Diz-se que g é continua
—to

se g é continua em todo t € 1.

(ii) Diz-se que g é derivdvel a direita (esquerda) em t, € int(I) se existe y(t) € X tal que

g(to +h) — g(to) +
A Y-

lim
h—>0<7)

Quando ambas as derivadas existem e sdo iguais, diz-se que g é derivdvel em t, e denota-

se

vy =y_ = g'(to).

Define-se o espago das curvas em X definidas em I por C(1; X) :={g : I — X; g é continua}.

Proposico 2.36. Se I C R é um intervalo fechado e limitado, entdo C(I; X) é um espaco de

Banach munido da norma

9llewxy = sup [lg(t) ]| x-
tel

Demonstragcdo. Ver [30], pagina 118, Teorema 2.10-1. [
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Proposicdo 2.37. Se g : [ — X é derivdvel em ty € int(I), entdo g é continua em t.
Demonstragdo. Ver [31], pagina 91, Corolario do Teorema 1. 0

Proposicio 2.38. Seja A € L(X). Parat € R define-se

2 A"
T(t)=e*=Ix+ Y i (2.2)
n=1 ’

Entdo,
(i) T(t) € LX) e [T(t)]|x) < elllleco, we e R;
(ii) E}(} 1T(t) = |l cx) = 0;

=0.
L£(X)

) s T(t)-Ix
o oo
Demonstragdo. (i) Lembre-se que dados quaisquer A, B € £(X), valeque Ao B € L(X) e
|A o Bllzixy < ||Allzx) || Bllz(x)- Assim, se n € N, entdo

n

LT
< FHAHL(X) = M,.

tnAn

n!

L(X)

thA" 4
n! ¢

oo [e.e]
Como a série . M, é convergente para e!ll4llcco | pela Proposigio 2.33 a série S

n=1 n=1
absolutamente convergente e

oo
Ty = |2 54
n=0 " lleex)
-
N—oo ;2 : £(X)
N
< lim 3 MMM _ cialec.
N—o0 7 n

(i1) Tem-se

Nao hd perda de generalidade considerar |t| < 1, visto que o interesse é em passar o limite

quando ¢t — 0. Neste caso, defina f,, : [—1,1] — L(X) por

A

n!

fn(t> :
Assim, para todo n € N e para todo ¢t € [—1, 1], vem que

A"
n!

A n
_ 1l

LX) n!

(Ol ex) =
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oo [e.e]

Como ) M, é convergente, pela Proposi¢do 2.34 vem que > f,(t) converge absolutamente
n=1 n=1

e uniformemente.

Por outro lado, fixado n € N, vale que
t n A n
li | ’ H HL(X)

=0.
t—0 n'

Mais ainda,

AN

< lim
- N—)ooZ n!

0 <|[T(#) = Ixllecx) =

n=1 L(X) n=1
Isto, juntamente com o fato de que
[ A = Je A
o LX) qe s LX) _
L e e R TR
n= n=

implica que
lim |7(t) — Ll cox) = 0.

t—0

(i11) Basta observar que

Y

T(t) — Ix LA
i S S
t nz; n!

e utilizar argumentos andlogos aos ja usados para provar o item (ii).
]
Observaciio 3. Se A € L(X) e T(t) = ', entdo T(t +s) = T(t)T(s). Além disto, de acordo

com a Proposicao 2.38, a curva 7" € continua e diferencidvel em 0 € R, sendo 77(0) = A.

2.2 ESPACOS LP

2.2.1 Definicoes e Desigualdades

Definicao 2.39. Diz-se que uma propriedade vale quase sempre (q.s.) em um conjunto <), se o
conjunto dos pontos onde ela ndo se verifica tem medida nula. Denota-se ainda a medida de ()

por |Q].

Defini¢ao 2.40. Seja Q) C RY aberto e 0 < p < 0o. Seja £LP(S)) o conjunto de todas as fungdes

mensurdveis f : 0 — R tais que | f|P € integrdvel (no sentido de Lebesgue) em (Q, ou seja,

ZLP(Q) = {f : Q= R; fémensurdvel e / |f(z)|Pde < oo}.
Q

Diz-se que duas fungées f, g € LP(2) sdo equivalentes (f ~ g), se f = g quase sempre em ).

Indica-se por L*(2) o conjunto
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LP(Q) = ZP(Q)\ ~.
Para p = oo define-se L>()) = {f : Q — R; fé limitada quase sempre (q.s.) em 2}

Observacdo 4. Os elementos do conjunto LP(£2) s@o classes de equivaléncia de fungdes em
ZP()). Entretanto, é conveniente olhar esses elementos como sendo fungdes. Assim, escreve-
se f € LP(Q) no lugar de [f] € LP(Q2), admitindo que f € o representante da classe de equiva-

Iéncia.

Definicao 2.41. Seja 1 < p < oo. Diz-se que um niimero real q é expoente conjugado de p

1 1
quando — + — =1sep € (1,00),g=ccsep=1leq=1sep= .

P q
Lema 2.42. Sel <p<ooea,b>0,entdoa’ + b < (a+ b)P < 2071 (aP + bP).
Demonstracdo. Ver [8], pagina 87, Lema 5.2.3. [

Lema 2.43. Sejam a e b niimeros reais ndo negativos e 0 < A < 1. Entdo,

a*'™ < Aa+(1—\)b

Demonstragdo. Ver [8], pagina 171, Lema 8.2.12. [

Lema 2.44. (i) (Desigualdade de Young) Sejam A e B niimeros reais ndo negativos, e seja

1 < p < o0 e q seu expoente conjugado. Usando o Lema 2.43 com A = —, a = AP e b = BY,
p
obtém-se 4 B
AB< — 4+ —.
p q

(ii) (Desigualdade de Young com €) Dados a,b > 0 e c > 0, vale

b2
ab < ea® + —.
4e

Demonstragdo. Ver [8], pagina 171, Lema 8.2.12. [

Teorema 2.45 (Desigualdade de Holder). Seja Q@ C RY aberto e sejam p e q expoentes conju-
gados, 1 < p<oo. Se fe LP(N)ege LIN), entdo fg € L'(Q) e

1fallzr @) < I fllee@llgllLac)-

Demonstragcdo. Ver [7], pagina 92, Teorema 4.6. [

Teorema 2.46 (Desigualdade de Minkowiski). Sejam f,g € LP(Q) e, 1 < p < co. Entdo,

If + gller) < | fllze) + gl ze)-
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Demonstragcdo. Ver em [30], pdginas 13-15. [
Proposicio 2.47. Suponha que |Q| < oo eque 1 < p < g < .
(i) Se f € L1(Q), entdo f € LP(Q) e
| llr@) < 1907411 | oce-
(ii) Se f € L>(Q), entdo
Jim [| fllzr) = [ ll2=@-
Demonstragdo. Ver [7]. OJ

Observacao 5. O item (i) da Proposi¢do 2.47 significa que se 1 < p < ¢ < oo, entdo L?(Q2) é

imerso em LP((), isto é, L4(Q2) C LP(Q2) e a aplicagdo inclusdo
i: L1(Q) — LP(Q)
¢ continua. Neste caso, denota-se imersao por
L1(Q2) — LP().
Definicao 2.48. Uma funcdo mensurdvel f : Q) — R é dita localmente integrdvel se

/ f(x)dx < oo, VK C Q) compacto.
K

p

Indica-se por L,

(Q) o conjunto de todas as fun¢des mensurdveis f : Q0 — R tais que |f|P é

localmente integravel, isto é,

LP

r(Q) = {f :Q = R; fémensurdvel e / |f(z)Pdx < 00, VK C Q compacto}.
K

Corolario 2.49. Sejam Q aberto de RY e 1 < p < oo. Entdo

LP(Q) = Lip () = L ().

Demonstracdo. A demonstracdo segue dos resultados de imersdes de Sobolev que podem ser
encontrados em [10]. O

Definicfio 2.50. Seja Q um aberto do RN e ¢ : Q© — R uma funcdo continua. O Suporte de ¢ é

0 conjunto

supp(6) = { € O 6(x) £ 0}
Denota-se por Cy(2) = {¢ € C(Q); supp(¢) ¢é compacto}.
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2.2.2 Propriedades
Proposiciao 2.51. (i) Se 0 < p < oo, entd@o LP()) é um espaco vetorial.
(ii) O conjunto L>°(Q2) é um espaco vetorial.

(iii) Se f € L?()), denota-se por

1l = ( / If(Q)|pd:c) " 0<p<os

eparap = oo,

| fllzee) = sugess]f(x)] =1inf{c > 0; |f(z)| < cgq.s. em Q}.
BAS
Demonstragcdo. Ver [7], pagina 93, Teorema 4.7. [
Corolario 2.52. Seja Q um aberto de RY.

(i) Sel < p < oo, entdo a fungdo

||.||LP(Q) : Lp(Q) — R

£ vy = ( / \f(x)|”dx)p

é uma norma para o espago vetorial LP(€)).
(ii) A fungdo
|- llpeey : () = R
f = |z (@) = supess|f ()]
e
é uma norma para o espago vetorial L>(2).
Demonstragcdo. Ver [7], pagina 93, Teorema 4.7. [

Teorema 2.53. Se 1 < p < oo. Os espagos (LP(2), ]|.||,) e (L=(2), ||.]|«) sdo espagos de
Banach. Em particular, L*(2) é um espaco de Hilbert com produto interno e norma definidos

por

(u,v)2 = / u(@)o(z)de e ulla = (u,u)y.
Q
Demonstragdo. Ver [7], pagina 93, Teorema 4.7. O]
Teorema 2.54. Se 1 < p < oo, entdo LP(X) é reflexivo.

Demonstracdo. Ver [7], pagina 95, Teorema 4.10. [
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Teorema 2.55. Sejam Q2 C RY aberto e 1 < p < oo, entdo LP()) é separdvel.

Demonstragdo. Ver [7], pagina 98, Teorema 4.13. [l
Proposicao 2.56. Se Q2 C RY éaberto e 1 < p < oo, entdo Cy(Q2) é denso em LP(R).
Demonstracdo. Ver [7], pagina 96, Teorema 4.12. [
Corolario 2.57. Se Q C RY éaberto e 1 < p < oo, entdo C$°(S2) é denso em LP(Q).
Demonstragdo. Analoga a demonstracao da Proposi¢do 2.56. 0

Proposi¢io 2.58. (Lema de Du Bois Raymond) Seja u € L] () tal que

loc
/Qu(x)go(x)dx =0, Yo € C5°(Q).

Entdo, u(z) = 0 para quase todo x em ().

Demonstragdo. Ver [7], pagina 110, Corolério 4.24. [

Corolario 2.59. Seja f € L, .(Q) tal que

loc
/Q f@)p(z)dz = 0, Vi € Co(Q).

Entdo, f(x) =0 para quase todo = em ().

Demonstracdo. Consequéncia da proposi¢cao anterior. [

2,

Teorema 2.60. Seja 1 < p < 0o e ¢ > 1 o expoente conjugado de p. Entdo, [LP(2)] é

isometricamente isomorfo ao espago L1(Q)). Em particular, LP () é reflexivo.

Demonstracdo. Ver [28], pagina 169, Teorema 6.2.1. [
Teorema 2.61. O espaco [L'(Q))]' ¢é isometricamente isomorfo ao espago L>(12).
Demonstragdo. Ver [28], pagina 174, Teorema 6.3.2. [l

Por abuso de notagdo, identifica-se os espacos isometricamente isomorfos acima des-

critos e, neste trabalho, indica-se por
[LP(Q)) = LY(Q) para 1 < p,q < oo e [L}(Q)] = L>(Q).
Lema 2.62. Sdo vdlidas as seguintes afirmagoes:

(a) Seja E um espago vetorial. Dado um subespago vetorial G de F, se g € G, entdo existe
f € E' tal que f|c = g (Coroldrio do Teorema de Hahn-Banach,).
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1 1
(b) Sejam1 <p <ooel < q<ootal que —+ — =1. Se p € (LP(Q?))', entdo existe uma
P q
tinicaw € L1()) tal que

(9, f) = /Qu(x)f(x)dx, para toda f € LP(Q).
(c) Sep=1ed e (L'N)), entdo existe uma vinica u € L>(Q) tal que
(p, ) = /Qu(:z:)f(:z:)d:v, paratoda f € L'(S).
Demonstragdo. Ver [7], paginas 97-99, Teorema 4.14. [

2.3 ESPACOS DE SOBOLEV UNIDIMENSIONAIS

Esta secdo define e caracteriza conceitos muito importantes relacionados aos espacos

de Hilbert e/ou Banach que sdo utilizados ao longo do trabalho.

2.3.1 Os Espacos W2 (I)
Seja I = (a,b) com —c0 <a<b<+ooep € Rcoml < p < 0.

Defini¢iio 2.63. O espago de Sobolev W'P(I) é definido por

WP(I) = {uELp(I); dg € LP(I) com /ugp’dmz—/ggpdm, VngC’é(])}.
I I

No caso particular p = 2, denota-se W2(I) = H(I), ou seja,

HY(I) = {u € L*(I); 3g € L*(1) com /ugp'dx = —/ggpd:p, Vo € C’é(])}.
I I

Observacio 6. Dada v € W'?(I), a fungiio g é chamada de derivada fraca de u em W'P(I) e

sera denotada por /.

Afirmacao 1. A funcdo ' é unica a menos de um conjunto de medida nula. Com efeito,

suponha que exista h = v/ € LP(I) que também € derivada fraca de v em W1P(I). Assim,
/ggodx = —/ucp/dx = /hgpdx, Vi € CH(I)
I I I
:>/(g — h)pdr =0, Yo € Cy(I).
I

Pela Proposicdo 2.58 tem-se que g — h = 0, q.s em /. Logo h(x) = g(z) para quase todo x em
1, como desejado.



27
Observagio 7. (i) Nadefini¢do de W' (I) pode-se usar ¢ € C5°(I) no lugar de ¢ € C3(I).
Neste caso ¢ €é chamada funcao teste.

(i) Seu € CY(I)N LP(I) e a derivada v’ € LP(I), entdo u € W'P(I) e a derivada usual o’
coincide com a derivada fraca g = v/ de w em W' (1).

(iii) Se I é limitado, entdo C'*(I) C W'P(I), e para qualquer que seja I, C3(I) € W'P(I).

Proposicao 2.64. (i) O espaco WP(I) é um espago vetorial normado, munido da norma
(usual)

[ullwre = llullee + [0 |, Yu € WHP(I), 1 < p < oo,
Além disso, se 1 < p < oo, entdo pode-se definir a norma

1
lullp = (el + e|17,) "
em WP(I), a qual é equivalente a norma usual.

(ii) O espaco H'(I) é um espago vetorial com produto interno e norma definidos, respectiva-

mente, por

(u,V)gr = (u,0)2 + (Ug, Vy) 2 = /u@dw%—/uﬂdw, Vu,v € H'(I)

1 1

1
» 1
ullm = ulPde + [ Jug|*dz ) = (lullfz + uallZ2)” -
I 1

Demonstra¢do. A demonstragdo dos itens (i) e (ii) seguem mostrando as propriedades de
norma e produto interno para os espagos definidos. 0

Teorema 2.65. Os espacos W'P(I) sdo espacos de Banach para 1 < p < oo.

Demonstragdo. Seja (up)nen C WHP(I) uma sequéncia de Cauchy. Como
[t = v lwrp = [ltn — || 2o + [, = 2 [ 2o

entdo (u,) e (u),) sdo sequéncias de Cauchy em LP(I), o qual é um espaco de Banach para
1 < p < oo. Assim, existem u,v € LP tais que u,, — u e ul, — v em LP(I), ou seja,
|lun — ul|lpr — 0e |jul, — v||r — 0 quando n — oco. Além disso, note que para toda func¢do
¢ € C3(I) tem-se

/ () () = — /[ o () () da. 2.3)

1
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Deste modo, pela desigualdade de Holder

/1 ()0 () — / ul() («)dz () =~ u(@)¢ (@)

/\un — (@)l (2)]da

lun = ull o[l ]| s = O,

IN

IN

ou seja,

/1 wn ()¢ (z)dz — /1 w(z)¢ (x)dz. 2.4)

Analogamente, pode-se mostrar que

/I o (z)p(z)dz — /I v(@)p(z)dz. 2.5)

Sendo assim, de (2.3), (2.4), (2.5) e pela unicidade do limite obtém-se

[ule)d@)ae =~ [vi)pta)dn, ve e Cin,
I I
isto é, u € W'P(I) e v = u' é a derivada fraca de v em W'P(I). Além disso,

lun = wllwre = llun = wllze + lluy, = w'l| 22 = 0.

Portanto, u,, — u em W1P(T), de onde conclui-se que W'*(I) é Banach. O
Teorema 2.66. Os espagcos W'P(I) sdo espagos reflexivos para 1 < p < oc.

Demonstragdo. Sabe-se que os espagos LP(I) sdo de Banach e reflexivos para 1 < p < oo,

assim como o espago X, = LP([) x LP([) ¢é reflexivo. Agora defina o operador

T :WY(I) — X, = LP(I) x LP(I)

ur— T(u) = (u,u).
Tem-se que 7" € linear. Além disso, 7' é também uma isometria. De fato,
1T (u)llx, = I(u, w)llx, = llulle + [0/l = lluflwie.
Temos ainda que 7' € injetora. Com efeito,
u € Ker(T) = || T(u)|lx, = 0= |ullwir =0=u=0= Ker(T) = {0}.

Sendo T' : W'P(I) — M = T(W?'P(I)) sobrejetora, conclui-se que 7' é um isomorfismo
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sobre sua imagem. Afirma-se que M = T(W™'P(I)), subespago vetorial de X,, é fechado.
De fato, seja v € M, entdo existe uma sequéncia v, = T(u,) € M, com u, € WP(I), tal
que v, = T'(u,) — v quando n — oo em X,,. Assim, (v,) é de Cauchy em X, ou seja,

|vn, — vm|| = 0 se m e n tendem ao infinito. Como

[un = tm|lwie = T (un) = T(um)lx, = [IT(wn = um)llx,

= ||vn — vmllwre — 0,

entdo (u,,) € de Cauchy em W'P(T), o qual é Banach. Logo existe u € WP(I) tal que u,, — u

em W1P(T), e assim
[on = T(w)llx, = [T (un) = T(u)llx, = 1T (un —u)llx, = lun = ullwrr = 0.

Entdo, v, = T'(u) em X, de onde segue que v = T'(u) € M. Portanto, M = M, como
desejado. Pela Proposi¢io 2.7, M = T(W1?(I)) € reflexivo.

Afirmagdo: T € fechada. Com efeito, sejam u,, € W'P(I), u,, — u e T(u,) — v. Como
we W(I), u, — we ||T(u,) —T(u)|| — 0, entdo T'(u,) —> T'(u) e pela unicidade do
limite v = T'(u).

Como T ¢é fechada, segue da Proposi¢do 2.8 que W1P(TI) € reflexivo, 1 < p < oo. O

Teorema 2.67. Os espacos W'P(I) sdo espacos separdveis para 1 < p < oc.

Demonstragdo. Sabe-se que LP(I) é Banach separdvel para 1 < p < oo, assim como X, =
LP(I) x LP(I). Defina

T:W(I) — X, =LP(I)x LP(I)

u — T(u) = (u,u).

Assim, M = T(W'P(I)) C X, é separdvel pela Proposi¢do 2.9, ou seja, existe um subconjunto

Y C M enumerdvel e denso em M. Afirma-se que
A=TYY)={ue W"(I); T(u) €Y} C W(I)

é subespaco vetorial enumerdvel e denso em W'P(I). Com efeito, A € enumerdvel, pois
Tla:A— T(A) =T(T'(Y)) C Y éumabijecio e Y é enumerdvel. Além disso, A € denso
em WHP(I). De fato, sejau € WP(I), entdo v = T'(u) € T(W'P(I)) e como T(WP) € se-
parével, existe uma sequéncia (v,) C Y C T(W'P), v, = T(u,) com u,, € WHP(I), tal que

v, — vem X, isto é, ||v, — v| x, — 0. Agora note que
[un = ullwre = T (un = w)llx, = 1T (un) = T(u)]|x, = [lvn = vllx, =0,

ou seja, u, — u em W'?(I) com u,, € A, uma vez que u,, € W'?(I) e T(u,) €Y,
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isto implica que u € A, mostrando que A = W'?(I) e, consequentemente, que W'?(I)

é
separavel. [
Teorema 2.68. O espaco H'(I) = W2(I) é um espago de Hilbert (separdvel).

Demonstracdo. H'(I) = W'2(I) é um espago de Hilbert pela Proposigao 2.64 e pelo Teorema
2.65. ]

Lema 2.69. Seja f € L}, (I) tal que /f(x)go’(a:)da: =0, paratoda o € Cy(I). Entdo, existe
uma constante C tal que f = C quase sempre em 1.
Demonstragdo. Ver [7], paginas 204 e 205, Lema 8.1. [

Corolario 2.70. Se v € W'P(I) e v/ = 0 quase sempre em I, entdo u é constante quase sempre

em I.
Demonstragdo. Observe que u € WHP(I) C LP(I) C L;,.(I)e

[ut)@yin = [ @tz o

1

para todo ¢ € C3(I), entdo pelo Lema 2.69 tem-se que u € constante quase sempre em I. [

Lema 2.71. Seja g € L}, .(I). Para algum vy, € I, considere

loc

v(x) = /Ig(t)dt, comz € 1.

Yo

Entdo, v e C(I)e /Iv(x)gpl(x)dx = — /Ig(x)go(x)dx, para toda ¢ € C}(I).

Demonstracdo. Ver [7], pagina 205, Lema 8.2. [

Observacdo 8. Como consequéncia do Lema 2.71 se g,v € LP(I), entdo v € WHP(I). Mais
ainda, se I for limitado, entdo g € LP(I) implica em v € WP(I).

Teorema 2.72. Sejau € WP(I), com 1 < p < co. Entdo, existe uma fungdo i € C(I) tal que
u = U quase sempre em I e u(x) — u(y) = /m u'(t)dt, para quaisquer que sejam x,y € I.
Demonstragdo. Ver [7], pagina 204, Teorem?; 8.2. [l
Proposicao 2.73. Sejau € LP(I) com 1 < p < oo. As seguintes propriedades sdo equivalentes:
(a) ue WhHr(I).
(b) Existe uma constante C' > 0 tal que

/u(x)go(:v)d:v

I

< CliellLe,

1 1
sendo 1 < q < ootal que — + — = 1. (C := ||| 1»).
p q
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Demonstragdo. Ver [7], pagina 208, Proposi¢do 8.5. [

Proposi¢io 2.74. Seja u € L°°(I). Entdo, u € W1°(I) se, e somente se, existe C' > 0 tal que
u(z) = u(y)| < Clz —y|

quase sempre, para quaisquer que sejam x,y € 1.
Demonstragdo. Ver 7], pagina 207, Proposi¢ao 8.4. [

Lema 2.75. Seja u € W?(I). Entdo,
nu € W(0,00) e (nu) =n'u+nu'.

Demonstragdo. Ver [7], pagina 210, Lema 8.3. L]

Lema 2.76. Seja I um intervalo ilimitado e seja u € W'P(I), com 1 < p < oo. Entdo,

xh_}rgo u(x) = 0.

Demonstragdo. Ver [7], pagina 214, Corolério 8.9. 0

Teorema 2.77 (Operador extensdo). Seja 1 < p < oo. Entdo, existe um operador linear e

continuo
P W”’(I) — W“’(R)

chamado operador extensdo, satisfazendo
(i) Pul; =u, Yue WHP(I).

(ii) ||Pul| oy < c|lullrny, Yu € Whe(I).

),

Demonstracdo. Ver [7], pagina 209, Teorema 8.6. [

(iii) ||Pullwir@) < cl|ullwiey, onde c = c(|I]), |I]| < oo.
Teorema 2.78 (Imersdes de Sobolev). Tem-se que

(a) WYP(I) C L>(I), paratodo1 < p < oo, com inclusdo continua, ou seja, existe uma

),

(b) Se I é limitado (|I| < oo), entdo W'P(I) C C(I), para todo 1 < p < oo, com inclusdo

constante ¢ = c(|I), |I| < oo, tal que ||u|| o1y < c||ullwrs(r), paratodouw e WP(I).

compacta.

(c) Se I é limitado (|I| < oo), entdo WH'(I) C L4(I), paratodo1 < q < oo, onde
1 1

— + — =1, com inclusdo compacta.
P q
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Demonstragdo. Ver [7], paginas 212 a 214, Teorema 8.8. O]

Corolario 2.79 (Derivagdo do produto). Sejam u,v € W'P(I) com 1 < p < oo. Entdo tem-se

uv € WHP(I) e (uwv) = u'v + wv'. Além disso, vale a férmula de integragdo por partes

Demonstragdo. Ver [7], pagina 215, Corolério 8.10. O]

Corolario 2.80 (Deriva¢do da composi¢do). Sejam G € C*(R) tal que G(0) = 0eu € WhP(I)
com1 < p < oo. Entdo Gou € WH(I) e (Gou) = (G ou)u.

Demonstragdo. Ver [7], paginas 215 e 216, Corolério 8.11. [

2.3.2 Os Espacos W, (I)
Definiciio 2.81. Seja 1 < p < co. O espaco Wy (I) é dado por

wi.p

Wy (1) = Ci(1)
No caso de p = 2 denota-se por
Hy (1) = Wy ().
Observacio 9. O espago W, ”(I), também ¢ definido como
WoP(I) = {u e W (I); u(z) = 0 paraz € DI}
Quando p = 2,
Hy(I) ={u e H"; u(z) = 0paraz € OI}.

Observacio 10. (i) Os espacos Wy (I) e H}(I) sdo subespagos de W'»(I) e H'(I), res-
pectivamente, com norma e produto interno induzidos de W'?(I) e H'(I).

(ii) Se 1 < p < oo, entdo W, ?(I) sdo espagos de Banach.
(iii) Se 1 < p < oo, entdo W, (I) sdo espacos separaveis.
(iv) Se 1 < p < oo, entdo W, (I) sdo espacos reflexivos.
(v) H}(I) é um espago de Hilbert com produto interno e norma induzidos de H* ().

(vi) C3°(I) é denso em W, ?(I), para qualquer I C R.



33

Lema 2.82. Seja I C R. Os espacos Wy (I) sdo densos em LP(I), para 1 < p < oc.

LP(I)

Demonstragdo. Do Corolario 2.57 vem que C§°([/) = LP(I), e sabe-se também que

v (1)

Ce(I) € Wh(I) c LP(I), deste modo LP(I) = Co(D)- )« Wir(1) < I»(I).
LP(1)

Portanto, LP(I) = W,

Um resultado muito utilizado neste trabalho é para o caso p = 2, isto é, L*(I) = H}(I)

]

Teorema 2.83 (Desigualdade de Poincaré). Seja I um intervalo limitado. Entdo existe C > 0,

tal que

lullwrny < Cll|lzoy, Yu € Wo™(D).
Demonstragcdo. Ver [7], pagina 218, Proposi¢ao 8.13. [
Observacio 11. Do Teorema 2.83 vem que HuHWOLp = ||«/||» define uma norma equivalente

em W, (I). Além disso, é possivel mostrar que C' = |I|.

2.3.3 Os Espacos L2(1) e WlP(T)

Defini¢ao 2.84. Denota-se por LP(I) e W P(I), respectivamente, os espagos de média nula,

e (1) = {u € LP(I); ﬁ/fu(l’)dx B 0}

1
Whe(I) = {u c WHP(I); bl /u(x)da: = O} : (2.6)
I
No caso de p = 2 denota-se por
H(I) = WI(I).

Observacio 12. Os espagos W1P(I) e H!(I) sdo subespagos de WP(I) e H'(I), respectiva-
mente, com norma e produto interno induzidos de W'?(I) e H*(I).
Teorema 2.85. (i) Se 1 < p < oo, entdo W} P(I) sdo espagos de Banach.
(ii) Se 1 < p < oo, entdo WIP(I) sdo espagos separdveis.
(iii) Se 1 < p < oo, entdo WIP(I) sédo espagos reflexivos.
(iv) HL(I) é um espaco de Hilbert com produto interno e norma induzidos de H'(I).

Demonstracdo. As demonstragdes dos itens (i), (ii), (iii) e (iv) sdo consequéncias da Observa-

cdo 12 e resultados de Anélise Funcional que podem ser encontrados em [7] e [11]. O
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Lema 2.86. Seja [ C R. Os espacos WP (I) sdo densos em LF(I), para1l < p < cc.
Demonstracdo. Considere o caso particular em que p = 2, ou seja,

T = LA(1).

Observe que H,}(I)L*(I) C L%(I). Falta mostrar que L2(I) C Hj(I)L*(I), entdo seja f € L3(I),

sera mostrado que existe f, € H!(I) tal que

Tim [ fy = fll2 =0, com f € LI(I). 2.7)
Sabe-se ainda que H' ([ )L o _ L3(I). Logo, existe uma sequéncia g, € H'(I) tal que
lim ||g, — f]| = 0. (2.8)
n—oo

Defina f, := g, — |—}‘ 7 gn(z)dx, uma vez que
L
/ fulz)dz =0, (2.9)
0
entdo f, € H}(I), e ainda,

Ifn = fllz2n)

1
gn — m /Ign(x)dx - f

L2(1)

Gn - ﬁ / gu(@)dz — f + / f(@)da

L2(I)

IA

— 0,

1
g — Fllozen + Hm / (90 — )()

L2(I)

deste modo, f € Hj([)L*(I), concluindo que Hi([)L*(I) = L2(I).

Para p # 2, a demosntragdo segue andloga. 0

Teorema 2.87 (Desigualdade de Poincaré para espaco de medida nula). Seja I um intervalo

limitado. Entdo existe C' > 0, tal que
[ullwioay < Cllu|[ oy, Yu € WEP(T),

onde WP (I) é dado em (2.6).

Demonstragdo. Considere I = (a,b) = (0, L) limitado, z e y € (0, L) e u € WLP(I). Pelo
Teorema 2.72, sabe-se que existe u € C'([0, L]) talque w = u ¢.s.em (0,L) e
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Assim,

|u(z) = uly)| =

léxwuyﬁ'gbéxmx@ut

= Jule) - u(y)] < / 1 (1)t 2.10)

Integrando ambos os membros de (2.10), obtém-se

[ lute) =ty < [ / ' (0)] ey
Juta) - u(y)dy\ < | / (1) dtdy
[y~ [utay) < | / (8 dtdy.

Por hipoétese, / u(y)dy = 0, e tem-se também que

Aﬂwmﬁgzwww.

/Iu(x)dy‘ < /I/I]u’(t)]dtdy
= u(o) [yl < [1olae [ d

pois / |u/(t)|dt e u(x) sdo constantes em relagdo a y. Deste modo,
I

=

=

Assim,

()1 < / ! (£) de] ).

Como || > 0, entdo

lu(z)| < /|u’(t)|dt. (2.11)
I
Elevando ambos os membros de (2.11) a p, obtém-se
p
lu(z)P < (/]u’(t)l\dt) . (2.12)
I

Aplicando Hoélder no lado direito de (2.12), tem-se

u(a)” < ((/I|u'<t>|pdt);>p- ((/}uwdt);)p,
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com % + % = 1. Assim,
u(z) P < [|u'|[%, |1]5. (2.13)

Integrando ambos os membros de (2.13), obtém-se

[u@pds < [ uigliian

1 1

= [lu@pds < W0 [ ds
1 I

- /'“(:L")I”dfc < el 1o (2.14)
1

Elevando ambos os membros de (2.14) a %, tem-se

([utopas)" < (i)
I

1 1
Finalmente, recordando que — + — = 1, conclui-se
p q

lullzray < N e 117
= |ullzoery < ([l Lol
=ullzo + 1@ oy < M llzeny ]+ ([l 2o(r)
=[lullwrey < [u'llzen (1 + 1)

=lullwrry < cllw'll o).

Portanto, tem-se que, para todo v € W?(I), vale ||ullw1.o(ry < cl|t]| Lo(n)- O
Observagio 13. Do Teorema 2.87 vem que [|u||yy1» = ||u'|z» define uma norma equivalente
em Whr(I).

Notacdo 1. O dual dos espagos Wy"(I) com 1 < p < oo e H}(I) serdo denotados por
W—14(I) e H™'(I), respectivamente, onde % + % =1.

2.3.4 Os Espacos W™?([) e WP (I)

Definicdo 2.88. Dado m > 1,1 < p < oo eI C R, os espacos de Sobolev W™P(I) sdo
definidos como
WmP(I) = {u e LP; 3", ...,u™ e LP},

onde as funcées u',u”, ..., u"™ sdo chamadas de derivada fraca de ordem 1, 2,..., m, respecti-

vamente. Além disso, se u € WP (I)

/uDjsodﬂs = (—1)j/u(”¢drr, Vo e C5°(I), 1<j<m,
I I
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onde D’ representa a derivada cldssica de ordem ;.

Observacao 14. (i) W™P(I) é um espago vetorial normado com norma

[ullwmem = [lull o) + Z 1 D7ul| o).

j=1

(i) Quando p = 2, denota-se W™?(I) = H™(I) é um espago de Hilbert com o produto

interno e norma dados por

(U, U)Hm([) = (U, U)L2(I) + Z(Dju, DjU)L2([).

Jj=1

NI

lullm ey = (HUH%p(z) > !IDjU\Iipm)
j=1

(iii)) Param > 2e 1 < p < oo. Também pode-se escrever
WP = {uy € W™ P(I); o € W™ 2(I)}.

Entdo, W™?(I) C WP(I), ¥m > 2, com inclusio continua.
Teorema 2.89. (i) W™P(I) sdo espacos de Banach para 1 < p < oc.
(ii) WP (1) sdo espagos reflexivos para 1 < p < .
(iii) W™P(I) sdo espacos separdveis para 1 < p < oc.
(iv) H™(I) é um espaco de Hilbert.
(v) C§°(R) é denso em WP (R).

Demonstragdo. Ver [10]. O

1
Lema 2.90. Seja I C R. Entao, H&(I) = H&(]) N H2(1>HO(I)

1
Demonstragdo. Da Observacao 10 item (iv) vem que C§° ([ )HO 0

que Cg°(I) € H?(I), deste modo,

= H}(I), e sabe-se também

1

HY(I) = Cg (D) " = () M HA(T)

Hg (1) Hg (1)

C H{()NnH2(I) * < Hy(I).

Portanto, Hy () = Hy(I) N H*(I) .
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Defini¢io 2.91. Dado m > 1,1 < p < oo eI C R, os espagos de Sobolev W' (I) sdo

definidos como
W (1) = {u € W™ (1); u(e) = u(2) =" (x) = .. =" () = 0 para s € OI},

onde as funcoes ', u", ..., u™Y sdo chamadas de derivada fraca de ordem 1, 2,..., m-1, res-
pectivamente, da funcdo u. Em particular H(I) = {u € H*(I); u(z) = v/(z) = 0 para OI}.

Observacio 15. Os espacos Wi (I) e Hy*(I) sdo subespagos de W™P(I) e H™(I), respecti-

vamente, com norma e produto interno induzidos de W™?(I) e H™(I).
Teorema 2.92. (i) W,""(I) sdo espacos de Banach para 1 < p < oc.
(ii) WP (I) sdo espacos reflexivos para 1 < p < oc.
(iii) Wy"P(I) sdo espagos separdveis para 1 < p < oc.
(iv) HJ'(I) é um espago de Hilbert.
(v) C$°(R) é denso em WP (R).
Demonstragdo. Ver [10]. O

Lema 2.93. Seja I C R. Os espacos W™P(I) e WP (I) sd@o densos em LP(I), para

1<p<oo
Demonstragdo. Do Corolario 2.57 vem que C§°(/ )LP(I) = LP(I), e sabe-se também que
Cg=(I) € W™s(I) € LX(1), deste modo LI(I) = e c wen)"" < ).
Portanto, L*(I) = w0,
2

O caso p = 2,isto é, L*(I) = H™(I )L (I), ¢ um resultado que serd muito utilizado neste traba-
lho.

. Trmr L)
De modo andlogo mostra-se que LP(I) = H*(I) . O

2.3.5 Espacos com Peso

No decorrer do trabalho serd utilizado a notagdo R*, para o conjunto [0, c0), isto é
reERT,se )<z < o0.
Seja g € C'(RT) N L*(R) uma fungdo positiva com g(0) > 0.

Definicao 2.94. Seja X um espaco de Banach e 1 < p < co. Define-se espago com peso g por

2(R*, X) ~—{ 0,00) = X / 9)ln(s)|Bds < oo}. (2.15)
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Proposicao 2.95. Se 1 < p < oo, entdo o espagco LTg’(R+,X ) € um espago de Banach com

norma

- ( / g<s>un<s>||szds) .

Em particular, se X é um espaco de Hilbert, entdo Lg(R*, X) € um espago de Hilbet com

produto interno definido por

(1) a0 = / " g()(n(s). ¢()) xds.

Demonstracdo. Ver [46]. O
Proposicao 2.96. Seja 1 < p < oo. A aplicagdo
Z,: Lg(]RJ“,X) — X
n o= I;n= / g(s)n(s)ds
0
é limitada com
(p=1) N
1 Zgllx < Hg||L1p]R+ ||77||L19’(R+,X)> Vi € LI;(R , X).
(RF)

Demonstracdo. Da Desigualdade de Holder, tem-se

/ooo 9()[In(s)llxds = /Ooo g7 (5)g¥ () |In(s)l xds

(p—1)

< (/ g(S)dS) 11l g e )
0

(p—1)

191l ey 101l 25 s x) -

IN

Assim, 7, estd bem definida e vale

@-1)
IZollx < 191l iy Il g x), Y € LYRT, X).

A linearidade de Z, € imediata. ]

O Teorema 2.97 caracteriza o conceito de Convolucdo que serd utilizado para a de-

mosntragao do Lema 2.98.

Teorema 2.97. Sejam f € L'(RY) e g € LP(RY) com 1 < p < oo. Entdo para quase todo
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r € RY, a funcdo

F:RY 5 R
y = Fy)=flr—y)gy)

é integrdvel sobre RY. Define-se convolugdo de f com g por
(Fe9)e) = [ Fdy= [ 1= iy
RN RN
Entdo, fxg € LP(RY) e

I * gllce@yy < || fllr@myll 9]l e ey

Demonstracdo. Ver 7], pagina 104, Teorema 4.15. [

Lema 2.98. Sen € L;(RJF, X), com X espago de Hilbert. Entdo a fungdo ¢, dada por

Pn(s) = /0 S e n(y)dy

pertence a L2(R*, X). Em particular,

/ g(s)/ e’ *n(y)dyds < +oo.
0 0

Demonstragdo. Sejan € L2(R*, X). Observe que

/0 g Gn)a()|2ds = / T 0 (B)es), (0)als))ds

= [ o [ [ ettt dudyas

o6 ([ e metoteas) ([ et s

e1(s) = e e eals) = [g(s)]2Ima(s)]

IN
Y

Denotando por

tem-se que ; € L*(R"), g5 € L2(R") e &1 x5 € L?(RT). Ver Teorema 2.97, assim

(1 % 2)(s) = / ey — 9)ealy).
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Portanto, utilizando novamente o Teorema 2.97, obtém-se

[ sl las

<

/0009(8) (/0 ey_sllnx(y)llady) (/0 ew‘sllnx(w)ngdw) ds
/0°° (g1 % £2)*(s)ds

le1 *82H§(R+)

lellZs ) le2lZ2 ey

M ([ ooy

=1

19l23 26 x) < 0.
g
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3 SEMIGRUPOS LINEARES

A teoria de semigrupos de operadores lineares em espagos de Banach tem um papel
importante no estudo de Equagdes Diferenciais. Historicamente, teve seu grande avango a par-
tir de 1948 com a demonstragdo do famoso Teorema de Hille-Yosida, ver por exemplo Pazy
[38]. Decorrente deste, tem-se o principal resultado do presente capitulo, a saber, o Teorema de
Lumer-Phillips. Ambos resultados serdo apresentados posteriormente. Iniciaremos com con-

ceitos e resultados preliminares da teoria de semigrupos lineares.

3.1 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LIMITADOS

3.1.1 Motivacao

Consideremos um problema de valor inicial da forma

du
d_(t()t) = A(u(t)), t>0, (3.1
u(0) = uy,

em que uo ¢ um elemento do espago de Banach X e A : D(A) C X — X é um operador linear.
Quando X = Re A = a € R, sabe-se da teoria em equacdes diferenciais ordindrias

que a tnica solucdo do problema (3.1) é dada por
u(t) = uge™.

No caso em que X = R"”,n > 1, e A = (a;;j)nxn ¢ Uma matriz, ou seja, um operador
(matricial) linear limitado, ainda assim pode-se determinar uma tnica soluc¢io para o problema

(3.1), a saber, uma funcdo (vetorial) da forma
u(t) = e*uy,

onde e pode (e deve) ser entendido como operador matricial da forma (2.2), também chamado
de exponencial de matrizes.

Em ambos os casos acima descritos, lidamos com o problema (3.1) em espacgos de
dimensdo finita. No entanto, como veremos a seguir, a teoria de semigrupos lineares (a qual
também poderia ser simplesmente chamada de “exponencial de operadores”) nos permitira es-

tender o estudo do problema (3.1) em espagos de Banach X com dimensao infinita.
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3.1.2 Defini¢oes e Propriedades

Definicao 3.1. Diz-se que uma aplicagdo S : [0,00) — L(X) € um semigrupo de operadores

lineares limitados de X se
(i) S(0) = Ix;

(ii) S(t+ s) = S(t)S(s), para todos t, s € [0, 00).

Além disso, diz-se que o semigrupo S é de classe Cy, ou é um Cy-semigrupo, se

(iii) lim ||S(t)x — z||x =0, paracadaz € X.
t—04

Exemplo 1. Se A € £(X), entdo S(t) := €4, t > 0, definido em (2.2) é um Cy-semigrupo.

Proposicao 3.2. Se {S(t)}i>0 € um Cy-semigrupo, entdo a fungdo t — ||S(t)||z(x) € limitada

em intervalos limitados.

Demonstra¢do. Basta provar para intervalos da forma [0,7], 7 > 0. Pelo Teorema 2.19 é
suficiente provar que

sup [|S(t)z][x < oo, Vx € X.
te[0,7

De (ii7) na Definigdo 3.1, existe § > 0 tal que se 0 < ¢t < § entéo
I1S(t)xr — z||x < 1.
Consequentemente,
ISzl x = [lz]|x] < [[SO)z — z][x <1,

onde ||S(t)x||x <1+ ||z||x, paratodo t € [0, d]. Isto prova que

sup [|S(t)z|x < oo, Vo€ X.
te[0,6]

Logo, pelo Teorema 2.19, existe M > 1 satisfazendo

sup [|S(t)|[zcx) < M.

te[0,6]
Vamos provar que a limitagdo se estende a qualquer subintervalo [0, ] C [0, 7], mas com uma
constante possivelmente diferente. Fixado ¢ € [0, T'], pode-se escrever ¢t = nd + r, para algum
n € Ne0 <r < 4. Logo da Proposicdo 3.2 e da Defini¢do 3.1 (ii), obtém-se

ISOlleeoy = 115nd+r)llewx)
= 1500)"S(r)llex)
< SOz IS ()l
< M"M.
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t—
Observaciao 16. Se w = Trln(M), entdo ||S(t)|zx) < Me*".

Corolario 3.3. Se {S()}1>0 € um Cy-semigrupo e ty € R, entdo thr? S(t)x = S(ty)x, x €
> s
X.

Demonstragdo. Vamos calcular os limites laterais ¢t — 5 et — t;. Se h > 0, tem-se

|S(to + h)x — S(to)z| x

15(t0) [S(h) — Ix]2[x
< |IS(to)|lccx)|S(h)a — x||x — 0, quando A — 0.

Se h < 0, entdo

I(to — h)w — S(ta)allx = [S(to— h) [Ix — S() ]l
< [S(to — )]l ccol|S(h)z — llx —> 0. quando b — 0,

onde nos limites acima, uma parcela é limitada pela Proposicao 3.2 e a outra tende a zero pela
Defini¢do 3.1. L

Observacdo 17. (i) O Coroldrio 3.3 mostra que S(t)x € C(R,, X), justificando o nome de

semigrupo de classe Cp em Rt = [0, 00).

(ii) Na demonstra¢do da Proposi¢do 3.2 foi visto que, se S(¢) é um Cy-semigrupo, entdo

existem numeros reais w > 0 e M > 1 tais que
1S()]lexy < Me*', Vi > 0.

A proposicao a seguir refina ainda mais este resultado.

Proposicao 3.4. Seja S(t) um semigrupo de classe Cy. Entdo,

 In(ISOlleccoy) . W(ISOllex)
lim = inf = W,
t—o0 t t>0 t

com —oo < wy < 0o. Além disso, para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que
1S(®)]lexy < Me*, Vit > 0.

Demonstragdo. Ver em [38], pdgina 4, Teorema 2.2. 0

Definicdo 3.5. Quando w = 0, tem-se que ||S(t)||zx) < M, paratodot > 0. Neste caso,
diz-se que S(t) é um semigrupo uniformemente limitado. Se, além disto, M = 1, S(t) é dito

um semigrupo de contragoes.
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3.1.3 Gerador Infinitesimal de um Cj-semigrupo

Definicao 3.6. Seja S(t) um Cy-semigrupo em X. O operador A : D(A) C X — X definido
por
h)—1
D(A) = {:U € X; lim (W—X) x existe}
h—0 h

S(h) — Ix

Az = 1i
T 1m( ;

h—0

) z, v € D(A),
é dito o gerador infinitesimal (g.i.) do semigrupo S(t).
Observacio 18. D(A) é um subespago vetorial de X e A é um operador linear.

Proposicao 3.7. Sejam S(t) um Cy-semigrupo e A seu g.i. As seguintes propriedades sdo

vdlidas:

(i) Se x € D(A), entdo S(t)x € D(A) paratodot > 0 e

%(t):c = AS(t)x = S(t)Az, Vt > 0.

(ii) Se x € D(A), entdo

S(t)x — S(s)x = / AS(&)xde = / S(€)AxdE, 0 < s <t.

t
(iii) Sex € X, entdo/ S(&)xdé € D(A) e
0

A (/Ot S(g)xdg) = S(t)z — .

Demonstragdo. Ver [38], pagina 5, Teorema 2.4. [l

Exemplo 2. Sejam S(t) um Cj-semigrupo, A o seu g.i. e A € C. Entdo, S(t) := e *S(t),
t >0, 6 um Cy-semigrupo com g.i. A = A — M.

E facil ver que S(t) := e *S(t) é um Cy-semigrupo de contragdes, basta verificar as proprie-
dades da Defini¢do 3.1, e usando a Definicdo 3.6 mostra-se que o g.i. é A=A-\y.

Proposicao 3.8. Sejam S um Cy-semigrupo e A seu g.i.. Entdo, D(A) é denso em X e A é um

operador linear fechado.
Demonstracdo. Ver [38], pagina 6, Corolario 2.5. [

Observacao 19. A Proposicdo 3.8 nos dd condig¢des necessarias para que um operador A seja o

g.i. de algum semigrupo de classe C. A partir de agora serd investigado condi¢des suficientes



46

para que um operador A seja g.i. de um Cy-semigrupo. A importancia desta caracterizagdo se
dd no item (¢) da Proposi¢do 3.7, uma vez que, se A for o g.i. de um Cy-semigrupo S(¢), entdo
poderemos estudar problemas de valor inicial, tal conceito serd abordado logo apds o Teorema
de Lumer-Phillips.

3.2 TEOREMA DE HILLE-YOSIDA

Teorema 3.9 (Hille-Yosida). Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Entdo, A é g.i.

de um Cy-semigrupo se, e somente se, sdo vdlidas
(i) A éfechado e D(A) é denso em X;
(ii) existem niimeros reais M e w tais que para cada \ € R com \ > w, tem-se \ € p(A) e

M

RN, A)™ |2y < —()\ o)

para todon € N, onde p(A) e R(A, A), estdo definidos em 2.29. Neste caso,

1Sl zex) < Me*', ¢ > 0.

Demonstracdo. Ver [38], pagina 20, Teorema 5.2. [

O Teorema 3.9 nos da condicdes necessdrias e suficientes para a caracterizacdo de um Cp-
semigrupo, mas a verificacdo de suas hipéteses ndo sdao simples. Deste modo, serdo apresenta-
dos na préxima secdo alguns resultados preliminares para a verificacado de um resultado muito
importante para este trabalho, o qual decorre do Teorema de Hille-Yosida. Além disso, a verifi-

cacdo de suas hipdteses sao bem mais simples como veremos.

3.3 TEOREMA DE LUMER-PHILLIPS

3.3.1 Teorema de Lumer-Phillips

Definicio 3.10. Escreve-se A € G(M,w) para exprimir que o operador linear A é o gerador

infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t) que satisfaz
IS |y < Me*', t>0.

Observacdo 20. (i) No caso em que w = 0, tem-se que A € G(M,0) e significa que
{S(t) }+>0 € um semigrupo limitado com

1Sl eixy < M, t>0.
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(ii) No caso particular em que M = 1,e w = 0, entdo A € G(1,0), significa que A é g.i. de
um Cj-semigrupo de contragdes, pois

1SE)|lex) <1, t>0.

Proposicao 3.11 (Hille-Yosida para Contracdes). Um operador linear A é um g.i. de um Cy-

semigrupo de contracdes (A € G(1,0)) se, e somente se,

(i) A é um operador linear fechado e densamente definido, isto é, D(A) = A.

(ii) Para todos X >0 e X\ € p(A), tem-se

IR, A)llex) <

> =

Demonstragdo. Ver [38], pagina 8, Teorema 3.1. 0
Proposicio 3.12. A € G(M,w) se, e somente se, (A —wlx) € G(M,0).
Demonstracdo. A demonstracdo é consequéncia do Exemplo 2. [

Definicao 3.13. Uma aplicagdo dualidade, é qualquer aplicacdo 7 : X — X' tal que para
cada x € X, tem-se j(z) € F,, onde

Fy={a" € X', (2", 2)0x = [l2"|[% = |l=ll% } -

Definicao 3.14. Um operador linear A é dito dissipativo relativamente a aplicacdo dualidade

j, se
Re(j(z), Az)x x <0, Vo € D(A). (3.2)

Se A é um operador dissipativo (relativamente a alguma aplicacdo dualidade) e, além disto,

Im(Ix — A) = X, diz-se que A é m-dissipativo.

Lema 3.15. Se A ¢ dissipativo relativamente a alguma aplicacdo dualidade, entdo
(M x — A)z|| > ReM||z||x, VA e C, Yz e D(A).

Demonstragdo. Ver [38], pagina 14, Teorema 4.2. 0

Teorema 3.16. Sejam H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear
dissipativo. Se Im(Xol — A) = H para algum Ny > 0, entdo Im(\ — A) = H para todo
A> 0.

Demonstragdo. Ver [38], pagina 15, Teorema 4.5. 0
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Lema 3.17. Seja A : D(A) C X — X fechado e dissipativo relativamente a alguma aplica-
¢do dualidade. Entdo, p(A) N (0,00) € aberto em R.

Demonstracdo. Ver [38], pagina 15. 0
Teorema 3.18. Seja A : D(A) C X — X um operador dissipativo tal que Im(I — A) = X.

Se X é um espago reflexivo, entdo D(A) = X.
Demonstragdo. Ver [38], pagina 16, Teorema 4.6. [

Teorema 3.19 (Lumer-Phillips). Se A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contracdes em espacos

de Banach, entdo
(i) A é dissipativo relativamente a qualquer aplicacdo dualidade;
(ii) Im(Mx — A) = X, para todo \ > 0.

Reciprocamente, se

(iii) D(A) é denso em X;

(iv) A é dissipativo relativamente a alguma aplicacdo dualidade;
(v) Im(Nlx — A) = X, para algum \y > 0,

entdo A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contracoes.

Demonstra¢do. (=) Suponha que A € G(1,0). Logo, A é o g.i. de um Cp-semigrupo de
contragdes, ou seja,
1Sl <1, vE=0.

Seja j : X — X’ uma aplicac@o dualidade e considere x € D(A) e t > 0. Entdo
Re(j(x), S)r —x)xx = Re(j(x),S(t)a)xx — Re(j(x), x)xr x

< (@), SOx)x x| = 2l%
< i@IxIS@llecollzlx = lllx < 0.

Assim, se ¢ > 0, entdo

Re { j(x), 20E = <0.
(o 2=5)

t

Tomando o limite t — 0™ obtém-se
Re <j(x),Ax)X,7X <0,

0 que prova o item (7).
Por outro lado, da Proposic¢ao 3.11 segue que (0,00) C p(A). Resulta dai que
R(X\, A) = (M x — A)~! existe, é continuo e pela Proposi¢io 2.30

Im(Mx — A) = D(R(\, A)) = X, VYA >0,
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0 que prova o item (7).

(«<=) Reciprocamente, seja A : D(A) C X — X um operador linear densamente definido
que satisfaz as propriedades (iv) e (v). Serd mostrado que A € G(1,0), usando novamente a
Proposicao 3.11.

Parte 1: A é fechado. Com efeito, o item (iv) juntamente com o Lema 3.15 implicam

I(Mx = A)ellx = Allzllx, YA >0, Va € D(A).

Logo, {(Ax—A)} >0 € uma familia de operadores injetivos. Peloitem (v), Im(Xglx—A) = X
para algum )¢ > 0. Neste caso, \g/x — A : D(A) — X é uma bije¢do e, consequentemente,

(Molx — A)~'z € D(A), paratodo z € X. Assim, novamente do Lema 3.15 obtém-se que

lzllx = [I(holx — A4) Molx — A) "z [lx = Aol (Aolx — A) x|,

yeD(A)

ou ainda, .
[Aolx — A)'afx < 1 llzllx.
0

Por defini¢ao,
(Molx —A)7 € L(X) e [[(Molx — A) o) < A

Lembrando que (A\g/x — A)~! toma valores em D(A), considere entdo {x,},en € D(A) tal
que z, — xem X e Az, — y em X. Portanto,

—Ax, — —y e Az, — AT,

entao

()\0])( — A)J?n — )\01‘ -,

implicando em

(Molx — A (Nolx — Az — (Nolx — A) 7' (Aoz — 9).

Deste modo,
r=limz, = lim(\lx—A) ' Nolx — Az,
n—o0o n—oo
= ()\QIX — A)il()\oﬂf — y) - D(A)
Mais ainda,

Nolx — Az = (Nolx — A) [(Nolx — AT Aoz — )]
= /\01’ - Y,

onde Az = y, provando que A é fechado.
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Parte 2: Dado A\ > 0, tem-se
Aep(A) e RO A)llcway <A

De fato, considere o conjunto
A = (0,00) N p(A).

Pelo Lema 3.17 junto com o item (v), tem-se que A é um aberto ndo vazio de (0, c0). Serd
provado que A é fechado em (0, 00). Seja {\, }nen € A tal que A, — A em (0, 00). Objetiva-
se mostrar que A € p(A). Como {\,},en € A C p(A) e A é fechado (propriedade jd provada
na Parte 1), pela Proposicao 2.30,

Im(A\Ix —A) = D(R(\,, A)) = X.
Por conseguinte, dado y € X, para cada n € N existe x,, € D(A) tal que
Ay, — Ax, = .
Sendo \,, > 0, do Lema 3.15 vem que
lzallx < AT Lx = Azallx = A lyllx-

Logo,
[zallx < C(llyllx), Vn €N,

visto que a sequéncia {\, },en € limitada (convergente).

Afirmacdo: {z,},cn é de Cauchy em X. Do Lema 3.15, temos para m,n € N

AallTm — 2nllx < [[(Andx — A) (@ — 2,) [ x
= H>‘m(xm — ) — AT — xn)HX
= || Anzm — Az —Amn + Az — My A2 x
—_—— —_——
Y -y
= A= Aa| - l7a] x-
Assim,

| Zm — Tnllx < é(Hny) JAm = An| — 0.

Obtem-se, a partir do que foi provado, que existe x € X tal que

r, — z em X. (3.3)
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De (3.3) é 6bvio que \,x,, — Ax, pois \,, —> A. Isto implica que
Ar, =M\, —y — Ar —y em X.

Como A é fechado, entdo z € D(A) e Az = Az — y, ou seja (A[x — A)x = y. Fica, entdo
provado que dado y € X, existe z € D(A) tal que (A\[x — A)x =y, isto é,

Im(My — A) = X.
Do Lema 3.15, segue que (A/x — A) é injetor de D(A) em X. Portanto, existe
(Mx —A)': X — D(A) C X,
e paratodo x € X vale
lzllx = I(AMx — A)(ALx — A) " allx = MMy — A) " ey,
ou ainda,
I(AIx = A) el < A7|a]|x. (3.4)

Isto prova que A € p(A) e, consequentemente, que A é um subconjunto fechado de (0, 00).
Da conexidade de (0, 00), obtem-se que A = (0,00), provando que (0,00) C p(A). Que
RN, A)|lzx)y < A1 € consequéncia imediata de (3.4). Pela Proposicdo 3.11, A € G(1,0),

como queria-se demonstrar. [

Observacao 21. As aplicagdes do proximo capitulo serdo realizadas em espagos de Hilbert

(H7 ('7 ')Ha HHH)

Deste modo, no préximo capitulo utiliza-se a aplicacdo dualidade j(x) = x. Neste caso, (3.2)
resume-se a Re(Ax,z)y <0, Vo € D(A).

O Teorema 3.20, é um resultado muito importante e bastante utilizado no Capitulo 4.

Esse resultado é consequéncia do Teorema 3.19 com a dualidade definida na Observagdo 21.

Teorema 3.20. (Lumer-Phillips1) Se A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contracoes em espacos
de Hilbert (H, (., ), ||-|| ), entdo

(i) A é dissipativo, isto é, Re(Ax,x)y <0, Yx € D(A).
(ii) Im(A\y — A) = H, para todo \ > 0.

Reciprocamente, se
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(iii) D(A) é denso em H;
(iv) A é dissipativo;
(v) Im(Aolg — A) = H, para algum )y > 0,
entdo A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contracaoes.
Demonstragcdo. A demontracdo segue do Teorema 3.19. [

Corolario 3.21. Seja A um operador linear dissipativo com dominio D(A) denso em um espaco
de Hilbert H. Se 0 € p(A), entdo A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de

contragoes em H.
Demonstragdo. Ver [35], pagina 88, Teorema 2.12.3. [

O Corolério 3.21, consequéncia do Teorema 3.20, € também um resultado muito utili-
zado no Capitulo 4. Além disso, de posse de toda a teoria descrita anteriormente, estamos aptos
a considerar um resultado de existéncia e unicidade para problemas de valores iniciais abstratos
da forma (3.1). Em outras palavras, a teoria de semigrupos nos permite estudar problemas de

valor inicial para equagdes de evolucgdo abstratas do tipo

du
E(t) = Au(t), t >0, (3.5)

u(0) = =z,

onde A é um operador linear com dominio D(A) C X, sendo X um espaco de Banach (ou
Hilbert) e v : R™ — X.

Definicao 3.22. A grosso modo, um sistema de equagées diferenciais é chamado auténomo,
quando suas equagoes ndo dependem explicitamente da varidvel temporal t. E diz-se que o

mesmo é ndo autbonomo em caso contrdrio.

Observe que no caso do sistema (3.5) temos um problema auténomo, visto que A =
A(u(t)) ndo depende explicitamente da varidvel temporal ¢. Por outro lado, se tivéssemos A =
A(t,u(t)), entdo teriamos um problema ndo autdbnomo, cuja resolucdo via teoria de semigrupo

dependeria da relacdo de A com respeito a varidvel temporal.

Definicao 3.23. Diz-se que u : [0,00) — X € uma solugdo (ou solugdo cldssica) para o
problema (3.5) se u(t) é continua para todo t € [0,00), u(t) € D(A) para todo t € (0,0),
u(t) é continuamente diferencidvel e satisfaz (3.5) quase sempre em [0, 00). No caso em que
r € X, afuncdo u € C([0,00), X) dada por u(t) = S(t)z,t > 0, é chamada de solu¢do
generalizada ( “mild solution”) de (3.5).

No ambito de determinar solugdes (cldssica e generalizada) para PVIs do tipo (3.5),
o proximo resultado mostra a importancia em caracterizar um g.i. A de um Cy-semigrupo de

contragdes S(t).
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Teorema 3.24. Considere o problema de Cauchy abstrato

du
d—(t()t) = A(u(t)), t>0, (3.6)
u(0) = uyp.

Se A é o g.i. de um Cy-semigrupo {S(t)}i>0 em um espago de Banach X, entdo para cada

up € D(A) (ug € X ), existe uma tinica fun¢do na classe
u € ([0, 50); D(4)) N CX((0,00); X) (u € C([0,0), X))

que é solugdo cldssica (generalizada) do PVI (3.6), dada por u(t) = S(t)ug. Além disso, se

{S(t) }1>0 for um Cy-semigrupo de contragdes, tem-se que

du
a(t)

< || Aug|| x-
X

[u®)]lx < [luollx e

Demonstracdo. Ver [7], pagina 185, Teorema 7.4. [

Observacao 22. O problema (3.6) também pode ser abordado sob o ponto de vista de operado-
res maximais mondétonos, ver por exemplo [7, Capitulo 8] e/ou [12, Capitulo 3]. Neste caso, o

problema (3.6) € abordado na forma

d
d—z@) + B(u(t)) =0, t>0,
u(0) = wo,
com B := —A. Portanto, as propriedades obtidas para o operador A se refletem para —B e

vice-versa.
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4 APLICACOES EM EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Neste Capitulo, serd utilizada a teoria estudada no Capitulo 3, juntamente com as fer-
ramentas apresentadas no Capitulo 2, para resolver diversos problemas de valores inicial e de
fronteira envolvendo equagdes diferenciais lineares da fisica-matemdtica. Em cada caso, serd
apresentada uma breve deducao do modelo e, em seguida, o resultado de existéncia e unicidade

via semigrupos lineares.

4.1 EQUACAO DA TRANSFERENCIA DE CALOR

4.1.1 Deducao da Equacao da Transferéncia de Calor

De acordo com alguns textos encontrados na literatura, na metade do século XVIII
os matemdticos D’Alembert, Euler, Bernoulli e Lagrange, motivados pelos estudos da teoria
de vibracdo de cordas, desenvolveram a matemdtica da época aproximando-se do que hoje é
conhecido como série de Fourier. Utilizando a teoria de vibracdes de cordas, em 1807 Fourier
submeteu uma trabalho a Academia Francesa, onde formalizou e solucionou o problema de
conducgdo de calor. Atualmente, a equagdo do calor (segundo a Lei Constitutiva de Fourier) é
um modelo matemadtico que representa a difusdo do calor em sélidos sob certas consideracoes,
a qual tem sido extremamente estudada por fisicos e matematicos em aspectos tedricos, com-
putacionais e aplicados. O modelo consiste em uma equacao de derivadas parciais que também
¢ chamada de equacdo de difusdo térmica. Para dedu¢do do modelo, seguiremos inicialmente
as notagdes e hipdteses assumidas em Figueiredo [19, Capitulo 1], por comodidade ao leitor no
que diz respeito ao ficil acesso em referéncias em portugués.

Considere uma barra feita de um material condutor uniforme de calor, de comprimento
[ > 0, cuja secdo transversal possui drea A e se¢io longitudinal de comprimento [ com as laterais

isoladas termicamente conforme Figura 4.1.

/1147 JIII/117 JII/I/I/1/Y
V/ > > >
Secdo longitudinal (/177777777 7777777777777; 1777777777

I l 1

Figura 4.1: Barra condutora de calor, secdo transversal e secao longitudinal

Fonte: Autor

Suponha que a superficie lateral da barra esteja isolada termicamente (como na se¢ao
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longitudinal) de modo a ndo permitir, através dela, transferéncia de calor com 0 meio ambiente.
A uniformidade do material e o isolamento térmico lateral implicam que o fluxo de calor se dé
somente na direcdo longitudinal e, assim, possuimos um problema de condu¢do de calor em
uma dimensdo apenas. A temperatura de um ponto de abscissa x no tempo ¢ seré representada
por u := u(x, t), enquanto que o fluxo de calor é usualmente denotado por ¢ := ¢(z, t).

De acordo com a Lei Constitutiva de Fourier, ver por exemplo [19], sabe-se que a taxa
de fluxo de calor em uma superficie € proporcional ao gradiente (negativo) da temperatura. Em
termos matematicos, temos

q(z,t) = —Akug(z,t), 4.1)

onde k é a condutibilidade térmica do material. Fixando um elemento da barra xy € xo + 0, a

quantidade de calor ¢ que entra no intervalo [t(, ¢, + 7] pode ser representada por

to+T1 to+T7
qg= / q(zo, t)dt — / q(zo + 9, t)dt,

to to

ou seja, de (4.1) e do Teorema Fundamental do Célculo, obtemos que

to+7
q = / klug(zo + 6,t) — uz(xo, t)]Adt
t

0to+T xo+6
/ kg, (z,t)drAdt. 4.2)
0 zo

t

Por outro lado, de acordo com [19], sabe-se que o fluxo de calor ¢ também pode ser representado

to+7 zo+9
qg= / / cous(z, t)drAdt, (4.3)
to xo

onde c e p representam o calor especifico e a densidade do material, respectivamente. Logo,
combinando (4.2) e (4.3), obtém-se

como

to+7  pxo+d
[ [ et~ ket ot o
to X0

para todo tg > 0, todo 0 < xg < [ e todos 7,6 > 0. Desta forma, pelo Lema Fundamental do
Célculo das Variagdes, ver por exemplo [21], deduz-se que

U — Ktz =0, “4.4)

onde K = k/cp > 0 representa a difusibilidade térmica. A equagdo (4.4) é considerada no
dominio (0,/) x (0, 00) e como assume-se que nas extremidades 0 e [ da barra ndo variagdo da

temperatura u, entdo chegamos a seguinte condi¢do de fronteira

u(0,t) = u(l,t) =0, t>0, 4.5)
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a qual é chamada também de condicao de fronteira de Dirichlet. Com repeito a varidvel tempo-
ral, a equacgao do calor (4.4) possui uma derivada e, portanto, para eliminarmos (a grosso modo)
a constante de integracdo basta que seja considerada uma condi¢do inicial, a qual é fornecida
no tempo ¢ = 0 e deve ser previamente conhecida. Assim sendo, denotamos a condi¢ao inicial

por
u(z,0) = ug(x), =z € (0,1). (4.6)

O problema (4.4)-(4.6) é também chamado de Problema de Valor Inicial e de Fronteira
(PVIF). No que segue, apresentaremos um resultado de existéncia e unicidade de solucao para o
PVIF (4.4)-(4.6) usando a teoria de semigrupos e espacos de Sobolev apresentadas nos capitulos
2 e 3. Como a constante X > 0 ndo influencia nos célculos, assumiremos por simplicidade
(e para simplificar a notacdo) que K = 1, ou seja, consideraremos a equacdo do calor (4.4)

normalizada.

4.1.2 Existéncia e Unicidade

Mediante ao exposto na deducdo do modelo da equagdo do calor, abordaremos o se-

guinte problema:

up(z,t) — Uge(z,t) =0 em (0,1) x (0, 00), 4.7)
u(z,0) = ug(x), = € (0,1), 4.8)
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0. 4.9)

No que segue, mostraremos que o problema (4.7)-(4.9) possui uma tnica solugdo uti-
lizando teoria de semigrupos lineares. Para isso, denotemos inicialmente o operador diferencial
Ay = 0., e afungdo vetorial U(t) = u(-, t). Entdo, podemos reescrever o problema (4.7) — (4.9)

como o seguinte problema de Cauchy abstrato:

(4.10)

U =AU, t>0,
U(0) = Uy := uy.

Para contemplar a condi¢do de fronteira (4.9) dentro do problema abstrato (4.10), definiremos

os seguintes espagos de Hilbert:

e H, = L?(0,1) com produto interno e norma dados por

A

U U), = (w,a)o e Uy, = llullz = (u,u)2,

paratodos U = u, U = @ € #,, onde (-, -)s ¢ || - ||2 designam o produto interno e a norma

em L?(0,1), definidos no Teorema 2.53 do Capitulo 2. Por comodidade, omitiremos o
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subindice 2 e denotaremos o produto interno em L?(0,1) apenas por (-,-). No caso da

norma continuaremos usando a notacao || - [|o.

e Neste caso, pode-se concluir que o dominio do operador diferencial A; € dado por
D(A)) = H*(0,1) N Hy(0,1).

Com as notac¢des acima, temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade para o

problema (4.10) e, consequentemente, para o PVIF (4.7)-(4.9).

Teorema 4.1 (Existéncia e Unicidade). Se Uy € D(A,), entdo o problema (4.10) possui uma

tinica solugdo

U € C([0,00), D(A;)) N C* ([0, 00), H1),

dada por U(t) = et t > 0.
Em outras palavras, se ug € H?(0,1) N Hy(0,1), entdo o sistema (4.7)-(4.9), possui

uma tinica solu¢do u na classe
u € C([0,00), H*(0,1) N Hy(0,1)) N C1 ([0, 00), L*(0,1)).

Demonstragdo. Face ao Teorema 3.24, basta mostrar que o operador A; = 0, € gerador infini-
tesimal de um C-semigrupo de contragdes em # ;. Neste caso, pelo Coroldrio 3.21, é suficiente

mostrar que:

(i) D(A1) = Ha;
(ii) A, é dissipativo em H1, ou seja, Re(A U, U)y, < 0;

(iii) 0 € p(A;), onde p(A;) denota o resolvente de A;, ver na Definigdo 2.29, isto &, (—A;)~*

existe e é limitado.

A verificacdo do o item (i) segue da teoria de espacos de Sobolev, ver Lema 2.82 e
Lema 2.93. No que segue verificaremos os itens (ii) e (iii).

(ii) Dado U € D(A,;), entdo usando integragdo por partes e (4.9), obtém-se

l l
(Aan U)?-ll = (utc:mu) - / Uy UdT = _/ Ul dr = _HumH%
0 0

Logo,
Re(AU,U)y, = —||lugl|3 <0.

Portanto, A; é dissipativo em #;.

(iii) Primeiro serd mostrado que —A; € invertivel. Considere a equagdo —A,U = f, isto é,

—uy, = f em L*(0,1). 4.11)
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Afirmagdo: Existe um dnico u € H;(0, 1), satisfazendo a seguinte equagio variacional

I I
/ Uz () vz (x)da = —/ f(z)v(z)dz, Vv e H(0,1). (4.12)
0 0
De fato, defina

a: Hy(0,1) x Hy(0,1) — C

(u,v) — a(u,v) = (ug, vy)

®:Hy(0,L) — C
u — O(u) = (f,u).

Note que a € uma forma sesquilinear continua e coerciva. Com efeito, pelas desigualdades de

Cauchy-Schwarz e de Poincaré (ver Teorema 2.83)

la(u, v)| = (e, v:)| < NJuallzllvallz = lullmgllvllsg, Yu, v € Hy(0,1)

a(u,u) = (g, te) = [[ual; = l|ullzy, Yu € Hy(0,1).

Além disso, € facil ver que P € antilinear de acordo com a Definicdo 2.11, e ainda, da desigual-

dade de Poincaré obtém-se
@(u)] = |(f,u)] < [[fll2llullz < Cllullgz, Yu € Hy(0,1),

onde C' = || f]|2. Deste modo, pelo Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema 2.28), existe um
tnico u € H}(0,1) tal que
a(u,v) = ®(v), Vv € Hy(0,1),

isto é, u € H(}(O, l) satisfaz (4.12). Em particular, a equagdo (4.12) ¢é satisfeita para toda
v € C3(0,1), ou seja,

/0 Uy (z)vy(x)de = —/0 f(x)v(z)dx, Vv e Cy(0,1). (4.13)

Como u,, f € L*(0,1), e vale (4.13), segue da defini¢do de derivada fraca que u, € H'(0,1).
Logou € H?(0,1) e
Uze = —f € L?(0,1), (4.14)

mostrando que (4.11) possui uma tnica solugio u € H?(0,1) N H}(0,1), como desejado. Logo
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—A; é invertivel.
Resta provar que (—A;)~! é limitado. Para isso, considere u € D(A;) a tnica solugdo de
— AU = F € H,;. Entdo, usando que H*(0,1) N HJ(0,1) < L?(0,1), obtém-se

I(=A) " Fll2 = [U]l2 < C1[|AsU]l2 = Cy[|F 2.

Isto conclui a prova do item (iii). Portanto, fica provado o Teorema 4.1. [

4.2 EQUACAO DA ONDA COM DISSIPACAO FRICCIONAL (FRACA)

4.2.1 Deduciao da Equacao da Onda

De acordo com a literatura, os anos entre 1687 e 1788 constitui um periodo de grande
avanco no desenvolvimento matemético e em aplicacdes da mecanica. No entanto, foi apenas no
inicio da década de 1750 que as equagdes analiticas que expressam o principio geral de impulso
linear (segunda Lei de Newton) apareceu pela primeira vez na literatura, no estudo de Euler de
andlise de corpo rigido. Foram as pesquisas de Euler combinadas com trabalhos em paralelo
de D’ Alembert e Clairaut, que lancaram as bases para a teoria cldssica que hoje temos acesso.
A evolucdo da dinamica e a teoria da vibragdo de 1687 a 1742 por John T. Cannon e Sigalia
Dostrovsky constituem grandes contribuicdes seguidas do Principio de Newton e precedendo
os estudos de Euler e D’ Alembert. Esses autores acompanharam e desenvolveram pesquisas
em uma variedade de problemas envolvendo pequenas vibragdes. Dentre eles, as vibracdes de
cordas, surgindo o que conhecemos atualmente como Equagdo da Onda.

A equacgdo da onda € uma equacgdo diferencial parcial linear de segunda ordem que
descreve a propagagdo das ondas, tais como ondas sonoras, luminosas ou aquaticas. Existem
atualmente intimeras formas de apresentar o modelo de ondas, dependendo do contexto em que
os autores consideram. Nesse sentido, apresentaremos o modelo para equacao de ondas com
dissipacdo friccional (fraca) sobre trés abordagens diferentes, as quais levam essencialmente ao
mesmo problema normalizado. Na primeira abordagem faremos uma dedu¢do mais detalhada
e, nas demais, daremos apenas uma breve ideia e/ou comentdrio sobre o modelo.

Abordagem 1. Nessa primeira dedu¢do do modelo de ondas, usaremos as mesmas notagdes e
consideragoes fisicas apresentadas, por exemplo, em Fox-MacDonald [20]. Iniciamos conside-
rando uma corda eldstica de comprimento [ sob oscilagdes de pequena amplitude e desconside-

rando, a principio, a dissipacdo de energia (amortecimento).
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Figura 4.2: Representacdo geométrica da oscilagdo de uma corda de comprimento [ = 1.

Fonte: Autor

Representaremos por u = u(z,t) o deslocamento vertical dos pontos da corda na
posi¢do = € (0,[) e instante ¢ > 0. Assume-se que a corda esteja fixada nas extremidades
x € {0,l} e que no instante inicial ¢ = 0 a corda esteja em repouso, sendo colocada em
movimento a partir do instante inicial sob pequenas oscilagdes sem perturbacdo. A Figura 4.3

representa as for¢as agindo num elemento de comprimento Az, entre z e  + Ax.

T(z + Ax) 7

T+ Arx

Figura 4.3: Oscilacdo da Corda
Fonte: Autor

Considerando oscilagdes de pequena amplitude, de modo que cada ponto da corda
mova-se somente na vertical, tem-se que u representa, de fato, o deslocamento vertical da corda

na posicdo x e instante ¢, como ja mencionado anteriormente. Considere também 7" = T'(x, t)



61

a tensdo (forca) da corda e p = p(x,t) a massa da corda por unidade de comprimento, ambos
na posicdo x e instante ¢. Denota-se ainda 7 = (1,0), 7 = (0,1), # o angulo de deslocamento da
cordae T € [x,x+ Ax]. De acordo com a segunda Lei de Newton, ver [20], temos as seguintes

identidades:

e Na dire¢do horizontal, como nido ha movimento da corda, entdo
T(z + Az, t) cos(d, AB)i + T(x,t) cos B(—i) = 0.

e Na dire¢do vertical, tem-se

~

T(x 4 Az, t)sin(f, AQ)j + T(x,t)sinb(—j) = p(T, 1) Az uy(T,1)].
e As componentes de tensdo horizontal e vertical sao dadas, respectivamente, por
H(z,t) =T(z,t)cos® e V(x,t)=T(z,t)sinb.

Assim, destas relacdes, deduzimos a identidade

V(z+ Ax,t) — V(z,t)
Az '

Tomando o limite Az — 0 em (4.15), chegamos a seguinte Equacdo de Momento, que relaciona

a aceleracdo e o gradiente de tensdo vertical
plx, tuy(x, t) = Vi(x,t). (4.16)
Também deduzimos das relacdes acima a seguinte igualdade de deformacao
V(z,t) = H(z,t)tan 0 = H(z,t)u,(x, ).

Além disso, quando a corda oscila com pequenas amplitudes, podemos considerar

H(x,t) = H > 0 constante e, com isto, obtém-se a seguinte Lei de Tensdo-Deformagao
V(z,t) = Hug(z,1t). (4.17)

Logo, substituindo (4.17) em (4.16) e considerando, por simplicidade, massa constante
p(x,t) = p > 0, obtemos a seguinte Equacdo da Onda unidimensional oscilando em pequenas

amplitudes

puy(x,t) = Huge(x,t),



62

ou ainda,
u(x,t) — a2um(a:,t) =0, (4.18)

a qual € considerada equacao da onda sem dissipacio e com peso (massa constante) desprezivel
em relacdo ao comprimento da corda, cuja raiz da tens@o horizontal sobre a densidade linear
o= \/g > () representa a velocidade de propagacdo de onda na corda.

A deducido acima para equagdo da onda (4.18) ndo leva em consideragdo efeitos dis-
sipativos do meio externo, como por exemplo a resisténcia do ar. Nesse sentido, seguindo as
notagdes e consideracoes fisicas como em [19], quando a corda estd sujeita a uma forca exterior

podendo variar em z e ¢, a equacdo da onda torna-se
Uy (1,1) = Pugy(2,t) + F,, (4.19)

onde F, representa uma for¢a externa adicional aplicada a corda. Neste trabalho, assim como
em [19], vamos supor que a corda se encontra imersa em um fluido (neste caso o ar), o qual
impde uma resisténcia de amortecimento ao movimento da corda. Logo, vamos admitir que
a resisténcia do ar representa uma (e serd apenas esta) componente da forca externa F,, cau-
sando um efeito dissipativo (no movimento da corda) que esté relacionado com a velocidade de

deslocamento. Em termos matematicos, temos
F, = —bu(z,1), (4.20)

onde b > 0 € uma constante dependendo do material que compde a corda e o sinal negativo €
devido a forca de resisténcia atuar no sentido contrario ao movimento. Substituindo (4.20) em

(4.19), obtemos a seguinte equagdo da onda com dissipagdo friccional
U (1, 1) — Uy (2, 1) + buy(w, 1) = 0. 4.21)

A equacdo (4.21) seré o objeto de estudo deste capitulo, sendo considerada no dominio
(0,1) x (0,00). O termo bu; é chamado de dissipacdo friccional (ou fraca), pois representa um
termo dissipativo de friccao no sistema. Mais precisamente, 0 mesmo causa uma dissipacao de
energia fazendo com que o sistema se estabilize de forma exponencial ao longo do tempo. No
que segue, veremos mais duas maneiras de se considerar a equagao (4.21).
Abordagem 2. Nesta segunda abordagem, veremos que a equagao da onda com dissipagdo fraca
(4.21) pode ser obtida pela combinacao da equacdo de fluxo de calor com a lei constitutiva de
Cattaneo, em vez da lei de Fourier (4.1). Com efeito, assumindo que u := u(z, t) representa a
diferenca de temperatura e ¢ := ¢(z,t) o fluxo de calor numa barra, entdo é conhecido que a

equacdo (normalizada) que modela a propagacdo de calor, ver por exemplo [14, 18], pode ser
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escrita como
Uy + q = 0. (4.22)

Além disso, de acordo com a Lei Constitutiva de Cattaneo, conforme a referéncia [9], sabemos

que a relacdo entre o fluxo de calor e gradiente da temperatura é dada pela seguinte equacio
Tq: + koq + ku, = 0, (4.23)

onde 7, kg, k > 0 sdo parametros positivos dependendo do material da barra (corda), sendo
7 > 0 o fator que descreve o tempo de retardo na resposta do fluxo de calor ao gradiente de
temperatura.

Vale a pena observar que se 7 = 0, entdo a identidade (4.23) se torna, em particular, o
caso cldssico da lei constitutiva de Fourier dada em (4.1) com A = é e, neste caso, a substi-
tuicdo em (4.22) levaria novamente a equacao do calor (4.4) com K = % Retornando ao caso
T > 0, tem-se de (4.23) que

T k
r = T 7 Qte — 7 Ugz-
q ko qt ko
Além disso, de (4.22) segue que g, = —uy, de onde obtemos
T k
z = k—outt - k—oum- (4.24)

Substituindo (4.24) em (4.22) chegamos a seguinte equacio

T k
U = _k_outt + k_ouxza
ou ainda,
TUt — kum + kout =0. (425)

Denotando por a? = § eb= '“T—O, entdo observe que a equacao (4.25) representa exatamente a
equacgdo da onda com dissipagdo friccional (4.21).

Abordagem 3. Uma terceira maneira de enxergar a equagdo (4.21) € por meio da Equagdo do
Telégrafo, a qual surge em problemas de telecomunicagao. Nesse caso, como podemos ver em

Evans [16], por exemplo, a equaciao unidimensional do telégrafo é dada por
Ut — Uy + duy = 0, (4.26)

a qual representa exatamente a equacdo (4.21) com o> = 1 e b = d > 0 uma constante
positiva. Para o leitor interessado em mais detalhes sobre a dedugdo da equacao telégrafo (4.26),
recomendamos o livro [16] e sua ampla lista de referéncias.

Apo6s as trés abordagens anteriores para equagdo da onda com dissipagao friccional

(4.21) (ou (4.25) ou ainda (4.26)), na proxima subsecdo estudaremos a existéncia e unicidade
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de solug@o para a mesma no dominio (0,7) x (0, c0). Para tanto, é necessdrio introduzirmos as
condicdes iniciais e de fronteira como segue. Na dedugdo de (4.21) assumimos que as extremi-
dades da corda permanecem fixadas, ou seja, ndo ha movimento (vibra¢do) quando x € {0, }.

Neste caso, consideramos a condic@o de Dirichlet na fronteira
u(0,t) = u(l,t) =0, t > 0. 4.27)

Além disso, na varidvel temporal, a equagdo da onda (4.21) possui derivadas de segunda ordem
e, sendo assim, precisamos (a grosso modo) considerar duas condi¢des iniciais, as quais serao

fornecidas no tempo ¢t = 0. Denotamos essas condicdes iniciais por
u(z,0) = ug(x), u(x,0) =ui(x), e (0,1). (4.28)

A seguir, na préxima subse¢do, vamos mostrar um resultado de existéncia e unicidade
de solugdo para o PVIF (4.26)-(4.28) usando novamente a teoria de semigrupos e espacos de
Sobolev apresentadas nos capitulos 2 e 3. Assumiremos por simplicidade que d = 1, visto
que a mesma nao exerce diferenca nos célculos efetuados, ou seja, estudaremos a equacgdo

normalizada.

4.2.2 Existéncia e Unicidade

Considere o seguinte Problema de Valor Inicial e de Fronteira

Uy — Uz +u, =0 em (0,1) x (0, 00), (4.29)
u(z,0) = ug(x), u(z,0) = uy(x), = € (0,1), (4.30)
w(0,8) = u(l, ) = 0, t>0. 431)

Mostraremos que o problema (4.29)-(4.31) possui uma Unica solugdo utilizando teoria

de semigrupos lineares. Para isso, denotamos v = u; e U = (u, v)”. Assim,

U, = v = AU (4.32)
Upy — U
c
U(0) = [ R -
Ui

Logo, € possivel reescrever (4.29)-(4.31) no seguinte problema de Cauchy abstrato

(4.33)

Ut == AQU, t> O,
U(0) = Uy,

onde o operador A, é definido em (4.32). Para contemplar a condi¢do de fronteira (4.31),



65

definiremos os seguintes espacos de Hilbert:

e Hy = Hj(0,1) x L*(0,1) com produto interno e norma dados por

A~

U, V) = (o ) + (v0,9) & (U5, = lluall3 + [J0]l2,

para todos U = (u,v)T, U = (4,9)" € H,.

e O dominio do operador diferencial A, é dado por

D(As) = (H*(0,1) N HL(0,1)) x HL(0,1).

Com estas notagdes, temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade para o pro-

blema (4.33) e, consequentemente, para o PVIF (4.29)-(4.31), conforme segue.

Teorema 4.2 (Existéncia e Unicidade). Se Uy € D(As), entdo o problema (4.33) possui uma
tinica solugcdo

U € C([0,00), D(As)) N C*([0, 00), Ha),

dada por U(t) = e2'U,, Vt > 0.
Noutras palavras, se ug € H*(0,1) N HJ(0,1) e u; € H(0,1), entdo o sistema (4.29)-

(4.31) possui uma tinica solugdo u na classe
u € C([0, oo),Hz(O, )N Hg((), )N Cl([O, oo),H&(O,l)) N 02([0, 00), LQ(O,Z)).

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.24, basta mostrar que o operador A, definido em (4.32) € ge-
rador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contragdes em H,. Neste caso, pelo Teorema de

Lumer-Phillips (ver Teorema 3.20), € suficiente mostrar que:

(i) D(Ag) = Ho;
(ii) A, é dissipativo em H,, ou seja, Re( AU, U)yy, < 0;
(iii) I — Ay : D(Ay) C Ha — Ho é sobrejetor.

A verificacdo do item (i) segue da teoria de espagos de Sobolev, ver Lema 2.82 e Lema
2.90.
(ii) Dado U € D(A,), integrando por partes e usando a condi¢io de fronteira (4.31)

I !
(AU, U) = (Vg Ug) + (Uge — v,0) = / VU dT +/ (Uge — v)Tdz
0 0

! 1 1
= / VpUpdr — / Uy U dT — / vudr
0 0 0

= (Vg Ug) — (Vg ) — ||V]|3. (4.34)
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Lembre que, dado z € C, temos Re(z — Z) = 0. Deste modo, tomando a parte real em (4.34),

tem-se
Re(AU,U) = —|Jv[f3 < 0.

Logo, Re(AU,U) < 0 e A, é dissipativo em Hs.
(iii) Dado F' = (f1, f2) € Ha, vamos mostrar que a equacdo resolvente (I — As)U = F possui
uma unica solugdo U € D(Ay). De fato, reescrevendo-a em termos de suas componentes

obtém-se o seguinte sistema

{ w—v=fi em H;(0, L), (4.35)

—Uge +2v0=fo em L*0,L).

Da primeira equagio v = u — fi, € considerando h = 2f, + fo € L?(0,1), podemos reduzir o

sistema (4.35) na seguinte equacao
~Uge +2u=h em L*(0,1). (4.36)

Afirmagdo: Existe um tnico u € H?(0,1) N H}(0,1), satisfazendo (4.36) quase sempre
em (0,1). Primeiro serd mostrado que existe uma tdnica fun¢do u € H}(0,1) satisfazendo a

equacao variacional

I I I
/ Upppdr + 2/ wpdr = / hodz, Vo € Hg(0,1). (4.37)
0 0 0

Para isso sera utilizado o Teorema 2.28. Com efeito, defina

a: H(0,1) x HY0,l) — C
(uv 90) — a(uv 90) = (UJC, sz) + Q(U’ 90)

®: H;(0,1) — C
o — (o) =(h ).

Note que a é uma forma sesquilinear continua e coerciva, pois € simples verificar que

la(u, )| < Cllullilollmy, Yu, @ € Hy(0,1)

a(u,u) = (g, te) + 2(u,u) > |lullfy, Yu € Hy(0,1).
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Além disso, da Desigualdade de Poincaré obtém-se

[2(p)| = |(h, o)l < lIhll2llellz < Cligllay, Ve € Hy(0,1).

Portanto, ® € H~! (0,1). Pelo Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema 2.28), existe uma tnica
u € HY(0,1) tal que
a(u, p) = ®(p), Ve € Hy(0,1),

ou seja, u € H}(0,1) € solugdo de 4.37.
Observe agora que de (4.37) vem que

I I
/ Upprdr = —/ (2u — h)pdz, Yo € Cy(0,1) C Hy(0,1). (4.38)
0 0

Como u,, 2u — h € L*(0,1) e vale (4.38), entdo u, € H'(0,1), pela nogdo de derivada fraca
(Definigdo 2.63). Logo, u € H?(0,1), e ainda de (4.38) tem-se que

Upe = 2u — h

= —Uye +2u = hem L*(0,1),

0 que prova (4.36). De (4.35) observa-se que v = u — f; € H}(0,1). Portanto, conclui-se que
U = (u,v)’ € D(A,) e fica demonstrado o item (iii) do Teorema 4.2. O

4.3 SISTEMA TERMOELASTICO

4.3.1 Deducio do Sistema Termoelastico

Como encontrado na literatura, o estudo da termoelasticidade comecou com o fisico
Clarence Zener (1905-1993). A termoelasticidade estuda efeitos do campo de temperatura sobre
a tensdo-deformacao sdlidos eldsticos em determinadas condicdes térmicas, ou seja, o estudo
aplica-se a sélidos eldsticos submetidos a pequenas deformacdes e flutuagdes infinitesimais de
temperatura. Se a variagdo de algumas propriedades mecanicas e térmicas com a temperatura
puderem ser desprezadas, entdo a equagao termoeldstica resultante € linear. No caso da equagao
da onda considerada na Se¢do 4.2, a temperatura do ambiente ndo foi levada em consideragao,
ou seja, as leis constitutivas foram consideradas em meios isotérmicos. Por outro lado, em
meios ndo isotérmicos, isto €, onde hd influéncias térmicas agindo sobre o sélido (corda), entdo
o problema resultante ¢ um sistema termoeldstico envolvendo a equagdo da onda.

Nosso ponto de partida é a equacdo de momento (normalizada) (4.16), ou seja,
uy = Vi, (4.39)

onde V representa a tensdo vertical da corda. Agora, como também estamos considerando a
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influéncia da temperatura no meio em que se encontra a corda, entdo Dafermos [14] nos diz
que a Lei de Tensdo-Deformacdo deve depender de um fator que representa a diferenca de
temperatura na posicéo = € (0,1) da corda e tempo ¢, a qual denotamos por 6 = 0(z,t). Neste
caso, de acordo com [14] (ver também [39]), em vez da lei (4.17) temos a seguinte relagcdo para

tensdao-deformacgao:
V = u, —~#0, (4.40)

onde v > 0 € um coeficiente de acoplamento do sistema, representando a variacdo térmica de
acordo com o material da barra. Note que se v = 0, entdo (4.40) reduziria-se em (4.17) com
H =1, de onde chegariamos novamente na equa¢do da onda. Substituindo (4.40) em (4.39),
obtemos

U — Uzz + 70, =0 em  (0,0) x (0,00). 4.41)

Agora observe que (4.41) € uma equacdo com duas varidveis, a saber, o deslocamento vertical
e temperatura u e #, respectivamente. Sendo assim, precisamos de uma equacdo adicional com
respeito a varidvel @, ou seja, uma equacio que represente a conducao de calor na corda assim
como obtido em (4.4). Para isto, ainda seguindo as ideias introduzidas por Dafermos [14],

temos a seguinte equagdo do calor na varidvel 6 :
O —Ope + yure =0 em  (0,1) x (0,00), (4.42)

onde, apds usar a lei térmica de Fourier, os dois primeiros termos de (4.42) representam a
equagdo do calor (4.4) com K = 1 e o terceiro termo € devido ao fato que o sistema depende
também da velocidade de deformacgdo, uma vez que considera-se a lei (4.40).

Mediante ao exposto, o sistema composto pelas equacdes (4.41)-(4.42) representa um
sistema termoeldstico constituido pelo acoplamento de uma equacao eldstica e uma equacao do
calor. Logo, um modelo linear que descreve vibracdes de corda termoeléstica de comprimento

[ > 0 e material homogéneo é dado pelo seguinte sistema

{ U — Uz + 70, =0 em (0,1) x (0,00), 4.43)

O — O +yuze =0 em (0,1) x (0, 00).

O sistema (4.43) é estudado no dominio (0,/) x (0, c0) de forma que as extremidades da barra

permanecam fixadas e sem transferéncia de calor, ou seja,
u(0,t) = u(l,t) = 6(0,t) =0(l,t) =0, t >0, (4.44)

0 que chamamos de condi¢des de fronteira de Dirichlet. As condi¢des iniciais neste caso sdao
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dadas por
u(z,0) = ug(x), u(z,0) = ui(x), 0(x,0) = by(x), =€ (0,1). (4.45)

Na préxima subsecdo apresentamos um resultado de existéncia e unicidade para o
PVIF (4.43)-(4.45) via semigrupos lineares.

4.3.2 Existéncia e Unicidade

Considere o seguinte PVIF:

Ut — Uz +70, =0 em  (0,1) x (0, 00), (4.46)
Op —Opy +vue =0 em  (0,1) x (0,00), (4.47)
u(+0) = uo(+), w(+,0) = ur(-), 6(-,0) = bo(-), (4.48)
w(0,t) = u(l,t) = 6(0,¢) = 6(1,t) = 0, t > 0. (4.49)

Como ja mencionado, por meio da teoria de semigrupos lineares, mostraremos que o PVIF
(4.46)-(4.49) possui uma unica solucao. Para isto, considere inicialmente a seguinte mudanca

de varidvei v = u; e U = (u,v,0)T. Assim, obtemos formalmente que

(%
U= | up—0, = A3U (4.50)
—Y U + emm
€
Ug
U(O) = (751 = UO

Entdo, € possivel reescrever (4.46)-(4.49) como o seguinte problema de Cauchy abstrato

U, = AU, t>0
{ t = At L=, 4.51)

U(0) = U,

onde A3U é dado em (4.50). Para contemplar as condi¢des de fronteira (4.49), definimos os

seguintes espagos de Hilbert:

e Hy = HJ(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) com produto interno e norma dados por

A~

(U, D)y = (g, 1d2) + (0,0) +(8,0) e (U5, = llusll3 + [loll3 + 1613,

A

para todos U = (u,v,0), U = (i,9,0) € Hs.
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e Neste caso, mostra-se que o dominio do operador diferencial A3 é dado por

D(A3) = (H?*(0,1) N Hy(0,1)) x H3(0,1) x ((H?*(0,1) N Hy(0,1)).

Sob estas notagdes, temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade para o pro-

blema (4.51) e, consequentemente, para o PVIF (4.46)-(4.49), conforme o teorema a seguir.

Teorema 4.3 (Existéncia e Unicidade). Se Uy € D(A3), entdo o problema (4.51) possui uma
tinica solug¢do
U € C([0,00), D(A3)) N C' ([0, 00), H3),
dada por U (t) = e*3tU,,.
Em outras palavras, se ug,0y € H*(0,1) N HY(0,1) e u; € H{(0,1), entdo o sistema

(4.46)-(4.49) possui uma vnica solucdo na classe

u € C([0,00), H*(0,1) N Hy(0,1)) N C([0, 00), Hy(0,1)) N C2([0, 00), L*(0, 1)),
0 € C([0,00), H*(0,1) N H(0,1)) N C*([0, 00), L*(0,1)).

Demonstracdo. Em virtude do Teorema 3.24, basta mostrar que o operador A3 é gerador in-
finitesimal de um Cj-semigrupo de contracdes em Hj3. Neste caso, usando o Coroldrio 3.21,

devemos verificar que:

(1) D(A3) = Hs;
(ii) Aj é dissipativo em H3, ou seja, Re(AsU, U)y, < 0;
(iii) 0 € p(A3), isto é, (—A3)~! existe e é limitado.

A verificacdo do item (i) é imediata da teoria de espaco de Sobolev. Com efeito, a
densidade desejada segue dos Lemas 2.82, 2.90 e 2.93.
(ii) Dado U € D(Aj3), fazendo integragdo por partes e usando as condi¢oes de fronteira (4.49),

obtém-se

(ABUa U) = (1}5,;, uz) + (uzx - P)/exa U) + (_’Y'Ux + 9:1::1:7 9)

! ! l 1 !
= / Vpllpdx — / U Updr — / ~v0, vdx + / ylydr — / 0,0.,.dx
0 0 0 0 0

= (Vz, uz) — (Vz, tz) — Y(0z,0) + (0, v) — ngHg (4.52)
Tomando a parte real em (4.52), obtém-se
Re(A3U,U) = —||6.][5 < 0. (4.53)

Logo, As é dissipativo em H3.

(iii) Mostraremos inicialmente que — A3 € invertivel.
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Afirmagdo: Dado F' = (f1, fo, f3)T € Has, existe um dnico U € D(A3) tal que
—A3U = F'. Reescrevendo esta dltima equacdo em termos de suas componentes, obtém-se

—v=f em HL0,l), (4.54)
s +A0, = fo em L2(0,1), (4.55)
Ve — O = f3 em H(0,1). (4.56)

De (4.54) tem-se v = — f; € H(0,1). De (4.56) vem que
—0pp = f3 — Y0, € L*(0,1),

a qual sabe-se ter uma tnica solugdo 6 € H?(0,1) N H}(0,1), assim como obtido para (4.11).
Logo, de (4.55) tem-se
Uy = fo — Y0, € L*(0,1),

que de forma andloga, possui uma tnica solugdo v € H?(0,1)NH}(0,1). Isto implica que existe
uma terna (u, v, §) é a Gnica solugao de (4.54) — (4.56), como desejado.
Resta mostrar que (—A3)~! é um operador limitado. Mais precisamente, mostrar que

existe uma constante C' > 0 tal que
AT Flly, < C|Flluy, YF € Hs. (4.57)

De fato, F' = (f1, fa, f3) € Hs, sejaU = (u,v,0) € D(A3) atnica solugdo de —A3U = F, a
qual pode ser escrita em termos de suas componentes como em (4.54) — (4.56). Em primeiro
lugar, da estimativa (4.53) e das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young (ver Observagao

2.44) com € > (, nota-se que

102113 < |1 AsU I3, U llses < ellUl3e, + Cell AU, = €llUll3, + Cell Fllz,,  (4.58)

para C; > 0. Pela Desigualdade de Poincaré, (ver Teorema 2.83)

10N, = Iluallz + I0ll3 + (1613
< lusll3 + 115 + 11613
< max{L I}([luellz + [[oll3 + 16:]15)- (4.59)

Além disso, multiplicando (4.54) por —uv, (4.55) por u, (4.56) por 6, integrando de 0 a [, e

somando as expressoes, obtém-se
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a2+ lol2 + 16212 = / foda + / foida
—7/ 0 udx—i—/ V0, vdx—i—/ fs0dz. (4.60)

De (4.59) e (4.60) e pelas Desigualdades Triangular, de Cauchy-Schwarz e de Poincaré, existe

uma constante C' > 0 tal que

U113, < CULAllvlz + I fell2llull + 1 f11200z]2) + ClllOallz(luell2 + llvll2). — (4.61)

Pela Desigualdade de Young com n = %, tem-se

—_

1
(CIMI6=[12) (lusll2H[10ll2) < Z(lualla+[[vll2)*+C*V*10alls < ST 5, +C*7 (162115 (462)

W

Combinando (4.62) e (4.61) vem que

1
SN0 < CUAllloll + I foll2lull2) + Cllfsllallzlls + C* 105 (4.63)

Pelas desigualdades de Poincaré e Young com € > 0, e também de (4.58), obtém-se

ClAllallvllz + Cllfallallulls < Cll(f1)alls + 1f2l2) + e(lluallz + 0]3)

< CFI3, + U, (4.64)
c
1
Cl fsll2ll0z]l2 + C*42(16]15 < ;le3H3+02<1+72>H9xH§
< CIF |3, +eC*(1+)|U]l3,,- (4.65)

Substituindo (4.64) e (4.65) em (4.63) e tomando € =

> () segue que
11+ C2(1 +12)) sied

1Ul3, < C|IF|l,, (4.66)

para alguma constante C' > 0. Isto € suficiente para mostrar (4.57), pois ||U |3, = ||A™ F||4s-

Isto conclui a prova do Teorema 4.3. [
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4.4 SISTEMA TERMOVISCOELASTICO

4.4.1 Deducio do Sistema Termoviscoelastico

Para tratar do assunto termoviscoelasticidade, falaremos primeiro de viscoelasticidade.
Os materiais viscoeldsticos sdo fluidos que possuem caracteristicas de liquidos viscosos com
propriedades eldsticas e de s6lidos com propriedades viscosas, ou seja, possuem propriedades
eldsticas e viscosas acopladas. Quando submetidas a uma tensdo de cisalhamento, estes tipos
materiais sofrem naturalmente uma deformacao e, quando esta cessa, ocorre uma certa recupe-
racdo da deformacao sofrida, a qual é conhecida como comportamento eldstico. J4 um material
termoviscoeldstico € a classe de materiais que sofre simultaneamente deformacdes eldsticas e
viscosas levando em consideragdo sua temperatura, ou seja, estamos em meios nao isotérmicos.

Nesta secdo, trataremos um sistema unidimensional linear proveniente de um sistema
ndo linear termoviscoeldstico que pode ser encontrado em Hsiao e Luo [27], o qual € a descri-
cao referencial (lagrangiana) do equilibrio das leis de massa, impulso e energia para materiais
unidimensionais. Ver também Raposo et al. [43]. De acordo com [27, 43], as equacdes que

modelam o sistema termoviscoelastico ndo-linear sdo descritas como

U — av, = 0,

HToe 0, (4.67)
{e + —02} — [ov], + ¢, =0,
2 t

onde u, v, e, 0 e g representam a deformacdo do material, a velocidade, energia interna, tensao e
o fluxo de calor, respectivamente. Ainda seguindo [27], para materiais do tipo sélido, considera-

se as seguintes relacdes constitutivas simplificadas para energia e, tensdo o e fluxo de calor ¢:

e=cl, o=puuv,— f(u)ld, q= —k%, (4.68)

onde ¢ e k sdo constantes positivas de acordo com material, 6 é a temperatura, f(u) e pu(u)
representam a rigidez e a viscosidade do material, respectivamente. A substituicio de (4.68) em
(4.67) nos levaria ao sistema termoviscoelastico nao linear tratado em [27]. No entanto, nosso
objetivo € estudar o sistema linear correspondente, o qual foi abordado em [41], aplicando a
teoria de semigrupos lineares. Para isto, faremos algumas consideracdes fisicas como segue.

Iniciamos com as duas primeiras equacoes lineares de (4.67), a saber,

U —oavg, =0
’ (4.69)
vy —0p = 0.
Além disso, como ja mencionado anteriormente, no sistema termoviscoeldstico levamos em

consideracdo deformagdes eldsticas e viscosas de acordo com a temperatura. Neste sentido,
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assumiremos que a relacio de tensdo-deformacgao é dada (de forma similar a (4.40)) por
o= au— 30, (4.70)

onde [ € uma constante positiva correspondente a variacdo térmica. Substituindo (4.70) em
(4.69) obtemos

U — av, = 0,
4.71)
v — aug, + 0, = 0.

Para contemplar a equagdo envolvendo a temperatura ¢, consideraremos a parte linear da ter-

ceira equacdo (4.67) com o termo de acoplamento relativo a velocidade de deformacao éut,
0%

devido a lei (4.70) (assim como feito em (4.42) no caso de ondas), ou seja,

Agora, usando a Lei de Hooke (ver, por exemplo, Halliday [25]) para a energia e e a Lei de

Fourier para o fluxo de calor ¢, ambas com respeito a temperatura, temos
e=cld e q=—kb,, 4.73)

as quais correspondem a primeira equacao e a linearizacdo da terceira equacao em (4.68), res-

pectivamente. Substituindo (4.73) em (4.72) e usando a primeira equagdo de (4.71), obtemos
cty — kO, + Bv, = 0. 4.74)

Deste modo, de (4.71) e (4.74), chegamos ao seguinte sistema termoviscoeldstico linear nas

varidveis u, v e 6 dado por

up — av, =0 em (0,0) x (0,00),
vy — auy + 8, =0 em (0,1) x (0, 00), (4.75)
cp — kO + fv, =0 em (0,1) x (0,00),

o qual foi estudado em [41]. Ao sistema (4.75) acoplamos as seguintes condi¢des iniciais
u(z,0) = up(x), v(z,0) = vo(x), O(x,0) = by(z), = € (0,1), (4.76)
e condicdes de fronteira
v(0,t) =v(l,t) =0(0,t) =6(l,t) =0, t > 0. 4.77)

Observe que em (4.77) ndo € necessario atribuir condi¢ao de fronteira para a fungao u.
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De fato, isto se deve ao fato do acoplamento que a mesma possui com a funcdo v no sistema
(4.75). Uma vez que atribuimos a fun¢do v uma condicao de fronteira, é possivel encontrar uma
solugdo para o problema via teoria de semigrupos lineares sem atribuirmos condi¢@o de fronteira
a funcdo u. Vale a pena observar ainda que ao tentar atribuir uma condi¢ao de fronteira para w,
digamos, u(0,t) = u(l,t) = 0,t > 0, entdo da primeira equacdo em (4.75) poderiamos deduzir
que v assumiria também a condi¢do de fronteira de Neumann v, (0,¢) = v,(l,t) = 0,t > 0, 0
que resultaria num sistema inconsistente.

Na préxima subsecdo estudaremos a existéncia e unicidade de solucdo para o PVIF

(4.75)-(4.77). Por comodidade, assumiremos que ¢ = 1.

4.4.2 Existéncia e Unicidade

Considere o seguinte sistema

U — vy =0 em (0,1) x (0, 00),
v —au, + 0, =0 em (0,1) x (0,00), (4.78)
0y — kO + fv, =0 em (0,1) x (0,00),

onde a, k > 0e € R, com /3 # 0, com as seguintes condi¢des iniciais
u(z,0) = ug(x), v(z,0) = vo(x), (z,0) = Oy(x), =z € (0,1), (4.79)
e condicdes de fronteira dadas por
v(0,t) =v(l,t) = 60(0,t) =0(l,t) =0, t > 0. (4.80)

Para aplicar a teoria de semigrupos lineares, denotamos inicialmente a fun¢do vetorial
U= (u,v,0)". Assim,

QU
U= | au, — 80, | =AU (4.81)
k‘gmm - ﬁvz
e
Ug
U) =1 vy | :="Us.
to

Entao, € possivel reescrever o PVIF (4.78)-(4.80) no seguinte problema de Cauchy abstrato

U, = AU, t>0
{t 4 >0 (4.82)

U(0) = Uy,
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onde A, é definido em (4.81). Para contemplar a condicdo de fronteira (4.80), definimos os

seguintes espagos de Hilbert:
o H, = L%0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) com produto interno e norma dados por

(U, Uy = (uy ) + (v,0) + (0,0) e U3, = l[ull3 + [lol3 + 1613,

A

para todos U = (u,v,0)T, U = (4,9,0)" € H,.

e O dominio do operador diferencial A4 definido em (4.81) é dado por

D(Ay) = HL0,1) x Hy(0,1) x (H*(0,1) N Hy(0,1)).

Sendo assim, temos o seguinte resultado de existéncia para o PVI (4.82) e, consequen-
temente, para o PVIF (4.78)-(4.80).

Teorema 4.4 (Existéncia e Unicidade). Se Uy € D(Ay), entdo o problema (4.82) possui uma
tinica solugcdo
U € C([0,00), D(A4)) N CH([0,00), Ha),

dada por U(t) = eA1'U,.
Em outras palavras, se
(g, vo, B0) € H(0,1) x Hy(0,1) x (H*(0,1) N Hy(0,1)),

entdo o problema (4.78)-(4.80) possui uma tvinica solugcdo na classe

u € C([0,00), H;(0,1)) N C*([0, 00), L(0,1)),
v e C([0,00), H}(0,1)) N C*([0,00), L*(0,1)),
6 € C([0,00), Hy(0,1) N H?(0,1)) N C([0, 00), L*(0,1)).

Demonstracdo. Face ao Teorema 3.24, basta mostrar que o operador A, definido em (4.81) é
gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contracdes em H,. Neste caso, pelo Teorema

3.20, é suficiente mostrar que:
() D(A4) = Ha;
(ii) Ay é dissipativo em H,4, ou seja, Re(A,U,U)y, < 0;

(iii) 0 € p(Ay), isto é, (—A,) ™! existe e é limitado.

A verificacdo do item (i) decorre dos Lemas 2.82, 2.86 e 2.93.
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(il) Dado U € D(A,), entdo

(AU U) = (avg,u) + (quy — B0z, 0) + (kOry — Py, 0)

1 l !
= / av,udx — / QUU AT — / 60, vdx
0 0 0

l l
- / Bvlydr — / k0,0,dx
0 0

= B(v,0;) — B(v,0,) + a(ve,u) — a(vg, u) — k:\|9z||§
Tomando a parte real, obtém-se
Re(AU,U) = —k[|6,3 < 0. (4.83)

Logo, A, é dissipativo em H,.
(iii) Primeiro serd mostrado que o operador — A, € invertivel, isto é, dado F' = (fy, fo, f3)* €
H,4, existe um tnico U € D(A,) tal que —A,U = F. Reescrevendo esta ultima equacdo em

termos de suas componentes, obtém-se

—av, = f; em L%*0,1), (4.84)
—aug + B0, = f» em L%(0,1), (4.85)
—kOy + B, = f3 em L2(0,1). (4.86)
De (4.84) segue que
1 x
v(x) = —a/ fi(s)ds + ¢, Yz € (0,1). (4.87)
0

Como queremos v(0) = v(l) = 0, pois f; € L2(0,1), entdo ¢y = 0. Logo, v € H}(0,1) é

unica e € dada por
1 [* 9
v(x) =—— [ fi(s)ds, com v, € L(0,1). (4.88)
@ Jo
De (4.86), vem que
—kOy = f3 — Bu, € L*(0,1), (4.89)

a qual possui uma dnica solugdo § € H?(0,1) N H}(0,1), assim como obtido para (4.11).

Prosseguindo, de (4.85) vem que

Uy = —é (f2 — 30,) € L*(0,1). (4.90)
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Logo, u € H'(0,1), sendo expressada por
1 X
r) = - </ fa(s)ds — 5«9(:1:)) +c1. (4.91)
0

1!
Como queremos u € H'(0,1), isto &, 7 / u(x)dx = 0, entdo
0

_ é (/Ol /O fols)dsdz — ﬁ/ol 0($)daﬁ) | (4.92)

!
Com isto, / u(x)dzx = 0. Deste modo, v € H(0,1) é a dnica solugio de (4.85) e é dada por
0

:__</ fals ds—ﬁe) (//Jg dsdx—ﬁ/ dx). (4.93)

Assim, a terna (u,v,0)" = U € D(A4) € a tnica solugdo de (4.84)-(4.86), ou seja, existe uma
tinica solugdo U € D(A,) para a equagdo resolvente —A,U = F', como desejado.

Resta mostrar que (—A4) ! é limitado. Com efeito, dado F' = (fy, fa, f3)T € Ha, seja
U = (u,v,0)" € D(A4). De (4.83) vem que

1 1
165 < AU U = LT el Fllaes- (4.94)
Além disso, de (4.84) e (4.85), obtém-se

1 1
a3 = 5 11A1E < 1P, (4.95)

2 2 32
lwalls = 5 (1£allz + B21162112) < 5 (1F 13, + HUHmHFHm)- (4.96)

Usando (4.94), (4.95), (4.96) e a Desigualdade de Poincaré,

UM, = Ilullz + lloll3 + 16113
P (lluall3 + osll3 + [162115)
< CillUhullFlln, + CallF 3,

IN

12 232 312
onde ('} = = <1 + i) e Uy = —. Usando a Desigualdade de Young, conclui-se que
!

U3, < CsllF [,
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em que Cs = (C? + 2C,) > 0. Lembrando que ||U]||, = ||A;" F||x,, prova-se que (A4)~! é
limitado, como desejado. Isto conclui a prova do Teorema 4.4. [

4.5 EQUACAO DA VIGA COM DISSIPACAO FRICCIONAL

4.5.1 Deducao da Equacido da Viga com Dissipacao Friccional

A equagdo da viga estudada nesta secao também € conhecida como modelo de viga de
Euler-Bernoulli e sua dedugado se assemelha a dedugdo da equacio da onda em certos sentidos.
O modelo de viga de Euler-Bernoulli nos fornece meios de calcular as caracteristicas de defle-
x30 de uma viga sob uma determinada carga, a qual € constituida por uma equacdo diferencial
parcial linear de quarta ordem. A atribuicao do nome viga de Euler-Bernoulli se d4 pelas desco-
bertas significativas de Leonhard Euler (1707-1783) e Daniel Bernoulli (1700-1782). A teoria
desenvolvida por Euler-Bernoulli pode ser encontrada em diversas referéncias e a modelagem
da equacgdo da viga pode ser vista sob diversos aspectos. Dentre as inimeras referéncias, consi-
deramos os livros de Rao [40] e Hibbeler [26], sendo este dltimo uma referéncia em portugués
de fécil acesso ao leitor interessado nas consideragdes fisicas que modelam equacdo da viga de
Euler-Bernoulli. Para a deducao de um modelo de vigas viscoeldsticas extensiveis, cuja mode-
lagem abrange leis constitutivas e a equacdo de vigas de Euler-Bernoulli, sugerimos a leitura do
artigo de Giorgi et al. [22, Apéndice A].

Por uma questao de escolha e simplicidade na colocacdo do problema, seguiremos aqui
as consideragdes e notacdes de Rao [40]. Partimos do principio que o material de uma viga de
comprimento [ > 0 € eldstico, isotrépico e homogéneo. Como o angulo de rotacdo de um fi-
lamento da viga € muito pequeno quando comparado a deflexdo, entdo o angulo de rotacdo é
desprezado na teoria de Euler-Bernoulli. Além disso, a energia envolvida no cisalhamento tam-
bém € desprezada. Com essas imposi¢cdes, por vezes denominadas hipdteses Euler-Bernoulli,

ver por exemplo [40], é possivel chegar na seguinte equacao da viga

onde p = p(x,t) representa a deflexdo da viga no ponto x e instante ¢, ¢ = ¢(z,t) representa
a carga no ponto x e tempo ¢, p a densidade do material da viga, A a drea de secdo transversal
da viga, F representa o médulo de elasticidade e / o momento de inércia. Quando nenhuma
forca externa € aplicada a viga, ainda assim ela pode vibrar, esse movimento é denominado
oscilagdo ou vibragdo livre. Deste modo, na auséncia de termos forcantes (¢ = 0) a equagdo
(4.97) reduz-se a

Elopre + pApy = 0. (4.98)

Por outro lado, assim como para equagdo da onda, a densidade do ar pode causar al-

guma resisténcia contrdria a deflexdo da viga, de onde surge um amortecimento de fric¢do no
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movimento da mesma. Neste sentido, uma forca externa ¢ pode ser considerada (matematica-
mente) como
q = —opy, (4.99)

onde o > 0 € uma constante dependendo do material que compde a viga e o sinal negativo
¢ devido a resisténcia do ar causar uma for¢ca no sentido contrdrio ao movimento de defle-
x20. Substituindo (4.99) em (4.97) e normalizando os coeficientes por motivos de simplicidade

(EI = pA = a = 1), obtemos a seguinte equacio da viga com dissipacao friccional
Pt T Prgzxr T Pt = 0, (4.100)

a qual é considerada no dominio (0, ) x (0, 00). Assumindo que as extremidades da viga estdo

fixadas, entdo as seguintes condi¢des de fronteiras sdo levadas em consideracao
©(0,1) = p(l,t) = ¢u(0,8) = @, (1, 1) =0, t=0. (4.101)
As condig¢des iniciais associadas a equagdo da viga (4.100) sdo dadas por
p(x,0) = @o(x), i(2,0) = @1(x), € (0,1). (4.102)

Mediante ao exposto, o objetivo da préxima subsecdo € mostrar que o PVIF (4.100)-

(4.102) possui um unica solugdo utilizando a teoria de semigrupos lineares.

4.5.2 Existéncia e Unicidade

Considere o seguinte PVIF para equacdo da viga

Ot + Pozer + e =0  em  (0,1) x (0, 00), (4.103)
90(1'70) = @O(x)a QOt(l’,O) = 901(‘7;)7 YIS (07l>7 (4104)
o(0.) = p(1.1) = pa(0,1) = pa(l£) = 0, £ > 0. (4.105)

Para aplicar a teoria de semigrupos lineares, vamos considerar inicialmente as seguinte notagdes
or=PelU = (p,®)T. Assim,

P
U, = = AsU (4.106)
€
vo)=| " | .=u,.
¥1
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Deste modo, é possivel escrever o problema (4.103)-(4.105) no seguinte problema de Cauchy

abstrato

U =AU, t>0
{ P ’ (4.107)

U(0) = Uy,
onde Aj € definido em (4.106). Para contemplar as condicdes de fronteira (4.105) no dominio

de As, consideramos os seguintes espacos de Hilbert:

o Hs = HZ(0,1) x L*(0,1) com produto interno e norma dados por

A~

U, U)ns = (Paz: baa) + (2,2) e (U5, = llpaall + |12l3,
para todos U = (¢, ®)7, U = (¢, D)7 € Hs.
e Neste caso mostra-se que o dominio do operador diferencial A5 definido em (4.106) é

dado por
D(As) = (H*(0,1) N HZ(0,1)) x H2(0,1).

Sendo assim, segue o resultado de existéncia e unicidade para o problema (4.107) e, consequen-
temente, para o PVIF (4.103)-(4.105).

Teorema 4.5 (Existéncia e Unicidade). Se Uy € D(As), entdo o problema (4.107) possui uma
tinica solugcdo
U € C([0,00), D(A5)) N C([0, 00), Hs),

dada por U (t) = e5tU,,.
Em outras palavras, se @y, € H3(0,L) N H*0,L) e p; € HZ(0, L), entdo o sistema

(4.103)-(4.105) possui uma tinica solugcdo u na classe
w € C([0, 00), H(0,1)) N C1([0, 50), HA(0, 1)) N C([0, 00), L¥(0,1)).

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.24, basta mostrar que o operador As € gerador infinitesimal
de um Cj-semigrupo de contracdes em Hs. Neste caso, pelo Teorema de Lumer-Phillips (ver

Teorema 3.20), € suficiente mostrar que:

(i) D(As) = Hs;
(ii) As é dissipativo em H, ou seja, Re(AsU, U)y, < 0;
(iil) I — As : D(A5) C Hs — Hs; € sobrejetor.
O item (i) segue diretamente da teoria para Espacos de Sobolev. No entanto, 0 mesmo
também serd obtido como consequéncia dos itens (ii)-(iii) posteriormente.

(i) Seja U € D(As) e relembre que
o

A5U —
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Fazendo integragdo por partes e usando as condi¢des de fronteira (4.105), obtém-se

<A5U, U)H5 == ((I)x:w Spacx) + (_Soxx:c:r; - (I), (I))

I l l
= / DD, dT — / Pozza@dr — / dddr
0 l 0

= ((D790mwx) - ((I)v SOMM) - HQ)H%
Deste modo, tomando a parte real
Re(A5U, U)H5 = —H@Hg S 0

Portanto, As é dissipativo em 5.
(iii) Dado F' = (f1, f2)T € Hs, serd mostrado que a equagio resolvente (I — A5)U = F possui
uma unica solu¢do U € D(As). De fato, reescrevendo-a em termos de suas componentes,

obtém-se o seguinte sistema

{ o—®=f1 € H(0,1), (4.108)

Prrrx +20 = f2 S L2(07Z)

Da primeira equagdo ® = ¢ — fi, € considerando g = 2f; + fo € L*(0,1), podemos reduzir o

sistema (4.108) na seguinte equagdo
uzee + 20 = g € L*(0,1). (4.109)

Afirmagdo: Existe ¢ € H*(0,1) N HZ(0,1) satisfazendo (4.109) quase sempre em
(0,1). Primeiro serd mostrado que existe uma tnica fungdo ¢ € HZ(0, 1) satisfazendo a equagio

variacional z l z
/ e Py + 2 / ©odr = / g@dx, Yo € HZ(0,1). (4.110)
0 0 0

Para isso, serd utilizado o Teorema de Lax-Milgram. De fato, defina

a: HF(0,1) x H3(0,]) — C
(SO7 95) L a(gp, &) = (909:937 &xx) + 2(907 6)

¢: H30,]) — C
e — d(p)=(9,)

Note que a é¢ uma forma sesquilinear continua e coerciva. Com efeito, usando que
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HZ(0,1) = L?*(0,1) (ou ainda usando a Desigualdade de Poincaré duas vezes) tem-se

la(e, D) < Cliellug I Bllug, Vo, ? € Hi(0,1),

e ainda
a(u,u) > [ellzs, Yo € Hg(0,1).

Além disso, usando a desigualdade de Poincaré duas vezes, obtém-se

6(0)] = (9, D) < lgll2lIll2 < Cllellmz, V& € H(0,1),

onde C' = ||g||o. Portanto, ¢ € H2(0,1). Pelo Teorema de Lax-Milgram existe uma dnica
¢ € HZ(0,1) tal que
a(p, @) = 6($), V& € Hy(0,1),

ou seja, solucdo de (4.110). Observe agora que de (4.110) vem que

[ l
/ PP gt = / (9 —2p)pdx, Vo € C3(0,1) C H(0,1). (4.111)
0 0

Como .., 2¢ — g € L*(0,1) e vale (4.111), entdo ¢, € H*(0,1) pela nogdo de derivada fraca
(ver em Defini¢do 2.88). Logo, ¢ € H4(O, [), e ainda de (4.111) tem-se que

mostrando (4.109). Finalmente, tomando ® = ¢ — f; € Hg(O, 1), fica provado que existe um
tinico U € D(A5) tal que (I — A5)U = F'. Portanto, fica demonstrado o item (iii).

(i) Em (i1) mostramos que Aj € dissipativo e em (iii) mostramos que I — A5 € sobrejetor. Logo,
como H 5 é um espaco de Hilbert, entdo pelo Teorema 2.27 H 5 € reflexivo. Portanto, do Teorema
3.18 segue que D(A;) = Hs. O

4.6 SISTEMA DE VIGAS DE TIMOSHENKO

4.6.1 Deducao do Sistema de Timoshenko

O sistema de Timoshenko, assim chamado em referéncia ao engenheiro ucraniano
Sthephen P. Timoshenko (1878-1972), € um sistema de equagdes diferenciais parciais que des-
creve a vibragdo de uma viga levando em consideracao o deslocamento transversal (vertical) e
o angulo de rotacdo. Por este motivo, o sistema de vigas de Timoshenko é considerado mais
geral (e realista) que o sistema de vigas de Euler-Bernoulli, tendo suas origens nos trabalhos de
Timoshenko [44, 45].

Como mencionado acima, as duas variaveis consideradas no sistema de Timoshenko

sdo o deslocamento vertical e dngulo de rotagdo de uma secao transversal com relacdo a secao
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normal, as quais denotamos por ¢ = @(z,t) e ) = 1(x, t), respectivamente, ambas dependendo
da posigdo z € [0,[] e do tempo ¢ > 0, onde [ é o comprimento da viga.
No que segue, apresentamos um exemplo de Viga de Timoshenko e ao lado uma re-

presentacdo geométrica para as varidveis p e 1.

-

Secdo longitudinal | l |

Figura 4.4: Viga de Timoshenko

Fonte: Autor

De acordo com Timoshenko [44, 45] as Equacdes de Momento para as varidveis ¢ e ¢

sdo dadas por

pApy = Sy, (4.112)
plpy = M, — S, (4.113)

onde p é a densidade de massa, A e I representam drea e o momento de inércia de uma se¢ao
transversal da viga, S designa for¢a de cisalhamento e M o momento fletor. De acordo com
[44, 45] as Leis Constitutivas Elésticas para a for¢a de cisalhamento e momento fletor sdo dadas

por

S =FGA(p, + 1), (4.114)
M = EI,, (4.115)

as quais, de maneira ilustrativa sao representadas na Figura 4.5 onde as flechas representam a

forca aplicada sobre o objeto
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AR ERE

— 1 l

Figura 4.5: Forga de cisalhamento e momento fletor

Fonte: Autor

7z

Nas equagdes (4.114) e (4.115), k' é um fator de corre¢do de cisalhamento, G e £ denotam
os modulos de cilhamento e de elasticidade de Young, respectivamente. Fisicamente, todas as
constantes do sistema sao positivas.

Substituindo (4.114)-(4.115) em (4.112)-(4.113) e denotando as constantes por

p1=pA, po=pl, k=KGA, b=FI, (4.116)

chegamos ao seguinte sistema eldstico (conservativo) de vigas de Timoshenko

{ prgw — k(e +1)s =0 em (0,1) x (0, 00), 4.117)

ptht - wax + k(@x + w) =0 em (07 l) X (Oa OO)

Assim como para as equacgdes da onda e da viga, e de acordo com trabalhos de Mufioz
Rivera et al. [1, 34] e Raposo et al. [42], podemos considerar mecanismos dissipativos fricci-
onais atuando no sistema (4.117), os quais representam o atrito na vibracao vertical ap; € no
angulo de rotagdo 5y, com «, f > 0. Logo, chegamos ao seguinte sistema de Timoshenko com

dissipacdes friccionais (fracas)

(4.118)

prpw — k(e + 1) +apy =0 em (0,1) x (0,00),
,02<;Dtt - bl/)ac:c + k(@x + 77/}) + ﬂ¢t = 0 cm (Oa l) X (07 OO)»

cuja existéncia de solugdo via semigrupos foi estudada inicialmente em [42]. Considerando
ainda que as extremidade da viga estdo fixadas, consideramos as seguintes condi¢cdes na fron-

teira {0, [} da viga
p(0,t) = @(l,t) = (0,t) = ¢(l,t) =0, ¢ =0, (4.119)

denominadas condi¢des de fronteira de Dirichlet. Como ambas equacdes do sistema pos-

suem derivadas temporais de segunda ordem, entdo as condi¢des iniciais associadas ao sistema
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(4.118) sdo dadas por

90(3770) = 900(37)7 @t(xvo) = @l($)7 ¢($7O) = ¢0($)7 ¢t(x70) = ¢1(x)a S (OJ) (4.120)

No que segue, o objetivo € determinar a existéncia e unicidade de solucio para o PVIF

(4.118)-(4.120) via teoria de semigrupos lineares.

4.6.2 Existéncia e Unicidade

Considere o seguinte PVIF para o sistema de Timoshenko

prow — k(s + 1) + gy =0 em (0,1) x (0, 00), (4.121)
P2 — Dy + k(e +10) + By =0 em (0,1) x (0, 00), (4.122)
e(+,0) =wo(), @(-,0) = 1(), ¥(-,0) = do(-), ¥e(+,0) = (),  (4.123)
0(0,1) = @(l,t) = (0,t) = (I,t) =0, >0, (4.124)

onde p1, p2, k,b > 0ea, B > 0. A fim de usar a teoria de semigrupos lineares, vamos considerar

inicialmente as seguintes notacoes

q):(pta \Ij:wt € U= ((p’(I)’w7\IJ)T_

Deste modo,
_ o -
— (2 + )y — —@
U, = 2l . 2l = AgU (4.125)
b k 15}
—Ygg — _(9056 + w) - —Vv
L P2 P2 2 -
e

U(0) = (¢07S01,¢07¢1)T = Up.

Logo, € possivel reescrever o PVIF (4.121)-(4.124) no seguinte sistema de Cauchy abstrato

{ U, = AgU, t>0, “126)

U(O) = UO)

onde Ag € definido em (4.125). Para abordar o problema (4.126) incluindo as condi¢des de

fronteira (4.124) no dominio do operador Ag, definamos os seguintes espacos de Hilbert:
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o He= H}(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L?(0,1) com produto interno e norma

~

U3 = Ellw + 9115 + prll @13 + pal[ 113 + bllwa]l3, (4.128)

para todos U = (o, ®, ¢, )T e U = (¢, D, ¥, ¥)T no espago de fase Hs.

e Neste caso, mostra-se que o dominio do operador Ag é dado por

D(Aq) = (Hy (0,1) N H?(0,1)) x Hy(0,1) x (Hg(0,1) N H*(0,1)) x Hy(0,1).
Sendo assim, o resultado de existéncia e unicidade para (4.126) 1é-se como segue.

Teorema 4.6 (Existéncia e Unicidade). Se Uy € D(Ag), entdo o problema (4.126) possui uma
tinica solugcdo
Ue C([07 OO), D(Aﬁ)) N Cl([()? OO)’ %6)7

dada por U(t) = ',
Consequentemente, se oo,y € Hy(0,1) N H*(0,1) e ¢1,¢1 € H(0,1), entdo o sis-

tema (4.121)-(4.123) possui uma tinica solugcdo na classe
2,00 € O([0,00), H(0,1) N HY(0,1)) N C* ([0, 50), HY(0,1)) N C*([0, 00), L2(0,1)).

Demonstracdo. Aplicando novamente o Teorema 3.24, basta mostrar que o operador Ag defi-
nido em (4.125) é gerador infinitesimal de um C)-semigrupo de contra¢des em Hg. Neste caso,

pelo Teorema 3.20, € suficiente mostrar que:

(i) D(Ag) = Hs;

(ii) Ag € dissipativo em Hsg, ou seja, Re(AgU, U)y, < 0;
(iii) I — Ag : D(Ag) C He — Hg € sobrejetor.

O item (i) saird como consequéncia dos itens (i1) e (iii).
(i) Seja U € D(Ag) e

)
AU = 1 1
U
b k 15}
— Yz _(9095 + w> - —Vv
L P2 P2 2 -
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Usando o produto interno definido em (4.127), integrando por partes e utilizando as condi¢des
de fronteira (4.123), obtém-se

(AU, Uy = k(P + T, 00 +0) + (k(ps + 1)z — a®, D)

— /0 k(®, + ) (B, +)dx — /O k(on + 1) (P, + ¥)dz

l l
— / b, U, dx + / bW, dx
0

0

l 1
—/ o@@daz‘—/ BYWdx
0 0
+h(Py + W, pp + ) — k(P + U, 0 + ).

Tomando a parte real
Re(AgU, U)zye = —a[@]5 — B ¥][5 < 0.

Portanto, Ag é dissipativo em Hg.
(iii) Dado F' = (f1, fo, f3, f1)T € Hg, mostraremos que a equagio resolvente (I — Ag)U = F
possui uma tdnica solu¢do U € D(Ag). De fato, reescrevendo-a em termos de suas componen-

tes, obtém-se o seguinte sistema

p—®=fi € Hy(0,1), (4.129)
<I>—£(som+¢)x+3<b=f2 e L*0,1), (4.130)
P1 P1
b=V =f; € H0,1), (4.131)
‘If—ﬁ%ﬁﬁ(wﬁwwﬁqf:ﬂl c L*0,1). (4.132)
P2 P2 P2

De (4.129) vem que ® = p — f; e de (4.131) vem que ¥ = ¢ — f3, substituindo em (4.130) e
(4.132), obtém-se

{ (1 + @) = k(o +¢)e = afi + pr(f1 + f2) € L2(0,1), (4.133)
(p2+ B)) — bibuy — k(pa + 1) = Bfs + p2(fs + fa) € L*(0,1).
Definindo
g1 = afl+ﬂl(f1+f2) € L2(07l)7 (4134)
g2 := Bfs + pa(fs + fa) € L*(0,1),
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o sistema (4.133) pode ser escrito da seguinte forma

{ (p1+ @) — k(ge + ¢)e = g1 € L*(0,1), (4.135)

(p2 + B)Y — by — k(ipx + 1) = go € L*(0,1).

No que segue resolveremos (4.135) em duas etapas.
Etapa 1: Existe um tnico par (p,v) € H}(0,1) x H}(0,1) satisfazendo o seguinte

problema variacional

! — I — A —
/0 (o1 + Q)6B + (o2 + D)0 + k(s + V) (B, + ) + b, | da = /0 (913 + 920 de,
(4.136)

para todos (3, ) € HE(0,1) x HL(0,1).

Para isso utilizamos o Teorema de Lax-Milgram. Definamos inicialmente

a:(Hy(0,1) x Hy(0,1))* — C

(0. B0 alled) B0 = [ {<pl+a>¢$ﬁ+<p2+ﬂ>w5

Fh(s + ) (3 + 0) + wawz}d:c

¢: Hy(0,1) x Hy(0,1) — C
- N [
> — (P, ) = > dx.
(@, 9) (P, v) /0{9190+92w} x

Assim definida, a € uma forma sesquilinear continua e coerciva. De fato, usando as desigualda-

des triangular e de Poincaré, note que

la((, %), (@, N < |pr + all(e, @) + Kl (e + ¢, @o + )|

+o2 + Bl (W, )| + bl (s, )]

(101 + i + )| @allo|Bello -+ Klllwalll|Falle + &ll@sll2]|Pol2
+(b+ (Ip2 = Bl + ) [ l2l 1t l2

Clleallall@alla + I1allalBella + pallallallz + [1ellalld2l2)
= Ol ) lmgrn 1@ 02

IN

IN

onde C' = max{|p; + a|l* + k, kl, b+ (|p2 + 8] + k)I*}. Além disso, note que
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(gl + Il)?

(e + 6l + 1l + [ll)?

3l + 13+ 31 + 3l
(o1 + @lpl3 + THllpe + 613+

Cﬂ((% ¢)7 (907 w))a

” (90, w) H%{(%XH(%

IA A

IN

3 2 § 2
gy OIIE + bl

IN

3 3 3 1
de C = 1, = ——, - ¢. T do Cy = — > 0, obtém-
onde max{ ’k’pQ—i—ﬁ’b} omando Cy c obtém-se

al(9,0), (9,9)) = Coll(, 0) 2y ey ¥, 0) € HE(O,) x H(0,1).

Portanto, a € continua e coerciva.

Além disso, novamente das desigualdades triangular e de Poincaré, obtém-se

6@, ) = lgrllllellz + llg2llzll¢lla < lgrllal|@allz + Ulgallallllz < Coll(@, ) s

onde Cy = I max{]||g1||2, lg2||2}, isto é, ¢ € limitada. A antilinearidade mostra-se facilmente.
Entdo, pelo Teorema 2.28 existe um tnico par (p,v) € H(0,1) x Hg(0,1) tal que

a((0.1), (8,9)) = (3, 9), V(@) € Hy(0,1) x H;(0,1),

ou seja, satisfazendo (4.133), como desejado.
Etapa 2: Mostrar que (p,v) € H?(0,1) x H?(0,1) e satisfaz (4.133). Com efeito,
aplicando em (4.136) ¢ = ¢ € CL(0,1) e QZ = 0, tem-se

l _ 1 l _
L/%@MZ—E/«M+®w—m—MwM%VMKWQU (4.137)
0 0

Como ., (p2 +a)p — g1 — ko, € L*(0,1) e vale (4.137), entdo pela defini¢do de derivada
fraca ¢, € H'(0,1), ou seja, p € H*(0,1). E ainda

k@ue = (p2 + @) — g1 — ktp, em L*(0,1).

Isto mostra (4.135),. Além disso, recordando g; em (4.134), e tomando ® = p— f; € H}(0,1),

obtém-se
k «Q
O — gy + )y — = fo.
P1 P1

Logo, (4.129) e (4.130) estdo satisfeitas.



91

Por outro lado, aplicando em (4.136) 12; =ne Cy(0,1) e p =0, tem-se

! 1/
/ YoTlpde = — / ((p2 + @)t — ga + k(o +¥))7idz, ¥y € C5(0,1).  (4.138)

0 0
Como v, (pa+ ) —go+k(p.+1) € L*(0,1) e vale (4.138), entdo pela defini¢do de derivada

fraca ¢, € H'(0,1), de onde v € H?(0,1). E ainda

wa:r = (pQ + &)w — 92 + k(@z + w) em L2(07 l)v

mostrando (4.135),. Além disso, de (4.134), e U = ¢ — f3 € H}(0,1), obtém-se

k B

(0 + 1) — =W = frem L*(0,1).

b
v — _¢xm - -
P2 P2 P2
Portanto, (4.131) e (4.132), ficam provadas, concluindo a prova do item (iii).
(i) Mostramos que Ag € dissipativo e que I — Ag € sobrejetor. Sendo Hg € um espaco de Hilbert,

entdo pelo Teorema 2.27 Hg é reflexivo. Portanto, do Teorema 3.18 vem que D(Ag) = Hg. O

4.7 SISTEMA VISCOELASTICO COM HISTORIA

4.7.1 Deducio do Sistema Viscoelastico com Historia

Um dos trabalhos pioneiros no estudo da equacao de ondas com memoria no contexto
com histéria, ou simplesmente equagdo viscoelastica (de ondas) com histéria, pode ser encon-
trado no artigo de Dafermos [13], o qual surgiu por volta de 1970. Um estudo mais recente e
moderno sobre a modelagem da equacdo da onda com memodria (infinita) pode ser encontrado
em Fabrizio et al. [17]. Para a deducdo do modelo, consideramos uma corda em meios Vvis-
coelasticos e usamos uma lei viscoelastica de acordo com a teoria de Boltzmann [5, 6] para a
relacdo de Tensdao-Deformacao conforme segue.

Novamente nosso ponto de partida € a equagdao de momento (4.16) normalizada. Aqui,
por questdes de notacdo, denotamos por ¢ o deslocamento vertical de uma corda de compri-
mento [ > 0 e por o a tensdo vertical. Logo, a Equacdo de Momento nas varidveis ¢ e o se

escreve como
Pt = Og. (4.139)

Para materiais viscoeldsticos o principio de Boltzmann sugere que a tens@o ndo dependa apenas
da deformag@o instantanea (como em (4.17)), mas sim da histéria de deformacdo {p.(s);0 <

s < t}. Neste sentido, a seguinte Lei Constitutiva de Tensdo-Deformagio considerada em meios
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viscoeldsticos € dada por

dwzﬂﬁggw—/fg@—fpgﬂm}, (4.140)

[e.9]

onde I é o mddulo de elasticidade de Young para tensdo e g € conhecida como uma medida de
relaxamento, ou simplesmente, niicleo da memdéria. Substituindo (4.140) em (4.139) e consi-

derando, por simplicidade, &/ = 1, obtemos a seguinte equa¢ao da onda viscoeldstica

t
@n—%m+/mg@—TMmﬁMT:0 (4.141)
Fazendo a mudanca de varidveis s = ¢t — 7, podemos reescrever formalmente o termo
t o
/ g<t - T)@xx(T)dT = / 9(3)90;51;@ — S)dS.
0

—00

Logo, podemos reescrever (4.141) como

it — Pz + / 9(8) Pzt — s)ds = 0. (4.142)
0

Ambas equagdes (4.141) e (4.142) sdao ndo-autdbnomas. Com efeito, note que do termo integral
terfamos um coeficiente dependendo explicitamente da varidvel ¢ e, entdo, pela Defini¢do 3.22
ndo temos uma equagdo autonoma. Logo, para aplicar a teoria de semigrupos lineares vamos
transforma-las em um sistema de equagdes autonomas. Para tanto, seguiremos as ideias de
Grasselli e Pata [23] introduzindo uma nova variavel no sistema. De fato, definamos a seguinte

variavel
n(-t,s) =p(,t)—p,t—s), t>0,s>0, (4.143)

a qual € conhecida como historia de deslocamento relativo. Neste caso, de (4.143) obtemos
/ 9(8)@uz(t — s)ds = (/ g(s) ds) Opz — / 9(8)Nzz(t, s)ds. (4.144)
0 0 0

Substituindo (4.144) em (4.142) e denotando por gg = 1 — / g(s) ds, chegamos a
0

Ot — GoPax —/ g(8)nez(t,s)ds =0 em (0,1) x (0, 00). (4.145)
0

Neste momento, para que a equagao (4.145) tenha sentido fisico, devemos ter go > 0 e, portanto,
[e.o]

assumi-se que g € L'(0, 00) € tal que g(s)ds € (0,1). Com isto, temos agora uma equagao
0
autdbnoma com duas varidveis e precisamos de uma equacgdo adicional com respeito a variavel de
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deslocamento relativo 7. Mas note que novamente de (4.143) a fun¢do n satisfaz formalmente
a seguinte equacio
m+ns=¢ em (0,1) x (0,00) x (0,00). (4.146)

Das equacdes (4.145) e (4.146) chegamos finalmente ao seguinte sistema viscoeldstico autd-

nomo com histéria que serd estudado nesta secao

it — Gopen — / () ety s)ds =0 em  (0,1) x (0, 50),
0

n+ns=¢ em (0,0)x (0,00) x (0,00),

(4.147)

onde go > 0 é uma constante. Assumindo que as extremidades da viga estdo fixadas, entdo as

seguintes condi¢des de fronteira de Dirichlet sdo consideradas
©(0,t) = p(l,t) =n(0,t,s) =n(l,t,s) =0, t >0, s > 0. (4.148)
As condig¢0es iniciais (e de fronteira para s = () associadas ao sistema (4.147) sdo dadas por

90('%0) = 900(11)7 Sot(‘x?()) = 901(1‘)7 LS (Ovl)’

(4.149)
n(x,0,s) =no(x,s), n(z,t,0) =0, z € (0,1),t >0,s > 0.

Notamos que as condigdes para 7 em (4.149) sdo necessarias para a boa colocacdo do pro-
blema, conforme o estudo da equagdo auxiliar (4.146) feito em [23]. Além disso, tais condi¢cdes

também podem ser deduzidas formalmente de (4.143) com as seguintes notacoes

770('1;7 S) = 900(‘7;) - ()00<I7 _5)7 77(3“7?570) = lim U(Iﬂfy S) =0.

s—0+

A seguir, mostraremos que o Problema de Valor Inicial e de Fronteira (4.147)-(4.149)
possuil uma unica solucdo via teoria de semigrupos lineares. Como gy > 0 ndo influencia nos

calculos, estudaremos o problema normalizado.

4.7.2 Existéncia e Unicidade
Considere o seguinte sistema

Pt — Do — / 0V ma(s)ds =0 em  (0,1) x (0, 00),
0

N+ 1N = Q4 em (0,1) x (0,00)2,

(4.150)

com condig¢des iniciais e de fronteira

(70(1770) = 900(1:)7 th(:mo) = (,01([[‘), 77(an73) - 770(% 8)7 YIS (07l)a s > 07 (4151)
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©(0,t) = p(l,t) =n(0,t,s) =n(l,t,5) =0, t>0,s>0,

4.152
n(x,t,0) =0, =€ (0,1), t>0. ( )

Assumiremos que o nucleo da memoria g € uma funcao satisfazendo as seguintes condicoes

g€ C*RT)NLYRY) com ¢'(s) <0< g(s), s>0. (4.153)

Observacio 23. Exemplos de fungdes que satisfazem as hipéteses da fungdo g, g;(t) = e™?,

g2(t) = %, gs(t) = ﬁ, p> 1.

Sob a hipoétese (4.153), mostraremos que o PVIF (4.150)-(4.152) possui uma unica
solu¢do utilizando teoria de semigrupos lineares. Para isso, considere inicialmente a mudanga
de varidveis ® = ;e U = (¢, ®, ). Assim, note que

)
U= | Qaz+ / 9($)Nex(s)ds | := AU (4.154)
0
_/,"8 _|_ @

Deste modo, podemos escrever o problema (4.150)-(4.152) no seguinte problema de Cauchy
abstrato,

U, = AU, t>0
{ t=Ar, b2 (4.155)

U(0) = U,

onde A € definido em (4.154). Para contemplar a condi¢ao de fronteira (4.152), definiremos os

seguintes espagos de Hilbert:

o M7= Hy(0,1) x L*(0,1) x LZ(R*, Hg(0,1)), onde o espago

LR, HY(0,1)) = {n R 1005 [ o(s) o)y < oo}

¢ introduzido na Defini¢do 2.94. Em #H consideramos o produto interno

A A

(U, 0)rts = (2s50) + (D, B) + / " () (1a(5). 73 (5)) ds

€ norma oo
U, = H%H%HICDH%/O 9(s)lIn=(s)I2ds,

para todos U = (¢, ®,n) e U = (¢, ®,7) € Hr.
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e Neste caso, o dominio do operador diferencial A; é dado por

D) = {U e s v 0.0, o+ [ glshnls)is € HHO.1),
0
e € LR, HL(0, 1)), 7(0) =0}
Sob as notagdes acima, estamos aptos a enunciar e demonstrar o resultado de existéncia
e unicidade de solucdo para o problema (4.155) conforme o teorema a seguir.

Teorema 4.7 (Existéncia e Unicidade). Suponhamos que vale (4.153). Se Uy € D(Ay7), entdo

o problema (4.155) possui uma tinica solugdo
U € C([0,00), D(A7)) N C* ([0, 00), Hr),

dada por U(t) = 47U,
Em outras palavras, se (¢o,01,m0) € D(A7), entdo o PVIF (4.150)-(4.152) possui

uma unica solugdo na classe

o € C([0,00), H2(0,1) N HL(0,1)) N CY([0, 00), HL(0,1)) N C2([0, 00), L2(0, 1)),
n € C([0,00), D(A,)) N CH([0,00) N LE(RT, Hy(0,1))),

onde
D(Ay) = {n e L2(R*, Hy(0,1)); ns € LAR", Hy(0,1)) en(0) =0}.

Demonstracdo. Em virtude do Teorema 3.24 basta mostrar que o operador A; € gerador in-
finitesimal de um Cj-semigrupo de contra¢des em ;. Entdo, em vista do Teorema 3.20, é

suficiente mostrar que:

(i) D(A7) = Hr:

(ii) A7 é dissipativo em H7, ou seja, Re(A7U,U)y, < 0;
(iii) I — A7 : D(A;) C H7 — H7 é sobrejetor.

Provaremos os itens (ii) e (iii). O item (i) seguird como consequéncia do Teorema

3.18.
o
(i) Dado U = (¢, ®,n)" € D(A7), lembramos que A7U = | ¢, + [ g(8)nu(s)ds
_T]S + @

Usando o produto interno em 7, integracdo por partes e as condicdes de fronteira (4.152),
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obtém-se

(A7U7U)H7 = ( a:,%Oz SOxx / g 77:(:;1: dS (I))
0

+/0°°g 05)2(8) + @, 10(s))ds

- /Ol (I)xgoxdx—/ 0r P, d
+ [T o000 [ o)) n0)ds
/0 " 05 (1)a(5), mal5))ds

_ /Owg Ne())ds + (B, 02) = (Bu 22)
/Ooog )ds+/Ooog(s)(nx(8),¢x(8))d$-

Tomando a parte real

1 [~ d
Re(AU. Ui == [ as) o).

Integrando por partes novamente, obtém-se

Re(AsU, Uy, = = lim (g<1/y>unx<1/y>||§ oWl [ g'(s)an(s)n%ds) .
(4.156)

Como 7 € LZ(R*, Hy(0,1)), segue que g||7.(-)[|5 € L'(R) e, consequentemente,
lim g(1/y)l|n.(1/y)[13 = lim g(2)|In.(2)[Iz = 0.
y—0 Z—00

Além disso, usando que g € decrescente, pela Desigualdade Triangular para integrais e pela

Desigualdade de Holder, tem-se:

y 2

93 = g@) | [ (ns)a(s)ds 2

< (/ () (s szs)
< (/ (9(s)] 21l ><>||2ds)2

<y / " 9(5)|(m2)s () 2ds, ¥y € R,
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Como 7, € LZ(R*, Hj(0,1)), temos

Yy
< . 2 < . 2 _
0 < lim g(y)lln.(y)|lz < ;gr(l)y/o 9(s)[1(ns)=(s)[12ds = 0,

ou seja,

. 2
lim g(y) 7. (y)llz = 0.

Portanto, de (4.156) e (4.153), vem que

1 oo
Re(A7U,U)y, = 5/0 g (8)|In.(s)||3ds < 0, (4.157)

de onde concluimos que Ay é dissipativo em .
(iii) Dado (f1, fa, f3)T € M7, mostraremos que existe uma tnica solugdo (p, ®,n)7 € D(A7)

para o seguinte sistema de equagdes:

o—®=f1 em Hy(0,1), (4.158)

I / G(Vas(s)ds = f» em  L2(0,1), (4.159)
0

n+n,—®=f; em L2(R", Hy(0,1)). (4.160)

Multiplicando a equacdo (4.160) por e°, tem-se
n(s)e® — e’ + nee® = f3(s)e’.

Isto €,
d

ds

Se 0 < y < s, podemos reescrever a ultima igualdade como

(n(s)e”) = de’ + fs(s)e’.

d

d—y(n(y)ey) = Oe¥ + fye'.

Integrando com relacdo a y de 0 a s, tem-se:

/ i(n(y)ey)dy:@ / edy + | fs(y)e¥dy.
0 0

Pondo que 7(0) = 0, vem

ou seja,
n(s) = (1= €)@+ dp(s), (4.161)
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onde ¢y, (s) = [, f3(y)e? *dy estd bem definida conforme o Lema 2.98, encontrado no Capi-
tulo 2.
Da equagdo (4.158), vem que

d=0p— f. (4.162)

Substituindo (4.162) em (4.161), segue que
n(s) = (1—e*)(e = f1) + dp(s). (4.163)

Além disso, substituindo (4.162) e (4.163) em (4.159)

0
onde denotamos
h = </°° g(s)(1 — e—s)ds> (f1)ee + f1 + /OO 9(8) (P 1) e (8)ds. (4.165)
0 0

Observacio 24. Dado u € H}(0, 1), entdo podemos definir

—Opeu : Hy(0,1) — R
v o (=0pu,v) = (0,0, 0pu)s. (4.166)

O operador —0,,, estd bem definido como em (4.166). Agora, note que —0J,,u é continuo e

linear. De fato, utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré, obtém-se

[(=0at, v)| = |(Oxv, Opu)a| < [|0,0]|2|Orull2 = HUHH(%HUHH(%

= || = Ouettllm-1 < [lully, V€ Hy(0,1).

Logo, —d,, é continuo, a linearidade € verificada facilmente. Portanto, dada v € H}(0,1)
tem-se —0,,u € H~1(0,1).

Sabemos que f; € Hy(0,1) e do Lema 2.98, tem-se que Py, (s) € H(0,1), entdo
usando a Observagio 24 é possivel verificar que (f1) .z, / 9(8)(@1)ze(s)ds € [Hy(0,1)]', ou
0

seja, pondo ¢, = 1 + / g(s)(1 — e *)ds > 0, pode-se reescrever (4.164) na forma
0

© — Cotpue = h € [Hy(0,1)]'. (4.167)
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Consideremos agora a forma sesquilinear
a: H}(0,1) x H}(0,1) — C
(p.0) = ale, @) = (¢, 0) + cg(Pr, o)
Note que a € sesquilinear. Além disso,

e ¢ ¢ limitada. Com efeito, pela Desigualdade de Poincaré, ||u||y < I||u;||2. Entdo,

A

la(e, D) < (@, P + col(pa, @)l < Ml @ll2llllz + colloxll2llell2
Cllellmllel g

IN

onde C := (I? + ¢,).

e a ¢é coerciva. Note que
a(p, ) = llell3 + cglleslls = cgllwall = cgllelzy-

Portanto, a é coerciva.
I
Tome A : H}(0,L) — R, tal que A(Q) = / h@dx é antilinear de acordo com a Definig¢do
0

2.11 e limitado pois h € [H}(0,1)]". Entdo, pelo Teorema de Lax-Milgram existe um dnico
¢ € H(0,1) tal que

a(p, ) = A(9).

E ainda, como (—p,., 9) = (—¢., @), para todos ¢, p € HJ(0,1), segue que ¢ € Hi(0,1)
satizfaz a seguinte equagao

ou seja, u € H}(0,1) € solugdo de (4.167). Sendo assim, da equagio (4.162) vem que
® = — f1 € H}(0,1). Consequentemente, da equagio (4.161) e do Lema 2.98, tem-se

/0 T o) ne(s)2ds = / T ()1 By + (D)o (5)ds]2
2 / T () (1 — e, | Bds + 2 / " ()65, ()]s

< 209 @)@l + 6 (z2@e mon) < o0

VAN

Assim, 7 € L2(R*, Hj(0,1). E ainda, 1(0) = 0. Lembrando que ® ndo depende de s e apli-
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cando o Teorema de Leibniz, segue por (4.161) que

nime = {(1—e—s><1>+ / sey_%(y)dy] " [e—sq>— e ntr+ s

= o+ [ efydy— [ ey
+/Oe fa(y)dy / Fa(w)dy + fa(s)
= q)+f3<8),SGR+.

Entio, 7 satisfaz a equagdo (4.160) com 7, € L2(R™, Hj(0,1)) e 7(0) = 0.

Finalmente, substituindo a expressao de h em (4.164) conclui-se que

Oz + /OOO 9(8)Nea(8)ds = ® — fy € L*(0,1),

!
de onde vem que ¢ + / g(s)n(s)ds € H*(0,1) e a equagdo (4.159) & satisfeita. Portanto, o

0
sistema (4.158)- (4.160) possui uma dnica solugio (¢, ®,n)" € D(A7), como desejado.
(i) Mostramos que A; € dissipativo e I — A7 é sobrejetor. Como H; é um espago de Hilbert,

entdo pelo Teorema 2.27, H é reflexivo. Portanto, pelo Teorema 3.18, D(A;) = Hs. O]

4.8 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM MEMORIA

4.8.1 Deducao do Sistema de Timoshenko com Memdria

Nesta sec@o estudaremos o sistema de Timoshenko com acoplamento viscoeldstico no
momento fletor, ou seja, com termo de memoria na equagdo do angulo de rotagdo. Tal sis-
tema origina-se considerando as equacdes de momento para o sistema de Timoshenko (4.112)-
(4.113), mas considerando a viga em meios viscoeldsticos e, portanto, uma lei constitutiva
viscoeldstica para o momento fletor M/ assim como feito para onda em (4.140), em vez da rela-
cdo (4.115). Neste caso, a lei constitutiva (4.114) permanece inalterada. Os trabalhos pioneiros
no estudo do sistema de Timoshenko com memoria (com e sem histéria) podem ser vistos em
Muiioz Rivera et al. [4, 36]. Para uma referéncia em portugués, ver também o livro [35].

Usaremos as mesmas notagdes introduzidas na Secdo 4.6. Novamente nosso ponto de

partida sdo as equacdes de momento para o deslocamento transversal e angulo de rotacao
prow =5y e  pathy =My — 5, (4.168)

onde p; e p sdo introduzidos em (4.116). Além disso, de acordo com o exposto inicialmente

nesta secao, consideramos as seguintes leis constitutivas

S=k(ps+v) e M=by), — /Oog(s)l/)x(t — s)ds, (4.169)
0

onde k e by também sdo definidos em (4.116) (trocamos, por hora, b por by apenas por questdes
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de notac@o). Note que usamos o principio de Boltzmann para a relagdo de tensdao-deformacgao
do momento fletor M, de forma semelhante a (4.140). Logo, substituindo (4.169) em (4.168),

obtemos o seguinte sistema de Timoshenko com memdria

P1Pt — k’(%c + ¢)x =0 em (Oa l) X (07 00)7

0 (4.170)
p2¢tt - boq/)xw + k(gpw + ¢) + /0 9(3>¢m(t - S)dS =0 em (07 l) X (Oa OO)

Neste caso, assim como feito para a equagdo da onda com memdria (4.142), devemos introduzir
a histdria de deslocamento relativo com respeito ao angulo de rotagdo 1/, ou seja, definamos a

seguinte varidvel
n(,t,s) =, t)—(,t—s), t>0,s>0, (4.171)

Com isto, podemos reescrever o termo integral de (4.170) como

/;OQ(SWW@ — s)ds = (/0009<3) dS) Voo — /OOO 9(8)ea(t, )ds. (4.172)

Além disso, derivando (4.171) com respeito a ¢ e s, temos
ne+ns =1 em (0,1) x (0,00) x (0,00). (4.173)

De (4.172)-(4.173) e denotando por b = by — / g(s)ds, podemos reescrever (4.170) no se-
0

guinte sistema de Timoshenko com memoria

P1Pet — k(SOx + ¢>Z’ =0 em (Oa l) X (07 00)7

prtt - b¢xm + k(gpx + W - /0 g(s)nmﬁ<t7 S)dS =0 em (07 l) X <0a 00)7 (4174)

n+ns =1 em (0,1) x (0,00) x (0,00).
Para que b > 0, vamos assumir que g € L'(0, co) satisfaz g(s)ds € (0,by). Acoplaremos

0
ao sistema (4.174) as seguintes condicdes iniciais e de fronteira

()O(x70) = 900(17)7 @t(xvo) - 901(‘73)7 1/)(I, 0) = %(x)a ¢t(x70) = ¢1(x)7

4.175
n(,0,5) = molx, ),z € (0,0), 5 >0, 17

o(x,t) =p(x,t) =n(x,t,s) =0, ze€{0,l},t>0,s>0,

4.176
n(x,t,0) =0, =z € (0,1), t >0. ( )

No que segue, mostraremos a existéncia e unicidade de solugdo via teoria de semigrupos linea-
res para o PVIF (4.174)-(4.176).
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4.8.2 Existéncia e Unicidade

Considere o seguinte sistema

P1¥e — k(% + ¢)I =0 em (07 l) X (07 OO)?

P2y — Dby + k(e + 1)) — / 9(8)Nex(s)ds =0 em (0,1) x (0,00), 4.177)
0

Uz + Ns = wt cm (07 l) X <07 00)27

com condig¢des inciais

90(%0) = SOO(':C)’ QOt(.f,O) = 901(‘7;)7 ¢($70) = ¢0(0)7 (4 178)
wt(w70> = wl(aj)a 77(%075) = 770<:U7S)7 VIS (071)7 s> Oa
e de fronteira
P(0.1) = 9(1.1) = 0(0.6) = ¥(L.) =n(0,t.8) = (L. L) =0, 120,550, o
n(z,t,0) =0, z € (0,1), t>0. '
Assumiremos que o nicleo da memodria g satisfaz a seguinte hipdtese:
g€ C' RN LYRY) com ¢'(s) <0< g(s), s€(0,00). (4.180)

Com isto, mostraremos que o PVIF (4.177)-(4.179) possui uma dnica solugdo utilizando teoria

de semigrupos lineares. Considere inicialmente ® = ¢, U = ), e U = (p, @1, ¥, n)T.

Assim,
) . ]
k
- x + x
m@ V)
U, = V] = AU (4.181)
D e = Epp vy + - / " 95 aa(s)ds
p2 xx 102 x p2 0 xx
I W —n; ]
c

U(O) = [¢07<P1,7/10,¢17ﬁ0]T = Up.

Deste modo, € possivel reescrever o problema (4.177)-(4.179) no seguinte problema de Cauchy
abstrato

U, = AU, t>0
{t 8 125, (4.182)

U(0) = Uy,
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onde Ag € definido em (4.181). Para contemplar a condi¢do de fronteira (4.179), defini-se os

seguintes espagos de Hilbert

Hs = Hy(0,1) x L*(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x LZ(R*, Hy(0,1)),

onde LZ(R*, Hy(0,1)) = {n :RY — H}(0,1); /0 g(s)||77(3)||§{6(071)d3 < oo} , com produto
interno e norma dados por

A

U, D)y = k(e + 0, G0+ ) + pr(®, ®) + b(¥s, 1) + po (W, V)
T / 9(5)(1a(5), 7 (5))ds

U5 = 1l @12 + bllvallz + p2ll P12 + Klles + 113 +/0 9(s)llns(s)l2ds,

para todos U = (p,®,¢,¥. )T, U = (¢, ,¢,¥,7)7 € Hs. Neste caso, o dominio do

operador diferencial Ag é dado por

D(AS) = {U € HSa 90,’17[) + /oog(s)n(s)ds € H2(07l)7 (137\11 € H&(O,l),
0
0 € LR HY0.0).0(0) =0 .

Sob as notacdes acima temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade para
(4.182).

Teorema 4.8 (Existéncia e Unicidade). Se g satisfaz (4.180) e Uy € D(Ag), entdo o problema
(4.182) possui uma uinica solugdo

U € C([0,00), D(As)) N C'([0,00), Hs),
dada por U(t) = ™',

Demonstracdo. Usando o Teorema 3.24, é suficiente mostrar que o operador Ag é gerador
infinitesimal de um Cp-semigrupo de contragdes S(t) = es' em Hg. Neste caso, pelo Teorema
de Lumer-Phillips, basta mostrar que:

(i) D(Ag) = Hs;

(ii) Asg é dissipativo em Hg, ou seja, Re(AsU, U)y, < 0;

(iii) I — Ag: D(Ag) C Hs — Hg é sobrejetor.
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Inicialmente, mostraremos os itens (ii) e (iii).
(i) Seja U = (¢, @, v, ¥, n)T € D(Ag) e relembre que

P
k
— :c+ T
pl(so ¥)
AgU: \I/
b k 1 [
_wxz__@x‘Fw +_/ gsnmsds
T = (et 0) 4 [ gl
U — s

Tomando o produto interno em Hg, usando integracdo por partes e as condi¢des de fronteira
(4.179), obtém-se
(AU, Ups = K(Po + W, 00 + ) + 0(Va, ) + k(02 + ©)as @)
HOar = Kt )+ [ 5)ma(5)ds. 0
0
[ aOnas) + W)
0

l

l
= k[ (@ 0@+ D= [ o+ D)@+ Do

l l
+b / U, dr —b / VU dx
0 0

/ mg( (e (5). 0, )ds — / " () (War 1 (s))ds

- [ a0 s
= /Ooog s),Mz(s))ds
+h(Py + U, 0, + ) — k(P + U, 0, + 1)

+
bWy, 1) — b( T 00)
_ /0 9(5) (1 (s), U )ds + /O o(5)(mu(5). 0, )d.

_|_

Tomando a parte real e integrando por partes,

Re(AU.U)yyy = — / " () Rel(ne)a(5). 7 (5))ds

= =5 i)
1 [,
5 [ IOl s
0

onde procedemos como de (4.156) em diante. Portanto, da condicdo (4.180), concluimos que
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Ag é dissipativo em Hsg.
(iii) Dado (f1, f2, f3, f1, f5)T € Hs, encontraremos uma solugio (¢, ®, v, ¥, n)T € D(Ag)
para o seguinte sistema de equacdes:

p—® = fi (4.183)
k
¢ — p_(gpx+¢)x = f2a (4184)
1
v—U = fs, (4.185)
b k b [
U — — 1t + —(pz + ) — —/ 9($)nez(8)ds = fu, (4.186)
P2 P2 P2 Jo
n—Vv+n = f5 (4.187)
De modo anédlogo a equagdo (4.160), encontra-se
n(s) = (1—e*)¥ + ¢p(s), (4.188)

eonde ¢y, (s) = / f5(y)e?~*dy estd bem definida pelo Lema 2.98 ¢ ¢, (s) € L (R, Hy(0,1)).
0
Da equacdo (4.185), vem que ¥ = ) — f3, substituindo em (4.188), segue que

n(s) = (1—e ") = f3) + & (s). (4.189)
De (4.183), vem que ® = ¢ — f, substituindo em (4.184), segue que
p1p = k(pe +¥)a = p1(f1 + f2). (4.190)

De (4.185) vem que ¥ = 1) — f5 e de (4.189) vem que 1,5 (s) = (1—€7°) (V2z — f350) + 0. (5).
Substituindo em (4.186), segue que

P — s + k(s + ) — b /0 9(5)(1 — e*)dstba = polfi + f1)

—b/ooog(s)(l — e *)dsfs,, + b/o 9(s)bys,. (s)ds. (4.191)

Denotando por

pi(fi + f2) = g1,

palfs + 1) — b / ()1 — e )ds fany + b / 9(5)6y,,.(3)ds = go
(4.192)

ec, =1+ / g(s)(1 — e™%)ds, assim & possivel escrever (4.190)-(4.191) como
0
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pro—k(pz+ ). = g1 € L*0,1), (4.193)
path — begthey + k(pe +0) = go € H'(0,1). (4.194)

Uma vez que f3, ¢r, € Hy(0,1), entdo pela Observagdo 24 tem-se que

(f3)zar (P15)za € HH(0,1).

Deste modo, go € H1(0,1).
Afirmagdo: Existe uma tnica solugdo (o, ) € HJ(0,1) x H}(0,1) para o seguinte

problema variacional

l ! — I [ l —

| oeBdns [ koot 0@+ D)dat [ pvidaite, [ idde = [ (@F+ b
0 0 0 0 0

(4.195)

com @, 1; € H}(0,1). Para isso, serd utilizado o Teorema de Lax-Milgram. Com efeito, consi-

dere a seguinte forma sesquilinear

a: (HN0,1) x HY0,0)? — C

Observe que a € continua e coerciva. Seja (p,v), (p,v) € H3(0,1) x H}(0,1) e note que pelas

Desigualdades Triangular e de Poincaré, tem-se

la((,¥), @ V)] < pullell2@ll2 + k(llezll2lBallz + loall2llllz + 10l Fell2 + ¥l2llE]2)
a0l |2 + gl | Pl
p1llleallz|Bollz + k(lallalBallz + UeallalPallz + UtballzlBellz
Ao lla s ll2) + pol? ([ llall a2 + begllwullal|wl2
= (pl® + kD)ol l|Bollz + [K12 + pal® + beg]l[ths]|2][vs]|2
o [ [ [Py 1 R N 1
< Clleall2llBallz + llpallzlitellz + 1¢all2lBellz + o ll2lltxll2)
= C(llgall2 + I1vall2) (1Bsl2 + [P ll2)

= CllCe, g U1, V) g <)

IN

onde C' := max{p1l? + ki, kI*> + pal® + bey, kl} . Logo, a é continua. Note ainda que usando
a Desigualdade Triangular Inversa (||a + b|| > ||la|| — ||b]]) € (a + b+ ¢)* < 3a* + 3b* + 3¢2,
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tem-se

(lgallz + 1all2)?
(lellz + 112 + llpw + 201l2)"

Bllvall3 + 3I1Y 112 + 3llex + ¥z + prllollz

3 3 3

Zbegllinl3 + S palllE + Zhllge + 018 + ol
g P2

R(begllvallz + pillellz + Elles + 15 + pallv]12)

R- a((g@, ’gb), (907 'lvb))a

1o, ) Ty

VAN VAN VAN

IN

1
onde R = max i, i, é, 1 7. Pondo S := —, tem-se
bey po K R

a((p, 1), (0, 9)) = Sl gy semy» V(o) € Ho(0,1) x Ho(0,1),

mostrando que a € coerciva. Agora considere

A HN0,D) x HY(0,1) — C
A@ D) = (91,8) + (g2, 0).

Entdo A € antilinear e limitado (continuo). De fato, a antlinearidade segue facilmente. Quanto

a limitacdo, tem-se:

[A@ D) < llgall2ll@llz + gzl {14
< UgillNellmy + g2l 1141y
< K@ o)y

onde K = max {l||g1]|2, ||g2]|z-1 }. Entdo, pelo Teorema de Lax-Milgram existe um tnico par
(p,1) € H} x H} tal que

a((,9), (3.9)) = A(@, 1)),

ou seja, solucdo de (4.195).
Como ¢, 1, f1, f3 € H}(0,1), entdo ® = p — f1 e ¥ = 1) — f3 pertencem a H}(0,1), e assim
obtém-se (4.183) e (4.185).
Sabendo que ¥ € Hj(0,1) e ¢y, € L2(RT, Hj(0,1)), da equagdo (4.188) e do Lema 2.98,

tem-se
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/0 T () Ines)2ds = / TG = e, + (67)a(s)ds|2ds
2 [ a1 s 2 [ gts)lon (o) s

< 2(“9(5)HLl(Rﬂ,Lg(R*‘,H&(O,l))quH?{& + Hf5(3)H§> < 0.

IN

Assim, n € L2(R*, Hy(0,1)).

Lembrando que ¥ nao depende de s e aplicando o regra de Leibniz, segue por (4.188) que

e = [(1—es>w / sey8f5<y>dy] " [ew— [ e ntr+ £

= vy [ epmay— [ et
+/Oe J5(y)dy /Oe fa(w)dy + f(s)
= \I/+f5(8), s € RT.

Entio, 7 satisfaz a equagdo (4.187) com 7, n, € L2 (R*, Hy(0,1)) e n(0) = 0.

Resta mostrar que 1, + f(f g(s)n.(s)ds € H?(0,1). Com efeito, de (4.195) em parti-
cular para § = ¢ € CL(0,1) € HL(0,1) e ) = 0, vem que

l _ 1 l _
e == [ oo — g1~ bulCan, e 0.1 (4.196)
0 0

Como ¢, € p1p — g1 — ki, pertencem a L?(0,1), e vale (4.196), segue que ¢, € H(0,1).
Portanto, » € H?(0,1) pela nogio de derivada fraca, e ainda,

kore = pro — g1 — kb, em L2(07 l).

Da definigdo de g1 = p1(f1 + f2) e ® = » — fi, concluimos

k

o

® — —(py + )y = f2em L*(0,1).

Entdo, ¢ € H?(0,1) e satisfaz (4.184).
Por outro lado, para ¢ = ¢ € CL(0,1) € HE(0,1) e = 0 em (4.195), obtém-se

l [ l l
¢ ¢ Codr = Cdax. 4.
/0 k(s + 0)Cda + /0 patCde + be, /0 6l da /0 wlda 4.197)

Substituindo g, dado em (4.192), e ¢, = 1 + / g(s)(1 — e*)ds, teremos
0
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! ! 00 !
/0 k(py +w)2dx+/0 pa0Cdz + b (1 —|—/0 g(s)(1— es)ds)/o VpeCdx

l [e's) 0o _
-/ (pz(f3+f4) b [ o) = s+ [ g(s)ebfsm(s)ds) Cdo.

Fazendo integragdo por partes e usando (4.190) , tem-se

l _ l _ [ _
/Ok(gox—l—w)gdaﬁL/o pQdex—b/O Y, C, dx
l [e%) l
=b 2(s)dsC,d Cdx.
/0 / 9()ns (s)dsC,dex + / palfs + fu)Cde

Assim,

/Ol (ww + /Ol g(S)m(s)ds) C.dz

l
=—%/ <—k(%+¢)—Pz(¢+f3+f4))zd$, V¢ € Co(0,1),  (4.198)
0

!
como b, + / 9(s)n.(8)ds, —k(ps + 1) — pa(¥ + f3 + f1) € L*(0,1) e vale (4.198), entdo

0
pela defini¢do de derivada fraca vem que
!
o+ / 9(s)na(s)ds € H'(0,1).
0

I
Portanto, —I—/ g(s)n(s)ds € H*(0,1). Ainda,
0

b (wz + /0 9(5)7733(5)615) = pafs + pafa — k(s + 1) — p2t).

Lembrando que ¢ — f3 = W, tem-se

v — ﬁl/}x + E(%: + ) — b/l g(s)n.(s)ds = fyem L*(0,1).
P2 P2 0

Entdo, 1) satisfaz (4.186). E assim fica provada a existéncia e unicidade do vetor
U= (p,® 1, ¥ nT e D(As) tal que U — AgU = F.
(1) No item (ii) mostramos que o operador Ag € dissipativo e no item (iii) mostramos que [ — Ag
¢ sobrejetor. Como Hg € um espaco de Hilbert, entdo pelo Teorema 2.27, Hg € reflexivo.
Finalmente, pelo Teorema 3.18 segue a densidade desejada, ou seja, m = Hs.

[
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4.9 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM LEI TERMICA DE FOURIER

4.9.1 Deducio do Sistema de Timoshenko com Lei Térmica de Fourier

Nesta se¢do continuaremos usando as notac¢des introduzidas na Se¢do 4.6. No entanto,
a diferenga do problema a ser abordado para o sistema eldstico introduzido na Se¢do 4.6 e o sis-
tema viscoeldstico abordado na Secao 4.8 é que agora consideraremos o sistema de Timoshenko
em meios ndo isotérmicos, ou seja, sob a influéncia de temperatura, o que resulta num sistema
termoeldstico de vigas de Timoshenko. Mais precisamente, tal sistema origina-se considerando
as equacdes de momento para o sistema de Timoshenko (4.112)-(4.113), porém considerando
uma lei constitutiva termoeldstica para 0 momento fletor M, assim como feito para onda em
(4.40), em vez da relacdo (4.115). Neste caso, a lei constitutiva (4.114) permanece inalterada.
Para titulo de informagao, ressaltamos que os trabalhos pioneiros no estudo de sistemas de
Timoshenko termoelésticos podem ser encontrados em Racke et al. [18, 33].

Novamente nosso ponto de partida sdo as equagdes de momento para o deslocamento

transversal e dngulo de rotacao
p1pw =5 e pPu =My —5, (4.199)

onde p; e ps sdo introduzidos em (4.116), bem como k£ e b nas relacdes abaixo. Consideramos

ainda as seguintes leis constitutivas
S=k(p:+v) e M=byp,—mb, (4.200)

onde m > 0 é uma constante de acoplamento térmico e # representa a variacdo da temperatura.
Note que a relacdo de tensdo-deformagdo do momento fletor M € dada de forma semelhante a
(4.40), como sugerido em [14, 18, 33].

Substituindo (4.200) em (4.199) chegamos ao seguinte sistema de equagdes

1oy — k(e + 1), =0,

(4.201)

o qual possui duas equagdes e trés fungdes incdgnitas. Sendo assim, precisamos de uma equagao
adicional com respeito a varidvel 6, ou seja, uma equacao que represente a condugao de calor na
viga. Para isto, de acordo com [18, 33], lembramos que a equacdo que descreve a propagagao

de calor no sistema de vigas de Timoshenko tem a forma
p3be + Bgz + mipy = 0, (4.202)

onde p3 e [ sdo constantes positivas, ¢ = ¢(x,t) designa o fluxo do calor e o termo m,,

representa a velocidade de deformacdo, uma vez que considera-se a lei térmica no momento
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fletor em (4.200). Ainda como apresentado em [18, 33], a Lei Térmica de Fourier é dada pela

expressao
q = —kKb,, (4.203)

com x > 0 um coeficiente de difusdo térmica. Logo, substituindo (4.203) em (4.202) e deno-

tando ¢ = k3 > 0, obtemos a seguinte equacao
p30; — cO.p +mipy =0, (4.204)

a qual representa a equacdo do calor na varidvel # sob a Lei de Fourier, assim como obtido em
(4.42) no caso da equacgdo da onda.

Mediante as consideracdes acima descritas, o sistema composto pelas equacdes (4.201)
e (4.204) representa um sistema termoeldstico de Timoshenko constituido pelas equagdes elds-
ticas de vigas de Timoshenko e uma equacao do calor acoplada ao angulo de rota¢do. Oras, com
isto um modelo linear que descreve vibragdes de vigas de Timoshenko de comprimento [ > 0

em meios nao isotérmicos segundo a Lei de Fourier é dado pelo seguinte sistema de equacoes:

p1pu — k(0e + ) =0 em (0,) x (0,00),
pothyy — Wby + k(py + ) +mby, =0 em  (0,1) x (0,00), (4.205)
030 — cOpp +mipy =0 em (0,0) x (0,00).

O sistema (4.205) serd estudado no dominio (0, [) x (0, co). Para diferenciar dos casos anteriores
no que diz respeito as condi¢des de fronteira, assumiremos neste caso que a viga nao possui
deslocamento vertical e transferéncia de calor nas extremidades da viga, ao passo que o angulo
podera variar. Em termos matematicos, adotaremos condi¢des de fronteira de Dirichlet para as

varidveis ¢, # e de Neumann para v/, ou seja, as seguintes condi¢cdes de fronteira
0(0,t) = p(l,t) = 1.(0,t) = . (I,t) = 0(0,t) = 6(l,t) =0, t > 0. (4.206)
As condig¢des inicias associadas ao sistema (4.205) sao dadas por

(p(x,()) = 900(‘%)7 th(xvo) = (,01(1’), w(ﬂ% O) = %(95% zﬂt(x,(]) = iﬁl(x),

(4.207)
0(z,0) = 6y(x), =z € (0,1).

A seguir, mostraremos que o Problema de Valor Inicial e de Fronteira (4.205)-(4.207)

possui uma unica solugdo via teoria de semigrupos lineares.
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4.9.2 Existéncia e Unicidade

Consideremos o seguinte sistema termoelastico de Timoshenko

prpw — k(e + 1) =0 em (0,1) x (0,00),
30, — O +mipy =0 em (0,1) x (0,00),

com condig¢des iniciais

QO(CL‘,O) - 900<*T)7 th(Z‘vO) - gol(x), 2/}(5(3,0) = ¢0(I>7

(4.209)
U(2,0) = ¢y (x), 6(z,0) = 0Os(x), z€(0,1),

e de fronteira
2(0,1) = 1, 1) = a(0,1) = (I, 1) = 6(0,) = (1, 1) = 0, ¢ > 0. (4210)

Para aplicar a teoria de semigrupos lineares, introduzimos inicialmente as seguintes
notagdes ® = ¢, ¥ =, e U = (p, @, 1), ¥, 0)T. Assim,

)
k
- x + x
o (e + 1)
U, = v = AgU (4.211)
b k m
P2 sz P2
—0,, — mY,
L P3 i

U(O) = (900a9017¢0,1/11,90)T = Up.

Deste modo, € possivel reescrever o PVIF (4.208)-(4.210) no seguinte problema de Cauchy
abstrato

(4.212)

Ut - AQU, t> O,
U(0) = Uy,

onde Ag é o operador dado em (4.211). Para contemplar as condi¢cdes de fronteira (4.210),

define-se os seguintes espacos de Hilbert:

o Ho = H}(0,1) x L*(0,1) x H!(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) com produto interno e norma
dados por

A~ ~
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U3, = Ell (0w + )l + pr1 RIS + blleallz + p2l 2113 + psl1011,
para todos U = (¢, ®,4, V. 0), U= (@,@,@,@,HA) € Hgy. Os espacos de Hilbert com
média nula L2(0,1) e H!(0, ) foram introduzidos na Subse¢do 2.3.3 do Capitulo 2.

e O dominio do operador diferencial Ay € dado por

D(Ag) = {U € Ho; t,,0,® € HY(0,1), ,0,0 € H*(0,1), ¥ € H0,1)}.

Sob as consideragdes acima, temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade para
o PVI (4.212) conforme segue.

Teorema 4.9 (Existéncia e Unicidade). Se Uy € D(Ay), entdo o problema (4.212) possui uma
tinica solugdo

U € C([0,00), D(Ag)) N CH([0,00), Ho),
dada por U (t) = U,

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.24, basta mostrar que o operador Ay é gerador infinitesimal

A

de um Cy-semigrupo de contragdes S(t) = e“9* em Hy. Neste caso, pelo Teorema de Lumer-

Phillips, € suficiente mostrar que:
(i) D(Ag) = Hy;
(ii) Ay € dissipativo em Hg, ou seja, Re(AgU, U)y, < 0;
(iii) I — Ag: D(Ag) C Hg — Hg é sobrejetor.

No que segue demonstraremos os itens (ii) e (iii), o item (i) segue como consequéncia.
(i) Seja U = (¢, @, 4, ¥, 0)T € D(Ay) e relembre que

d
k
— T + T
o (pz + 1)
AU = v (4.213)
b k m
P2 P2 2
—0,, — mY,,
B P3

Assim, tomando o produto interno em g, integrando por partes e utilizando as condicdes de

fronteira de (4.210), obtém-se



(AU, U)yy,

R(Pp + W, 00 +00) + k(02 + 1)z, @) + 0(Ve, )
+(0pr — k(pz + 1) — MmO, V) + (e — MYy, 0)

l l
/0 K@, + U)(3, + T)dr - / k(o + )@, + B)da

l l
+b / U, dr —b / VU dx
0 0
l o l _ l _
+m/ Q\I/zdx—m/ \Ifmﬁdx—c/ 0..0..dx
0 0

—C||99;||§ + b( x5 wm) - b( T ¢r>
+m(0,¥,) — m(0, ¥,)
+h(Pp + VW, 0p + ) — k(P + ¥, 0 + ).

Tomando a parte real, vem que

Re(AgU, Uz, = —c||6,]2 < 0.

Portanto, Ag é dissipativo em .

(iii) Dado F' = (f1, f2, f3. fa, f5)"

uma tUnica solucdo U € D(Ay).

componentes, obtém-se

De (4.214) tem-se ® = ¢ — f; e de (4.216) tem-se ¥ = ¢ — f5.

p—® = fi,

o o) =
P1

V=¥ = fs,

b k m
P2 P2 P2

P3 P3

(4.217) e (4.218) obtém-se o seguinte sistema nas varidveis ¢, 1, 6.

;

\

¢_f1_£(90$+¢)$:f2’

P1

b

k
U= f3 — s + (g + ) + 0, = fa,
p P2 P2

2
m

0 — p_ea:ac—'— (w f3) f57
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€ Ho, serd mostrado que a equagdo (I — Ag)U = F possui

De fato, reescrevendo U — AU = F em termos de suas

(4.214)
(4.215)
(4.216)
4.217)

(4.218)

Substituindo em (4.215),
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de onde vem que

p1e — k(oz + ) = prfa+ p1fi,
P2t — biuy + k(pr + ) +mby = pafi+ pafs, (4.219)
P38 — clry + mipy, = m(fs)s + psfs.

Denotando por

g1 :=pi(f1+ f2) € L*(0,1),
g2 = po(fs + f1) € L2(0,1),
g3 = p3fs + m(fs). € L*(0,1), (4.220)

entdo podemos reescrever (4.219) como

pre—k(pz +v)e = o1, (4.221)
p30 — cl, +mip, = gs. (4.223)

A solucdo de (4.221)-(4.223) serd feita em duas etapas.
Etapa 1: Existe uma tinica terna (p, 1, 0) € H}(0,1) x H}(0,1) x H}(0,1) satisfazendo

o seguinte problema variacional

l — - —_ —_ —_ —_ _ _ =

/ (plcp@ + k(pz + ) (@n + ¥) + pobth + bipptp, + mO,p + b0, + p360 + m1/1$9> dx
0

l R —_ =

— [ (97 + 900 + 0:0) do
0
(4.224)

para todos (&, 0, 0) € HL(0,1) x HL(0,1) x HE(0,1). A prova é feita utilizando o Teorema de

Lax-Milgram. Considere a seguinte forma sesquilinear
a(.,.): (H3(0,1) x H0,1) x HL(0,1))> — C
dada por

a((9,1,0),(3,9,0)) = pi(0, @) + k(e + 1, B+ 0) + pa (0, ) + b(ty, )
(05, 0) + (05, 05) + p3(6,0) + m(es, 0).

Observe que a € continua e coerciva. Com efeito, usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz
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e de Poincaré (ver Teorema 2.83), obtém-se

la((,9,0), (Z,0,0)] < pillel2ll@llz + klleallalBallz + k)2l Eall2 + Elleslllle ]
+E[ |2l P12 + o2l ll2l P2 + bllwalllltl2

|02l ]l2 + el 01216zl + pslO112018]12 + mllve 12102
P12 a2l Ball2 + Klle |2l Ballz + 1lleba]|2 ]| Bl

k| allalltallz + PRI |2l Pell2 + Poallvrsll2]lPe |2
bl llallalle + Iml|0 o] a2 + c]|62]12 16212
1203012116 |2 + L4216 2

— (02 + B)|0alla|Balla + el allalBall + Trllell2 | ez
+(kI? + Py + b) ¥ llallthe |2 + |02 ]| a2

+(e+ Pp3) 10all211 0zl + tml[s 121012

a(llgallz + 1allz + 102 112) (1Be 12 + [l + 162]2)

= oll(0, 9, Ol s 1B, 0, )l brg s i (4.225)

IN

IN

onde o := max{pil* + k,lk, I’k + I?ps + b,Im, [?p3 + ¢, 1}. Logo,

|CL<<QD7 wa 0)7 (957 {Ea 5))| < Oé”((p, 77/}7 Q)HH&XH}XH& ||(§57 IZ’ g)HHéxHixHé)

para todos (i9, ¥, 0), ($,%,0) € H(0,1) x HL(0,1) x H3(0,1).
Além disso, note que

a((0,1,0), (0, 9,0)) = pillells + klles + 0[5 + pall¥ll3 + bllwall3 + 02115 + ps0]]3
+m (0, V) + m(iy, 0). (4.226)

Integrando por partes e usando as condicdes de fronteira (4.210), tem-se

m<9$7 ¢) + m(¢ma ‘9) = m(ea:a 77D> - m(am 1/})

Tomando a parte real em (4.226), usando a Desigualdade Triangular Inversa e observando que
4a® + 4% + 4% + 4d* > (a + b + ¢ + d)?, tem-se
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lellz + Ellgs + I3 + p2ll 3 + bllval2 + cll:]13 + pslIOl12
klloa + Iz + p2llvllz + bllvallz + cllfa]l3

k P2 b ¢
= (Sl + w1+ Z0IB + Sl + Slenl2)

Re(a((,¢,0), (p,1,0)))

v

> C(4llpw + ¥l + 4019115 + 4llv: 5 + 4[16.]13)
> O(llpe +dllo + 1lla + [ell2 + [102]12)?
> Cllgellz + [19ll2 + 1102]]2)
- C||(gpa¢70)||§{éxH,}xHé7
[k p2boc .
onde, C' = min {Z’ VRIL Z} Agora, definindo

¢ Hy(0,1) x HX(0,1) x Hy(0,l) — C
-~ - ! o — _
@00 oG D0 = [ (05400 + b )i

observe que ¢ € antilinear e limitada. E trivial ver que ¢ ¢ antilinear. Além disso, usando a

Desigualdade de Poincaré note que

63,8, < (g1, @) + (92, 9)] + (g3, 0)]
< Algill2ll@llz + llgzll=llell2 + [lgsll2l16]12
< Cl|@allz + [[¢a]l2 + 1162l2)

CUI@ Ny + 12+ 110]1 )
= CH((Zaw?e)HH&XH}XHé? V(QE,Q/),G) € H3<07l> X Hi(07l> X H&(OJ)’

onde C' = Imaxi<;<3{||gi|]|2}. Portanto, ¢ € limitada. Pelo Teorema de Lax-Milgram (ver

Teorema 2.28), existe uma unica terna
(0,9,0) € Hy(0,1) x H.(0,1) x Hy(0,1),
tal que

a((9,0,0),(8,9,0)) = &(,9,0), V(@,,0) € Hy(0,1) x H(0,1) x H(0,1),

ou seja, (¢, 1, 0) € H3(0,1) x HL(0,1) x H}(0,1) é a tnica solugdo de (4.224), como desejado.
Isto conclui a prova da etapa 1.

Etapa 2: As varidveis o, 1,0 € H?(0,1) satisfazem (4.221)-(4.223), deste modo,
U = (p,®,0, 0,07 € D(Ay) é solugio de (4.214)-(4.218).
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Seja (¢,v,0) € H}(0,1) x H(0,1) x H}(0,1). Entdo, ® = ¢ — f1 € H}(0,1) e
U =1 — f3 € H(0,1) satisfazem as equagdes (4.214) e (4.216), respectivamente.
Aplicando em (4.224), 5 = v € CL(0,1) C HE(0,1) e ) = 6 = 0, tem-se

l 1 l
0 0

Como ¢, p1p — kb, — g1 € L*(0,1) e vale (4.227), entdo pela defini¢io de derivada fraca,
o € H(0,1). Logo, p € H?*(0,1) e ainda

k%:x = p1¥ — kwx — g1 em L2(07 l)
Usando o fato de que g1 = p1(f1 + f2) e & = ¢ — fi, conclui-se
k 2
1

Portanto, p € H*(0,1) N H}(0,1) e satisfaz (4.215).
Considere ¢ € C;(0,1). Note que (= ( — —/ ((z)dx é tal que ¢ € HL(0,1). Logo,
aplicando em (4.224) ¢ = { € H(0,1) C H'(0,1) onde { ¢ construida acima e ¢ = 6 = 0,

tem-se

! _ _ _ = l =
/ (e + )+ ptC + b, + mb,C ) da = / g:Cd. (4.228)
0 0

~ 1 [
Substituindo ¢ = ( — 7 / (dz, obtém-se
0

[revo(c- [car)as [ p(c-1 [ car)a
+/Olb¢x<g—%/Olgdx)xdx+/olmem(c—%/Dlgdx>
:/0192(g_%/01gdx)dx.

Assim,

/ l ko,Cdr — / k%dx(l / de) / l pa)Cda — / l p2¢dx(1 / Cd:v)
/ mb,Cdx — / mo dx( / gd;p) / l bip, Cda — / b%dx(l / (dm)
_/0 gzgdx—/o dex(}/ gd:c)
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Usando o fato de que ¢, 0 € H\(0,1), 1,90 € HL(0,1) e (7/ Cdx) = 0, tem-se que
0 x

l !
/ Yolods = —% / (k(ps + 1) + potp +mb, — g2)Cdz, V¢ € C3(0,1). (4.229)
0 0

Como 1y, (pat) + mb, + k(g + 1) — g2) € L*(0,1) e vale (4.229), entdo pela defini¢do de
derivada fraca temos que v, € H'(0,1). Logo, v € H?(0,1) e ainda

V)ue = potp +mb, + k(pp + ) — g2 em L*(0,1). (4.230)

Lembrando que g2 = po(fs + f1) e ¥ = ¢ — f3 vem que

b k m
P2 P2 P2

Portanto, ¢ € H?(0,1) N H}(0, 1) satisfaz (4.222).
De (4.230) vem que

92 = p2¥ + mby + k(ps + 1) — bipys. (4.231)

Assim, substituindo (4.231) em (4.229) e integrando por partes, obtém-se

l _ . l _
[ e =i+ [ woZode
0 0

Logo,
—b[Cealy = 0 = —b[y(C(1) — 1(0)C(0)] = 0, ¥C € C[0,1].

Como ¢ € C'[0,1], tome ((0) = 0e ((I) = 1, edai 1, (I) = 0. Agoratome ((I) = 0e ((0) = 1,
entdo 1, (0) = 0. Deste modo, v, € H;(0,1). Portanto, v satisfaz (4.217).
Finalmente, aplicando em (4.224) 0 = 1 € C3(0,1) C HL(0,l)ep = ¥ = 0, vem que

! 1
/ 0,7,dx = _E/ (p3f + map, — g3)idz, Vn € C&(O, l). (4.232)
0 0

Como 0, p36 + mip, — g3 € L*(0,1) e vale (4.232), entdo 0, € H'(0,1) pela definicio de
derivada fraca. Logo, § € H?(0,1) com

Oy = p36 +map, — g3 em L*(0,1).
Lembrando que g3 = psfs + m(f3). e ¥ =1 — f3 vem que

0— S0, + 20, = fs em L*(0,1).
P3 p3
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Isto mostra que 6 € H?(0,1) N HJ(0,1) e satisfaz a equagdo (4.218). Portanto

U= (p,®9,¥,0)" € D(Ag) satisfaz (I — Ag)U = F.

(i) Mostramos que o operador Ag € dissipativo e no item (iii) mostramos que [ — Ag € sobrejetor.
Como Hg é um espaco de Hilbert, entdo pelo Teorema 2.27, Hg € reflexivo. Portanto, pelo

Teorema 3.18 segue que D(Ag) = Ho. O

4.10 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM LEI TERMICA DE CATTANEO

4.10.1 Deducao do Sistema de Timoshenko com Lei Térmica de Cattaneo

O sistema termoeléstico de Timoshenko com Lei Térmica de Cattaneo € resultado do
acoplamento do sistema de vigas de Timoshenko com a equacao do calor associada ao angulo
de rotacdo, sendo que neste caso a equacdo do calor é regida pela Lei Térmica de Cattaneo
dada em (4.23), ver [9], em vez da Lei Térmica de Fourier (4.203). A principal motivagcdo
fisica para considerar a lei de Catanneo em vez da lei de Fourier consiste no de que a mesma
remove o paradoxo da propagacao infinita de sinais gerado pela Lei de Fourier, ver por exemplo
o artigo de Ferndndez Sare e Racke [18] onde o sistema termoeldstico de Timoshenko com lei
de Cattaneo foi abordado. Ver também Dell’Oro e Pata [15].

Utilizando as notagdes da Secdo 4.9, nosso ponto de partida sdo as equacdes dadas em

(4.201) e (4.202), as quais reescreveremos aqui como

prow — k(ps + 1), =0,
P2y — bbye + k(o + 1) + 86, =0, (4.233)
p3‘9t + qdx + 5¢$t - 07

onde relembramos que ¢ = ¢(x,t), v = ¥(x,t) e @ = O(x, ) representam, respectivamente,
o deslocamento vertical, o angulo de rotacdo da secdo transversal e a variacdo da temperatura
na coordenada z e instante ¢t de uma viga de comprimento [ > 0, denotamos 6 = m e as
demais constantes p1, p2, b, k sdo dadas em (4.116). Novamente precisamos de uma equagao
que descreve a relacdo entre o fluxo de calor ¢ e a temperatura 6. Para isto, como ja mencionado

anteriormente, utilizaremos a Lei Térmica de Cattaneo como em [18], a saber,
Tq + Bg+0, =0, (4.234)

onde 7 > 0 representa o tempo de retardo no atraso do fluxo de calor com respeito ao gradiente
de temperatura e 5 > 0 € uma constante dependendo do material da viga. Vale a pena observar
que, se admitirmos grosseiramente 7 = 0 em (4.234), entdo a mesma reduz-se na equagao
(4.203) com Kk = %, cuja substituicdo no sistema (4.233) recai no problema estudado na Secao

4.9. Voltando ao caso 7 > 0, temos das equacdes em (4.233) e (4.234), o seguinte sistema
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termoelastico de Timoshenko sob a Lei Constitutiva de Cattaneo:

p1pun — k(e + 1), =0 em (0,1) x (0,00),
P2 — bbyy + k(s +9) +60, =0 em (0,1) x (0,00), (4.235)
p30; + qp + 0y = 0 em (0,1) x (0, 00),
Tq + Bq+0, =0 em (0,1) x (0,00).

Ao sistema (4.235) acoplamos as condi¢des de fronteira de Dirichlet-Neumann
0(0,t) = p(l,t) = 1, (0,t) = . (I,t) = 0(0,t) = 6(l,t) =0, t >0, (4.236)
e condi¢des iniciais

90('%0) = 900(‘%1)? Qot(‘%o) = 901(1‘)7 77/)(1‘, O) = ¢0(x)7 ¢t(x70) = ¢1($)7

(4.237)
0(z,0) = by(x), q(x,0) = qo(x), =€ (0,1).

Nosso préximo objetivo € estudar o PVIF (4.235)-(4.237), mostrando que o mesmo
possui uma Unica solu¢do via teoria de semigrupos lineares. Ressaltamos ainda que, assim
como no problema termoviscoeldstico, devido a relagc@o entre as varidveis ¢ e ¢ como descrito
nas duas ultimas equacdes em (4.235), é possivel obter um sistema apenas nas varidveis ¢, Y
e 6. Deste modo, ndo é necessdrio atribuir condi¢do de fronteira para a fung¢do ¢ (ou entdao
para #). Observe que, caso atribuissemos, por exemplo, condicio de Dirichlet para a funcio ¢,
entdo ¢ assumiria também a condic¢do de fronteira de Neumann, o que resultaria num sistema

inconsistente.

4.10.2 Existéncia e Unicidade

Consideremos o seguinte PVIF

P1Ptt — k(@m + Ww =0 cm (07 l) X (0’ 00)7
P2y — biyy + k(pp + )+ 00, =0 em (0,1) x (0,00), (4.238)
p39t + qx + 6th =0 cm (07 l) X (Oa 00)7
Tq + Bq+ 0, =0 em (0,1) x (0,00),
(p(l’,O) :QOO(x)7 gOt(ZE,O) :g01(«75), 7,D(ZE,O) Z%(x)a ¢t($=0) :wl(l‘)a (4.239)
(9(.%,0) = 90(95)7 q(:L‘,O) = CIO(I% T € (07 l>7 '
£(0,1) = (1, £) = (0, 1) = wu(l, 1) = 6(0,4) = B(1,£) = 0, ¢ > 0. (4.240)

Para aplicar a teoria de semigrupos lineares, consideremos inicialmente as seguintes
notagdes ® = ¢;, U =, e U = (¢, D, ¢, ¥,0,q)T. Assim,



122

—| 0 k ) ._
0= | Ly Ky 2o, | = A0 @241

U<O) = (@07¢1>¢07¢17907Q)T = UO-

Logo, podemos reescrever o PVIF (4.238)-(4.240) no seguinte PVI de Abstrato

U, = AU, t>0
{ b0 ’ (4.242)

U(0) = U,

onde o operador A, € definido em (4.241). Neste caso, os seguintes espacos de Hilbert serdo

considerados:
Hio = Hy(0,1) x L*(0,1) x HL(0,1) x L2(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1),

com produto interno e norma dados por

A

(U, D)asg = p1(®,®) + p2 (0, 0) + p3(0,0) +7(q,4) + k(pw + G + ) + b1y, ¢

U500 = poll@l5 + 2l W15 + ps 10115 + 7llalls + Kl (0a + )15 + Bllll3,

para todos U = (i, ®,¢,¥,0,q)", U = (¢, ®,4,¥,6,4)" em H1. O dominio do operador
diferencial A, é dado por

D<A10>:{U€7{10; \IJGHi(O,l), 907¢EH2(07[)7 ®7¢$796H&(07l)7 q€H1(07l)}

Sob estas notacdes, temos o seguinte resultado de existéncia e unicidade para (4.242)
e, consequentemente, para o PVIF (4.238)-(4.240).

Teorema 4.10 (Existéncia e Unicidade). Se Uy € D(Aig), entdo o problema (4.242) possui

uma tinica solugdo

U € C([0,00), D(A1p)) N C* ([0, 00), H1o),
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dada por U (t) = 10t

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.24, basta mostrar que o operador A;y é gerador infinitesimal

Aqot

de um Cy-semigrupo de contragdes e“1°* em H;o. Neste caso, pelo Coroldrio 3.21, € suficiente

mostrar que
(i) D(Aw) = Hp:
(ii) Ay é dissipativo em Hqg, ou seja, Re( AU, U)yy,, < 0;
(iii) 0 € p(Ayp), isto é, o operador — Ay € invertivel com inverso limitado.

Primeiramente mostraremos os itens (ii) e (iii), o item (i) seguird por consequéncia
desses.
(i) Seja U = (¢, ®, 9, ¥,0,q)7 € D(Ayy) e relembremos que

AgU=| b, F 0

Utilizando o produto interno em g, integrando por partes e usando as condi¢des de fronteira
(4.240), obtém-se

+(b¢m - k(@x + @Zj) - 609&7 \I[) + (_QJ: - 5\1151:7 0)

! l
— /Ok(cbﬁxlf)(@ﬁﬁ)dw—/o k(s + 1) (P, + U)dz

!
/ U, dr — /wI\If dx
—5/ Q\IIdx—i—(S/ V0, dz
/quda:—/ qﬁdm—ﬁ/ qqdzx

= —Bllallz + (0, ¢2) — (0, ¢a)
—0(0,, V) +6(0,, V)
+h(Pr + W, 00 + ) — k(Pr + W, 0, + ).
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Tomando a parte real, chegamos a
Re(AU, Uy, = —Blgll3 <0, YU € D(Ay). (4.243)

Portanto, A, € dissipativo em Hg.
(iii) Vamos mostrar que 0 € p(Ayp), isto é, (— A1) ! existe e € limitado. A prova serd feita em
duas etapas como segue.

Etapa 1: Existe (—Ao)~!. Com efeito, dado F' = (f1, fo, f3, f1, f5, f6) € H1o mos-
traremos que a equacdo —A;oU = F possui uma unica solugdo U € D(Ajp). Com efeito,

reescrevendo —A;oU = F em termos de suas componentes, obtém-se

-d = fi, (4.244)
k
_E(pr‘i‘w)x = f2> (4245)
—U = fs, (4.246)
b k )
__wxx+_(90x+¢>+_9z = f47 (4247)
P2 P2 P2
1 )
—q +—V, = [, (4.248)
P3 P3
1
Bovle = 4 (4.249)
T T

Da equagdo (4.244) sabe-se que ® = — f; € HJ(0,1) e de (4.246) sabe-se que
U = —f3 € H(0,1). Substituindo ® em (4.248), obtém-se o seguinte sistema nas variaveis

v,1, 0 e q. entdo

—k(pr + ) = prfo em  L*(0,1), (4.250)
—bhpe + k(pe + 1) + 00, = pafs em  L2(0,1), (4.251)
@ = psfs +0(fs). em L*(0,1), (4.252)
Bq+06,=71fc em L*(0,1). (4.253)
De (4.252) tem-se a equacao
Qe = p3f5 =+ 6(f3)xa
de onde vem que
q(z) = ps / f5(s)ds + 6 fs + co, (4.254)
0

para algum ¢y € R. Logo, ¢ € H'(0,1) e ainda g satisfaz (4.252). Substituindo (4.254) em
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(4.253), obtém-se

5} (P3 /OI f5(s)ds + 0 f3(x) + Co> + 0. = Tfs,

cuja solugdo em 6 € dada por

0(x) = 7 /0 " foly)dy - /0 ' (ﬁpg /0 " fo()ds + 68 fs() + 660) dy + 1.

Como queremos #(0) = 6(l) = 0, entdo de §(0) = 0 tem-se que ¢; = 0. Além disso, de
!
6(l)=0e / f3(y)dy = 0, temos
0

l l Y
0(l) = T/o fe(y)dy — 5P3/0 (/0 f5(s)ds + B0 f3(y) + 500) dy
! Iy !
0= dy — dsdy — [ -0 d
= 0=7 / fo(y)dy — Bps / / fo(s)dsdy — 1o — 85 / f(y)dy
l L ry
= o= (7 [ s =5 [ [ oasay). (4255

Logo, para que §(0) = 6(l) = 0, 6 assume a seguinte forma
T T Y T
o) = [ oty [ pus [ pr(srasdy =55 [ py
0 0 0 0

- l l z
—(7 | twan=16% [ [ fs(S)dst) v (4.256)

Observe que construimos 6 em (4.256) de modo que 6(0) = 6(I) = 0, e ainda 6, 0, € L?*(0,1),
ou seja, 0 € H}(0,1) satisfazendo a equagio (4.253). Além disso, substituindo a expressdo ¢,
dada em (4.255) em (4.254), tem-se

q(z) = P3/O$f5(5)d5+00+5f3

! } i
— %(T/O f6(y)dy_P3/o /jﬁ(s)dsdy) —I—/O f5(s)ds + 6 fs. (4.257)

Agora, resta mostrar que ¢ e 1 satisfazem (4.250) e (4.251), respectivamente. Para isso, consi-

dere

—k(pp +¢)s = p1fs em L*0,1), (4.258)
b + k(s + ) = pofs — 06, em  L*(0,1). (4.259)
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Denotando por

g1 :=pifs em L*0,1), (4.260)
go = pafi— 80, em L*(0,1), (4.261)

o sistema (4.258)-(4.259) toma a seguinte forma

—k(pe +¥)e =g em  L*0,1), (4.262)
—bthey + k(pe +10) =go em  L*(0,1). (4.263)

Afirmagdo: Existe uma tnica solug@o (o, 1) € H, := Hy(0,1)x HL(0,1) satisfazendo

o seguinte problema variacional

/0 | (Klpw +)(@s + 6) + b, ) do = /0 | (917 + 920 d. (4.264)

para todo (¢, 1)) € H'yp. Para isso, serd utilizado o Teorema de Lax-Milgram, entdo considere

a seguinte forma sesquilinear

a(., ) : 7‘[/10 X 7‘[,10 — (C,

dada por

~ ! —
ollp 0 @) = [ (Ko + 0Bt 0+ b0 o

Tem-se que a é uma forma sesquilinear continua e coerciva. Com efeito, usando as desigualda-

des de Cauchy-Schwarz e de Poincaré (ver Teorema 2.83), obtém-se

a0, 9), @D < klieall2Bolla + rllallzl1 B llz
k[l pallollvall2 + PEIall2 9ol + bllws]l2]lvs]l2
Cllpallz + 1ell2)(1Pall2 + lI¢ell2)

< Cllte, V)l 12 )94

IN

onde C' := max{k, kl, [’k + b}, de onde obtém-se

la((,0), (&, 91 < 1129y, (B2 ) g

para todos (¢, 1), (¢,v) € H},. Além disso, note que usando a desigualdade
(a+ b+ c)* < 3(a® + b* + ¢?) e a Desigualdade Triangular Inversa
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(lpallz + lleall2)®
(leallz + [¥allz + [12l2 = [l2]l2)*
(lpz + ¥ ll2 + 1vall2 + Ulall2)®

Bllx + ¥z + 3llvall3 + 3% l2

3 3+ 312
E’“H% + 915 + Tb||1/}ac||%

C(kllpz + 0I5 + bl l3)
Ca((p, ), (v, 1)), (4.265)

0 < [l(e, )3,

I IAIA I

IA

3 3430
Kb

L
C

onde C = max { } Tomando C'; = — > 0, tem-se que

a((e,v), (¢,¥)) = Cill(e, V)l ¥V (9,4) € H'ro.

Portanto, a é coerciva. Agora definamos
gb : 7‘[,10 — C
! —
#9) — 079 = [ (97 +00)do
0

Afirmacdo: ¢ € antilinear e limitada. De fato, € facil ver que ¢ € antilinear. Além disso,

usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré note que

< Algill2ll@ll2 + llg2ll2ll¥]l2

CUIE Ny + 191

C“(&» w)HH’u)v V(Cé, w) € HIIO’

1)

onde C' = max {l||g1 |2, [||g2||2}. Portanto, ¢ é limitada. Entdo, pelo Teorema de Lax-Milgram,

existe um tnico (¢, 1)) € H'yg, tal que

a((p.¥), (3,0) = 6(.0), Y(B,9) € Ml

ou seja, (p,1) € H', é a unica solugdo de (4.264), como desejado. Aplicando em (4.264)
¢ =¢eC(0,1) ezZ: 0, tem-se

l l
[ et 0)de =~ [(—otds, ¥ e i, (4266
0 0
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Como ¢, + v, g1 € L*(0,1) e vale (4.266), entdo ¢, € H'(0,1). Logo, ¢ € H?(0,l) pela

definicdo de derivada fraca, e ainda

k(ps + 1), = —g1 em L*(0,1).

Usando a defini¢do de g; = p; fo, obtém-se

i (901 + iﬂ)x = f2 em LQ(O, l).

_Pl

Portanto, ¢ € H?(0,1) N H}(0,1) e satisfaz (4.245).
~ 1 [
Consideremos agora ¢ € H*(0,1). Note que { = ( — 7/ ((x)dx é tal que
- - 0
¢ € H(0,1). Logo, aplicando em (4.264) ¢» = ¢ € H!(0,1) C H'(0,1) e p = 0, tem-se

/ (ke + 60+ 00, ) do / gul (4.267)

~ 1 [
Substituindo ( = ¢ — 7 / ((x)dz e lembrando que g, = po fy — 90, obtém-se
0

/Ol/f(%Jriﬁ)(C—%/OlCdx)der/olb%(C—%/;Cdﬂﬁ)wdx
:/Ol(p2f4—661)((—%/Olgdac>dx.

Deste modo,

! _ ! 71 N A
/0 k(e + )Cdz — /0 k(sox—wdx(j /0 cdx> " /0 b,
! ~ ! TN
:/0(p2f4—59x)(dx—/0(p2f4—69x)dm(7/0 Cdm)

Usando o fato de que o, 0 € H(0,1), v, fy € L%(0,1) tem-se que
L 1 /! B
/ W, Cpdr = —5/ (k(pz + 1) — (pofs — 00,))Cdz, ¥Y¢ € HY(0,1). (4.268)
0 0

Como v, (k(p, + 1) — go) € L?*(0,1) e vale (4.268) em particular para todo ¢ € CL(0,1),
tem-se v, € H'(0,1). Logo, v € H*(0,1) e ainda

Wzy = k(pz + 1) — (p2fa — 00,)
= —bhpe + k(pz +10) = (pofs — 80,) em L*(0,1), (4.269)
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satisfazendo (4.259). Assim,
b k )
P2 P2 P2
Portanto, 1) € H?(0,1)NHL(0,1) satisfaz (4.251). Além disso, aplicando em (4.268) o resultado

encontrado em (4.269), obtém-se

l e l _
p / Voo = / (k(00 + ) — (=btbys + (0o + ))Cdz
0 0
l l
—b Codr = b v Cd, 4.270
= /Owc x /01/1 (dx (4.270)

Integrando (4.270) por partes, obtém-se

l l
_ - — Va L v
b /0 uldz = BT, /0 b, T, do.

Logo
D¢y = 0 = i (1)C(D) — ¥.(0)C(0)] = 0, V¢ € CM[0,1].

Como ¢ € C*[0,1], tome ((0) = 0e ((I) = 1, entdo 1,.(I) = 0, agora tome (/) = 0e {(0) = 1,
entdo ¢, (0) = 0. Deste modo, 1, € H}(0,1). Portanto, 1 satisfaz (4.247).

Observe que mostramos existéncia e unicidade de solucao para ¢, v via Lax-Milgram
e solugdes explicitas para as varidveis 6 e q. Logo, dado F' € Hyg, existe U € D(Aj) tal
que —A;oU = F, ou seja, mostramos que —A;q € sobrejetora. Para garantir que — Ao possua
inversa € necessdrio mostrar que U € unica, isto é, —Ajy é injetora. Mostraremos que, se

—A1oU = 0, entdo U = 0. De fato, reescrevamos — A, = 0 em termos de suas componentes

—d =0, 4.271)
k
_,0_1(% + 1), =0, 4.272)
¥ =0, 4.273)
b k 1)
—— Ve + — (e + )+ —0, =0, (4.274)
P2 P2 P2
1 )
—q. + —V, =0, 4.275)
P3 P3
1
éq + -0, =0. (4.276)
T T

Da equacdo (4.271) sabe-se que ® = 0 e de (4.273) vem que ¥ = 0. Assim o sistema acima

resume-se a
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_k(@x + ¢)x =0,

—b k - 00, =
Qe = 07

Bq+ 6, =0.

Uma vez que estamos supondo F' = (0,0,0,0,0,0), considerando as solugdes de 6 em (4.256)
e de ¢ em (4.257), vem que # = 0 = ¢. Falta verificar se ¢ = ¢y = 0. Tomando o produto
interno em L?(0,1) de (4.277); com ¢ e o produto interno de (4.277), com 1), integrando por

partes, utilizando as condicdes de fronteira (4.240) e somando as equacdes vem quem

kll(pa + 9115 + bll I = 0.

Assim, tem-se de (4.265)

0 < [[(e, V)31 < Kll(a + )11z + bllllz = 0.

Portanto, ¢ = 1) = 0. E fica provado que se — AU = 0, entdao U = 0, ou seja, — A, € injetor.
Logo, — Ay é invertivel e denotaremos seu inverso por —Aj, .

-1
’ - AlO FHHm < CHFHHM para

toda ' € Hip. Uma vez que a equagio —A;oU = F é equivalente a U = —Ajj F, nosso

Etapa 2: Mostraremos que —Aj, ¢ limitado, isto &,

problema resume-se a mostrar existe uma constante C' > 0 tal que
||U||H10 < CHF”'Hw? VFe Hlo? (4278)
com U € D(Aj) solugdo de —A;oU = F. Como

1T N30 = poll@l3 + 2113 + psllO13 + Tllall2 + Kll (0w + )3 + Bllwallz,  (4279)

entdo para mostrar que (4.278) € valida, vamos majorar os termos de (4.279) em func¢do das

componentes do vetor F' = (f1, fa, f3, f1, f5, f6)-
De (4.244) vem que

pill®l3 < ;) (f1)all3
Ppil|(f1))e — f3+ S35
pilP([(f1)e + fsll2 + I1f3]l2)?

2,12 2,1
a0+ ol + 225008

C(k|(f1)a + f3ll5 + 0l (f3)213)
C|IF 3,0 (4.280)

IN

IN A

IN
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20112 2p,1*
onde C' = max{ pl;l ; pb11 } De (4.246) vem que
2 2 2 _ I py 2 1Py 2
PNl < pall|(fo)allz = = =0l (fs)zllz < — =l F I3, (4.281)

De (4.243), tem-se
Re(—=A10U, U)yy, = Bllall3-

Assim, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato de que —A,U = F, tem-se

5HQH§ = ’Re(_AloUv U)H10| < ‘<_A10U7 U)HID‘ < HFHHNHUHHN
T
= 7llqlz < GIE o 1U o (4.282)

De (4.253) e de (4.282) conseguimos a seguinte estimativa para a norma de 6

psllOll3 < psl|6ul3 = PpsliTfs — Ball3
< Pps(27? foll5 + 28%14l3)
Pps27||F N3, + 281 F 01U l120s0)- (4.283)

A\

IA

Tomando o produto interno em L?(0,1) de (4.250) com ¢ e o produto interno de (4.253) com

1, integrando por partes e somando as equacdes, obtém-se

l

l
/0 (koo + ) (7 T ) + b, ) do — /0 (0157 + (pafs + 36,)) d.

Assim, utilizando as Desigualdades Triangular, de Young com € e (4.283), tem-se



klla + 0113 + bllall3

IA

IN

IA

IN

IA
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Pl(f2>90) + p2(f4a¢) - 5(9,?%)

pill fall2llellz + palll fall2l[¥ozll2 + 611012l |2

pilll f2ll2(lpz + Pll2 + Ulsll2) + p2ll fall2l[¥all2 + 6[10]2]|2 |2
p11||f2||2%||% %H%Hz

+ P2+ p1l?|| fall2

b b
+p2l\|f4||2%||%||2 \/7_||¢x||2

ZQC’ l4
I foll2 + ekllgs + ¥l3 + =5l fall3 + ebllea]l3

p l C. 52
: ||f4||2 —|—€b||@/)m||2

+ 06l

. ||9||§ +eb[vall3
pll C

pll C

—— I Fl, + U3, + =1 Fll3, + el Ull3,,

le
+ N E e, + €llUe,

5206
+5 QPN F iy + 281 F 301U o) + €U 34,
I’C, I*C, PC.  28%1°C.  40MiC?

N J/
-~

C/
+5€]|U |34, (4.284)

Entao de (4.280), (4.281), (4.282), (4.283), (4.284) e usando a Desigualdade de Young para e,

tem-se

Assim,

U1

IN

Pl @[5 + pal[ P13 + p3||9||§ +7lall + Ell (0o + )13 + Dllvl3

py
(c+ )||F||Hm+ 0||F|1Hw+e||U||Hm

(4.280),(4.281) (4.282)

+ 2ps7|| Fll3y,, + 41 5° p3C|F I3, + el U5,

(4.Er83)

+5€l|U 3, + C'lIF 34, -

(43%4)

2

I?
WU, < TelUlRn, + (C+ =22 + T5Cc + 2Apyr + A B2p3C. + C') | P,

b B
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1
Tomando € < - obtemos

U3, < K'|Fl3,,, com K’ > 0. (4.285)

E assim concluimos que —Al_ol € limitado provando o item (iii) do Teorema 4.10.
(i) D(A;0) é denso em H1y. Com efeito, note que (Aol — A1) : D(A19) — Hio pode ser escrito

como composi¢ao dos operadores
AlO : D(Alo) — HlO € ()\0141_01 — I) : D(Alo) — D(Alo),

por meio da expressdo (Aol — A1g) = A1o(MoAjy — I). Em (iii) foi mostrado que A} € limi-
tado, assim pode-se tomar B; = —I e By = \gAj; (para algum )\ suficientemente pequeno)
e, pelo Teorema 2.14 concluir que By + By = )\oAl_Ol — I é invertivel. Como Aol — A;p € uma
composicdo de operadores invertiveis, segue que \g/ — A;y também € invertivel e, portanto, so-
brejetor para algum Ay > 0 suficientemente pequeno. Pelo Teorema 3.16, A\ — Ay, é sobrejetor
para todo A > 0 e, em particular, para A = 1. No item (ii) foi mostrado que A, é dissipativo, e

como H 1 € um espaco Reflexivo (pois € Hilbert), entdo usando o Teorema 3.18 conclui-se que

D(Alo) — 7‘[10.
Isto conclui a prova do Teorema 4.10.

4.11 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM LEI TERMICA DE GURTIN-PIPKIN

4.11.1 Deducao do Sistema de Timoshenko com Lei Térmica de Gurtin-Pipkin

Nesta secdo consideraremos mais um sistema de Timoshenko termoeldstico, mas agora
com acoplamento térmico segundo a lei constitutiva de Gurtin-Pipkin [24]. Utilizando a lei
térmica de Gurtin-Pipkin para o fluxo de calor, Dell’Oro e Pata [15] mostraram um resultado
de estabilidade exponencial para o sistema que serd apresentado a seguir. Utilizaremos todas as
notagdes introduzidas nas secoes 4.9 e 4.10. Novamente nosso ponto de partida sdo as equagdes
(4.201) e (4.202), as quais reescreveremos como em (4.233), ou seja, partimos do seguinte

sistema termoelastico de Timoshenko

prow — k(o + ), =0,
Pty — by + k(%; + ¢) + 66, =0, (4.286)
p3t + q. + 0y = 0,

Agora, assim como em [15] (ver equagdo (1.4) do artigo), assumimos que fluxo de

calor q obedece a seguinte lei térmica de Gurtin-Pipkin

Bq + /OO p(s)0,(t — s)ds =0, (4.287)
0
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onde 3 > 0e u € L'(0,00) é uma fungio dada que representa o niicleo da memdria. Logo,
substituindo (4.287) em (4.286), obtemos o seguinte sistema termoeldstico de Timoshenko com

Lei Constitutiva de Gurtin-Pipkin:

prp — k(pz + ). =
p2wtt - b%gé:r k(gpm + ¢) + 00, = 0, (4.288)

1
p39t 5 M(S)Harx(t - S)dS + 67/):% = 0.

Neste caso, assim como na equacao da onda com memoria (4.142) ou como no sistema
de Timoshenko com memoria (4.170), temos que o sistema (4.288) é ndo-autbnomo e, em
consequéncia disto, para aplicar a teoria de semigrupos lineares € necessario transformé-lo em
um sistema autdbnomo por meio de uma mudanga de varidveis com respeito a temperatura 6.
Seguindo as notacdes apresentadas em [15, Secdo 4], as quais foram originalmente introduzidas
em Grasseli e Pata [23], vamos introduzir a histéria de deslocamento relativo n := n(x,t, s)

com respeito a varidvel 6 por

S t
otes) = [ 06—y = [ 0.y 120,550 (4.289)
0 t—s

Entdo, derivando formalmente com respeito a ¢ € s, obtemos em primeiro lugar de (4.289) as

seguintes identidades

(e, t,8) =0(-,t) —0(-,t —s), ns(-,t,8)=0(-,t—3s), t,s>0,

ou seja, de forma andloga a (4.173), deduzimos a seguinte equagdo diferencial com respeito a

varidvel 7
m+ns =6 em (0,0)x (0,00) x (0,00). (4.290)
Por outro lado, denotando por g(s) = —p/'(s), s > 0, com p € L'(0, o0) € observando
que 1(z,t,0) := lim n(x,t,s) = 0, entdo integrando por partes vem que
s—07t

| aonttsas = = [T ot
= [ ot
_ /Ooou(s)e(-,t—s)ds.

Deste modo, podemos reescrever o termo de memoria na terceira equagdo de (4.288) como

%/OOO 11(8)00 (t — 5/ $)Nee(t, 8)ds, t> 0. (4.291)
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Finalmente, substituindo (4.291) em (4.288) e usando (4.290), chegamos ao sistema

(

prow — k(or + 1), =0 em (0,1) x (0, 00),
ptht — bwmx -+ k(gOz + 'l/}) =+ (59m = O cm (O, l) X (07 OO),
1 o 4292
p30; — B 9(8)Nee(8)ds + d1hyy =0 em  (0,1) x (0,00), ( )
0
L =10 em (0,1) x (0,00)2,

o qual serd o sistema abordado a seguir com respeito a existéncia de solugdo. As hipdteses sobre

a fungdo g serdo dadas posteriormente. Consideraremos ainda as condi¢des mistas de fronteira

©(0,t) = o(l,t) = ¢.(0,t) = ¥u(I,t) = 0(0,2) = (1, t) = 0,
n(0,t,s) =n(l,t,s) =0,t>0, s >0, (4.293)

e condig¢des iniciais (e de fronteira para s = 0)

(p($,0) = 300(13)7 (pt(l’,()) = 901(‘7;)7 ¢($a 0) = %(x)a 1/}t(5(3,0) = ¢1<I>7 0(“7:70) = 80(I>7
n(x,0,8) =no(x,s), n(z,t,0) =0, z € (0,1),t>0,s>0. (4.294)

A seguir, mostraremos que o Problema de Valor Inicial e de Fronteira (4.292)-(4.294)
possui uma Unica solugdo via teoria de semigrupos lineares.
4.11.2 Existéncia e Unicidade

Considere o seguinte sistema

prow — k(ps +1), =0 em

(0

(0
m (0,1

(0

1 (4.295)

p30; — = 9(8)Nez(8)ds + 0y =0 €
0
\nt+778:9 em 7l X ’ 27
com condi¢des iniciais e de fronteira

QO(ZE,O) - gpﬂ(x)v th(xa()) - Qpl(x)v ¢<J],0) - ¢0(O)7 ¢t($70) = w1<x>7 (4 296)
0(z,0) = by(x), n(x,0,s) =no(x,s), x € (0,1),s>0, '
n(x,t,0) =0, x € (0,1), t>0.

Assumiremos que a func¢do g satisfaz a seguinte condi¢do:

g€ C*RT)NLYRY) com ¢'(s) <0 < g(s), s € (0,00). (4.298)
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Para converter o PVIF (4.295)-(4.297) num PVI abstrato de primeira ordem, iniciamos

com as seguintes notagdes. Considere ® = ;, U =1, e U = (¢, ®, 1, ¥, 0,n)T. Assim,

] . ]
(02 + 1))
v
U, = ﬁwxm - ﬁ(% ) — %9 = AU (4.299)
ﬁlpg /OOO 9(8) 2z (8)ds — p%\lfx
L 9 o ?78 .

U(0) = (o, p1,%0, 1, 00,m0)" = Up.

Deste modo, € possivel escrever o problema (4.295)-(4.297) como o seguinte problema de Cau-
chy Abstrato

U =AU, t>0,
{ P (4.300)

U(0) = U,

onde Aj; é definido em (4.299). Para contemplar a condicdo de fronteira (4.297), introduzimos

ainda os seguintes espacos de Hilbert

Hip = Hy(0,1) x L*(0,1) x H[(0,1) x L}(0,1) x L*(0,1) x LZ(R*, Hy(0,1)),

onde L2(R*, Hy(0,1)) = {77 :RY — H&(O,l);/o g(s)Hn(s)H?{é < oo}, com produto in-
terno e norma dados por

~

U0y, = %Hﬁ sozﬂb) + (D, D) + b(ty, ) + pa(T, T) + p3(6,0)

+g / i (s))ds

U3, = bllalls + prll @I + o2l 215 + p3ll613 + Klles +¢15 + 3 / 5)lIns(s)ll2ds,

para todos U = (¢, ®, 1, U,0,n)T, U = (p,®,4,¥,0,7)T em Hy,. O dominio do operador

diferencial Ay, é dado por

D<A11) = {U € Hll; Spawa/ g<3)77d8 S H2<071)7 (I)7¢:L‘76 € H3<07 l)7 v e Hi(()?l):
0

ns € LAR*, HE(0,1)), 7(0) = 0}.
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Sob estas notagdes, temos o seguinte resultado.
Teorema 4.11. (Existéncia e Unicidade) . Suponhamos que a hipétese (4.298) seja vdlida. Se
Up € D(A11), entdo o problema (4.300) possui uma tinica solugdo
Ue C([O, 00)7 D(All)) N Cl([07 OO), Hll)?
dada por U(t) = el

Demonstracdo. Face ao Teorema 3.24, basta mostrar que o operador A, € gerador infinitesimal
de um Cj-semigrupo de contragdes S(t) = e“11* em H;;. Neste caso, pelo Teorema de Lumer-

Phillips, € suficiente mostrar que:

1 D(An) = Hi1;
(ii) Ay € dissipativo em Hiq, ou seja, Re(A; U, U)yy,, < 0;
(iii) I — Ay : D(Ay1) C Hi1 — Ha é sobrejetor.

Vamos mostrar os itens (ii) e (iii), o item (i) seguird como consequéncia.
(i) Seja U = (i, @, 9, W,0,n)" € D(A) e

0]
k
- x+ x
pl(sa ¥)
L
AU = b k 0
P12 P2 /()52
— [ g(s)nue(s)ds — — W,
o I a(s)menls)ds = =
0 —ns

Entdo utilizando a defini¢cdo de produto interno em H;;, fazendo integracdo por partes e usando

as condig¢des de fronteira (4.297), obtém-se
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(Alan U)Hu = k(q)x "’ \Ija (;0:(: + ¢) + b<\px7 d’x) + (k‘(gpx + w):w (I))
+ (0 — k(pr + 1) — 00,, V) + (%/0 9(8)Nez(8)ds — 6V, 9)
+A 9(5) (6 — (1) (5)). 1a(5))ds
——kAO%+WX@+%Mw—@A@%+¢WE+WMx
l l

+b | Uapdr—b | 0, V,dr

[
+6 / 0 ,dx — / U,0dx
—Amg@X%@%%M&+Amg®X%mA@MS

" 95 (1)a(5), 1a(5))ds

9(8)((15)2(8), 112 () ds

ﬁo\é

- [ st + [ )0, 0.

Tomando a parte real e integrando por partes

Re(AnU. Uy, = —£WM$WMA$WA$MS

1 [~ d
= =5 s L)

1 [,
= 5[ Il s
0

onde procedemos como de (4.156) a (4.157) para concluir a dltima igualdade acima. Portanto,
da condicdo (4.298), concluimos que A;; € dissipativo em H1;.
(iii) Dado (f1, fo, f3, f1, f5, f6)T € Hi1, serd mostrado que existe tnica solugdo

(o, ®,9,0,0,n)" € D(A;;) para o seguinte sistema de equagdes:
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p—0=fi, (4.301)
k

¢ — E(% +1)e = fo, (4.302)
Y — T = f, (4.303)

b k )

P2 P2 P2

1 [ )

0 — — o (8)ds + — W, = fs, 4.305
- / (s + S, = f (4.305)
n—0+ns=fe. (4.306)

De modo anédlogo a equagao (4.160), a solucdo de (4.306) é dada por

77(5) = (1 - 6_8)0 + ¢fﬁ (S)’ (4.307)

onde ¢y,(s) = [ fo(y)e? *dy estd bem definida pelo Lema 2.98 ¢ ¢, € L2(R*, Hj(0,1)).
Substltulndo Nea(S) = (1—€7°) 0+ (0 g, )uw () em (4.305), © = p—frem (4.302) e ¥ = ¢)— f3

em (4.304) e (4.305), obtém-se o seguinte sistema reduzido

p1o — k(ps + 1/)) =pm(fi+ f2)

p30 — —/ (1 —e )dst + 0ty = p3fs + 0 f3: + %/0 9(8)(D 1) (5)ds,

ou seja,
prp — k(o +v).=g1 € L*0,1), (4.308)
pat) — buy + k(ps + 1) + 00, = g2 € L3(0,1), (4.309)
1
pst) — Eaf)m + 0, =g5 € H(0,1), (4.310)

onde denotamos « = / g(s)(1—e*)ds>0e
0

p1(f1+ f2) == g1,
p2(fa+ f1) == 927 4.311)

pafact O+ / ) (65 )an ()5 = gs.

Observe que f3 € H!(0,1), logo (f3). € L*(0,1) e pelo Lema 2.98 (¢y,) € H}(0,1).
Entdo pela Observagdo 24, tem-se que (¢, ). € H1(0,1). Logo, g3 € H(0,1).
Afirmagdo: Existe uma tdnica solugio (¢, ,0) € HY(0,1) x H(0,1) x H(0,1) para
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o seguinte problema variacional
l J— J— — —_ = —_ = —_ 0] -
/ (,019095 + k(e + ) (@n + ) + p2tbt + p300 + biut), + 690 + 60,1 + 5995995) dx
0
! —_ =
— [ (97 + 0o+ gud)
0
(4.312)
para todos (5,1, 6) € H(0,1) x HL0,1) x H(0,1). Para isso, sera utilizado o Teorema de
Lax-Milgram. Com efeito, considere a seguinte forma sesquilinear
a: (Hy(0,1) x HX(0,1) x Hy(0,1))> — C
((0,0,0),(£,9,0)) = p1(e, @) + k(0w + 1, Go + 0) + p2(t,8) + p3(0, )

(V) + %wx, 0.) + 6(tbs, 0) + 6(6a, ).

(67 ~ .. . . N .
A menos do termo — (0., ,.), a continuidade deste problema segue de maneira andloga a conti-

nuidade verificada em (4.225). Para a coercividade de a, note que

a((0,1,0), (0,1,0)) = pillelZ+ ke + 02+ pall 3+ bllwal2 + ps]l 6113
+%H€z\|§ +0(00, ) + 6(t0s, 6). 4.313)

Integrando por partes e usando as condicdes de fronteira (4.210), tem-se

5(‘9277 ¢) + 6(¢x7 ‘9) = 5(017 ¢) - 5(@07 W

Tomando a parte real em (4.313), utilizando a Desigualdade Triangular Inversa e o fato de que
4(a®> +b* + A +d*) > (a+ b+ c+ d)?, tem-se

Re(a((p,9,0), (0,9,0))) = llells + klles + ©l3 + p2lloll + bl
2, O 2
+p3\|9\l2+5\|9x|!2

v

«
kllow + ¥z + pallwll3 + bllball3 + EH%H%

(s + 018 + 2118 + J00ulB + 510.13)
Ctllgs + 13-+ A1l + 4113 + 418.12)
Cllls + Vll + 19l + sl + 8]
Clllpalle+ Wl + 1021

Clllplg + Il + 1011y

Cl .0 gy

AVARRAVARN V]
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bl 9

(0%
7@}

A Hi(0,1) x H}(0,1) x Hy(0,1) — C
A((3,0,8)) — (g1,8) + (g2,9) + (g3, 0).

|
=~ o

onde usamos (4.313) e denotamos C' = min {

NS

Agora considere

Entdo, A é antilinear e limitado (continuo). De fato, a antlinearidade segue trivialmente. Quanto

a limitacdo, tem-se:

lgall2ll2llz + llg2ll2lleoll2 + llgsll 11161 g
< Ulgillllell g + Ulgall2ll¥]
< KH(&a@bae)”HéxH,}xHéa

IAE,¥)|

IN

w1+ gsllm-1110]]

onde K = max {l||g1]|2,||g2]l2, ||g3]|zz-1}. Entdo, pelo Teorema de Lax-Milgram existe uma
tinica terna (¢, v, 0) € H}(0,1) x H}(0,1) x H}(0,1) tal que

a((,,0), (§,1,0)) = A, ¥, 0).

Tomando ® = ¢ — f; € H}0,1) e U = ¢ — f3 € H(0,1), obtém-se (4.301) e (4.303)
satisfeitas.
Sabendo que 6 € Hj(0,1) e ¢4, € LZ(R*, Hy(0,1)), da equagdo (4.307) e do Lema 2.98, tem-se

/0 T g6 Ine(s)|2ds = / " () (1= e + (65)a(s)ds]
2 / ()1 — 6125 + 2 / " 9(s) 165 12ds

< 2019207 + 1656 ()2 @, 113 0.7) < -

IN

Assim, n € L2(R*, Hj(0,1)) com (0) = 0. Lembrando que ¢ ndo depende de s e aplicando o

Teorema de Leibniz para integrais, segue-se ainda por (4.307) que

e = [(1 e [ ey—8f6<y>dy} ¥ [e - [ e sutwpay + f6<s>}

— o+ [ e ppdy — [ e foly)d
+/Oe fo(w)dy / folw)dy + fa(s)
= 9+f6<8),S€R+.

Entio, 7 satisfaz a equagdo (4.306) com 1, € L2(R™, Hj(0,1)) e n(0) =
Aplicando em (4.312), 5 = ¢ € CL(0,1) e ¥ = 6 = 0, obtém-se

l l
| (o= w)tde =~ [ lowo - ailcde, ¥ € 0,1 @314
0 0
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Como ¢, — 9, p1 — g1 € L*(0,1) e vale (4.314), segue que ¢, € H'(0,1). Portanto, ¢ €
H?(0,1). Além disso, pela defini¢io de solugio fraca

k(ps + 1) = p1p — g1 em L*(0,1).

e ainda, lembrando que g1 = p1(f1 + f2) e ® = ¢ — f1, tem-se
k 2
o — p—(g@x + ), = foem L*(0,1).
1

Entdo, ¢ € H*(0,1) N H(0,1) e satisfaz (4.302).

-~ o~ ~ 1 [t
Aplicando em (4.312) ¢ = (, ondeC:v—j/ (drcom ¢ € H'(0,l)e g =0 =0,
0

tem-se

l _ _ _ = ! _
/ (e + )+ p2C + bl + 06,C) dor = / g:(da. (4.315)
0 0

~ 1 [
Substituindo ¢ = { — 7 / ((x)dzx, obtém-se
0

[revo(c- [car)as [ p(c-1 [ car)a
+/Olb¢x<g—%/Olgdx)xdx+/olaem(g—%/Olgdx>
:/Olg2(g—%/olCda;)d:I;.

Assim,

/O ' + )G — /0 lk(@ﬁ?ﬂ)dﬂ?(% /0 | Cdx) " /0 patCe — /O lpzwd:c(% /0 | <dx)
+/Ol 50$Edm—/0l 5«9mdx(% /Ol gda:> +/Ol b%de—/ol b@bxdx(% /Ol Cdx)z
:/Ongde—/OZQQdIG/OICdx).

1 [
Usando o fato de que ¢, 0 € H\(0,1), 1,90 € HL(0,1) e (7/ (dx) = 0, tem-se que
0 z

l l
/ Y Coda = —% / k(s + 1) 4 potb + 00, — ga)ldx, ¥C¢ € H(0,1). (4.316)
0 0
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Como Y, (path + 60, + k(p, + V) — g2) € L?(0,1) e vale (4.316) em particular para todo
¢ € C}(0,1), entdo v, € H'(0,1). Logo, ¢ € H?(0,1) e ainda

byy = potb + 60, + k0, + 1) — go em L*(0,1). (4.317)

Lembrando a expressdo de g, em (4.311), e que ¥ = ¢ — f3, obtém-se

k

s

b J
U — —tpy + — (02 + ) + —0, = fu.
P2 P2
Portanto, ¢ € H?(0,1) N H}(0,1) e satisfaz (4.309). Além disso, de (4.317) vem que
Ga = patp + 00, + k(o + 1) — biby, em L*(0,1), (4.318)

e substituindo (4.318) em (4.316), obtém-se

l l
[ et = = [ er 00+t 88 = (o 80, + o+ ) = ) el

- /0 b T = / b, G

0

Integrando por partes, obtemos

l _ . l _
/ b, dr = —b[Ceha ]l + / b, dx.
0 0

Logo
—b[Cthuly = 0= —b[a(1)C(1) — ¥2(0)C(0)] = 0, V¢ € C'[0, 1]

Como ¢ € C*[0,1], tome ((0) = 0e ((I) = 1, entdo 1), (I) = 0, agora tome ((I) = 0e {(0) = 1,
entdo 1, (0) = 0. Deste modo, v, € H;(0,1). Portanto, v satisfaz (4.304).
Aplicando em (4.312), f=cc HY 0,l)e p = 1; = 0 vem que

l l
/ (pgez T %exem) do = / gseda. (4.319)
0 0

1

Lembrando que g3 = p36 — 3

by + 0 en = (1 —e )0+ ¢, (s), obtém-se

[ (e’ l
/0 ( / g<s>nx<s>ds> ed = —B / (pal) + 816 — pofs — O fun) Eda, Ve € HY(0,1).
(4.320)

Como / g(s)n.(s)ds e p3 + 0y, — p3fs — 0fz. € L?(0,1) e vale (4.320), segue que
0



144

/ g(s)n.(s)ds € H'(0,1). Portanto, / g(s)n(s)ds € H*(0,1). E ainda,
0 0

% / 0(5)0ma(5)ds = psf + 516y — pafs — 8 fse em L2(0, 1)
0

Lembrando que ¥ = ¢ — f3, tem-se

1 (o.9)

)
- — ez (8)ds + —W, = f5 em L?(0,1).
B s 9(8)aa(s) p fs (0,7)

Entdo, 6 e 7 satisfazem (4.305).
Portanto, fica provado que existe um dnico U = (o, ®,v, ¥ 0. n)T € D(A};) tal que

U—-An U =F.

(i) No item (ii) mostramos que o operador A;; € dissipativo e no item (iii) mostramos que [ — A1,

¢ sobrejetor. Como H1; € um espago de Hilbert e, portanto, reflexivo, segue do Teorema 3.18

que D(Ay1) = His. O

4.12 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM LEI TERMICA DE FOURIER E DUAS TEMPERATURAS

4.12.1 Deducao do Sistema de Timoshenko com Lei Térmica de Fourier e Duas Tempera-

turas

Nesta secdo estudaremos um sistema termoelastico de Timoshenko com duas tempe-
raturas, ou seja, dois acoplamentos térmicos, sendo um no momento fletor e outro na forca de
cisalhamento. Observamos que, até o momento, foram estudados sistemas termoeldsticos de
Timoshenko constituidos de apenas uma variavel retratando a temperatura, conforme as secoes
4.9,4.10e4.11, onde o termo que exprime a temperatura € acoplado apenas no momento fletor.
Nesta secdo, ndo teremos apenas um termo representando a variacdo de temperatura como em
(4.200), mas sim duas varidveis com respeito a temperatura. Além disso, como usaremos a
Lei de Fourier para o fluxo de calor em ambas temperaturas, entio o sistema apresentado nessa
secdo generaliza o problema estudado na Se¢do 4.9 em um certo sentido.

Iniciamos considerando as seguintes equacdes constitutivas
S=k(ps+¥)+mb e M=, + 9, (4.321)

onde m, d sdo constantes de acoplamento térmico e 6, ) representam variagoes da temperatura.
Ressaltamos que as Leis Térmicas de Tensdo-Deformacado para momento fletor M sdo dadas
[33, 18] e para a forca de cisalhamento S sdo apresentadas em Almeida Junior et al. [2]. Em

outras palavras, temos um acoplamento térmico no momento fletor representado pela varidvel
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1) e outro na for¢a do cisalhamento representado pela varidvel 6.

Substituindo (4.321) em (4.199), obtemos o seguinte sistema de equacdes

{ prou — k(pa + )e + mby =0, (4.322)

o qual possui duas equagdes e quatro fun¢des incognitas. Logo, precisamos de equagdes com
respeito as varidveis 6 e ¥ que representem a conducgdo de calor na viga. Procedendo de forma

semelhante a Secdo 4.9, consideramos as equacoes

0 — easzv z o) =0,
{ P30 — cobze +mM(0r + Vr)s (4.323)

P419t - Clﬁxx + 5¢xt = 07

as quais representam equacdes do calor nas varidveis 6 e ¥ sob a Lei de Fourier, assim como
obtido em (4.42) no caso da equacdo da onda e em (4.204) no caso do sistema termoeldstico de
Timoshenko. Aqui, ¢y, c; > 0 representam constantes de condutividade térmica e ps, py > 0
sdo constantes que dependem do material da viga. Portanto, de (4.322) e (4.323) obtemos o

seguinte sistema termoeldstico de Timoshenko com duas temperaturas

P11 — k(@ + 1)y +mb, = 0,

pather — biay + k(9 + ) — mb + 60, = 0,
P30y — coblyz + m(pz + Vs)r = 0,

paV; — C105 + 0y = 0.

(4.324)

A estabilidade do sistema (4.324) tem sido objeto de estudos recentes do autores em [3] nos
casos em que ¥ = 0 e ¥ # 0. O sistema (4.324) serd estudado no dominio (0,7) x (0, 00) com
condi¢des de fronteira mista, sendo que ¢ e ¥/ possuem condicdes de fronteira de Dirichlet e as

funcdes 1) e 6 possuem condi¢des de fronteira de Neumann, isto é,
o(x,t) =Y, (z,t) = 0,(x, t) = 0(x,t) =0, x € {0,1}, t > 0. (4.325)

No que diz respeito as condicdes iniciais, quando ¢t = 0, as fungdes ¢, ¢, ¥, Uy, 0 € ¥ sdo

conhecidas, sendo denotadas por

90(1‘70) = 900(33)7 th(ZE,O) = 901(x)7 77/)(1‘, O) = 77/)0(1‘), wt(:E?O) = ¢1($),
0(x,0) = Oo(x), Ix,0) =o(x), =z € (0,1). (4.326)

A seguir, mostraremos a existéncia e unicidade de solugdo para o PVIF (4.324)-(4.326).
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4.12.2 Existéncia e Unicidade

Consideremos o seguinte PVIF

prow — k(op + 1)y +mb, =0 em (0,1) x (0,00),
p30; — 0Bz + M + 0y) =0 em (0,1) x (0,00), '
psly — 1V + 0y =0 em (0,0) x (0,00),
¢<I70) = ()00<x)7 g&t(l’, O) = <P1<x>> w(x70) = wO(x)7 wt<x7 0) = wl('r)a (4 328)
0(x,0) = Oy(x), ¥ (z,0) =o(z), x € (0,1), '

{ 0(0,1) = p(1,t) = 1,(0,8) = ¥ (I,t) = 0,(0,) = 0,(,£) = 0, 4329)
¥(0,t) =¥(l,t) =0, t > 0.

Serd mostrado que o problema (4.327)-(4.329) possui uma unica solucao utilizando
teoria de semigrupos lineares. Para isso, considere ® = ;, U =1, e U = (p, P, 9, ¥, 0,9)T.

Assim,

)

k m
P1 P1
U
ﬁwm _ ﬁ(%; + 1) + Eg _ iﬁx = ApU (4.330)
P2 ‘ P2 m P2 P2
P3 P3 5
- P4 4

U(O) = (9007 ¥1, w()a wla 607 19[))T = Uo.
Deste modo, € possivel escrever o problema (4.327)-(4.329) no seguinte problema de Cauchy
abstrato

U =AU, t>0
{ bR ’ (4.331)

U(0) = U,

onde Aj5 é definido em (4.330). Para contemplar a condi¢do de fronteira (4.329), defini-se os

seguintes espagos de Hilbert:
Hio = Hy(0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L*(0,1) x L%(0,1) x L*(0,1),

com produto interno e norma dados por

A

(U.U)rry = pr(®, @) + pa(V, T) + p3(8,0) + pa(9,0) + k(s + ¥, Gy + ) + b(thy, 1)
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1U N30, = pill @5 + 2l W15 + psl1615 + pall 2115 + Kl (@ + )15 + bllvell:,

para todos U = (o, ®, ¢, 0, 0,9)T, U = (¢, 0,9, 0, 0,9)" € Hys.
Neste caso, o dominio do operador diferencial A, é dado por

D(Ap) ={U € Hip; 0, € HX(0,1), p,,0,9 € H*(0,1), ®,1,,0,,9 € Hy(0,1)}.

Sendo assim, tem-se o seguinte resultado enunciado no Teorema abaixo.

Teorema 4.12. (Existéncia e Unicidade) Se Uy € D(A;3), entdo o problema (4.331) possui

uma unica solucdo

U € C([0,00), D(A12)) N CH([0,00), Hiz),
dada por U (t) = 12U,

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.24, basta mostrar que o operador A;, € gerador infinitesimal
de um Cj-semigrupo de contragdes em His. Neste caso, pelo Teorema de Lumer-Phillips, é

suficiente mostrar que

) D(A12) = Hio;
(ii) Ajo é dissipativo em Hio, ou seja, Re( AU, U)yy,, < 0;
(iii) [ — Ao : D(Ay2) C Hiz — Hiz é sobrejetor.

No que segue, mostraremos os itens (ii) e (iii), o item (i) seguird como consequéncia.
(i) Seja U = (¢, ®, 9, ¥,0,9)T € D(A) e

P
k m

E P1

Y

b k
P2 c P2 m P2
P3 P3 5
e — 0.
- P4 P4 J

ApU = my_ 9

—4,
P2

Entdo, usando a defini¢do de produto interno em H;2, integrando por partes e usando as condi-
coes de froteira (4.329), obtém-se

(AU, Uy, = (ke +0)e — mby, @) + (0 — k(0r + ) + MmO — 60,, V) + b(V,, ;)
+h(Py + U, 0 + ) + (cobzx — m( Py + V), 0) + (10,2 — 0P, 0),



ou seja,

L

(AU Uy = & / (v + V)@, + D) — k / (00 +0)(®,

+m/ Hq)dx—m/fbedx
+m/ G\Ifdx—m/ Vhdx
+4 / YU, dr —§ / U, Jdx
0 0
L L
—co/ 9x9xdx—cl/ 9,9,.dx
0 0

= —collfa]l — erllall3
+m(0,V,) —m(0,¥,) +

Tomando a parte real,
Re(A1U, Uy, = —collfalls = crllda]l; <0,

Portanto, A, € dissipativo em H 5.

) ( wil‘) _b( xaq/Ja:)
+m(0, ®) — m(0,®) + 5(0, ,) — 6(0, Ty).

+ U)dx
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(iii) Dado F = (f1, f2, f3, f1, f5, f6)© € Hi2, serd mostrado que a equagdo (I — App)U = F
possui uma unica solugdo U € D(A;2). Para isso, reescrevemos U — AoU = F' em termos de

suas COIIlpOI‘lCIltCS como

Y — (D - f17
k m
o — _(9095 +¢))a¢ + _Qx = f27
P1 P1
¢ -V = f37
b k )
U — —t, + (pr + 1/’) - _9 + =10, = f4,
P2 P2 P2 P2
06— 26, + (0, + ) = fi,
P3 P3

J

P4 P4

(4.332)
(4.333)
(4.334)
(4.335)

(4.336)

(4.337)

Da equagdo (4.332) sabe-se que & = ¢ — f; e de (4.334) sabe-se que ¥ = 1) — f3. Substituindo

em (4.333), (4.335), (4.336) e (4.337), obtém-se
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(

o —f— E(%*Hb)x + 26, = fo,
pbl k & m )
V= fs— —tu+ —(pa =) — =0+ —0, = [u,
co 2, P2 P2 P2
0 — —0pe + —(pe — (f1)e +9¥ — f3) = f,
n
\ U - /)_479:1:9: + a(wz — (f3)z) = fo:
ou ainda
p1e — k(oz + ) +mb, = p1fa+ p1fi,
P2 — bbey + k(s + ) — mb + 69, = pafa+ p2fs,
p30 — coblue + mlpe + ) = p3fs + m((f1)z + f3),
paV — 1V + 0% = pafo + 6(f3)a-
Definindo
g1 = p1(fi + f2) € L*(0,1),
g2 := p2(fs + f1) € LZ(0,1),
g3 = psfs +m((f1)e + f3) € L¥(0,1),
g1:= pa((fa)e + f5) € L*(0,1), (4.338)
tem-se
pre = k(pz + ¥)o + mb. = g1, (4.339)
P2 — bibey + k(s + ) —mb + S, = go, (4.340)
p30 — coblur + mlps + ) = g3, (4.341)
paV — 102z + 00z = ga. (4.342)

Afirmacdo: Existe uma tnica solug¢ao
(0,9, 0,9) € Hip := Hy(0,1) x H(0,1) x H(0,1) x Hy(0,1)

satisfazendo o seguinte problema variacional

L —_— — —_— == _ —_— —
| (0674 0200+ R+ ) 0) + b+t + pa9D = 695, = mb(F+ 0)

= _ = _ ! J— —_ = =
Sl + 0T+ 00,0 + b+ 0D ) ds = [ (97 + 920+ 00 + 0.7 o
0
(4.343)

para todo (3,1, 6,0) € H/,. Para isso, serd utilizado o teorema de Lax-Milgram, entdo consi-

dere a seguinte forma sesquilinear
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a(., ) : 1/2 X 1/2 —> (C,

dada por

~ o~ o~ L — =
a(((pﬂvb?e?ﬁ)? (@7¢70719>) - /0 <p1§06+p2¢¢+k(§0w +¢)(§5m +w) +bwr¢x

40300 + pgd) — 899, — mB(By + D)

Observe que a € continua e coerciva, de fato, utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e

de Poincaré, tem-se

la((,4,0,9),(Z, 0,0, < pillleallal@allz + Ellsll2Bellz + Klla]l2/15: 12
k| pallalltbellz + PRl |2l |2 + Poallvell2l¥e ]2
bl |2l el + 2|0 ll2llve 12 + collOall2]|6s ]2
120316, 1216z 12 + L[|z 162l + pal? ([0 12| De 2
Hm |0 |21 Zall2 + 0L T |2l + mlll @z ll2]|02 12
H0 || [l2l|Fall2 + e [9all2192 12 + 1 @all2ll 9212
19zl Ballz + 162121192 ll2 + 192121162112

< Cll@allz + 1Wallz + 16212 + 1192]12)
(IBsll2 + Pall2 + 8all2 + 192 12)
Cli(, 1, 0,9) |12, (B, 9, 0,9) 3,

onde C := max{1l, py[*> + k, pal?, co + p3l?, c1 + pal?, kL + b,10, ml, I>m}.
Note que

a((0,%,0,9),(0,4,0,9)) = pillells + kllws + I3 + pall 13 + 0llvall3 + psl0l13
+03[10112 + pall9II + collOal3 + erll9a]2 — 0(9, )
+6(9, %) — m(0, pp + ) +m(0, o, + ). (4.344)
Tomando a parte real em (4.344), usando a Desigualdade Triangular Inversa e o Lema 2.42,

tem-se



151

Re(a((¢,1,0), (¢, 0,0) = pillellz + klloa + 213 + pallw ]l + 0llvalls + psll6l3
+eollfallz + pall9II2 + eall a3

Ellos + 13-+ pall ol + bl 3+ colls 3+ e .15

8 (Sllos + 13+ 21018 + Gl + D613 + 10.12)
CBllps + 13 + S+ Sl + 816213 + 819212
Clllge -+ -+ [l + Il + 1Bl + 102

Clllgull + ol + 1l + 102

Clplng + 9l + 100z + 191)°

= Clltpw0.0)

onde(]:min{E P2 é “ ﬂ}

v

AVARRAVARN AV

8 878 8’8
Agora definamos

¢:Hi, — C
l — — —
F00.0) s E009) = [ (97 + 00+ 908+ 909) do.
0
Observe que ¢ € antilinear e limitada. De fato, é facil ver que ¢ € antilinear, agora observe que

pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Poincaré, tem-se

< Algill2ll@ll2 + [lgall2ll¥ll2 + llgsll=(l0]]2 + lgall2ll?]]2
< Cl@allz + [Yall2 + 10z]l2 + 192]12)

= CUI BNy + 190z + 1812 + (1911172
Cll(@,%,0,9) Iz,

onde C' = [ max {||gi||2}- Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um dnico (¢, ¥, 8,9) € HY,,

tal que
a<<807 ¢7 07 19)7 (&7 /l/)’ 87 ?9)) - qb(gb/? 1/}7 97 19)7 v(S’b{7 ¢7 97 19) E IH1/27

ou seja, (p, 1, 0,1) € HY, é atnica solugdo de (4.343), como desejado. Seja (¢, v, 0,19) € HY,
a solugo de (4.343). Tomando ® = ¢ — f; € H}(0,L) e
U =1 — f3 € H}(0, L), entdo as equagdes (4.332) e (4.334) sdo satisfeitas.

Aplicando em (4.343) 3 = ¢ € C2(0,1),e ) = 6 = 9 = 0, tem-se

P 1 [t _
/ 0 Cpdr = _E/ (prp +mb, — kb, — g1)Cdz, V¢ € Cy(0,1). (4.345)
0 0
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Como ¢, p1p + mb, — ki, — g1 € L?(0,1) e vale (4.345), entdo o, € H'(0,1). Logo,
¢ € H*(0,1), com

k@xax = 1Y — k¢a) + mem — g1 em LQ(Ov l)

De (4.338), e lembrando que ® = ¢ — f;, tem-se
k m )
D — —(pp + ) + —0, = foem L*(0,1).
P1 P1

Portanto, p € H*(0,1) N Hy(0,1) satisfaz (4.333).
-~ o~ ~ 1 [
Aplicando em (4.343) ¢ = (,onde { = ( — 7/ ((x)dx com ¢ € H'(0,1) e
0

p=0=p=0,tem-se

l

l _ _ = _ = ==
[ (koe+ 002+ g 0.8 00, — bl do = [ gultn. @340
0 0

~ 1 [
Substituindo ¢ = { — 7 / ((x)dzx, obtém-se
0

[ o [onfe 1 [ )
[l ) [l )
[t
N Ny A

Assim,

/0 k(s + ) — /0 | (%+¢>dx(1 / Cdx) - / patCe /O le@Mfﬂ(% /0 lcdx)
— /Oléﬁzxdx—/oléﬁdx<% /Olgda:)er/O bwwzwdx+/ wadx(l/ (dm)x
_ /OlmQde+/01m9(%/ol§dx)dx
/OIQQZd:L‘ — /Olggdx(% /Ol Cdx)
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1/
Usando o fato de que p € H}(0,1), v, 92,0 € H(0,1) e (7/ g(az)da:) = 0, tem-se que
0

xT

l l
/ eCodr = —%/ (k(pz + ) + p2tp — mb + 60, — g2){dw, V¢ € HY(0,1).  (4.347)
0 0

Como vy, (pat0 — mb + 09, + k(p. + V) — g2) € L*(0,1) e vale (4.347) em particular para
todo ¢ € CL(0,1), entdo v, € H'(0,1). Logo, 1 € H*(0,1) e ainda

Due = Pt + k(e + 1) — mb + 09, — go em L*(0,1) (4.348)

Lembrando a expressdo de g, em (4.338), e que ¥ = ) — f3, obtém-se

b k 0
P2 P2 P2 P2
Portanto, ¢ € H?(0,1) satisfaz (4.342).
Além disso, de (4.348) vem que
g2 = p2b + k(i + ¥) + mb + 69, — iy, (4.349)

substituindo (4.349) em (4.347), obtém-se

l l
/0 Vo Codr = —% /0 (k(tpx + 1) + potb + mb + 69, — (pot + k(g + 1)

—mb + o, — b@bm))de

Deste modo,

b / Gl = / bl

Integrando por partes, tem-se
I 3 I
[ bt = bty + [ bo.d
0 0
Logo
—b[Cthuly = 0= =B (1)C(1) — ¢2(0)C(0)] = 0, V¢ € C'[0, 1]
Como ¢ € C*[0,1], tome ((0) = 0e ((I) = 1, entdo 1, (I) = 0, agoratome (I) = 0e {(0) = 1,
entdo 1, (0) = 0. Deste modo, v, € H;(0,1). Portanto, v satisfaz (4.335).

~ _ 1 [
Aplicando em (4.343) 6 = 17, de modo que 7 = n — 7/ ndx comn € H'(0,1) e
0
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=1 =1 =0, tem-se

! !
/ (coﬁxﬁx + p30n + m(p + 1/1)77'> dr = / gzndz. (4.350)
0 0

1
Aplicando 7 = (n -3 fol ndx) em (4.350), obtém-se

l 1 l 1 l
/ coly (77 — f/ nd:x) + p3b (77 — 7/ ndm)
0 0 T 0
1 [
+m(py + ) (n ~7 /0 ndw) dx

! 1 [
:/ gg(n——/ ndx)d:c.
0 L Jo

I 1 1 [ ! L [
/COQxﬁIdx—/ 006w<7/ ndx) +/ pgé’ﬁdx—/ 6’(7/ ndx)
0 0 0 . 0 0 0
1 1 1 [
+/ m(gox+w)ﬁdx—/ m(pz + 1) (7/ ndx)d:z:
0 0 0
! ! 1 [
=/ gsﬁdl“—/ gg(-/ ndw)dl’,
0 0 L Jo

usando o fato de que p € HL(0,1), ¥,0 € H!(0,1) e g3 € L?(0,1), tem-se

Assim

! 1 /!
/ 0, Tdx = _c_/ (ps + m, +map — g3)idx, Vi € H(0,1). (4.351)
0 0 Jo

Como 0, € p36 + my, + mip — g5 € L*(0,1) e vale (4.351), entdo pela defini¢io de derivada
fraca vem que 6, € H'(0,1). Logo, € H?*(0,1), e ainda

colzz = p36 + mip + mep, — g3 em L*(0,1) (4.352)

Lembrando g3 = p3fs + m((f1): + f3) e que ¥ = ¢ — f3, tem-se

90+ (@, +0) = f.
P3 P3

0 —

Portanto, § € H?(0, 1) satisfaz a equagdo (4.341).
De (4.352) vem que

g3 = p30 + mi +mp, — ol (4.353)
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Substituindo (4.353) em (4.351), vem que
! 1/
/ 0, zdx = —C—/ <p30 + mp, + m — (p3f + my + me, — c@xx))ﬁda:
0 0Jo

! !
= co/ 0. Nedx = —/ col.1n,dz.
0 0

Integrando por partes, tem-se

! l
co/ 0, Tpdx = —co[Qw(x)n(x)]é —|—/ colyzndr. (4.354)
0 0

Deste modo,
—co[7(2)02(2)]h = 0 = —co[0.(1)7(1) — 02(0)77(0)] = 0.

Como 1 € C'[0,1], tome 7j(0) = 0 e 7j(I) = 1. Logo 6,.(I) = 0, agora tome 7j(1) = 0 e 77(0) = 1,
entdo 0,(0) = 0. Deste modo, 6, € H}(0,1), satisfazendo (4.336).
Finalmente aplicando em (4.343), 9 = 7 € H'(0,]) e $ = § = ¢ = 0, tem-se

I 1

/ D Tpdr = o (61 + ps) — g4)7dx, Y7 € HY(0,1). (4.355)
0 1 Jo

Como ¥, 6, + ps) — g4 € L?(0,1) e vale (4.355), entdo ¥, € H*(0,1). Logo ¥ € H?*(0,1), e

ainda pela solucdo de derivada fraca, tem-se
104z = 6y + pgt) — g4 em L*(0,1).
Lembrando da defini¢ao de g, em (4.338),, obtém-se
C1 ) 2
U — —Vp + —V, = foem L=(0,1).
P4 P4

Portanto, ¥ € H?*(0,1) N Hy(0,1) satisfazendo a equagdo (4.337). Isto mostra que existe um
tnico U = (¢, ®,9,V,0,9) € D(A;s), tal que (I — Ay2)U = F.

(i) Mostramos que o operador A5 € dissipativo e que I — A;, é sobrejetor. Como Hiy €
um espacgo de Hilbert, entdo pelo Teorema 2.27 H,, € reflexivo. Logo, pelo Teorema 3.18

D<A12) — H12. D

4.13 BoA COLOCACAO

Para encerrar este capitulo, vamos concluir que todos os sistemas abordados nas se-
coes 4.1 - 4.12 sdo bem postos segundo Hadamard, ou seja, temos existéncia e unicidade de
solucdo, bem como dependéncia continua dos dados inciais (ver, por exemplo, Defini¢do 1.2.1

em [29]). Mais precisamente, isso seguird do fato que todos os problemas sao lineares e podem
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ser reescritos no seguinte problema abstrato de primeira ordem

— AU, t
{Ut U, >0, (4.356)

U(0) = U,

Assim sendo, como mostrado em todos os casos, se Uy € D(A), entdo (4.356) possui solugdo
Ginica via teoria de semigrupos lineares, a qual é dada por U (t) = e*Uy, t > 0, onde {e4};>0
¢ um C-semigrupo de contra¢des com gerador infinitesimal A : D(A) : H — H. Logo, resta
mostrar apenas que a solucido depende continuamente dos dados inciais, cuja prova serd feita
seguir como uma consequéncia imediata do Teorema de Hille-Yosida.

Com efeito, consideremos U(t) = eUy e V(t) = eV, solugdes de (4.356) com
dados iniciais Uy e Vy em D(A), respectivamente. Entdo, pelo Teorema de Hille-Yosida (ver

Teorema 3.9) existem constantes positivas C', w tais que
4]y < Ce™, Wt 0.
Consequentemente,

e (Uo — Vo)l
< e zaollUo — Vol
< CGWtHU()—VE)HH, Vit> O,

1U(#) = V(#)ll

o que prova a dependéncia continua de solu¢do com respeito aos dados iniciais.



157

CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solug¢do para problemas que mo-
delam diversos fendmenos fisicos usando a Teoria de Semigrupos Lineares. Alguns destes
problemas encontrados na literatura ndo surgem de forma que consigamos, a priori, aplicar
a Teoria de Semigrupos Lineares diretamente. Deste modo, em alguns problemas foram feitas
consideracgdes fisicas e introduzidas novas varidveis com modifica¢des especificas em cada caso
a fim de chegarmos a sistemas autdnomos passiveis de aplicar a Teoria de Semigrupos Lineares.

Mediante aos resultados apresentados no Capitulo 4, no que concerne a existéncia e
unicidade de solugdo para problemas de valores inciais e de fronteira, concluimos que a Teoria
de Semigrupos Lineares € bastante eficaz e abrangente na resolucdo de problemas lineares em
equagoes diferenciais, uma vez que foram abordados diversos problemas com caracteristicas
distintas e foram apresentadas, em cada caso, as ferramentas necessdrias para a resolucdo dos
problemas.

Além disso, para problemas lineares como os abordados no Capitulo 4, vé-se que a
Teoria de Semigrupos Lineares € bem dinamica, ao passo que outros métodos como o método de
Faedo-Galerkin e o0 método do Ponto Fixo podem exigir mais esforco e trabalho para resolver o
mesmo problema. No entanto, tais métodos podem ser mais eficazes na resolucio de problemas

nao lineares.
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