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RESUMEN

En la presente tesis se realiz6 una revision de los principales modelos que ofrecen una
explicacién convincente acerca del fendmeno de la Energia Oscura responsable de generar una
expansion celerada en un universo del tipo Friedmann-Robertson-Walker. En primer lugar, se
reviso el modelo de la constante cosmoldgica. En segundo lugar, se exploraron los modelos que
describen la Energia Oscura por medio de campos escalares dindimicos como el campo de la
Quinta Esencia y el campo Fantasma. En tercer lugar, se revisaron los modelos que surgen a
partir de la teorfa de Cuerdas como lo son el campo Taquionel, el gas de Chaplygin, el campo
de la K-esencia y el campo Dilaton. Ademas, se determind que en los modelos de campos, a
pesar de los grandes aportes que ofrecen a la compresion de nuestro universo, actualmente no
existe ninguna medicion experimental que demuestre que tales campos sean el verdadero origen
de la Energia Oscura. Por lo tanto, ellos solamente representan un buen intento realizado en el
campo de la cosmologia moderna. En contraposicion a esto, la plena coincidencia que existe
entre el modelo ADCM con la hipétesis del Big Bang, permite explicar las observaciones de la
radiacién cosmica de fondo, asi como la estructura a gran escala del universo y las observaciones
de supernovas, demostrando que el modelo ACDM es el tinico modelo vigente que arroja un

poco de claridad sobre la expansion acelerada de un universo FRW plano.

Palavras-clave: Cosmologia. Cosmologia de Cuerdas. Energia Oscura. Modelo ACDM.
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ABSTRACT

In the present thesis, a review of the main models that offer a convincing explanation
about the Dark Energy phenomenon responsible for generating an accelerated expansion in a
Friedmann-Robertson-Walker-type universe was carried out. Firstly, the model of the cosmo-
logical constant was reviewed. Secondly, the models that describe Dark Energy were explored
by means of dynamic scalar fields such as the field of the Fifth Essence and the Phantom field.
Thirdly, the models that emerge from the String Theory were reviewed such as the Tachyons
field, the Chaplygin gas, the K-essence field and the Dilaton field. In addition, it was determined
that the field models, despite the great contributions that they offer to the compression of our
universe, currently do not exist any experimental measurement that demonstrates that such fields
are the true origin of Dark Energy. Therefore, they only represent a good relational attempt in
the field of modern cosmology. In contrast to this, the full coincidence that exists between the
ADCM model and the Big Bang hypothesis, allows to explain the observations of the cosmic
background radiation, as well as the large-scale structure of the universe and the observations of
supernovae, making the ACDM model the only current model that throws some clarity on the

accelerated expansion of a flat FRW universe.

Keywords: Cosmology. String Cosmology. Dark energy. Model ACDM.
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1 INTRODUCCION

Actualmente, la base tedrica mds sélida que tenemos para entender la dindmica y los
procesos que ocurren en nuestro universo a grandes escalas es la Teoria de la Relatividad General
propuesta por Einstein en 1915 (JANSENN| 2013). Es una teoria cldsica de campos donde
la métrica es el ente dindmico que estd relacionada intrinsecamente con las distribuciones de

materia y energia a través de las famosas ecuaciones de campo de Einstein.

A partir de ellas se deducen las llamadas ecuaciones de Friedmann, con las que se
plantea el modelo estdndar de la cosmologia moderna fundamentado en el principio cosmoldgico,
que establece que el universo a grandes escalas (100M pc) es homogéneo e isétropo (GRON;
SIGBJORN, 2007). Dicho modelo se apoya en el descubrimiento de Edwin Hubble (1929) de

que el universo no es estético, lo que constituye la evidencia observacional més sélida.

No obstante, con el advenimiento de nuevos descubrimientos en el dmbito de la cosmo-
logia se pudo demostrar que el universo actual se encuentra en una fase de expansion acelerada
tardia (COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA| 2006)). Las evidencias fueron obtenidas en el afio
1998 a partir de las observaciones de las Supernovas Tipo IA realizadas por dos grupos de
investigacion High-Z Supernova Search Team y Supernova Cosmology 18 Project (TONRY et
al., 2003).

Dentro del marco del modelo estdndar de la cosmologia, no existe ninguna distribucién
de materia y radiacion capaz de producir tal aceleracion en el universo. Este comportamiento,
carente de explicacion en dicho modelo, brinda indicios de la existencia de un componente
con caracteristicas muy peculiares al cual se le llama Energia Oscura (COPELAND; SAMI;
TSUJIKAWA, 2006). Debido a esta inconsistencia en el modelo estandar, se ha optado por buscar
una teoria mas general y/o modificada que pueda describir satisfactoriamente este fenémeno

observado, que la interpretacion de la Relatividad General de Eintein no puede explicar.

Uno de los intentos por solucionar el problema de la energia oscura fue introducir una
constante cosmoldgica en las ecuaciones de campo. De hecho, antes de que Hubble realizara
su descubrimiento, Einstein habia introducido esta constante en su modelo de universo estati-
co (GRON; SIGBJORN] 2007; COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA| [2006; JANSENN, 2013}
SANCHEZ, 2015). La introduccién de una constante cosmoldgica en las ecuaciones de Einstein

equivale a sumar una energia de vacio con un tensor de energia impulso.

En el presente trabajo me propongo explorar los principales modelos cosmoldgicos
que plantean una posible descripcidn fisica de la Energia Oscura. Para conseguirlo se elabora la
presente tesis con la siguiente estructura: en el capitulo 2 se presenta una revision de algunos
fundamentos esencialeas de Geometria Diferencial. En el capitulo 3 se presentan los fundamentos

de la teoria de la Relatividad General. En el capitulo 4 se presentan los fundamentos esenciales
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de la Cosmologia, como las posibles geometrias que presenta nuestro universo teniendo en
cuenta conceptos gemétricos y como seria la distribucion de materia, radiacion, entre otros. En
el capitulo 5 se presenta una revision bibliogréfica acerca de la evidencia fisica que sustentan
la posible existencia de la Energia Oscura, es decir, aquello que es observado. Finalmente, se
presentan los modelos mds aceptados que predicen la existencia de la Energia Oscura, lo que

concluye el presente trabajo.
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2 REVISION DE LOS FUNDAMENTOS DE LA GEOME-
TRIiA DIFERENCIAL

En este capitulo se introducen las herramientas necesarias para describir un espacio-
tiempo curvo, en particular las propiedades algebrdicas y geométricas presentadas en textos como
SCHUTZ (1980), GRON e SIGBJORN|(2007) y JANSENN]|(2013)), que resultan imprescindibles
para la comprension de la Relatividad General, asi como la Cosmologia y consecuentemente de
la Cosmologia de Cuerdas. Teorias de las cuales surgen los modelos utilizados para intentar dar

una explicacion al fendmeno de la Energia Oscura que serd abordado en capitulos posteriores.

2.1. Variedades y Tensores

2.1.1. Variedades diferenciables

De manera simple, una variedad diferenciable de dimension N > 0 es un espacio
topolégico M (que suele suponerse Hausdorff y ANII) que, para cada uno de sus puntos existe
una transformacién ¢ que mapea una parte U C MY a RN. Las coordenadas (no necesariamente
cartesianas) en RY inducen coordenadas locales x* en MV a través de la transformacién inversa
o1

En este contexto, se define como mapa a una parte del espacio U € MY equipado con

un sistema de coordenadas.

Si dos mapas U, y Uj, se solapan en una region, las transformaciones inversas ¢, Ly
0, !inducen dos sistemas de coordenadas x* y y* en los respectivos parches. En la regién donde
los parches se solapan, las transformaciones ¢, y ¢ generan sistemas de coordenadas inducidas
en el que existe un cambio de coordenadas de un sistema al otro. De este modo las distintas
versiones locales de RV de la variedad estdn pegadas de manera continua. Un conjunto de mapas

que tiene esta propiedad y ademads cubre todo la variedad es conocida como atlas, ver figura 1.

En general, no serd posible cubrir una variedad entera con solo un mapa. RY es un ejem-
plo trivial de una variedad que se puede cubrir con un solo mapa (en este caso la transformacién
¢ es la unidad). Pero es imposible cubrir, por ejemplo, la esfera bidimensional S? con un solo
mapa. Este es el famoso Problema de los Cartégrafos: no existe una proyeccion tal que la Tierra

entera aparezca en un solo mapa plano.

2.1.2. Vectores y Algebra vectorial en variedades

Supongamos que tenemos N coordenadas x’ de un punto P en el que existe un conjunto

de N funciones campos escalares y*(x'). Se dice que ella es una transformacién general de
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Figura 2.1 — Variedad M con los mapas solapados U, y U, que lo relacionan localmente con
RN y la representancion de los cambios entre coordenadas inducidas (JANSENN,
2013).

coordenadas si es invertible, esto se expresa matematicamente como

a(y' 2. )Y)

d(x!,x2,...,xN)

det [ } £ 0. 2.1)
Que sean invertibles implica que a cada punto de R" se le puede asignar un tinico valor de y*,

cuyo valor se corresponde a un tinico punto de R".

Supongamos una variedad M que sea una superficie curva definida en R>, tomando
una curva r(y*) en esta variedad se puede definir un vector tangente a esa curva en un punto

cualquiera P € M, como

ar
((P) = (55) 22
7 =(35), 2
En cada punto P de la Variedad se puede definir un espacio tangente TpM", que es isomorfo a
R" y que son distintos en cada punto de la variedad. La unién de todos los espacios tangentes de
todos los puntos P,---,Py,--- de la variedad es conocido como fibrado tangente y denotado

por TM, ver figura 2.2.
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T, (M)

Figura 2.2 - Ilustracion de una variedad, el espacio tangente formado por el conjunto de todos
los vectores en el punto P T,M y el fibrado tangente TM (JANSENN, 2013).

Los vectores de la base de un sistema de coordenadas y* en M se definen como

or

en= 3w 2.3)

estos vectores base son linealmente independientes, y el nimero de vectores base es igual al

nimero de coordenadas si es igual a la dimensién de M. Las relaciones de transformacién entre
. . [

vectores base de un sistema de coordenadas y* para un sistema de coordenadas y* vienen dadas

por

dyH
Weu.

Por tanto, para cualquier vector arbitrario v se tiene que
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! ’ . . e
donde Mﬂ = dyH" /dx* esla matriz de transformacion entre los vectores de las bases curvilineas
ey y ey repectivamente. Es fécil verificar que las componentes de los vectores se transforman

mediante la relacion

’ 8y”,
oxk
= M ﬁ vH

VI'L

y por tal motivo se los denomina vectores contravariantes. De manera andloga, se pueden definir

vectores de la base dual e¥ que actuen en los vectores de la base ey como

e'-ey=9). (2.4)

Donde &) es la delta de Kronecer, que se define por

0 si v#u

I si v=u

por ende, los vectores en esta base se expresan como w = wye¥ y por lo tanto su base y sus

componentes se transforman segun

e’ =Myet  wy=Mywy. (2.5)

A partir de las funciones de coordenadas r(y*) diferenciables y continuas se pueden definir

vectores continuos en una base genérica ey que pertenezcan a 7 p(M) como

or

B

dyH or
oy Ip
dy* or
9B oyt
dyH
ﬁe‘,.

Tales vectores son denominados vectores de campo. De todo esto, se puede definir el vector
diferencial de desplazamiento sobre una curva cualquiera como dx’ = dx“/e”/ que representa el
desplazamiento infinitesimal en la direccién u y donde dy, = d/dy* es la derivada direccional a

lo largo de una funcién de coordenadas respecto de la p-esima coordenada. Si M es una variedad
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n-dimensional, en esta se produce n derivadas direccionales linealmente independientes que se

transforman mediante

A
oy = ERE e (2.6)

lo que hace completamente védlido definir la cantidad

)

ey = W (27)

como la base coodenada de M. Existe también una estructura importante que va a ser expuesta a
continuacion. Sean dos vectores de campo v y w, haciendo el producto de estos vectores se tiene

que

w = vheywey

9 v I

dyt dyY
WD D D
dyt dyY dyt dyY

— M

=V

Haciendo ahora el producto entre w y v

wv = w'eyey

0 0
v. o u
w ay"v T
ovt o0 0 0
V__ A% [J.__
W ayY (9y“+w Y dyY oyt’

Restando estas dos expresiones se tiene que

DD R0 (0 00 D)
Y dyt dyVv W dyY dyt W dyt dyv  dyY dyH

owY oY
_ u M [TIORY
— <v T w 8y“>eV+v w' ey, ev],

donde la expresién [ey,ey] = cﬁvep es denominada estructura de coeficientes. Reescribiendo la

expresion anterior se tiene que

vow] = ey (w”) —wheu (v) tey +viwchvep. (2.8)
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Por lo tanto de la estructura de coeficientes se puede definir lo siguiente:

cﬁvep # 0 no es una base no-coordenada.
leu.ev] =

cﬁvep =0 esuna base no-coordenada.

Para el caso en el que la expresion anterior es nula, el conmutador [v,w] da como resultado

w.w] = {viw], —wiv Tey. (2.9)

Donde se utilizé wY, = dw"/dyH que es una notacién mas compacta.

2.1.2.1. Derivada Covariante.

La diferencial de longitud se puede definir mediante el producto escalar de dos vectores

diferenciales contravariante dx respectivamente,

ds* = dx-dx

donde la cantidad

dxt dxv

8ap = WW uv (2.10)

se define como métrica. Del producto escalar se puede ver que

gaﬁeﬁ = €q
8ap€
2apd; = ea-ep

.eﬁ — ea.eﬁ

Sap — €a-€p
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se puede ver que la métrica tiene dos indices libres que se transforma como

2ap = MoM]gs,, @2.11)

y actiia como una cantidad que transforma vectores y componentes contravariantes en covariantes

y viceversa.

Va = gaﬁvﬁ; w? = g“ﬁwﬁ (2.12)
y
veow = ey wpef
= V'ugpvwv5£
== gqu“Wv.

Llegados a este punto es importante profundizar acerca de las propiedades de los vectores de la
base. Primero, si definimos una base de vectores como en la ecuacién (A.20) que trasforma como
un vector contravariante, entonces se tiene que tener especial cuidado al definir los vectores de la
base dual d*. Para entender bien de lo que se estd hablando, vamos a aplicar el operador d;, a un
campo escalar cualquier ¢, que pertenece a un espacio n-dimensional en coordenadas curvilineas

x" para obtener

)
dxV d¢
Ix¥ Ayt
dxV d¢
oy dx¥
dx"

- Wav(]),

donde se puede ver que transforma como un vector covariante bajo un cambio general de
coordenadas, pero claremante las coordenadas no transforman como un vector bajo cambios
generales de coordenadas, es decir, xy no es el dual de x¥ y por lo tanto d /dy, debe ser definido

como

ot =g"va,, (2.13)

por tanto



21

9

g _ uv99

"¢ SN
uv 90Xt do.
(9x“ oyY

220 90
dyY dxt

oxM

- axvguvau(p

_axv
= o’

que trasforma como un vector contravariante. En general los vectores no transforman bien bajo
una transformacion general de coordenadas debido a la localidad de tales transformaciones.

Apliquemos este operador dy, en las componentes de un vector contravariante v¥ para obtener

ox% _ odxV
\% _
W= GwOegp
ox% dxV ox% y: 0%xY
— aav
Iyt 9yB 8 dy®dyP
= MﬁME&avﬁ +Muvﬁ8aMﬁ.

En la dltima expresion, el primer término cumple con las relaciones de transformacion
definidas para objetos covariantes y contravariantes, pero en el segundo término aparece la
derivada de la matriz de transformacion, lo que evidencia la localidad de la transformacién de
coordenadas en contraste con las transformaciones globales donde las entradas de la matriz son

constantes.

(Qué quiere decir todo esto? Nos dice que si tomamos la derivada de un campo vectorial,
estamos comparando el valor del campo en un punto p con coordenadas x*, con el valor del
campo en un punto ¢, infinitesimalmente cerca de p y con coordenadas x* + dx*. Pero debido al

caricter local del cambio de coordenadas, la matriz M tiene un valor distinto en cada punto.

Matematicamente hablando, se sabe que los vectores viven en el espacio tangente y
no en la variedad. Si queremos comparar dos vectores en puntos diferentes p y g, estamos
en realidad comparando dos objetos que viven en espacios vectoriales distintos, T,M y T,M
respectivamente. Para solucionar este problema se tiene que comparar el campo vectorial v (g)
con un vector v#(g), que vive en el mismo espacio T,M pero que trae toda la informacién
del vector v¥(p) en T,M. Al vector v (gq), se le denomina transporte paralelo de v*(p), que

matemdticamente se define por

= (p) — T}, 6x"VP, (2.14)

<
=
—~
)
~—
S
I
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donde Fﬁv‘p se le denomina como la conexion afin o simplemente la conexion y son el conjunto
de N> funciones que viven en una variedad N-dimensional de coordenadas x* que define c6mo

cambia la componente i del vector en la direccion p bajo el desplazamiento en la direccion v.

Pero, ;como se determina la conexién? Profundicemos en estos conceptos observando
cOmo cambian los vectores en coordenadas curvilineas. Vectores de la base tambien cambian.

Los vectores tangentes a la curva cambian punto a punto segtn la expresion

adv ey
oyt Oy
oY v oey
T oo g
a v
= ﬁev—i—vvrﬁvep
ovP
= (W—i_vvrﬁ\/)ep,

en la dltima igualdad, se puede ver la aparicién de la conexién de Levi-Civita, que se define

como

1 dght  ag"*  dguy
P~ kp . u
= 36 { S+ e~ e} 215)

que es la componente p de los vectores dy,vy en la base ep, y la expresion

ovP
VP = Ea +vVThy (2.16)

se define como derivada covariante. Para encontrar la relacion de transformacion de la conexion

de Levi — Civita se tiene que partir de la derivada covariante dada por

VoV? = T2V, VP

Mediante la expresion

dxt . dyY
AV’ = e M(WV )
u u 2,7
_ IOV e 9y 9
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se reescribe la expresion anterior como

dxH oy dxH dyY
YTy yB — Y_ p_ 9 Y orp v
V! +TVP = V7= S VP s 557 STV

oxtoyr , ., dxH 9%yY

rrovh = T— L — VP :
ap dy* oxp HY ox%  JxHdxP
de la que se deduce finalmente la relacién
2
I ﬁvﬁ = aﬁ%r” A oxk 1744 0%y
ap gxv dy* oxp~ HY dx® JdxMdxv
y _ oxtaxV oyt , 9%yY  Ix* IxV

Yap = GyaayBaw ™Y~ Gxion axe 9yB°

que son las relaciones de transformacién de la conexién de Levi — Civita. La derivada covariante
acttia por lo tanto como una parcial, pero suma un término de correccién, lineal en v*, debido al
transporte paralelo del vector. Podemos generalizar el concepto de derivada covariante a lo largo
de una direccién x*, a una derivada covariante a lo largo de una curva x* (‘L’) definiendo como
Vot =uPV,v*, donde ut = dx*(t)/dt es el vector tangente a la curva. Con esta expresion
podemos decir que un vector v* es transportado paralelamente a lo largo de una curva x* (1) si

uPVpvtt =0 alo largo de toda la curva.

2.1.3. Tensores Algebra tensorial en variedades

Siguiendo este esquema de sistemas de coordenadas locales y las relaciones de transfor-

macion, se puede definir que

= Los escalares y campos escalares (objetos que no poseen indices libres) y no se trasforman

bajo cambios en las coordenadas.

» Las diferenciales de los campos escalares y los vectores (objetos con un indice libre) se

transforman bajo la aplicacién de MY .

= La métrica (objetos con dos indices libres) transforma bajo la aplicaciéon de dos relaciones

de transformacion.
Dicho de otro modo,

= Un objeto de orden cero es un escalar.

= Un objeto de orden uno es un vector.
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= Un objeto de orden dos es un tensor de rango dos.

Donde estos objetos pueden ser construidos mediante el poducto directo de vectores de
un mismo plano tangente, es decir, como producto directo de vectores contravariantes 0 como
producto directo de vectores covariantes o como producto directo de vectores contravariantes

con covariantes cuyas expresiones matemdticas vienen dadas respectivamente por

T = vigvi.. .V
— V“le‘u] ®"'®V“N8”N

— ’I‘.’v‘l"'lleelle Q- Qeyy,

T = wiwy - Qwy
— w‘uleul ® e ®WuMe“M

T = vievi- - ovVeow ow, - Qwy
= ey @ - vMey @wy e Q- wy, ™
= vﬂl...V#val...WvMeul@)...@e“N@eVl®...®e"M

= Ty ey ® ey, eV - -@e"M,

donde las componentes se transforman como

TP1 PN — Mﬁ]l .. ,MﬁxTﬂl"'ﬂN’ (2.17)
TG]"'O'M :M(‘;} '..MC‘;%TV]"'VM (2.18)

y
Tol SN =M MONME! - MM T, (2.19)

los cuales se les define formalmente como tensores y pueden ser de orden (0,0), (N,0), (0,M)
0 (N M ) donde el orden de tales tensores se determina por el nimero de indices no repetidos

(libres) en la expresion. Estos tensores pueden sumarse como sigue
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A+...+B = A#l-"ﬂNeul@...@euNi...iBlil"'#Nem®...®3“N
— (A'ul""u’v:|:---:|:B'u1'"“"’)em®"'®8y,\,,

A:l: e :l:B - A'ul...‘uNe'ul ® e ®e'uN :l: T :l:Bﬂl"'uNeﬂl ® e ®e“N
== (A,ul,uN:l:.:tBlJ'lﬂN)e’l“@.@euN

AZB=A) Ve, ® ey e @ Qe
B ey @ Qe e @ 2e'™
= (AV AN B A ey, @ ey ®

®e'®---Re'™,

teniendo en cuenta que un tensor no es mas que un objeto matematico cuyo dominio son vectores.
De la suma de tensores se puede ver que es un obtjeto multilineal, que en una notacién mas

compacta y elegante se expresa como
A(vy, - avi+bwi, -, vy) = aA(vi, -+, i, V)
+bA(v]".. 9wi9' t ’vN)'
También existen algunos que cumplen

A(VI,’ L VLViel, ,VN) - _A(VI,' Vi Vi, ,VN), (2'20)

a estos tensores se los denomina tensores alternos. Esta propiedad se cumple solo para tensores

puramente contravariantes y covariantes.

En este punto es necesario definir la derivada covariante para tensores (N,0), (0,N) y

(N,M), cuyas expresiones son respectivamente

V‘u],\/l,..vN — a‘uTvl...vN —{—F'XIPTPVN + —|—F'XI}I)TVIP, (221)

V/.LTVI"'VN — a’u Tvl'”VN + Fﬁvl Tp"'VN + e + FZVNTVI"'p (2.22)
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VuTo N = Oy T gl + TR TE S 4+ + TN TS 8 (2.23)

7 . . v ...v
Por tltimo, dada una curva x” (7) en la variedad, entonces un tensor 755, s transportado

paralelo a lo largo de la curva, si

uPV, Tyl v =0, (2.24)

1-"OM

donde uP = dxP /dt es el vector tangente a la curva xP.

Mediante la derivada covariante se puede definir la divergencia de un tensor como

1

mau[ g

VTV = kv, (2.25)

2.1.4. Formas

Matematicamente, una p-forma se puede definir como

a:O‘m""upm[“l@'”@m“p]’ (2.26)

es decir, un tensor covariante multilineal y alterno, donde

1 & ;
oM ... 2o = — Z(_l)”(l)mlil RO, (2.27)
Pz

es una combinacidn lineal de bases tensoriales antisimétricas que cumple

0 si lapermutacion es par
n(i) =

1 si lapermutacién es impar.

Se define como cero O-forma es dada por un nimero puro & = ¢ o0 un campo escalar.

2.1.4.0.1. Producto Exterior

El producto de tensores antisimétricos denotado por A es conocido cominmente como

producto exterior y se define por

o' No¥ = —-o¥ Ao (2.28)

Por lo tanto, el producto entre una p-forma y una g-forma es dado por
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(D['ul ®...®mﬂp]/\a)[vl ®...®m"q] = Mm[lll@...@wﬂp(g)

p'q!
2OV ® - @l

Entonces la base p-forma se expresa a través del producto exterior como

" AN =ploM .. @ e, (2.29)

Se puede escribir una p-forma como producto exterior de un conjunto de p 1-formas mediante la

expresion
— 1 Hi Hp 2
a—aa“,,---upw ARRRWAY (LN (2.30)
que cumple que
anB=(-1)"B A e, (2.31)

y a su vez cumple con las propiedades de linealidad y asociatividad definidas por

(aa+bB)NyYy=a(aANy)+b(BAY) (2.32)

(@aAB)ANY=aAn(BAY) (2.33)

respectivamente.

2.1.4.1. Formas Antisimétricas

Cuando nos referimos a la antisimetria de las formas, nos referimos ademas a la

antisimetria respecto de sus indices, por lo tanto las componentes de una p-forma cumple que

aﬂl"'ﬂp - p!a[ﬂl"'“p]’ (2.34)

mientras que las componentes del producto cumple que

(p+9q)!
rq!

(CAB) 1yt s ttpeg = (2.35)

[ ~~-upB Hpt 17 Hp+q)*
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Gracias a esta dltima expresion se pueden escribir las componentes de un (0,2) tensor o 2-forma

como

1 1
Tww = STuv+ 5Ty
1 1 1 1
= STwt 5Tt 5T = 5T
1 1
= E(TquFTvu)JFE(Tuv_Tvu)
= Tiuy) + Ty

donde el primer término de la derecha es la parte simétrica del tensor y la segunda es la parte
antisimétrica.
2.1.4.2. p-Vectores

Con este producto exterior se puede definir también p-vectores a partir de vectores

contravariantes, dados por

A =Abey, (2.36)

que son definidos como 1-vector y a la cantidad

1
A= A ey NNy, (2.37)

se le define como p-vector, cuyas componentes son

(A - AR = prali gt gth], (2.38)

con su expresion correspondiente en el lenguaje de formas, dada por

(A" A NAP) o, = PIA], AL, - AP (2.39)

-
2.1.4.3. Contraccion

Dada una p-forma y un g-vector en un espacio n-dimensional con p > ¢, se define la

contraccion de & con A como una (p — g)-forma

Lo = ' a'ulm“pvlquAvl"'quﬂl A A@Hra, (2.40)

q'(p—q)!
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y si p = g la expresion anterior se convierte en una O-forma dada por

1
lAa = Ea’u]’upAul 'up. (2.41)

2.1.4.4. Simbolo de Levi-Civita, la deltas de Kronecker generalizada y Formas de volumen

El simbolo de Levi-Civita generalizado se define como

1 si lapermutacion es par
Ey,..v, = sign(g)e"""? = ¢ —1 si lapermutacion es impar

0 si tiene indices repetidos.

Asociemos este simbolo con una funcion escalar de componentes de una p-forma oy, ...y, =

€y,...v,- S se toma el caso de un par de 2-formas no nulas, se verifica que

oo = 818) — 878, (2.42)

en el caso de las p-formas se tiene que

OCVI...VPOCHI'"“" — evl...vps'ul.““p
Hi s I M s K [N BN M
6\/1 6\/2 U 6Vpp - 6\/2 6\/1 v avpp + 6\/2 6‘/3 5‘/1 e V;) — s

_ H1 g2 Hp
= P9, 8,0,

lo que permite definir el simbolo de p-delta como

Hifp ol ol I
8V1"'Vpp — p!é[vll 6\/22 e 5\/[:] s (2.43)
entonces el producto generalizado de componentes es
Evyy, € = SY1GY. (2.44)

De la contraccién de una p-forma de coordenadas @, con un p-vector de componentes (A)Y1"7,

se puede definir la determinante de una matriz pxp como

lAe — SlullupA'uluzpup
— HipAl2 . AM
— ey, AMAR AR

— |A].
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En general, para tensores covariantes y mixtos se tiene

‘A |: 8#1...”1)8‘/1 “.vaIlelA.u-ZVZ . ,A“pvp (2.45)
y
A |= gy, €AV AR ALY (2.46)

Con el uso de las definciones anteriores se puede definir una p-forma de volumen como

€= ey, @M AN, (2.47)

Usando la matriz de transformacién M} = dx* /dy", se puede reescribir la expresién anterior

como

1
- NN Yo
£ = p,8u1~--up‘° RRARERVAY (/1
1 / /
= Eem...ﬂpMC‘{l -~~M5},fa)"1 A NP
1 / /
= — B sV Ve Vi A A @Y
= p!8u1~-upMV1 My, 5Vi"'V;’:w N N@D'E
1 / /
_ = M agMp oviev Via... \%
— p!(c:”l...uval Mvp € pev{_,,vll)a) 1 /\ /\(D p
1 v / /
= — Vet gt VIA--A®Y
= p!gﬂ""“”g "My, My, &y @T N ANOP

1 / /
= —|M|gy O "N NOP.
p! 1 p
Aplicando las relaciones de transformacion a la métrica se tiene que

guv =My My gy, (2.48)

que en lenguaje de matrices se escribe como

g =M'gM (2.49)

g = |M'gM|
= |M"||g||M|
= |MP|g|
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donde | g |= 1 en coordenadas cartesianas. Entonces podemos escribir la forma de volumen

como

1 , ,
e= |8 ey @A A, (2.50)

donde los componentes de la p-forma de volumen son

(&)vjvy = /18 lev)y, (2.51)

2.1.4.5. Dual de Hodge

El dual de una forma & en un espacio p-dimensional se denota por *@ y no es mds que

la contraccién del € con A, es decir una (p — ¢g)-forma dada por

*0 = lAs = 'g‘ul..,'upvl.,.vpiqul”.vqa)'ul VARRRWAN G)’upfq. (2.52)

q'(p—q)!

Esta expresion es conocida como dual de Hodge, y cuando p = g, entonces

1
*x0 = Eglul...‘upAuln.'up. (2-53)

2.1.4.6. Formas Diferenciales

Una p-forma diferencial definida en un abierto U de un espacio p-dimensional es una
aplicacion que hace corresponder a cada punto Q de este espacio una forma p-lineal alternada

dada por

1
o = _'aul,...'upw/v‘l/\.../\wﬂﬁ

p:
1

— Ea“l’.”,updx(Q)ul /\./\dx(Q)“b
1

— —'a“l’...'updxul/\.../\dx:u[’.
p:

Donde se puede ver claramente que @" = dx*i y donde el producto exterior cumple las siguientes
propiedades

dx"i ndxti = —dxMindxt y  dxtiNdxPi = 0. (2.54)

Sea un mapa ¢, dado por una funcién de coordenadas x(y/) y una p-forma e, se puede deducir

una p-forma diferencial a través del cambio de variables como
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8(x1,--~,x1’)

= (foq))‘&(yl’...’yp) (dyl/\”_/\dyp),

la ultima expresion es conocida como Pull — Back de una forma diferencial.

2.1.4.7. Diferencial Exterior

Se define diferencial exterior de la p-forma diferencial a la (p + 1)-forma diferencial

dada por

1
doo = d(— oy, - u,dx" N N\dxtr)
P
1
= iAo K
= (p—i—l)!d(a“" p, )X A - Ndxtr

1 a(alil’”..up)
= dx’ Ndx"M A - Adxt.
(p+1)! o X" ANdx"P N\ - NdXTP

En el caso de una O-forma se produce la expresion correspondiente a la diferencial de una
funcién do = da/dx"dx". En otras palabras, el operador derivada exterior toma una p-forma
y la convierte en una (p + 1)-forma. Existen algunas propiedades adicionales que cumple la
derivada exterior, que son

dla+B)=da+dB y darB)=darB+(—1)’andp. (2.55)

Se puede construir una g-forma con la aplicacién susesiva de este operador sobre una p-forma
con p < ¢, si las componentes de la p-forma son funciones escalares funciones escalar de clase

C1. Por ejemplo, aplicando dos veces el operador sobre la p-forma & se tiene

d(da) = d(d(%!am,---updx“l/\--~/\dx“l’))

d( 1 a(aul’...
(p+1)! o
1 az(o‘m’"'up)

(p+2)! JdxV1dx~2

u")dxv AdxXFUN - Ndxtr)

dx"' Adx"' Adx*U N - NdxMe.
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Existen casos en los que para una p-forma @ con p > 1, existe una (p — 1)-forma B de clase C?

definida en un conjunto U con p > 2, a partir de la cual se cumple

o =dp, (2.56)

entonces se dice que esta forma es exacta. Si se le aplica el operador derivada exterior a la

expresion anterior, se tiene que

da = d(dB) =0, (2.57)

entonces se dice que es cerrada. Toda forma diferencial cerrada es exacta, el enunciado reciproco

no siempre es verdadero. Lo anterior es conocido como feorema de Poncairé.

Como en el fondo el operador diferencial exterior esta escrito en funcién del operador
du, se puede definir un operador que actue sobre el espacio dual de las p-formas diferenciales en

funcién de 9V, que se ecribe como

d'a = sgn(g)(—1)"P+* D+ x axa, (2.58)

donde * es el operador dual de Hodge definido anteriormente. Este operador es denominado
Codiferencial y si se aplica en una p-forma se obtiene una (p — 1)-forma. Si se aplica este

operador dos veces se puede ver que

di(d'a) = sdxxdxa
= xdd=*0
= xd’xa
= (d"’a
— 0,

es decir que también cumple el teorema de Poncairé. A través de este operador se pueden definir

para cualquier sistema de coordenadas otros operadores diferenciales conocidos.

Calculando el dual del 1-vector A = AVey se construye la (n — 1)-forma

Vsl
(n—1)!

que al aplicarle la derivada exterior a la expresion anterior se tiene

*x0 = 8#1#1...unAuldxu2 AR /\dx””, (2.59)



dxa = d((—|é;|)'8u1m“nA.uldx,U2 A--- /\dx“")
n— !
1
= GO (VIglAM)de Adxt A ndet

Vgl 1 i
S‘U, ’un au ( |g|14“v1 )dxﬂl /\ M /\dxu”
LRV

\/—%8111 ( \/EAMl )8'

Tomando el dual de esta expresion se tiene que

*dxQ =

[ (Viga )]
1

d'a = \/Eam(\/EA“l)* (€)

= _ﬁaﬂl (\/@Am)

= -V.A
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La expresion anterior es conocida como divergencia covariante. Operador que también permite

generalizar los operadores D’ Alambertiano y Laplaciano como

A=dd +d'd,

que se le denomina operador de Rahm que actua sobre O-formas (campos escalares) como

O = —Af
1
= —a ”vav
\/@ ll( ’g‘g f)
1
= —=(VIglg"" fiv) -

Vsl

2.1.5. Generalizacion de la conexion (Conexién de Koszul)

(2.60)

Para cualquiera dos vectores de campo x, y y uan O-forma f, el operador Nabla (V)

cumple las siguientes Propiedades

i1) Vi = VY + V7.

i.2) Vx(Yl +Y2) =V\h +V,Y.
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i3) V¥ = f-V,Y

i4) Vi(fY) = f V¥ +x(f)-Y.

Tomando un conjunto de vectores de base se define el operador Nabla como V,, o simplemente

como Vy, lo que permite calcular la conexién como

Vuev = rgvea. (261)

Para un par de vectores genéricos A = Ate, y U = UVey se puede deducir que

VvA = UVey(AYey)
= U'ey(A*)ey +U A ey (ey)
= UY(A")wey +UYA"Ty eq
= (UY(A")y+UA"TVa)ey,

donde

(VyA)y =U"(A*)., + U AFT g, (2.62)

son las componetes de un vector dado por esa operacion en una base arbitraria. De la expresion

anterior se puede definir si un vector A es transportado paralelamente a lo largo de U si

VyA = 0. (2.63)

2.1.6. Derivada covariante de Tensores y Formas

Para una O-forma & su derivada covariante es
Vxa = x(a), (2.64)

y para una uno 1-forma & = o, ®" es

Via = (Vyou)o*+o,(Vyot). (2.65)

Por otro lado la derivada de la contraccién de la 1-forma o el 1-vector A viene dada por



Vx[a(A)] = (an)A+(VxA)a
(Vxa)A = Vx[a(A)] - (VxA)a,

36

si en la expresion anterior se sutituyen los vectores y formas de base @* y eg, se tiene que

(Vl(o“)eﬁ = Vl[a)“eﬁ] — (Vlelg)(l)“
= w“rgxea
= —rgla)”ea
_ u
= _rﬁ;t’
por lo tanto
Vla)“ = —Fglwﬁ,

por tanto la derivada covariante de la 1-forma viene dada finalmente por

Vae = (Vaou)of + oy (Vyo!)

= (o) 0" — oyl o

= (o) — aTh o,

2.1.6.1. Operador de Torsion

De la ecuacion de estructura

U, V] ={U* (V") —VH(U" )} ey + UFVYCh ep,

(2.66)

(2.67)

y de las expresiones de la derivada covariante de los vectores U y V' en una base genérica dadas

por

VoV = (UA(VY)u +URV T g )ev,

VWU = (VE(U")u+VEUST) e,
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que permiten reescribir la ecuacion de estructura como

U,

VuV —VyU + (T, —T9, +Ch, ) U*VVe,

4
U, V] (VyV —WWU) = (T}, =I5, +Ch,)U*VVe,
VoV —=WU - [U,V] = —(Th, - TV, + C0, ) U*VVe,
VyV - VU - [U,V] =T, U*VVe,
VyV —VyU — [U,V] =T(UAV),
donde el operador
T(UAV)=T\U"VVep, (2.68)

es denominado operador de torsién y sus componentes (Escalar de Torsion) vienen dadas por

TPy =T, —Th, —Chy, (2.69)
que en la base coordenada se reduce a
Thy =T5, —Thy. (2.70)

2.1.7. Derivada exterior de Vectores

En la forma que se defini6 la derivada exterior paginas atrds, esta solo actuaba sobre
p-formas. Es necesario definir un concepto mas general que exponga de forma clara como se
deriva vectores. Para lograr esto partimos de un tensor mixto

T = Tyey@0P, (2.71)
que al ser multiplicado por un vector U se encuentra
T(-U) = T)ey®@wPU%yq

_ u
= Ty UPey.

Por lo tanto una p-forma vectorial se define como
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Aa=A ey @y ay, 0" @ Q0"
:A'uavln.vpe'u ® (Dvl VARRRWAN va

=Fy v, en @0V A A",

Teniendo en cuenta que

Ve = ((oc“);;t—ocﬁl“ﬁl)w“, (2.72)
se puede generalizar esta expresion a partir del producto directo entre dos tensores A y B de
rango arbitrario que al aplicarle el operador Vy se tiene

Vx (A ®B) = (VxA) KB+A® (VxB)

= VyT.

Un resultado muy importante se obtiene al aplicar la expresion anterior al tensor métrico como

Va(guvo! @ ©%) = (Vaguv) 0" @ 0¥ + guv (Vao!) @ 0¥ + guyot @ (Vo)
= (guv):0 0" ® ©" — gg,Thoo! © 0¥ — g, 5Thy 0! © @

= ((8uv)ia — &pvTho — gupThe ) 0" © 00",

donde las componentes vienen dadas por

(g)a = ((guv)a—gpvThe —gupTha) O* ®@ 0. (2.73)

Si se sustituyen las expresiones para las conexiones

1
Fﬁ(x = Egﬁl (glu;oc T 8o — gua;l) (2.74)
y
1
rea = Egﬁl (g/lv;oc + 8oy _gva;l)’ (2.75)

en la expresion para las componentes se encuentra que
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1
(g,uv)oc = ((guv);oc _g[ivigﬁ;L (g/lu;a +g/la;u _gua;/l)

1
—8up Egﬁx (g/lv;a T8y — gva;/'t)

1
= (guv);a - 55\% (glu;a +g7LOC;/J - gua;k)
1
- 56/,% (g/lv;oc +T8lav _gva;/l>
= (gLW);oc - (guv);a
=0

9

por lo tanto, para cualquier vector U se cumple que

esta expresion es denominada como Conexion Métrica. Una aplicacion simple de este resul-
tado se puede obtener del producto escalar entre dos vectores A y A que los transportaremos

paralelamente a lo largo de U mediante

Vu(A...B) = Vy(A¥By)
= (guvA"B");aU”
= ((guv);aA"B" + guv(A*BY),o)U*
= guv(A"BY),oU”
= 0,

que da cero porque el producto escalar es una constante y debe anularse bajo la derivacion.

Una vez definida la derivada covariante vamos a extender este concepto de derivar
tensores mixtos, pero para el operador derivada exterior. Un vector puro no es mds que una

O-forma vectorial y la derivada exterior de su base se define como

dley) = dy(ey)® 0"

= ngea Ro".

Aplicando la derivada exterior sobre un vector puro A se tiene que
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d(A) = d(APe,)
— e'u®av(A'u)wv+A'urﬁvea®a)v
= [(A").y +A% TGy ]ey @ ",
resultado que puede generalizarse mediante la aplicacién del operador derivada exterior al

producto exterior de dos cualesquiera p-formas y g-formas vectoriales, siendo como resultado

que

d(SAT) = d(S)AT+(—1)’SAd(T), (2.77)

si T es una O-forma vectorial o vector puro el producto exterior SA se reduce a S®.

Para el caso de las 1-formas vectoriales (A = AX ey ® a)’l) la derivada exterior nos da
que

d(A) = d(A}ey ® &™)

d(A)ey) ® 0"

d(A))ey @ 0* +AYd(ey) @ 0"

) (Ax)e\,@w’"”/\w + AT ey ® o A o*
{ —|-P A,L}ev@a)“/\a)
Iy

donde el segunndo término se anula por ser el producto de un tensor antisimétrico Fffv en o
con respecto a (L o V con un tensor simétrico A%. Por otro lado si la 1-forma vectorial A es el
resultado de aplicar la derivada exterior a una O-forma vectorial B, entonces la expresion anterior

queda como

d(d(B)) = d°B
- 3[M(AX])ev®a)“/\a)k,

que no es mds que una 2-forma vectorial que en general no cumple con el teorema de Poncairé.

De lo anterior se puede definir una conexién de forma como

dey) = Tjyeq® ot
— €a®rng“

= €a®ﬂ‘of.
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La derivada exterior del tensor métrico es

d(guv) = d(eu-ey)
= d(ey)-evt+ey-dley)
= ea®Qﬁ-ev+eu-ea®Q\O,‘
= ea-ev®0ﬁ+e“-ea®03
= gav @Y +gua ® QY
= Quu+Quy.

Si se considera un campo vectorial de vectores de base estos solo cambian de direccién mante-
niendo constante sus modulos y dngulos formado entre ellos, en este caso Qﬁ‘ se le llama forma

de rotacién y cumple que

d(guv) = 0, (2.78)

y por lo tanto

Quy = _er’ yporende Tguy=—Tgvy. (2.79)

2.1.8. Deduccion de la ecuacidn estructura de Cartan

Vamos a construir unas relaciones de conmutacién a partir de dos vectores cualquiera

U,V y la 1-forma & de la siguiente manera. Primero el conmutador [U,V] viene dado por

U.,v] = Uv-vU
= (UMVy —VHRUY ey +URVY (T, =TV )eqs

si contraemos este conmutador con & se tiene que

a([UV]) = ao[(UtV), ~VEU ey +UMVY (T, TV, )ed]
= aq ot (U*V), —VIUY ey + g 0*UFVY(T%, — TS, )eq
= o8} UMV —VEUY) + ap SLUMVYCYE,

Construyendo ahora las contracciones U(et(V)), V(a(U)) y a(U AV) se tiene las respectivas

expresiones
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U(a(V)) = Ulen(apo*(V¥ey))

= U“vaCV;M—FU”Ova;\L,

V(aU)) = Vieu(opot(UVey))

- V'quav;'u‘{_V'uavU;)i

a(UAV) = Ot;La)’l(U“e“/\Vvev)

== a“U'quev—avU“Vveu.
Tomando la derivada exterior de la dltima expresion se tiene que
= o U'VYolrey — a, UMV 0l ey

= auU"V'8)} — o, UV S}

— (a,u;v_av;u)UMVv'
El ultimo resultado se puede reproducir de
=d(a(UAV)).

Sisetomaa = P, U = ey, yV = ey ladltima expresion se reduce a

d(l)p(e'u/\ev) — e'u(a)pev)_eV((l)pe'u)_wp([elu,ev])
= 8“65 —ev5ﬁ —wPCﬁveﬁ
— P B
= 80k,
= _Cﬁv:

multiplicando este resultado por la forma base @* A @V se tiene que
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doP ey Ney)ot NoY = —Ch o AoY
doP (ey Neyo" AN@¥ +ey Ney’ Not) = —Chyot Ao
doP (8,8 +8,8)) = —Chyo"No”
1
do? = —=Ch,o* Ae”
2K
do? = —ChoM A’

Con la ayuda del tensor de torsién

P
= Ty
= ¢p®@(dof +Q)NBY),

1
ep @t NDY —ep® (ECﬁvw[“ Aol

donde las componentes vienen dadas por la ecuacion

TP = do® +0 N, (2.80)

que se denomina primera ecuacion de estructura de Cartan, que con la conexion métrica se

reduca a

do? = —0PNwY

= TP

u v

2.1.9. Derivada covariante exterior

Si se aplica la derivada exterior sobre una O-forma ¢ se tiene que

dg = du(9)e"

= eu(9)o",

donde e, = dy, es un vector de una base genérica cualquiera. Si se aplica este mismo operador a

la 1-forma & se obtiene que
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doo = d(oyot)
= d(oy) NoH + oyd(e*)
1
= oyy@' Ao! — Eauct‘aw”” Ao*
= (206['“;‘,} — OCaCSC“)a)[W /\(OM

= (da)w(o[”” Aot

La expresion anterior permite deducir la forma generica para el rotacional si se asume que las
componentes de la 1-forma (), son las componentes de un 1-vector covariante (A )y, restriccién

que conduce a la siguiente expresion

Rot(at) = xdo

1
= g‘upv(A'u’p _EABC‘EP)ev,

es decir, un operador que actua sobre una 1-forma y su resultado es un vector que vive en el
espacio dual.Por otro lado las componentes de la derivada covariante de la 1-forma & vienen

dadas por

Oy = (O‘u);v+alrﬁv, (2.81)

mientras que las componentes del tensor de torsion vienen dadas por

A _ A A A
Tunu - ruv - rvu - Cvu’ (2.82)
al invertir v por U en la primera ecuacion, restarlas y combinarlas con las componentes de la

torsion se tiene que

1 A A
Xpzv] = O]+ 50‘/1(Tunu +Ch)
A A
206[“;‘,] + OCAC”V = 206[‘“\/} — (XAT“W
- (da)vu.

En la geometria rimaniana donde T‘f”v = 0 en una base arbitraria la expresion de las componentes

se reduce a
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(da)v“ = (X[u;v]. (2.83)

Mediante un procedimiento andlogo se demuestra que las componentes de la derivada covariante

exterior para una 2-forma vienen dadas por

(da)vM = Sa[#V;l]_:Saﬁ[VCfu]

= 306““,;” + 306[3[va#],

que para la geometria rimaniana T;%v = 0 también cumple que

(da)vul = Oyy:a + Oy + O v+ (2.84)

Por lo tanto la derivada covariante exterior de una pe forma esta definida por

Do =da, (2.85)

que cuando actua sobre las componentes de una o-forma vectorial V. = V¥e,, se tiene que

— Au
= dVF+e, 0V F)vav
= eu®(dVF +Q4VH),
donde las componentes son dadas por
DV* = dv*+Q4VH. (2.86)

Cuando D actia sobre una 1-forma vectorial A = e, ® A* se tiene que

= ey @ (241, ) +A5TL Yol n o),
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donde las componentes son dadas por

DAF = (2af  +AGTE Yol n oV, (2.87)

Cuando D actida sobre las componentes de una 2-formas & = (0 /2) 0" A @V se tiene que

1
(Da) = D(Ea‘ww“ ANoY)

B A u v]
(30ty:a) + 3aﬁ[vTM])w Aot A oY

En el caso que D actda en una p-forma matricial

A = A NG

= A yveu@0 A N0 A oY),
la derivada covariante exterior vienen dada por
DA = D(ey®AyN@Y)
ey DAYy y OV N N O) N 0"

= ¢, ®(QGNAT +dAY) N @Y
= e, ® (dAYy + QG ANAY — (—1)PAY N Q) N @,

donde las componentes son dadas por

DAY = dA, + QL AAY — (—1)PAY N, (2.88)

Dada una p-forma vectorial § = e, ® S* se tiene que las componentes resultantes de DS vienen

dadas por

DS* = ds* 4+ Qb AS*. (2.89)

Con esto se puede definir el operador de torsion como una 2-forma cuya derivada covariante es

DTP = dTP+ QO ATV, (2.90)



y la primera ecuacion de estructura de Cartan se puede escribir como

Do = dof +Q) N,
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2.91)

en donde DTP = DwP y es nula si la conexion es métrica. Para el caso de una 1-forma vectorial

dada por ey, ® O 1a actuacion del operador D sobre esta estructura da como resultado

DOY = 4Oy +QhL A Q%

2.1.10. Derivada de Lie y vectores de Killing

(2.92)

Supongase una variedad M donde viven las curvas f* Y g% cuya parametrizaciones

vienen dadas por

con vectores tangentes

A:A“e“ Y B:BveV7

respectivamente. La relaciéon de conmutacidn entre estos vectores da como resultado

[A,B] = AB-BA
= Afey(BYey) —BYey (A ey)
= (AYOyB* —BYdyAM)e, +AFBY [ey ey
= (AY0yB! — B9y A* +APB'TY — AVBPTY )ey
= (A'V,B"—B"V,AM)e,
= 4B,

(2.93)

(2.94)

a esta ultima expresion se le denomina derivada de Lie y cumple las siguientes propiedades

i.1) l4f =AP dgf donde f es una O-forma definida por f = f(x%).
i.2) (y(A-B)=(y(A) -B+A ly(B).

i.3) fu(A ®B) = EU(A) ®B +A®€U(B).



48

La derivada de Lie también se puede calcular para vectores covariantes, resultado que se
deduce mediante el uso del escalar A -B = A" B,; y las primeras dos propiedades anteriormente

escritas, de lo que se encuentra primero las siguientes expresiones

ly(A-B) = (y(A)-B+A-ly(B)

combinando estas dos expresiones se tiene que

Usando la tercera propiedad y tomando A ® B = e, ® ey se encuentra que

ZU(€,u ®ev) = KU(e/,L) & ey +€,,L ®£U(€v)
— —VuUﬁeﬁ ®EV_V\/UB€/J ®eﬁ,

y para bases Contra variantes la relacion anterior es dada por
ly(ef @e”) = ly()@e’ +e @ly(e”)
= VuUﬁeﬁ ®e¥ + VvUﬁe“ ®eP,

por lo tanto las expresiones correspondientes para la derivada de Lie de tensores co, contra

variantes y mixtos vendrdn dadas por

gU(Tﬂveu®ev) = EU(T’U'\/)e'u®ev+Tuv£U(€”®ev)
= (UPVE(Tyy) + T, VuUP + T,V UP e @ 6",

(T ey ®ey) = Ly(TH)ey@ey+TH ly(ey@ey)
= (UPVR(T") — TPV, UF —TFPV,UP e, @ ey,
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ly(Ty,.v, e @ @e") = ly(Ty,..v, )" @---®e”
+ Ty, ly (e @ ®e'?)
= (UPVR(Tyy.v,) + Ty, Vi, UP +
"-+Tv1...BvaUB)eV' ®---Rer

ly(Ty,.v,e"' @---@e"?) = ly(Ty,...v,)e"' @---®e”
+ T,y ly (e @ ®e'?)
— (UPV (T By, B
TPV, UP ey, @ @ey,,.

Si se le calcula la derivada de Lie al tensor métrico se tiene que

EU(g”vel'l@ev) = gU(g”’v)e‘u®ev+g”v€l](6”®ev)
= (UPVg(guv) +8pvVuUP +2upVvUP et @e”,

usando la propiedad Vg (guv) = 0 se reduce a

ly(guvet ®e”) = (Vu(gﬁvUﬁ)+Vv(guﬁUﬁ))€“®ev
= (VWU +VyUy)et @e”.
Si existe un vector U tal que la derivada de Lie del tensor métrico sea nulo (¢ ( guvel ® e')=0),

existen simetrias respecto a esos vectores y son denominados como Vectores de Killing, con lo

cual la ecuacion anterior se reescribe como

VU VU, = 0, (2.96)

y se le denomina Ecuacion de Killing.

Se puede expresar la derivada Lie en términos de la derivada exterior

Y = (X'Y5—Y'XH)ey
= [x.Y]
= —[r.X]
= —lxY,
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siY = ey entonces

Ixey = [X'ey,ey]
(XCE, - XE)ea

en una base coordenada se reduce a

(X = Xleq, (2.97)

Las reglas de operacién de ¢ son:

i.l) (x(S+T)=Ilx(S)+x(T).

i.2) lx(fT) =T -X(f)+ fixT.

i.3) Ix(S®T) =Ix(S) T +S®x(T).
i4) Cox o oxT = aly (T) +blx (T).

La derivada de Lie de una 1-forma se puede deducir de la derivada Lie de la contraccion

o (ey) = ay que viene dada por

x(@)y = x(a)ey
= Ix(a(ey)) —a(lxey)
= Ix(oy)—og XHCh) + O‘ﬁXf”

en la base coordenada esta expresion se reduce a

x(@)y = X(a)
= Xtowyu — Xl

= tx(oy) —op[XHCh] + apxB.

Usando la relacién anterior se puede determinar la derivada de Lie de una forma base @" de la

siguiente forma
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€X(ocﬁ) = ﬁx((l)v)emu + C()v(gxe’u)
0 = KX((DV)emu + C()v(gxeu)
Ix(0Y)epy = —0[X,ey]
Ix(0V)emu = 0¥]ey.X],
que finalmente se reduce a
x(0') = oPlx}+x*cy,], (2.98)

que en una base coordenada se reduce a

x(0') = xjof. (2.99)

Por otro lado se tiene que la derivada exterior de una forma contraido con un vector es dada por

(do)X = (oyu0"A w“)XﬁeB

\%

= XP(ayp— 00",

que al sumarlo con el resultado de la derivada exterior de la contraccién del &¢(X) se tiene que

da(X) + (da)X = (opxho’ +XxPayp)0"

= (ixa)yo",

por lo tanto se puede reescribir la expresion anterior como

xa = do(X)+ (da)X
= (d - +ix-d)a(X),

que finalmente se escribe como

lx = d-ix+1ix-d, (2.100)

que es denominada como formula de H. Cartan (GRON; SIGBJORN, 2007)). Teniendo en cuenta

que d? = 0, este operador cumple que

fx-d:d-fx y [ﬁx,d] =0. (2.101)
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2.1.11. Integracién de formas y teoremas

Conocidas las propiedades de las formas diferenciales, es pertinente saber como se
integran estos objetos matematicos. Para lograr expresar esto de forma clara partamos de una
1-forma diferencial dada por & = audx*, donde x* = x*(4) y 0 < A <t es una curva que

parametriza un camino c¢, con lo que se puede escibir dicha forma como

dx*
= oy——dA,
Hda
que se reescribe como,
todxt
a = oy ——dA. 2.102
/c /0 Hax (2.102)

De la propia teoria de la formas diferenciales se sabe que una 1-forma puede ser escrita también

como & = df, donde f es una O-forma, de tal forma que si se integra esta 1-forma se obtiene

t
Jo = g
c 0
f(e(t)) = £(c(0)),
donde claramente esta integral depende del camino entre dos puntos: el de partida y el de llegada.

Asi, si el camino es cerrado, es decir, si los puntos de partida y llegada son los mismos, el

resultado anterior se reduce a

f;a - j{df
0.

Del resultado anterior se puede generalizar otro resultado importante. Supongamos que se tienen

dos 1-formas A y A’ que difieren apenas en una forma exacta d f, es decir

Al = A+df, (2.103)

si esta es integrada sobre una trayectoria cerrada c se tiene que
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fa = fa+an
= ]{AJrjédf
- %A

de lo cual se puede hacer una analogia con las transformaciones de calibre en el electromagnetis-
mo, el resultado anterior es equivalente a calibres integrales de lazos invariantes, resultado que

se denomina en fisica como Lazos de Wilson.

Se puede también escribir un resultado general para la integracion p-formas diferencia-
lesV =V, dx*' A--- ANdx!r donde V representa una funcién en una regién de frontera M,

que integrando se tiene el volumen V en M

[V = [ [Vt neon s
M M
= /'/V,ulu,,e,
M

conocido como forma de volumen y es la tnica cantidad que da una medida de un espacio

métrico, donde € cumple que

€ =1, (2.104)

es decir, que la forma de volumen puede ser expresada mediante el operador dual de Hedge como

£ =xl. (2.105)

A partir de las relaciones (A,490) y (A,498) se pueden generalizar los teoremas de Stokes y de
Gauss. Para las compenentes de una 1-forma vectorial (A)ﬁ = ae dx" . La aplicacién del operador

derivada exterior se encuentra la 2-forma dada por

dAP = 8ua€dx“ Adx¥
= (a“aé — avaﬁ)a’x“ Adx”
= (VxA)Pdx* nax’.

Integrando esta relacidn se tiene que
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/d(A)ﬁ = /(V x A)Pdx* A dxV, (2.106)
S S

donde el lado derecho de esta expresion se transforma en una integral sobre el camino cerrado

dS que en consecuencias se tiene que

7{ 4P = /(V x AP A dx
PN s

ddt = /(V X A) - adx" Ndx¥
PN s
Adl = /(VxA)-da.
S S
Partiendo de la expresion (A,180) correspondiente al dual de la 1-forma asociada al vector

A = atey, es decir,

xa = x(aydx")
*(A-A)dxY = ay*xdx’
(A-A)xdx" = oy xdx’

(A-A)dx* NdxP = aydx* AdxP.
Calculando de nuevo la derivada exterior de esta expresion se tiene que
d((A-A)dx* NdxP) = d(aydx* AdxP)

= dyodx’ ANdx* NdxP
= (V-A)dx’ Adx* NdxP

la integral de este resultado en una regién con volimen M se tiene que

?f (A-A)dxh AdxP = /(V-A)dx"/\dx”/\dxﬁ
oM M
A-da — /(V-A)dV
oM M

7{ *0 = /d*a.
oM M

Estos resultados se pueden generalizar en una sola expresion. Dada una variedad diferenciable

M de dimensién n con borde en dM, si & es una (n — 1)-f0rma, entonces se cumple que
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O = /da), (2.107)
oM M

donde d es la derivada exterior, que se define usando solamente la estructura de variedad. El

teorema es la generalizacion del teorema fundamental del cdlculo.

2.1.12. Curvatura y el tensor de Riemann

En secciones anteriores se estudiaron conceptos como la derivada covariante, la co-
nexién de Kozul y la derivada de Lie y cdmo se relacionan entre si. Mientras que la derivada
covariante dio una nocién de cémo un vector cambia localmente al ser transportado paralelamen-
te en una variedad, mientras que la derivada de Lie mostré que si yo tomo dos caminos y hago el
transporte paralelo de un vector por cada uno de ellos no necesariamente terminan en el mismo

punto. La razén por la cual sucede esto es simple, la variedad tiene curvatura.

Se puede afirmar entonces que: una variedad es curva si el transporte paralelo de un
vector a través de una curva cerrada resulta en un vector diferente al volver en el punto de salida.
De esta definicién queda claro que la curvatura de una variedad estd relacionada con la manera
en que hacemos el transporte paralelo en la variedad y por lo tanto con la conexién V que hemos

elegido.

Para dar una definicién matematica usemos el concepto de la derivada de Lie entre dos
operadores vectoriales V|, y Vy, aplicada sobre las componentes de un vector contravariante
V. En otras palabras es calcular el cambio en las componentes de un vector contravariante vA
transportado paralelamente a lo largo de dos caminos infinitesimales dx*, dx¥ definidos a partir

de dos curvas paramétricas x* y x¥ mediante la aplicacién de

Ee“ (ev)‘/l - [e‘u,ev]‘/l

= eu(evV*) —ev(euV?)
— A A A TP A TP
=VP (FPV;M o Iﬂpu;v + var/lu o Fpur)w)
+ VPR, (Thy —Thy) + V3 (T8, —Thy),

que se reescribe como

len.ev]V* — V;/[li (Fﬁv - Feu) = VP(I%W - Fﬁu;v
+VPTA(T5, —Thy)

_ (1A A A TP A TP B 14 B A
(lewsev] = Vieye, )V = Ty = Tppoy + Fovlu = Toulay = Cuvlpp — T Top)VP,

A TP A P
+ rpvrzlu o Fpur/lv)
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con lo cual

R(ey.ev) = iy — TiyTh g, (2.108)

expresion compuesta de dos partes. Una parte es proporcional a vector VP, donde el factor de
proporcionalidad RI’} uv es el tensor de Riemann. Esta parte mide la diferencia entre el transporte
paralelo de VP por una trayectoria y por otra; es por lo tanto una medida de la curvatura del

espacio encerrado en el paralelogramo (véase la figura 2.3) y que es un tensor de rango (1,3).

La segunda parte es proporcional a la derivada covariante de V* y el factor de propor-
cionalidad vafl’} p s la parte antisimétrica de la conexién y va se denomina tensor de Torsion,

que es de rango (1,2) y mide el grado en que cierra el paralelogramo de rango (1,2).

-
-
-
.
&
T

d;r"-'

dic® | de ¥

Figura 2.3 — Representacion grafica de los tensores de Riemann (R,’}uv) que medida de la

curvatura encerrada en el paralelograma y de Torsi6n (Tf v) mide hasta qué punto
el paralelograma esta cerrada (JANSENN] 2013).

En otras palabras, en general el paralelogramo infinitesimal formado por dx*, dx", dxt
y dx"' no necesariamente cierra, esto solo ocurre si se restringen las conexiones a conexiones
simétricas (una de las condiciones para la conexién de Levi-Civita), donde el tensor de torsion
es cero. En particular, si el tensor de Riemann es cero, el transporte paralelo de un vector no

depende de la trayectoria, lo que implica que la variedad es plana.

Dado el caracter tensorial de Rﬁ si el tensor de Riemann es cero en coordenadas

v
cartesianas también lo serd en cualquier otro tipo de coordenadas curvilineas, aunque las co-
nexiones no necesariamente lo sean. Definimos por lo tanto que una variedad es plana si todas
las componentes del tensor de Riemann son idénticamente cero. Por ende, una variedad tiene

curvatura si por lo menos una componente es distinta de cero.

Se puede ver que cambiando la conexién Fﬁv — fﬁv = I"ﬁv + Kﬁv donde Kﬁv es un

tensor arbitrario, el tensor de Riemann (y por lo tanto la curvatura) cambian
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R(ey.ev) = R(ey.ev) + VuKfy — VKL + Kl gKho — KlgKhip — Chy KR — TR K.

(2.109)

p

Vemos por lo tanto que una variedad que tiene curvatura con cierta conexion Tﬁv, puede ser
plana con una eleccién apropiada de una nueva conexién FZV’ y viceversa. Mediante la misma
derivada de Lie podemos calcular el conmutador sobre escalares ¢ y tensores Sﬁ::::ﬁ: en general

se tiene que

lewsev]o = eulev) —ev(end)
= Qyu— 1Hlv)u‘l);p — Qv+ rﬁv¢;p
= (G — Ouv) — (T = T0v) Biro
= _Cﬁnu(p;l) - Tp’tgv‘]);p

y para un tensor se tiene que

= Pm 6... m m ...G
{ [eu,ev] o V[ell’eV} } Sﬁ:in - Rﬁlvosllpam + o +Rﬁvo‘S§:lm

— R, SO = =R, SO

— TPl ST P — o Cf TR
+ RIS S o TG B
— T TESa o — - T ToRSh S

B o opipm B o PP
T35S, T T TVl 3, 6500

que se reduce a

P1Pm __ pP1 G-Pm Pm P10
[eu’ev]S;Ll.‘.,lm —R/.tvoS;Ll...,lm"‘"""R S

HVOOR A

— RS, SO~ —RG,, SHU
—CinTopSa o = = Cin Tops s
+ RIS S o £ O TG S
~ T o ST o T TopSe 3

B P1-Pm p P1-Prm
+ Tuvrglﬁsal..-lm ot Tuvrf{mﬁs;ti-.-c

ﬁ P1°"Pm ﬁ P1°"Pm
- CNVVﬁS}Li--%m - Tuvvﬁsxi..-xm-
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Del tensor de Curvatura de Riemann se puede ver que una forma de curvatura viene dada por

R, = ("

B u A TP A

y que usando la ecuacion de estructura de Cartan se puede reescribir como

Ry = a0y +0Qi Q! (2.111)

que es denominada Segunda Ecuacion de estructura de Cartan.

El tensor de curvatura posee algunas propiedades bastante interesantes que exploraremos
a continuacion. A partir de las componentes de la derivada covariante de un vector contravariante

(A(“;L) se puede calcular la expresion

wo u
AL, = AT

B
Baip —Aﬁrglrgp —A

ATE  +AL + (ahTl, —ABTE ). 2112)

BA AT Bp
Haciendo el célculo de Af:) 4 ¥ restandolo a la expresion anterior se tiene que

u T u
A;?Lp_A;p/I = APR

U AB TN
Bp —A CM—A T (2.113)

B B pA°

que se le denomina Identidad de Ricci y en una base coordenada se reduce a

u L 4BpH
A;M—A;p/I = A R,Bp/l' (2.114)
Combinando esta expresion con
2 1 u A p
dA = §A-Apeu®w O
1
= E(Af;m —ALJew @ 0t N,
se puede construir una 2-forma vectoral dada por
1
A = SRp Aoy @0t NP, (2.115)

Calculando la derivada exterior de la primera ecuacién de estructura de Cartan, combindndola

con la segunda ecuacion de estructura de Crtan y el teorema de Poncairé se tiene
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RoAN®wY = dTH+OQUATY, (2.116)

que por medio de la derivada covariante exterior se reduce a

RUN®Y = DTH, (2.117)

denominada Primera Identidad de Bianchi, que en geomatria de Riemann se reduce a

Rinw’ = 0, (2.118)

cuyas componentes vienen dadas por

Ry = O (2.119)

Tomando la derivada exterior de la segunda ecuacion de estructura de Cartan y combindndola

con el teorema de Poncairé se tiene

dRYy = dQi QL -Of AdO}
= R{AQL QY AR],

que se escribe usualmente como

dRy + QY AR —RYNQL = 0. (2.120)

Usando la derivada exterior covariante de una matriz de dos forma se tiene que

DR = o, (2.121)

denominada Segunda Identidad de Bianchi, cuayas componentes son

0 _
Ry = O (2.122)



Otras simetrias del tensor de curvatura son

—R

HvAp vUAp

Ruvap = Rappy-

Tomando p = v en las componentes de la primera identidad de Bianchi se tiene

Hu —
R uip = 0,
que por la antisimetria se tiene
u . pH
Rulp - Rlup
_ A
= R,
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(2.123)

(2.124)

(2.125)

tensor que tiene solo dos componentes independientes y se denomina Tensor de Ricci. Si se

contraen los dos indices de este tensor se tiene que

b _
R, = R,
que se le denomina Escalar de Ricci.

2.1.13. Geodésicas afin y métrica con conexion generalizada

(2.126)

En R las rectas son curvas muy especiales por diversas razones, la mas importante

para nuestro estudio es que ellas representan la distancia mds corta entre dos puntos Py Q,

ademads, el vector tangente es transportado paralelamente a si mismo a lo largo de la curva.

Generalicemos estos conceptos para cualquier tipo de variedades. Partiendo de la expresion del

transporte paralelo

VyU =0
UVey(Utey) =0
UY (9yU* +UPTE Yey =0,
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usando la regla de la cadena, la expresion enterior se reduce a

. u .v . _

# (1) + Tk (1) (1) =0, (2.127)
a la funcion que satisface esta ecuacion se le denomina Geodésica Afin, que son las curvas mas
rectas que se pueden definir en una variedad.

Partiendo ahora de la distancia mas corta entre dos puntos dada por

(ds)*> = dx-dx
= dxtey-dx'ey

= ey -eydx*dx’

= guvdxtdx’
= guvi* (1)1 (1)d7?,
en forma integral esta expresion se escribe como
b
s = / Vvt (T)2Y (2)d, (2.128)
a

expresion que no se altera si se toman cambios infinitesimales en

x¥ (1) ~x¥ (1) + 6xV(7) (2.129)

guv(x) ~ guv(x) + 3pguv(X)5xp(T). (2.130)

La geodésica es la curva que cumple que 8s = 0. como

s = /  Lx(2).5(1) ). (2.131)

y tiene que cumplir la ecuacion de Euler-Legrange

d s 6L oL
(5a) 5w =0 (2.152)

drt
Para simplificar los calculos, se multiplica por 2L esta ecuacién

d ;8L SL
2L ( 5x#> ~2Les =0, (2.133)



Por otro lado se tienen

§ o . 6L
s L) =25
y
5 5 . 6L
g L) =

Si se toma la derivada con respecto a T de la ultima expresion se tiene que

d & . _dLSL d SL
= o) =2=" 4ot
dt 6)'5“( ) dt Ok * dt oit’

restando a esta expresion la expresion (A.419) se tiene que

1?)-2 (17 =2

d 6 2
Oxk

dt &M

dL 6L

dt oxt
Sustituyendo L? = g, v4* ()4 (7) el la ecuacién anterior se tiene que
)

d & d 8

= 0
2 _—_— 2 —_ UV I
grom L) 5 ) = G Bu ) = G (gundx)

= 2guvi" +2g,aTh 5" 3P

dL SL d rds\ 8
aEox _ 4 (8 2 .

47 Sk dr(dr) sen V gur i (7)
A

= 2§ g%

§
- 2ue),
SurXx E

§

con lo que en definitiva se escribe la ecuacién

2guvi’ + 2gu,11“’vlvaxp = 2gw1x;L <E> ,
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(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)

donde se puede ver que la funcidn s no tiene un significado fisico en esta expresion y por lo tanto

se puede escoger una parametrizacion para esta funcidon que haga que el lado derecho de esta

ecuacion sea nulo, por ejemplo se escoge

s=s(1)=1+a,

(2.139)
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con este resultado la ecuacién (A.427) se reduce a

2guvi” + 28 Thpx %P =0, (2.140)

que se le denomina Geodésica Métrica y en general no coincide con la Geodésica Afin.



64

3 FUNDAMENTOS DE LA RELATIVIDAD GENERAL

La Teoria de la Relatividad General introducida por Einstein a principios del siglo
XX es fundamentalmente una nueva formulacién de la teoria de la gravedad newtoniana en la
que la interaccidn gravitatoria ya no es instantdnea y a distancia, sino producida por un campo
intermediario por medio del cual se propaga la fuerza gravitatoria a velocidad finita. Campo que
aparece como consecuencia de la curvatura del espacio-tiempo generado por el contenido de
materia presente. Un principio fundamental en esta teoria es el principio de equivalencia, que

establece que:

“En cada punto del espacio-tiempo en el que exista un campo gravitatorio arbitrario, es
siempre posible escoger un sistema de coordenadas localmente inercial tal que, en un entorno
suficientemente pequeiio alrededor de dicho punto, las leyes de la naturaleza toman la misma
forma que en los sistemas inerciales de la relatividad especial en ausencia de fuerzas gravitatorias”
(SANCHEZ, 2015).

Lo revolucionario de esta teoria se encuentra en la identificacion de la profunda relacién
que existe entre el campo gravitatorio y la curvatura del espacio-tiempo. Dicha curvatura es
definida mateméaticamente a través de la métrica, que como ya sabemos de su definicién en el
capitulo anterior, no es mds que un objeto matematico que describe las propiedades geométricas

del espacio.

Las bases de esta teoria son un conjunto de postulados construidos de tal forma que
las ecuaciones que describen la dindmica de los sistemas fisicos en los limites de energias y
velocidades bajas se reduzcan a sus versiones homologas en la teoria newtoniana y la Relatividad

Especial, postulados que serdn enunciados a continuacion.

3.1. Postulados

3.1.1. Primer postulado

El espacio-tiempo estd descrito por una variedad 4-dimensional M y una métrica
lorentziana g,y que vive sobre M. Espacio en el cual la curvatura estd definida por el tensor de

curvatura de Riemann

—T*

A
R pViu

A A 1B A 1B
puv — oy + Ty =T, Top (3.1)

p

donde

1
F[))LV = Egkﬁ {gﬁp;v + &Bvip _gpv;ﬁ} (3.2)
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es la conexion afin escrita en funcion de las derivadas de las componentes del tensor métrico gpy

A partir de la contraccion de g = A en la expresion de las componentes en la segunda identidad
de Bianchi se obtiene la divergencia del tensor de Ricci dada por

L I 0 _ i
Ryup:y T Ryyup + Rvpyy = Rvpiy—Rvyp + Rypyp

0,
que al realizar la contracciéon de v y y (v = ) se demuestra

Ry, —Rp+Rpy = 0. (3.3)

Expresion en la que si se considera un tensor de orden dos cuya divergencia es cero (tensor de
divergencia libre E., = 0) se demuestra

1
Eby = (R)—358YR)
_ 0,
de la que finalmente se escribe la expresion
E! = R"—15VR (3.4)
ueo L .

denominada tensor de curvatura de Einstein (GRON; SIGBJORN] 2007)).
3.1.2.  Segundo postulado

Conservacion local de la energia: Existe un tensor simétrico que es funcién de los
campos de materia ¢; y sus derivadas Tyy = Tyuv (9, 0i9j) — Tuv = Tyy, tal que

1. Ty =0 sobre U C M siy solo si ¢; = 0 para todo ¢; sobre U donde i,j = 1,2,3---
2. T =0.

3.1.3. Tercer postulado

La métrica sobre la variedad espacio-tiempo (M, g) estd dada por la ecuacion de campo
de Einstein
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1

donde R,y es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci y T),y es el tensor de energia-momento

que satisface la relacién

E#v - SEGT‘uv. (3.6)

Lo anterior pone en evidencia que las particulas no experimentan una aceleracion por fuerzas

sino que siguen trayectorias geodésicas en un espacio-tiempo curvos definidas por

¥4 rgyxﬁxy = 0. (3.7)

Expresion aplicada a particulas con masa cuyos vectores tangentes (es decir velocidades U*)
estdn normalizados (g,,wU*U" = —1), mientras que para particulas de masa nula, cuyos vectores
tangentes (K*) tienen norma nula (g, vk*k” = 0) y donde el ente que genera esta curvatura del

espacio tiempo es cualquier forma de energfa-materia (SANCHEZ, 2015).
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4 COSMOLOGIA

4.1. Modelo estandar de la cosmologia

4.1.1. Principio cosmoldgico

El principio cosmolégico establece que el espacio es isotropico y homogéneo, lo que

puede ser justificado desde el punto de vista tedrico por medio de los siguientes principios:

= Principio de razén suficiente: No hay razon para que unas direcciones espaciales sean

distintas o preferidas respecto de otras.

= Principio de Mach: la estructura del espacio estd determinada por la distribucién de materia;

si esta es homogénea e isotrdpica, asi lo serd el espacio.

Experimentalmente la observacion indica que la distribucion de materia a gran escala
es isétropa y homogénea, pero a simple vista es dificil percibir este hecho. Una explicacion para
este problema de percepcion espacial puede provenir de la relatividad general, al permitirnos
afirmar que es posible elegir un tiempo universal tal que en cada instante la materia espacial sea

la misma en todo punto y direccion.

En otras palabras se puede decir que existe entoces un S de referencia desde donde el
universo aparece isotropico y homogéneo, pero existen otras S que ocultan esta simetria. Este S
preferido que se le denomina "Sistema de acompafiamiento", es un sistema que se encuentra en
reposo en cada instante respecto a la materia en ese punto, es decir, que estd sumado al fluido
galéctico y viaja con él (JANSENN, 2013; GRON; SIGBJORN;, 2007).

4.1.2. La métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

Los conceptos que se presentan a continuacién fueron deducidos siguiendo un esquema
que combina conceptos presentados en los textos de referencia consultados en este trabajo
(ISLAM, 2001; \GRON; SIGBJORN, 2007; JANSENN), 2013)). Por tal motivo, se hace uso del
lenguaje matematico presentado en el capitulo II, que forma parte de enfoques més modernos
de la Fisica Tedrica. En este orden de ideas, se asume la signatura del elemento diferencial de

longitud (—, +,+,+) y el valor de la velocidad de la luz como ¢ = 1.

En el espacio-tiempo de Mikowski un elemento de linea en coordenadas esféricas se

expresa matamaticamente por

ds* = —dr* +dr* + r*(d6® + seno*0d¢?), 4.1)
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como se requiere las condicones de homogeneidad e isotropia se puede considerar un elemento
de linea dado por una forma més general que equipare las componentes espaciales y temporales

tal que todas las direcciones sean iguales. Esta métrica puede ser

ds* = —dt* +a*(t) (g(r)dr”® + h(r¥ )" (d6* + seno*0d ¢?)). 4.2)

Introduciendo una coordenada radial r = /h(r')r’ se tiene que

ds? = —dt* +a* (1) (A(r)dr* + r*(d6* + seno*0d 9?)). 4.3)

Esa funcién A(r) puede ser cualquier funcién. Podemos facilitar el trabajo si escogemos que

A(r) = ¢2%(")_con lo que se reescribe la expresién anterior como

ds> = —di* + (1) (¥ dr? + 2 (d6° + seno®0d¢?) ). (4.4)

Gracias al formalismo de Cartan introducimos una base ortonormal dada por

o = dt,
o = a(t)e“(r)drz,
0 = a(t)rdd
y
\ 0 = a(t)rseno6dé¢,

que al calcular la derivada exterior de esa base se encuentran las siguientes relaciones

4 ~

do' = 0,
do’ = Z(—gwf/\a)f,
do® = ;LgcofA o? + e;?t()r) o' Ao,
y
5 at) b (r) h cotgd . 0 h
\ do? = mw’/\a)¢+em N + 55 Ao?,

mediante lo cual se definen los
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( P _Of  — a(t)
Qi, = Q; = @0)[,
AN o a(t )
Qté = QfA = ma)A,
=0 = 450,
a
F b L et
Q};é — _Q; — _ea_(ix)(r)a) A’
05=-0F =~
y
o _ ¢ __ cotgb o
[ 5 Qp a()r ©

De la segunda ecuacién de estructura de Cartan

Ry = d0f + 05 A Of 4.5)

( R = %wf/\a)’:

G- ()
15 = [G0) e’

y

= [(E8) () - () Tt not,

donde i = r, 0, ¢. Como estas deben ser iguales en todas las direcciones espaciales, igualamos

los coeficientes de las dos dltimas expresiones y obtenemos la ecuacion diferencial

—20(r)
2

r [l—e

"2 | -0 (+0)

r

que tiene como solucioén

o) — 1 4.7)

V1 —kr?

con lo cual, el elemento diferencial de linea se puede reescribir como

2

2 _ 2 2
ds® = —dt +a (l‘)[m

+r*(d6* + sen*0d¢?) |, (4.8)

donde el tensor métrico viene dado por



70

—1 0 0
(1)
g= 1—kr? 0
0 0 d*(t)r? 0
0 0 0  d?*(t)r’sen’6

Para poder entender cudl es el significado de k reescalamos la ecuacion (4,8) mediante el cambio
de variables r = '/ /|K]|, encontrando entonces

drlz
1— k/,,/2

ds® = —dr* +a*(1)|k| ! [ +r%(d6? —I—senz@d(pz)] , con K =klk|™t.  (4.9)

Es evidente que el valor de k modifica la geometria de nuestro universo para los siguientes casos

—dt2+a2(r)|ky*1[lf;’fr,2+r’2(d92+sen2ed¢2)] si k £ 0
ds* =

—dt2+a2(t)[drz—i—rz(dez—i—senzed(pz)} si k= 0.

Analizando los casos posibles para k. Si tomamos k # 0, escojamos el primer caso k > 0 que por

simplicidad se tomé6 &’ = 1, con lo cual la parte espacial queda como

d /2
ds? = k[ 75

T +r'2(d92+sen29d¢2)}, con —1<r<1. (4.10)

Si se hace el cambio de variables r' = senh& la expresion (4,10) se transforma en

ds” = |k ' [dE? + sen®E (467 + sen®60d4?) . (4.11)

. .1

que es el elemento de linea de una esfera en R3 con radio k~2. Para ver esto, tal esfera debe
. . _1 . .

ser embebida en un espacio S* y tomar k~2sené como la proyeccién del radio de la esfera en

S* sobre una esfera tridimensional. Encontramos que las ecuaciones para las coordenadas de la

esfera tetradimensional son

1
k~2sen&cospsenod,

xT =
¥ = k’%senésen(])sene,
¥ o= k2 sen&cos
y
\ X o= k2 cos&,

que satisface la ligadura

(X2 + ()2 + ()2 + (M) =k (4.12)



71

Para el caso en que K < 1y se toma ahora X = —1, se encuentra que el elemento diferencial de

longitud queda como

dr'’?

2 _ -1 (102 20,142
ds’? = k| [1 s (A6 4 sen’0d )}, 4.13)
que al hacer el cambio r = senh& escribe
ds” = |k| ! [dé;z + senk?E (46> +sen29d¢2)] . (4.14)

Como la estructura del diferencial de longitud en el espacio-tiempo viene dada por

ds® = —(dx®) + (dx")? + (dx?)? + (dx*)>, (4.15)

donde se hace evidente que la ligadura para esta expresion es

—(OP+ )P+ )+ (PP =k (4.16)

que debe tener las siguientes coordenadas

(X0 = k™ 7 cosh@,
xl = k_%senhé cosQsend,
2 = k2 senh& sen send
y
L P =k > senh& cos6.

Se pueden englobar todos estos resultados en la siguiente expresion mucho mas general

dr?

2 402 2
ds® = —dit“+ (1) 2

+r2(d6? + sen29d¢2)] : 4.17)

donde

Que muestra como es la expresion del elemento diferencial de longitud cambia en cada uno de

los universos posibles dependiendo del valor escogido de k, ver figura 4.1.

Acompaiiado con las formas de curvatura
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Figura 4.1 — Geometria espacial del universo en funcion de la constante = 1 que corresponde a
un universo cerrado, = 1 a uno abierto y = 0 a uno plano (SANCHEZ, 2015).

P a{t) ¢ o L

R; = a—t)a) A @' con [ = 710,90
j a(t)2+k 5 7

Rll - (az(l) )Cl)]/\a)l con i) = 7',9,¢,

reescritas asi por medio de la expresion (4,7). Por otro lado, las componentes del tensor de

Riemann se calculan haciendo la contraccion

lR,g(ép@)eA?) = R‘V‘&B(a)é‘/\wﬁ—wﬁ/\w&)}®é7
_ gh p_sosh
= Rmﬁ(%"& — 08505,

que finalmente conduce a las expresiones



Ry = —Z<—§§,
R()f = 0
y
| Ry = g;;(%-l—Zdza(;();)rk) con i,j=r0,0.

Al realizar la contraccion

\%
lg;i\?Rﬂo = g“ R‘af/

que conduce finalmente al escalar de Ricci

2
_ (1) +k
Ey = 34

= gn|pal) @)tk
£y = gii[ Za(t) a(r) |

4.1.3. Tensor de energia-momento FRW y su relacion con el tensor de Einstein

73

(4.18)

De acuerdo con la ecuacién de Einstein la geometia del espacio-tiempo depende del

contenido de energia. Y por la relacion de energia materia su ecuacion puede ser interpretada

simplemente como

Materia — Geometria,

que por consistencias de las leyes de la Fisica este tensor debe cumplir lo siguinte

(4.19)

= En ausencia de materia el tensor Egy = 0 que ademds es evidentemente es simétrico.

= En presencia de materia E;y debe ser un tensor de materia simétrico que cumpla que

E =0.

av;0
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= La ecuacién de Einstein debe contener como caso limite a la ecuacién de Poisson (V¢ =
4nGp).

Por tanto, sin pérdida de generalidad se propone un tensor Ty, que debe contener

cualquier forma de energia excepto la gravitatoria, que puede ser expresado como

Tpy = TﬂV(Fluidos) + TﬂV(Electromagnetismo) T (4.20)

y cumple

T'a(/ = T\A,’a — T,ﬂf/ = Eﬁo. (4.21)

Se puede decir que esta simetria es la responsable de la no euclidianidad el espacio-tiempo. Por

tanto, la ecuacidon de campo de Einstein se escribe como

8nGThy = Rpy—58pvR. 4.22)

Consideramos un fluido galactico isobdrico y homogéneo con respecto al espacio de densidad
promedio p, presion Py que puede variar en el tiempo. A dicho fluido se le puede atribuir un
sistema de acompafiamiento S respecto del que la materia esté en reposo que se le asocian las

coordenadas

(0 = 1,
X = 0 (para i=1,2,3),
u® 1
y
u = 0,

\

tal que, permite definir el tensor de energia-momento FRW por

Tﬁo = (p -I—P)uﬂuf, -|-Pg[“7, (4.23)

donde se tom6 por convencion que ¢ = 1 (GRON; SIGBJORN;, 2007). Por lo tanto, de las

componentes no nulas de la ecuacién de Einstein se deducen las siguientes ecuaciones

8nGp  a*(t)+k o d()  a*()+k
T a0 y87rGP——2a(t)— 20 (4.24)

que son denominadas ecuaciones de Friedmann, de las cuales se deduce la expresion

28 - —#(p 1 3P). (4.25)
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Derivando la primera expresion de (4,24) y combindndola con (4,25) se encuentra la siguiente

expresion

p+3@(p +P)=0 (4.26)

a(t)

o ecuacién de continuidad. Al multiplicarla por a®

se encuentra la ecuacién diferencial

d d
E(pa3) +P (a®) =0, (4.27)
que asumiendo U = pa’ y V = a° se reduce a
dU + PdV = 0. (4.28)

De la primera ley de la termodindmica se sabe que la ecuacion que describe un fluido estético en
equilibrio es
TdS =dU + PdV, (4.29)

donde T es la temperatura y S la entropia del sistema. Debido a que los procesos que tiene
dS = 0 se denominan procesos adiabaticos, la ecuacién (4,27) muestra que la homogeneidad e

isotropia modelan el espacio como un fluido en expansion adiabética.

No se puede especificar el tipo de energia con la que estamos tratando ya que el tipo
de energia vendra dada por la dependencia de la presion y la densidad. Por lo tanto basta con

escoger la simple ecuaciéon de estado

Py = 0 pqs (4.30)

que premite escribir la ecuacion (4,27) como

— =3 +1)_. (4.31)

cuya solucién viene dada por

p = poa(@atl), (4.32)

donde @, es el parametro de estado. Sustituyendo esta solucion en la primera de las ecuaciones

de Friedmann y considerando un universo plano (k = 0) se encuentra la ecuacion diferencial

d<a3(a2+l)> — Bod, (4.33)
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cuya solucién viene dada por

alt) = [Bole =] ™ HO) = 5o

(4.34)

donde

Bo = [3(w +1)/2]\/87Gpy/3 (4.35)

y to son parametros constantes. Dicha solucion es vélida si @y # —1, ya que esta corresponde a
una presion py = py, que no es mds que una constante cosmoldgica. Un detalle muy importante
para discutir es como se comporta la curvatura del universo cuando se tiene la solucién (4,34),

que permite escribir

6n(2n+1)
R=——F"—-—/—-, 4.36
(f —1)? (4-36)
donde n = —2/3(@q + 1) > 0. La curvatura crece hacia el infinito a medida que ¢+ — ¢'. Esta

situacion es denominada como singularidad de “Big rip”. Es decir, la expansion del universo
alcanzard el infinito a un tiempo finito, provocando una expansion acelerada ilimitada que
superard la velocidad de la luz (ya que implica la expansion del universo mismo, no de particulas
que se mueven dentro de €l) provocando que el universo observable se encoja como consecuencia
de la imposibilidad que tienen la luz y la informacion emitida por las estrellas distantes de
“alcanzar” la expansion. A medida que el universo observable se contraiga, los objetos dejardn
de interactuar entre si a través de las fuerzas fundamentales, y finalmente, la expansion evitara
cualquier accién de fuerzas entre las particulas, incluso dentro de los dtomos, destrozando
el universo. Esto caracteriza al Big Rip como un posible fin del universo. Esta conclusion
catastrofica no es inevitable en este tipo de modelos, y se puede evitar en modelos especificos
el del Campo Fantasma con la inclusién de un potencial de corte [37]. También habria que
considerar la importancia de los efectos cudnticos, en la medida en que la curvatura del universo
se hace cada vez més grande, ya que podrian modificar fundamentalmente la estructura de la
singularidad (GRON; SIGBJORN, 2007; COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA| 2006).

Las expresiones (4,34) corroboran lo dicho anteriormente de que cada valor de @y

define el tipo de fluido perfecto, por ejemplo

= Para wy = O corresponde a un fluido perfecto con solamente densidad de materia, sin

presion y describe materia fria sin interaccion (polvo).

= @y = 1/3 corresponde a una materia muy caliente, materia relativista o radiacion.

Matemaéticamente esto se expresa como
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WIN

3

Wy = 0 con a(t)<(t—1)3 — pm < a Polvo.

Wy = con a(t)oc(t—to)% —  py o« a* Radiacién.

W=

Si sustituimos la ecuacién de estado (4,30) en la ecuacion (4,25) se obtiene

(r) 4nG

—=——(143w, ) 4.37

0 3 (14 3wq)p (4.37)
De lo que se deduce que una expansion acelerada del universo estd dominada por un fluido

perfecto con pardmetro de estado Wy, = —1/3.

Otra observacion importante se tiene de la primera expresion (4,24) que revela que para

secciones espaciales planas (k = 0) existe una densidad denominada densidad critica dada por

3H?(1)
(1) = . 4.38
pe(t) =~ (4.38)
Ecuacion que evidencia que para valores k = —1 o k = 0 se tendrd un universo abierto de-

nominado negativo o plano respectivamente. Mientras que para valores de k = 1 se tiene un
universo cerrado denominado positivo o curvo, por lo tanto el destino final del universo estd en
su curvatura, es decir que @y > —1/3. En otras palabras un universo abierto puede expandirse
indefinidamente, mientras que uno cerrado se dejard de expandir y volverd a colapsar en un Big
crunch. Mientras que para el caso limite (@, = —1/3) representa un universo dominado por un
fluido con densidad de masa gravitacional que se desvanece y cuya velocidad de expansion es

constante como el universo vacio.

Con el fin de poder realizar un estudio del universo por medio de los tipos de densidades

que lo componenen se puede reescribir la primera ecuacién de Friedman como

8nGp k
: — H2(¢)+a2(t)
81Gp k
O 01d0
p _ k
o) T EWE)

QTOl‘(ll(t) = 1+ Qk(l)a

donde Q74 (2) es el pardmetro de densidad adimensional definido en términos de la densidad
critica p.(#) que permite estudiar la posible geometria del universo en términos de la variacién

de este pardmetro, lo que conlleva a las siguientes posibilidades



78

Q7o < 1 Universo bierto. — k= +1
Qrotar =3 Qg = 1 Universoplano. — k=0
Q7o > 1 Universo cerrado. — k= —1.

Si definimos el pardmetro de densidad total como

Zaﬂa - QTotal’ (4-39)
donde
Oy =P (4.40)
Pe

representa un paraimetro de densidad adimensional parcial que permite calcular la influencia de
cada componente del fluido perfecto en la geometria del universo con respecto a la densidad
critica (GRON; SIGBJORN, 2007, |COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA| 2000).

4.1.4. Distancia y horizonte cosmoldgico

Existen varias formas de definir distancia entre dos puntos en una métrica de FRW.
En nuestro caso definiremos esta distancia sacando provecho de que la métrica tiene tiempo
cosmolégico preferido, es decir, el tiempo propio del observador comévil. Asi, se puede calcular
la distancia instantdnea o geométrica entre dos puntos cualesquiera en un tiempo ¢ constante
(ISLAM, 20015 |GRON; SIGBJORN, 2007). Sin pérdida de generalidad, se puede tomar uno de
los puntos en el origen del sistema de coordenadas de modo que el desplazamiento sea puramente

radial (dr = dO(6,¢) = 0). Esto se expresa matematicamento como

D(t) = /ds
roa(t)dr
0 V1—kr'2

- a(t)/ogdgl
= a(t)é,

donde usamos los cambios de variable

(senhé si k = —1

sené si k= 1

\
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y donde D(t) corresponde a la distancia euclidiana entre dos puntos medida dentro de las
secciones espaciales moduladas por el factor de escala, que le permiten variar al expandirse o
contraerse. Si se toma la derivada de esta distancia (D(7)) con respecto al tiempo se encuentra la

velocidad de recesion de las galaxias que vendra dada por

D(t)

- t
Viee = d_t)
alt
N a(t)D(t)’

que se puede reescribir como

Vyee = H(1)D(1), (4.41)

que es la denominada ley de Hubble, donde H es el pardmetro de Hubble que relaciona la
velocidad de receso con la distancia entre las galaxias. En tiempo presente (Hy = H(t = 1)) se

tiene

Hy = hHj, (4.42)

donde H; = 100KmS~'"Mpc—' ~ 30Kms~ ' perl.y. y h ~ 0,7 (COPELAND; SAMI; TSUJIKA!
WA 2006). El pardmetro de Hubble tiene dimensiones de 1, por lo tanto, el inverso de este

parametro es la edad del universo

= . (4.43)

que es la edad del universo que se expande a velocidad constante. La esfera de Hubble es definida
como una region esférica dentro de otra region esférica. Para una distancia mds alla de la esfera

de Hubble la velocidad de recesion excede la velocidad de la luz

C
dpys = cty = ﬁ (4.44)

Si se toma H = Hj en el presente la edad del universo de Hubble es de 14x10%yea. Cuando la
luz viaja en este universo en expansion se corre al rojo en el espectro electromagnético. Esta
luz se mueve a lo largo de geodésicas nulas, por tal motivo se cumple que ds> =0, d®; =0y
dt = —a(t)d&. Seant y ty los tiempos del emisor y del observador respectivamente, para dos

sefales de luz emitidas entre los tiempos 7, y At, se tiene que
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&
- dﬁ = ge
0
A
= Jrow, a7
de lo que se tiene
to+ Aty dt 0 dt
/ — / =0, (4.45)
e+, a(t) i, oalt)

y que se puede reescribir como

to+ Aty dt te+At, dt
/ o / L— (4.46)
o a(t) te a(t)

En la expresion (4,46) se asume que el factor de expansion es una constante con respecto a las

integrales cuando se toman los valores a(z) y a(z.). Esto conduce a la expresion

Aty At,

=0 2 (4.47)
a(to)  alt)
que se puede usar la relaciéon cAr = A para reescribir la expresion (4,47) como
1
Ao _ alto) (4.48)
Ao alt,)
Haciendo una expasion del a(z,) respecto a ty se encuentra que
Ao a(to) a(to)d(to)\ (a(to)\2 2
20 4 80y (1— )( ) fo—1,)2 + . 4.49
e T a(to) (o —te) + a*(to) / \a(to) lo—te)"+ (449
Restando 1 a ambos lados de la igualdad, renombrando a(ty)/a(ty) = Hp e introduciendo
el denominado pardmetro de aceleracién del universo go = —a(tg)d(tg) /d*(to) se obtiene la
expresion
7= (tg—t,)Ho + <1+%> (to—1,)°HZ + - -, (4.50)

donde z = - 1. Al invertir esta relacion se tiene

(to—te)H():z—(l—I—%)zz—I—m. 4.51)

Al combinar la expansion hecha para a~! () con dt = —a(t)d& se encuentra
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Q

que al combinarla con (4,51) y tomando el caso en que z > 1, se tiene

d, = Hio -1+ D). (4.52)

La expresion (4,52) es una relaciéon puramente cinematica, que es valida en general indepen-
dientemente del contenido de materia y energia del universo. Para valores ((1+4¢o/2)z < 1)
la expresion (4,52) se reduce a z = Hypd,, que permite recuperar la ley de Hubble cuando el
corrimiento al rojo es interpretado como z = v. Donde la cantidad 1 + z es la distancia radial
entre el tiempo de llegada y de emision de una sefial de luz denominada como Corrimiento al
Rojo (ISLAM, 2001; GRON; SIGBJORN, [2007).

4.1.5. Universo dominado por materia

Este tipo de universo es decrito cuando se considera una ecuacién de estado libre de
presién (P = 0), lo que conduce a la densidad p = p,, producida solo por materia, por lo que la

primera expresion de (4,24) vendra dada por

8nGp, _ d*(t)+k
3 a(r)

(4.53)

que se puede reescribir en funcion del pardmetro de densidad parcial multiplicando ambos lados

de la ecuacién por o’ lo que permite escribirla como

(@2(1) +k)a(t) = ==, (4.54)

Esta ecuacion puede resolverse al introducir una coordenada conformal (1)) adimensional que

cumpla

=3
Q
2
£
=2
N
55
I
R
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que al sustituir en la ecuacién (4,56) y mediante procedimientos algebraicos permite encontrar la

1da c ka
—— =14/ /1 ——, 4.55
adn 0\/; c ( )

ecuacion diferencial

cuya solucion viene dada por

aln) = 2(1(_)—2”)0,,,0)(6‘”}”7 —1)
si k<O —
J— QmO
() = — Q0 (senhm —
(n) ZHO(QmO*l)% (sen n n)
%
si k=0 = a(t)= (%)
a(n) = 2(1(36),“0)(1_00*977)
si k>0 —
J— QmO
t(n) = ——0—(n—senn),
\ (n) 2H0(Qm()_1)% (n Senn)

dode se hizo la sustitucién a = cx?.

Este conjunto de soluciones nos ofrece informacién interesante acerca del universo
para cada valor de k, por ejeplo, para un valor k > 0 la solucién es una cicloide que describe
un universo que se expande a un maximo y recolapsa. El punto en el que el universo recolapsa
(Big Crunch) ocurre en el tiempo t, = T o [Ho(Qmo — 1) ] =3 Para k = 0 el universo plano se
expande siempre, pero su velocidad de expansién va a cero en el infinito. A este universo se le
denomina modelo de Einstein-Sitter. Para k < 0 es el modelo del universo abierto y negativo.
Su expansién es infinita y para ¢ — oo el pardmetro de expansion se vuelve a(r) =t (GRON;
SIGBJORN; [2007).

4.1.6. Universo dominado por radiacion

En este tipo de universo la densidad viene dada por py, por lo tanto la primera expresion

(4,24) se reescribe como

a?(t)+k 87nG
20 = 3 Py (4.56)

que se puede reescribir en funcién del pardmetro de densidad parcial (), y multiplicando por

a*(t) 1a ecuacion (4,58) se reescribe como
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Qo

(@ +k)a* (1) e (4.57)

En este universo la presion viene dada por P = p,/3 y al sustituirla en la ecuacién (4,25) y

multiplicando por a*(¢) se encuentra

aA(da(t) = ——=2

que al combinar las expresiones anteriores se obtiene

a(t)i(t)+a(t)+k = 0

%(acﬂrkt) _ o,

es decir, que el término entre paréntesis es igual a una constante

da

kt = B. 4.58
T (4.58)

a

La ecuacidn diferencial (4,60) tiene como solucion

a(t) = /2Bt —kt? con ¢ = (2Bt —kt)(2Br* —ki* + k), (4.59)
donde
KOy -
B:a0< 0 ) >y c= (2Bt —kt) (2B2 — ki* + k), (4.60)
Qp—1

y donde la velocidad viene dada por

B —kt
a(t) = ——. (4.61)
1(2B —kt)
En este modelo para el universo positivo (k > 0) o cerrado la expansion se detiene cuando t = B,
mientras que el colapso (Big Crunch) ocurre cuando ¢t = 2B. Si se considera un universo con

energia de vacio nula, se pueden sumar las ecuaciones (4,56) y (4,59) para obtener

ai = Hy(Quoa+ Oy)?, (4.62)
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que conduce a la ecuacion diferencial

d
O — Hydr, (4.63)
(Qmoa + QyO) 2
cuya solucién viene dada por
40%
Y0 Z(Qmoa — 2070)
Hy = + Oumoa + Oy, 4.64
°7 302, 302, Vol (164

. Q .
donde a(0) = 0. Si se toma a,, = Q—"; se puede encontrar un punto de tiempo

‘ o)
‘él\)\w

fog = %(2— V2) Ly, (4.65)

QmO

en el que ocurre una transicion entre el universo dominado por radiacién a uno dominado por
materia, ver figura 4.2 (GRON; SIGBJORN; [2007).

>

Radiation

log(density)

V

log(time)

Figura 4.2 — Representacion esquematica de la transicion entre el universo dominado por radia-
¢ién a uno dominado por materia, donde 7., es el punto donde las curvas sélida y
punteadas se intersectan (LIDDLE 2015]).
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5 ENERGIA OSCURA

5.1.  Evidencias fisicas de la Energia Oscura

En la cosmologia actual existen varias evidencias experimentales que entran en serios
conflictos con las estimaciones obtenidas en el modelo cosmoldgico presentado anteriormente.
Un ejemplo de ello es la edad del universo que por medio de las observaciones realizadas
con el uso del telescopio espacial Hubble (COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA| 2006) se pudo
estimar un valor aproximado de ty = 9,776h_1Gyr con 0,64 < h < 0,80 es decir alrededor de
to = 13,965Gyr que no es mds que una estimacion realizada a partir de la ley de Hubble sin tener

en cuenta que la velocidad no es una constante.

Pero, ;como se resuelve esta inconsistencia? En teoria, la respuesta a esta pregunta
puede ser obtenida del mismo modelo cosmolégico, ya que dicho modelo otorga las herramientas
para hacer un calculo mds preciso que el estimado por la ley de Hubble. Para ello, se debe

calcular la edad del universo al reescribir las ecuaciones

H? = MTGp y p=Y poa3tee) (5.1)
o

en funcion del corrimiento al rojo y del pardmetro de densidad parcial. Para lograr esto se debe

tener en cuenta que

p = Zapéo)(f—())_s(lm“),
p = pagy T,
ch = QapPe,
pe = sacHo
y
\ l+z = (%‘)),

las ecuaciones (5,1) se reducen a

3
p=Y Qug Hi(1+2000) H<z>=H0JZOa<1+z>3<l+wa>. 5:2)
o (04

Por otro lado, si se toma la siguiente derivada
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d d ap
a0 = ()
dl( +2) dt\ a

. _a()d

= —(1+2)H(2),

que para tiempos positivos nos da la ecuacion diferencial

dz
dt = ——————. 5.3
(14+2)H(z) ©-5)
Por medio de la integracion se obtiene
o = —_—, 54
0 /o (142)H(z) >4

que al hacer el cambio de variable x = 1 4z y desarrollar la sumatoria para cada tipo de parametro

de densidad esta se reescribe como

dx

Hoyty =/ ,
0 x\/Qyox4—|—Qmox3—i—QA—Qkx2

(5.5)

lo que permite discutir tres casos de vital importancia. El primero es el de un universo plano
dominado solamente por materia con ()yg = QO =0y ()0 = 1 — () = 0 que permite reescribir
la integral (5.9)

> dx
Hoto — / (5.6)
0L0 0 x /—x3

obteniendo la expresion

2

- 5.7
3Hq (5.7)

Io

se obtiene una edad estimada de 7y = 9,3Gyr, valor que entra en conflicto con las observaciones
que estiman la edad de algunos cuerpos celestes que pertenecen al universo como los Cimulos
globulares con edades estimadas en 1 = 13,5+ 2Gyro en #; = 12,7+£0,7Gyr segun COPE-
LAND, SAMI e TSUJIKAWA|(2006), LIDDLE| (2015)), ya que no pueden existir objetos mas

antiguos que el universo mismo.

Ante la evidente incapacidad del caso anterior para ofrecer un valor més preciso de la

edad del universo, es necesario discutir una segundo caso, en el cual se supone un universo plano



87

dominado solamente por materia con () = QA =0y (0 < 1 — O = ()0 — 1 que permite

reescribir la integral (5.9)

*© dx
Hoto = / , 5.8
0%0 0 x\/Qmox3 — (o — 1)x2 (>-8)

cuya solucién viene dada por

1 . QmO In 1— Vv 1 _QmO
1—=Qmo 2(1_Qm0)% 1+\/1_Qm0.

Solucién donde se evidencia que Hytg — 1 si 0,0 — 0 y donde Hytg — 2/3 para ),,0 — 1 lo

Hoto = (5.9)

que no permite determinar la edad del universo con un mayor grado de confianza ya que el
valor estimado en este caso se encuentra contenido en la region 9,300Gyr < 1y < 13,965Gyr. La
ambigiiedadad anterior torna obligatorio discutir el tercer caso que es suponer un universo plano

donde )yy = () = 0y ) # 0 lo que permite reescribir la integral (5,5) como

= d
Hotg = / al : (5.10)
0 x+/ Qmox3 + QA
cuya solucion es
2 14++/Q)
Hoto = 1n< + A). (5.11)
3vQa Qo

Donde se evidencia que Hytg — o si ),,,0 — 0 y donde Hyty — 2/3 para (),,,0 — 1. De esta
solucién y teniendo en cuenta que €),,,0 + QA = 1 con ,,,0 = 0,3, se estima la edad del universo
to = 13,1Gyr valor que tiene una mayor concordancia con la edad de los cimulos lobulares
11Gyr < t9 < 12Gyr.

Los resultados ofrecidos por el modelo tedrico presentado en el caso anterior, en el
que existe un parametro de densidad () = 0,7 correspondiente a una constante cosmoldgica,
abren la discusion acerca de una energia fria de propiedades muy especiales que provoca que el
universo entre en una fase de expansion acelerada. A partir de esto, se hace mas que necesario
realizar la siguiente pregunta ;existe alguna evidencia experimental que sustente la existencia de
una fase de expansion acelerada? La respuesta a esta pregunta se encuentra en la observacion
de la supernovas tipo Ia (SNIa) realizadas por la High-Z Supernova Search Team y Supernova
Cosmology Project (RIESS et al., [1998; RIESS et al., 2004).

Expliquemos primero qué es una Supernova Tipo Ia (SNIa). Es un cuerpo celeste
que surge de una explosion estelar que ocurre cuando la masa de una enana blanca aumenta
debido a que esta absorbe materia de otra estrella compafiera (sistema binario) y cruza el limite
de Chandrasekhar (alrededor de 1.4 veces la masa del sol) (SANCHEZ, 2015)). Este tipo de

explosiones son tan brillantes que durante la explosién su luminosidad puede ser comparada
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con la luminosidad de toda la galaxia que la alberga. La caracteristica mas importante de este
proceso es que como el mecanismo es el mismo, la explosion se produce siempre con la misma
masa. Con esto, la luminosidad de la explosién que es denominada en astronomia como Vela

estandar puede ser predecida con mucha exactitud.

Con el objetivo de obtener resultados experimentales se procede a determinar una
expresion de la distancia de luminosidad a partir de las ecuaciones de Friedmann y del corrimiento
al rojo. Para ello, se define el flujo de energia Fy, producido por la luminosidad absoluta L, sobre

una superficie esférica por la expresion

La AE(X
Fp=—— donde Ly = .
= and = Aty

(5.12)

De la expresion (4,48) se sabe que el corrimiento al rojo se define por medio de la expresion

o _d_yy, (5.13)
Ao ag
que al ser combinada con las relaciones AEy, = hvy y AEq = hc/ Ay se obtiene entonces que

/

1+z:i‘)—a,

AE
14+z= AL,

y

A _ Vo _ Dy

\ Ao = Vo Aty
Con lo cual, a través de procedimientos algebraicos y de la expresion de Ly en (5,16) se encuentra

que la luminosidad absoluta es dada por

Lo(z) = Lo(1+2)>. (5.14)

Por otro lado, gracias al elemento diferencial de longitud se sabe que el radio de una superficie
esférica es apf(Eq) — S = 4m(agf(Eq))?. Esto permite escribir el flujo de energia luminosa

absoluta y observada como

F, — _ La
“ an(aof (Ea))?

que al compararlo con la expresion de Fy, en (5,15) se deduce que la distancia de luminosidad es

(5.15)

di. = aof (Ea)(1+2). (5.16)
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Como en el universo plano FRW se asume que f(&y) = &y y sabiendo que la luz se mueve en

una curva geodésica, se tiene que

ndt
o = —, (5.17)

) a

que usando la relaciones (5,2) y (5,3) se reescribe (5,17) como

1 [z d7
Oy

ag Jo H(Z)
d7

1 /Z
aoHo Jo \/Zaﬂa(1_|_z/)3(1+wa)

y al combinarla con (5,16) se encuentra que

(142 7

d )/z d
L — >
o0 R Qa(1 42000

(5.18)

lo que conduce a la expresion

H(z) = {i(m)}_l. (5.19)

dz\ 14z

De la relacion (5,18) y considerando los diferentes tipos de univeso dominado por materia con

componentes no relativistas y con (,,0 + Q) = 1 se obtiene que los valores teéricos
Hodp, =0,95 =1

Hodp, = 1,23 Q,0=0,3 Qx =0,7.

Que despejando d,% en (5,12) y tomando el logaritmo, se encuentra la relacién entre las magnitu-

des aparente (m), absoluta (M) y la distancia de luminosidad (d;) mediante la relacién

d
m—M = 5l0g10<—L> 125, (5.20)
Mpc

Los datos experimentales son obtenidos al considerar dos supernovas 1992P y 1997ap con valores
de z=0,016, m = 16,08, z = 0,83 y m = 24,32 respectivamente (RIESS et al., [1998; RIESS et
al., 2004). Sabiendo que para valores pequefios de corrimiento al rojo (z < 1), la ecuacién (4,52)
se reduce a d =~ z/ Hy, lo que permite determinar el valor de la magnitud aparente M = —19,09
para la supernova 1992P donde se adoptd el valor de Hj; 1= 29981~ "Mpc y h = 0,72. Por lo



90

tanto, usando este valor de magnitud aparente se compara con el valor de la supernova 1997ap

encontrando

{HOdL ~1,16 para z=0,83,

lo que concuerda completamente con las estimaciones de que el universo estd en una fase
de expansion acelerada dominado por una energia oscura. El pardmetro de aceleracion puede

encontrarse al tomar la siguiente derivada temporal

da
E(E) = HO\/za:Qa(l+Z)3(1+wa)
) .. 3
_<g> <—%+1> = _§H§§Qa(l+wa)(l+Z)3(1+w05)

3 Lo Qa1+ o) (1 42)30F0)
1) = =
(g(z) +1) 2 Yo Qo (1+7)30+0a)

b

de la que se deduce finalmente el pardmetro de aceleracion

_ 3%aQa(l+ 0g)(1+2)3( e

Z —1. 5.21
Q( ) 2 ZaQa(1+Z)3(l+wa) ( )
Para este universo se encuentra que el punto critico
20\ 3
=(=—) —1L 5.22
= Omo ) 622

Con lo cual, se hace evidente que el universo entra en una fase de expansion acelerada (¢ < 0)
para z < z. y donde z. = 0,67.

Los célculos realizados anteriormente para determinar los datos experimentales Hyd,
y Zc que se sustentan en la aproximacién dy = z/Hy que surge de la expresion (5,18) cuando
suponemos 7 < 1, z < 1y por consiguiente que X4y = 1. Esta ultima suposicién abre una
nueva discusion en torno a la planitud del universo, ya que Q(¢) = £4Qq = 1 si y solo si
se considera un universo plano (k = 0) lo que requeriria también que se presente la evidencia

experimental que permita corroborar este hecho.

Los conjuntos de datos que sirven de sustento a la exigencia de un universo plano son
ofrecidos por los experimentos realizados por CMB (WMPAT1), LSS, HST y WMAP3 presentan
los valores (), = O,()30f8”8§g, Q= —0,015f8”8%2 (que con la restriccion Hy ofrece también
Qp =0, 72f8:82 conrespectoa )y =0, 69f8:8§ donde 1 =0, 71J_r8:8;g ofrecidos por el WMAP3)
y Oy = —O,OIOJ:(())”(%S respectivamente (PERLMUTTER et al., 1999; RIESS et al.,|1998; SAHNI,
2004; PADMANBHAN, 2003; RIESS et al., 2004; CHOUDHURY; PADMANABHAN, 2005
TONRY et al.,|2003; KNOP et al., 2003; JASSAL; BAGLA; PADMANABHAN, 2005)).
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En tales mediciones se asumio la ecuacion de estado @, = —1 con lo cual se sustenta
de manera sélida la hipétesis de un universo plano dominado por energia oscura con pardmetros
de densidad dados por QQx ~ 0,7 y (,, = 0,3. Lo que conlleva a un universo compuesto en un
4 % de materia baridnica y un restante de 27 % de materia no baridnica fria similar al polvo que
es denominada como Materia Oscura Fria (CDM), que respeta la ecuacion de estado @y = 0,

ver figura 5.1.

Flat Models (i) A
T (i)

f

b 28
e

log,o[Hyd; (2)/c]

@ 0,=0.,9 =1
(ii)

(iii) 9, =1.,0Q, =0

0.5 1 1.5 2

Z

Figura 5.1 — Curvas tedricas y exprerimentales de la distancia de luminocidad logo(HodL) con
respecto al corrimiento al rojo z para una cosmologia plana, por medio del conjunto
de datos ofrecidos por RIESS et al. (1998), COPELAND, SAMI e TSUJIKAWA
(2006).

Los resultados anteriores son la base del modelo denominado como ACDM que consi-
dera una constante cosmoldgica A con Materia Oscura Fria (CDM). Desafortunadamente este
modelo tiene dos problemas fundamentales a los que no puede dar una respuesta satisfactoria. El
primer problema surge del valor experimental de A ~ Hg = (2,13h10%GeV)?, lo que conlleva
a un valor de la densidad critica pp = Am%,l /871 ~ 10¥GeV*. Densidad que se debe comparar

con la densidad de vacio p,,. predicha por la teoria cudntica de campos mediante la ecuacion

1~ dk
Prc =5 /O N (5.23)

(27)°

cantidad que representa la suma de todas las energias del punto cero de los campos cuénticos de

masa m, que muestra una divergencia ultravioleta p o< k*. Sin embargo se espera que para una
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escala del orden de k&, donde se espera que la integral (5,35) sea finita y con valor

k4
~ Mmax
pvac ~ 167[2 s (5.24)

que en el caso de la relatividad general se espera que kyqx = mp; donde mp; = 1,22x10'°GeV
lo que conlleva a una densidad de vacia p,qc =~ 1074GeV*, valor que es aproximadamente 10'2!
ordenes de magnitud mayor que P4, discrepancia que es denominada como problema del ajuste
fino (SANCHEZ, 2015;(COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA, 2006).

El segundo problema resulta de la dificultad que tiene el modelo ACDM para explicar
que hoy la densidad de materia no relativista es comparable con la densidad de energia oscura
(QQp = cott) durante un periodo muy corto de tiempo estudiadas con respecto al parametro de
aceleracion a(t) como se muestra en la figura 5.2, siendo que las expresiones matematicas para la
densidad de radiacién (Q, o< a(t) ~* o< (1 +2)*) y de materia bariénica (), o< a(t) > o< (142)?)
son funcionalmente diferentes con respecto a dicho pardmetro.

W L IR IR

- E

- . E

10 F

log,lel(t)/p..]
hn
|

0 -

 Cosmological Constant [A) %

4

3
" 5
b
. -

l:-uml pogseapeel oogogageel s ospageed syl
10-% 109 0.01 0.1 1
Scale Factor alt)

Figura 5.2 — Evolucioén de las densidades de energias de Materia Oscura fria, radiacion y Energia
Oscura respectivamente (NODELSON, [2003).

En otras palabras, en este modelo es imposible aclarar ;por qué nos ha tocado vivir
en esta estrecha ventana de tiempo? A este hecho se lo denomina como el problema de la
“coincidencia” (SANCHEZ, 2015)).

En la actualidad, las observaciones de WMAP son perfectamente consistentes con una
energia oscura no variable contemplada en el modelo ACDM que presenta las ecuaciones de
estado wy, = —1y Wy = 0. Diferente a la energia oscura predicha por el modelo cosmoldgico que

se presentd en el capitulo 4 con ecuacion de estado @, < —1/3 que contiene la suficiente presion
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negativa que justifica la expansion acelerada del universo. Pero puede que este no sea el verdadero
origen de la energia oscura ya que esta podria provenir de campos escalares que implicaria
que la ecuacion de estado sea dindmica, lo que serd discutido en las secciones siguientes. Este
hecho adquiere una importancia vital en la teoria ya que la evolucién del potencial gravitacional
depende en gran medida de la dindmica que posea la ecuacién de estado (COPELAND; SAMI;
TSUJIKAWA| 2006).

5.1.1. La Constante Cosmoldgica

Este modelo, discutido en diversos trabajos, proviene esencialmente de una modificacién
de la ecuacion de campo de Einstein introducida por él mismo en el afio 1917 para intentar
describir un universo estatico (ISLAM, [2001; GRON; SIGBJORN, 2007; JANSENN| 2013
LIDDLE, 2015;SANCHEZ, 2015; COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA, 2006; | ALVES, 2017).
Tal modelo fue abandonado por el propio Einstein después del descubrimiento de la expansion
del universo hecha por Hubble en el afio 1929, ya que no se necesita una constante cosmoldgica
en el medelo visto desde el punto de vista de la fisica de particulas. Sin embargo, gracias
a las observaciones realizadas mds recientemente, que ponen en evidencia que la constante
cosmoldgica surge naturalmente como una energia de vacio o energia inicial del universo, los
investigadores vuelven a colocar la atencion en este modelo para intentar dar una explicacién al

fenémeno de la Energia Oscura.

Este modelo se deduce teéricamente al aprovechar que los tensores E#Y, THV y el tensor
métrico g"" satisfacen las identidades de Bianchi Vy,E*Y =0, V, T#V =0y Vag"¥ = 0. Lo
que permite sumar algebraicamente el término g,y A en la ecuacion de Einstein para reescribirla

como

1
que usando las ecuaciones
- a®(t)+k N a(t)  a*(t)+k
En =30 5= 85|25 — "
) y
Eﬂo = (SﬂGTﬁo —Ag‘a\?)
\ = 8nG{(p+P)uguy+ Pgao } — Agpv

lo que permite reescribir las ecuaciones de Friedman
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((87Gp+A = 8nG(p+pa)
_ 3d2(t)+k
N a(t)
y
8TGP—A = 8nG(P—Py)
L _pil) )4k
N - a(t) — a*(1)

que conducen a la expresion para la aceleracion

lt) __47G A
MO (p+3P)+ . (5.26)

Donde la densidad p = p + pa y la presién P = P — P, conllevan a que la ecuacién de estado

para la Energia Oscura cumpla

P
=2 — _1. (5.27)
PA

Esta es una caracteristica importante de la constante cosmolégica que determina su impacto

(N

en la dindmica del universo. De hecho, la condicion (5,27) viola la condicién de energia fuerte
(p+3P >0) y es capaz de contrarrestar la fuerza gravitatoria de los otros fluidos césmicos.
Otra consecuencia importante de la Constante Cosmoldgica es que la densidad de energia pa

siempre es la misma, a través de la historia de expansion del universo.

Si la presién es P = 0, la aceleracion también es nula (¢i(¢) = 0). Esto implica que la

velocidad de expasion también es nula (a(7) = 0), de la que se encuentra que

4nGp = A (5.28)
esto nos COIldUCG a que
3k k
N4+ A = —— A= , 5.29
TA=20 TAT 2w 29

que es posible solo si k > 0. Si el universo es cerrado k = 1

1

hecho que permite reescribir el elemento diferencial de longitud como

2 » lypar 20102 2 2
ds? = di? =~ | === +r(d0” + sen’0dg?) . (5.31)
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Si se asumen los valores A = 0y a(t) = constante se encuentra que

k

- 3 s pP=—
P ~ 127G (1)

(5.32)

La expresion anterior muestra que en un universo fisicamente aceptable la presion debe ser
negativa para que cause una repulsion gravitacional. En otras palabras, se puede decir que
el efecto repulsivo de la presion negativa provocada por una energia de vacio exdtica que
se denomina Energia Oscura es mayor que la atraccién gravitacional y es la que produce la

expansion acelerada observada.

Por otro lado, si A # 0 entonces Ty serfa asociado a materia con presion positiva. Para
resolver la contradiccion de que el empuje causa atraccién o la contraccidn causa repulsion, se

considera que:

= El empuje de P > 0y el de la P, son debido a fuerzas no gravitacionales que solo mueven

sustancias en torno a su espacio interior sin deformar el espacio en si.

= La atraccién gravitacional (o repulsién) que causan opera sobre el propio espacio, dismi-
nuyéndolo o aumentando la cantidad de espacio en su interior sin deformar el espacio en

z

S1.

= No hay necesidad de que estos dos efectos actien en la misma direccion, de hecho actian

en direcciones opuestas.

La constante cosmolégica permite explicar la Energia Oscura simplemente como el
precio de tener espacio, es decir, la energia fundamental intrinseca de un volumen minimo
de espacio volumétrico. Este modelo es denominado como ACDM al considerar la constante
cosmoldgica A con materia oscura fria (o CDM por sus siglas en inglés) en un universo plano.
Este modelo representa el modelo de concordancia del Big Bang que explica las observaciones
de la radiaciéon césmica de fondo, asi como la estructura a gran escala del universo y las
observaciones de supernovas, arrojando un poco de claridad sobre la aceleracion de la expansion

del universo.

5.1.2.  Modelos de energia oscura con campos escalares

Antes de presentar estos modelos hagamos un breve paréntesis para recordar algunos
conceptos fundamentales de la teoria clasica de campos. Empecemos por recordar la definicion

matematica de la lagrangeana de un sistema de n particulas que se expresa por

L= L,(x* dgx%), (5.33)
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con a;f3 =0,1,2,3. Si se supone un nimero incontable de particulas en el sistema (n — o)
donde cada una de ellas depende de un punto en el espacio x* — @,(x*) y @, es un campo

escalar continuo (0-forma) que permite reescribir la expresion (5,33) como

L = /d3x$(%(xa)’9ﬁ‘l’7(xa))

donde . es la densidad lagrangeana que depende de campos escalares @y y sus derivadas dg @y

con lo cual la accidn se escribe

La integral anterior es en realidad una integral multiple sobre el elemento diferencial de volumen
en el espacio-tiempo. Suponiendo validos los principios de la mecdnica cldsica mediante el
principio de Hamilton se puede calcular la variacion de dicha accidn para obtener las ecuaciones

de movimiento para el campo @y

58 = /dx4 82 (¢y,9p9y)
_ / d*x{3p L8P+ 3,0, 25(Iupy)}

= [d4:{09, 2 ~ 04(93,0,2) } 80+ [ 30 (33,0,259y):

La segunda integral del lado derecho de la igualdad anterior es cero ya que cumple el teorema de

la divergencia de Gauss y como 85 = 0, entonces la primera integral es cero si cumple que

que son las ecuaciones de Euler-Lagrange. El teorema de Noether para campos establece que
si una lagrangeana tiene una simetria continua entonces existe una corriente asociada con esa

simetria que es conservada cuando la ecuacién de movimiento cumple

0L

Sa

[a(,,yz —dy (8a”<py«$)} ‘Z—ZZZ + 0y (aapz %)

0
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como el primer término satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange la corriente conservada

vendrd dada entonces por

0
oy it =o. (5.35)

J”:aauq,yg S0

Al tomar la derivada exterior de la O-forma ¥ se obtiene

dL = L (¢ ppy)
= (99,2)9uPy+ (9950,2)9udp Py,

en la que al sustituir el valor de dy,-#’ despejando de (5,34) y teniendo en cuenta que dy,dg @y =
dgdy Py, se encuentra

uZ = Ip(0a,0,L)uPy+ (9g59,2)IpouPy
= Jg [(9313%3)9;1%}’

ecuacion que al restarle el término d,.% = 8[3 55 % a ambos lados se reescribe

WL -t = aﬁ[(aaﬁ(,,yz)awpy]—aﬁaﬁg
O:Z%R%W@@%—ﬁg}
= 8,3Tﬁ,

donde Tf es el tensor de energia-momento que tiene divergancia nula y que en forma covariante

se escribe

Tﬁu —= (aaﬁq)yg)a“(py—gﬁ‘ug. (5.36)

La integral de una corriente conservada sobre una superficie cerrada viene dada por

1 2 _
Jania = [axim = § - aa,

- / 9 (J)dO)
z
— O’
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que es la version del teorema de Gauss en esta teoria que implica que la integral de J* es
idéntica, sin importar cudl es la Hiper-superficie de integracién. También se puede definir el
cuadrimomento mediante la integracion del tensor contravariante de energia-momento (TBH)

como

Pt = / dAg TPH. (5.37)

Aunque TPH es el tensor de energia-momento, no es el tinico ya que siempre se puede adicionar

un término de calibre dy @ **Y que cumpla que:

oY = p*VH (5.38)
y que por lo tanto el tensor Thu cumple también

TR THY 4 9 Y

ITHY +Jp(0a9™Y) = 0

como dgTH" =0 — Jg(dud*H) = 0.

\

Por medio de la integracion de la cantidad x* TVB — xVTHB se puede construir un nuevo tensor

MMV definido como

MMV = / (WHTVE — 2V THB) S, (5.39)

que cumple

8BM“V = %/(x”TVB —va”B)dSﬁ
- / [(9px") TP 4 3 (35 TYP) — (3px¥) THB — xY (95 THP)]dSp
= [1(8)7*F — (8)7+P)as
— / [TVH — THV]dS,,

0

e implica que

TV —THY =0 — TYH =T, (5.40)

es decir, que el tensor de energia momento es simétrico (RESTREPO, 2012; RANGEL| 2012).
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5.1.3. Modelo del Campo de la Quinta Esencia

Los conceptos recordados en la seccidn anterior son las herramientas que permiten
encontrar las ecuaciones de movimiento en los modelos de Energia Oscura con campos escalares.
Empezaremos Presentando el modelo de la Quinta Esencia, en el que se considera que la accién

(SN

R 1
S = /d4x\/—g{§ — Eg”%(p&;(p—V((p)}, (5.41)

donde la densidad lagrangeana en (5,41) se contruye al sumar a la densidad lagrangeana del

campo gravitatorio

R

ZcG = \/—_85 (5.42)

con la densidad lagrangeana con acoplamiento minimo

L =VE{ 5" 9000 -V(0) ], 543

que surge del acoplamiento entre la lagrangeana de Higgs
1
Ly = —Eg“"au(pavq)—v((p) (5.44)

y el invariante de Lorentz / —gd4x (MAIA| 2000; SANCHEZ, 2015; COPELAND; SAMI;
TSUJIKAWA| 2006; ALVES, 2017). Con el objetivo de obtener las ecuaciones de movimiento

se procede a calcular la variacion de la accién (5,41) con respecto a 6gM”

_%\/__gguv [12—3_% u(Pavq)}}

0
{

:/d4x{—%\/—_g}{ [Ruv—%g,wR} + u @Ay — guv[ 3u<Pf9v(P+V((P)”
{

1 1
—5\/—_8} {—KTHV + Ou Py — guv [Eg“vau‘PaV(P + V(‘P)} }

§ 3,090 V(9)] + /5[ 2
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donde la variacion de la accién (65/8g"") es nula si la cantidad sub-integral es nula. Esto

permite despejar el tensor de energia momento

1
Tuv = 9u @y — gy [Eg“vau(Pav(P‘i‘V((P)}’ (5.45)

donde se tomo k = 1. Comparando componente a componente este tensor 7,y con el tensor de

energia-momento FRW y tomando ¢ = ¢(7) se obtienen las ecuaciones

1, L.
Po =50 +V(0)y Pp=50-V(0). (5.46)
Reescribiendo la densidad lagrangeana de (5,41) como

a’r’send

arsend ford oo k1 1.5
f—m{3[a+H +a2}+2<p V((p)} (5.47)

calculando las ecuaciones de Euler-Lagrange (5,34) con respecto al campo ¢, al pardmetro a(t)

y sus respectivas derivadas, se obtienen las ecuaciones de movimiento

" . dV(e) 2 k1 _ 15
P+3Hp+ = —0y3[H —az}_zq) +V(p). (5.48)

Si se toma la derivada temporal de la primera de las ecuaciones de movimiento (5,48), donde

® =0y se despeja ¢ se obtiene

=(E—n)H¢.

La razén para escribir la ecuacion anterior surge del sistema de ecuaciones (5,48), ya que este
describe un sistema dindmico que no siempre produce una expansion acelerada. Para poder
describir el universo inflacionario se toma el régimen denominado balanceo lento (o Slow-Roll
por su traduccion al inglés) que ocurre cuando la energia potencial del campo domina sobre la
energia cinética (V (@) > ¢?/2), es decir, cuando &, < 1, condicién que se cumple cuando

dicho potencial es grande y casi plano.

Para pequefias variaciones ¢ ~ 0 y desconsiderando el término de curvatura (K /a?), en

el contexto de Balanceo lento se reescriben las ecuaciones (5,48) como

3H$ + d‘;—((p")) =0y 3H>=V(p). (5.49)
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Estas ecuaciones (5,49) conmbinado con procedimientos algebraicos permiten reescribir los

coeficientes & y 11 en funcién del Potencial (V (¢@)) como

2

g=—1( dV(‘P)>2 __ Vi) (5.50)

V(p) de - Vip) de?

No se puede asegurar que las condiciones de Balanceo Lento sean suficientes para explicar la
expansion acelerada de un universo en el que existen tanto Energia Oscura como Materia Oscura.
Sin embargo, es una buena medida para verificar la existencia de tal expansion. En éste modelo,

la ecuacion de estado en funcion de @ viene dada por

2
¢°—2V(e)
Dy = 5> 5.51
"= v () e
lo que permite reescribir la expresiones (4,31) y (4,32) como
d d a
Fp =-3(1+ %);a y p = poe 3 (1F0) (5.52)

La solucién presentada en (5,52) coincide con los tipos de universos discutidos en el modelo
cosmoldgico al tomar las consideraciones expuestas a continuacién. Para valores grandes del
potencial (¢? < V(¢)) se tienen el valor w, = —1 y por tanto la densidad es una constante.
Mientras que, para valores pequefios del potencial (¢p> > V (¢)), se tienen el valor ®p = 1 que
proporciona una densidad p o< a®, 1o que conduce a la expresién p o« a~™, donde 0 < m < 6.
Pero, ;en cudl region de valores de m se presenta el régimen de expansion acelerada? La respuesta
a esta pregunta se encuentra al considerar el valor wy, = —1/3 que corresponde al punto critico
en el que el universo pasa de una fase de expansion acelerada a una desacelerada, con lo cual, se

determina que existe una fase expansion acelerada en la regiéon 0 < m < 2.

Sumado a lo anterior, este modelo de la Quinta Esencia debe cumplir también con la ley
de expansion a(t) o< B, que entra en una fase de expansion acelerada para valores 8 > 1. Lo que
permite la combinacién de dicha ley de expansién con la relacion H = —@? /2 para encontrar la

ecuacion diferencial

do = (—2H)2dt (5.53)

cuya solucion viene dada por

o(1) = /2B 1n£ , (5.54)
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que es la expresion matematica del campo de Quinta Esencia, que al combinarla con la segunda

expresion de (5,48) con k = 0 se encuentra la expresion para el potencial

V(@) = VeV con Vo = P (B - 1) (5.55)

Con estos elementos se puede obtener mds informacion acerca de la densidad de quinta escencia
dada en (5,46). Por ejemplo, que bajo las condicones de Balanceo Lento (V(¢) > @) y por
medio de la segunda expresion de (5,49) se encuentra que la densidad es proporcional al radio
de expansion de Hubble (py o« H %), que en la escala de Planck tiene un valor aproximado
Pg, < 1074 GeV donde @y = ¢(to).

De las relaciones anteriores se hace mas que evidente que si el orden de H? cae, la
densidad también caerd haciendo que el universo entre en un régimen de seguimiento llamado
densidad de fondo que permite mostrar que el valor del campo @ en el presente es del orden de

la masa de Planck (g = m,;)).

En su propuesta inicial el modelo de Quinta Esencia propone un potencial de tipo

MAta
>’
donde o puede ser un nimero real y M es una constante (LIDDLE; SCHERRER|1999). Teniendo

en cuenta la discucién anterior se obtiene que

Vip) = (5.56)

M = (pgym%)+a, (5.57)

resultado que restringe los valores de M y o a escalas de energia compatibles con las de una

particula fisica, es decir, para o0 = 2 se tendria que M = 1GeV'.

5.1.4. Modelo del Campo Fantasma

Este modelo es un caso especial del modelo del Campo de la Quinta Esencia, pero con
la particularidad de que en el presente modelo se asume que la energia cinética es negativa y por

lo tanto la lagrangeana viene dada por la expresion

L= J_{ + g“ Py — V(fp)} (5.58)

Lo que permite rehacer los célculos del tensor de energia-momento 7}y, la densidad (py) y la

presion (Py) obteniendo las expresiones

1
Tuv = —u@oy@ + guv {Eg‘”augoav(p —V((P)}’ (5.59)
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1, L.
Po=—5¢+V(p)y Pp=—350-V(9), (5.60)
Asimismo, se reescribe la densidad lagrangeana en (5,58) como

a’r’send

a k 1
L= — 3[— H? —}——'Z—V 5.61
1/1_10,.2{ Cl+ +a2 2(p ((p) ( )
con lo que se calculan las ecuaciones de Euler-Lagrange (5,34) con respecto al campo ¢, al

pardmetro a(t) y sus respectivas derivadas, se obtienen las ecuaciones de movimiento

Ny . dv(e) ) kyp_ 1
P+3Hp+ = —0y3[H —az}——z(p “V(g). (5.62)

Al igual que en el modelo del campo de la Quinta Esencia, se toma la derivada temporal de la

primera de las ecuaciones de movimiento (5,62) y ¢ = 0 para despejar ¢ obteniendo

¢ =(E+n)Ho, (5.63)

donde & y i vienen dados por las expresiones (5,50) que respetan las condiciones de Balanceo

Lento (§,n < 1). Con lo cual, las expresiones (5,62) se reducena a

3H) + % =0y 3H>=-V(p). (5.64)

Modelo que cuenta con la ecuacion de estado en funcién de ¢ dada por

_¢r+2v(g)

Hasta este punto solo se han presentado un conjunto de ecuaciones que poco difieren del modelo
de la Quinta Esencia, pero ;como se estudia el fendmeno de la Energia Oscura en el Modelo
del Campo Fantasma? Para responder a esta pregunta se debe estudiar en primer lugar, cémo se
comporta la densidad en (5,60) con respecto al potencial (V (¢)). En segundo lugar, revisar su

impacto en la ecuacién de estado (5,65).

Como la densidad debe ser una cantidad positiva (py > 0), se tiene entoces ¢*/2 <
V(p) — ¢>/2V (@) < 1. Por lo tanto, tomar esta consideracién permite escribir la inecuacién

de estado

(5.66)
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donde Uc/Up = —¢*/2V(¢) y donde @, < —1 cuando ¢*/2 < V(). De la expresion (5,66)

se puede definir la cantidad

E(a) = : (5.67)

U b
Ue i

crucial, ya que el valor de la razén entre las energias cinética y potencial influyen en el crecimiento
o contraccion del universo gobernado por el Campo Fantasma. Al sustituir (5,67) en (5,52) se

obtiene la expresion

Do :poe*”(lfg(“))%. (5.68)

En el presente modelo se presenta una singularidad de tipo "Big Rip"que es evitable con la

introduccién de un potencial de corte dado por

V(e) =V [cm(ﬂﬂ - (5.69)
mpy
donde Vj y o son constantes. El potencial fue escogido de forma tal que sea consistente con
los valores considerados en la ecuacion de estado. El potencial (5,69) permite oscilaciones
amortiguadas de los campos fantasmas sobre su punto méximo (¢ = 0), que luego de un cierto
periodo de tiempo el movimiento cesa y el campo se asienta en la parte superior del potencial para
imitar el comportamiento consistente con la ecuacion de estado @ = —1. Dicho comportamiento
es genérico si el potencial tiene un mdximo, lo que nos da la libertad de escoger otro tipo de
potenciales con caracteristicas similares y que sean consistentes con los valores que ofrece
la ecuacion de estado (COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA| 2006; CARROLL; HOFFMAN;
TRODDEN, 2003). Por lo tanto, al escoger potenciales exponenciales el sistema se aproxima a
una ecuacion de estado constante con @ < 1 (PARANPREET; SAMI; DADHICH, 2003; SAMI,
2016).

Sin embargo, los modelos de Campos Fantasmas presentan inestabilidades cudnticas
Ultravioletas (UV) muy severas. Estas provocan que el vacio se vuelva inestable dando origen
una catastréfica produccion de pares de forma espontdnea, es decir, el vacio se descompone
en dos Campos Fantasmas (de energia cinética negativa no limitada por debajo) y dos Campos
Normales (de energia cinética positivas) como consecuencia de las interacciones cosmoldgicas
entre los Campos Fantasmas y los Gravitones luego de que se desacoplen de los Campos de
Materia, ver figura 5.3 JAMES; SANGYONG; GUY, 2004).

5.1.5.  Modelo del Campo Taquién

La aparicion de la Teoria de Cuerdas en el escenario de la Fisica Tedrica dio la oportu-

nidad de aplicar ciertos modelos considerados en ella para dar explicacion a fendmenos en otros
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Figura 5.3 — Decaimiento del vacio en dos fantasmas (¢) y dos fotones () por medio de la
interaccion con el gravitones (g) JAMES; SANGYONG; GUY/, 2004).

campos de investigacion. Entre ellos, la cosmologia, donde los campos de Taquiones pueden

actuar como una fuente de Energia Oscura si se escoge un potencial con la forma adecuada.

La posibilidad de construir un modelo de Energia Oscura viable por medio de esta teoria
se debe a que todas las dimensiones adicionales requeridas por la Teoria M (o de Super Cuerdas)
no tienen que ser del tamafio de la longitud de Planck. Pueden tener una o varias de ellas tamanos
comparables a 0,1mm, siempre y cuando todos los campos del modelo estdndar, excepto el
campo gravitatorio, sea confinado a una hipersuperficie tridimensional o "brana"de dimensién
superior. Lo anterior conduce a una teoria de campos efectiva para la 3-brane (RUBACOV/ 2001)),

que se convierte en la base que permite para contruir la accioén

R
S:/d4x\/—_g{§—V((p)\/l—gﬂvc?“qoc?v(p}, (5.70)

donde la densidad lagrangeana

R
$=¢—_g{5—V(¢)\/l—g“V8u¢8v¢}, (5.71)

surge de la suma algebraica de (5,42) con la densidad lagrangeana

L = —\/=gV(0)\/1- " dugdvo, (572)

obtenida por medio de la densidad lagrangeana de una 3-brana

L= =g\J1- g updp |+~ ], (5.73)
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donde se considera solo el primer término dominante de la serie como un potencial de auto
interaccion entre Taquiones (f* = V(¢)) (BILIC; TUPPER; VIOLLIER, 2002; SANCHEZ,
2015; PANDA et al., 2006). Escribiendo la densidad lagrangeana (5,71) como

a’r’sen® d , k )
7= {3[5+H + | -vie)/1-o } (5.74)

que, consecuentemente, como en los modelos de campos ya estudiados, permiten calcular
las ecuaciones de Euler-Lagrange (5,34) con respecto al campo ¢ y su respectiva derivada,

obteniendo la ecuacién de movimiento

) |
® amps L VO (5.75)

1—-¢ V(p) do

Por otro lado, al calcular la variacién de la accién (5,70) con respecto a 6g"Y se obtiene el tensor

de energia-momento

v(e)
V1-8P*959u0

Asumiendo que ¢ = ¢(t), comparando componente a componente el tensor 7,y con el tensor de
energia-momento FRW se obtienien las expresiones correspondientes para la densidad (pg) y la

presion (Py) dadas respectivamente por

V (90) / .
- "/ P,= -V 1 — 02, 5.77
Po /—1 - y Lo (‘P) ¢ ( )

El par de ecuaciones (5,77) permiten reescribir las ecuaciones de Friedmann como

V(g . d
3H? = 1(—_;2 y V(p)y/1—¢2 = 2~ +H?, (5.78)

donde se desprecia el término de curvatura (k/a?) y se asume que 87G = 1. Combinado las

ecuaciones (5,78) se obtiene la ecuacion

. 1__¢2[1__(p} (5.79)

a
donde se observa que la expansién acelerada ocurre cuando se cumple la condicién ¢? < 2/3 y

la ecuacion de estado

wp = ¢* — 1, (5.80)
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que puede ser mapeada en la region entre —1 y 0. Siguiendo los esquemas de los modelos
presentados anteriormente se debe tener en cuenta la expresion para la densidad en (5,52), de
donde se desprenden los tipos de universos posibles para este modelo. El primero de ellos se
obtiene al considerar que ¢> =0 — ®y = —1 y por lo tanto la densidad es constante (p = po).
El segundo se obtiene si se considera ¢p?> =1 — @y = 0 lo que conlleva a que la densidad

obedece la ley de expansioén p < a~" donde 0 < m < 3.

Con el objetivo de encontrar una expresion matemdtica que describa la evolucion
temporal del campo ¢ se toma la derivada temporal de dH /dt, que al combinarla con las

expresiones (5,78) y (5,79), se obtiene la ecuacién diferencial

1

do = “dt, (5.81)

i)
donde al igual que como se consideré en el modelo de Campo de la Quinta Escencia, la ley de

expansién del universo a(r) o< P para 3 > 1, podemos encontrar la solucién de (5,81) como

1

o= (%)zt, (5.82)

donde se escogi6 la constante de integracion igual a cero. Al combinar (5,81) con la primera de

las expresiones en (5,78) se encuentra una expresion para el potencial

V(p) =28 (1 - %) %q)‘z, (5.83)

que rige la auto interaccion entre los Taquiones. Este potencial que va como el inverso al cuadrado
del campo corresponde al caso de soluciones de escaleo (AGUIRREGABIRIA; LAZKOZ, 2004;
COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA, 2006). Sin embargo, el potencial (5,83) no es el tnico
que produce el régimen de expansion acelerada, ya que potenciales que no son tan empinados
como V(@) o< @2 tambien conducen a dicho régimen. Por lo tanto, es posible plantear la

evolucion cosmoldgica para un potencial como una ley de potencia inversa mas general dado por
V(@) < =" (COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA, 2006).

5.1.6. Modelo del gas de Chaplygin

Siguiendo en la misma idea de buscar modelos surgidos a partir de la Teoria de Cuerdas
mediante la compactificacion de dimensiones adicionales a una 3-brana que se mueve en una
superficie de orden superior (3 + 1-Bulk), se obtiene una teoria de campos efectiva para bajas
energias que presenten consecuencias cosmoldgicas. Por lo tanto, partiendo de la accién de la

3-brana

1
5= [dxv=g{-r'+ 36 00— v(e) - | (584)
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donde se consideran solo los tres primeros términos dominantes de la serie (SUNDRUM, |1999),

y asumiendo — f4 = R/2 podemos reescribir la accién (5,84) como

R 1
S= /d4x\/—g{5 + 5g“"8“(p8v(p—V((p)}. (5.85)

Por lo tanto, al reescribir la densidad lagrangeana en (5,85) como

a’r’send d , k 1.,
[ Ziisiiady 1Y Ny 2 T v ,
= {3[a+ + | -3¢ v(<p)}, (5.86)

que nuevamente permiten calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange (5,34) con respecto al

campo @ y su respectiva derivada, obteniendo la ecuacion de movimiento

. - dv(e)
go+3Hgo—W =0, (5.87)

mientras que al calcular la variacién de la accidn (5,85) con respecto a §gM" se obtiene el tensor

de energia-momento

1
Tyuy = —u@ove +guy Egﬁaaﬁ(paaq)—V((p)}. (5.88)

Asumiendo que ¢ = ¢(r), comparando componente a componente el tensor 7y, con el tensor de
energia-momento FRW, se obtienien las expresiones correspondientes para la densidad (pg) y la

presion (Pp) dadas respectivamente por

¢ ¢
Po=—7% +V(p)y P(p:—?—V(q)). (5.89)

Lo que permite reescribir las ecuaciones de Friedmann como

ko1 i k1
H+ o=@ +V(p) y 2_+H + 5 =-¢>+V(p). (5.90)

que al combinar estas expresiones se encuentra la expresion

S+ v(9), (591

donde se asumié 871G /3 = 1. Restringiendo la presién al comportamiento bastante exético

exhibido por la ecuacion

A
P=—, (5.92)
p
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se puede construir un modelo que sea una fuente de Materia-Energia Oscura por medio de un
fluido perfecto denominado Gas de Chaplygin donde P, p son la presion y la densidad del fluido
galéctico respectivamente y A es una constante (KAMENSCHIK; MOSCHELLA; PASQUIER,
2001; BILIC; TUPPER; VIOLLIER, 2002; COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA| [2006)). Dicha

restriccion permite, mediante la combinacion de (4,27) y (5,92), encontrar la ecuacién diferencial

d da’
A 693
cuya solucion
B
p=1/A+ o (5.94)

donde B es una constante. La expresion (5,94) muestra cémo es la variacion de la densidad
del fluido galéctico con respecto al parametro de expansion (a) y exhibe comportamientos
asintéticos cuando se toman los siguientes casos: en el primer caso, se considera (A < B/ a®)
de donde se obtiene a < (B/ A)% — p = v/B/a® condicién que es consistente con el modelo
dominado por Matéria Oscura. En el segundo caso, se considera A (A > B/ a6) de donde se
obtiene a > (B / A)% y por lo tanto p ~ —P ~ \/Z, esta condicion es consistente con un universo
dominado por Energia Oscura. Es evidente que este modelo ofrece la posibilidad de contemplar

la unificacion de los fendmenos de Materia Oscura con la Energia Oscura.

Una vez que el universo descrito por este modelo comienza a entrar en fase de expansion
acelerada ya no puede escapar de dicha fase. De hecho, la ecuacion (5,91) implica que considerar
i > 0 es equivalente a considerar a® > B/2A donde evidentemente la fase de expansién se
conserva por la evolucién del tiempo en dicho universo. En algunos estudios, la expansion
acelerada deduce que el valor observado de la constante cosmoldgica (efectiva) aumentara hasta
1,2A. Dicho de otra manera, la constante cosmoldgica fue menor en el pasado, hecho que en
principio podria ser observado (KAMENSCHIK; MOSCHELLA; PASQUIER, 2001).

Mediante la combinacion de las expresiones (5,89), (5,92) y (5,94) se obtiene la expre-
sioén

¢’ = B (5.95)

a® A+ L&
a
Como B es una constante positiva requerird, por consistencia del modelo, que la densidad de

energia cinética sea una cantidad negativa, eso implica comportamientos de campos Fantasmas.

Lo anterior nos conduce a resultados muy importantes, como por ejemplo, al combinar las
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expresiones (5,89) y (5,95) se obtiene

1 B A
Via) == \JA+ o+ 2}, (5.96)
2 ab B
A+

ab

que es la expresion para el potencial que tiene un rol central en este modelo del Gas de Chaplygin;
con pardmetro a que hace posible describir la evolucion de la densidad p, del potencial V(@) y
de la presion Py, y consecuentemente, nos permite determinar la expresion para la evolucion del
propio campo ¢. Esto hace mds que necesario encontrar una expresion matemadtica para dicho
pardmetro, que se logra al escribir la primera expresion de (5,90) (radio de expansién de Hubble)

como

en el que se desprecio el término de curvatura (k = 0). Mediante la regla de la cadena se puede

reescribir la derivada temporal en términos del pardmetro a, que conduce a la expresion

Bd
do = L’ (5.97)
avAad® + B
cuya solucién viene dada por
4Be5?
6 _
a = A(l =) (5.98)
y que conduce al potencial
VA
= Y2 (cosh ). .
vie)=" (cos Wt (5.99)

La expresion (5,99) no depende de la constante de integracién By por lo tanto es consistente
con la ecuacion de estado (5,92). Sumado a lo anterior, la cosmologia de Chaplygin ofrece una
posibilidad interesante para explicar las observaciones actuales sobre la expansion del universo.
Ademds, un campo minimamente acoplado con este potencial es equivalente al modelo de
Gas Chaplygin (KAMENSCHIK; MOSCHELLA; PASQUIER| 2001; (COPELAND; SAMI;
TSUJIKAWA| 2006).
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5.1.7. Campo de la K-esencia y del Dilatén

Los modelos que se presentan en esta seccion nacen también de la teoria de cuerdas
producto de la dependencia que tiene la métrica con las cuerdas que viven sobre la variedad M

por medio de la transformacién conformal

MY =CeB, ' (9)8"", (5.100)

que dota a los campos en la métrica tradicional de la teoria de campos de la capacidad de describir
interacciones, lo que hace que los campos satisfagan condiciones dindmicas que garanticen la
invarianza de la teoria sobre la hoja de mundo (PIAZZA; TSUJIKAWA, 2004). Este hecho es
descrito por medio de la accion efectiva para bajas energias dada por

Ser = Scp + S, (5.101)

donde la accién gravi-dilaténica (Sgp) viene dada por

SGD:/d4x\/—_g{BgOEfp)R+Bq’oifp)gﬂvamam—\?((p)+---+$ﬁ(a/2)}, (5.102)

donde R es el escalar de curvatura espacio-tiempo relativo a la métrica g*¥, ¢ es un campo
4-dimensional, V(q)) es el potencial de interaccion (PIAZZA; TSUJIKAWA, 2004). Y donde la

accion de materia viene dada por

A A

SM ESmat(§MVa (Pl//z), (5103)

En la expresion (5,103) el término y; es un Campo de Materia que se acopla al Campo del
Dilatén ¢ (PIAZZA; TSUIIKAWA, 2004). La variacién de Sy, con respecto a SgHV tiene como

resultado

5§M . 1 4 PN
S = —E/d xy/—8 Ty (5.104)

La accion efectiva (Gravi-Dilatdnica) representa el punto de partida para una Cosmologia de
Cuerdas (ALVES, 2017). Mediante la introduccién de un Campo Candnicamente definido como
@, el potencial V(@) y la transformacién conformal (5,100), se puede reducir la accién efectiva

a la accion de Einstein

Sk :/d4x\/—_g{MTI%lR+£X—V((p)+~--+ﬁ(a'z)}

:/d4x\/—_g{MT]%lR—|—$((p,X)},
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donde

dBy(0)  By(9)] gtV
—58"dupdvp = _MIZ’I[ZB;((;)) d(; ) BZ(¢)]gTaN¢aV¢

X=-5g"dupde V(p) =CzB,*(¢)V(9)
Si toma el valor € = 1 conlleva a que ¢ se comporte como un campo escalar que pretenece a la
teoria clasica de campos (PIAZZA; TSUJIKAWA, 2004).
5.1.7.1. Modelo del Campo de la K-esencia

En este modelo se asume que la densidad langrangeana es una funcién dada por

Z(9.X) = f(9)P(X), (5.105)

presentada de esa forma en algunos estudios (JORGE; MIMOSO; WANDS| 2007; COPELAND;
SAMI; TSUJIKAWA, [2006). Al realizar una expansién de la funcién P(X) alrededor del punto

Xo = 0 se tiene

. . dP(X) d*P(X)
P(X)=P(X —_— X+ ———=
(X) (X) onojL dX lxy=0 dX? lIx,=

=g+ ouX +mpX> 4+ 0(X3).

0X2—|—---+6’(X3)

Sin pérdida de generalidad se puede asumir que o = 0, tomando la expasién hasta segundo
orden y a los fines de garantizar campos descritos en la teoria cldsica de campos se escogen los

valores o = —1y 0p = 1 que permiten escribir la lagrangeana como

Z(9.X) = f(9)(—X +X?), (5.106)

lo que posibilita reescribir la accién (Sg) como

Sp = /d4x\/—_g{§ +f(o) (=X +X2)} . (5.107)

donde se asumié Ml%l = 1. Al calcular la variacién de (5,107) con respecto 6g"" obteniendo el

tensor de energia momento

kTuv _- T o g((p,X)guv. (5.108)

Teniendo en cuenta que
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( 020X
k=1 20X = (2(0,X)]x(~0updvp)
y
_ %9 . .
\ Ug = 0 % Con o como una funcién de signo.

Lo que permite finalmente escribir el tensor 7, como

Tuy = —2X[ZL(0.X)]:xUuUy — Z(0.X)guv- (5.109)

que comparando las componente del tensor 7, con las componente del tensor de energia-

momento FRW se obtienen las expresiones para la densidad y la presién dadas por

P(¢.X)=f(¢)(-X+X?) y p(¢.X) = f(¢)(—X +3X?), (5.110)

de la que se deduce la ecuacién de estado

1-X
1-3X"

Wx (5.111)

Para determinar el régimen de expansion acelerada vamos a determinar en qué rango de
valores debe estar la variable X, tomando en cuenta el régimen de expansion en los modelos del
universo dominado por materia o por radiacion que se da en el intervalo —1/3 < wy < —1. Para
Wy < —1 se encuentra que X > 1/2, mientras que para ® < —1/3 se encuentra que X < 2/3.
Las expresiones anteriores premiten determinar como influyen estos valores en la forma del

potencial que se determina por medio de la ecuacién de movimiento

p+3H(p+P)=0. (5.112)

Sustituyendo las expresiones de densidad, presion y por medio de algunos procedimien-tos

algebraicos encontramos la ecuacion diferencial

1 df(e)  (1-6X)X 1+ wx
3H -
f@) do T (1-3x)¢ ¢

Con el fin de encontrar una solucién para esta ecuacion diferencial con relacidn a los valores

0. (5.113)

constantes que puede tomar X para el régimen de expansion acelerada se asume directamente

X = constante lo que permite determinar que

do = %\/2th — Q= %\/2X(t—t0), (5.114)
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y teniendo en cuenta la expresion para H dado por (4,34) la ecuacién diferencial (5,113) se

reduce a

df(¢) 2(1+wx)de

=— , (5.115)
/(o) (1+om) @
cuya solucion viene dada por
f(@) o< (@ — @)% con o= 2120 (5.116)
(1+ o)
De la expresion (5,116) se desprende que si se toma el valor oy = —1 — a = 0 se tiene

un potencial constante (f(¢@) = cott) lo que ocurre precisamente si X = 1/2. Para cuando el

universo es dominado por radiaciéon wy = ®, — o = 2 que conlleva a la funcién

f(@) < (9 — o) % (5.117)

Es evidente entonces que X juega un papel crucial para determinar el valor del campo de k-
escencia ¢ lo que permite asegurar que ¢ se comporta como energia oscura si 0 < o < 2, que se

produce en la regién 1/2 < X < 2/3.

5.1.7.2. Modelo del Campo de la Dilaton

En este modelo se toma la densidad lagrangeana propuesta en el trabajo de Piazza y
Tsujikawa (2004), dada por

ZL(0.X) = =X +c1"X? — cpeh9, (5.118)

denominado modelo Dilaténico de Condensado Fantasma que es motivado por la correccion
dilatonica de orden superior a nivel de drbol en la accion efectiva para bajas energias perteneciente
a la Teoria de Cuerdas, donde c;, c2, A, A son constantes positivas, e*? es el término de
acoplamiento de orden superior y donde el tercer término de la densidad lagrangeana (5,118) se

corresponde con un potencial V o< e Mo,

La densidad lagrangeaana (5,118) considera que cuando el Campo Dilatén ¢ — oo
ocurre un desacoplamiento efectivo entre dicho campo con el Campo Gravitatorio. Este es el
denominado escenario fuera de control, ya que para estos valores el potencial que controla la

interaccion desaparece y las funciones de acoplamiento

Bi(@)=ci+0(e?) con e? > 1, (5.119)
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tienden a valores constantes (B;(¢) — coit), que conduce a la lagrangeana

ZL(0,X) = —X +c1M°X2. (5.120)

Sustituyendo (5,120) en la accion Sg y repitiendo los calculos hechos en el modelo del Campo

de la K-esencia se obtienen las expresiones para la densidad y la presion

p(0.X) =—X+3c1*X?> y P(¢,X) = —X +c1"%X?, (5.121)

y por consiguiente la ecuacion de estado vendra dada por

1— Cle;L(PX

e 5.122
1 —3cer®X ( )

Opx) =

Modelo que solo con una modificacién del campo se reduce al modelo de la k-escensia con
potencial f(¢) o< (¢ — ¢p)~*. Como la funcién matemética del potencial es conocida en este
modelo se necesita conocer en qué franja de valores de energias es posible un régimen de
expansion acelerada que corresponde a los modelos de universo (dominado por materia o
dominado por radiacién) contemplados en el modelo cosmolégico, donde la ecuacién de estado
pertenece a la region —1 < @y x) < —1 /3. Como ya fue discutido en la seccion 5.1.4, en estos
modelos de campos fantasmas existen inestabilidades (UV) que obligan a estudiar la estabilidad
de este modelo (JAMES; SANGYONG; GUY/| 2004).

Para tal fin, vamos a estudiar la estabilidad de este modelo proponiendo un campo
dindmico @(z,X) que tiene una pequefia perturbacién alrededor de un campo de fondo @y(7)
que es solucion de la ecuac6n de movimiento, y ademds cumple que ¢y 7%= 0y ¢ # 0 (PIAZZA]
TSUJIKAWA| 2004; COPELAND; SAMI; TSUJIKAWA, 2006). Tal campo es definido por

0(t.X) = @o(t) +8¢(1,X) (5.123)

Para estudiar la dindmica de este sistema se realiza la expansion de la lagrangeana P(¢@,X ) hasta

el segundo orden en d¢ y se encuentra la expresion para el hamiltoniano

5(¢)? Vép)? 5¢)?
=20 5 TO0)_ [00) (5.124)
donde &1, & y &3 son dados respectivamente por
&1 = Px(9.X) +2XPx:x(¢.X); & =Px(9.X) y & = Pigip(9.X). (5.125)

Para que el hamiltoniano sea positivo definido (7 > 0) se debe cumplir §; >0, &, >0y &3 > 0.
Mientras la inestabilidad de este modelo aparece como un coeficiente de (k/a)? donde a es el
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factor de escala y k es el momento comdvil, para la estabilidad basta solo con hacer el estudio
del signo positivo de la velocidad del sonido (c? = &, /&). Es decir, el modelo es estable si para
los posibles casos £1;6 > 00 &;& < 0 lo que garantiza que la razén &,/ &; sea positiva en
presencia de energias fantasmas, ya que para la mayoria de este tipo de Campos Fantasmas la

densidad lagrengeana viene dada normalmente por una expresion del tipo

P(9.X)=-X-V(¢), (5.126)

que implicaria evidentemente que &; < 0y & < 0. Sin embargo, al considerar una densidad
lagrangeana que contenga un término cuadrético de energfa cinética (X?) la situacién es diferente.
Consideremos la densidad lagrangeana con términos de orden superior efectivamente desacoplada

de la grevedad en el escenario fuera de control

P(¢.X) =X +X?, (5.127)

de donde se encuentra que

El=—14+6X; y & =—1+2X, (5.128)

lo que conduce a que la velocidad del sonido sea positiva (¢ > 0)si & >0 — X >1/2y
& >0 — X > 1/6, es decir, el sistema estd completamente estable a nivel cudntico para valores
de X > 1/2. La otra condicion que satisface el requerimiento de la velocidad del sonido es
£ <0 - X<1/2y& <0 — X <1/6, condicién que nos garantiza que el sistema tenga
perturbaciones clasicamente estables si la energia cinética se encuentra en la faja de valores
0<X<1/6.

Las condiciones anteriores son suficientes para sistemas cuya densidad de energia es
relativamente mayor a la escala de Planck donde la condicién |X| > X? es satisfecha. Este
hecho refleja que la condicidn anterior es una condicion debil, ya que para densidades de energia
relativas a la escala de Planck esta condicién no garantiza la estabilidad cudntica. Esta deficiencia
es superada al considerar el modelo del Condensado Fantasma, es decir, cuando la densidad
lagrangeana contempla el término de acoplamiento en el escenario del dilatén fuera de control
dado por

P(0.X).x = —1+2c1*X yp(9.X).x = —1+6¢1e*9X. (5.129)

Al combinar las expresiones (5,129) se obtiene que la velocidad del sonido

»  1-2c1e*?X

ci=——.
S 1 —6c1erPX

(5.130)
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Cuando se exige ¢ > 0 se encuentra la condicién de estabilidad cudntica cle*?X >1/2 que
garantiza el regimen de expansion acelerada del universo sin inestabilidades de vacio. Ademas,
se hace evidente que e puede ser arbitrariamente grande lo que garantiza la estabilidad incluso
si X es mucho menor que la escala de Planck. Es decir, que lo anterior representa una condicion
fuerte para la estabilidad del universo y hace que el modelo del Campo Dilatén sea un buen

candidato para energia oscura.
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6 CONCLUSION

En la presente tesis se realizé una exploracion detallada de los modelos que dan
una explicacién al fendémeno de la Energia Oscura, como lo son el modelo de la Constante
cosmolégica o ACDM que explica dicha energia simplemente como el precio de tener espacio,
es decir, la energia fundamental intrinseca de un volumen minimo de espacio volumétrico.
Ademads de considerar la constante cosmoldgica /A como la densidad Materia Oscura Fria en un
universo plano de tipo FRW, responsable de impedir que el universo colapse a causa de la fuerza

gravitatoria.

También se present6 una exploracion detallada de los modelos de campos dindmicos
tales como el modelo del campo de la Quinta Esencia y del campo Fantasma, surgidos a partir de
la densidad lagrangeana en (5,41). Ademds, mediante procedimientos algebraicos se determind
la correspondiente funcién para el potencial que conduce a la ley de expansion del tipo a(t) o< P
Esto permitié concluir para el modelo del campo de la Quinta Esencia (¢ /2 > 0), que ofrece
una explicacion para la energia oscura al considerar un regimen de Balanceo Lento (Slow Roll).
Aunque con carentes pruebas para atribuir a dicho campo la responsabilidad de generar una

expansion acelerada en un universo en el cual existe tanto Energia como Materia oscura.

Por otro lado, con el modelo del campo Fantasma (qb2 /2 < 0) se explicé el fendmeno
de la Energia Oscura por medio de un potencial que permite oscilaciones amortiguadas de
los campos Fantasmas sobre su punto mdximo (¢ = 0), en un cierto periodo de tiempo en el
que el movimiento cesa y el campo se asienta en la parte superior del potencial para imitar el
comportamiento consistente con la ecuacion de estado @ = 1. Potencial escogido a conveniencia
para evitar que el universo tenga un gran desgarre (Big Rip). Sin embargo, dicho modelo tiene
otro problema mds severo, que son las inestabilidades cudnticas ultravioletas (UV) que resultan

imposibles de ignorar.

Todo esto obligd a los cosmdblogos a buscar modelos alternativos a partir de la teoria de
cuerdas o Teoria M mediante la compactificacién de dimensiones extras en una 3-Brana contenida
en un 3 4 1-Bulk, donde tales dimensiones pueden tener tamafios comparables a 0,1mm. Ello
condujo a una accidn efectiva para bajas energias que ofrecid la posibilidad de construir una
cosmologia de cuerdas, que derivé en modelos como el del campo Taquidn, deducido a partir de
la accién (5,70).

Dicho modelo ofrece una descripcion donde los campos de Taquiones conducen al
potencial de auto interaccidn (5,83) relacionado a una ley de expansién como la que se considerd
en los modelos de campos escalares (a(t) o< Py responsable de generar la expansion acelerada,
aunque no es el unico que puede generar este régimen; incluso un potencial que obedece una ley

de evolucién cosmoldgica més general como por ejemplo V(@) o< ¢ " también lo consigue.
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En este mismo enfoque de la cosmologia de cuerdas se contempl6 la acciéon (5,84)
para construir el modelo del Gas de Chaplygin, que permitié determinar la expresion para el
potencial (5,99). Potencial que rige la expansion acelerada que coincide con las observaciones
actuales y es el tinico que parece resolver la discrepancia entre la Energia y la Materia Oscura,
pero con la limitacién de describir solo universos abiertos a causa de la incapacidad que tiene
dicho universo de detenerse una vez que empieza a acelerar y en el que la constante cosmoldgica
efectiva aumentard (o que fue menor en el pasado). A pesar de esto, en la actualidad no se tiene

garantia que demuestre que la presion obedezca a la expresion (5,92).

Los dos ultimos modelos construidos en el campo de la cosmologia de cuerdas fueron
el del campo de la K-esencia y el del campo Dilatén. Para el modelo del campo de la K-esencia,
deducido a partir de la accién (5,107), se puede concluir que ofrece la descripcién de un modelo
cosmolégico por medio de un pardmetro puramente cinético X = —@? /2 en una cosmologia de
FRW espacialmente plana. Esto permitié determinar la forma del potencial (5,118) y cudndo

dicho campo se comporta como Energia Oscura.

Mientras que, en el modelo del campo Dilatén -construido a partir de la accién Sg,
cuando se le introduce la lagrangeana (5,118) y se considera el escenario del Dilatén fuera de
control- se encontrd que cuando la lagrangeana se escribe como la forma general (5,126) y se
tiene en cuenta el requerimiento de la solucién de escala, dicha lagrangeana estd determinada
univocamente por la expresion (5,127). En este escenario, el término cinético negativo y el
potencial de tipo campana hace que el dilaton evolucione hacia el valor maximo del potencial
con ecuacién de estado @ < —1. Por otro lado, el término X2 asegura la estabilidad de las

fluctuaciones cudnticas por medio de la restricciéon @ > —1.

A pesar de que los modelos anteriores cuenten con una estructura matematica muy
elegante, y de los grandes aportes que ellos ofrecen en la compresion de nuestro universo,
actualmente no existe ninguna medicion experimental que demuestre que los campos sean
el verdadero origen de la Energia Oscura. Por lo tanto, ellos solamente representan un buen
intento realizado en el campo de la cosmologia moderna. En contraposicion a esto, la plena
coincidencia que existe entre el modelo ADCM con la hipétesis del Big Bang, permite explicar
las observaciones de la radiacién césmica de fondo, asi como la estructura a gran escala del
universo y las observaciones de supernovas, hacen que el modelo ACDM sea el inico modelo

vigente que arroja un poco de claridad sobre la expansion acelerada de un universo FRW plano.
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