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RICO, Luis Fellipe Pineres. Analise da consisténcia e estabilidade de modelos
vetoriais. 2017. 74 p. Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2017

RESUMO

O objetivo deste trabalho € analisar um modelo com um campo vetorial que
apresenta simetria de Lorentz, e discutir questdes como causalidade, estabilidade e
unitaridade. Para esta analise usamos o método dos vinculos de Dirac, que mostra
como se obtém a dinamica de sistemas singulares apresentados nesta dissertacao.
Para estabelecer uma relagdo entre energia e momento para o campo vetorial,
analisamos a equacao do movimento por meio de uma transformada de Fourier no
espaco de momento, onde provamos a consisténcia espectral do modelo. Por ultimo
os resultados sdo verificados formulando o mecanismo de Stueckelberg, que
consiste em introduzir um novo campo escalar , de tal forma que a nova acgéo tem
simetria de calibre, mas ainda é dinamicamente equivalente a acdo original.
Portanto, pode-se expressar os graus de liberdade usando um novo campo,
chamado campo de Stueckelberg. O mecanismo de Stueckelberg é usado para
converter os vinculos de segunda classe, presentes na Lagrangeana inicial, para
vinculos de primeira classe.

Palavras-chave: Unitaridade, estabilidade. Modelos vetoriais. B6son de Goldstone.



RICO, Luis Fellipe Pineres. Analysis of the consistency and stability of vector
models. 2017. 74 p. Disseration (Master's degree in Physics.) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2017

ABSTRACT

The goal of this work is to analyze a model with a vector field, and to discuss issues
such as causality, stability and unitarity. To do the analysis we use the Dirac method,
which teaches how to obtain the dynamics of singular systems presented in this
dissertation. To establish a relation between energy and momentum for the vector
field, we analyze the equation of motion by means of a Fourier transform in the
momentum space, where we prove the spectral consistency of the model. Finally, the
results are verified by formulating the Stueckelberg mechanism, which consists in
introducing a new scalar field , in such a way that the new action has gauge
symmetry, but is still dynamically equivalent to the original action. And therefore,
being able to express degrees of freedom using a new field, called Stueckelberg’s
field. The Stueckelberg mechanism is used to convert the second-class constraints
present in the initial Lagrangian to first-class constraints.

Keywords: Unitarity. Stability. Vetor models. Goldstone Bosons.
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1 INTRODUCAO

As simetrias sdo muito importantes para a determinacao das leis fisicas que descrevem
certos sistemas. Uma interessante conexao entre simetrias e constantes de movimento é
explicitada no Teorema de Noether [1]. Este estabelece que a cada simetria continua da
Lagrangeana de um sistema fisico corresponde uma quantidade que se conserva durante a
evolucao dinamica do sistema. Podemos citar como exemplos familiares desta relagao, as
conservacoes da energia, do momento linear e angular, que estao associadas as invariancias

sob translacoes temporais, translagoes espaciais e rotagoes, respectivamente.

Assim, o conceito de simetria é muito interessante, e por sua vez, amplamente utilizado
na maioria dos sistemas fisicos. Na mecanica quantica, as simetrias estao associadas a
degenerescéncia dos niveis de energia. Por exemplo, para descrever os estados quanticos
do atomo de hidrogénio, as simetrias de translagao temporal e simetria de rotagao espacial

sao exploradas.

Na teoria da Relatividade Restrita, a validade das leis da Fisica se verificam quando
referenciais inerciais distintos descrevem os fend6menos de maneiras semelhantes. Enquanto
a conexao entre sistemas de referéncia é feita através das transformagoes de Lorentz [2].
Portanto, a simetria de Lorentz é um requisito fundamental para formular uma teoria
relativistica. As propriedades da mecanica quéantica e o grupo de Lorentz sao a base para
a formulacao da Teoria Quantica de Campos, que descreve as particulas como excitagoes
no espago-tempo, resultando na formulacado do Modelo Padrao da Fisica de particulas
(MP), que descreve as particulas elementares e suas interagoes, com excecao da interagao
gravitacional, sendo visto como um modelo consistente invariante sob o grupo de Poincaré
e nos grupos de simetrias internas SU(3)c ® SU(2), ® U(1)y [3]. Por outro lado, a
gravitagdo possui um grupo de simetria espago-temporal mais geral que é difeomorfismo.
No entanto, a simetria de Poincaré ainda esta presente como um grupo de simetria do

espago tangente a variedade do espago-tempo.

Muitos dos candidatos a teorias fundamentais, como a teoria das cordas, as teorias de
campos nao comutativos, topologia nao-trivial do espago-tempo, loop quantum gravity e
cenarios de branas possuem espaco para descrever uma fase onde as simetrias CPT e
simetria de Lorentz sdo quebradas [4]. Nestas teorias a simetria de Lorentz é quebrada na

escala de Planck.

Os efeitos fenomenologicos podem ser sistematicamente estudados usando o formalismo do
Modelo padrao Estendido [5]. Neste contexto, os Lagrangeanos usuais do MP e da teoria
geral da relatividade de Einstein sao suplementados por operadores que violam a simetrias

de Lorentz. No setor nao-gravitacional, esses operadores sao construidos considerando
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todos os operadores do MP contraidos com tensores de fundo de forma invariante sob
transformacoes de coordenadas. O setor gravitacional, por sua vez, segue a mesma ideia,

mas considerando operadores e tensores sob o grupo de difeomorfismo [5].

Uma maneira elegante de originar esses tensores de fundo é por meio da quebra espontanea
da simetria de Lorentz. Este mecanismo é uma generalizagdo do que ocorre no Modelo
Padrao com o campo escalar de Higgs que adquire valor no vacuo diferente de zero. A
possibilidade de violagao espontanea da simetria de Lorentz foi sugerida inicialmente em
1989 nos trabalhos de Kostelecky e Samuel no contexto da teoria de cordas [6]. Neste
caso, ao invés de um campo escalar, tensores nao triviais podem assumir valores no vacuo
diferentes de zero, que em baixas energias sao vistos como tensores de fundo dando origem

a uma anisotropia do espago tempo.

Os exemplos mais simples de teorias de campo com quebra espontanea da simetria de
Lorentz sao os modelos chamados de Bumblebee, definidos com diferentes formas do po-
tencial e termos cinéticos para o campo vetorial, e com diferentes acoplamentos com a

matéria e com a gravidade [7],[8].

Os termos do MP sao baseados em trés principios fundamentais: a causalidade, unitaridade
e estabilidade assegurando a consisténcia do modelo. No espaco de Fock a violacao destes
principios pode ser vista como a presenca de particulas chamadas ghosts e tdquions. Os
ghosts podem ser interpretados como um sinal errado no termo cinético da Lagrangeana, e
os taquions como um sinal errado no termo potencial da Lagrangeana. Em outras palavras,
um taquion seria uma particula de massa negativa, enquanto um ghost apresenta energia
cinética negativa. Além disso, a definicdo do propagador de ghost com a prescricdo usual
de Feynman ie resulta numa teoria nao-unitaria com estados de norma negativa. Se o
propagador for definido com a prescri¢ao oposta, a unitaridade pode ser preservada, porém
isso induz a uma instabilidade na propagacao de estados de energia negativa [9]. Assim,
na Teoria de Campos, modelos que apresentam termos como ghosts ou taquions sao

fisicamente inaceitaveis, pois indicam uma instabilidade no modelo.

O principal objetivo desta pesquisa é analisar um modelo vetorial com simetria de Lorentz
a partir da formulacao Hamiltoniana, provando que se o modelo vetorial apresenta ghosts
ou taquions havera problemas com a teoria formulada. Sendo atestado que a teoria nao
tenha esses problemas podemos calcular os graus de liberdade dinamicos e a relagao
de dispersao entre energia e momento e, assim, analisar a estabilidade, causalidade e

unitaridade. A ideia é adquirir uma familiaridade com os conceitos e as analises utilizadas.

Em trabalhos futuros espera-se empregar essa andlise para um modelo com quebra espon-
tanea da simetria Lorentz, onde pretendemos estudar as propriedades da Eletrodinamica
onde o féton é entendido como um boéson de Goldstone. Aplicaremos o método de reali-
zagOes nao-lineares para o grupo de Lorentz para caracterizar uma possivel fase da Fisica

de particulas. Serao analisados a estabilidade, causalidade e unitaridade de um modelo
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vetorial com quebra espontanea da simetria de Lorentz.

Esta dissertacao esta estruturada da seguinte forma: No capitulo 1 apresentamos os siste-
mas vinculados e seu tratamento classico. No capitulo 2, o mecanismo de Higgs abeliano
[3],[12], é estudado devido a sua relacao com a quebra esponténea da simetria do grupo
U(1) e sua estreita relagdo com o mecanismo de Stueckelberg [11],[13]. E, finalmente,
se estuda (the boson goldstone equivalence) [15], a importancia deste tltimo estd em re-
lacionar processos envolvendo boésons de calibre com boésons Goldstone. No capitulo 3,
apresentamos um modelo vetorial no espago de Minkowski, considerando simetria de Lo-
rentz, e analisamos a estabilidade, causalidade e unitaridade deste modelo a partir da
formulagao Hamiltoniana. A ideia deste capitulo é analisar se o modelo vetorial apresenta
ghosts ou taquions. Assim, desta analise obtemos trés sistemas fisicos interessantes. O
primeiro correspondente a Lagrangeana de Maxwell, que descreve um campo vetorial nao
massivo com dois graus de liberdade. Enquanto o segundo é a Lagrangeana de Proca, que
descreve um campo vetorial massivo com trés graus de liberdade e, finalmente, a “Lagran-
geana Escalar”, assim chamada porque propaga no maximo um grau de liberdade [10].
Apresentamos a analise dos graus de liberdade de cada modelo que foram calculados a
partir da utilizagdo do formalismo de vinculos de Dirac [8], verificando os calculos quando
o campo vetorial foi descomposto para cada sistema. E, por dltimo, foi encontrada a re-
lacao de dispersao entre energia e momento. No capitulo 4 ¢ analisado o mecanismo de
Stueckelberg, verificando os graus de liberdades dinamicos de cada modelo calculado no
capitulo 2, o interessante sobre este mecanismo esta na restauragao da simetria de calibre,

os vinculos e a relacao com o teorema de equivaléncia discutido no capitulo 2.

Ao longo de todo o trabalho utilizamos as unidades naturais (¢ = h = 1) e as propriedades

do espago de Minkowski, com assinatura da métrica n* = diag(+, —, —, —).
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2 FORMALISMO DE DIRAC

Neste capitulo se estuda o tratamento de sistemas vinculados ou singulares. Os sistemas
vinculados se caracterizam por apresentarem ambiguidades nas solugoes das equacoes de
movimento. Exemplos de teorias singulares tém-se no eletromagnetismo, a gravitacao e
as teorias de cordas. Nos sistemas singulares, impossibilita-se a passagem do formalismo
Lagrangeano para o Hamiltoniano de forma univoca como analisamos neste capitulo.
Para trata-los no formalismo Hamiltoniano, usa-se o método dos vinculos de Dirac [14],

[16],[17], que mostra como obter a dindmica de tais sistemas, sem ambiguidades.

2.1 Formalismo Lagrangeano: Sistemas regulares e singulares

Considera-se um campo escalar ¢(z), definido num espago-tempo (D + 1). A equagdo de

movimento do campo ¢(z) sdo derivadas a partir da agao

S = /L’(gp)dV, (2.1)

onde £ é a densidade Lagrangeana do sistema, e dV = d”*'z é um elemento de volume no
espago-tempo (D+1) dimensional. A equagao de movimento é obtida quando seleciona-se,
entre todas as trajetérias possiveis de ¢(x), aquelas que obedecem

5S = 0. (2.2)

Considera-se que a densidade Lagrangeana dependa no maximo de derivadas primeiras

nos campos L(p, d,¢, x*). Portanto, a equacdo de movimento é:

o (525) - % o .

Para classificar as solugdes da equagao de Euler-Lagrange podemos escrever (2.3) explici-

tando as aceleracoes como

=00 () + 029 (59 )+ () (2.0

substituindo (2.4), a equagao (2.3) torna-se [16]

W [0,0,¢] = V(p, Oup, 1), (2.5)
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onde o termo V' (¢, d,p, %) é definido pela equacao

oL 0?L 0°L
V(p,0uwp, %) = — — ——— (Oup) — =, 2.6
(. Outp, 2°) O 0(0up)0yp (0u9) 9(0,p) O (26)
enquanto o termo W é chamado de matriz Hessiana
0?L
WH = ————— 2.7
3(8#g0)3l,g0 27

A equagado (2.5) pode ser resolvida para as aceleragoes se a matriz WH é invertivel.
Dentro do formalismo Lagrangeano a matriz Hessiana divide a densidade de Lagrangeana

em duas categorias:

A primeira corresponde aos sistemas regulares, para o caso de Det [WH| # 0. As equagdes
de movimento podem ser resolvidas para as aceleracoes e nao hé ambiguidade nas solugoes.
E os sistemas singulares quando Det |W"| = 0 nao existem solugbes tnicas para as

equagoes de movimento.

2.2 Formalismo Hamiltoniano

Quando se quer passar do formalismo Lagrangeano para o Hamiltoniano, define-se o

momento canonicamente conjugado 7 associado ao campo ¢ como:

oL
8(30@ '

Para relacionar os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano é necessario o m para fazer

(2.8)

uma transformacao de Legendre

HC(()OJ T, .Z"LL) = /WaQQOdDI - L(@? 80907 'ru)‘ (29)
No caso, de sistemas regulares o formalismo pode-se aplicar, e esta Hamiltoniana é o
gerador da evolucao temporal chamada Hamiltoniana candnica H..

Enquanto, que em sistemas singulares temos que a matriz Hessiana pode ser expressa em

termos do momento candnico como

on
3(@90)‘ ~0. (2.10)

Isto implica que as velocidades nao podem ser obtidas de forma tnica a partir das coor-

Det \WOO\ = Det

denadas e momentos, portanto existem vinculos entre os momentos. Além disso, nao se
b b
pode utilizar os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano usuais. Na proxima se¢ao sera

apresentado, dentro do formalismo Hamiltoniano, o tratamento deste problema.
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2.3 Meétodo de Dirac

A transformacao de Legendre é a ferramenta para passar do formalismo Lagrangeano para
o Hamiltoniano como foi analisado na se¢ao anterior para sistemas regulares. Para isto, os
momentos canonicos devem incluir velocidades em suas expressoes para que a passagem
do formalismo Lagrangeano para o Hamiltoniano se dé de forma univoca. Esta se¢io sera
dedicada ao tratamento do sistemas singulares. A descrigdo Hamiltoniana para um sistema
fisico vinculado é conseguida através do método de Dirac. No caso deste sistema aparecem

expressoes que dependem exclusivamente de variaveis do espaco de fase, da forma:

QF = 7% — f(@a, 000, ™) = 0, (2.11)

sendo k =1, ..., os nimeros de momentos que nao dependem das velocidades, porque se
assim fora, poderiamos isolar pelo menos um momento em termos das velocidades [16].
Enquanto que 9 é denominado vinculo primério do sistema e como consequéncia, apenas
(n —r) velocidades podem ser expressas em termos dos momentos canonicos. Os vinculos
descrito em (2.11) definem uma subvariedade do espago de fase chamada superficie de

vinculos, sobre a qual esta restrito o movimento.

Neste caso, de sistemas singulares, o gerador da evolugao temporal do sistema ¢é dada pela

Hamiltoniana total Hrp:

Hr(pa, 7%, 2") = Hc+/Mka, (2.12)

onde H. inclui as relagoes (2.9) (velocidades que podem ser expressas em termos dos
momentos candnicos) e py sao multiplicadores de Lagrange que estdao relacionados as

velocidades indeterminadas.

As equagoes de movimento Hamiltonianas podem ser obtidas a partir do principio de

Hamilton.

ss=o (" { / (nlaosoz - ukﬂ’f) dPr — Hc] dt. (2.13)

t1

Usando as equagoes de Euler-Lagrange (2.3), temos

0H, o0

(90<Pl(1’) = o + ,ukaiﬂf = {Wl(x)a HT(Z/)}> (2.14)
0H, o0

dom(z) = — R Mkaf; = {m(x), Hr(y)} . (2.15)

Para trabalhar com sistemas singulares usando parénteses de Poisson é necessério calculé-

los primeiro e depois usar as relagoes de vinculo. Dirac incorporou este procedimento
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definindo o que se chama de igualdade fraca (=), que é usado em relagoes de igualdade
somente validas na superficie de vinculos [14]. A igualdade fraca permite escrever as

equagoes de movimento em forma de parénteses de Poisson, sem ambiguidades:

o' () = {¢(2), Hr(y)} , (2.16)

domi(z) =~ {m(x), Hr(y)} . (2.17)

Escrevem-se também os vinculos como igualdades fracas da forma:

Q. ~ 0. (2.18)
As equagoes (2.18) devem-se preservar ao longo do tempo, quer dizer deve impor-se con-
digoes de consisténcia

Desta imposi¢cao podem surgir trés tipos de resultado:

1. A expressao se anula identicamente.
2. Aparecem expressoes que sao fungoes das variaveis do espago de fase.

3. Aparecem expressoes que impoem restri¢oes sobre os multiplicadores de Lagrange

M-

No segundo caso, o que se obtém é uma nova geracao de vinculos, os quais sao cha-
mados vinculos secundarios. Esta denominagdao vem do fato das equacoes de movimento
terem sido usadas para obté-los. Os vinculos secundérios (6,,) devem também satisfazer

condigoes de consisténcia:

36Oy ~ {00, Hr(y)} ~ 0. (2.20)

Deste processo pode-se obter os vinculos da teoria, deve repetir-se até que nao apareca

mais nenhuma geracao de vinculos na teoria.

De acordo com o papel que desempenham os vinculos dentro da teoria, temos outro critério
importante de classificacdo. Tal critério esta baseado na definicao de funcao de primeira

classe.
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Uma funcdo A\(x) é de primeira classe se satisfaz a seguinte condicao

{A@), vm(y)} =~ 0, (2.21)

onde v, sdo todos os vinculos que aparecem na teoria. No caso contrario, a fungdo \(x)
é chamada de segunda classe. Assim, obtemos os vinculos de primeira e segunda classe
da teoria, que tém papéis distintos: os vinculos de primeira classe estao relacionados com
as simetrias de calibre do modelo, enquanto os de segunda classe sao graus de liberdade

espurios (ndo sdo observaveis) da teoria.

A importancia dos vinculos num modelo encontra-se na descricdo do nimero de graus de
liberdade dindmicos. Os ntimeros de graus de liberdade dindmicos n em sistemas singulares
sao calculados a partir dos vinculos da teoria. Dado um sistema descrito por N; graus
de liberdade e com nj, e ny vinculos de primeira e segunda classe, respectivamente, o
numero de graus de liberdade dinamicos é dado por n = N; —n; — %2. Isto acontece
porque um grau de liberdade é descrito por um par (g;, p;) do espago de fase. No caso
de vinculos de primeira classe s precisa-se fixar a coordenada ¢; do par (g;,p;), porque
nao tem dindmica (p; = 0), entdo devemos impor n; vinculos. Enquanto, os vinculos de
segunda classe, temos dependéncia entre os graus de liberdade (¢, p;) e (g;,p;), precisa-
se ter dois vinculos para eliminar cada grau de liberdade, portanto temos que impor ns

(pares) vinculos.

Como exemplo de um sistema singular temos o eletromagnetismo de Maxwell, sendo

descrito pela Lagrangeana de Maxwell

1

L=~ F"F, (2.22)

ma
onde o tensor eletromagnético ¢ definido como F),, = 9,4, — 0, A,.

Para provar que o sistema ¢é vinculado, calcula-se a matriz Hessiana, onde obtemos

WA = gt — pApke, (2.23)

Assim, provamos que o sistema ¢é vinculado. Os vinculos do sistema sao calculados a partir

dos momentos candnicos

o
~ A,

I = —F%, (2.24)

Portanto, os vinculos que apresenta o modelo sao:

I1° ~ 0. (2.25)

oIl =~ 0. (2.26)
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Quando 1 = 0 na equagao (2.24), temos um vinculo primério que é dado pela equagao
(2.25). Enquanto o vinculo secundario é descrito por (2.26), que é originado pela condigao
de consisténcia do vinculo primario. Os vinculos da teoria correspondem a vinculos de

primeira classe

{°, 0,11} ~ 0. (2.27)
Portanto, apenas dois dos quatros graus de liberdade realmente se propagam no modelo.
A dindmica dos campos é governada pela Hamiltoniana estendida.

Usando a fixacao de calibre, processo que transforma os vinculos de primeira classe em
fungoes de segunda classe, pode-se obter os mesmos graus de liberdade. A fixacao de
calibre consiste em introduzir no modelo, para cada vinculo de primeira classe, uma nova
funcdo do espago de fase chamada de vinculo externo (ou calibre), de acordo com o

procedimento de Dirac.

Vamos escolher, no caso de Maxwell, os seguentes calibres, o primeiro corresponde a calibre

de Coulomb

9A" =0, (2.28)

e outro corresponde a:
A’ =0. (2.29)

Assim, associa-se para cada vinculo de primeira classe um calibre, no caso do eletromag-

netismo de Maxwell temos:

o Ty, = 1I° ~ 0.
o I, =9Il = 0.
o I';=A"=0.
o [, =0,A"~0.

Que tornam-se vinculos de segunda classe no sistema.

Um mecanismo com a finalidade de eliminar os graus de liberdade esptrios presentes no
modelo foi proposto por Dirac, cuja estrutura fundamental é chamada de parénteses de
Dirac [14]:

{A(z), B(y)}p = {A(x), B(y)} — /{A(x),ﬁi(Z)}AZjl {6(w), B(y)} dzdw, — (2.30)
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onde A(x), B(y) sao quaisquer fungoes do espago de fase, e Ai_jl ¢ a matriz inversa dos

vinculos de segunda classe, conhecida como matriz de Dirac.

A matriz de Dirac é definida como

Ay = {Bi(x), B;(y)} (2.31)

sendo f; os vinculos de segunda classe.

O célculo da matriz de Dirac é definida a partir da Hamiltoniana total H; do sistema

singular no espaco de fase estendido da seguinte maneira:

H, = H.+u"p,, (2.32)
onde os multiplicadores de Lagrange sao dados por u®, os vinculos 5, e H. é definida

como a Hamiltoniana que inclui as relagoes das velocidades que podem ser expressas em

termos dos momentos candnicos. A evolugao dindmica dos vinculos g, é dado por

By ~ {By, Hi} = 0, (2.33)

substituindo (2.32) na equagao (2.33), temos

Bb ~ {61)7HC} +u” {61)7/8(1} +Ba {Bbvua}7 (234)

na superficie de vinculos (5, ~ 0) temos que os termos que contribuem sao:

By~ {By, He} + u® { By, Ba} = 0, (2.35)

definindo a matriz Ay, = {Ba(x), Bs(y)}, se 0 DetA,y # 0, temos que os multiplicadores

de Lagrange tornam-se

u® ~ _A(;bl {51)7 Hc} ) (236>

onde obtemos que a evolugao dindmica dos vinculos /3, é dado por

By~ { By, He} — {8y, Ba} At {5, He} (2.37)

para qualquer variavel do espaco de fase g a evolugdo dinamica é:

g~ {9, H}—{g,B.} Ay {B H.}. (2.38)
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O célculo da matriz inversa de Dirac é obtida pela expressao:

/d3TA(C,T)ijA_1(T, k)R = 6F53(¢, k). (2.39)
Entre algumas das propriedades da matriz de Dirac temos:

APALT =52 (2.40)

Cc

Os parénteses de Dirac permitem escrever as equacoes de movimento e as relacoes de
vinculo novamente como igualdades fortes. Eles apresentam as mesmas propriedades dos

parénteses de Poisson.

2.4 Vinculos de primeira classe e invaridncia de Gauge

Os modelos que apresentam densidade Lagrangeana singular, de modo geral, caracterizam
uma simetria de calibre, como veremos a seguir. Investigaremos a relacao entre vinculos

de primeira classe e invariancia de calibre [16].

Portanto, suponha uma variavel dinamica da teoria a, com valor inicial ag. O valor da
variavel dindmica a serd calculado num instante infinitesimal dt. Fazendo uma transfor-

magcao de Taylor até primeira ordem, tem-se:

a(0t) = ap + (Opa) 0t

= qag + 0t ({a(a:), /Ht(y)dDy})
a(6t) = ag + 6t ({a(m), / ’Ht(y)dDy} + [ e {a(x),Qo‘(y)}dDy> L (241

Sendo Q¢ os vinculos primérios de primeira classe ! (os vinculos de segunda classe j& foram
eliminados da teoria através dos parénteses de Dirac, portanto os tinicos multiplicadores

realmente arbitrarios estao relacionados aos vinculos de primeira classe).

Enquanto, pegamos outros valores ! para estes coeficientes, o que fornecerd um a(dt)

diferente, da forma.

a'(6t) = ag + 6t <{a(x); /’Hc(y)dDy} + /u; {a(x);Q“(y)}dDy) : (2.42)

Conjetura de Dirac: De acordo com a Hamiltoniana total (2.32), apenas os vinculos primdrios de
primeira classe sdo geradores de transformacdes de calibre, porque cada vinculo primério tem um
multiplicador de Lagrange associado. Dirac postulou que todos os vinculos de primeira classe sao
geradores de transformacoes de calibre. Este postulado é conhecido como a conjectura de Dirac.

1
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A diferenca entre (2.41) e (2.42) sera:

Aa =6t [ (= i) {a(2); (1)} dPy. (2.43)

Chamando 6t (pe — f1),) = €4, tem-se

Aa(ot) = [ eay) {al@); ()} P, (2.44)

sendo €, um infinitesimal. A expressao anterior, indica que pode-se fazer uma trans-
formacao infinitesimal numa variavel dinamica a utilizando como geradores os vinculos
primarios de primeira classe. Em particular, para um observavel, esta transformacao nao

afetara o estado fisico. Tal transformacao é chamada de transformacao de calibre.

Na verdade, os vinculos secundarios de primeira classe também sdo os geradores desta
transformagao [14]. Se chamamos G, a todos os vinculos de primeira classe, a transfor-

macao infinitesimal de calibre mais geral pode ser expressa como [14]

5. F = ¢ {F,G,}, (2.45)

com os vinculos (G, sdo de primeira classe obtemos que

{G., Gy} = C,G. ~ 0. (2.46)

No capitulo 3, implementa-se o formalismo de Dirac para descrever a dindmica do modelo

vetoriais.
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3 MECANISMO DE HIGGS ABELIANO

Neste capitulo apresentamos o mecanismo de Higgs [3], [12], o teorema de Goldstone [3],
e por ultimo o principio de equivaléncia [15]. Portanto, primeiro examinaremos a nogao

da quebra espontanea da simetria para uma simetria discreta.

3.0.1 Quebra espontanea da simetria para um campo escalar real

Se o Lagrangeano é invariante sob um grupo de transformacoes, mas o estado fundamen-
tal do sistema nao ¢ invariante sob este grupo, entdo temos uma quebra espontanea da

simetria.

Consideramos um modelo chamado ¢*, que descreve a dindmica de um campo real escalar

com auto-interacao

1
L= 5(9.9)(0"¢) = V(¢9). (3.1)
A parte cinética fica no primeiro termo, e o potencial V' (¢) = “;ng + %(b‘*, onde A é uma

constante do acoplamento, e p corresponde a uma constante proporcional a massa. Por

enquanto sabemos que o sistema possui simetria (¢ — —g).

As equagoes de Euler Lagrange obtidas da Lagrangeana (3.1) sao dadas por

A
O+ )¢+ 50° =0. (3.2)

A densidade Hamiltoniana corresponde a

H = {1+ (v6)} + V(9), (3.3)

DN | —

o sistema ¢é estavel, devido que H ¢ positiva definida.

No tratamento classico, o estado fundamental é o estado de energia minima que cor-
responde ao estado de vacuo no formalismo da mecanica quantica. A importancia deste
estudo é analisar se ha uma quebra de simetria, para isso calculamos o valor minimo do

potencial

ov
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Onde obtemos trés pontos minimos, para os seguintes casos, como (2 > 0)

9o =0, (3.5)

e para (1% < 0)

2
do = i,/—ﬁg‘. (3.6)

O estado fundamental estd degenerado, cada estado possivei transforma-se no outro pela
simetria do sistema. Em virtude, dessa simetria ¢é irrelevante o valor de ¢q , para estudar
em torno do estado fundamental escolhido, fazemos a seguinte mudancga para o campo

escalar

p=¢—v, (3.7)

com v = \/—%, a Lagrangeana (3.1) torna-se

1 A A
£ = 50,0)(0"0) + w6 = 0" = o' +c. (38)

Onde este modelo descreve a interacao de terceira e quarta ordem de um campo escalar
de massa m = /2. Neste caso, o teorema de Goldstone nao é valido, porque a simetria

é de tipo discreta.

3.1 Quebra espontanea da simetria para um campo escalar com-

plexo

Um béson carregado de spin 0 ¢é representado pela Lagrangeana de um campo escalar

complexo ®

L= (0,9%)(0"D) — i’ ®*® — \(®*D)?, (3.9)

onde i é a massa do boson e A é um parametro positivo. O primeiro termo corresponde

a energia cinetica, enquanto o segundo termo é energia potencial da forma:

V(@) = 1|8 + Al@f*, (3.10)

Para p? < 0, o valor de minimo de energia é dado por:

9V _y (3.11)
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v? = |, (3.12)

com v =/ —g. O campo ¢ pode ser expresso mediante dois novos campos reais 7(z) e
p(x) como:
(7(x) +v) +ip(x)

® = 7 . (3.13)

Usando (3.13), a Lagrangeana (3.9) torna-se

1 1
£ = |30uT0 T + W272| + 50,p0"p + Lins, (3.14)

onde L;,; contém termos de interacdo no maximo de ordem quarta e auto-interacao dos

campos p e T

A A A2 pt

Ligg = =14 =Zpt = do(r* +7p°) — S0 + 3.15
p= =2t = Tt — e ) = S (3.15)
O fator de acoplamento % indica a auto-interacao entre quatro bdsons 7 e correspondem

ao fator de vértice em um diagrama de Feymman, se indica quao forte é a interacao.

Assim, podemos concluir da equacido (3.15) que o campo 7 é massivo (m2 = 2|u?|),
enquanto que nao temos um termo de massa para o campo p. Esta particula corresponde
a um boson chamado, boson de Goldstone. Sempre que uma simetria global continua é
quebrada espontaneamente, o espectro contém uma particula nao massiva, de spin-zero

que corresponde a um bdson de Goldstone.

3.2 Mecanismo de Higgs Abeliano para o eletromagnetismo

Nesta secao consideramos um campo escalar complexo acoplado a um campo eletromag-
nético. Descreve-se, primeiro a Lagrangeana de Maxwell, que é associada a um campo

vetorial de spin 1,

1
Lazwell = _Z ,ul/FlW- (316)

O tensor eletromagnético é dado por F,, = 9,A, — 0,A,.

Enquanto, que para uma particula de spin 0, temos um campo escalar complexo

‘cescalar = (8M(I>*)(8N<I>) - /qu)*@ - ;\(q)*q))2 (317)

Para descrever a interacao entre os dois campos, usamos uma derivada covariante da

forma 9, = D, = 0, —iqA,. Onde o termo de massa para o campo vetorial é originado
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pela derivada covariante, quando o campo escalar adquire um valor de minima energia

diferente de zero.

A Lagrangeana total é descrita por:

L = (D,®*)(D'®) — 1/>®*d — /2\(<I>*<I>)2 — i M (3.18)

Onde obtemos um Lagrangeano invariante sob a transformacao local U(1)

d(x) — @ (). (3.19)

Assim, temos que, se ¢(z) — eX@p(x) (3.18) torna-se [12]:

1 1 1 . 2
£= 50 = JFuF" = 3 1A= 000" = Ao’ 7). 20)

Portanto o campo de Higgs e ¢, agora tomando A >> 1 é ¢ = v, (3.20) reduz-se:

1 v2
L= —ZFWF“” -5 (qA, — 9,%)°, (3.21)

onde a fase y do campo complexo escalar é associado a mecanismo de Stuckelberg, que

restaura a simetria gauge do U(1) no caso massivo da forma

A (2) = Au(x) + 9,E (), (3.22)

X — x + ¢(z). (3.23)

Além disso, os graus de liberdades correspondem dois para o campo vetorial e um para o

campo escalar. Onde y é um béson de Goldstone.

O teorema de Goldstone estabelece que dado um grupo continuo de simetria G de uma
teoria, e H a simetria do vacuo (H C @), entdo existem Dim(%) = Dim(G) — Dim(H)

excitacoes sem massa chamadas bosons de Goldstone.

Por exemplo, seja G o grupo de simetria SO(n) e H SO(n— 1), a Dim(G) corresponde os

numeros de geradores, onde temos @ para SO(n) e para o grupo H, temos W

geradores (Dim(H)). Assim, temos n — 1 bdsons de Goldstone.

3.2.1 Setor de Higgs do modelo padrao

O boéson de Higgs é uma particula proposto em 1964 por Higgs, Brout, Englert, e utilizada
mais tarde por Steven Weinberg (1967) e Abdus Salam (1968) para explicar porque outras

particulas, por exemplo, bosons W e Z, tém massa. Na teoria eletrofraca, formulada em
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1962 por Sheldon Glashow, havia um paradoxo sobre as particulas W e Z. Em primeiro
lugar, as interagoes fracas requerem que tais particulas tivessem massas altas. Além disso,
a simetria de calibre impor que suas massas forem nulos. Esta contradicdo desaparece se
as massas dos bosons forem aparente, isto é, se as suas massas forem adquiridas através

de um mecanismo externo, chamado mecanismo de Higgs.

Considere a densidade Lagrangeana que descreve a fisica do setor de Higgs

Liiggs = 0,010"® — V(01d), (3.24)
onde o potencial de Higgs esta dado por:
V(®T0) = 2070 4+ \(Td)? (3.25)

com p? < 0 origina uma quebra espontdnea da simetria, além disso para que o minimo

potencial seja estavel deve se cumprir que A > 0. Enquanto ao valor de minima energia:

(), = ‘;g = 0. (3.26)

(®), = 9 (12010 + A(@1®)?) =0

L)
v
(@) = ﬁ’ (3.27)
onde v = (\/§G F)§ = _T“Z = 246 GeV, é denominado valor esperado em vacuo, e esta

relacionada com a constante de Fermi G [3].

Para executar uma quebra de simetria usamos um doblete escalar que pertenece ao setor

de Higgs, que consiste em um tnico campo escalar complexo ®(x), doblete abaixo SU(2),

T
O (r) = ( io ) . (3.28)

Parametrizando o campo escalar temos:

P (z) = ( H(SHU ) : (3.29)

of (v) = (0 g ). (3.30)
Define-se a derivada covariante, D, da forma

U (1>Y - BM?
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SU(2), = W,,i=123, (3.31)
1]
D, =0,+ zg§0iW# +ig §YBM, (3.32)

onde Y = 1 é o nimero quantico da hipercarga, o; as matrizes de Pauli e o acoplamento

dos grupos SU(2), e U(1)y s@o g e g respectivamente.

Escrevendo D), da forma matricial temos

D —o 49 wp Wi —iW? L9 B 0
e 1 5172 3
2 WM+ZWM —I/I/:u 2 0 BHM

' W34+ 4B Wl —w?2
:aw%g( e ) 35
W, +iW, —Wi+4B,
Onde o Lagrangeano de Higgs torna-se:
Lpiggs = D, @TDHO — V (0TD), (3.34)

onde o termo cinético

2

1 2
D' D' = J0,HO"H + % (H+v)?,  (3.35)

1, ur2l? 3, N
W i +|_Wu+gBu

e o potencial de Higgs

V(oTP) = “22 (H +v)* + i (H +v)*. (3.36)

Analisando o potencial de Higgs,

2 A
V(o)) = % (H + 280 +0?) + 5 (H* + 4H + 6GH0 + 4H® 4 o)

L,y 2 2 5, A4 vt 't 2 3
=§(u +3\0?) H? + \H + T (e + (1?0 + M) H, (3.37)

onde os termos indicam com auto-interacao o bosén de Higgs (%H 1), auto acoplamento do
bosén de Higgs a quarto ordem ; (AvH?) | autoacoplamento do bosén de Higgs a terceira
ordem ; (5 (4 + 3\v?) H?), fator de massa.

Por outro lado podemos escrever Lp;44, da seguinte maneira:
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2 2

1
Litiggs = 0,HOH+ % (H+v)?,  (3.38)

+1r/7— 3 a1
WiW, + ‘—Wu +5, B

onde

_ 1 Y172
Wi =W+ iw?.

- 1 12
W, =W, —iW,. (3.39)
Pode-se comparar uma densidade Lagrangeana escalar real que descreve as particulas de
spin 0.
1
Lescatar = 0, OTOH® — 5M,fcp? (3.40)
Tendo em conta que
1
Lo=0,HO"H — (42 +33%) H?, (3.41)

entao

My = — (p? +3)\0?) H?,
e substituindo o valor esperado temos:
My =/ —2p2. (3.42)
Sendo este termo associado com a massa do Higgs.

Por outro lado a massa dos bésons W e os fatores de acoplamento com o campo de Higgs

sao dados a partir da seguinte Lagrangeana de interacao.

g2 N - gQU N 3 921}2 N 3
Eim} == gWM WM H + TWM WH H -+ TWM WM . (343)

Definindo a massa do béson W, My« = %, o acoplamento a segundo ordem com o bosén
. , 2 2 o
de Higgs ¢ dado por %, e 4> a primeira ordem.

A massa do bosén Z° e os fatores de acoplamento com o campo de Higgs sao dados por

¢

2 2 3
LB (H +v) W, (3.44)

definindo W2, B, [3] como:

B, = cost,A, — senb,Z,,
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Wi = sent, A, + cos0,2,. (3.45)

De forma matricial pode-se representar a equagao anterior como

A, B cosl, senly, B, (3.46)
Z, | —senfl, cosb, wp ’ '

onde 6, é denominado angulo de Weinberg e esta relacionado com as constantes de aco-

plamento g, g; da seguinte maneira:

91 cosb,, = g

VG2 + gt P +g;

Assim os campos Z,,, A, possuem uma particula mediadora da interagao Z°, v respecti-

(3.47)

senb, =

Vamente, COIM massas
M. = y/¢* + g7 (3.48)

M, = 0. (3.49)

De modo que a quebra espontanea da simetria e o setor Higgs resolve o problema da
massa das particulas, a adicdo de uma nova particula para o modelo padrao, o boson de
Higgs. Este é o mecanismo de Higgs, pelo que existe um campo escalar (campo de Higgs),
que permeia todo o universo e todas as particulas que interagem, resultando uma massa
associada para cada particula. Hoje, o mecanismo de Higgs é considerado como a origem
da massa de todas as particulas elementares, mas foi identificado o paradoxo tedrico em
relacao as particulas W e Z antes de as particulas terem sido detectadas. O modelo padrao
¢ uma teoria nao-Abeliana baseada nos grupos SU(2), ® SU(3)c @ U(1)y.

O mecanismo de Higgs ¢ utilizado para formular distintos processos que envolvem bdsons

vetorials massivos.
Por exemplo, para calcular o espalhamento o (I/[/l+ (p1)Zi(p2) = Wit (p3)Z (p4)) [15].

O teorema de equivaléncia de béson de Goldstone nos diz que a amplitude para emissao
ou absorcao de um bdson de calibre polarizado longitudinalmente é igual a amplitude
para emissao ou absor¢ao do béson de Goldstone em altas energias [15]. Existindo uma
relacao entre o teorema de equivaléncia e o mecanismo de Higgs. Em altas energias, pode-
se optar por ver o espectro como um boéson de calibre massivo com 3 graus de liberdade
(3 polarizagbes independentes) ou ver o espectro como um béson de calibre sem massa (2
graus de liberdade) e um béson de Goldstone (1 grau de liberdade) para um total de 3
graus de liberdade. O mecanismo de Higgs é exatamente esse processo, onde temos uma
simetria global SU(2);, ® U(1)y que no Modelo Padrao é quebrado em U(1)gy. Assim,

no final do dia, parece que se perde 3 graus de liberdade, mas nao é realmente o que



39

acontece. Na verdade se produz 3 bosons de Goldstons. Estes, por sua vez, originam a
massa para os bésons da interagao fraca (W, 7). Em altas energias, podemos pensar em

W, Z como massivo, ou como 3 bésons de Goldstone.

Para entender o teorema de equivaléncia, pode-se calcular o espalhamento acima menci-
onado. Onde a matriz de transicdo M é originada por 3 diagramas: um de uma troca de

W de canal-s, um de um canal-u, e o dltimo do vértice de 4 pontos [15].

Os modos longitudinais dos boésons vetoriais sdo dados pelos bésons de Goldstone, que
possuem propagadores sem massa. Portanto, o que queremos calcular é o espalhamento
de bosons de Goldstone. As interagoes do boson de Goldstone sdo dadas substituindo os
campos vetoriais da forma W — f%raﬂﬂa—k.... Entao, espalhar os bésons de Goldstone deve
ser muito semelhante a dispersao dos modos longitudinais com os bésons vetoriais W e Z
[15]. O fato de ter o mesmo resultado no processo de espalhamento para bésons de calibre
longitudinal como os bdsons de Goldstone em alta energia nao é uma coincidéncia. Isso
acontece pelo teorema da equivaléncia do béson Goldstone. Assim o célculo de diagramas
envolvendo campos escalares é, em geral, muito mais facil do que calcular diagramas com
boésons vetoriais massivos. Concluindo que este teorema ¢é 1til para estudar o espalhamento
de boéson e a violagao da unitaridade. A prova estd em fazer a substituicao g\, = %Qﬂr
[15].

O teorema de equivaléncia tem uma relagdo estrita com o mecanismo de Stueckelberg.
Primeiro, o mecanismo de Stueckelberg captura uma fase do mecanismo de Higgs em
altas energias. O campo escalar implementado no mecanismo de Stueckelberg corresponde
ao boson de Goldstone usado no teorema de equivaléncia. E por tltimo, a analise da

unitaridade pode ser feita a partir do béson de Goldstone.

No capitulo 4, discute-se o mecanismo de Stueckelberg e sua aplicagao num modelo veto-

rial.
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4 MODELO VETORIAL

Neste capitulo, o modelo considerado descreve a dindmica de um campo vetorial A,
com simetria de Lorentz. Estamos interessados em analisar a estabilidade do modelo.
Assim, consideramos uma Lagrangeana quadratica em A, e discutiremos a questdao da
estabilidade no formalismo Hamiltoniano. Com isso, analisamos o espectro de graus de
liberdade dinamicos e as condi¢oes para que a evolugao dinamica seja realizada com uma

Hamiltoniana positiva-definida.

Considere a acao quadratica de um campo A, contendo no maximo duas derivadas

S[A,] = / d*zL(A,, 0,A,), (4.1)

onde a Lagrangeana £(A,,0,A,) é dada por

L= p1(9,A,)(0"A") + B2(9,A")? + B3(0,A,) (0" A*) + By A A + T, AM. (4.2)

onde os quatros primeiros termos correspondem a dinamica do campo vetorial livre, o que
permite discutir o espectro e estabilidade da teoria, enquanto o ltimo termo indica uma
interagao originada pela corrente J,. Nossa discussao ¢ restrita apenas para a dinamica

do campo livre por isso tomamos J,, = 0.

Considerando condicoes de contorno para o campo A, de modo que nao haja contribui-
¢oes de fronteira, podemos desconsiderar derivadas totais. Fazendo uso da integragao por
partes, o segundo termo difere do terceiro por uma derivada total, por esse motivo sao

equivalentes.

Portanto a Lagrangeana (4.2) é reduzida a:

L = B1(0,A,) (9" AY) + By(0,A")? + ByA, AV, (4.3)

Onde f;, (i = 1,2) sdo constantes adimensionais, e 5, é uma constante com unidades de
massa. O modelo ndo apresenta simetria de calibre para valores arbitrarios das constantes,

e portanto pode descrever até 4 graus de liberdade dinamicos.

As equagoes de Euler Lagrange obtidas da Lagrangeana (4.2) sao dadas por

(B1OAY + 52070, A") = B4LA7. (4.4)
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Estas equacoes dao informacoes sobre os graus de liberdade dinamicos e os possiveis
vinculos que apresenta a teoria que restringe esses graus de liberdade. O formalismo

Hamiltoniano ¢ 1til para analisar estas questoes que serao discutidas nas segoes seguintes.

4.1 Formalismo Hamiltoniano

Nesta se¢ao é estudado o formalismo Hamiltoniano para o modelo vetorial, para anali-
sar questoes como estabilidade do modelo. A instabilidade tem relagoes com os modos
nao-fisicos, e a questao mais sutil corresponde a presenca de excitacdo taquionica no es-
pectro do modelo. O modelo também pode ser instavel se houver ghosts em seu espectro.
Estes sdo caracterizados por ter energia cinética negativa. O vacuo quantico, por exem-
plo, poderia espontaneamente irradiar particulas de energia positiva e negativa. Além
disso, a estabilidade esta relacionada ao fato de que a densidade Hamiltoniana deve ser

positiva-definida o se estiver limitado por baixo.

A densidade Hamiltoniana #H derivada a partir da agao (4.4) via a transformada de Le-

gendre é

H=1I"0yA, — L. (4.5)
Onde II” sdo os momentos canonicos, calculados a partir da expressao

oL
Y= 0 A7 0y Iz
=5 o) 2{p10° A7 + B9, A"} | (4.6)

A componente temporal e as componentes espaciais do momento canonico sao, respecti-

vamente

M0 = 2(By + B2) (Do Ao) + (2620:A7) (4.7)

IT" = 23,0 A" (4.8)

A partir das equacoes (4.7) e (4.8), as derivadas temporais das componentes temporal e

espaciais do campo vetorial A" sdo, em sequéncia

80A0 = on[O -+ OégaiAi, (49)

OpA; = asll’, (4.10)
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onde os coeficientes «; sdo definidos por

1
= B B (4-11)
=
@2 = (51 + 52)’ (4.12)
e
—1

Nas equagoes (4.11 - 4.13), para garantir a validade dos coeficientes «; temos que 1 # 0
e b1+ P2 #0.

Portanto a densidade Hamiltoniana H (em detalhes ver apéndice A.1) sera:

1

— —(I')? = B2(0;4;)(0;A;) — Bs A, A*
46

U e g an]
"= B+ B2 {QH ﬁQ(alAz)}

—B1 {(0:40)” + (9:4;)*}. (4.14)
A Hamiltoniana H é obtida a partir da equacao:

H-— /d%?—l. (4.15)

A densidade Hamiltoniana é definida se sao respeitadas as condigoes 51+ P2 20, 51 #0
em (4.14). Para saber se a densidade Hamiltoniana H é positiva definida e estavel, devem

ser analisadas algumas configuragoes do sistema:
o [I'=0,A4,=A,A"=0= 031+ 2 > 0.

Assim, obtemos (57 + (o > 0. Mas temos uma contradicao para a seguinte configuracao
o II' = Ay = A, A" = 0,11 = 28,0,A" = [ + 2 < 0.

Podemos concluir que o sistema nao é estavel porque a densidade Hamiltoniana nao é

positiva-definida.
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4.2 Dinamica do campo vetorial

Para garantir que a densidade Hamiltoniana seja positiva-definida usamos a seguinte

condicao:

B+ B2 =0, (4.16)

com (4.16) em (4.4) a densidade Lagrangeana é reduzida a

L= 1 {0,A,)(0"A%) — (9, A")*} + BaA, AV, (4.17)

A equacao de movimento ¢ dada por

By (A — 979, A") = B, A". (4.18)

As componentes do momentos candnicos sao

1° = 23,0, A°, (4.19)

" = 26,0 A" (4.20)

A equagao (4.19) corresponde a um vinculo do campo, pois ndo temos uma relagao entre
a componente temporal do momento e a derivada temporal da componente temporal do

campo vetorial.

A Lagrangeana em termos das componentes é dada por:

L =P [(0:40)* + (0:A))?] + BaA, A"

1 .
+62 [(0:4:)(0;A;) — 2(0:4)(00 Ao)] — T&(HZ)Q' (4.21)
Finalmente, obtém-se a densidade Hamiltoniana
—1 . .
H = E(HZ)Q — Bi{(80;A0)* + (0;A;)*} + B2(0;4:)(0; A7) — By A, A*. (4.22)
1

Dirac argumentou que as teorias com vinculos de primeira classe tém graus de liberdade
redundantes ou nao-fisicos. Dirac afirma que, em uma teoria com n campos, se houver
ny vinculos de primeira classe e ny vinculos de segunda classe, o nimero de graus fisi-
cos independentes de liberdade ¢ n — n; — 2. Esse argumento de contagem baseado na

conjectura de Dirac ¢ vélido para teorias com sistemas regulares de vinculos [16].
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Uma vez que os modos nao fisicos foram eliminados, aplicando os vinculos (ou impondo
condi¢ao de calibre), a evolugdo de um sistema fisico é determinada pelas equagoes de
movimento para os campos fisicos e momentos, sujeito as condig¢oes iniciais para essas
quantidades. Em geral, a estabilidade de uma teoria é analisada, a partir da Hamiltoniana

do sistema, verificando se esta é positiva-definida.

O vinculo é obtido tomando y = 0 na equagao de movimento definida em (4.18)

23,0;0"A° — ;1T = 23, A°. (4.23)

Assim, podemos ver que a partir de (4.19) e (4.23), os vinculos do sistema sao

x = 1% — 23,0, A", (4.24)
S = 23,0,0°A° — O;IT° — 23, A°. (4.25)

Devemos calcular
{x(z),®(y)}. (4.26)

Se a equagao (4.26) se anula temos que os vinculos sdo de primeira classe caso contrario,
sao de segunda classe. Para provar a relagao entre os vinculos usamos as seguintes regras

entre campos e momentos (no formalismo dos parénteses de Poisson):

{A“(ZE, t>’ Ay(yv t>} = {H#<x’ t)? HV(ZU’ t)} =0, (427>

(A (2, t), I (y,£)} = 663 (2 — y). (4.28)

Portanto, substituindo (4.24)e (4.25) e usando as regras de comutagao descritas por (4.27)
e (4.28) em (4.26), temos

{x(x), ®(y)} ~ 2607 (x —y). (4.29)

Podemos ver que (4.29) indica-nos que estes dois vinculos x ,® correspondem a vinculos
de segunda classe, e temos N,, = 0, N, = 2, onde N,,, N, designam ntmeros de

vinculos primeira e segunda classe respectivamente). Além disso, os niimeros de graus de

Ny.s —
2

liberdade dinamicos sao definidos por #q1a = #a1 — Nup —
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Além disso, pode-se obter a densidade Hamiltoniana, utilizando os vinculos descritos nas
equagoes (4.24),(4.25), onde (4.22) torna-se

!
4

Esta Hamiltoniana H ¢é estavel e positiva definida com estas condic¢oes:

H (IF)? = B1{(8:4;)> = (0 A)*} — Br(00Ao) (05 A7) + B4AL. (4.30)

o 3 <0.

o 34> 0.

Concluindo que os graus de liberdade dindmicos (#¢q) sdo trés e que correspondem &

um campo vetorial massivo e a Lagrangeana corresponde a Proca.

No caso 84 = 0, temos que (4.29) seja nula. Portanto os vinculos sdo de primeira classe
e temos dois graus de liberdade, o que indica que estamos estudando um campo vetorial

nao massivo, pois para 3, = 0 esta Lagrangeana corresponde a Maxwell.

Fazendo o mesmo estudo para a condicao §; = 0, temos que a Lagrangeana é:

L = Ba(0,A")? + ByA, A", (4.31)

A equacao de movimento é dada por

B2070, A" = B4 A7, (4.32)
enquanto, os momentos canénicos sao:

7 = 26,n°70, A" (4.33)

As componentes dos momentos candnicos:

I1° = 26, {00 Ag — DA}, (4.34)

I = 0. (4.35)

A equacdo (4.35) descreve um vinculo do sistema, enquanto, outro vinculo é obtido a

partir da equagao de movimento. Por outro lado, temos a densidade Hamiltoniana:

H = 4;(110)2 + 100, A; — BiA, A" (4.36)
2
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O segundo vinculo é obtido por meio da andlise da componente espacial da equagao de

movimento:

B20'0, A = B, A" (4.37)
Portanto, temos
P = 9'TI° — 23, A" (4.38)
E o primeiro vinculo
Y =1, (4.39)

originando trés vinculos devido as componentes espaciais do momento (i = 1,2,3). Con-

cluimos que

{X'(@), ¥ (1)} ~ 28:076P (@ — y). (4.40)

Se B4 # 0, temos N, , =0, N, s = 6, portanto

N’U.S

#acid = #a1 — Nop — — = 1. (4.41)

Assim, obtemos no maximo um grau de liberdade. No caso em que 54 = 0, os vinculos
sao de primeira classe, N,, = 4, N, s = 0. Trés vinculos sao originados por II' e o outro

por O'I1°, concluindo que nao temos graus de liberdade.

Além disso, podemos obter a densidade Hamiltoniana na superficie dos vinculos, utili-
zando as equagoes (4.38),(4.39), onde (4.36) torna-se:

_L 02
H_452<H)

L

7, (OI1°)? — B, AZ. (4.42)

Com

e 3, <.

e 35> 0.

Podemos concluir que o sistema ¢é estavel, pois H ¢é positiva-definida.

Toda a analise fica na seguinte tabela, onde nés estudamos os niimeros de graus de liber-

dade usando os nimeros de vinculos do sistema.
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Teoria n.p | n.s | #agu
£ B1(0,A,)(O*AY) + 52(0,“4“)2 + 1A, AP 0 0 4
yroce = P10, A) (A7) — @0, AV + A, A" [0 2 |3
o = 51(0,A)(0"A%) — (9,A))] 2 |0 |2
5, = B0, AT + 1A, AT 0 [6 |1
Loy = Pa(0,A7) £ 0 [0

Tabela 1 — Nuimeros de graus de liberdade, onde n.p sdo os nimeros de vinculos de pri-

meira classe e , n.s de segunda classe.

4.2.1 Relacao entre energia e momento para um campo vetorial A,

Para estabelecer uma relacao entre energia e momento para o campo vetorial, devemos

analisar a equagao do movimento por meio de uma transformada de Fourier no espaco de

momento:

1 > 1.0
Al(z) = )i k)e ®e qi.

Substituindo (4.43) em (4.6), obtemos

1 1 [/{—ﬂlkpkpm(k) I e } B

Expressando o campo A7 = 6] A*, vemos que (4.44) fica

1
(2m)*

De uma forma mais compacta (4.45) torna-se

(271r)4 [/{C”}A“( ) “k“%dﬂ = 0.

Onde €] sdo os elementos da matriz de um operador

CY = BikPk,0) + Bk Ty + a6,

{ / [BukP k) + Dok, + Bad] ) Aﬂ(k)ei’f"%d‘*k] —0.

(4.43)

zk”xo— d4k
(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

Usando a seguinte relagao para a métrica de Minkowski 07 = 17*7,,, podemos escrever

os elementos da matriz C’l:

C,uzz = nuu(ﬂlkpkp + 64) + B2k,uku'

(4.48)
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Por outro lado, a relagao entre a energia e o momento esta em analisar se esse operador C,

se pode ser invertivel, uma maneira de testar isso ¢ se o seu determinante, for Det(C) = 0.

Para isso, usamos a seguinte relacao:

Det(C) = P70, Oy CxCho- (4.49)

Substituindo (4.48) em (4.49), temos

Det(C) = M*{M + Bok*} = 0, (4.50)

com M = (81k? + ;). Enquanto, as seguintes expressoes entre energia e momento para a

Lagrangeana geral

M= (Bk*+B)=0 =k =—-— (4.51)

2 _ 2 _ 2 B4
M+ Bok® = (1 + )k + =0 =k = RS (4.52)

Enquanto para os casos especiais, tais como 1 = 0 e 84 # 0, escrevemos os elementos de

matriz:

C,uu = 6477;111 + BQkﬂklM (453)

e fazendo os mesmos calculos, temos duas importantes rela¢oes entre energia e momento
para 31 = 3, =0

By

Bok? + =0 =k =—
B

— 0. (4.54)

Para a outra condicao 5, + 2 = 0, f4 # 0, os elementos de matriz ficam:

C/,Ll/ - (51k2 + 64)77;”/ - Blk,ukw (455)

portanto as seguintes expressoes entre energia e momento se torna

M = (Bik* + B4) = 0. (4.56)
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Assim, temos duas densidades Lagrangeanas. A primeira corresponde a Lagrangeana de

Proca com relagoes de energia e momento da forma

2 P
k2 = R (4.57)

E outra corresponde a Lagrangeana de Maxwell, com rela¢des de energia e momento dada

por

k* = 0. (4.58)

Resumindo os resultados na seguinte tabela

Teoria k?

L= 31(9,4,)(0"A") + B2(9,A")* + B4 A, A¥ — (,31%[32)
Lproca = B1[(0,4,) (0" A) — (9, A1)%)] + By A, A | %
Lonazwen = B1(0,A,)(0*A”) — (9,A")?)] 0

Lo = OAP) + GuA, -z

Ls, = P2(0,A")? 0

Tabela 2 — Relacao de dispersao para cada modelo.

4.3 Graus de liberdade do campo vetorial A,

Através da decomposicao das componentes espaciais e temporal do campo vetorial, pode-

mos calcular o niimero de graus de liberdade dinamicos.

Portanto, para a primeira condigao, 3; = 0 denominado “Modelo Escalar massivo” [2], a

decomposicgao fica

L = B2 [(00A0)? + 2(00A0) (B AT) + (0 A)?] + By [ A3 — AZ] . (4.59)

As componentes espaciais pode ser expressa em termos longitudinal e transversal

A, = AF + A (4.60)

Tomando a divergéncia em (4.60), o termo que contribui corresponde & parte longitudinal

O'A; = 0' Al = ¢, (4.61)



51

devido que a parte transversal (9°A- = 0). Por outro lado, as componentes transversais

podem ser expressas por

Al =B, (4.62)

)

Enquanto, para expressar a parte longitudinal do campo vetorial, pode-se entender esta,
como a solugao da equagio de Poisson ;07 AX = 9;¢. Portanto, com a condigio assintdtica
habitual que os campos desaparecem no infinito, o inverso formal do laplaciano (fungao

L i Assim, definindo

de Green) tem a forma explicita 57,26 (z —y) = é&g’(x —y) = = py

este operador integral, temos que a parte longitudinal é dada por:

0;¢
Al = . 4,
F- g (4.63)
Entéo, substituindo (4.62) e (4.63) em (4.59), temos que a Lagrangeana torna-se
9;
£ =B [(B0A0)? + 2(00A0)¢ + ¢*] + B [Ag — B2 —( agj)Q . (4.64)
J

Podemos ver que (4.64) descreve dois campos auxiliares B;, ¢. Portanto, a dindmica fica

no campo Ag. Por isso, calculamos as equac¢oes de movimento para componentes espaciais

B; =0, (4.65)
_ Be0RA
¢ = "Bt 4 B (4.66)

Com 528]2 + B4 # 0, temos que a Lagrangeana é reduzida a

B2

L=A
ﬂ@@+m

] Ag + BuA2. (4.67)

Redefinindo o campo Aj a partir de um campo escalar y

1
07 + P4 ?
A — lwl N (4.68)
Pa
Com (B, > 0, B4 < 0 e expressando a derivada espacial em termos do momento linear
(p = —i0), vemos que 6282,:—54 > 0. Portanto, substituindo (4.68) em (4.67) obtemos

L = B0, x0"x + Bax>. (4.69)
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A equagao (4.69) corresponde a Lagrangeana de um campo escalar real massivo da forma

L = %8,»(8“)( — %2)(2. Assim, para a condigdo $; = 0, temos um grau de liberdade

correspondente a um campo escalar com um fator de massa m? = —2/,.

Da mesma forma fazemos o tratamento para a condi¢ao 1 + 52 = 0. Portanto a Lagran-

geana em (4.4) toma a forma:

L=p [(ain)2 — (B0 Ai)? = (9;A0)* — 2(DpA0) (9, A) — (&Ai)(ajAj)}
+B4 A5 — A7) (4.70)

Em seguida, notamos que a dindmica esta nas componentes espaciais. Por isso, calcula-

remos a equacao de movimento para a componente A

dg = 1 (4.71)

B10k0% — By
onde ¢ estd dado por (4.61), com B10,0% — B4 # 0 e usando as equacoes (4.62), (4.63) e

(4.71) a equagao (4.70) torna-se da seguinte forma

L=Lp+ Ly (4.72)
Com
—B184(05 + 9k0") + 642]
Ly= , 4.73
=9 l 0n0™ (5100 — Br) | (47)
e
Lp =B {(33'31‘)2 — (aoBi)ﬂ + B4B'B;, (4.74)
assim, introduzindo um novo campo &
Omd™ (160" — A1) 2
m 1VE — M4
o= (BOGAT ) (4.75)
Com 4 > 0 e 1 < 0 temos que amam(féfgfkfﬁ“) > 0. Portanto, substituindo (4.75) em
(4.73), obtemos a Lagrangeana correspondente a um campo escalar massivo
L
Lo= 0,60 + 5, (4.76)

de massa mg¢ = 4/ —%. Enquanto que para a componente transversal:

Ls =B [(0;B)) — (%uB:)?] + BB’ By, (4.77)
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Nessa condicao os graus de liberdade correspondente a Maxwell, ficam na componente
transversal com 8, = 0 devido a que ¢ = 0, [11, 12]. No caso de Proca temos contribuigao

do termo transversal e longitudinal.
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4.4 Mecanismo de Stueckelberg

O mecanismo de Stueckelberg consiste em introduzir um novo campo escalar y, de tal
forma que a nova acao tem simetria de calibre, mas ainda é dinamicamente equivalente a
acao original. E portanto, pode expressar os graus de liberdade usando um novo campo,
chamado campo de Stueckelberg. O mecanismo de Stueckelberg é usado para converter
os vinculos de segunda classe presentes na Lagrangeana inicial para vinculos de primeira
classe. Neste formalismo, a simetria U(1) é restaurada ao prego de introduzir explicita-
mente um campo de Stueckelberg que se transforma de tal maneira para tornar invariante.
A simetria de calibre garante que o campo vetorial A, propaga-se somente 2 graus de li-

berdade, enquanto o campo de Stueckelberg x propaga o terceiro [12].
Considerando nosso sistema, descrito pela equacao (4.4)
L; = B1(0,A,)(0"A”) + B2(0,A")? + By A, A*. (4.78)

Fazendo a transformacao do campo mediante

A, — A, +0ux, (4.79)

onde a Lagrangeana fica

L= Li+ (B + ) {20x(0,4") + (OX)°} + Ba {=2x(0A%) + (000 (9"}, (4.80)

Portanto, concluimos que como consequéncia do conhecido teorema de Ostrogradsky [18],
(ver apéndice C), (1 + f2) = 0, para garantir a unitaridade da teoria. Pois, ndo estamos
interessados em um modelo com derivadas superiores, geralmente essas teorias conduzem

a ghosts, e portanto, a problemas de instabilidade e unitaridade.

Em seguida, fazemos uma mudanca de escala para o campo de Stueckelberg da forma

1
— ——X, 4.81
Ve T (4:81)
com o objetivo de normalizar o termo cinético associado ao campo Yy, temos
L= Li+ Pi{=2x(0,A4") + (8,x)(9"X) } , (4.82)

onde finalmente chegamos a

£= 51 [(BuAN@A) — (0,4%] + BAA — L0000 +~25x(0,4). (48)
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Analisando o limite de 8, — 0, para assim poder dissociar o campo vetorial. Portanto,
vemos que o nimero de graus de liberdade se conserva no limite. Dois graus de liberdade
associados ao campo vetorial e um grau de liberdade corresponde ao campo de Stueckel-

berg. Assim, podemos descrever um campo vetorial massivo

£= 50 [(0uA) (0" A4%) — (B,A"] — (0 (0"X). (4.81)

Para a condi¢ao 5 = 0 em (4.4), vamos fazer a mesma anélise, portanto

L = Bs(0,A")? + By A, A", (4.85)

Aplicando a transformagao do campo vetorial (4.79) e usando a decomposigao do campo
descrito em (4.62) e (4.63), vemos que (4.85) fica

L =P |43+ 2406 + ¢* + 2A00x + 260x + (Ox)?]

06 06
ol

184 [As — 2oy — 26x + (B (@) + ( (436)
onde a componente transversal ndo contribui, devido a equacao de movimento (B; = 0),
sendo um campo auxiliar, como corresponde também para a componente longitudinal.
Portanto, a dindmica fica na componente temporal. Para isso, calculamos a equacgao de

movimento para a componente longitudinal

_ 0; (BaAo + Dx) -~ fix)

Bi — 52090, (4.87)

Em seguida usando (4.87) em (4.86), a Lagrangeana se reduz

i 2
L= 52 (Ao + DX)2 + 5414(2) + 548MX8“X _ 254A0X + 6k8k ( 2( 0 ) 4 )

Ba — 2070
(4.88)
Desta forma, (4.88) pode ser escrita como
L= AQA+ xAx + AgTy, (4.89)
com
_ 2 9ig. 2
o= —HBa0h +50;) + i (4.90)

By — 2070 ’
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_2B4(B00 — By)

V= (4.91)
. 646283 i 2
A= T ) 3102 (4.92)

Com Sy — ($2070; # 0, para o limite de 34 — 0 ndo temos dindmica. Portanto, nenhum

grau de liberdade se propaga.

Agora podemos encontrar a dinamica para a condi¢ao fs — 0. Entao, temos

L = B4 [0ox + Ad)*. (4.93)

Conclui-se que a dindmica estd no campo escalar de Stueckelberg, onde se propaga ao

maximo um grau de liberdade.

4.5 Quebra espontianea da simetria de Lorentz

Para a construgao de modelos fundamentais, a simetria de Lorentz é um pilar fundamental.
Desvios menores dessa simetria podem ser detectados. Desta forma, a violagao da simetria
CPT e Lorentz pode ocorrer em muitos dos candidatos para teorias fundamentais, como

as teorias de campo nao comutativas [7].

Os efeitos fenomenolégicos podem ser sistematicamente estudados usando o formalismo
do Modelo padrao Estendido. Neste contexto, os Lagrangeanos usuais do Modelo Padrao
e da teoria geral da relatividade de Einstein sao suplementados por operadores que violam
a simetrias de Lorentz. No setor nao-gravitacional, esses operadores sao construidos consi-
derando todos os operadores do Modelo Padrao contraidos com tensores de fundo de forma
invariante sob transformagoes de coordenadas. O setor gravitacional, por sua vez, segue

a mesma ideia, mas considerando operadores e tensores sob o grupo de difeomorfismo [5].

Como consequéncias desta quebra espontanea da simetria de Lorentz, podem surgir, mo-
dos associados aos bésons de Nambu-Goldstone (NG) e bésons de Higgs [7]. Como exem-
plo de um modelo que apresenta violagao da simetria de Lorentz temos "os modelos de
bumblebee'[8], onde temos modos extras advindos do mecanismo de quebra de espontinea
de Lorentz, que corresponde a condensagado no vicuo de um campo vetorial [7, 8]. Por
outro lado, para entender o papel dos modos de NG no problema da estabilidade e causa-
lidade, parece ser relevante considerar a quantizacao de modelos que apresentam violagao

espontanea das simetrias de Lorentz e CPT.

Os modelos bumblebee foram estudados como uma alternativa a teoria de calibre U(1) do

eletromagnetismo na descrigdo consistente do foton. Neste caso, a auséncia de massa para
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o foton nao esta relacionada a invariancia do sistema por uma simetria local, mas é ao

invés disso associada a sua identificacdo como um bdéson de NG.
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5 CONCLUSAO

Apresentamos neste trabalho um modelo vetorial com simetria de Lorentz, que descreve a
dindmica de um campo vetorial livre. Conceitos basicos sao discutidos na teoria do campos

como: estabilidade, causalidade e unitaridade, usando um formalismo Hamiltoniano.

O método de Dirac para hamiltonizagao de sistemas lagrangianos singulares ¢ uma ferra-

menta poderosa para analise e investigacao de modelos atuais na fisica tedrica.

Analisamos as condigoes para que a evolugao dinamica seja realizada com uma Hamilto-
niana positiva-definida. Desta andlise, obtemos trés sistemas fisicos interessantes: Lagran-
geana de Maxwell que origina as equagoes de Maxwell que nao fazem qualquer referéncia
a uma massa para o campo eletromagnético, e uma vez que descrevem precisamente os
fend6menos que observamos na escala classica é razodvel imaginar que mesmo em uma
teoria quantizada nao deve surgir uma massa associada ao quantum do campo. Isso fica
explicito na formulacao Lagrangeana da teoria em consequéncia da auséncia do chamado
termo de massa. A Lagrangeana de Maxwell descreve ao foton como um campo vetorial
nao massivo e com 2 graus de Liberdade. Enquanto a Lagrangeana de Proca corresponde
a um campo vetorial massivo, com 3 graus de liberdade dindmicos, além disso nao é
invariante de calibre, problema para a teoria, pois a simetria de calibre é considerada fun-
damental nas teorias que descrevem as particulas elementares conhecidas. E, finalmente, a

Lagrangeana Escalar, assim é chamada porque propaga no maximo um grau de liberdade
[10].

Os graus de liberdade dindmicos dos sistemas foram calculados usando o formalismo de
vinculos Dirac, verificando os resultados com a decomposi¢cao do campo vetorial em com-
ponentes espaciais e temporais. Além disso, o mecanismo de Stueckelberg utilizou-se para
provar que alguns graus de liberdade estao contidos no campo da Stueckelberg tomando
uma condi¢ao de calibre adequado. A utilidade deste mecanismo estd para restaurar a

simetria de calibre e é til para a eliminacao dos graus de liberdade impuros do modelo.

A ideia futura é poder originar uma quebra da simetria de Lorentz e analisar a estabilidade,

causalidade e unitaridade do modelo. E poder entender o féton como um béson Goldstone.
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APENDICE A - DENSIDADE HAMILTONIANA

A densidade Hamiltoniana H é definida por

H=T"0A, — L. (A1)

Onde I17 sdo os momentos candnicos

oL
V= = 0AY 79 A*
I HOA) 2{518 A7+ Bon0,A } (A.2)

Assim, as componentes temporal e espaciais do momento canénico sao, respectivamente:
M0 =25y + B2) (o Ao) + (2620 A7) (A.3)

" = 2p,0° A" (A.4)

Sabemos que as equagoes (A.3) e (A.4) descrevem a dindmica deste campo vetorial. Por-

tanto, calcule-se JyAg e Oy A;

avo = OélHO + Oég@iAi, <A5>

80A,~ = O./3Hi. (A6)

Desta forma, o primeiro termo da densidade Hamiltoniana ficaria

190 Ay, = {1 (1) + 0 (T1°) (B A") } + a(IT)2. (A7)

Por outro lado, expressando a densidade Lagrangeana nas componentes do campo temos

L= (p+ 52)(80140)2 + 5 {(aiAO)Z + (31'143')2 - (80141')2} + BAAY
+52 {(9:4:)(9;4;) — 2(90A0)(0:Ai) } (A.8)

e usando as componentes do momento candnico dados por (A.5) e (A.6), a equagao (A.8)

torna-se

=1 e P gay - ey ga,a
4(B1 + B2) (Bi+B2) 45 !
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+3a(0:A)(0;A;) + B {(0:A0)* + (0:4;)*} (A.9)

Finalmente, substituindo (A.7) e (A.9), a equacdo (A.1) que corresponde a densidade

Hamiltoniana fica

SRS S B SN
"= b1+ B2 {QH BZ(GZAZ)}

1
46

-5 {(81'140)2 + (aiAj)2} : (A.10)

(IT')? — B2(8; A1) (0;4;) — BrAL A"
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APENDICE B - RELACAO ENTRE ENERGIA E
MOMENTO PARA UM CAMPO VETORIAL A,

A relacao entre energia e momento para um campo vetorial foi calculada a partir da

equagao (4.43) em (4.6), onde obtemos

(2711_)4 / [/1OA7(k) + 52070, A" (k)] ek JAL. (2711_)4 /ﬁ4A7(k:)eik%"d4k:. (B.1)

Os termos que contribuem sao

—B3 / ik z, 74
v _ P ¥ ik zo
GiOA 2m) kPk,A7(k)e d*k, (B.2)
_62 k2o
500" = / Kk, AP (k)& dik, (B.3)
B4 / S
v — gl ik?zo
B4 A 2n) AV(k)e d*k. (B.4)
Célculo do determinante
Det(C) = e*%e™ (H (n, B, k) + F(n, 8,k) + G(n, B, k)}, (B.5)
onde os termos sao
H(U» 57 k) = M477a777/307]~/,\779w, <B6>

F(n; 57 k) = MSﬁQ {narnﬁa (nwAkaw + W@wkwk/\) + 777/\779w<77a7kﬁk0 + nﬁakak‘r)} ; (B7)

G(n, B, k) = (B2) kak-kgkokokokyky + (MB2)*x(n, B, k) + M(B2)*A(n, B,k).  (B.8)

Enquanto, os termos x(n, 5, k), A(n, 5, k) sao definidos por

X(77a B, k) = (nmkﬁkd + nﬁﬁkak‘r)(n’y)\kﬂkw + newkvkk) + naTUBU(kawkvkk)
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+77’y)\779w(k,8k0kak~r>a (Bg)

A(Th B? k) = kekwk’yk)\(naTkBka + nﬁokak7> + kﬁkakak'r(n'yx\kekw + n9wk'yk)\>- (BlO)

Podemos ver que os tnicos termos que contribuem sao

Det(C) = e*"%e™ {H(n, B, k) + F(n, 3,k)} = 0, (B.11)

porque temos um produto simétrico e antissimétrico para este ultimo termo G(n, 3, k)

PTG (n B K) = 0. (B.12)

Vamos analisar como esses termos contribuem, para o primeiro temos

5@579ETU>@H(777 8, kﬁ) — b Todw {M477a777ﬂ077v>\770w} _ M45a6795aﬂ79~ (B13)

Enquanto que o segundo termo

e’faﬁ’ye&"‘m)‘wF(T], ﬁ, ]{;) = M3ﬁ28aﬁ79 {8a57w/{79kw + €aﬁ)\9k‘,yk/\ + 8a5,ygk‘ﬁkg + STg,ygkak'T} .

(B.14)
Tendo em conta a relacdo entre o tensor Levi-Civita
2% 50 = —(41), (B.15)
e g0 = —(31)0° (B.16)
" eappe = —(21){0505 — 0500} (B.17)

Finalmente, usando as equagoes (B.15),(B.16),(B.17) em (B.13) e (B.14), o determinante

fica

Det(C) = —(41)M* + 4M?By(—(31)k*) = 0
Det(C) = —(4) {M* + M?B,k*} = 0
Det(C) = M*{M + Bok?} = 0. (B.18)
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APENDICE C - A CONSTRUCAO DE OSTROGRADSKY

Nesta secao apresenta-se a construgao de Ostrogradsky. Primeiro, estudamos o caso usual
de uma Lagrangeana com primeira derivadas no tempo, enquanto, o caso da Lagrangeana
com segundas derivadas no tempo é apresentado. E por tultimo uma revisao do caso geral
de uma Lagrangeana com N derivadas do tempo [18].

C.1 Construgao Hamiltoniana

Dada a Lagrangeana L = L(x, %) que depende no méximo de uma derivada temporal. A

equacao de Euler-Lagrange correspondente é:

d (0L oL

Se a Lagrangeana é nao-degenerada g% # 0, podemos escrever (C.1) da forma

i = F(z,i) = x(t) = X(t, 20, %), (C.2)

onde zg = x(0) e #p = 4(0) sdo condigdes iniciais no sistema, portanto deve haver duas

coordenadas canonicas, X e P, considerados como:

X ==z, (C.3)
oL
P = e (C.4)

O sistema é regular quando se pode inverter a transformagao do espago de fase (C.3) e
(C.4) para resolver & em termos de X, P. Isto é, que existem a velocidade V (X, P) de tal

modo que:
V(X,P) =z, (C.5)

a Hamiltoniana candnica é obtida via transformada de Legendre em &
H.= Pt — L(x,2) = PV(X,P) — L(X,V(X, P)). (C.6)
Podemos verificar que a evolugao das variaveis canonicas sao:

OH.

X:
oP

= V(X,P). (C.7)



68

oH, 0L

P==3x "oz

(C.8)

Neste caso, a Hamiltoniana gera a evolucao do tempo. Quando a Lagrangeana nao tem
dependéncia explicita do tempo, H é uma quantidade conservada associada a energia.
Quando o sistema nao é regular, é denominado um sistema singular, nao existem solugoes
Unicas para as equacoes de movimento. Além isso a H. ndo é o gerador da evolugao tem-
poral. O verdadeiro gerador da evolugao temporal do sistema é a chamada Hamiltoniana
total H;.

O exemplo mais familiar corresponde a um oscilador harménico de massa m e frequéncia

w, cuja densidade Lagrangeana ¢ descrita por

_ M.,  Mw” o
L= 5 5% (C.9)
A equacao de movimento é
i+ w?r =0, (C.10)
a solucao da equacao ¢ dada por
x(t) = wocos(wt) + @sen(wt). (C.11)
w

Enquanto as varidveis candnicas do sistemas sao:

X =ux. (C.12)

P =mz. (C.13)
E a densidade Hamiltoniana correspondente

P2 muw?
=t

A Hamiltoniana H (X, P) é limitado por baixo, positiva-definida.

X2 (C.14)

C.1.1 A construgao de Ostrogradsky para duas derivadas.

Considere um sistema que é descrito pela Lagrangeana L(z, &, %)

d* (0L d (0L 0L
(o) -5 (5 + 5o (©15)
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onde a Lagrangeana é nao-degenerada para g%ﬁ # 0, podemos escrever () da forma

7 =F(zr,t,%,7) = x(t) = X(t,xo, To, To, To), (C.16)

como temos quatro condi¢oes iniciais devemos ter quatro coordenadas canonicas. As es-

colhas de Ostrogradsky para estes sao:

X = z. (C.17)
X, = i. (C.18)
P _dot 10
Py = g/;. (C.20)

Para resolver & em termos de x1, x5 e P, temos que existe uma aceleragao A(Xy, Xo, P).

O Hamiltoniano de Ostrogradsky é obtido por uma transformada de Legendre em & = a:(l)

e i = x(2)

2
H(X1, X5, P, P2) =Y Pa® — L =P X'+ PX?— L(Xy, X2, A(X1, Xo, P2)). (C.21)

=1

As equagoes de evolugao temporal sdo aquelas sugeridas pela notacao:

. O0H
X, = T (C.22)
: OH
Pi=—ox (C.23)

Para verificar se eles geram a evolucao para cada variavel, temos

. 0OH
X = —— =X,. 24
"o (C24)
A equacao de evolugao para Xs reproduz
- oH 0A 0L OH
Xo=—=A+P— (C.25)

~ op, P,  0X 0Py
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A equacao anterior, torna-se:

X, =A. (C.26)
Enquanto a equagao de evolugao para P, é dada por:

—P 4+ —. (C.27)

: 0A 0L 0A 0L oL
Pe=- 0X, - ot

E a evolucao para P;:

P - === = —. (C.28)

b 0A 9L 9L DA\ 0oL
T 0X, Oz 070X, Ox

O Hamiltoniano de Ostrogradsky ¢ linear no momento canénico em P, o que significa que
nenhum sistema desta forma pode ser estavel, devido que a Hamiltoniana nao é positiva

definida e limitada por baixo.

C.1.2 A construcao de Ostrogradsky para n derivadas

Considere uma Lagrangeana L(x,, ..., 2"), que depende das n-derivadas de z. A equagao

de Euler-Lagrange ¢ linear

n d\' oL
() 2% o)

(2

Enquanto, o espaco de fase candnica deve, portanto, possuir coordenadas 2N coordenadas,

que Ostrogradsky escolhe da forma:

X; =2, (C.30)

no/ o d\ Tt oL
> (—dt> %7 = 0. (C.31)

=1

A Hamiltoniana de Ostrogradsky tem a forma:

S PXY—L = P Xo+PoX3+..+ Py 1 Xn+PyA(Xy, ooy Py) = L(X4, .., X, A). (C.32)
=0

A construcao de Ostrogradsky para n derivadas implica que o Hamiltoniano seja linear

em P, P, ..., Py_1. Assim a teoria apresenta instabilidade.
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e A instabilidade de Ostrogradsky impulsiona a variavel dindmica para um tipo espe-

cial de dependéncia do tempo, e ndao um valor numérico especial.

e A mesma variavel dindmica de Ostrogradsky carrega operadores de criacao e de

aniquilagao de energia positiva e negativa.

e Se um sistema que sofre da instabilidade de Ostrogradsky interage, entao o estado

vazio pode decair em uma colecao de excitagoes de energia positiva e negativa.

A instabilidade de Ostrogradsky indica um problema com a energia cinética, e manifesta-se
pela variavel dindmica que desenvolve uma dependéncia temporal no modelo. Verificando
que a energia é limitada por baixo para valores constantes da varidavel dindmica nao

estabelece de forma alguma que um sistema esteja livre da instabilidade de Ostrogradsky:.






[9]
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