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FERREIRA, Francelise Ide Alves. Uma trajetoria de Ensino e Aprendizagem para
o0 Estudo de Numeros Inteiros. 2019. 100 f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2019.

RESUMO

Esta dissertacdo apresenta uma pesquisa qualitativa na qual uma Trajetoria de Ensino
e Aprendizagem (TEA) foi elaborada e aplicada na perspectiva da Educacao
Matematica Realistica (EMR) a respeito dos Numeros Inteiros. Seu desenvolvimento
esta dividido em duas etapas: a primeira foi a elaboracao da trajetoéria, na qual busca-
se prever as possibilidades de compreenséo, duvidas e estratégias de resolucéo das
tarefas pensadas pelos alunos e a segunda etapa constitui o relato dessa trajetéria
aplicada em uma sala de aula do 7° ano do Ensino Fundamental — Anos Finais e uma
andlise interpretativa dos desdobramentos das aulas a luz dos principios da EMR e
algumas relacbes com o desenvolvimento histérico. As tarefas foram direcionadas
como uma forma de proporcionar um ambiente em que os alunos pudessem ser ativos
no processo de aprendizagem e, dessa maneira, realizar uma reinvencao guiada do
conceito e de operagbes com numeros inteiros. Durante a aplicacdo da TEA as
estratégias de resolucao e as discussdes entre os alunos e entre professor e alunos,
conduziram as conclusfes das regras operatérias e do conceito de NUmeros Inteiros.
A experiéncia de elaborar e aplicar uma TEA e, em seguida, refletir a respeito dos
caminhos conduzidos revela grande potencial na formacao do professor.

Palavras-chave: Educagdo Matematica Realistica. Trajetéria de Ensino e
Aprendizagem. Reinvencdo Guiada. NUumeros Inteiros. Principios
EMR.



FERREIRA, Francelise Ide Alves. A Learning- Teaching Trajectory for the Study of
Integers Numbers. 2019. 100 f. Dissertation (Professional National Master’'s in
Mathematics) — State University of Londrina, Londrina, 2019.

ABSTRACT

This paper presents a qualitative research in with a Learning-Teaching Trajectory
(LTT) was elaborated and applied from the perspective of Realistic Mathematics
Education (RME) regarding the Integers Numbers. Its development is divided in two
stages: the first one was the elaboration of the trajectory, in which it is tried to predict
the possibilities of understanding, doubts and strategies of solving the tasks thought
by the students and the second stage constitutes the report of this trajectory applied in
a class of the 7th grade of Elementary School — Final Years and an interpretative
analysis of the lessons unfolding in the light of the principles of the RME and some
relations with the historical development. Tasks were directed as a way to provide an
environment in which students could be active in the learning process and thus perform
a guided reinvention of the concept and operations with integers. During the application
of the LTT the strategies of resolution and the discussions between the students and,
between teacher and students, led to the conclusions of the operative rules and the
concept of Integers Numbers. The experience of developing and applying a LTT and
then reflecting on the paths taken shows great potential in teacher training.

Key-words: Realistic Mathematics Education. Learning-Teaching Trajectory. Guided
Reinvention. Integers Numbers. Principles of RME.
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INTRODUCAO

A experiéncia como professora da Educacdo Béasica provocou o
encontro com muitos alunos do Ensino Fundamental e Médio que expressam duvidas
e dificuldades ao realizarem operacdes que envolvam numeros negativos. A
frequéncia corriqueira que ocorriam foram intrigantes e levantaram o questionamento:
ha alguma forma de ensino que pode contribuir para que os estudantes ndao apenas
realizem as operagdes corretamente, mas que as compreendam?

Na Educacao Basica a introducdo dos Numeros Inteiros ocorre no 7°
ano do Ensino Fundamental — Anos Finais. Ha neste conjunto numérico uma mudanca
em relacédo ao significado dos sinais de mais e de menos, que além de operadores
agora também tem o significado de predicativos o que causa confusdes e davidas que
acompanham os alunos até o Ensino Médio. A dificuldade apresentada em
compreender os nUmeros negativos ndo se restringe ao estudante deste tempo, pois,
segundo Glaeser (1985), os numeros relativos sdo conhecidos historicamente desde
Diofanto (século IIl) até os dias atuais, mas por mais de 1500 anos varios obstaculos
se opuseram a sua compreensdo. Por conta disso o0 objetivo deste trabalho é fazer
um estudo a respeito dos Numeros Inteiros, considerando seus conceitos
matematicos e seu desenvolvimento histérico, elaborar, aplicar e refletir sobre uma
Trajetoria de Ensino e Aprendizagem apoiada na abordagem da Educacédo
Matematica Realistica (EMR). Nesta direcao, e baseados nesse objetivo, a pergunta
dessa pesquisa se apresenta: como a EMR pode orientar um professor na elaboracao
e desenvolvimento do processo de construcédo de conceitos de Niumeros Inteiros por
alunos do Ensino Fundamental — Anos Finais?

Para Gravemeijeir (2005) a nocao popular de aprendizagem como
estabelecer conexdes ndo se adequa para transmitir 0 conhecimento matematico
abstrato. Em vez disso, o autor sugere que devemos tentar ajudar os alunos a
construir um novo conhecimento mateméatico a partir do que eles ja sabem. A
Educacdo Matematica Realistica defende a reinvencdo como uma alternativa para
este fim.

Para Freudenthal (1991) apenas uma pequena minoria aprende a
matematica ensinada como um assunto pronto, no qual os alunos recebem defini¢des,
regras e algoritmos, de acordo com 0s quais se espera gue eles prossigam e que 0

jovem aprendiz deve reivindicar o privilégio de reinventar o conhecimento.
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O principio da reinvencao guiada leva em conta que o conhecimento
nao deve ser transmitido pelo professor, mas sim elaborado pelo
aluno. O processo de reinvencdo exige que os alunos se envolvam
com situacdes realisticas, com a intencao de matematiza-las, em um
processo semelhante ao vivenciado pelo matematico profissional.
(PIRES, 2013, p.24)

Para que os alunos possam reinventar os numeros inteiros foi
elaborada e aplicada uma Trajetéria de Ensino e Aprendizagem (TEA) na qual o
professor vai além da elaboracédo de um plano de aula, pois segundo Van Den Heuvel-
Panhuizen (2010) uma trajetéria esta ligada aos significados de aprendizagem, ensino
e de perfil de conteddo programatico. Em seguida foi feito um movimento de reflexao
sobre aplicagdo da TEA a luz dos principios da EMR e de alguns obstaculos
superados durante o desenvolvimento historico.

O texto deste trabalho esta dividido em cinco capitulos que tratam de
aspectos tedricos metodoldgicos que nortearam o desenvolvimento desta pesquisa,
uma possivel Trajetoria de Ensino e Aprendizagem e o relato de uma prética em sala
de aula.

No capitulo 1 h&d uma explanacdo sobre os Numeros Inteiros,
iniciando pelo seu desenvolvimento no processo historico desde o homem primitivo,
passando pela evolugcédo do sistema de numeracao decimal posicional até o século
XIX. Este capitulo também traz um estudo sobre os conceitos e fundamentos do
Conjunto dos Numeros Relativos, como é a abordagem de ensino dos numeros
inteiros nos documentos oficiais (Base Nacional Comum Curricular, Diretrizes
Curriculares Estaduais do Parand e Caderno de Expectativas de Aprendizagem do
Parand) e como € apresentado em alguns livros didaticos.

O capitulo 2 traz conceitos basicos da Educacdo Matematica
Realistica: origem, ideias centrais e seus principios. E descreve conceitualmente uma
Trajetoria de Ensino e Aprendizagem apontando seus significados, aspectos e
caracteristicas com base nas ideias de Van Den Heuvel-Panhuizen.

O capitulo 3 descreve o encaminhamento metodologico deste
trabalho.

No capitulo 4 encontra-se a Trajetoria de Ensino e Aprendizagem e 0
relato de sua aplicacdo em uma sala do 7° ano de um colégio publico estadual do

Parana.
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O capitulo 5 faz uma relacéo entre o ocorrido em sala de aula e os
principios da EMR com possiveis ligagdes entre o aprendizado do aluno e o processo
de desenvolvimento historico.

Para finalizar, sdo apresentadas algumas consideracdes a respeito da

pesquisa realizada e de sua contribuicdo na formacao profissional da autora.
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CAPITULO 1

NUMEROS INTEIROS

Em relacdo aos NUumeros Inteiros, este capitulo apresenta um pouco
da Histéria da Matematica, elementos de definicdo e propriedades, breve analise da
abordagem curricular apresentada nos documentos: Diretrizes Curriculares Estaduais
e Base Nacional Comum Curricular e de como o conteudo € apresentado em trés

livros didaticos.

1.1 UM Pouco DE HISTORIA

O desenvolvimento do conceito de nimeros teve como motivacdo a
necessidade de contagem, segundo Boyer (2010) as no¢des primitivas de numero,
grandeza e forma podiam estar relacionadas mais com contrastes que com
semelhancas, por exemplo, a diferenca entre um lobo e varios lobos, ou seja, a
diferenca entre um e muitos. Ja Eves (2004) afirma que o conceito de nimero e o0
processo de contar desenvolveram-se muito antes dos registros histéricos e a maneira
como ocorreram € largamente conjectural. Ambos os autores, Boyer (2010) e Eves
(2004), concordam que provavelmente a maneira primitiva de contagem ocorreu por
meio do principio de correspondéncia biunivoca.

O registro dos nameros, segundo Eves (2004), era feito por entalhe
em 0Ss0s, n0s em cordas, inscricbes em pedras, em papiros ou laminas de bambu e
cada povo desenvolveu seu sistema de numeracdo. Segundo este autor, ha
evidéncias de que as primeiras bases numéricas foram de 2, 3 e 4, mas o sistema
quinario (base 5) e o decimal foram mais utilizados. Boyer (2010) relata que estudos
de tribos de indios americanos mostraram que a maioria usava o sistema decimal,
quinario ou quinario-decimal.

Os registros historicos relatam sobre a relagdo do desenvolvimento
do conceito de numero com a estrutura da linguagem. Boyer (2010) afirma que o
homem difere-se de outros animais de modo mais acentuado pela sua linguagem, cujo
desenvolvimento foi essencial para que surgisse o pensamento matematico abstrato.
Porém ele também considera que seja mais provavel que os sinais de incisdo em

bastdo, por exemplo, tenham antecedido as palavras para niameros. Eves (2004)
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também considera que talvez o desenvolvimento de sons vocais para expressar
quantidades tenha surgido apés os registros de ranhuras, nés ou entalhes para
quantidades e, depois, com o0 aprimoramento da escrita, surgiram simbolos para
representar esses nimeros.

Segundo Boyer (2010), o conceito de numero inteiro € 0 mais antigo
na mateméatica e sua origem se perde nas névoas da antiguidade pré-historica. Porém,
o Conjunto dos Numeros Inteiros como conhecemos hoje ndo foi totalmente
desenvolvido na pré-historia, pois nem 0 zero nem 0s inteiros negativos tiveram sua
presenca registrada nesse periodo. Ao longo dos séculos, diferentes civilizagdes
criaram seus sistemas proprios de numeracdo. De acordo com Ifrah (1985) os
primeiros algarismos da histdria foram criados por volta de 3300 a.C. pelos sumérios
e elamitas, duas civilizacGes rivais e vizinhas, situadas respectivamente nas regides
do Iraque e Ird, porém equivalentes em avanco. Devido as necessidades de registro
duradouro de seus recenseamentos, inventarios, compra, venda e distribuicédo,
passaram a fazer entalhes no barro, os simbolos entalhados eram parecidos com as
formas de contas que eles utilizavam para fazer a contagem anteriormente, logo estas
marcas passaram a ser o primeiro sistema de numeracao escrito da historia. Os
sumérios utilizavam um sistema sexagesimal contando com a dezena como uma
unidade auxiliar e os elamitas contavam por dezenas numeros que representavam
guantias menores e utilizavam as bases dez e sessenta para unidades de ordem

superior.

Figura 1 — Calculi, usado pelos sumérios e elamitas.

Calculi, &
usado

pelos 1 10 60 600 3.600 36.000

sumérios. cone bolinha grande grande esfera esfera

cone cone

perfurado

perfurada

Calculi, \
usado 3

pelos
elamitas. 1

bastdozinho

o & A

bolinha

disco

cone

3.000
grande cone
perfurado

Fonte: adaptado de Ifrah (1985).
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Segundo Ifrah (1997), as notacBes numéricas imaginadas ao longo
dos anos repartem-se em trés tipos fundamentais, que por sua vez, encontram-se

subdivididos em categorias.

Quadro 1 — Tipos de sistemas de numeragao.

Numeracdes aditivas
de primeira espécie.

Possuem o principio da adicédo, cada
algarismo tem um valor préprio,
independente de sua posicao.

Os sistemas
aditivos

Numeracdes aditivas
de segunda espécie.

Numeracdes aditivas
de terceira espécie.

Numeracdes hibridas
de primeira especie.

Numerag6es hibridas
de segunda espécie.

Os sistemas Utilizam a multiplicacéo e a adicdo ao Numeracdes hibridas
hibridos. mesmo tempo. de terceira espécie.

Numeracdes hibridas
de quarta espécie.

Numeracdes hibridas
de quinta espécie.

Numeracoes
_ ] . posicionais de
Os sistemas O valor c_Io§ algarismos € determinado primeira espécie.
NN pela posicado que ocupa na escrita dos _

posicionais de
segunda espécie.

Fonte: adaptado de Ifrah (1997).

Numeracdes aditivas de primeira espécie tém por caracteristica que
cada algarismo possui um valor proprio e sdo repetidos até atingir a quantidade
numeérica que se queira representar.

Um exemplo é o sistema hieroglifico egipcio. Os egipcios

desenvolveram sua escrita também por volta de 3000 a.C. independentemente da
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escrita dos sumérios. A numeracgao egipcia era decimal e ndo posicional, sendo que

cada classe decimal era representada por um simbolo diferente.

Figura 2 — Algarismos hieroglificos egipcios.

1
10

100 U nQ N
1000 § [ T
1000 | |

™

100000 SN\
2

1 000 000 g ;’
==\

Fonte: Ifrah (1985).

i
)
A
g

Para representar o numero 1426, por exemplo, dispbe-se de um
algarismo equivalente a 1000, quatro algarismos equivalentes a 100, dois

equivalentes a 10 e seis equivalentes a 1.

Figura 3 — Representacao do numero 1426 no sistema hieroglifico egipcio.

e @ /M ]
@ ® M

1000+100+100+100+100+10+10+1+1+1+1+1+1
Fonte: da autora.

Numeracdes aditivas de segunda espécie tém uma base principal e
uma base auxiliar que deve ser um divisor da principal. A numeragao suméria € um

exemplo dessa espécie, pois sua base € 60 e a base auxiliar é 10.

Quadro 2 — Sistema de numeracao aditivo de segunda espécie.

1 |10 60 | 602 10x602 | 603
12 ordem 22 ordem 32 ordem
Fonte: Ifrah adaptado (1985).
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De acordo com Ifrah, um exemplo da numeragéo aditiva de terceira
espécie é a numeracgédo egipcia hieratica. A escrita egipcia passou da hieroglifica para

a escrita hieratica e depois para a escrita dematica, alterando também os algarismos.

Figura 4 — Escrita egipcia.

T
Notagto TR T T
hierogifica tmmy 5w one one
powso T D A .
Notagdo Y vy ™ A=
demética ' '1, ’] < 1

Fonte: Ifrah (1997).

Podemos notar que na escrita hieratica a partir do nimero 5 ndo héa
mais as repeticbes do algarismo da unidade, como acontecia na numeragao
hieroglifica, mas um Unico sinal para representar os niumeros. Esta escrita era, de
acordo com este autor, mais corrente que a hieroglifica, pois possibilitava maior
rapidez no momento do registro. Como permanecia o principio aditivo eles criaram
simbolos para as poténcias de 10 e seus multiplos, havendo uma notacao particular

para cada ordem.

Quadro 3 — Sistema de numeracao aditiva de terceira espécie.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 2X10 3x10 4x10 5x10 6x10 7x10 8x10 9x10
102 2x10%2 | 3x10? | 4x102 | 5x10%2 | 6x102 | 7x102 | 8x10% | 9x10?
103 2x10% | 3x10% | 4x10% | 5x10% | 6x10% | 7x10% | 8x10% | 9x103

Fonte: Ifrah (1997).

Por exemplo, para escrever o niumero 3577, eram utilizados apenas

quatro algarismos, um que representa 3000, outro 500, outro 70 e outro 7.
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Figura 5 — Notag&o hierética.

Fonte: Ifrah (1985).

Ifrah (1997) apresenta a primeira e a segunda espécie dos sistemas
hibridos fundados em base 10. Tendo como exemplo de primeira espécie os sistemas
de numeracao assirio-babilénico e dos povos semiticos ocidentais nos quais atribuem
um algarismo particular a cada um dos numeros 1, 10, 100, 1000, etc. e dao notacao
multiplicativa aos multiplos consecutivos de cada uma das poténcias de dez, mas as

unidades simples e as dezenas séo representadas por justaposicéo aditiva.

Quadro 4 — Sistema de numeracao hibrido de primeira espécie.

a
12 ordem 22 ordem 32 ordem (Arrniﬁ]rsgg)
(unidades) (dezenas) (centenas)
1 10 1x102 1x103
1+1 10+10 (1+1)x102 (1+1)x103
1+1+1 10+10+10 (1+1+1)x10? (1+1+1)x103

Fonte: Ifrah, 1997.

Os de segunda espécie apresentam um algarismo particular para

cada unidade simples, dezena e poténcia de 10, um exemplo dessa espécie é o

sistema de numeracéo cingalés.

Quadro 5 — Sistema de numeracéo hibrido de segunda espécie.

12 ordem 22 ordem 32 ordem 42 ordem
(unidades) (dezenas) (centenas) (milhares)
1 10 1x102 1x103
2 20 2x102 2x103
3 30 3x102 3x103
9 90 9x102 9x103

Fonte: Ifrah, 1997.
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Os sistemas de terceira e quarta espécies apresentados por esse
autor (1997) sédo fundados na base 100, sendo que o de terceira relaciona um
algarismo particular a unidade, a dezena e a cada poténcia de 100, enquanto que 0
de quarta espécie atribui um algarismo particular para cada unidade simples, dezena

e para cada poténcia de 100.

Quadro 6 — Sistema de numeracao hibrido de terceira espécie.

12 ordem centesimal 22 ordem centesimal
Unidades Dezenas Centenas Milhares
1 10 1x102 1x103
1+1 10+10 (1+1)x102 (1+1)x103
1+1+1 10+10+10 (1+1+1)x102 (1+1+1)x103

Fonte: Ifrah, 1997.

Quadro 7 — Sistema de numeracao hibrido de quarta espécie.

12 ordem centesimal 22 ordem centesimal
Unidades Dezenas Centenas Milhares
1 10 1x102 1x103
2 20 2x102 2x103
3 30 3x102 3x103
9 90 9x102 9x103

Fonte: Ifrah, 1997.

Os sistemas hibridos de quinta espécie, fundados em base 10,

atribuem um algarismo particular para cada unidade simples e para cada poténcia de

dez. Um exemplo para essa espécie € o sistema de numeracao chinés.

Quadro 8 — Sistema de numeracéo hibrido de quinta espécie.

12ordem 22 ordem 32 ordem 42 ordem
(unidades) (dezenas) (centenas) (milhares)
1 1x10 1x102 1x103

2 2x10 2x102 2x103

3 3x10 3x102 3x108

9 9x10 9x102 9x103

Fonte: Ifrah, 1997.
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Os sistemas de numeracdo posicional de primeira espécie sao
numeracgoes posicionais que possuem dois algarismos propriamente ditos, um para a
unidade e outro para um divisor da base. Por exemplo, o sistema de numeracéo
babildnico com base sexagesimal que representa o valor de sua base 60 com o
mesmo simbolo que representa a unidade, porém posicionado a esquerda de outros
simbolos. Segundo Eves (2004), a falta de um simbolo para o zero causava mal
entendidos até que foi introduzido um simbolo de duas cunhas inclinadas para indicar
uma poténcia ausente de 60 dentro de um namero, mas nao no final. Por exemplo,
nos numeros 10804 e 11040.

Figura 6— Representacdo dos niameros no sistema de numeracao babildnico.

10804=3(60%)+0(60)+4=Y Y ¥ & ¥ ¥

11040=3(602)+4(60)= VVV v

Fonte: adaptado de Eves (2004).

\

Figura 7 — Expressdo assirio-babilénia dos numeros inferiores centena.

Y TTWT|"¥WW$W$

I 2

<« «% 4S|4 Ta ﬁf “T‘( T« T«‘

60 + 10| 604+ 20 5 4+ 1)
10 20 0 40 5 70 RO o

Fonte: Ifrah (1997).

O sistema de numeragdo atual € um exemplo para o sistema de
numeracgéo posicional de segunda espécie. De acordo com Ifrah (1997) de todos os
sistemas de numeracdo estudados pela humanidade, o sistema de numeracao
decimal atual € o mais pratico e evoluido, permitindo assim 0s avancos conquistados
pela matemética, os sistemas de numeragao posicionais alcangaram o ultimo grau de
abstracdo nesse dominio e representaram o aperfeicoamento Ultimo da notag&o

numeérica.
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Para o autor trés pontos foram fundamentais para a construcao do

atual sistema de numeragéo:
1. o valor posicional;
2. a estrutura grafica dos sinais numericos;
3. 0 zero.

Segundo Ifrah (1997) no século IX foi copiado do original (datado de
trés ou quatro séculos antes) um tratado de astronomia e adivinha¢des dos maias no
qual ha registros numeéricos que comprovam a utilizacdo de um sistema de numeracao
posicional de base vinte que faz uso de um zero. Segundo este autor pode-se atribuir
a elaboragdo de sistema de numeragdo posicional e a invencdo do zero aos
matematicos e astrénomos maias. Os numeros negativos, segundo este autor, eram
inconcebiveis, uma operagcdo como 3 — 5 foi considerada impossivel durante muito
tempo e, somente com a invenc¢ao do zero, pode-se fazer uma extensédo do conjunto
dos nameros naturais por adjuncao de seus simétricos em relacdo ao zero.

De acordo com registros historicos o conceito de ndmero negativo
surgiu de forma lenta e em civilizagcbes e tempos diferentes, por exemplo, os chineses
consideravam o negativo como algo que se devia, segundo Eves (2004), o chinés Li
Yeh usava um traco diagonal no digito da direita de um namero escrito no sistema de

barras chinés para representar a divida. Desse modo, —10 724 apareceria assim:

Figura 8 — Representacdo do numero —10 724 no sistema de barras chinés.

Cf=

Fonte: Eves (2004)

Segundo Glaeser (1985), desde Diofanto, século Il que o estudo de
nameros relativos surge concomitante ao estudo da algebra, a ele é atribuida a regra
de sinais, pois no inicio de seu Livro | a “Aritmética”, Diofanto escreve:

0 que esta em falta multiplicado pelo que esta em falta da o que é
positivo; enquanto que o que esta em falta multiplicado pelo que é
positivo, dd4 o que esta em falta. (DIOFANTO, SEC. IlI? Apud
GLAESER, 1985, p. 47, grifo nosso).

Porém, de acordo com Boyer (2010), Diofanto, matematico do século

[ll, ndo considerava as raizes negativas. Segundo Eves (2004) encontram-se registros

de que os hindus aceitavam 0s numeros negativos e irracionais e sabiam que uma
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equacao quadrética tinha duas solucgdes reais formais. De acordo com Boyer (2010),
Brahmagupta, que viveu por volta de 628 na india Central, considerou solugdes
positivas e negativas para as equacdes quadraticas e uma sistematizacdo da
aritmética dos numeros negativos e do zero aparecem pela primeira vez em sua obra.

Positivo dividido por positivo, ou negativo por negativo, é afirmativo.
Cifra dividida por cifra é nada. Positivo dividido por negativo é negativo.
Negativo dividido por afirmativo € negativo. Positivo ou negativo
dividido por cifra € uma fragdo com esse denominador. (BOYER, 2010,
p. 150).

Para o autor, o matematico do século VIl entrou em conflito afirmando

que 0 = 0 = 0 e ndo se comprometeu na questdo a + 0 para a # 0.

De acordo com Cyrino e Pasquini (2010) os indianos do século VIi
foram o0s primeiros a reconhecer a existéncia de quantidades absolutamente
negativas. Enquanto que na Europa, somente no século XVI os nimeros negativos
comecaram a ser aceitos. O alemao Michael Stifel (14867-1567) usava coeficientes
negativos em suas equacoes, porém, recusou admitir raizes negativas (Boyer, 2010)
(Eves, 2004). Cajori (2007) afirma que Stifel fala de numeros “absurdos” ou “ficticios
abaixo de zero” que surgem quando numeros reais acima de zero sédo subtraidos de
zero. Segundo Eves (2004), Geronimo Cardano (1501-1576) em seu mais importante
livro, o Ars Magna, o primeiro grande tratado dedicado exclusivamente a algebra, da
alguma atencdo as raizes negativas de uma equacao. De acordo com Cajori (2007),
Cardano e Rafael Bombelli, assim como Bhaskara, viram as raizes negativas, mas
ndo as aprovaram, Francois Viéte, as descartou, Fibonacci raramente as usou e o
monge toscano Luca Pacioli (1445-1517) estabeleceu a regra em que “menos vezes
menos resulta mais”, aplicando-as somente no desenvolvimento do produto (a — b) -
(c — d), nao aparecendo em seu trabalho, as quantidades negativas puras.

Atualmente os nimeros estéo classificados em conjuntos de acordo
com suas caracteristicas. O conjunto dos numeros inteiros é dado por Z = {...—
5-4,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,+4,+5, ... }.

Em 1634, Simon Stevin havia publicado uma prova da regra de sinais
na operacao de multiplicacdo, superando o que Glaeser (1985) chama de inaptidao
de manipular quantidades isoladas. Mesmo que desejassem evitar o emprego dos
nameros negativos, a préatica do calculo vai for¢a-los a sua introdugéo. O
autor afirma que a partir do século XVII os nUmeros negativos aparecem naturalmente
nos trabalhos cientificos e que no final do século XVIII, as quantidades negativas nao

tinham adquirido status de numero. Mas em “O Tratado de Algebra” de Colin
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Maclaurin, publicado postumamente, que se tornou referéncia no continente europeu,
as quantidades negativas e a regra dos sinais sdo apresentadas da seguinte forma.

Chamam-se quantidades positivas, ou afirmativas, as que sado
precedidas do sinal +, e negativas, as que sdo precedidas do sinal —.
Para se ter uma ideia clara e exata desses dois tipos de quantidades,
deve-se notar que toda quantidade pode entrar num calculo algébrico,
acrescentada, ou subtraida, ou seja, como aumento, ou como
diminuicdo; ora, a oposicdo que se observa entre aumento e
diminuicdo ocorre na comparacdo das quantidades. Por exemplo:
entre o valor do dinheiro devido a um homem, e o do dinheiro que ele
deve; entre uma linha tracada a direita, e uma linha tracada a
esquerda; entre a elevacdo sobre o horizonte e o posicionamento
abaixo dele. Assim, a quantidade negativa, longe de ser rigorosamente
menor que nada, ndo € menos real na sua espécie do que a positiva,
mas é tomada num sentido oposto; segue-se dai que uma quantidade
considerada isoladamente ndo poderia ser negativa, pois ela sé o sera
por comparagdo; e que quanto a quantidade que chamamos positiva
nao tem outra que lhe seja oposta, ndo se poderia dela subtrair outra
maior. Por exemplo: seria absurdo querer subtrair uma quantidade
maior de matéria, de outra menor.
(...)
Poder-se-ia deduzir dai a regra dos sinais tal como se costuma
enuncia-la, ou seja, que os sinais iguais nos termos do multiplicador e
do multiplicando d&o + no produto, e os sinais diferentes d&o —.
Evitamos esta maneira de apresentar a regra, para poupar aos
iniciantes a revoltante expressao — por — da +, que, todavia, € uma
consequéncia necessaria da regra. Pode-se, como fizemos, disfarca-
la, mas ndo anula-la, nem contradizé-la; o leitor, sem perceber,
observou todo o seu sentido nos exemplos precedentes. Familiarizado
com a coisa, como iria perturbar-se com as palavras? Se ainda
conserva alguma duavida, que preste atencdo a seguinte
demonstragcdo, que ataca diretamente a dificuldade. +a — a = 0;
assim, multiplicando +a por qualquer quantidade, o produto deve ser
0; se multiplico por n, terei como primeiro termo +na, portanto o
segundo serda —na, pois € preciso que os dois termos se destruam.
Logo sinais diferentes ddo — no produto. Se multiplico +a — a por —n,
de acordo com o caso precedente, obterei —na como primeiro termo;
logo terei +na como segundo, pois € sempre necessario que os dois
termos se destruam. Logo — multiplicado por — da + no produto.
(MACLAURIN, 1748 apud GLAESER, 1985, p.59-61).

De acordo com Glaeser (1985), o avanco historico que se vé no

tratado de Maclaurin seria provisoriamente perdido para a posteridade. Léonard Euler
(1707-1783) manejava os numeros relativos e complexos com engenhosidade e
arrojo, apresentou uma justificativa para a regra dos sinais, mas nao conseguiu
transpor o que se refere a incompreensao da unificacdo da reta numérica. Segundo o
autor, D’Alembert (1717 - 1783) e Carnot (1753 - 1823), em suas publicagdes,
revelaram sua incompreensao dos nameros relativos, mas seus estudos acabaram

influenciando Chasles e Mdbius, que elaboraram a geometria orientada, eles usaram
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todo um eixo para representar a reta R, sem que recorressem a raciocinios isolados
sobre semirretas opostas.

Para Glaeser (1985), a passagem ao negativo esbarra na presenca
de duas significacdes do zero, o zero absoluto, abaixo do qual nada é concebivel e 0
zero origem, ideia proposta por convencdo na qual o zero propicia a criacdo dos
nameros negativos. O autor afirma que as dificuldades concernentes as propriedades
aditivas s6 foram ultrapassadas com introducdo da orientacdo da reta e, tendo uma
compreensao satisfatoria das propriedades aditivas, inicia-se um novo periodo, no
qgual os obstaculos passam a ser a dificuldade de afastar-se de um sentido "concreto”
atribuido aos seres numéricos e um desejo de um modelo unificador. No século XIX,
Augustin Cauchy (1789-1857) ao publicar um curso para a escola Politécnica, faz
distingdo entre nuUmeros positivos e negativos e os sinais (+ ou —) sdo vistos como
operatorios (designam uma acdo: aumentar ou diminuir) e predicativos (qualificam um
estado: positivo ou negativo). O autor afirma:

€ entdo que Cauchy adota 0 novo ponto de vista (que encontramos
em embrido em MacLaurin e Laplace). Ele tem vontade de apresentar
a multiplicagdo de um modo formal, sem evocar modelos concretos ou
metaféricos. Ele avisa que vai operar com simbolos (formados por um
sinal e um valor absoluto) e expde as regras operacionais a que tais
simbolos serdo submetidos. Essa transposicdo de barreira, porém,
ndo ocorrerd sem percalgos. De inicio, ele comete a confusédo entre
sinais operatorios e predicativos. Ele demonstra a composicao apenas
para sinais predicativos e depois aplica-as aos sinais operatorios, sem
chamar a atencéo para esse abuso. (GLAESER, 1985, p. 99)

Por fim, de acordo com Glaeser (1985), em 1867, surge a obra de

Herman Hankel, "Teoria dos sistemas dos numeros complexos”, na qual todos os
obstaculos referentes a teoria dos numeros sdo ultrapassados. A mudanca da
passagem do ponto de vista "concreto" ao ponto de vista "formal” foi efetuada antes
em outros campos da Matemética. Hankel apenas aplicou ideias que ja comegavam
a desenvolver. Seu livro € dedicado a uma exposi¢cao formal da teoria dos nimeros
complexos, foi apenas a titulo de preliminares, que ele liquidou o problema dos
nameros relativos.

Hankel prop6e explicitamente estender a multiplicacdo de IR + a IR,
respeitando um principio de permanéncia: a estrutura algébrica
procurada deve ter boas propriedades. A existéncia e a unicidade
dessa extensédo resultam do seguinte teorema: a Unica multiplicagédo
em IR, que estende a multiplicacdo usual em IR+, respeitando a
distributividade (a esquerda e a direita), estd de acordo com a regra
dos sinais. Uma vez formulado o problema, a demonstracao € trivial:
0 = ax0 = ax(b + opostodeb) = ab + ax(oposto de b)
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0 = Ox(oposto de b) = (oposto de a) X (oposto de b) + a X
(oposto de b). Donde: (oposto de a) x(oposto de b) = ab.
(GLAESER, 1985, p. 105-106).

1.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DOS NUMEROS RELATIVOS

Caraca (2005) afirma que a todas as pessoas é constantemente
imposta a realizagdo de contagens nas mais variadas circunstancias. E a medida que
a vida social vai aumentando de intensidade a contagem torna-se mais importante e
urgente. A solucdo encontrada pelo homem para esta necessidade sdo 0os numeros
naturais. A ideia de que a criacdo dos numeros naturais surgiu das necessidades
ligadas a condi¢cBes de vida € comprovada pelo estudo de povos, em estado muito
atrasado de civilizagcdo, encontrados na Africa e na Australia. Ha tribos na Africa
Central que ndo conhecem os nameros além de 5 ou 6 e outras que vao até 10 000.
O autor considera o fato de que as condi¢Bes da vida econdmica e humana desses
povos determinam seu conhecimento dos niumeros.

Caraca (2005) chama de nameros naturais a sequéncia a partir do 1
(um), argumentando que um homem civilizado de hoje comecaria a escrever 0s
nameros naturais a partir do zero, mas o homem primitivo, de hoje ou dos tempos pré-
histéricos, ndo considera o zero como um namero, assim chama a sequéncia 0, 1, 2,
3, 4, ... de sucessédo de numeros inteiros.

Quanto a criagcdo de um simbolo para o nada, Caraca atribui as
exigéncias da numeracdo escrita, datando, provavelmente, durante os primeiros
séculos da era crista.

O autor define o principio de extensdo como

a tendéncia que o homem tem de generalizar e estender todas as
aquisicdes do seu pensamento seja, qual for o caminho pelo qual
essas aquisi¢cdes se obtém, e a procurar o maior rendimento possivel
dessas generalizacdes pela exploracdo metddica de todas as suas
consequéncias. (CARACA, 2005, p.9).

E é fazendo a aplicagdo deste principio que o autor mostra a

construcdo dos conjuntos numericos desde tempos em que o0 homem tinha apenas a
necessidade da contagem até a constru¢do dos numeros relativos e complexos.
Desse modo o homem primitivo poderia ter pensado que o maior
namero nao iria além de 5, mas atualmente nao se pode deixar de aceitar que dada a
sequéncia de numeros inteiros (0,1,2,3,4,...) existe a possibilidade de repeticdo

ilimitada do ato mental de juntar uma unidade, assim se n € um numero inteiro,
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podemos efetuar sobre ele uma operacdo mental e obter um niamero maior n + 1, logo
ndo h& um numero inteiro maior.

Caraca define conjunto dizendo que é dado um conjunto de certos
elementos quando:

a) eles sao, de si, identidades determinadas;
b) além disso, ha a possibilidade de averiguar se um elemento qualquer, dado
ao acaso, pertence ou nao ao conjunto.

Portanto, conclui o autor, temos o direito de falar no conjunto dos
nameros inteiros e que esse conjunto € infinito. Em um conjunto infinito as partes
podem ser equivalentes ao todo.

Antes de falar sobre os numeros inteiros negativos, o principio de
extensdo leva o autor a definir o conjunto dos ndmeros reais positivos relacionando
cada numero real a um ponto sobre a reta. Desse modo descreve os numeros relativos
com base nos numeros reais fazendo uma analogia

ao tomarmos o nascimento de Cristo como a origem Nno NoOSso
calendario, podemos considerar 0 movimento de um ponto saindo de
certa posigao inicial e realizando-se ao longo de uma trajetoria retilinea
precisamos, para indicar a posi¢cao do ponto, saber em qual dos dois
sentidos opostos, sobre a reta, o movimento se realiza. Se aos
nameros juntamos um sinal indicativo de sentido, a duavida
desaparece. (CARACA, 2005, p.90)

O conceito de numero relativo dado pelo autor é: sejam a e b dois

nameros reais quaisquer: a diferenca a — b chamaremos namero relativo, que diremos
positivo, nulo ou negativo conforme fora > b, a = b, a < b.

Dados dois numeros reais relativos a e b, aos quais correspondem
bijetivamente os pontos P e Q, diz-se que € a > b, a = b ou a < b conforme P est4 a
direita de Q, P coincide com Q ou P esta a esquerda de Q.

Caraca afirma que um numero relativo pode ser escrito como uma
infinidade de diferencas entre numeros reais, exigindo apenas que a diferenca nao
varie o sinal nem o valor absoluto. Todo nimero negativo pode ser considerado como
uma diferenca em que o aditivo é zero e o subtrativo € o numero real igual ao seu
modulo. Assim dado p — g um numero negativo qualquer e chamando de r a diferenca
q—p,temos:p—q=0—7r=—r.

Do mesmo modo como ocorre uma relagdo bijetiva do numero real
absoluto com os pontos da reta, obtemos uma relacdo no campo real relativo. Desse

modo dada uma reta orientada, ou seja, uma reta na qual se tomou um ponto O para
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origem e dois sentidos opostos: de O para direita (positivo) e de O para a esquerda
(negativo), obtém-se uma relacdo entre o conjunto de pontos com o conjunto de
nameros relativos.

Quanto as operacdes no campo dos relativos, Caraca as define por
extensdo imediata das operagbes no campo real. Quanto a adicdo e a subtracdo
temos:

-+ —=s)=p-—q+r—-s=p+r—-q-s=@p+r)-(qg+s)e
P-—@—-—(r—-s)=p—q-r+s=p+s—q-r=p+s)—(q+1).

Em particular, tem-se que somar um numero negativo equivale a
subtrair um ndamero positivo com 0 mesmo maodulo e subtrair um ndamero negativo
equivale a somar um numero positivo de mesmo modulo. No campo dos relativos, a
adicdo e a subtracdo aparecem unificadas em uma s0, 0 que se chama operacao
algébrica.

Quanto a multiplicacdo tem-se:
P-q).(r=s5)=p.(r=s)—q.(r—s)=pr—ps—(qr—qs) =pr—ps—qr+gqs =
pr+qs —ps—qr = (pr +qs) — (ps + qr).

O autor apresenta as igualdades conhecidas como regra de sinal
como uma particularidade da multiplicacédo, assim tem-se:
(+a)-(+b)=(@a—-0)-(b—0) = +a- b,

(+a)-(-b) =(a—0)-(0—b) =—a-b,
(—a)-(+b)=(0—-a)-(b—0) =—a-"b,
(—a)-(-b)=(0—-a)-(0—Db) =+a-b.

A divisdo é definida como inversa da multiplicacdo valendo a regra de
sinais semelhante a da multiplicacéo.

A potenciagao € analisada se o0 expoente &€ um namero positivo, entdo
servem as mesmas definicbes com os resultados ampliados, o autor cita o seguinte
exemplo:

da regra dos sinais resulta que, se 0 expoente € inteiro e a base é
positiva, a poténcia é positiva, mas que, se a base é negativa, ha que
atender a paridade do expoente — se 0 expoente é par, a poténcia €
positiva, se 0 expoente é impar a poténcia é negativa. (CARACA,
2005, p. 96).

Em seguida, é analisado se 0 expoente € negativo e uma nova

definicdo é dada pelo critério formal do principio da extenséo, tomando a™", um valor

gualquer, querendo que sobre esta poténcia se opere da mesma maneira que no
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campo real, em particular deve serque a” - a™" = a™t(") = " " =a° e, como a°® = 1,

- — 1
temosquea”-a™” =1,deondea r:;_

1.3 Os DOCUMENTOS OFICIAIS E ALGUNS LIVROS DIDATICOS

Na Diretriz Curricular Estadual do Parana (2008) - DCE, os NUmeros
Inteiros sdo apresentados como um conteldo basico, pertencente ao conteldo
estruturante Nimeros e Algebra do 7° ano do Ensino Fundamental Il e na lista de
avaliacao apresenta dois itens relacionados a este conteudo:

a) reconheca os numeros inteiros em diferentes contextos
b) realize operagdes com numeros inteiros.

Em relacdo a expectativa deste contetdo estruturante espera-se que
os alunos compreendam os conceitos da adicdo, subtracdo, multiplicacdo, diviséo,
potenciacdo e radiciagdo de numeros pertencentes aos conjuntos dos naturais,
inteiros, racionais, irracionais e reais e suas propriedades.

Ja no documento Caderno de Expectativas de Aprendizagem (2012)
encontramos as seguintes expectativas de aprendizagem sobre nimeros inteiros no
7° ano do Ensino Fundamental:

a) reconheca, interprete e represente numeros inteiros;

b) localize e represente numeros inteiros na reta numerica;

Cc) compare nameros inteiros;

d) resolva expressGes numéricas envolvendo operacdes com numeros inteiros;
e) resolva situacdes-problema envolvendo operacdes com numeros inteiros;

A Base Nacional Comum Curricular (2018) - BNCC apresenta na
unidade tematica nUmeros o objeto de conhecimento:

NuUmeros Inteiros: usos, historia, ordenagéo, associagdo com pontos da reta numeérica
e operacoes.

E para este objeto de conhecimento as habilidades que seguem:

a) (EFO7MAOQ3) comparar e ordenar nameros inteiros em diferentes contextos,
incluindo o histérico, associa-los a pontos da reta numérica e utiliza-los em
situacOes que envolvam adicéo e subtracao;

b) (EFO7MAO04) resolver e elaborar problemas que envolvam operac¢des com

ndmeros inteiros.
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A expectativa da BNCC (2018) em relacdo a unidade temética
nameros é a de que os alunos resolvam problemas com ndmeros naturais, inteiros e
racionais, envolvendo as operacdes fundamentais, com seus diferentes significados,
e utilizando estratégias diversas, com compreensao dos processos neles envolvidos.

A seguir apresentamos uma descri¢do de alguns livros didaticos, nos
quais encontramos 0s requisitos presentes na DCE (2008) e no Caderno de
expectativas de Aprendizagem (2012). Ressaltamos, porém, que suas edicOes sdo de
2012 e 2015, anos anteriores a BNCC (2018).

1.3.1 Livro Projeto Telaris — Ensino Fundamental — Anos Finais — Matemética

Autor: Luiz Roberto Dante

Ano: 2015

Os numeros inteiros sdo contemplados no primeiro capitulo deste
livro. Antes de iniciar o capitulo ha algumas questdes sobre o que sera desenvolvido
na unidade.

A introducéo é feita por meio de uma situacao que envolve o saldo de
gols de dois times de futebol. Sendo que a solu¢éo para a situacdo é um saldo positivo
para um dos times e saldo negativo para o outro.

No item 2 sob o titulo: “Explorando a ideia de numero positivo e
numero negativo”, € apresentada uma atividade envolvendo um termémetro colocado
em dois ambientes distintos e questdes sobre as temperaturas indicadas. Faz uma
anotacao a respeito da simbologia do positivo (+) e (-) e do zero como nao sendo um
namero positivo nem negativo. Em seguida apresenta 0s nimeros inteiros em outros
dois contextos: altitude e fuso horério civil.

Apés uma lista de 11 tarefas ha algumas questbes envolvendo a
operacédo de subtracdo, como sendo sempre possivel com nimeros inteiros, e mais
duas tarefas.

Enfim apresenta o conjunto dos nimeros inteiros como uma unido do
conjunto dos numeros naturais sendo N =1{0,1,2,3,4,5,6,..} e 0 conjunto dos
nameros inteiros negativos {...,—6,—5,—4,—3,—2,—1}. Orienta como construir uma
reta numérica seguida de uma lista de tarefas.

Define:
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e modulo ou valor absoluto do numero inteiro como sendo a distancia do
ponto que representa esse namero até a origem.

e nUmeros opostos ou simétricos quando representados por pontos que
estdo a mesma distancia de uma determinada origem.

Faz uma analise de comparacao dos numeros inteiros dispostos em
uma reta vertical e em uma reta horizontal. Usa a simbologia de “maior do que”,
“menor do que” e “igual” (>, <, =) para comparar.

Apresenta as operacdes na seguinte sequéncia:

1. adicao

2. subtracao

3. multiplicagéo
4. diviséo

5. potenciacao
6. radiciacao

As expressfes numericas sdo apresentadas concomitantemente as
operacoes. E proposto um desenvolvimento para as operacées de adicdo e subtracéo
a partir de contextos externos a Matematica. J4 as demais operacdes partem de um
contexto interno da Matematica. A ideia de sequéncia € explorada para o
desenvolvimento da operacdo de multiplicacdo. A divisdo € tratada como a operacao
inversa da multiplicacao. A potenciagao parte da propria operacéo dentro do conjunto
dos numeros naturais e a radiciacdo segue de uma discussdo envolvendo a

potenciacao.

1.3.2 Livro Vontade de Saber Matemaética

Autores: Joamir Souza e Patricia Rosana Moreno Pataro

Ano: 2015

O livro ndo traz uma unidade especifica para tratar dos NUmeros
Inteiros. Mas apresenta no capitulo 4 uma sequéncia para o estudo dos numeros
positivos e numeros negativos. O primeiro contexto envolve temperaturas abaixo de
zero na Antartica com uma proposta de discusséo e pesquisa.

No proximo subtitulo hd uma explanacdo dos nimeros negativos em

trés contextos diferentes: saldo bancario, temperatura e altitude.
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Na sequéncia temos um método para construir uma reta numérica
com os numeros inteiros, a definicdo de modulo, nimeros opostos ou simétricos, uma
lista de tarefas com ou sem contextos, compara¢cao de nimeros positivos e negativos
e operacfes com numeros positivos e negativos.

Ha uma contextualizacdo externa da Matematica para as operacdes
de adicéo, subtragéo, multiplicacdo e divisdo, as poténcias séo estudadas a partir de
analises de sequéncias. Para cada uma dessas operacfes é apresentado uma lista
de propriedades e uma lista de exercicios. No final do capitulo € apresentada uma
proposta de reflexdo sobre o capitulo com questBes sobre o conteudo abordado,
seguida de uma lista de exercicios de revisdo. As expressdes numéricas aparecem

nos exercicios da lista em uma quantidade crescente de célculos.

1.3.3 Livro Matemaética Ideias e Desafios

Autores: Iracema Mori e Dulce Satiko Onaga

Ano: 2012

O Conjunto dos Numeros Inteiros é desenvolvido na primeira e
segunda unidade, sendo a primeira intitulada “Numeros inteiros” e a segunda
“‘Numeros inteiros: operagdes e problemas”.

A primeira unidade esté dividida em quatro capitulos:
1) aideia de niumeros menores que 0 zero

2) numeros inteiros

3) aprendendo mais sobre nimeros inteiros

4) tratamento da informagao

No primeiro capitulo dessa unidade é desenvolvida a ideia de
nameros menores do que zero por meio de situacdes cujos contextos variam, tratando
de temperatura, saldo devedor ou positivo e altitude. Ha uma sequéncia de questdes
a respeito de situagdes apresentadas e uma lista de tarefas contextualizadas.

O segundo capitulo inicia com uma comparacdo da operagdo de
subtracdo no conjunto dos Numeros Naturais e 0s numeros negativos, seguida da
definicAo do conjunto dos Numeros Inteiros como sendo a reunido dos numeros
inteiros positivos, 0s numeros inteiros negativos e o zero, da definicdo de antecessor

e sucessor e da relagdo de pertinéncia dos NUumeros Naturais e Inteiros aos seus
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respectivos conjuntos. Na sequéncia ha uma lista de tarefas, todas contextualizadas,
e indicacdes do uso da calculadora.

O capitulo trés refere-se a representacdo geometrica com indicacfes
de construcdo da reta numérica, nimeros simétricos ou opostos, definicdo de modulo
ou valor absoluto, localizagdo no plano cartesiano e comparacdo dos numeros
inteiros, neste capitulo ao final de cada topico ha uma lista de exercicios.

O quarto capitulo € uma integracdo com o contetdo estruturante
Tratamento da Informacéo apresentando situacfes nas quais a estatistica usa 0s
nameros negativos, as situacbes sdo sobre pesquisa no mercado de trabalho,
orcamento e fuso horario.

Ao final da unidade ha uma lista de tarefas nominada “Revisdo
cumulativa e testes”.

A unidade dois € composta pelos capitulos:

1) adicao e subtracao
2) multiplicacao

3) divisdo

4) potenciacéo

5) raiz quadrada exata

As operacdes de adicdo e subtracdo estao envolvidas em um contexto
de lucro, prejuizo e variacdo de temperatura. Primeiro se desenvolve o estudo da
adicdo apresentada de diferentes formas: resolucdo de uma situacédo, comparagao
geomeétrica na linha reta, escrita formal (operacdo simbolica). Destaca a propriedade
comutativa e a do elemento neutro. A subtracdo também esta envolvida no contexto
de temperatura com um destaque maior para o conceito de nimero oposto. Ha neste
capitulo um subtitulo tratando de expressées numéricas na qual ha um destaque para
as regras de eliminar parénteses.

A operacdo de multiplicacdo inicia com uma situacdo na qual é
necessario somar uma divida repetitiva de dois reais, ou seja, a multiplicacdo de um
positivo por um numero negativo, seguindo para a multiplicacdo de dois numeros
positivos, um numero negativo e outro positivo e finalmente dois nimeros negativos.
Séo contempladas as propriedades: comutativa, elemento neutro, associativa e
distributiva da multiplicacéo.

A operacdao de divisdo é apresentada como a inversa da multiplicacéo.

No capitulo referente a potenciacédo sao tratadas algumas propriedades da poténcia
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(multiplicacéo e divisdo de poténcias de bases iguais e poténcia de poténcia).
Também é dada uma atencédo especial a poténcia de base 10.

No capitulo sobre raiz quadrada exata é feita uma analogia da
operacdo no conjunto dos nimeros naturais e, exemplifica que um nimero negativo
elevado ao quadrado resulta no mesmo nimero que seu relativo positivo. E a unidade

termina com a revisao cumulativa e testes.
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CAPITULO 2

A EDUCACAO MATEMATICA REALISTICA

A Educacao Matematica Realistica (EMR), segundo Van Den Heuvel-
Panhuizen e Drijvers (2014), é uma abordagem de ensino que iniciou por volta da
década de 1970 com o projeto Wiskobas na educacéo primaria por Edu Wijdeveld e
Fred Goffree e, em seguida, por Adri Treffers. Juntos, eles criaram a base da EMR.
Em 1971, o projeto Wiskobas tornou-se parte do entéo instituto IOWO que estava sob
a direcdo de Hans Freudenthal. Em 1973, com a expanséo deste instituto com o
projeto Wiskivon para Educacdo Matematica secunddaria essa base recebeu um
impulso decisivo para reformar a Educacdo Matemética na Holanda onde, na época,
predominava o movimento da Matematica Moderna.

As ideias de Freudenthal foram fundamentais para o desenvolvimento
dessa abordagem. Ele considerava a matematica como uma atividade humana,
defendia que estudantes de matematica devem ser participantes ativos de sua
aprendizagem desenvolvendo suas préprias ferramentas. De acordo com Van Den
Heuvel-Panhuizen e Drijvers (2014), para Freudenthal, a Matematica tem que estar
conectada a realidade, permanecer proxima as criangas e ser relevante a sociedade,
para ser de valor humano. Segundo Freudenthal (1991) a Matematica deve ser tratada
nao como uma ciéncia pronta, axiomatica, mas sim, como uma atividade humana, na
qual, os estudantes devem experimentar o processo pelo qual um matematico vive
quando descobre algo novo, mesmo que esse estudante esteja realizando algo ja
anteriormente criado.

Portanto, a fim de que os estudantes realizem esta atividade em suas
mentes, Freudenthal (1991) defende que eles devem ter a oportunidade guiada para
reinventar a matematica. Para iSso é necessario que o professor seja um guia que
seleciona as tarefas, inicia e encaminha as discussdes e constru¢cdes matematicas
dos estudantes. De acordo com Mendes (2014) nessa perspectiva, ao estudante cabe
ser o autor do seu proprio conhecimento e ao professor se estabelece a
responsabilidade de criar um cenario que oportunize “essa autoria”. Segundo Pires
(2013), Freudenthal utilizou o termo “reinvengdo guiada” para explicar como ele

imaginou que a matemética poderia ser aprendida.
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De acordo com Pires (2013) a reinvencao guiada juntamente com a
matematizac&do séo duas das ideias centrais da EMR.
Para tanto,

espera-se que o ambiente em sala de aula oportunize ao estudante se
colocar em um contexto em que seu compromisso com a aula de
matematica transpasse o desenvolvimento fragmentado, mecénico e
reprodutor de competéncias, para que possa tornar-se o condutor do
préprio processo de aprendizagem, por meio de tarefas que suscitem
e abranjam competéncias cognitivas dos niveis de reflexdo.
(MENDES, 2014, p. 26)

A matematizacdo segundo Mendes (2014) ocorre quando o estudante

busca organizar a realidade usando ideias e conceitos mateméaticos. De acordo com
Streefland (2003, apud FERREIRA, 2016 p. 246) para Freudenthal era possivel
“‘matematizar a realidade” e “matematizar a matematica” e, assim, Freudenthal e
Treffers, em 1987, dividiram a matematizacdo em duas partes: matematizacéo
horizontal e matematizacao vertical. Segundo Treffers (1987, apud PIRES, 2013 p.
26), na matematizacdo horizontal o estudante usa a matematica para resolver
problemas da vida real ou imaginario, sendo assim trata-se de um processo que
descreve um fenémeno utilizando a matematica e na matematizacdo vertical o
estudante reorganiza sistemas, buscando conexdes, conceitos e melhorando modelos
dentro da matematica.

De acordo com Ferreira (2016), Treffers e Goffree consideraram a
distincdo entre a matematizacdo horizontal e a matematizacao vertical como sendo
artificial ja que a matematizacdo é um processo dinamico e as duas vertentes estao
fortemente inter-relacionadas.

Na componente horizontal a estrada para a matematica é pavimentada
por meio de formacdo de modelo, esquematizacdo e atalhos. A
componente vertical atua por processamento matematico,
aumentando o nivel de estrutura no campo do problema
correspondente. Sem duvida, separar grupos de atividade sem dois
componentes parece um pouco artificial. (TREFFERS; GOFFREE,
1985, p. 109, apud FERREIRA, 2016, p. 247).

Segundo Ferreira (2016) para Freudenthal as duas formas de

matematizac&o tem igual valor.

A composicao entre a matematizacdo horizontal e a matematizacao
vertical € chamada de matematizacdo progressiva. De acordo com Pires (2013) é
nesse processo que o0s alunos constroem, reinventam ou até inventam matematica. A
elaboracao de tais tarefas ndo é algo simples de fazer, pois elas devem promover a

reinvencao e a matematizacao em diferentes niveis. As tarefas devem iniciar com algo
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gue os alunos possam resolver tendo o professor como guia, em seguida os alunos
sdo levados ao proximo nivel que pode ser um aprimoramento da primeira tarefa
dentro da propria matematica ou pode ser um novo problema com uma exigéncia um
pouco maior na elaboracdo de uma solucdo. De acordo com Gravemeijer (2005) o
desenvolvimento curricular comega com um experimento pensado, imaginado e
guiado mediante o qual o estudante deve chegar a uma solucéo pessoal.

O termo “realistica”, segundo Van Den Heuvel-Panhuizen e Drijvers
(2014), tem a ver com fazer uma atividade real em sua mente. Portanto ndo se limita
a uma conexdo apenas com o mundo real, mas os contextos podem envolver
situacbes do mundo real, imaginario ou, até mesmo, da matemética formal. A
contextualizacdo torna-se necessaria na abordagem da EMR, pois os problemas
contribuem para aplicar conceitos matematicos, assim o estudante pode desenvolver
ferramentas e estratégias matematicas que podem servir de modelo para um novo
problema.

De acordo com Van Den Heuvel-Panhuizen e Drijvers (2014) a EMR
envolve principios fundamentais para o ensino da Matematica que estéo ligados a ela
de modo inalienavel. A maioria deles foi articulada por Treffers em 1978, mas sendo
reformulados ao longo dos anos, a autora distingue seis principios:

e principio da atividade — estudantes sao participantes ativos do seu processo de
aprendizagem. A matematica é melhor aprendida quando se faz matematica, o
que reflete a interpretacdo de Freudenthal da matematica como uma atividade
humana.

e principio da realidade — dividida em duas partes, primeiro aplicar a matematica
para resolver problemas da vida real e a segunda é que a educagcao matematica
deve partir de situacdes problema com significados para os estudantes.

e principio de nivel — os estudantes passam por niveis de entendimento, desde
solugdes informais passando por varias etapas até chegar a uma
sistematizacao.

e principio de entrelacamento — os conteldos de matematica ndo podem ser
considerados de forma isolada, mas de maneira integrada. Os problemas
devem ser ricos no sentido de que os estudantes possam utilizar varias

ferramentas e conhecimento de matematica.
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e principio de interatividade — significa que aprender matematica ndo é s6 uma
atividade individual, mas também social. Além disso, a EMR favorece
discussbes com toda classe e trabalho em grupo oportunizando a troca de
estratégias e invencgdes adquirindo ideias para aprimorar suas estratégias. E
ainda, promovem reflexdes em que os estudantes podem melhorar o nivel de
entendimento.

e principio de orientacédo — refere-se a ideia de Freudenthal de reinvencéo guiada.
Professores devem ter papel proativo na aprendizagem dos alunos e 0s
programas educacionais devem conter um cenario que possibilitem um
trabalho como uma alavanca para alcangcar um avanc¢o no entendimento dos
alunos. Para tanto, a didatica e os programas educacionais devem estar

baseados em uma trajetdria de aprendizagem em longo prazo.

2.1 TRAJETORIA DE ENSINO E APRENDIZAGEM

Segundo Van Den Heuvel-Panhuizen (2010), uma trajetéria de Ensino
e Aprendizagem (TEA) descreve o processo pelo qual os alunos passam para
aprender. Mostrando o caminho que seguem até chegar aos objetivos do ensino. A
autora defende que tal trajetéria ndo deve se prender somente a perspectiva de
aprendizagem, mas que pode ter os significados entrelagcados. Seguem trés exemplos
desses significados:

1) uma trajetéria de aprendizagem que da uma visdo geral do processo de
aprendizagem dos alunos.

2) uma trajetoria de ensino que consiste em indicacdes didaticas que descreve
como o ensino pode articular de maneira mais eficaz com o processo préoprio
de aprendizagem das criancgas e estimula-lo.

3) um perfil do contetddo programatico, pois indica quais 0s elementos centrais
dos conteudos de matematica que se deve ensinar.

A intencdo de uma trajetoria, de acordo com Van Den Heuvel-
Panhuizen (2010) é nortear as agfes do professor, servindo de guia para as praticas
de ensino, mas nao de forma rigida, como se seguisse uma receita. Sabemos que néo
se podem prever as sutilezas do processo de ensino e de aprendizagem que ocorrem
em sala de aula, pois o processo de aprendizagem é muito complexo para ser limitado

e nunca acontece da mesma maneira. Mas ao analisar o processo de aprendizagem
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de um grupo podem-se identificar linhas gerais. De acordo com a autora é necessario

ter uma visao geral do processo. E considerar 0s seguintes aspectos:

e singularidades no processo de aprendizagem de cada aluno;

e a descontinuidade no processo de aprendizagem, pois as vezes

os alunos aprendem a saltos e outras vezes tém recaidas;

e o fato de que os alunos sdo capazes de aprender mdiltiplas

habilidades simultaneamente e que diferentes conceitos podem estar

em desenvolvimento ao mesmo tempo, tanto dentro como fora da area

de matematica;

e as diferencas que podem aparecer no processo de aprendizagem

na escola como resultado de disparidades em situacdes de

aprendizagem fora da escola;

e 0s diferentes niveis de dominio de certas habilidades que os

alunos possuem. (VAN DEN HEUVEL-PANHUIZEN, 2010. p. 28).
Uma TEA, segundo Van Den Heuvel-Panhuizen (2001), segue duas

perspectivas: a perspectiva micro didatica na qual o foco estdA em como o aluno

aprende, destacando as sutilezas desse processo e a perspectiva macro didatica que

diz respeito ao o que o aluno aprende em longo prazo, possuindo as seguintes

caracteristicas:

€ mais do que reunir uma cole¢do para atingir metas, em vez de uma
lista de verificacdo de habilidades isoladas, uma trajetéria torna clara a
forma como as habilidades sdo desenvolvidas, mostrando o que vem
antes e o que vem depois.

dupla perspectiva de metas e quadro de ensino, pois ndo apenas
descreve os marcos de aprendizagem de um estudante que podem ser
reconhecidos, como também retrata as principais atividades de ensino
gue conduzem a esses marcos.

coeréncia prépria, com base na distincdo de niveis, pois 0 que é
aprendido em um estagio é entendido e realizado em um nivel superior,
um padrao recorrente de travamento entre a transicao de niveis forma o
elemento de conexao da trajetdria. Outra implicacdo dessa caracteristica
€ que os alunos podem trabalhar com os mesmos problemas sem ter o
mesmo nivel de compreensao.

novo formato de descricdo, pois ndo se trata de uma simples lista de
competéncias e insights para ser alcangada, nem uma rigorosa defini¢cao
de parametros comportamentais que pode ser testado diretamente. Em

vez disso, uma descricdo narrativa e esquematica, completada com
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muitos exemplos, € dada a continuacdo do desenvolvimento que tem

lugar no processo ensino-aprendizagem.
De acordo com Van Den Heuvel-Panhuizen (2010) uma trajetoria de
Ensino e Aprendizagem nao acontece de forma isolada, caso ndo se estabeleca
certas limitacdes, ndo é facil ver como as trajetorias se conectam. A0 mesmo tempo
focar em um assunto especifico nado justifica perder de vista como se conectam com

outras areas da matematica.
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CAPITULO 3

ENCAMINHAMENTOS METODOLOGICOS

Esta dissertacdo € uma pesquisa qualitativa de cunho interpretativo.
Segundo Bogdan e Biklen (1994), uma pesquisa qualitativa apresenta as seguintes
caracteristicas:

1) na investigacao qualitativa a fonte de dados € o ambiente natural;

2) ainvestigacdo qualitativa € descritiva;

3) os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo que
simplesmente pelo resultado ou produto;

4) os investigadores qualitativos tendem a analisar os seus dados de forma
indutiva;

5) o significado é de importancia vital na abordagem qualitativa.

Esta pesquisa teve inicio com estudos sobre sua base teodrica.
Comecando pela Educacdo Matematica Realistica, abordagem que a fundamentou
teoricamente.

A escolha do conteddo NUmeros Inteiros ocorreu por conta da
observacéo em relacdo a davidas frequentes de alunos tanto do Ensino Fundamental
— Anos Finais quanto do Ensino Médio sobre operacfes nas quais 0S numeros
negativos estavam presentes.

Apo6s escolhido o tema matemético foi feito um estudo sobre os
conceitos dos Numeros Relativos segundo Caraca (2005) e um estudo sobre os
aspectos histéricos do desenvolvimento da no¢cédo de niumero, concomitantemente ao
estudo da EMR e da Trajetéria de Ensino e Aprendizagem de acordo com as ideias
de Van Den Heuvel-Panhuizen.

Como o conteudo de Numeros Inteiros esta listado nas Diretrizes
Curriculares Estaduais do Parana e na Base Nacional Comum Curricular para o 7°
Ano do Ensino Fundamental — Anos Finais e de que a autora era professora de um
anico 7° ano em 2018, essa turma foi convenientemente escolhida para participar
deste trabalho.

A fim de escrever a trajetoria aqui descrita foram, primeiramente,
delineados os objetivos que esperam ser alcangados pelos alunos, em seguida foi

feita uma pesquisa de tarefas em livros didaticos e na internet sobre o conteudo de
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Numeros Inteiros. Diante disso, as tarefas foram selecionadas de modo que se
pudesse obter uma sequéncia para o cumprimento dos objetivos. Com a sequéncia
de tarefas pronta, iniciou-se a escrita de um roteiro procurando pensar em detalhes
como a aprendizagem do conteludo poderia ocorrer na sala de aula.

Esta trajetoria estd dividida em quatro tarefas, cuja previsdo de
possiveis duvidas e estratégias, que os alunos poderiam ter ou elaborar para resolver
as situacoes, estao escritas em forma de dialogo entre professor e alunos inspirados
pelo texto de Deguire (1997), neste didalogo os personagens sao o professor ficticio
(PF) e os alunos ficticios, denominados AF1, AF2, AF3, AF4, AF5 e AF6. A tarefa 1
foi dividida em trés etapas, a primeira para apresentar o simbolo de menos como
predicativo de uma quantidade, representando um valor devido em uma negociagao
financeira simples, a segunda trata da ordenacdo dos Numeros Inteiros na reta
numeérica, valor absoluto e simétricos ou opostos e a terceira faz a introducao das
operacdes de adi¢do e subtracdo com numeros relativos. As tarefas 2 e 3 apresentam
0s simbolos de mais e menos com os significados de predicativos e operatoérios e 0s
alunos séo guiados a usarem a reta numeérica como apoio ao efetuar as operacdes. A
tarefa 4 trata das operacdes de multiplicacdo, como a adi¢cdo de numeros repetidos, e
de diviséo.

Em agosto de 2018, antes de dar inicio a aplicacdo da trajetéria, a
professora conversou com 0s alunos, pais ou responsaveis explicando a respeito do
trabalho e como seria seu procedimento, 0s pais ou responsaveis assinaram termo de
consentimento livre e esclarecido. A aplicacdo iniciou em setembro de 2018 e
terminou no inicio do més de novembro de 2018. Como séo distribuidas 5 aulas
semanais para a disciplina de Matematica no Ensino Fundamental, todas foram
utilizadas para desenvolvimento deste trabalho. Para que a realizagao das tarefas e
as discussfes em sala de aula ndo se perdessem, os materiais produzidos pelos
alunos foram fotografados e o audio das aulas foi gravado em um aparelho celular. As
falas da professora/autora, no relato, estdo indicadas pelo cdédigo P. A turma era
composta de 23 alunos frequentes, denominados A01, A02, A03, A04, A05, A06, AO07,
A08, A09, Al10, Al11, A12, A13, Al4, Al5, Al16, A17, A18, A19, A20, A21, A22 e A23.

Procurou-se guiar as aulas fazendo perguntas e promovendo
discussdes em pequenos ou grande grupos, procurando conduzir os alunos a fim de

que realizassem a reinvencdo do tema matemético estudado.
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No relato das tarefas sdo apresentadas algumas producbes dos
alunos que foram selecionadas a partir da similaridade das ideias utilizadas em suas
producdes.

Durante a aplicacéo das tarefas, a professora continuou seus estudos
sobre Educacdo Matematica Realistica e aspectos histéricos dos Numeros Inteiros.

A analise desta pesquisa foi feita entrelacando a teoria com o
desenvolvimento da Trajetoria de Ensino e Aprendizagem. Durante a aplicacdo da
trajetoria foi possivel constatar os principios da Educacdo Matematica Realistica que
foram evidenciados ao observar as reacoes, falas e produc¢des dos alunos na medida
em que as tarefas foram sendo realizadas, perceberam-se obstaculos semelhantes
aos enfrentados no decorrer do desenvolvimento historico dos nimeros relativos. Esta
experiéncia contribuiu para nortear as ac6es da autora a fim de refinar a trajetéria aqui

descrita e suas atitudes enquanto guia.



CAPITULO 4
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UMA TRAJETORIA DE ENSINO E APRENDIZAGEM PARA CONSTRUCAO DE
CONCEITOS BASICOS DE NUMEROS INTEIROS

Com o desenvolvimento da sequéncia de tarefas propostas espera-

se que os alunos alcancem os objetivos que seguem.

a) Conceituar niumeros positivos e negativos historicamente e de acordo

com as definicbes matematicas.

b) Reconhecer que a representacéo dos inteiros pode descrever situacoes

do seu cotidiano.

c) Entender a reta numerada como um objeto matematico para

compreender a ordenacao dos inteiros.

d) Efetuar as operagfes basicas com nimeros inteiros.

4.1 TAREFA 1

4.1.1 Etapa 1 —uma possibilidade de dialogo

Quadro 9 — Enunciado da etapa 1.

Carlos e Fernanda fizeram uma conta na cantina de sua escola para pagar uma vez

por semana. Veja os gastos deles durante uma semana.

Gastos de Carlos.

Segunda-feira Terca-feira | Quarta-feira Quinta-feira Sexta-feira

R$ 5,00 R$ 3,00 R$4,00 R$4,00 R$3,00
Gastos de Fernanda

Segunda-feira Terca-feira Quarta-feira Quinta-feira Sexta-feira

R$ 4,00 R$ 5,00 R$6,00 R$5,00 R$3,00
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Em relagdo aos gastos de Carlos na cantina, responda se é possivel pagar a conta
com uma cédula de 20 reais. Ira sobrar ou faltar dinheiro? Quanto?
E, em relacdo aos gastos de Fernanda na cantina, responda se é possivel pagar a

conta com uma cédula de 20 reais. Ira sobrar ou faltar dinheiro? Quanto?

Fonte: da autora.

Apresentamos agora um dialogo simulando uma possivel conversa
entre professor e alunos ao tentarem encontrar uma solugéo para esta etapa.
Diélogo ficticio

PF: vocés ja leram o problema?

AF2: sim.

Os alunos tentam resolver o problema individualmente, depois de
um tempo iniciam uma discusséo.

PF: como podemos resolvé-lo?

AF2: é muito simples, € s6 somar os gastos e ver quanto da.

PF: entdo vamos comecar!

AF1: para os gastos do Carlos o dinheiro da e ainda sobra um
real.

PF: como vocé fez?

AF1: somei os valores 5+ 3 + 4 + 4 + 3, deu 19, entdo sobra um
real! (E provavel que os alunos apenas comparem o resultado com a quantia de
20 reais, encontrando mentalmente a diferenca).

PF: Alguém fez diferente?

AF: eu somei os gastos, também deu 19 e eu fiz 20 —19 = 1.
(Algum aluno pode fazer o registro da operagao de subtracao).

PF: certo. Vamos anotar! (Anota no quadro) E os gastos de
Fernanda?

AF3: eujafiz, a soma deu 23 e 23 — 20 = 3.

PF: (anota no quadro deixando as resolucdes dos gastos de
Carlos e de Fernanda lado a lado) sobram 3?

AF3: ndo, faltaram 3 reais.

PF: e como eu posso registrar isso?

AF4: eu escrevi a palavra faltaram antes do 3.
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PF: sera que existe algum simbolo na matematica para registrar
gue um valor numérico representa um valor devido?

AF5: eu ja vi, no banco usa o sinal de menos.

PF: certo, entdo é correto dizer que 23 — 20 = —3?

AF1: ndo. 23 — 20 = 3.

PF: entdo vamos observar como foi feito o calculo de quanto sobra
ou falta no caso de Carlos.

AF2: de 20 reais tirou o que ele devia.

PF: e se fizéssemos isso com o caso de Fernanda, como ficaria?

AF2: de 20 tirar 23!

AF3: ah! Entdo precisa fazer 20 — 23!

AF6: mas nédo pode tirar o maior do menor!

AF3: ndo pode tirar, por isso fica devendo. Entdo 20 — 23 = —3.

PF: certo, chegamos a um acordo?

Alunos: sim.

Neste momento o professor pode apresentar outras operacdes
semelhantes as escritas para resolver a situacéo dos gastos de Fernanda e Carlos

para que os alunos resolvam.

Quadro 10 — Sugestao de operacoes.

Efetue:

a) 12-10=

b) 28-30=

c) 15-16=

d) 20-14=

e) 13-50=

f) 200-198=
g) 275-300=
h) 2018-2030=

Fonte: da autora.
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4.1.2 Relato da etapa 1

A tarefa 1 foi proposta para os alunos de um 7° ano do Ensino
Fundamental em um colégio estadual do Parana. Eles ficaram divididos em grupos de
3 a 5 pessoas, resolvem a situacdo dos gastos de Carlos sem dificuldades, ja de

imediato respondem que para soluciona-la “tem que somar tudo”.

Figura 9 — Resolucéo da etapa 1: sobre os gastos de Carlos.
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Fonte: caderno dos alunos.

Alguns efetuaram a subtracao vertical, outros compararam 20 com 19,
chegando a resposta de que ird sobrar 1 real.
Em relacdo aos gastos de Fernanda ha concordancia em relagéo ao

resultado, a aluna A04 disse: “eu fiz a mesma coisa professora, sé que faltou 3 reais”.

Figura 10 - Resolucédo da etapa 1: sobre os gastos de Fernanda.
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Fonte: caderno dos alunos.

Quando é perguntado se existe algum simbolo na matematica para
representar uma divida ocorre a seguinte discussao:

AO01: aquele negocio de menos...

A03: menos trés.
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Al6: negativo?

P: 0 negativo serve para representar o que falta?

A04: eu acho que sim professora, porque é menos 3 (dando énfase a
palavra menos).

P: vocés ja viram o sinal de menos em outros lugares?

Al2: na temperatura.

Al4: na calculadora do celular aparece.

Ao questionar se a operagédo 23 — 20 = —3 estava correta, a aluna
A04 argumentou o seguinte: “ndo esta certo. O certo € 20 — 23 = 0 — 3, porque a
pessoa hao levou esses 3 para pagar. Ela tem zero e esta devendo esses 3”. Tal
raciocinio pode ser mostrado ao decompor 23 em 20 + 3, desse modo a expressao
ficaria 20— (204+3) =20 —-20—-3 = (20— 20) —3 = 0 — 3 = —3. Embora a maneira
formal ndo tenha sido apresentada aos alunos, o argumento da colega foi aceito por
toda turma como correto.

Apresenta-se algumas operacdes e espera-se um tempo para que 0s
alunos resolvam (a resolucdo é individual). As alunas AOl1 e Al6 resolvem o0s

exercicios no quadro da seguinte forma:

Figura 11 — Resolucéo da sugestao de operacdes feita pelos alunos.
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Fonte: da autora.

Para o item a, a resolucao segue tranquila sem polémicas, mas para
o item b, os alunos iniciam a discusséo na qual a aluna A12 apresenta um método de
resolucdo: “na b é 28 — 30 e vocé faz 30 — 28, como da o mesmo resultado, é s6

colocar o sinal de menos na frente”.
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O sinal de menos néo foi escrito nas solucbes apresentadas no
quadro, o que gerou a discussao seguinte:

AQ7: tem que colocar o sinal de menos porgue de 28 vocé tirou 30, sé
gue vocé néo tem 30, voceé ficou devendo 2.

P: vocés concordam com ela?

A13: eu concordo. Seria mais facil se fosse 50 — 13 (referindo-se ao
item e).

P: mas situacdes como a dessa conta podem existir?

Al7: pode. Uma pessoa pode ter 13 reais e comprar uma coisa de 50
reais, faltaram 37.

P: entdo qual é a regra?

Houve uma pausa para discutir se situacbes como 13 —50
acontecem, os alunos concordaram gue € muito comum no comércio uma pessoa ficar
devendo parte do valor da compra. Conclui-se a discussao colocando os sinais de
menos quando “a divida era maior do que o que a pessoa tinha” e com a apresentagao
da sentenca dada pela aluna AO07: “Quando a gente tira um numero maior de um

numero menor, ndo da... por isso € que fica o sinal de menos”.

4.1.3 Etapa 2 — uma possibilidade de dialogo

Quadro 11 — Enunciado da etapa 2.

Desenhe uma linha reta com 28 pontos equidistantes e enumere em ordem

decrescente a partir do nimero 23.

Fonte: da autora.

Dialogo ficticio
PF: vamos desenhar uma linha reta e numera-la a partir do 23 na
ordem decrescente, desse modo: (professor desenha no quadro uma linha reta
com 28 pontos destacados e comeca a numera-la de modo decrescente a partir
do numero 23, mas para de preencher no numero 18 e diz para os alunos

completarem o restante).




G
o 1 2 18 19 20 21 22 23

AF1: Quando chegamos ao zero acabou. N&o pode haver nada
antes do zero.

PF: (preenchendo a reta até o zero) vamos pensar nos gastos de
Fernanda, ela tinha quantos reais?

AF1: ela tinha 20 reais.

PF: (apontando para o numero 20 na reta numerada) entdo
vamos dizer que ela pague um real de cada vez, se ela paga um ela fica com...

AF1: 19, depois 18, 17, 16, 15, 14.

PF: certo. E o0 que vocés acham? Quantas vezes temos que fazer
isto?

AF3: bem se ela devia 23 reais, entdo sdo 23 vezes. Se depois
de pagar 20 ela fica com nada, agora ela deve um de cada vez, deve 1, deve 2 e
deve 3 reais.

AF1: agora ja sei completar a reta! Fica -1, -2, -3 e 0 prOximo sera
-4 e se tivesse espaco, 0 proximo era -5, -6 e assim vai.

| | | |

. —

]
4 3210 1 2 18 19 20 21 22 23

Nesta reta numérica, o professor pode explorar a distancia do
namero até o zero (origem), mostrando que 0s niUmeros simétricos ou opostos,
em relacdo ao zero, tem o mesmo valor absoluto. Trazendo ao conhecimento do

aluno o conceito de médulo e sua notacdo como duas barras verticais.

Quadro 12 — Sugestéo de exemplos.

a) |-3] =3
b) |[+3| =3
c) |-2] =2
d) |+2| =2
e) |—-11] =11

Fonte: da autora.
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4.1.4 Relato da etapa 2

Para construir a reta numeérica foi sugerido aos alunos que fizessem
uma reta dividida por 28 pontos equidistantes, em seguida, que eles comecassem a
numera-la na ordem decrescente da direita para a esquerda partindo do numero 23.
Isso causou alguns conflitos, pois os alunos argumentaram que a professora mandou
fazer 28 pontos e ndo 23, outros disseram que sobraram 5 pontos sem nimeros na
reta, houve a sugestdo de alguns alunos para que colocassem o zero entao sobrariam
apenas 4 pontos. Tal discusséao nos remete ao fato historico de que o zero nao surgiu
logo no inicio da atividade humana de contagem. Alguns alunos tiveram a ideia de
continuar a completar a reta com nimeros negativos, o que ocorreu de duas formas

diferentes.

Figura 12 — Reta numérica desenhada pelos alunos.
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Fonte: caderno dos alunos.

Observe que a aluna A07 nao registrou 0 niumero 20, razdo pela qual
sua reta chegou ao —6 enquanto a da aluna A12 chegou ao —5. Mas a falta do registro

ndo interfere no raciocinio que ela teve em ordenar os numeros relativos na reta.
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Os alunos concordaram que deveriam usar nidmeros negativos para
completar a reta. A fim de entrar em um acordo sobre qual modelo de reta era 0 mais
apropriado, usou-se a situacdo de divida de Fernanda na etapal. Sabendo que ela
devia —23 reais na cantina e tinha apenas 20 reais, a professora aponta para o ponto
de abscissa 20 e anda 23 pontos na reta para a esquerda, simulando uma situacao
na qual Fernanda paga um real de cada vez, até que na vigésima terceira vez sabe-
se que a abscissa deve ser o numero —3. Desse modo, a turma concluiu que a reta
mais apropriada € a reta numerada pelas alunas A07 e A12.

Chama-se a atencao dos alunos sobre a distancia na reta dos pontos
de abscissa 7 e —7 em relagcéo ao zero. Os alunos percebem gque nimeros com sinais
opostos tem a mesma distancia até o zero. Desse modo € discutido o conceito e a

notacdo do modulo de um numero.

4.1.5 Etapa 3 — uma possibilidade de dialogo

O professor prop8e outras questdes, afirmando ser possivel explorar

as operacoes de adicdo e subtracdo nesta mesma reta numérica:

Quadro 13 — Enunciado da etapa 3.

Questéao 1:

Nicolas tem 14 reais e ganha 5 reais de seu av6, com quantos reais Nicolas ira ficar?
Questéao 2:

A irma de Nicolas, Flavia, devia 14 reais na cantina da escola, seu avd, muito gentil,
pagou 10 reais de sua divida. Como ficou a conta de Flavia na cantina?

Questéo 3:

Clara, amiga de Flavia, ja devia 12 reais quando comprou um lanche de 4 reais. Como

ficou a conta na cantina para Clara?

Fonte: da autora.
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Dialogo ficticio

Discusséao da questao 1:

AF2: essa é facil é so fazer 14 + 5 que é 19.

PF: tentem mostrar como esta operagéo pode acontecer na reta
numeérica.

AF1: (dirigindo-se ao quadro e apontando para 0 numero 14)
adicionando 1 sucessivamente até obter 19: 14+ 1 =15,15+1= 16,16+ 1 =
17,17+1=18e 18+ 1 =19.

Discusséo da questao 2:

AF3: se ela devia 14, entdo escrevo —14, se o0 avd pagou 10,
escrevo +10. Entédo € —14 + 10.

AF2: mas vocé fica com uma operacdo de adicdo e esta ndo € a
conta certa, porque precisa fazer subtracéo.

PF: vamos analisar esta operacdo na reta numérica, (apontando
para o —14 na reta) —14 mais 10, como proceder?

AF1: anda 10 ndmeros para a direita. Vai parar no —4. T4 certo!
Ela deve 4 na cantina.

Discusséao da questéo 3:

AF6: se ela deve 12 e gasta 4, ela deve 16 reais.

PF: entdo como podemos registrar esta operacao?

AF3: se é divida, usa o sinal de menos, —12 — 4 = —16.

AF2: mas o sinal é de menos e vocé fez adicao!

AF6: ta certo.

AF2: como eu vou saber se a conta é adi¢cao ou subtracao?

PF: vamos analisar os casos! (escrevendo as informagbes no
guadro, formando uma tabela). Carlos tinha 20 reais e devia 19, escrevemos 20 —
19, Fernanda tinha 20 reais e devia 23, escrevemos 20 — 23, Nicolas tinha 14 e
ganhou 5 reais, escrevemos 14 + 5, Flavia devia 14 e seu avd pagou 10 reais,
escrevemos -14 + 10, Clara devia 12 reais e gastou outros 4 reais, escrevemos

—-12 — 4.
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Quadro 14 — Operacdes para uma resolucao das etapas 1 e 3.

Carlos 20—19=1
Fernanda 20—-23=-3
Nicolas 14+5=19
Flavia —-14+10=-4
Clara —-12-4=-16

Fonte: da autora.

PF: Agora me digam quais operacdes realizamos em cada caso?

AF1: Carlos e Fernanda usamos a subtracdo! 20 —19 =1e 20 —

AF2: ta! Sinal de menos, operacdo de subtracdo! No caso do
Nicolas, usamos adi¢cdo. Mas os outros casos estdo confusos! Os resultados
estdo corretos, mas quando o sinal era mais, a operacao foi de subtracdo e
guando o sinal era menos, a operacao foi de adicao.

PF: certo! Entdo temos os seguintes resultados. (separando as

operacfes em duas colunas, uma para adicdo e outra para subtracdo).

Quadro 15 — Operacdes de adicao e subtracéo discriminadas.

Subtracao Adicéo
+20—-19 =+1 +14+5=+19
+20—-23 =-3 —-12—-4=-16
-14+10=—4

Fonte: da autora.

AF6: na operacao de subtracéo o sinal de menos aparece s6 uma
vez, ndo importa o lugar. Se aparecer duas vezes tem que fazer adicéo.

AF3: na adigéo, os sinais sdo iguais e na subtracdo os sinais sao
diferentes!

PF: sim! E o que dizer do sinal do resultado?




AF1: se tem é mais, se deve € menos. Entdo se tem mais do
gue deve, fica o sinal de mais!

AF6: Ah! Entéo se a pessoa dever mais do que tem, fica o sinal
de menos. E se a pessoa s6 dever, também fica o sinal de menos, que é o caso
da Clara.

PF: vamos escrever isso como uma regra. (O professor pode

escrever a regra com as palavras dos alunos).

“Na adicao, os sinais sao iguais e na subtracao os sinais sado diferentes”.
“Se o valor que a pessoa tem é maior do que o valor devido, entdo fica o
sinal de mais”.

“Se a pessoa dever mais do que tem ou se ela so tiver dividas, entao fica

o sinal de menos”.

Neste momento, o professor pode sugerir outras operacdes
gue envolvam adicéo e subtracdo para serem mostradas na reta numeérica.
Sugestdes (as operacdes sugeridas sdo com nameros baixos

para facilitar o uso da reta numérica):

Quadro 16 — Sugestao de operacgoes.

a) —4-5
by 5-7
c) —8+12
d) 9+3
e) —6—5
fy —=7-7
g) 8—-5
h) 3+8
) —6+2
) —13+5

Fonte: da autora.
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4.1.6 Relato da etapa 3

As questdes 1,2 e 3 foram resolvidas individualmente e discutidas em
grande grupo posteriormente.
A questéo 1 foi resolvida sem divergéncias, todos concordaram que a

operacao deveria ser 14 + 5 = 19.

Figura 13 — Resolucéo da etapa 3: questéo 1.
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Fonte: caderno dos alunos.

A discussdo em grande grupo mostrou discordancia em relacao aos
sinais dos numeros na questdo 2, pois a maioria resolveu subtraindo 10 de 14 o que
resultou em uma divida de 4 reais (14 — 10 = 4, ela ficou devendo 4 reais), mas alguns
alunos afirmavam que deveria ser —14, e quando a aluna A13 apresenta sua solugao
(—14 — 10 = —4), provoca uma mudanca na fala de alguns colegas, a aluna Al7,
argumenta que como o avd havia pago essa quantia de 10 reais, entdo deveria ser

+10. Assim a resolucao foi corrigida pelos alunos como —14 + 10 = —4.

Figura 14 — Resolucéo da etapa 3: questdo 2 (aluna A17).

Al7

Fonte: caderno dos alunos.

A aluna A17 escreveu o sinal de menos apds o numero, o que foi de
imediato notado pela colega A13, essa escrita pode ter ocorrido devido a leitura que
se faz de —4 como quatro negativo, fazendo com que o aluno escreva como esta

ouvindo.




Figura 15 — Resolugéo da etapa 3: questéo 2.
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Fonte: caderno dos alunos.

A maioria dos alunos resolveu a questdo 3 efetuando a operacao de

adicdo, mas considerando que a resposta era uma divida.

Figura 16 — Resolucéo da etapa 3: questédo 3.
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Fonte: caderno dos alunos.
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Na discussdo em grande grupo alguns alunos defenderam que a
operacao deveria ser escrita como —12 + 4, pois € a adigdo que resolve a situacdo. A
professora sugere que eles usem a reta numérica como apoio para seus argumentos.
O aluno AQ09 disse: “professora, estava devendo. E devendo é menos!”. Ao perguntar
como deve ficar a operacdo o aluno AQ9 dita a seguinte sentenca: —12 — 4 = —16. Ao
escrevé-la no quadro, os colegas concordam que por se tratar de dividas os sinais
deveriam ser de menos.

As operacbes foram resolvidas visualizando-as na reta numérica.
Para determinar o sinal da resposta, os alunos nao tiveram muitas dificuldades, mas
para verbalizar uma regra a aluna AO0l, contando com a ajuda de suas colegas,
elaborou a regra da seguinte maneira: “se o numero negativo for maior do que o
positivo, o resultado € negativo. Se o niUmero negativo for menor do que o positivo, 0
resultado é positivo”.

Ao notar que os alunos significavam melhor as operacdes se
estiverem envolvidas em um contexto, foi elaborada uma lista com situacées em
contexto que envolviam operacfes similares as do exercicio. Os alunos foram
divididos em pequenos grupos e, foram convidados a discutir as solu¢cdes com seus

pares.

Quadro 17 — Lista de atividades.

1) Um ténis custa R$ 120,00, mas a vista tem um desconto de R$ 30,00. Calcule o
preco a vista desse ténis.

2) Renato estd devendo R$ 800,00 de aluguel, R$ 110,00 de energia elétrica e R$
80,00 de agua. Calcule o valor total da divida de Renato.

3) O saldo bancario de Laura era R$ 470,00 quando ela emitiu um cheque no valor
de R$ 320,00. Calcule o saldo de Laura apds esse cheque ser compensado.

4)  Apo6s um cheque de R$ 250,00, emitido por Paulo, ser compensado, seu saldo
passa a ser de R$ 300,00. Calcule o saldo de Paulo antes do cheque ser compensado.

5)  Ap6s um cheque de R$ 250,00 emitido por Paulo ser compensado, seu saldo
passa a ser de -R$ 300,00. Calcule o saldo de Paulo, antes do cheque ser
compensado.
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6) O saldo de Mariana era de —R$ 30,00 quando ela emitiu um cheque de R$
140,00. Calcule o saldo de Mariana depois desse cheque ser compensado.

Fonte: da autora.

As atividades 1, 3 e 5 foram resolvidas com a operacédo de subtracéo
e as atividade 2, 4 e 6 foram resolvidas aplicando a operacéo de adicao. As atividades
nas quais os alunos ndo concordam com a resposta geram maiores discussoes,
enriguecendo a analise que fazem das regras das operacdes, as atividades 4, 5 e 6,
por exemplo, foram resolvidas pela aluna A04 desse modo:

Figura 17 — Resolucéo das atividade pela aluna A04.

£-4-200 (p.5 300 (Rp.440 [
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Fonte: caderno dos alunos.

Mas outros alunos resolveram assim:

Figura 18 — Outra resolucéo para as atividades.
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Fonte: caderno dos alunos.
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O que gerou uma discusséo sobre as operacdes a serem aplicadas,
mas apoiados no contexto eles chegaram a solucdo correta e desse modo, as regras
foram surgindo de forma que puderam demonstrar maior confianca. A aluna A04
estabeleceu a seguinte regra: “quando tem dois sinais iguais faz conta de adicdo e

quando tem dois sinais diferentes, ja € subtragao”.

4.2 TAREFA 2

4.2.1 Uma possibilidade de diadlogo

Quadro 18- Enunciado da tarefa 2.

(Dante, 2015-adaptado) Coloquem um termémetro de ambiente em diferentes locais,
como patio, quadra, sala de aula, copo com gelo, geladeira e congelador. Verifique a
medida da temperatura indicada e registre no caderno os valores correspondentes.
Depois, respondam:

a) qual foi o local em que o termdmetro indicou a maior temperatura? E a menor?
b) qual é a diferenca entre a maior e a menor temperatura? Como podemos mostrar
essa operacgao na reta numerada?

c) faca um desenho de um termbmetro gradual e anote as temperaturas

encontradas.

Fonte: adaptado de Dante, 2015.

Diélogo ficticio

PF: (trazendo alguns termdmetros para a sala de aula) Antes de
fazer esta atividade, vamos conversar sobre a medida de temperatura que nds
utilizamos. Alguém sabe dizer qual € e como funciona?

AF3: sei que é grau Celsius.

PF: muito bem! Esta é uma escala que considera o ponto de fusao
(temperatura em que a substancia passa do estado sélido para o liquido) e o ponto
de ebulicdo (temperatura em que a substéncia passa do estado liquido para o
gasoso). Alguém pode dar um exemplo de ponto de fusao?




AF3: é quando o gelo comeca a derreter.

PF: e um exemplo do ponto de ebulicdo?

AF1: se é do liquido para o gasoso, entdo € quando a &gua
comeca a ferver.

PF: muito bem! Ao ponto de fusdo, na escala Celsius, é atribuido
o valor 0°C e ao ponto de ebulicdo, 100°C. Agora vamos ao trabalho!

Os alunos saem da sala, em grupos, munidos de seus
termdémetros e cadernos. Medem e anotam as temperaturas nos locais indicados
no enunciado da tarefa, voltam para a sala com suas anotagfes e resolvem as
atividades enquanto o professor caminha na sala de aula e auxilia os grupos. Apés
resolverem, o professor media a discussdo com toda a sala.

PF: 0 que me dizem? Qual é a reposta do item a?

Cada grupo comeca a falar os locais em que encontraram a maior
e a menor medida de temperatura. H4 mais de uma resposta correta.

PF: e o item b, como vocés registraram a resposta?

AF1: a menor temperatura foi -2°C e a maior foi 36°C. Entado de -
2 até zero sdo 2 e 36 + 2 resulta em 38.

PF: como iremos escrever esta operacao?

AF2: Fizemos 36 + 2 = 38. Sabemos que a resposta esta correta
porque verificamos na reta numérica, mas a medida da temperatura é -2°C e nao
2°C e a operacao deve ser de subtracdo. E como escrever esta operacao usando
o0 —27? Nao sabemos explicar.

PF: muito bem! A variacdo da temperatura que € a diferenca entre
a maior e a menor temperatura pode ser escrita como 36 — (—2). Na reta numérica
vocés fizeram a operagdo em duas partes, sabiam que a distancia de 36 até zero
€ 36 e que a distancia de -2 até o zero € 2, logo perceberam que deveriam efetuar
a adicéo, esta correto?

AF1: sim!

PF: desse modo podemos dizer que 36 — (—2) = 36 + 2 = 38.

AF1: como pode ser o menos virou mais!

60
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PF: isso mesmo, dois sinais de menos foram trocados por um

sinal de mais. Vamos fazer algumas operacdes desse tipo e verificar na reta
numérica se os resultados conferem. (Neste momento o professor escreve as

operacfes no quadro e visita os grupos a fim de auxilia-los).

Operacoes:

a) 9-—(+5)
b) 7+ (=3)
c) 2+ (+5)
d) 6 —(—-3)
Para cada operacao é desenhada uma reta numerica.

Quadro 19 — Operacdes realizadas com apoio da reta numérica.

12 maneira 22 maneira
4 unidades 5 unidades
9_+5 [P <A NN N [N W N SN WU S S S R E_— :
SR I o e o B R R A RS RIS IEEE N B I BE RO B
4 unidades 3 unidades
— <:,‘ —tt +—t = T TR TR S SRS TR S TR R S R S S
7+ (=3) BRI A T R YRR R B N R R R T
p 7 unidades 5 unidades
2+ (+5 T <& ' }
(+5) Y4 32 101 2 3 4 5 6 7 8 9 T4 32101 2 345678 9°
9 unidades 3 unidades 5
_(— + >
6(3)<.H..‘...‘...‘ -
4 3 -2 1 01 2 3 4 5 6 7 8 9 4 3 2 -1 01 2 3 4 5 6 T 8 9

Fonte: da autora.

PF: (ap6s um tempo para a execuc¢do da tarefa) quais respostas

VOCEs encontraram para as operagdes?
AF1: no item a, nosso grupo decidiu que o correto era efetuar 9 —

5=4,noitemb,7—3 =4, noitemc,2+5=7enoitemd, 6 +3 =09.
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PF: esta bem, entdo vamos escrever essas equivaléncias?
AF3: do mesmo modo que foi feito o anterior, podemos escrever
assim: (levantando e pedindo para ir ao quadro, escreve as igualdades).
a 9—-(+5)=9-5=4
b) 7+ (-3)=7-3=4
C) 2+ (+5)=2+5=7
d 6-(-3)=6+3=9
PF: entdo o que podemos dizer quando temos dois sinais juntos,
ou seja, dois sinais vizinhos?
AF2: se os dois sinais sao diferentes, trocamos pelo sinal de
menos e se forem iguais, trocamos pelo sinal de mais.
Com essa discussédo, o professor tem a oportunidade para

apresentar o jogo de sinais aos alunos.

4.2.2 Relato da tarefa 2

Os alunos foram divididos em quatro grupos e cada grupo recebeu um
termbmetro de ambiente e orientacbes sobre os procedimentos (funcionamento do
termémetro, comportamento, locais que poderiam circular e registros). Desse modo
sairam da sala de aula com seus cadernos, mediram e anotaram a temperatura de
diferentes ambientes dentro do colégio e de superficies como metais, bancos de

concreto e de bicicletas.

Figura 19 — Termometro utilizado pelos alunos.
—

Fonte: da autora.
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Como o termbmetro indicava uma ordem decimal foi decidido em

grande grupo que anotariam o valor correspondente ao indicado pelo instrumento.

Figura 20 — Registro das temperaturas em diferentes locais do colégio.
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Fonte: caderno dos alunos.

Assim o item a foi respondido sendo que a menor temperatura

registrada foi no freezer (-20°C) e esta medida foi compartilhada por trés dos quatro

grupos.
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Figura 21 — Registro do local de maior e de menor temperatura.
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Fonte: caderno dos alunos.

Ja para responder ao item b, alguns alunos calcularam a diferenca
entre as temperaturas com os valores relativos das medidas. O que deveria ser 47,8 —

(—20) = 47,8 + 20 = 67,8; foi resolvido como 47,8 — 20 = 27,8.

Figura 22 — Calculando a diferenca entre as temperaturas.

e
Jo
a4 8

Fonte: caderno dos alunos.

Porém, ainda no item b pede-se para mostrar a operacdo na reta
numérica, assim os alunos comegam a perceber que a diferenca entre um numero
positivo e um numero negativo deve ser a adi¢cdo de seus valores absolutos. Alguns
alunos escreveram os numeros em ordem crescente de -20 até a temperatura maxima

aproximada (sequéncia que eles denominaram reta numerica).
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Figura 23 — Utilizando a reta numérica como apoio para calcular a diferenca de

temperaturas.

Fonte: caderno dos alunos.

Para resolver o item ¢, no qual os alunos deveriam desenhar um
termdmetro gradual, houve a necessidade de se apresentar o termdmetro para eles,
para isso a professora levou um termémetro para que 0s grupos analisassem seu
formato, modo de graduacdo e como se faz a leitura de temperatura. O uso de
instrumentos mostrou 0 quanto os alunos sao curiosos e podem ficar empolgados

guando envolvidos em atividades semelhantes.

Figura 24 — Desenhos dos termémetros.

Fonte: caderno dos alunos.

Mas havia um empasse provocado pela palavra “diferenga” que os

alunos relacionavam com a operac¢ao de subtracédo, porém todos concordaram que a
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operacéo deveria ser de adicdo. Entdo apresenta-se verbalmente algumas situacdes
do tipo: “qual a diferenga entre as idades do aluno AO8 e da aluna A047?” ou “se a
aluna AO6 deve 2 reais e aluna AO1 tem 6 reais, qual é a diferenga entre as quantias?”
e representa essas situacdes em retas numéricas desenhadas no quadro. Até que a
aluna AO5 descreve como proceder para fazer a diferenga entre +6 e —2 da seguinte
maneira: “é so vocé fazer a conta do seis até chegar no —2 e o resultado da 8.” Mas
desta vez, a professora escreve a expressao +6 — (—2), lendo-a como: “a diferenca
entre +6 e —2”, assim houve concordancia da escrita com o significado atribuido a
palavra diferenca, questionando sobre qual operacédo efetuar os alunos prontamente
responderam que deveria ser a adi¢céo, logo a expresséo fica +6 — (=2) = +6+2 =
+8, desse modo chegaram a conclusdo de que dois sinais de menos devem ser
trocados por um sinal de mais. H4 uma aceitacdo dessa regra sem questionamentos,
apenas admiracdo. A aluna A05 disse: “Ah! Entdo quando tem dois sinais de menos
troca por um de mais!”.

Neste momento a aluna AO5 sugere a operagao: “10 até chegar no
—3”. Aproveitando a operagao sugerida pela aluna e a professora coloca como sendo
o item a do exercicio proposto, ficando:
a) 10 — (=3)
b) 9 — (+5)
c) 7+ (-3)
d) 2+ (+5)

Considerando necessario contextualizar as operacdes, a professora
o faz verbalmente. Para resolver a tarefa os alunos usaram a reta numérica como
apoio, mas alguns alunos preferiram fazer a troca pela equacéo equivalente, as

operacodes ficaram como segue:
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Figura 25 — Utilizando a reta numérica como apoio. Resolu¢do da aluna A17.
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Fonte: caderno dos alunos.

A aluna A17 usou a reta numérica e as opera¢cdes como apoio para
chegar as solucdes. Na reta numérica ela fez uma comparacao entre 0s numeros no
item a e b, nos quais a operacédo era subtracdo. Ja no item c temos a adicdo, mas
entre uma quantidade positiva e outra negativa e a aluna tira 3 unidades de 7. No item
d ela parte do niumero 2 deslocando 5 unidades para a direita alcancando o resultado
7.
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Figura 26 — Utilizando a reta numérica como apoio. Resolugéo da aluna A12.
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Fonte: caderno dos alunos.
Apesar de chegar ao resultado correto somente nas operacdes de
subtracao, pois em todos os itens faz a comparacéao entre os valores, a aluna usa um

codigo de letras para indicar os numeros na reta numerica.

Figura 27 — Utilizando a reta numérica como apoio. Resolu¢éo da aluna A03.

AO03
- 10- 2= 413
dy- Q- (o) = +Y4
Ge Y- 2) =04
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Fonte: caderno dos alunos.

No item a, a aluna partindo do zero e indo até o 10, segue mais 3
unidades para a direita alcangando o niumero 13 como solu¢éo. No item b ela compara
os valores 9 e 5, no item ¢ ela caminha sobre a reta 3 unidades para a esquerda de 7
e no item d ela caminha 5 unidades para a direita de 2.

Com o apoio da reta numeérica e apos a discussao em grande grupo,

os alunos perceberam que dois sinais iguais devem ser trocados por um sinal de mais
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e dois sinais diferentes devem ser trocados por um sinal de menos. Escreve-se aregra
estabelecida da seguinte maneira:

+4+-+

—— 4

+— -

— 45—

A esta regra deu-se o nome de “regra dos sinais”.

4.3 TAREFA 3

4.3.1 Uma possibilidade de diadlogo

Quadro 20 — Enunciado da tarefa 3.

O Sistema Meteoroldgico do Parana (SIMEPAR) registra anomalias de chuva em um
més comparando o volume de chuva com a média registrada nesse mesmo més nos

altimos anos. Veja no grafico a anomalia de chuva do més de fevereiro de 2018.
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Fonte: boletim climatolégico do SIMEPAR.

Em relacdo ao grafico, responda:




a) considerando que o volume de chuvas da regido de Londrina foi 81 mm abaixo
da média e que o volume de chuvas na regido de Campo Mouréo foi 19 mm acima da

meédia, calcule a diferenca do volume de chuvas dessas duas regides.

b) considerando que o volume de chuvas na regido de Maringa foi 41 mm abaixo

da média, qual é a diferenca de volume de chuvas entre as regiées de Maringa e

Londrina?

Fonte: da autora.

Dialogo ficticio

ApOs apresentar esta tarefa aos alunos, o professor conversa

com o0s alunos sobre média aritmética, volume e anomalias de chuva.

AF3: a média é o zero?
PF: sim. E as anomalias?
Aluno2: o tanto de chuva acima ou abaixo da média.

PF: Agora, antes de resolvermos o problema, vamos assistir a um

video que ira explicar a forma como medimos o volume de chuvas.

Apoés assistir ao filme os alunos partem para a resolucdo. O

professor auxilia aos alunos que estdo divididos em grupos. Apoés a resolucao, o

professor conduz a discusséo em grande grupo.

100mm.

subtracao?

foi de 100mm.

PF: como vocés resolveram o item a?

AF6: nos fizemos assim: 81 + 19 = 100. A diferenca foi de

AF4: mas a diferenca é resultado da subtracao!

PF: entdo como podemos representar esta situacdo usando a

AF1: nos fizemos 19 — (—81) = 19 + 81 = 100. A diferenga

AF4: ah! Entendi! Foi por causa do jogo de sinal! Entéo ta certo!

PF: muito bem! Usamos a subtragcédo, mas por conta do jogo de

sinal, obtemos uma adicéo! E o item b?

AF1: nosso grupo fez - 41 — (—81) = —41 + 81 = 40.
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AF4: nos fizemos - 81 — (—41) = — 81 + 41 = —40. Qual
resposta esta correta -40 ou 407

AF1: acho que o correto € 40, porque a pergunta pede a diferenca
entre as regifes de Maringa e Londrina, entdo tem que fazer -41 primeiro, que é o
volume de chuva de Maringa, depois -81, que é o volume de chuva de Londrina!
Assim vocé responde que a diferenca do volume de chuvas entre as regifes de

Maringa e Londrina é de 40mm.

4.3.2 Relato da tarefa 3

Ao ler o problema discute-se sobre o que poderia ser anomalia de
chuva. Os alunos entendem a palavra anomalia como “aquilo que nao é normal”. O
aluno A09 descreve que cada milimetro de chuva significa que choveu um litro em um
quadrado de um metro e que a média é o zero. ApGs a explicacdo do colega, todos
assistem a um video! com explicacées mais detalhadas a respeito do modo de medir
o volume de chuva. Buscando compreender melhor o problema, ha uma discusséo
sobre o mapa, analisando as cores, localizando a cidade na qual moram e
considerando que a legenda funciona como uma reta numérica vertical.

Contribui-se com as discussfes dos alunos que resolvem a atividade
em grupo. Ha algumas divergéncias entre 0s grupos sobre a resposta correta, pois
alguns resolveram ao item a utilizando a operacéo de adi¢do e outros, como se tratava
da diferenca entre as anomalias, efetuaram a subtracéo dos valores absolutos. Nota-
se que ainda ndo ha uma compreensado efetiva do ndamero relativo enquanto
guantidade. Na discussao em grande grupo a aluna A0l coloca que como um valor
estd a esquerda do zero e outro a direita do zero, entdo € necessario somar. Com o
argumento da colega e a contagem na reta numerica, os alunos chegam a um acordo

sobre a resposta correta.

1 CLIMA TEMPO. Saiba como se mede a chuva. Disponivel em:

<https://www.youtube.com/watch?v=gZSCrirZ5c4>. Aceso em 03 out. 2018.



https://www.youtube.com/watch?v=gZSCrirZ5c4
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Figura 28 — Resolucéo do item a da tarefa 3.
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Fonte: caderno dos alunos.

O item b é resolvido sem muitos empasses, visto que o item a foi
resolvido com apoio da reta numérica, os alunos argumentaram do mesmo modo.
Porém alguns aparentemente resolveram sem considerar o sinal do nUmero e como

todos chegaram ao mesmo resultado nao discordaram um do outro.

Figura 29 — Resolucao do item b da tarefa 3.
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Fonte: caderno dos alunos.
4.4 TAREFA 4

4.4.1 Uma possibilidade de dialogo para o item a

Quadro 21 — Enunciado da tarefa 4.

(Mori e Onaga, 2012-adaptado) Seu Anténio € dono de uma padaria. L&, Juca toma
café da manha e também almoca. As vezes ele paga na hora; outras vezes, “pendura”.
Seu Antdnio anota tudo em seu caderno. Mas duas manchas de café borraram suas

anotacdes. Observe.

Dia Café Almogo
3 -2,00
9 -2,00
10 -2,00 '
15 -2,00
Total ] -48

a) Emrelacdo ao café, qual é a divida de Juca com Seu Antdnio?
b) O preco do almoco na padaria de seu Antonio € sempre 0 mesmo. Se a divida
de almoco de Juca nessa padaria é de R$ 48,00 em quatro dias, o que estava escrito

nas anotacdes de seu Antdnio, na coluna de almoc¢o?

Fonte: adaptado de Mori e Onaga, 2012.

Diélogo ficticio
AF2: -2-2-2-2=-8
PF: certo! Mas existe outra maneira de registrar esta operagao?
AF3: pode fazer multiplicacao!
AF6: como assim?
AF3: se vocé tem 2 quatro vezes, entdo pode fazer 4 x 2.
AF2: mas nédo é 2, e sim, -2.
AF6: ah! Entao, se ela estiver certa, entdo faz 4 x (—2).
AF3: esta certo sim.
PF: entdo escrevemos -2 -2 —-2—-2 = 4 - (-2) = —8. 0 que

VOCcés podem observar em relagdo ao sinal nesta multiplicagao?
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AF3: em 4x(-2) o sinal do 4 € mais e o sinal do 2 € menos! O
resultado ficou menos! O sinal de menos porque era a divida de Juca!

AF2: ja sei! Fez o jogo de sinal, pois mais com menos da menos!

PF: muito bem!

AF3: mas o jogo de sinal vale para qualquer multiplicacdo de
inteiros?

AF2: como assim?

AF3: se tiver que multiplicar dois niumeros com sinal de menos,
tipo: -4x(-2) vai dar +8, entdo vale a regra de sinais para quaisquer nimeros?

PF: vamos verificar! (O professor apresenta uma tabela com

sequéncias numéricas e pede aos alunos para completa-la).

Quadro 23 — Tabela de sequéncia de multiplicagéo.

X +4 +3 +2 +1 0 -1 -2 -3 —4
+4 +16 +12 +8 +4 0 —4 -8 —12

+3 +12 +9 +6 +3

+2 +8

+1 +4

0 0

-1 —4

—2 —8

-3

-4

Fonte: adaptado de Dante, 2015.

Enguanto os alunos completam a tabela o professor caminha pela
sala, auxiliando na resolucao da tarefa.

PF: como ficou a tabela depois de completa?

AF6: a primeira linha € s6 diminuir de 4 em 4, a segunda diminui
de 3 em 3, a terceira linha, diminui de 2 em 2, a quarta linha diminui de 1 em 1,
depois é tudo zero e comecga a aumentar, primeiro de 1 em 1, depois de 2 em 2,
3em3edemd.

AF3: é a tabuada! Tem até o sinal de vezes no canto!

AF2: é mesmo! E a tabuada com nimeros negativos! E eu fiz

adicao e subtracao igual o AF6!
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AF3: eu percebi que era multiplicacdo, mas fiz a sequéncia
somando e subtraindo também!

PF: (Preenchendo a tabela no quadro). Como ela é uma tabela
de multiplicacdo, podemos usa-la para verificar como fica o sinal na multiplicacao
de numeros inteiros.

AF1l: se multiplicamos dois numeros com sinal positivo, 0
resultado também é positivo.

AF3: se multiplicamos um positivo por um numero negativo ou
vice-versa, o sinal é negativo. Até aqui tudo bem!

PF: o que quer dizer?

AF3: 0 estranho é quando multiplicamos dois nUmeros negativos.

AF2: é verdade o sinal ficou positivo! Achei estranho, pensei que
tinha errado, mas a sequéncia estava certa, entdo acho que a multiplicacao
também esta correta!

PF: jA podemos dizer algo sobre a regra da multiplicacdo em
relacdo ao sinal?

AF6: sim, é o jogo de sinal, com certeza!

PF: vamos verificar se funciona aplicarmos o jogo de sinal nas
multiplicacdes feitas aqui na tabela.

AF3: esta correto, se usarmos 0 zero para separar a tabela temos
uma cruz que divide o retangulo em quatro partes. Na primeira parte positivo com
positivo resulta em positivo, na segunda e terceira parte é positivo com negativo
ou negativo com positivo que resulta em negativo e na quarta parte negativo com

negativo fica positivo. Esta tudo de acordo com o jogo de sinal!
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Quadro 23 — Tabela de sequéncia de multiplicacédo preenchida.

X +4 +3 +2 +1 0 -1 -2 -3 —4
+4 +16 | +12 +8 +4 0 —4 -8 -12 | —16
+3 +12 +9 +6 +3 0 -3 —6 -9 -12
+2 +8 +6 +4 +2 0 -2 —4 —6 -8
+1 +4 +3 +2 +1 0 -1 -2 -3 —4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

-1 —4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4
-2 -8 -6 —4 -2 0 +1 +2 +3 +4
-3 —12 -9 —6 -3 0 +3 +6 +9 +12
—4 -16 | —12 -8 —4 0 +4 +8 +12 | +16

Fonte: adaptado de Dante, 2015.

sinal correto.

PF: se aplicarmos o jogo de sinal, obtemos os resultados com o

4.4.2 Relato do item a

Os alunos nao apresentaram dificuldades para resolver a situagao.

Alguns aplicaram a operacao de adicdo com o valor absoluto 2 e responderam que

Juca devia oito reais. Outros usaram o numero —2 durante o processo aritmético, nem

todos usaram os parénteses corretamente, mas decidiram que deveriam somar o valor

negativo escrevendo ou nao o sinal +.
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Figura 30 — Resolugao do item a da tarefa 4.

|

|

| Q+(2)46)162)=-8

{ . ) S 7 s ) LS 0
o) oL f(,Uff./’\ DO TN (,\./v‘:\'x‘?\"\u\i‘ JE @S , 0 0 0w
/!
‘ -
] .
A=) =N By Ny =L A p
L= Q| Quox-R00=400+900-
| 1

Fonte: da autora.

Pergunta-se aos alunos se h& alguma outra maneira de resolver esta
situacdo e a aluna A06 disse que poderiam resolver utilizando a operacdo de
multiplicacéo, entdo foi pedido para que eles refizessem o item a, mas desta vez
aplicando a multiplicacdo e que procurassem escrevé-la na forma de expresséo

horizontal.
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Figura 31 — Aplicando a multiplicacéo para resolver o item a da tarefa 4.
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Fonte: caderno dos alunos.

ApOs escrever a expressao de multiplicacao levanta-se a questao do
sinal da resposta, mais que depressa os alunos responderam: “é porque menos com
mais da menos”. Essa justificativa ndo € confirmada como correta, porém muitos
estavam convictos da resposta. Apresenta-se a tabela como um meio de verificar se
0 jogo de sinal funcionaria nas multiplicacées de nUmeros com sinais variados.

Entrega-se a tabela e pede-se que a completem. Nao ha uma
explicagéo expositiva de como deveriam efetuar a tarefa, ouvem-se as perguntas e a
expressao “nao entendi!” (dita por varios alunos), entdo é feita uma orientacédo para
gue analisem com calma a fim de descobrir como fazer. Como parte da tabela ja
estava completa, alguns alunos notaram um padréo de repeticéo dizendo: “é igual! E
so fazer uma parte e depois repetir”.

Na discussao em grande grupo a aluna A17 explicou que percebendo
simetria entre 0s numeros (valores absolutos) em relacdo ao zero, dividiu
mentalmente a tabela em quadrantes, completou o primeiro quadrante com todos o0s
valores positivos efetuando a multiplicacdo e em seguida apenas repetiu 0s nimeros
simetricamente, mas com sinais invertidos. Essa foi a maneira mais usada pelos
alunos para completar a tabela. Outra maneira que encontraram foi efetuar todas as

multiplicacdes.
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Figura 32 — Tabela de sequéncia de multiplicagéo preenchida pelos alunos.
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Fonte: caderno dos alunos.

A aluna A01 faz a observacédo: “na tabela da pra ver o jogo de sinal!”.
Desse modo os alunos chegam a conclusdo de que na operacdo de multiplicacéo

devem fazer o jogo de sinal com os sinais dos numeros.

4.4.3 Uma possibilidade de didlogo para o item b

Dialogo ficticio

O preco do almoco na padaria de seu Antonio € sempre 0 mesmo.
Se a divida de almoco de Juca nessa padaria é de R$ 48,00 em quatro dias, o
gue estava escrito nas anotac¢des de seu Antdnio, na coluna de almo¢o?

Apds um tempo para a resolucéo, o professor convida os alunos
para a discussao.

AF1: bem, como séo 4 dias eu pensei: 4x12=48, entdo o almoco
na padaria do seu Antonio é de 12 reais. Ele pode ter anotado -12 na coluna do
almoco ja que o Juca estava devendo.

AF6: é so fazer a divisdo de 48 por 4. O resultado € 12.

Aluno4: ah! Eu fiz a divisédo e escrevi usando o sinal de menos
nos numeros!

PF: como ficou?
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AF4: ficou -48 dividido por 4 igual a -12. Dai o seu Antdnio pode
ter escrito -12 no caderno.

PF: muito bem! Anote a operacao no quadro, por favor. (O AF4
escreve: —48 + 4 = —12). O que podemos dizer sobre o sinal do numero 4?

AF6: como representa numero de dias, ndo é divida, entéo o sinal
€ positivo.

PF: entdo podemos escrever esta operagdo como: —48 + (+4) =
—-127?

AF2: acho que pode!

AF6: esté certo!

PF: o que podemos dizer sobre 0s sinais nesta operagéao?

AF3: foi feito o jogo de sinal!

AF6: é verdade, € s6 fazer o jogo de sinal igual na multiplicacéo.

PF: o alunol utilizou a multiplicagéo para resolver esta situacao.
Como ficaria a operacgdo que ele montou, se utilizassemos os sinais dos nimeros?

AF2: seria: +4 x (—12) = —48!

PF: certo! Na multiplicacdo aplicamos o jogo de sinal para
resolver a operacdo. E esta situacdo pode ser resolvida usando a divisdo ou a

multiplicacdo. Assim:

Quadro 25 — Tabela com algumas opera¢des de multiplicacédo e de divisao.

Divisdo Multiplicacéo
—48 + (+4) = —12 +4 x (—12) = —48
—8 X (+4) = -32
—3 % (=9) = +27
+7 X (+6) = +42

Fonte: da autora.

O professor apresenta a tabela do quadro 25 em um primeiro




81

momento com as duas primeiras linhas, em seguida completa a coluna da
multiplicacdo com mais trés operacdes e pede para que os alunos a completem.

ApOGs um tempo para que os alunos terminem a tarefa, o
professor retoma a discussao.

PF: como ficou a tabela completa?

AF1: (se prontificando a preencher a tabela no quadro) —32 +
(—8) = +4; +27 + (-3) = —9; +42 + (+7) = +6.

AF2: em todas as operagOes pode comprovar o uso do jogo de
sinal.

PF: muito bem! Tal qual aplicamos o jogo de sinal para fazer a
operacdo de multiplicacdo, também aplicamos para fazer a operacéo de diviséo.

AF6: mas da pra completar a tabela de outro jeito.

PF: como?

AF6: é s6 por ao contrario, —48 + (—12) = +4; —32 + (+4) =
—8; +27 + (—9) = —3; +42 +~ (+6) = +7.

AF3: ah! E verdade, posso escrever no quadro?

PF: pode sim.

A tabela fica da seguinte maneira:

Quadro 26 — Tabela com algumas operacbes de multiplicacdo e de divisdo

preenchida.
Divisédo Multiplicacéo
—48 + (+4) = —12 +4 x (—12) = —48
—32+(—8)=+4+40u—-32+(+4) =
—8 X (+4) = -32
-8
+27 +(-3) =—-90u +27+(—9) =
—3 % (=9) = +27
-3
+42 + (+7) = +6 ou+42 + (+6) =
+7 X (+6) = +42
+7

Fonte: da autora.
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PF: jA estudamos como fazer as operacdes de adicdo, subtracao,
multiplicacdo e divisdo com nameros inteiros.

Neste momento retomam-se as regras usadas para as operagdes
de adicdo e subtracdo e as regras para as operac¢des de multiplicacao e diviséo.
Ampliando as regras de multiplicacéo para a operacdo de potenciacao.

PF: como resolvemos as operacoes: 3 e 252

AF1:3*=3x3x3x3=81e2°=2Xx2Xx2x%X2x2=232.

PF: e como resolvemos as operagdes (—3)*e (—2)%?

AF2: tem que fazer o -3 vezes ele mesmo 4 vezes: (—3) X (=3) X
(—3) x (—3). Dai faz o jogo de sinal, porque é multiplicacdo. Entéo fica +81. E
(=2)° = (=2) x (=2) x (=2) x (=2) x (=2) = —32.

AF6: se for par € mais se for impar é menos.

PF: expligue melhor!

AF6: guando a gente multiplica uma quantidade par de niumeros
negativos o resultado € sempre positivo e quando a gente multiplica uma
guantidade impar de nimeros negativos o resultado vai ser negativo também.

AF3: isso pode ser uma regra, porque a cada dois sinais
negativos temos um sinal positivo, entdo se temos uma quantidade par de
nameros negativos, o resultado € positivo e se temos uma quantidade impar de
ndmeros negativos temos um sinal de menos sobrando e o resultado sera
negativo.

Professor: sim, temos uma regra para a potenciacao.

“Se a base é positiva, entdo a poténcia tem sinal positivo.”
“Se a base é negativa e 0 expoente € par, entdo a poténcia tem sinal positivo.”

“Se a base é negativa e o expoente é impar, entdo a poténcia tem sinal negativo.”
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4.4.4 Relato do item b

Para resolver a situacao do valor do almoco na padaria de seu Anténio
os alunos efetuaram a divisdo de 48 em 4 partes iguais, alguns efetuaram

mentalmente, outros aplicaram o algoritmo da diviséo.

Figura 33 — Resolucéo do item b da tarefa 4.
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Fonte: caderno dos alunos.

A aluna A04 afirma que “o sinal da resposta € menos porque menos
com mais da menos”, mas ndo ha consenso se na operacao de divisdo € necessario
ou ndo fazer o jogo de sinal. Desse modo, com a duvida pairando no ar, escreve-se

uma tabela no quadro pedindo que os alunos a completassem.
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Figura 34 — Tabela com algumas operacdes de multiplicacéo e de divisdo preenchida
pelos alunos.
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Fonte: caderno dos alunos.

Houve uma discusséo sobre os valores colocados como divisor e
qguociente, pois alguns ficaram invertidos, entdo escrevemos das duas maneiras que
apareceram e a turma concluiu que: “da para fazer dos dois jeitos que fica correto”.
Ao perguntar se na divisdo deveria fazer o jogo de sinal, um coro descompassado
recitou a leitura dos sinais na coluna da divisdo para verificar se as divisdes
apresentadas respeitavam a regra, ao findar a leitura os alunos chegaram a concluséao
de que a operacao de divisao deveria ser feita utilizando a regra do jogo de sinal.

Retomam-se as regras para adicdo, subtracdo e multiplicacédo ja
estudadas. Os alunos responderam que para fazer adicdo e subtragéo nao faz o jogo

de sinal.
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Figura 35 — Reinventando regras das operacoes. Parte I.
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Fonte: caderno dos alunos.

A discusséo se estendeu com exemplos numeéricos das operacoes.

Apresentando a potenciacdo como uma multiplicacdo de numeros
iguais e relembrando a potenciacdo de numeros naturais, pede-se aos alunos que
resolvam as operacgdes: (—3)* e (—2)5. Alguns alunos consideraram que ambas as
operacoes resultariam em quantidades positivas, pois “a potenciacdo € multiplicacédo
e, portanto deve ser feito o jogo de sinal, assim menos com menos da mais”. Ao serem
guestionados sobre a certeza de suas afirmacdes, partem para uma analise com um
olhar mais cauteloso. H&4 muita discussdo em pequenos grupos antes de
manifestarem estar prontos para apresentar as resolugoes.

Em discussdo em grande grupo a aluna A04 descreve que efetuou
(—=3)* e (—2)° multiplicando os nimeros em sequéncia como segue:

(-3)* = (-3) X (-3) X (—3) X (=3) = (+9) X (—3) x (—3) = (—27) x (—3) = +81.
(=2)° = (=2) X (=2) X (=2) X (=2) X (=2) = (+4) X (=2) x (=2) X (=2)
=(—-8) x (-2) x (-2) = (+16) x (—2) = —32.

A aluna A06 percebe que sdo necessarios dois sinais de menos para
formar um de mais, mas mesmo assim ela efetua o jogo de sinal em sequéncia, assim
como a colega A04. O aluno A10 agrupa os sinais de menos em pares e se sobrar um
conclui que a resposta € menos, caso contrario o resultado € positivo. Apés a
resolucdo no quadro os alunos iniciam a discusséo destacando que estava faltando

escrever 0s parénteses na sentencga entao a operacao ficaria correta.
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Figura 36 — Calculando poténcias.
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Fonte: caderno dos alunos e da autora.

Quando é perguntado se existe alguma relacdo entre o expoente e 0
sinal do resultado, a aluna A17 destaca que se o0 expoente é par, entdo o resultado é
positivo e se 0 expoente é impar, o resultado é negativo, quando a base é negativa.
Ao discutir se a regra da colega estava certa, pediu-se que 0s alunos escrevessem a
relacao.




Figura 37 — Reinventando regras das operacoes. Parte Il.
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Fonte: caderno dos alunos.
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CAPITULO 5

ANALISES: O DESENVOLVIMENTO DA PESQUISA A LUZ DA EDUCACAO
MATEMATICA REALISTICA

Este capitulo traz reflexdes a respeito da relevancia da construcao de
uma Trajetdria de Ensino e Aprendizagem por um professor, da vivéncia de alunos no
desenvolvimento de uma TEA, e da implicagdo dos principios da Educacéo
Matematica Realistica no processo de ensinar e aprender Mateméatica. Essas
reflexdes se dao no entrelacamento entre teoria, elaboracéo e aplicacdo da trajetoria.

Ao elaborar a trajetoria percebe-se que ha a necessidade de se fazer
uma reflexdo mais profunda do que um plano de aula exige, a respeito do contetdo a
ser ministrado e sobre detalhes do processo pelo qual o aluno aprende. A TEA
delineou o caminho, mas n&o o determinou de forma rigida, de acordo com Van Den
Heuvel-Panhuizen (2010) isso hdo ocorre porgue 0s processos de aprendizagem reais
sdo muito complexos para delimita-los, desse modo ndo se repetem da mesma
maneira. Porém, tracando o processo de aprendizagem de um grupo de alunos,
podem ser identificadas certas linhas gerais.

Durante a aplicacdo desta trajetéria, os principios da Educacédo
Matematica Realistica sdo percebidos de forma integrada. No inicio da aplicacdo das
tarefas, os alunos mais ativos sdo os mesmos que se dispfe a participar das
atividades. Porém, a maioria dos alunos da turma permanece em siléncio, até que,
guando dispostos em pequenos grupos e envolvidos em aulas nas quais a professora
assume atitudes de orientadora e ndo apresenta solugbes prontas, faz perguntas
procurando guia-los a fim de que cheguem a uma matematizacdo, comeg¢am aos
poucos a expor suas opinides sobre como poderiam resolver as situacdes. Percebe-
se aqui o principio da orientacéo conectado ao da atividade e da interatividade.

Segundo Van Den Heuvel-Panhuizen (2014), o principio da atividade
refere-se a interpretacdo de Freudenthal da matematica como uma atividade humana,
assim o aluno é agente de sua aprendizagem. O principio da interatividade refere-se
a aprendizagem da matematica como uma atividade social e, portanto o aluno deve
ter a oportunidade de compartilhar suas estratégias e inven¢des com outros. Estes
principios foram percebidos durante toda a aplicacdo da trajetéria, destacando os

alunos Al18, A20 e A22, que permaneciam calados em relacdo aos conteudos
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estudados e apresentavam poucas tarefas resolvidas durante o ano letivo, mas no
decorrer das atividades foram modificando as atitudes diante das tarefas, tornando-se
mais participativos nas discussdes, buscando e compartilhando estratégias de
solucbes. As discussdes entre os alunos e entre professora e alunos estiveram
presentes em todas as aulas, foi por meio delas que a professora guiou os alunos para
que reinventassem as operagbes com numeros inteiros.

Toma-se a posicdo de guia, e as tarefas contém contextos que séo
conhecidos pelos alunos permitindo, assim, que eles desenvolvam estratégias para
solucionéa-las. Esses contextos fazem parte do principio da realidade que, de acordo
com Van Den Heuvel-Panhuizen (2014), coloca o aluno em um caminho de
estratégias de solucdes informais, faz com que ele apligue a Matematica. A autora
também afirma que a aprendizagem deve iniciar a partir de um contexto que seja
significativo para o estudante. Isto manifesta-se quando as atividades propostas
mostram-se em situacdes conhecidas pelos alunos, ou seja, possuem significado para
eles, que elaboram estratégias de solucdes, aplicando a matemética que conhecem.
Quando os alunos formavam grupos para resolver as situacdes em contexto, 0s
principios de realidade, interacdo e de atividade tornavam-se mais evidentes, 0s
alunos interagiram de forma natural na busca dos resultados, apoiando-se em seus
préprios raciocinios, mostrando para a professora a importancia de contextos ricos e
da organizacdo do ambiente de sala de aula, de modo a proporcionar tal interacédo
entre os alunos e a liberdade de exporem suas estratégias na solucdo de problemas.

Durante a elaboracéo da trajetdria houve a preocupacao em relacéo
ao contexto da tarefa 3, que por se tratar de anomalias do volume de chuva em relacdo
a média dos ultimos anos, poderia ser um contexto fora da realidade dos alunos e nédo
possuir significado para eles. Porém logo que o problema foi apresentado, houve uma
discusséo sobre o significado da palavra anomalia e de volume de chuva, na qual os
alunos além de mostrarem ja conhecer essas palavras, apresentaram seus
conhecimentos sobre milimetros cubicos em um metro quadrado e construiram o
significado de anomalias de chuva em relacdo a média, partindo do significado da
palavra anomalia.

O contexto das tarefas desta trajetoria envolve nogdo de média
aritmética, medidas de temperatura e operagfes basicas com NuUmeros Inteiros,

passando pelo principio do entrelagamento que de acordo com Van Den Heuvel-
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Panhuizen (2014), significa que os dominios mateméticos como nimero, geometria,
medicao e manipulacdo de dados séo fortemente integrados.

O principio de nivel, segundo Van Den Heuvel-Panhuizen (2014)
significa que os alunos passam por diferentes niveis de compreensao, da capacidade
de inventar uma solucdo informal até a criagdo de varios niveis de atalhos e
esquematizacdes, a aquisicdo de insights sobre como conceitos e estratégias estédo
relacionados. De acordo com Freudenthal (1991) a transitividade pode evoluir de uma
experiéncia matematizadora horizontal para uma atividade matematizadora vertical,
apenas para se tornar parte da prépria realidade em longo prazo.

Ao analisar o processo pelo qual os alunos passaram para resolver a
tarefal podemos perceber que enquanto a professora focava em querer que os alunos
pensassem: sinais iguais somam-se 0s Vvalores; sinais diferentes subtraem-se 0s
valores, os alunos nao significavam essa questao dos sinais e as regras apareciam

”

em partes em suas falas, eles pensavam: “tem que olhar para o texto”, “tem que usar

” 13

aquela régua”, “tenho duas dividas, soma as dividas e continuo devendo” ou “tenho
uma quantia, mas estou devendo, pago e vejo se sobra ou falta”, “se os sinais sao de
menos, soma tudo porque € o que ela deve”. Para Gravemeijeir (2005) a concepgao
usual de aprendizagem, como o estabelecimento de conexdes entre o conhecimento
interno do aluno e certo conhecimento externo que tem de ser adquirido, leva os
professores a forgar os alunos a fazerem conexdes com o conhecimento externo que
para eles ndo existe. O autor conclui que a tradicdo de tentar ensinar seguindo esta
perspectiva faz com que a Matemética seja dificil de aprender. No entanto, nota-se
aqui que os alunos ja estdo construindo as regras, mas estdo em um nivel de contexto-
conectado. Quando os alunos estdo estudando a operacdo de divisdo ha uma
discussdo sobre as regras das operacdes ja estudadas anteriormente (adicéo,
subtracdo e multiplicacdo) e os alunos apresentam as regras em forma de sentencas
e dao exemplos numéricos para cada operacdo, mostrando que estdo em um nivel
mais avancado e ndo precisam mais apoiar-se em contextos.

Na atividade contextualizada observa-se que os alunos encontraram
uma liberdade maior para discutir sobre a adicdo e a subtracdo diminuindo a
complexidade em se obter uma regra para as operagdes proporcionando um
crescimento de conhecimento e um entendimento maior das operagdes em questao,
isto é, segundo Van Den Heuvel-Panhuizen (2001), um enfoque caracteristico da

EMR, havendo um progresso na maneira em que estavam pensando nas operacoes,
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chegando a uma maneira mais formal da apresentacdo da regra para adicdo e
subtracdo, que pode ser exemplificado a fala da aluna A04: “quando tem dois sinais
iguais faz conta de adicao e quando tem dois sinais diferentes, ja é subtragcdo”. O
professor precisa estar atento as solugcdes informais dos alunos para guiar o
reinventor. Além disso, de acordo com Freudenthal (1991), o professor precisa de
planos de instrucdo, pré-concebidos por desenvolvedores capazes, mas em um estilo
gue nao restringe desnecessariamente a liberdade do professor de tirar proveito da
situacdo de classe como se apresenta em um dado momento, para que a situacao
possa ser entendida pela intuicAo e experiéncia e ajustada de acordo com o0s
principios do professor.

Em duas situacdes foi possivel notar ocorréncias do desenvolvimento
de conceitos no processo historico semelhantes as da sala de aula, por exemplo, na
tarefa 1, quando os alunos precisam numerar uma reta de 28 pontos na ordem
decrescente iniciando pelo nimero 23, é possivel notar, mesmo fazendo uso do zero
desde a educacao infantil, que nem todos o colocaram na reta. Percebe-se uma
relacdo com o desenvolvimento histérico do namero, visto que, de acordo com Ifrah
(1997), o zero aparece como ultimo algarismo inventado, de valor fundamental para o
desenvolvimento do sistema de numeracao decimal e para se fazer uma extenséo do
conjunto dos numeros naturais por adjuncdo do seu simétrico em relacdo ao zero.
Houve também a percepcdo de que, enquanto os alunos discutiam a tarefa 3 e
usavam a reta numeérica como apoio para resolver as operacdes, que eles nao
identificavam o numero relativo como sendo uma quantidade. Vimos que este
empasse atravessou séculos, Glaeser (1985) afirma que no século XVII os niumeros
negativos apareciam naturalmente nos trabalhos cientificos, mas foi somente em 1867
na obra de Herman Hankel que todos os obstaculos sobre a teoria dos nUmeros sao
ultrapassados, quando ele trata 0os numeros inteiros como numeros inventados,
imaginados. O autor afirma que no final do século XVIII as quantidades negativas ndo
tinham atingido status de namero.

De acordo com Freudenthal (1991) as criancas devem repetir o
processo de aprendizado da humanidade, ndo como aconteceu de fato, mas como
teria acontecido se as pessoas no passado soubessem um pouco do que sabemos

agora.
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A aplicacao dessa trajetéria mostrou o entrelagamento dos principios
da EMR refletidos na sala de aula de modo a favorecer o ensino e a aprendizagem,

também apresenta a importancia da Histéria da Matematica durante este processo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Freudenthal (1991) afirma que apenas uma pequena minoria aprende
a matematica quando ela € ensinada apresentando ao estudante as definicdes, regras
e algoritmos, ou seja, quando é ensinada como um assunto pronto. O autor afirma que
se 0 aprendiz for ensinado a reinventar, entdo conhecimento e habilidades valiosos
serdo mais facilmente aprendidos, retidos e transferidos do que quando sao impostos.

Guiar o aluno nesse processo de reinvencdo da matematica € uma
tarefa que exige do professor mais do que um simples transmissor de informacdes,
exige que este conheca o processo de aprendizagem. Segundo Van Den Heuvel-
Panhuizen (2010), o professor pode convidar regularmente os alunos a proporem
ideias e solucdes para serem analisadas pelo grupo e comparadas a outras, gerando
a possibilidade de um progresso comum, para tanto é necessario que o docente avalie
e esclareca as ideias e solu¢cfes dos alunos, o que a autora afirma s6 ser possivel
qguando o professor tem um panorama claro de aprendizagem e sabe os momentos
em que pode esperar determinadas ideias e métodos de solucgdes.

Uma Trajetoria de Ensino e Aprendizagem, segundo Van Den Heuvel-
Panhuizen (2010) nao sé explica em que ponto os alunos devem chegar, mas também
ilumina o amplo caminho que seguem. Desse modo, oferece ao professor um norte
apresentando os objetivos a serem alcancados pelos alunos, desde uma perspectiva
em longo prazo até os aspectos micro didaticos do cotidiano das aulas de matematica.

Pensando em proporcionar aos alunos a oportunidade de reinventar
o contetudo de Numeros Inteiros, elaborou-se a trajetoria aqui descrita. O que exigiu
uma busca do conhecimento da fundamentacao tedrica e do contelldo matemaético, e,
que diante dos objetivos tracados, refletisse a respeito dos possiveis caminhos que
os alunos poderiam trilhar para alcang¢éa-los, considerando os obstaculos e os avangos
durante o processo. Foi necessario aprofundar o conhecimento sobre NuUmeros
Inteiros, estudar seu conceito, aspectos historicos, os documentos norteadores
Estaduais e Nacionais e a apresentacdo do contetdo nos livros didaticos com foco
nos principios da EMR. De forma que este estudo ampliou a visdo da autora, trazendo

uma nova perspectiva para sua pratica docente.

Aplicar a trajetoria foi uma experiéncia Unica, pois proporcionou
vislumbrar os principios da EMR. Um dos momentos mais marcantes foi contemplar

0s principios da interatividade e da atividade surgindo, aparentemente, de forma
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natural em sala de aula. Diante da exposicao de ideias e trocas de solu¢des pode-se
avaliar ndo apenas o0 que e como os alunos estdo aprendendo, mas, também, fazer
uma avaliacdo do procedimento e das atitudes assumidas como professora,
contribuindo para uma tomada de decisdo ou um redirecionamento do processo de
ensino e de aprendizagem. De acordo com De Lange (1999) o objetivo da avaliacéo
em sala de aula € produzir informacdes que contribuam para o processo de ensino e
aprendizagem e auxilie na tomada de decisfes educacionais, e que os tomadores de
decisdo incluem alunos, professores, pais e administradores.

Entende-se que os principios da EMR surgiram a partir da atitude
assumida enquanto guia e do encaminhar das aulas de modo que os alunos eram
regularmente provocados a exporem suas ideias e a trocarem solucdes.

Embora considerando que uma Trajetéria de Ensino Aprendizagem
seja mais do que um planejamento, esta experiéncia mostrou que um professor,
enquanto esté elaborando ou aplicando seu plano de aula, deve ter em mente uma
visdo holistica dos conteudos matematicos que vem desenvolvendo. Englobando
nesta visdo o conceito, a estrutura matematica e os aspectos historicos, com foco nos
objetivos a serem alcancados pelos alunos. Além disso, procurar compreender e
respeitar como e quando os alunos aprendem, permitindo que reinventem a
matemaética.

Essa experiéncia d4 caminhos para que outras pesquisas sejam
desenvolvidas, dentre elas podemos sugerir uma escrita mais refinada da propria
trajetdria aqui apresentada e mesmo a elaboracdo de outras trajetdrias que abordem

outros conteddos matematicos.
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APENDICE A — TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Tendo em vista a necessidade de coleta de dados para o desenvolvimento de projeto
de pesquisa de Mestrado, sob a responsabilidade de Francelise Ide Alves Ferreira,
professora do Colégio Estadual Anténio Racanello Sampaio — Ensino Fundamental e
Médio e aluna de Mestrado do Programa de Pés-graduacdo PROFMAT, sob a
orientacdo da Profa. Dra. Magna Natalia Marin Pires, docente do Programa de Poés-
Graduagdo PROFMAT, do Departamento de Matematica da Universidade Estadual
de Londrina, declaro que consinto que a mesma utilize integralmente ou em partes,
0s registros escritos do(a) meu(minha) filho(a) nas aulas, atividades e avaliagdes da
disciplina de Matematica, para fins de pesquisa, podendo divulga-las em publica¢des,
congressos e eventos da area, sem restricdes de prazo e citagbes, com a condi¢ao
de que o nome de meu(minha) filho(a) ndo seja citado, garantido o anonimato no relato
da pesquisa. Declaro ainda, que fui devidamente informado(a) e esclarecido(a) quanto
a investigacdo que serd desenvolvida. Abdicando direitos meus e de meus
descendentes, subscrevo o presente termo.

Nome do aluno(a):

Nome do responsavel:

RG do responsavel:

Assinatura:




